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Resumen

Se presentan los resultados de una investigacion de corte cualitativo, cuyo objetivo fue
analizar las estructuras y mecanismos mentales en 11 estudiantes de primer semestre de la
licenciatura en Fisica de la Benemérita Universidad Autonoma de Puebla, cuando resuelven cinco
actividades relacionadas con el concepto de integral definida fundamentadas en una
descomposicion genética enmarcada en la teoria Accion, Proceso, Objeto y Esquema (APOE). Del
analisis de los resultados se desprende que, cuatro estudiantes muestran la estructura Accion en el
registro geométrico, mientras que siete lo hacen en el analitico. Ademas, sélo nueve de los 11
estudiantes dieron evidencia de la estructura Proceso a través del mecanismo mental
Interiorizacion. Por otro lado, se observé un predominio del registro analitico sobre el geométrico
al recurrir a la expresion algebraica de la funcion para resolver las actividades. También
concluimos que los estudiantes muestran dificultades para reconocer que la integral definida no

siempre es igual al &rea de la region bajo la curva.

Palabras clave: Integral definida, teoria APOE, estructuras, mecanismos mentales



Resume

The results of a qualitative research are presented, whose objective was to analyze the
mental structures and mechanisms in 11 first-semester students of the Physics degree from the
Benemérita Universidad Autdnoma de Puebla when they solve five activities related to the concept
of definite integral. These activities were based on a genetic decomposition framed in the Action,
Process, Object and Scheme (APOE) theory. From the analysis of the results, it is inferred that
four students exhibit the Action structure in the geometric register, while seven do so in the
analytical one. Furthermore, only nine of the 11 students gave evidence of the Process structure
through the Internalization mental mechanism. On the other hand, a predominance of the analytical
register over the geometric was observed when students used the algebraic expression of the
function to solve the activities. We also conclude that students show difficulties in recognizing

that the definite integral is not always equal to the area of the region under the curve.

Keywords: Definite integral, APOE theory, structures, mental mechanisms



Introduccion

La integral definida es uno de los conceptos fundamentales del Célculo infinitesimal y una
herramienta muy importante para otros campos como la Fisica, Economia, Estadistica,
Probabilidad, entre otros. Ademas, es un concepto importante para los estudiantes ya que aparece
en el curriculo de diversos programas de licenciatura.

En México el concepto de integral se introduce en el nivel medio superior y se aborda
inicialmente para calcular el area de figuras limitadas por curvas. Consideramos que esto se debe
a que la integral surgi6 por la necesidad de resolver el problema del calculo de areas en regiones
limitadas por curvas, cuyas formas no resultaban conocidas, posteriormente, en la universidad se
aplica para calcular volimenes, longitud de curvas planas, areas de superficie de revolucion,
momentos y centros de masa, trabajo, presion y fuerzas de fluidos.

Sin embargo, algunas investigaciones revelan la existencia de dificultades en el aprendizaje
y la comprensién de este concepto matematico. Orton (1983) indica que a los estudiantes se les
complica comprender a la integral como el limite de una suma y no son capaces de darle
significado a los simbolos que utilizan. Llorens y Santoja (1997) manifiestan que algunas
deficiencias en el aprendizaje se deben a que los estudiantes asocian a la integral con el calculo de
primitivas, el rea bajo la curvay la aplicacion de la regla de Barrow incluso cuando esta no puede,
es decir, estas dificultades estan relacionadas con un dominio de procedimientos algoritmicos
frente a los aspectos conceptuales de la integral definida. Bezuidenhout y Oliver (2000) indican
que uno de los obstaculos radica en concebir a la integral definida como un area, sin acabar de
precisar que para ello se requiere que la funcién sea positiva. Por su parte, Jiménez- Villanueva
(2017) las clasifica de la siguiente manera: identificar a la integral definida con la antiderivada
(procesos puramente algebraicos relacionados con los métodos de integracion); teorema
fundamental del calculo aun cuando las condiciones no se cumplen y como el area bajo la curva.

Lo anterior ha motivado que diversas investigaciones sobre la ensefianza del concepto de
integral definida se centren en buscar alternativas didacticas que contribuyan a una mejor
comprension de esta. En particular desde la teoria APOE se ha estudiado la comprension de este
concepto matematico y se han propuesto modelos, llamados descomposicion genética, que

hipotetizan como los estudiantes podrian aprender un concepto matematico. Uno de estos modelos



es la descomposicidn genética propuesta por Bernabé et al. (2013) quienes abordan la concepcion
dinamica del concepto de integral definida mediante la funcién de acumulacion, en los registros
geomeétrico y analitico.

En esta investigacion se busca analizar las estructuras Accion, Proceso y el mecanismo
mental de interiorizacion de once estudiantes de primer semestre de la licenciatura en Fisica de la
Benemérita Universidad Autdnoma de Puebla (BUAP) cuando resuelven actividades relacionadas
con el concepto de integral definida, fundamentadas en la descomposicion genética de Bernabé et
al. (2013). Ademas, con las actividades se busca que los estudiantes reconozcan que la integral

definida no siempre es igual al area bajo la curva.

La presentacion del trabajo se organiza en cuatro capitulos. En el capitulo 1 se presentan
algunas investigaciones que resaltan las dificultades en el aprendizaje y comprension del concepto
de integral definida, asi como algunas investigaciones que se han realizado en torno a este concepto
utilizando la teoria APOE. También, se presenta el objetivo y la pregunta de investigacion que
direccionan este trabajo y la justificacion, donde se exponen los motivos por los que esta se
desarrolla.

En el capitulo 2 se definen los constructos de la teoria que sustenta nuestra investigacion;
asi como la descomposicidn genética de la investigacion y el método propuesto por lateoria APOE
para llevar a cabo la investigacion.

En el tercer capitulo se describe la poblacion de estudio; se presentan las actividades que
constituyen el instrumento de investigacion y las cuales se disefiaron para identificar y analizar las
estructuras y mecanismos mentales de los informantes; asi mismo se da un bosquejo de como fue
su aplicacion.

En el Capitulo 4 se presenta el analisis de las respuestas proporcionadas por los once
informantes.

Finalmente, se presentan las conclusiones



Capitulo 1 Planteamiento del problema

En este capitulo se presentan algunas investigaciones sobre las dificultades que tienen los
estudiantes en la comprensién del concepto de integral definida, asi como algunas investigaciones
sobre el aprendizaje y comprension de este concepto matematico. Posteriormente se plantea el

problema de investigacion con base en los aportes encontrados en la literatura.
1.1 Antecedentes tedricos

En los Gltimos afios diferentes investigaciones han evidenciado las dificultades que tienen
los estudiantes para el aprendizaje y comprension del concepto de integral definida, algunas de
estas son:

Orton (1983) reportd que los estudiantes tienen dificultades para comprender a la integral
definida como el limite de una suma y esto se debe a una comprensién no adecuada del proceso
limite. El utilizd6 el método de entrevista clinica para investigar la comprension de aspectos
relacionados a la integracion en 110 estudiantes britanicos (55 hombres y 55 mujeres) de entre 16
y 22 afos. De estos 110 estudiantes, sesenta alumnos fueron seleccionados del nivel académico
conocido como Sixth Form (16-18 afios) de cuatro escuelas diferentes, los otros cincuenta (18-22
afios) eran estudiantes que se preparaban para ser profesores de matematicas. El instrumento
utilizado se integra de 38 items relacionados con limites, areas de rectangulos, aproximacion del
area bajo una curva, célculo de integrales y céalculo de volumen de solidos de revolucion. Entre las
conclusiones de su investigacion, podemos destacar:

e Para los estudiantes fueron dificiles las preguntas que se referian a la comprensién de la
integracion como limite de una suma.

e Muchos estudiantes mostraron dificultades en la comprension de la relacion entre la
integral definida y el area bajo la curva, sobre todo cuando la funcién presentaba alguna
discontinuidad o pasaba de positiva a negativa.

e Los estudiantes fueron capaces de realizar calculos algebraicos donde intervienen las
integrales, pero no lograron comprender el papel que juega el limite en la definicion de este

concepto y no fueron capaces de dotar de significado a los simbolos que utilizan.

Por su parte Llorens y Santoja (1997) manifestaron que en el aprendizaje del concepto de

integral existen deficiencias facilmente detectables. Estos autores se basaron en sus experiencias
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como maestros y lo reportado en otros estudios (Mundy, 1994; Turégano, 1994) para resumir esas
deficiencias como sigue:

e Los estudiantes identifican la integral con la primitiva. La integral, para ellos, no involucra
ningn proceso de convergencia ni tampoco aspectos geométricos. Es, por tanto, un
proceso puramente algebraico, de modo que un estudiante puede conocer distintos métodos
de integracion e incluso, saber aplicarlos con cierta soltura y al mismo tiempo, no ser capaz
de aplicarlos al calculo de un area o ignorar por completo qué son las sumas de Riemann.

o Identificar la integral definida con el teorema fundamental del célculo, incluso cuando esta
no puede aplicarse. Es decir, el simbolo f;f(x)dx representa un paso mas en el célculo
de primitivas.

e No se relacionan el concepto de area con el concepto de integral definida. Ciertamente, los

estudiantes han oido que existe una conexion entre ambas, pero no se logra identificarla,

de modo que persiste una interpretacion puramente algebraica de la integral.

Bezuidenhout y Oliver (2000) realizaron una investigacion sobre la comprension de
algunos aspectos procedimentales y conceptuales del concepto integral. Ellos estudiaron las
imagenes! conceptuales de los estudiantes a lo largo de tres fases. La primera consistié en la
aplicacion de un examen preliminar a 107 estudiantes de ingenieria. A partir del analisis de los
resultados, en la fase dos se disefi0 y aplicd un examen a 523 estudiantes de tres universidades de
Sudafrica. Este grupo incluia estudiantes de ingenieria, ciencias fisicas y estudiantes matriculados
en cursos de célculo. Para el anéalisis de los resultados se eligieron de forma aleatoria 100
respuestas, de las cuales 35 corresponden a los alumnos de ingenieria, 35 de Ciencias Fisicas y 30
del curso de Calculo. En la tercera fase se entrevistd a 15 de los participantes que realizaron el
examen de la fase dos. Entre sus conclusiones los autores indican que algunos errores tipicos y
concepciones? inapropiadas forman parte del concepto imagen del concepto de integral, al
considerar que el concepto imagen puede incluir una concepcion de area sin acabar de precisar,

que para ello se requiere que la funcién sea positiva.

1 E1 término “concepto imagen” se refiere a la estructura total cognitiva (en la mente de un individuo) que
esta asociada con un concepto matematico especifico (Tall y Vinner,1981).

2 En McDonald et al. (2000) hacen una distincion entre concepcién y concepto, el primero es intrapersonal
(las ideas o la comprension del individuo) y la segunda es comunal (acordado por los matematicos). En la teoria
APOE, una concepcion se desarrolla como un resultado de la actividad reflexiva y el concepto se refiere a la
comprension colectiva de ese contenido por la comunidad de matematicas (Arnon, et al., 2014, p. 18).
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Un marco tedrico donde se puede lograr la comprension de conceptos matematicos
avanzados y en particular el concepto de integral definida es la teoria APOE, la cual plantea que
un individuo puede aprender cualquier concepto matematico mediante la construccion de ciertas
estructuras mentales; las cuales son consideradas como etapas en el aprendizaje de conceptos
matematicos. Estas estructuras surgen a través de instancias de abstraccion reflexiva, que, en la
teoria APOE, consisten en mecanismos mentales como la interiorizacion, encapsulacion,
coordinacion, reversion, desencapsulacion y tematizacion.

Para lograr la construccion de un concepto matemaético especifico, se requiere de un
modelo hipotético sobre el objeto matematico en cuestién. Este modelo se conoce como
Descomposicion Genética (DG). Enseguida se describen algunas investigaciones que se han
realizado desde la teoria APOE para el aprendizaje y comprension del concepto de integral
definida.

Czarnocha et al. (2001) aplicaron 10 actividades a 32 estudiantes de ciencias matematicas
e ingenieria. Estas actividades estan disefiadas acorde con una descomposicion genética propia.
Posteriormente realizaron entrevistas individuales a los estudiantes para tener mas informacion
sobre la resolucion de las actividades. Los autores consideran que el analisis de los datos de la
entrevista puso de manifiesto que el limite de sumas de Riemann era visto como suma infinita de
rectangulos de pequena anchura, o bien como suma de “lineas”, es decir, como suma de infinitos
rectangulos de anchura cero y no como el limite de la suma de las areas de los rectangulos. Esta
dificultad influyé en la comprension del Esquema de integral definida, por lo que los autores
consideran que resulta fundamental la comprension del concepto de limite de una sucesion para
que los estudiantes comprendan el concepto de integral definida como el limite de sumas parciales.
Los autores concluyen que el desarrollo del esquema de Integral Definida involucra la
coordinacion de dos esquemas: el esquema visual de sumas de Riemann y el esquema del limite
de sucesion numeérica. Es decir, la integral definida comprende construcciones de tipo geométrico

y construcciones de tipo numérico (sucesiones infinitas y limites).

Por su parte Boigues et al. (2010) realizaron una investigacion para caracterizar el
desarrollo del Esquema de la integral definida en estudiantes de Ingenieria de Ciencias de la Tierra
usando la teoria APOE y la métrica Fuzzy para determinar el grado de desarrollo en los niveles

intra, inter y trans (Piaget y Garcia, 1984). Ellos propusieron una descomposicion genética en torno



a las nociones de sucesion, limite y sumas de Riemann. Los datos de la investigacion proceden de
las respuestas de un cuestionario y las entrevistas de 40 estudiantes. Para el analisis utilizaron en
primer lugar, la teoria APOE al tener en cuenta las caracteristicas de los tres niveles de desarrollo
de un Esquema y la descomposicién genética preliminar y, en segundo lugar, la métrica Fuzzy al
asignar un determinado nivel (inter, intra, trans) de desarrollo de la comprension de la integral
definida en cada alumno. Los resultados obtenidos muestran la dificultad de los estudiantes para

relacionar el valor n de la particidn con la sucesion de sumas de Riemann.

Aldana (2011) realiz6 una investigacion acerca de la construccién del concepto de integral
definida en estudiantes universitarios. El objetivo de su investigacion fue entender como los
estudiantes universitarios desarrollan el Esquema del concepto de integral definida. El autor
propuso una descomposicidn genética a partir de articulos de investigacion relacionados a la teoria
APOE Yy los elementos matematicos que configuran el concepto de integral definida, los cuales
son: el area como aproximacion, el area como limite de una suma, la integral definida, las
propiedades de la integral definida, el teorema fundamental del calculo y del valor medio. Estos
elementos matematicos fueron identificados a partir de un analisis estructural del contenido de
libros de texto de bachillerato y universidad. Los participantes fueron 11 estudiantes (2 mujeres y
9 hombres) con edades entre 20 y 32 afios, de tercer afio del programa de Licenciatura de
Matematicas de la Universidad del Quindio, Armenia en Colombia. Los instrumentos de
recoleccion de datos fueron: un cuestionario con 8 Actividades disefiadas acorde a la DG propuesta
por el autor, una entrevista semiestructurada individual sobre la forma en como habian resuelto las
actividades cada uno de los estudiantes y un mapa conceptual. Este dltimo pretendia que los
estudiantes reflejaran la imagen del concepto de integral definida que tenian en ese momento. El
autor concluye que: hay una tendencia a utilizar mas los elementos matematicos en modo
algebraico y que el desarrollo del Esquema del concepto de integral definida estd ligado a
conceptos como: funcién, limite, continuidad y derivabilidad por lo que, para lograr la
comprension del concepto de integral definida es necesario que los estudiantes tengan las

Estructuras previas de funcion, limite, continuidad y derivada.

Bernabé et al. (2013) proponen una DG del concepto de integral definida de acuerdo con
los elementos matematicos que lo configuran, los cuales fueron identificados al revisar los

contenidos de los programas de estudio de la unidad de aprendizaje de calculo de las ingenierias



del Instituto Politécnico Nacional y, revisar los libros de texto propuestos en la Escuela Superior
de Computo, en la unidad de aprendizaje de calculo. Estos autores también disefiaron actividades
de aprendizaje acordes a la descomposicion genética que proponen. La aplicacion de estas
actividades se realiz6 en cuatro semanas, utilizando el ciclo de ensefianza AED (Actividades en
computadora, Ejercicios extraclase y Discusion en un foro y en el laboratorio de computacion).
Antes de iniciar el ciclo de ensefianza los autores realizaron un taller del uso del software
Mathematica con el objetivo de que los estudiantes instrumentalizaran esta herramienta y la usaran

en el desarrollo de las actividades disefiadas para el estudio del concepto de integral definida.

Jiménez-Villanueva (2017) realizé un estudio sobre el desarrollo cognitivo del concepto
de integral definida. La autora propone una descomposicion genética mediante la funcion de
acumulacion. Los participantes fueron 10 estudiantes de primer semestre de ingenieria en Sistemas
Computacionales que cursaban la asignatura de Calculo y los cuales trabajaron en parejas. La
aplicacion de la ensefianza incluyé el uso de software Mathematica, por lo que antes de iniciar la
aplicacion se realizo un entrenamiento con el proposito de que los estudiantes se familiarizaran
con el software. Los instrumentos de recoleccion de datos fueron: (1) un cuestionario diagnostico
para identificar las estructuras mentales prerrequisitos de los informantes (funcién, sucesion,
limite, continuidad, razén de cambio e integral definida); (2) un cuestionario de conocimiento, el
cual incluia algunos problemas del cuestionario diagndstico y las Actividades disefiadas acordes a
la DG y por ultimo (3) una entrevista semiestructurada para profundizar en el desarrollo de las
estructuras mentales. De la investigacion, la autora concluye que, el disefio de la ensefianza usando
una combinacion de programas interactivos y la creacion de programas cortos usando comandos
especificos del software Mathematica, puede contribuir significativamente en el desarrollo de las
construcciones mentales pedidas por la descomposicién genética preliminar propuesta y en
consecuencia en una mejor comprension del concepto de integral definida de una funcién de

variable real.

Con lo expuesto anteriormente y sabiendo que la teoria APOE propone que un estudiante
puede lograr la comprension de un concepto matematico mediante la construccion de ciertas
estructuras y mecanismos mentales, nos hemos planteado el siguiente objetivo y pregunta de

investigacion.



1.2 Objetivo de la investigacion

Analizar las estructuras y mecanismos mentales que utiliza un grupo de estudiantes de
primer semestre de la Licenciatura en Fisica de la Benemérita Universidad Autonoma de Puebla

(BUAP) relacionadas con la integral definida en el marco de la teoria APOE.
1.3 Pregunta de investigacion

¢ Qué estructuras y mecanismos mentales evidencian estudiantes de la licenciatura en Fisica
de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP) cuando resuelven actividades

relacionadas con el concepto de integral definida en el marco de la teoria APOE?
1.4 Justificacion

Diversas investigaciones han reportado las dificultades que tienen los estudiantes para
aprender y comprender el concepto de integral definida (Bezuidenhout y Oliver, 2000; Jiménez-
Villanueva, 2017; Llorens y Santoja, 1997; Orton, 1983). Esto puede generarles situaciones
adversas en su trayectoria académica, debido a que se les puede dificultar resolver problemas en
los que se encuentren inmersos dicho concepto. Del programa de estudios vigente la Licenciatura
en Fisica de la BUAP del afio 2016 se puede observar que la integral definida es uno de los
conceptos medulares para los subsecuentes cursos, al estar inmerso en otras areas de conocimiento
como son: Matematicas superiores, Calculo integral, Célculo integral en varias variables, Variable
Compleja, Funciones especiales. Por esta razén, consideramos importante identificar las
estructuras y mecanismos mentales que muestran estudiantes de esta licenciatura respecto al
concepto de integral definida. Para lograr esto, se aplicaran cinco actividades fundamentadas en

una descomposicion genética, enmarcada en la teoria APOE.



Capitulo 2 Marco Tedrico

En este capitulo se describe el marco tedrico que sustenta esta investigacion, el cual
consiste en la teoria APOE. En la primera seccion se definen las estructuras y mecanismos
mentales, posteriormente se presenta la DG que se esta utilizando, después el ciclo de investigacion
propuesto por la misma teoria y para finalizar se describen las componentes del ciclo de
investigacion ACE.

2.1 Teoria APOE

La teoria APOE es una teoria cognitiva con enfoque constructivista, desarrollada por
Dubinsky (1991) y el grupo de investigadores Research in Undergraduate Mathematics Education
Community (RUMEC), la cual se basa en la idea de abstraccion reflexiva de Jean Piaget y ha sido
reconstruida para el desarrollo del conocimiento matematico avanzado. Esta teoria permite
describir cobmo los conceptos matematicos pueden ser aprendidos.

Desde esta perspectiva tedrica Dubinsky (1991) y Asiala et al. (1996) consideran que los
sujetos realizan ciertas construcciones mentales para comprender los conceptos matematicos. Estas
construcciones mentales son: Accion, Proceso, Objeto y Esquema. Las cuales se describen a
continuacion:

Accion: Es una transformacion de un objeto que el aprendiente percibe como algo externo
(una férmula, un algoritmo, un conjunto de reglas) que necesita de instrucciones especificas,
completas y entendibles para realizar cada paso de la transformacion.

Por ejemplo, un sujeto con una concepcion Accion de la integral definida de una funcion
f(x) enelintervalo [a, b] puede dar una estimacion de esta como el area bajo la curva, por lo que
necesita: dividir el intervalo en un nimero especifico de subintervalos de un tamafio dado, para
cada subintervalo construir rectangulos debajo de la curva, calcular el area de cada rectangulo y
por ultimo sumar las areas de los rectangulos (Arnon et al., 2014, p.20).

Proceso: Es una construccion interna que ocurre como resultado de una reflexion
propiciada por la repeticién consciente de acciones que conduce al individuo a pensar en cémo
Ilevar a cabo el mismo tipo de accion, sin la necesidad de estimulos externos, ni ejecutar de manera

explicita cada uno de los pasos, pudiendo saltarlos e incluso revertirlos.



Un ejemplo de esta estructura mental es la siguiente: la Accidn de determinar la suma de
Riemann para una particion particular es interiorizada en un Proceso cuando un individuo puede
describir como se determina la suma de Riemann para cualquier particion sin realizarla e imagina
que este Proceso continua cuando la longitud de la particion decrece (Arnon et al., 2014, p. 21).

Un Proceso puede ser resultado de la Interiorizacion de una Accion, pero también puede
generarse por la Coordinacién de dos o méas Procesos.

Objeto: Ocurre cuando un sujeto puede aplicar acciones sobre un Proceso particular, ya
sea de manera explicita o en su imaginacion.

Un ejemplo de esta estructura mental es el siguiente: el area bajo la curva para una funcion
en un intervalo cerrado es el limite de sumas de Riemann, para que el estudiante determine la
existencia de ese limite y/o lo calcule necesita tener construida la estructura Objeto de suma de
Riemann para poder realizar acciones (aplicar el limite) sobre la estructura Proceso suma de
Riemann (Arnon et al., 2014, p. 21).

Esquema: Es un conjunto coherente de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas
previamente construidos, al que se recurre para tratar con una situacién matematica.

Un ejemplo de esquema para el concepto de integral definida es cuando se resuelven
integrales impropias y el estudiante tiene que aplicar la accion de limite.

La coherencia de un Esquema esta dada por la capacidad del individuo para determinar si
se puede utilizar para tratar con una situacion matematica particular.

Las construcciones mentales mencionadas anteriormente se logran mediante ciertos
mecanismos mentales como: Interiorizacién, Coordinacion, Reversion, Encapsulacion y
Desencapsulacion, los cuales son caracterizados de la siguiente manera:

Interiorizacion: Se caracteriza por la capacidad de imaginar y reconstruir una actividad
especifica del mundo extramatematico en una actividad interna donde se deja de depender de
elementos externos.

Coordinacion: Es la accion mental de tomar dos 0 mas Procesos y usarlos para construir
un nuevo Proceso.

Reversion: Cuando el proceso existe internamente, el sujeto tiene la posibilidad de

revertirlo, en el sentido de regresar, para construir un nuevo Proceso.
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Encapsulacion: Consiste en la conversion de una estructura dindmica (un Proceso) en una
estructura estatica (un Objeto), la cual se genera cuando el individuo tiene la necesidad de
transformar un Objeto para resolver una situacion

Desencapsulacion: Es el proceso mental de regresar desde el Objeto al Proceso que lo
origino.

Generalizacion: Ocurre cuando el sujeto llega a ser consciente de una aplicacion mas

amplia de un Esquema determinado.

La relacidn entre estructuras y mecanismos mentales es concebida por Dubinsky (1991)
como un sistema circular de retroalimentacion (Ver Figura 1), sin embargo, la construccion del

conocimiento no necesariamente es lineal.

Figura 1.
Estructuras y mecanismos mentales (Arnon et al., 2014)

Esquema

I nteriorizacién

Acciones

Procesos

Objetos

La teoria APOE plantea que un individuo puede aprender un concepto matematico
mediante la construccion de las estructuras y mecanismos mentales antes descritos. Para lograr el
desarrollo de estas estructuras se requiere de un modelo hipotético que permita transitar de una
estructura mental a otra. Dentro de la teoria APOE este modelo hipotético es conocido como
Descomposicion Genética y describe las estructuras y mecanismos mentales que un estudiante
podria necesitar construir para aprender un concepto matematico especifico (Arnon et al., 2014).

Para el disefio de una descomposicidén genética se consideran: las experiencias de los
investigadores en el aprendizaje y la ensefianza del concepto, su conocimiento de la teoria APOE,

su conocimiento matematico, investigaciones sobre el concepto de interés y el desarrollo historico
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del mismo. Una descomposicion genética de un concepto matematico no es unica; en su disefio
influye el enfoque con el que se aborda el concepto. Por otro lado, hasta que no se prueba
experimentalmente, una descomposicién genética es una hipOtesis y se conoce como
descomposicion genética preliminar y esta puede guiar el desarrollo de la instruccion y usarse
como base teorica para disefiar materiales que se pueden utilizar en la ensefianza y aprendizaje del
concepto matematico de interés, por lo que podria incluir las descripciones de estructuras
prerrequisitos que el sujeto previamente debe tener construido y lo cual le permitira construir las

estructuras mentales del concepto matematico que se quiere aprender.
2.2 Descomposicién genética de la investigacion

Para esta investigacion estamos utilizando la DG de Bernabé et al. (2013) quienes abordan
la concepcion dinamica del concepto de integral definida mediante la funcién de acumulacion de
Riemann planteada por Thompson y Silverman (2007) quienes sefialan que para lograr una
comprension de este concepto matematico que vaya mas alla de identificarlo como el area bajo
una curvay la admitan como algo que representa una cantidad que no sea area (distancia, trabajo,
volumen, cargas eléctricas, etc.) es imperativo que los estudiantes conciban las cantidades que se
acumulan creadas por pequefios incrementos que se forman multiplicativamente.

En su DG los autores consideran los registros analitico y geométrico que deben ser
recorridos y coordinados. Las estructuras prerrequisito que deben tener los estudiantes son:

- Estructura Objeto del concepto intervalo
- Estructura Objeto de funcion
- Estructura Objeto de sucesién

- Estructura Objeto de continuidad de una funcion.
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Tabla 1.

DG del concepto de integral definida (Bernabé et al., 2013)

Geomeétrico

Analitico

1AG. La accion de hacer particiones de un
intervalo (dominio restringido de una
funcién) para construir subintervalos.

1BG. La accion de identificar puntos sobre
la grafica de una funcion, cuya variable
independiente corresponda a los elementos
de la particion.

1CG. La accion de construir la grafica de
una funcion escalonada usando los puntos
identificados en 1BG.

1DG. La accion de construir rectangulos

usando la funcién escalonada hecha en 1CG

1AA. La accion de calcular los valores de
los elementos de la particion (los valores de
los extremos de los subintervalos).

1BA. Laaccién de calcular los valores de la
funcidn correspondiente a los elementos de
la particion.

1CA. La accion de calcular el ancho de cada
subintervalo.

1DA. La accidn de calcular el producto de
los valores obtenidos en 1BA 'y 1CA.

1EA. La accion de acumular los valores
obtenidos en 1DA

2AG. Interiorizacion de las acciones en el
punto 1AG a un sblo proceso cuando el
namero de subintervalos varia.

2BG. Interiorizacion de las acciones en el
punto 1BG a un sb6lo proceso cuando se
identifican todos los puntos sobre la grafica
correspondientes a los elementos de la
particion al variar el numero de
subintervalos.

2CG. Interiorizacion de las acciones en el
punto 1CG a un solo proceso cuando el
numero de escalones varia.

2DG. Interiorizacion de las acciones en el
punto 1DG a un sélo proceso cuando se
usando n

construyen n  rectangulos

escalones.

2AA. La interiorizacion de las acciones en
el punto 1AA a un so6lo proceso cuando el
namero de elementos de la particion varia.
2BA. La interiorizacion de las acciones en
el punto 1BA a un so6lo proceso cuando se
determina la imagen de todos los elementos
de la particién al variar el nimero de
elementos de la particion.

2CA. La interiorizacién de las acciones en
el punto 1CA a un solo proceso cuando el
ancho de los subintervalos varia.

2DA. La interiorizacion de las acciones en
el punto 1DA a un so6lo proceso cuando el
ancho de los subintervalos varia.

2EA. La interiorizacion de las acciones en

el punto 1EA a un sdlo proceso

13



expresandolo como una sumatoria de n

elementos.

3G. La interiorizacion de las acciones a un
solo proceso cuando coordina todas las
acciones interiorizadas en el paso 2
(gréfico) e identifica el k-ésimo rectangulo
construido cuando el nimero de elementos

de la particion es n.

3A. La interiorizacion de las acciones a un
solo proceso cuando coordina todas las
acciones interiorizadas en el paso 2
(analitico) y calcula las dimensiones del k-
ésimo rectdngulo construido cuando el

numero de elementos de la particion es n.

4A. Laencapsulacion de los procesos 3G y
3A cuando concibe las cantidades que se

acumulan creadas por pedacitos

incrementales que se forman

multiplicativamente para producir una

aproximacion al valor total acumulado.

5A. La interiorizacion de la accion del paso
4A

aproximaciones al valor total acumulado

cuando produce mejores

cuando n crece.

6A. La coordinacién de los procesos en los
pasos 4A y 5A para determinar la
aproximacion al valor total acumulado en

diferentes situaciones.

7A. La interiorizacion de la accion de
producir una aproximacion al valor total
acumulado en el intervalo [a,x] en el
proceso de una funcion f(x), la cual toma
como entrada el extremo derecho del
subintervalo y produce como salida el valor
aproximado de la cantidad total acumulada

f(x) enelintervalo [a, x].
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8A. La encapsulacion de los procesos en el
paso 6A para producir una aproximacion a

la funcién de acumulacién como un Objeto.

Fuente: Elaboracion propia con datos de Bernabé et al. (2013).
2.3 Ciclo de investigacion de la teoria APOE

De acuerdo con Arnon et al. (2014) un proyecto de investigacion basado en la teoria APOE
involucra tres compontes: anélisis tedrico, disefio e implementacion de la instruccion y recoleccion

y analisis de datos. La Figura 2 muestra como se relacionan estos componentes.

Figura 2.
Ciclo de investigacion de la teoria APOE (Arnon et al., 2014)

Andlisis tedrico ‘

Diseno e implementacion

Recoleccién y andlisis de datos \
! de instruccion

De acuerdo con este paradigma, la investigacion comienza con un analisis teérico del
concepto matematico a estudiar, el cual tiene como propdsito proponer modelos que pueden
desarrollarse en la mente de un individuo cuando esta tratando de aprender un concepto
matematico. Un primer acercamiento al analisis teérico da lugar a la descomposicién genética
preliminar del concepto.

En la segunda componente: disefio e implementacion de la instruccion se busca mediante
actividades y ejercicios fomentar las estructuras y mecanismos mentales sugeridos por la
descomposicion genética.

En la componente recoleccion y analisis de datos, como en su nombre lo indica se
recolectan los datos que se obtienen de la implementacion de la instruccion y se analizan en
términos de los constructos de la teoria APOE, estos datos son utilizados para reiniciar el ciclo

antes descrito con el proposito de refinar la descomposicion genética de tal manera que permita a
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los estudiantes lograr la comprension del concepto de interés. El andlisis de datos se centra en
responder las siguientes dos preguntas:
¢Construyeron los estudiantes las estructuras mentales pedidas por la descomposicion
genética?

¢Qué tan bien aprendieron los estudiantes el contenido matematico?

Si la respuesta a la primera pregunta es negativa, entonces la instruccion es reconsiderada
y revisada; en cambio si la respuesta a la primera pregunta es positiva y la respuesta de la segunda
es negativa, el analisis tedrico es reconsiderado y revisado.

En cualquier caso, el ciclo de investigacion se repite hasta que ambas preguntas sean
contestadas positivamente y el instructor o investigador este satisfecho del aprendizaje del
concepto matematico por parte de los estudiantes.

Las flechas de la Figura 2 indican que las tres componentes del ciclo de investigacion
influyen unas en otras, es decir, el analisis tedrico conduce al disefio e implementacion de la
instruccion y este provee una oportunidad para recolectar y analizar datos, los cuales permiten
reiniciar el ciclo con el fin de contestar positivamente las dos preguntas descritas anteriormente.
Sin embargo, en diferentes investigaciones solo se realiza una iteracion del ciclo y esto se debe al

tiempo que lleva realizar cada una de las componentes.
2.4 Ciclo de ensefianza ACE

El ciclo de ensefianza ACE (por sus siglas en inglés) es una estrategia didactica que consiste
en tres componentes: (A) Actividades, (C) Discusion en Clase y (E) Ejercicios.

Las Actividades que constituyen el primer paso del ciclo de ensefianza, los estudiantes
trabajan colaborativamente en equipos tareas disefiadas para estimular el desarrollo de las
construcciones mentales sugeridas por la descomposicion genética. EIl enfoque de estas tareas es
promover la abstraccion reflexiva mas que obtener respuestas correctas.

La Discusiéon en clase, que corresponde a la segunda componente, es guiada por el
investigador mientras los estudiantes realizan tareas. Esta discusion permite a los estudiantes
intercambiar ideas y reflexionar sobre sobre su trabajo.

La ultima componente del ciclo de ensefianza la constituyen los Ejercicios de tarea que

consisten en problemas disefiados para reforzar las Actividades y Discusiones gque se llevaran a
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cabo en el aula. Estos tienen como finalidad promover el continuo desarrollo de las construcciones
mentales sugeridas por la descomposicidn genética, ademas de guiar a los estudiantes a aplicar lo
aprendido. En la Figura 3 se ilustra la relacion entre el ciclo de ensefianza ACE vy la
descomposicion genética.

Figura 3.
Ciclo de ensefianza ACE (Arnon et al., 2014)

‘ Descomposicion Genética‘
Y
Actividades )—d—b{ Discusion en Clase

\/

‘ Ejercicios l
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Capitulo 3 Método

Esta investigacion se desarrolla en el marco del paradigma cualitativo. Se ubica en el ciclo
de investigacion de la teoria APOE de la siguiente manera: se aplicaron cinco actividades
fundamentadas en la DG de Bernabé et al. (2013) para recabar datos que ofrecieran evidencias de
las estructuras y mecanismos mentales de los informantes.

En este capitulo se describe al grupo de estudio y se presentan las cinco actividades que

constituyen el instrumento de investigacion.

3.1 Grupo de estudio

Los participantes son 11 estudiantes de primer semestre de la licenciatura en Fisica de la
Benemérita Universidad Autonoma de Puebla (BUAP) que cursaban la materia de Matematicas
Superiores y en donde estudiaron, por primera vez, el concepto de Integral definida. Estos

informantes son identificados con la letra E seguido del nimero 1 al 11.

3.2 Actividades

En esta seccidn presentamos las actividades que se aplicaron, las primeras tres fueron de
elaboracion propia y las otras dos fueron seleccionadas y adaptadas de Jiménez-Villanueva (2017)
Actividad 1
En la Figura 1 se muestra la region sombreada R delimitada por la grafica funcion f, el eje
x Y las rectas x = —2 y x = 2. Realiza lo que se pide en los siguientes incisos:
a) Estima el area de la region R utilizando primero cuatro subintervalos y después ocho.
b) ¢Con queé cantidad de subintervalos cuatro u ocho, tienes una mejor estimacion del area de
la region R? Justifica tu respuesta escribiendo todos tus célculos.

c) Sibuscas una estimacion mas cercana del area de la region sombreada ¢,qué harias?
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Figura 1. Region R

La actividad se encuentra en el registro geométrico, con ella se busca observar evidencia
de la estructura Accion en el mismo registro. Para esta actividad, lo que se pretende observar es lo
siguiente:

En el inciso a):

i Laaccioén de dividir un intervalo en un nimero especifico de subintervalos.
ii  La accidon de identificar puntos sobre la grafica de la funcion, los cuales
correspondan a los elementos de la particion.
iii  La accion de construir rectangulos utilizando los puntos identificados sobre la
gréafica de la funcién y el ancho de los subintervalos
iv. Laaccion de calcular el &rea de los rectangulos y utilizarla para estimar el area de
la region R.

En el inciso b) que los estudiantes reconozcan que conforme aumenta el nimero de
subintervalos, obtienen una mejor estimacion del area solicitada. Para finalizar, en el inciso c) que
estime el area de la region sombreada utilizando mas subintervalos, es decir, se espera observar
evidencia de la interiorizacion de las acciones del inciso a)

A pesar de que la descomposicion genética de Bernabé et al. (2013) no menciona de manera
explicita el célculo de area, consideramos que este se encuentra inmerso en el paso numero uno,

tanto del registro geométrico (LAG-1DG) como analitico (LAA-1EA). Ademas, se considero esta
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actividad porqgue en los cursos de Calculo el concepto de integral definida se introduce mediante

el calculo de areas.

Actividad 2

La Figura 2 muestra la gréfica de la funcion f(x) = —x2 + 2x + % Sea R la region limitada

por la gréfica de la funcion f, el eje x y las rectas x = 0 y x = 3. Realiza lo que se pide en los

siguientes incisos:

a)

b)

c)
d)

€)
f)
9)

h)

Divide el intervalo en seis subintervalos del mismo tamafo. Expresa la respuesta como una
lista formada por los extremos de los subintervalos en orden creciente.

Evalda la funcion en los extremos de los subintervalos.

Calcula el ancho de cada subintervalo, dendtalo con Ax.

Para cada subintervalo, multiplica su ancho por el valor de la funcion en el extremo
derecho.

Suma los productos realizados en el inciso d). A esta suma la llamaremos suma acumulada.
Estima el &rea de la Region R. Justifica tu respuesta escribiendo todos tus calculos.

¢ Qué ocurre con el area estimada de la region R y la suma acumulada cuando aumentas el
numero de subintervalos? Justifica tu respuesta.

¢Encuentras alguna relacion entre el area estimada de la region R y la suma acumulada

obtenida en el inciso €)? Justifica tu respuesta.
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Figura 2. Gréfica de la funcion f(x) = —x? + 2x +%

La actividad se encuentra tanto en el registro analitico como en el geométrico. Se presenta
informacion en este Gltimo para que el informante pueda realizar el inciso f). Con esta actividad se
espera observar:

En los incisos del a) al e) acciones en el registro analitico (paso 1AA-1EA), es decir, a
partir de un intervalo y la expresion algebraica de la funcidn, el estudiante calcule los elementos
de la particion y el valor de la funcion en estos; los cuales le permitiran calcular el término que
Ilamamos suma acumulada.

En el inciso f), se espera observar acciones tanto en el registro analitico como geométrico
(paso 1AA-1AE y 1AG-1EA respectivamente), al utilizar la grafica de la funcién para construir
rectangulos y determinar las dimensiones de estos a partir de los elementos de la particion y la
expresion algebraica de la funcién. Esto con el fin de calcular sus &reas y utilizarlas para estimar
el area total de la region sombreada.

En el inciso g) se espera que los estudiantes reconozcan que la suma acumulada y el area
estimada no necesariamente representan o mismo y esto se debe a que la funcion toma tanto
valores negativos como positivos en el intervalo de interés.

Por ultimo, con el inciso h) se espera que el estudiante reconozca que al aumentar el nimero

de subintervalos el area estimada se aproxima cada vez mas al area de la region sombreada
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mientras que la suma acumulada se aproxima a la integral definida y que en este problema dado

que la funcion toma valores negativos el area bajo la curva y la integral definida no coinciden.

Actividad 3

x, 0<x<2

Considera la funcién g(x) = {x 41 2<x<3

en el intervalo [0,3]. Realiza lo que se

pide en los siguientes incisos.

a) Dibuja la gréfica de la funcion g.

b) Calcula la suma acumulada en el intervalo [0,3] utilizando seis subintervalos. Justifica tu
respuesta escribiendo todos tus calculos.

c) ¢Qué pasaria con la suma acumulada si aumentaras el nimero de subintervalos? Justifica
tu respuesta.

d) Identifica con a 'y b los extremos del intervalo [0,3]. Sea n el nimero de subintervalos y
Ax el ancho de cada subintervalo. Expresa la suma acumulada en notacién matematica
usando el simbolo de sumatoria, ), y las variables antes descritas.

e) Lasuma acumulada del inciso d) ¢es el valor del area de la region limitada por la grafica

de funcion g, el eje x y las rectas x = 0 y x = 3? Justifica tu respuesta.

La actividad 3 se encuentra en el registro analitico y con esta se espera observar lo
siguiente:

El inciso b) evidencia la estructura Accion en el registro analitico. En los incisos ) y €) se
pretende que los estudiantes reconozcan que, dado que la funcion toma Unicamente valores
positivos en el intervalo de interés, la suma acumulada es una aproximacion al area bajo la curva
y a su vez es la integral definida.

El inciso d) evidencia la estructura Proceso al interiorizar las acciones realizadas en el

inciso a) al trabajar con n subintervalos.
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Actividad 4

La grafica muestra la velocidad, en pies por segundo, de un automdvil que acelera desde
el estado de reposo. Emplea la gréafica para estimar la distancia que el automdvil recorre en los
primeros ocho segundos. ¢Existe alguna relacion entre el area bajo la gréafica de la funcion en el
intervalo [0,8] y la distancia recorrida por el automdvil? Justifica tu respuesta mostrando todos tus

calculos.

I
4 3 12 16 20
Tiempo (en segundos)

Velocidad (en pies por segundo)

Para esta actividad lo que se busca observar es evidencia de la estructura Accion en el
registro geométrico, al realizar acciones para determinar el area bajo la curva y reconocer que,
dado que la funcién toma Unicamente valores positivos, el area bajo la curva coincide con la

distancia recorrida por el automdvil.

Actividad 5
Se pone un jarron con agua a calentar durante siete minutos. La rapidez con la que aumenta

la temperatura del agua en grados Celsius (°C) por minuto lo expresa la funcion F(t) = ut? — vt

°oC
—,v =25
min

Justifica tu respuesta escribiendo todos tus calculos y consideraciones.

c

, donde u = 1.25 — ¢Cuanto aumento la temperatura durante los siete minutos?

o
mi

23



La actividad se encuentra en el registro analitico. Con ella se busca observar evidencia del
paso 6A de la DG, al dar una aproximacion al valor total acumulado para una situacion de cambio

de temperatura.
3.3 Procedimiento

La aplicacion de las actividades se realizo después de finalizar el tema de integral definida
en el curso de matematicas superiores y cuya ensefianza fue tradicional. Se requirieron dos
sesiones, la primera sesion de dos horas y la segunda de tres horas. En la sesion 1 se aplicaron las
actividades 1y 2 con un tiempo méaximo de una hora por actividad. En la sesion 2 se aplicaron las
actividades 3, 4 y 5 con un tiempo maximo de una hora por actividad. Después de finalizar la
sesion 2 se dio una hora extra para que los estudiantes subieran, a la plataforma Microsoft Teams,
las soluciones de estas actividades.

Las cinco actividades conformaron la evaluacion del tema integral, por lo que podemos decir

que los estudiantes tenian un incentivo para colaborar y resolver las actividades.
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Capitulo 4 Resultados

En este capitulo mostramos las respuestas que los informantes proporcionaron a las
actividades de esta investigacion.
Los resultados se presentaran de la siguiente manera: actividad, pasos de la DG observados

en las respuestas de los participantes y algunas respuestas de estos.
4.1 Actividad 1

a) Estima el area de la region R utilizando ocho subintervalos.

De las soluciones estudiantiles identificamos que sélo en este inciso se observé evidencia
de algunos pasos de la DG. A partir de estas respuestas se desglosan las siguientes dos categorias
para resolver la actividad:

Categoria 1. El estudiante traduce la funcion involucrada del registro geométrico al
analitico.

Categoria 2. El estudiante resuelve la actividad en el registro geométrico.

En la Tabla 2 se exhiben los pasos de la DG observados en las respuestas de los once
informantes. La categoria en la que se ubica la solucion de cada estudiante se indica con diferentes

colores: amarillo para la Categoria 1 y azul para la Categoria 2.
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Tabla 2.

Pasos de la DG que se observan en las respuestas al inciso a)

Pasos de la DG
Alumno - . ) - —
Registro geométrico Registro analitico Total
1AG 1BG 1CG 1DG 1AA | 1BA | 1CA | 1DA | 1EA
El 1 0 0 0 0 1 0 1 1 4
E2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 4
E3 1 0 0 0 0 1 1 1 1 5
E4 0 0 0 0 1 1 1 1 1 5
E5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E6 1 1 1 1 0 1 0 1 1 7
E7 0 0 0 0 1 1 1 1 1 5
E8 1 1 1 1 0 0 0 0 0 4
E9 0 0 0 0 1 1 1 1 1 5
E10 1 1 1 1 0 0 0 0 0 4
E1ll 0 0 0 0 1 1 1 1 1 5
Total 6 4 4 4 4 7 5 7 7

Nota: 1 indica que el estudiante muestra evidencia del paso de la DG, mientras que 0 que no

muestra evidencia.

De la Tabla 2 se observa que, los informantes E2, E5, E8 y E10 se encuentran en la
categoria 2 al resolver la actividad en el registro geométrico. De estos estudiantes solo E2, E8 y
E10 mostraron evidencia de los 1AG al 1DG de la DG, al realizar las siguientes acciones:

e Dividir un intervalo en un nimero especifico de subintervalos.

e Identificar puntos sobre la grafica de la funcion, los cuales corresponden a los elementos
de la particion.

e Construir rectangulos utilizando los puntos identificados sobre la grafica de la funcion y el
ancho de los subintervalos.

e Estimar el area de la region R mediante el area de los rectangulos construidos previamente.

De las acciones realizadas se puede concluir que los informantes exhibieron evidencia de
la estructura Accion en el registro geomeétrico.

El estudiante E5 no mostrd evidencia de ningun paso de la DG porque para estimar el area
de la region R utilizé el método grafico, es decir, el area de figuras como cuadrados; triangulos;

rectangulos y en su proceso de resolucion no se identifico ningun paso de la DG.
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Por su parte los informantes E1, E3, E4, E6, E7, E9 y E11 se encuentran en la categoria 1,
al cambiar del registro geométrico al analitico. EI cambio del registro geométrico al analitico
ocurre en los siguientes pasos de la DG: 1AA-calcular los elementos de la particién o 1BA-calcular
los valores de la funcidn correspondiente a los elementos de la particion.

Los estudiantes que realizaron el cambio del registro geométrico al analitico al calcular los
elementos de la particion son: E4, E7, E9 y E11. Estos informantes recurrieron a la expresion
algebraica de la funcidn correspondiente a la grafica que se les proporciond. De estos estudiantes,
solo E11 explico la forma de deducir la expresion algebraica de la funcién, pero no hizo los

calculos. Ver Figura 4.

Figura 4.

Procedimiento para encontrar la expresion algebraica de la de la funcion.
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Por su parte, los estudiantes E1, E3, y EG6 realizaron el cambio del registro geométrico al
analitico al requerir los valores de la funcién correspondiente a los elementos de la particion, es
decir, empezaron a realizar la actividad en el registro geométrico, pero al requerir los puntos sobre
la gréfica de la funcién correspondiente a los elementos de la particion, recurrieron a la expresion
algebraica de la funcion sin precisar como llegaron a esta. Con esto los estudiantes muestran
evidencia de la accidn de hacer particiones de un intervalo para construir subintervalos (paso 1AG
de la DG) e inmediatamente exhiben la accion de calcular los valores de la funcion correspondiente

a los elementos de la particion (paso 1BA).

De los informantes que se encuentran en la categoria 1 sélo E4, E7, E9 y E11 mostraron
evidencia de la estructura Accion en el registro analitico al realizar cada una de las siguientes
acciones:

e Calcular los elementos de la particion

e Evaluar la funcién en los elementos de la particion.
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e Calcular el ancho de cada subintervalo.
e Multiplicar el ancho de los subintervalos por el valor de la funcién en los elementos de la
particion.

e Sumar los valores obtenidos de los productos enunciados anteriormente.

De la Tabla 2 se puede observar que al estudiante E3 le faltd mostrar evidencia del paso
1AA de la DG, el cual corresponde a la accion de calcular los elementos de la particion, en su lugar
mostré la accion de hacer particiones del intervalo utilizando la gréfica de la funcion. Por esto
ualtimo, el estudiante no muestra evidencia de la estructura Accion en el registro analitico.

A continuacion, se presentan y describen soluciones representativas a las categorias
mencionadas previamente.

En la Figura 5 vemos la respuesta de E11, la cual es representativa de la forma cémo
respondieron los informantes E4, E7 y E9 quienes se encuentran en la categoria 1 y el cambio de
registro ocurre al calcular los elementos de la particion (paso 1AA).

Figura 5.

Respuesta de E11 para estimar el area de la region.
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De la Figura 5 se puede observar que el area de la region R es estimada mediante la suma
de productos. Estos productos corresponden al ancho de los subintervalos por el valor de la funcion
en los elementos de la particion. Para conocer el valor del area estimada se realizaron acciones
tales como: Calcular los elementos de la particion (paso 1AA) mediante la formula x;, = a + kAx,

. . . b-
donde Ax corresponde al ancho de los subintervalos y se obtuvo mediante la formula Ax = Ta;

con a,b extremos del intervalo [—2,2] y n el nimero de subintervalos (paso 1CA). Calcular los

valores de la funcion correspondiente a los elementos de la particion (paso 1BA). Calcular los
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productos correspondientes al ancho de los subintervalos por el valor de la funcién en los
elementos de la particion para finalmente sumarlos (paso 1DA y 1EA, respectivamente).

A partir de las respuestas proporcionada por E11, se puede concluir que los estudiantes E4,
E7 y E9 muestran evidencia de los pasos 1AA-1EA de la DG, por lo que podemos concluir que
usan la estructura Accion en el registro analitico.

El otro ejemplo de respuesta corresponde a los estudiantes E1, E3 y E6 quienes se
encuentran en la categoria 1 y el cambio del registro geométrico al analitico ocurre al requerir los
valores numéricos de la gréfica de la funcion correspondientes a los elementos de la particion. En
la Figura 6, se presenta la solucién de E®6.

Figura 6.

Rectangulos y tridngulos construidos por E6.

De la Figura 6 se observa que para estimar el area de la region solicitada el estudiante E6
utiliza el area de rectdngulos. Para la construccion de estos, el estudiante realiz6 las siguientes
acciones:

e Dividir el intervalo [—2,2] en ocho subintervalos utilizando la grafica y el plano
cuadriculado.

¢ ldentificar puntos sobre la gréfica de la funcion correspondientes a los extremos de los
subintervalos.

Para identificar los puntos sobre la gréfica de la funcion, E6 considera las porciones del

semieje X negativo y positivo involucrados en el intervalo [—2,2]. En el semieje negativo
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considera el extremo derecho de los subintervalos mientras que en el semieje positivo considera el
extremo izquierdo.
e Trazar rectangulos de base igual al ancho de los subintervalos y altura igual a la distancia
del eje X al punto sobre la gréafica de la funcion correspondiente a un extremo del

subintervalo.

Consideramos que en la accion de trazar los rectangulos estd implicita la construccion de
una grafica escalonada que se forma al unir los puntos sobre la grafica de la funcién
correspondientes a los extremos de los subintervalos.

De acuerdo con la construccion de los rectangulos, en la region cercana al origen de la
grafica de la funcién (ver Figura 6) se tendria dos rectangulos de altura igual a cero, cuyas areas
serian cero, por lo que el estudiante decide reemplazarlos por dos triangulos, esto con el objetivo
de tener una mejor estimacion al area de la region solicitada.

De las acciones realizadas para construir los rectangulos el estudiante E6 muestra evidencia
de los pasos 1AG al 1DG en el registro geométrico. De esto podemos concluir, que exhibe
evidencia de la estructura Accion en el registro geométrico.

Para hallar las dimensiones de los rectangulos y calcular el area de estos, E6 recurrié al
registro analitico al utilizar la expresion algebraica de la funcion para evaluar los elementos de la
particion y asi encontrar la altura. En estas acciones el estudiante exhibi6 evidencia de los pasos
1BA, 1DAy 1EA de la DG en el registro analitico.

Los informantes E1 y E3 al igual que E6 iniciaron resolviendo la actividad en el registro
geométrico al utilizar la grafica de la funcion para dividir el intervalo [—2,2] en un nimero
especifico de subintervalos, pero a diferencia de E6, después de esta accion, ellos inmediatamente
se cambiaron al registro analitico al utilizar la expresion algebraica de la funcion para conocer los
puntos sobre la gréfica de la funcién correspondientes a los elementos de la particion, es decir, no
trazaron ningun rectangulo.

Por ultimo, presentamos la respuesta del estudiante E2, la cual es representativa de la forma

en como respondieron los informantes E8 y E10, que se encuentran en la categoria 2.
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Figura 7.
Uso de triangulos y rectangulos para estimar el area de la region R

De la Figura 7 podemos observar que E2 utiliza el area de triangulos y rectangulos para
estimar el area de la region R. En la construccion de los rectangulos estan inmersas las siguientes
acciones:

e Dividir el intervalo [—2,2] en ocho subintervalos utilizando la grafica de la funcién (paso
1AG). A partir de la gréafica de la funcion y el plano cuadriculado determina el ancho de
los subintervalos.

o Identificar puntos sobre la gréfica de la funcion correspondiente a los extremos de los
subintervalos (paso 1BG).

o Identificar las dimensiones de los rectangulos de la siguiente manera: base igual al ancho
de los subintervalos y altura igual a la distancia del eje X al punto sobre la grafica de la
funcién correspondiente al extremo del subintervalo. Para aproximar las dimensiones de

los rectangulos E2 utiliza como referencia el plano cartesiano cuadriculado (paso 1CG).

En el trazo de los rectangulos concluimos que esta implicita la construccién de una grafica
escalonada que se forma al unir los puntos sobre la grafica de la funcion correspondientes a los

extremos de los subintervalos.

Finalmente, para estimar el area de la region solicitada el estudiante utiliza el area de los

rectangulos construidos previamente. La diferencia de la respuesta de E2 con la de E3 es que este
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Unicamente requiere de la grafica de la funcion y el plano cuadriculado para estimar el area de los
rectangulos, es decir, no necesita de la expresion algebraica de la funcion. A partir de este tipo de
respuesta, se puede concluir que los informantes E2, E8 y E10 muestran evidencia de la estructura
Accion en el registro geométrico.

b) ¢Con qué cantidad de subintervalos cuatro u ocho obtienes una mejor estimacion del area
de la region R? Justifica tu respuesta escribiendo todos tus célculos.

En este inciso, todos los informantes respondieron que con ocho subintervalos se obtiene
una mejor estimacion del area solicitada, pero no dieron una justificacion, por lo que no muestran
la estructura Proceso y esto se debe, a que exhiben evidencia de los pasos 2AA al 22EA de la DG

en el registro analitico.
c) Si buscas una estimacién mas cercana del area de la region sombreada ¢qué harias?

Los estudiantes E1, E2, E6, E8, E9y E10 indicaron que, para obtener una mejor estimacion
del area solicitada considerarian n subintervalos o subintervalos cada vez méas pequefios. Por su
parte, E3 manifestd que, haria tener a infinito el nimero de subintervalos para obtener una mejor
estimacion. De esto concluimos que, los estudiantes E1, E2, E3, E6, E8, E9 y E10 han interiorizado
la acciones, porque pueden pensar en dividir el intervalo de interés en n subintervalos y la division
la estdn imaginando.

Los informantes E5, E7 exhiben evidencia de la concepcion Accion del concepto de
integral definida desde un acercamiento al teorema fundamental del calculo al determinar su valor,
identificando la antiderivada y evaluando en los extremos del intervalo (Jiménez-Villanueva, 2017,
p.47). Por ultimo, E11 utilizo el limite de sumas de Riemann, pero no desarrollo el limite y se

equivoco al determinar la forma que toman los elementos de la particion.

4.2 Actividad 2

La Figura 2 muestra la gréfica de la funcion f(x) = —x? + 2x +%. Sea R la region

limitada por la gréafica de la funcion f, el eje x y las rectas x = 0 y x = 3. Realiza lo que se pide

en los siguientes incisos:
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0 05 1 15 2 25 3

Figura 2. Gréfica de la funcion f(x) = —x? + 2x + %

a) Divide el intervalo en seis subintervalos del mismo tamafio. Expresa la respuesta como una
lista formada por los extremos de los subintervalos en orden creciente.
Figura 8.

Division gréafica del intervalo [0,3] en seis subintervalos.

TN

en

En la Figura 8 vemos un ejemplo de como respondieron ocho (E1, E2, E3, E5, E6, E8, E19
y E11) de los once informantes. A partir de la gréafica de la funcién y el plano cuadriculado, los

ocho estudiantes dividieron el intervalo [0,3] en seis subintervalos del mismo tamafio. Con esto,
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los informantes mostraron evidencia de la accion de dividir el intervalo de interés en un nimero
especifico de subintervalos.

En la Figura 9 vemos otro ejemplo de como respondieron tres (E4, E9 y E11) de los 11
informantes. Se puede observar que, para calcular los elementos de la particion utilizaron la

. b— .
formula Ax = a + k(Ta) donde a, b,n corresponden a los extremos del subintervalo y al

numero de subintervalos, respectivamente. Con esta accion los estudiantes exhiben evidencia del

paso 1AA de la DG en el registro analitico.

Figura 9.

Respuesta de E9 para determinar los elementos de la particion.
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b) Evalla la funcion en los extremos de los subintervalos.

En este inciso, todos los informantes utilizaron la expresion algebraica de la funcion para
evaluar los elementos de la particiéon. De los 11 estudiantes s6lo E6 omiti6 evaluar la funcion en
el punto x=2.5, el cual corresponde al extremo derecho del subintervalo de la particién donde la
funcién cambia de signo. A pesar de esto, se considera que el estudiante al igual que el resto de
los informantes muestra evidencia de la accion de calcular los valores de la funcién
correspondientes a los elementos de la particion y esto se debe a que evalia de manera correcta

los demas puntos.
c) Calcula el ancho de cada subintervalo, denétalo con Ax

Para calcular el ancho de los subintervalos, los informantes E3, E4, E6, E7, E9, E11

oy- . b— . . . -
utilizaron la formula Ta donde a, b son los extremos del intervalo de interés y n el nimero de
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subintervalos. Por su parte, los estudiantes E1, E5 y E10 utilizaron la férmula x;,; — x;, los cuales
corresponden a los extremos de los subintervalos.

De estas respuestas, los estudiantes exhiben evidencia de la accion de calcular el ancho de
los subintervalos (paso 1CA en el registro analitico).

Por otro lado, los informantes E2 y E8 no mostraron evidencia de este paso de la DG y esto

se debe a que Unicamente presentaron la respuesta y no justificaron como lo obtuvieron.

d) Para cada subintervalo, multiplica su ancho por el valor de la funcién en el extremo

derecho.

Figura 10.

Multiplicacion entre el valor de la funcion y el ancho de los subintervalos.

d) Para cada subintervalo. multiplica su ancho por el valor de la funcidn en el extremo

derecho.

1. 1.25%0.5=0.6125
2:1.5%0.5=0.725
3.1.25* 0.5=0.6125
4: 1/2%0.5=025

5: -0.75% 0.5=-0.375

6: -2.5%0.5=-1.25

En la Figura 10 vemos un ejemplo de como respondieron los estudiantes E1, E3, E5, E7,
E9, E10 y E11. Para realizar los productos utilizaron el ancho de los subintervalos y el valor de la
funcidn correspondiente al extremo derecho. Los informantes E2 y E4 no consideraron el extremo
derecho de los subintervalos. E2 considero todos los elementos de la particion, lo cual trae como
consecuencia que agregue un subintervalo, por lo que en lugar de trabajar con seis como lo pide la
actividad lo hizo con siete. Por su parte E4 consideré el extremo izquierdo de los subintervalos.

A pesar de esto, consideramos que los estudiantes E1, E3, E5, E7, E9, E10, E11, E2 y E4
manifiestan evidencia de la accion de calcular los productos correspondientes al ancho de los
subintervalos por el valor de la funcion en los elementos de la particion.,

En la Figura 11 se muestra un ejemplo de como respondieron los estudiantes E6 y E8. Se
puede observar que aplicaron el valor absoluto a las cantidades negativas. Consideramos que esto

se debe a que los estudiantes asociaron los productos con el area de rectangulos cuyas dimensiones
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son: base igual al ancho de los subintervalos y altura igual a la distancia del eje X al punto sobre
la gréfica de la funcion correspondiente al extremo del subintervalo.

Por cambiar el signo a las cantidades negativas consideramos que los estudiantes no
muestran evidencia de la accion de calcular los productos correspondientes al ancho de los
subintervalos por el valor de la funcion en los elementos de la particion (paso 1DA de la DG).

Figura 11.

Multiplicacion entre el valor de la funcion y el ancho de los subintervalos

e) Suma los productos realizados en el inciso d). A esta suma la llamaremos suma acumulada.
Figura 12.
Respuesta de E5

e) Suma los productos realizados en el inciso d). A esta suma la llamaremos suma

acumulada.

21 =0.05 +0.6125 + 0.725+ 0.6125 + 0.25-0.375-1.25 = 0.625

En la Figura 12 se muestra la respuesta de E5, la cual es representativa de la forma como
respondieron los estudiantes E2, E3, E5, E6, E7, E8, E9, E10 y E11 al inciso e). Para obtener el
resultado de la suma acumulada solo sumaron los valores de los productos obtenidos en el inciso
d). Con esto, los estudiantes mostraron evidencia de la accion de acumular valores, es decir,
evidencia del paso 1EA de la DG. Por su parte, los estudiantes E1 y E4 no mostraron evidencia de
este paso de la DG y esto se debe a que el valor obtenido no corresponde a la suma de los valores
del inciso d). En el caso de E1 se debe a que les cambid el signo a las cantidades negativas y en

E4 es dificil decir con exactitud lo que el estudiante realiza.

De las respuestas a los incisos d) y e) identificamos las siguientes categorias:
Categoria 1. Los estudiantes asocian la suma acumulada con el area limitada entre la grafica

de la funcion y el eje X, por lo que les cambian el signo a las cantidades negativas.
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Categoria 2. Estudiantes que no asocian la suma acumulada con el area limitada entre la
gréfica de la funcion y el eje X.

Los estudiantes que se encuentran en la categoria 1 son: E1, E6 y E8; mientras los que se
encuentra en la categoria 2 son: E2, E3, E4, E5, E7, E9, E10y E11.

Consideramos que los estudiantes que se encuentran en la categoria 1 pudieron verse
influenciados por el inciso f) en donde se les pide estimar el area de una region. Es decir, asociaron

el procedimiento de suma acumulada con el area de rectangulos.

4.2.1 Pasos de la DG observados en las respuestas a los incisos del a) al e).

En la Tabla 3 se muestran los pasos de la DG que se observaron en las respuestas de los
informantes correspondientes a los incisos del a) al ). EI nmero 1 indica que se observé evidencia

del paso de la DG mientras que el nimero 0 que no se observo.

Tabla 3.
Pasos de la DG observados en las respuestas a los incisos del a) al e)
‘Incisos‘ ‘ ‘
a) b) ¢ d |e
Pasos de la DG ;2;‘3'8’ gs
Informantes Reglstlro_ Registro analitico la DG
geomeétrico
1AG 1AA | 1BA | 1CA | 1DA | 1EA

El 1 0 1 1 1 0 4
E2 1 0 1 0 1* 1 4
E3 1 0 1 1 1 1 5
E4 0 1 1 1 1* 0 4
E5 1 0 1 1 1 1 5
E6 1 0 -1 1 0 1 4
E7 1 0 1 1 1 1 5
E8 1 0 1 0 0 1 3
E9 0 1 1 1 1 1 5
E10 1 0 1 1 1 1 5
E11l 0 1 1 1 1 1 5
Total 8 3 11 9 9 9

Nota: EI numero -1 indica que el estudiante omitié evaluar la funcién en un punto, mientras

gue 1* significa que no se considero el extremo derecho de los subintervalos.
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De latabla 3 se observa que los estudiantes E9 y E11en sus respuestas exhibieron evidencia
de los pasos 1AA al 1DA de la DG en el registro analitico, esto nos dice que los estudiantes
muestran la estructura Accion en el registro analitico. Por su parte a los informantes E3, E5, E7y
E10 les falté mostrar evidencia de la accion de calcular los elementos de la particion (paso 1AA)
para mostrar la estructura Accion, en su lugar exhibieron evidencia de la accion de hacer
particiones de un intervalo para construir subintervalos utilizando la gréfica de la funcion y el
plano cuadriculado. A pesar de esto, el procedimiento y respuesta de los estudiantes es correcto,
de esto podemos concluir que los informantes comprendieron el proceso para calcular la suma
acumulada.

Los estudiantes E2 y E8 no exhiben evidencia de la accién de calcular el ancho de los

subintervalos, porque Unicamente presentan el resultado y no justifican coémo lo obtuvieron.
f) Estima el area de la Region R. Justifica tu respuesta escribiendo todos tus célculos.

En la Tabla 4 se presentan los métodos empleados por los informantes para estimar el area
de la region sombreada.

Tabla 4.

Métodos empleados para calcular el rea de la region sombreada

Informantes Método

E4, E9, E10, E11 Sumas de Riemann

E1l, E5, E7, E8 Teorema fundamental del Calculo
E2 Método gréfico

E6 Suma acumulada con valor absoluto
E3 Suma acumulada

De la Tabla 4 se puede observar que los informantes E4, E9, E10, E11, E1, E8, E5y E7 no
reconocieron que dado que la funcién cambia de signo en el intervalo de interés no es posible
estimar el area de la regién mediante la aplicacion directa de estos métodos. Por ejemplo, los
estudiantes E1, E5, E7 y E8 debieron primero dividir el intervalo en dos subintervalos vy
posteriormente aplicar el teorema fundamental del calculo para obtener el area.

El estudiante E3 aplico el procedimiento descrito en los incisos del a) al €). No reconocid
que este proceso incluye el producto de cantidades negativas por lo que el resultado no proporciona
una estimacion al area solicitada. Por el contrario, E6 aplica el mismo proceso descrito en los

incisos del a) al e) pero con la diferencia de que aplica valor absoluto a las cantidades negativas.
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A pesar de esto, en el procedimiento seguido por los estudiantes E4, E9, E10 E11, E3y E6
se observaron las siguientes acciones: calcular los elementos de la particion, calcular el valor de la
funcidn en los elementos de la particion, calcular el ancho de los subintervalos, multiplicar el ancho
de los subintervalos por el valor de la funcién, sumar los productos para estimar el area total. Es
decir, evidencia de la estructura Accion en el registro analitico. Por su parte, los estudiantes E1,
E5, E7 y E8 mostraron evidencia de la estructura Accion del concepto de integral definida desde
un acercamiento al teorema fundamental del célculo al calcular la antiderivada de una funcién

especifica y evaluar en los limites de integracion. E4 no exhibe ningun paso de la DG.

g) ¢Encuentras alguna relacion entre el area estimada de la region R y la suma acumulada

obtenida en el inciso e)? Justifica tu respuesta.

Tabla 5.
Respuesta de los informantes a la pregunta del inciso g)

Informantes Relacién entre la suma acumulada y el
area estimada
El, E2, E4, E5, E6, | Ambos proporcionan una estimacion del

E7, E8, E9, E10 area de la region sombreada
E3 Relacién de proporcionalidad inversa
Ell No contestd

En la Tabla 5 se presenta las respuestas de los informantes. En esta se puede observar que
la mayoria de estos indicd que la suma acumulada es una aproximacién al area de la region

sombreada. Sin embargo, esto es erréneo porque la funcién toma valores negativos.

h) ¢Qué ocurre con el area de la regién R y la suma acumulada cuando aumentas el

namero de subintervalos? Justifica tu respuesta.

Los informantes E2, E6, E7, E8, E10 indicaron que conforme se aumenta el nimero de
subintervalos la suma acumulada se aproxima cada vez mas al area de la region R.

E3 mencion6 que conforme se consideran mas subintervalos la suma acumulada aumenta
y el area estimada disminuye.

Los estudiantes E1, E9 indicaron que al aumentar el nimero de subintervalos se obtiene

una mejor estimacion del area de la region R, esta respuesta es correcta, sin embargo, no mencionan
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nada respecto a la suma acumulada. Por su parte E5 indicé que tanto el area estimada como suma
acumulada se aproximan cada vez mas al area bajo la curva.
De las respuestas se puede observar que los estudiantes no lograron reconocer que la suma

acumulada y el area estimada no coinciden y esto se debe a que la funcién toma valores negativos.

4.3 Actividad 3

X, 0<x<?2

41 2<x<3 en el intervalo [0,3]. Realiza lo que se

Considera la funcion g(x) = {

pide en los siguientes incisos:

a) Dibuja la gréfica de la funcion g.

De las respuestas proporcionadas concluimos que nueve (E2, E3, E4, E5, E7, E8, E9, E10
y E11) de los 11 informantes graficaron de manera correcta la funcion a trozos. Mientras que E1
y E6 no reconocieron que en el punto x = 2, la funcion hace un salto y la dibujaron continua. Ver
Figura 13.
Figura 13.

Solucion de E1y E6 al inciso a)

b) Calcula la suma acumulada en el intervalo [0,3] utilizando seis subintervalos. Justifica tu

respuesta escribiendo todos tus calculos.

En la Figura 14 vemos un ejemplo de como respondi6 el informante E3, la cual es similar
a las respuestas de los estudiantes E6, E7, E10 y E11. Para determinar la suma acumulada

realizaron acciones tales como: utilizar la grafica construida en el inciso a) para identificar los
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extremos de los subintervalos (paso 1AG); calcular el ancho de los subintervalos (paso 1CA);
evaluar la funcion en los extremos de los subintervalos (paso 1BA); calcular los productos del
ancho del subintervalo por el valor de la funcion en el extremo derecho de los subintervalos (paso
1DA) y por ultimo, la accién de sumar los productos realizados anteriormente (paso 1EA). Con
esta respuesta, podemos decir que los informantes mostraron evidencia de los pasos 1AG, 1BA,
1CA, 1DA Yy 1EA de la DG. Los estudiantes E1, E2, E5 y E8 procedieron de manera similar, solo
que ellos no exhiben evidencia del paso 1CA, porque no justificaron coémo obtuvieron el ancho de
los subintervalos.

Figura 14.
Respuesta de E3
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En la Figura 15 se presenta la respuesta del estudiante E9, el cual utilizé la férmula x;, =
a+k (b;—a) con a, b los extremos del intervalo [0,3] y n es el nimero de subintervalos, para

calcular los elementos de la particién. Para calcular la suma acumulada realiz6 las siguientes

acciones: evaluar la funcion en los elementos de la particion (paso 1BA), calcular el ancho de los
. . , b— - .
subintervalos mediante la formula Ax = Ta; multiplicar el ancho de los subintervalos por el valor

de la funcion en los elementos de particion y, por ultimo, sumar los valores. El estudiante E4
procedi6 de manera similar, sin embargo, ho mostro evidencia de las siguientes acciones: calcular
los productos correspondientes al ancho de los subintervalos por el valor de la funcién en los
elementos de particion y la accion de acumular los valores de los productos y esto se debe, a que

los resultados obtenidos no corresponden a las operaciones realizadas.
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Figura 15.

Respuesta de E9 para calcular la suma acumulada

En la Tabla 6 se muestran los pasos de la DG que se observaron en las respuestas del inciso
b). El nimero 1 indica que se observo evidencia del paso de la DG mientras que el nimero 0 que
no se observo.
Tabla 6.
Pasos de la DG observados en el inciso b)

Informantes g:grlrftté;(r)ico Registro analitico Total de
1AG 1AA | 1BA | 1CA | 1DA [ 1EA | P89S

E1 1 0 |1 |0 |1 |1 |4

E2 1 o |1 |o |1 |1 |4

E3 1 o |1 |1 |1 |1 |5

E4 0 1 |1~ |1 |0 |0 |3

ES 1 o |1 |o |1 |1 |4

E6 1 0o |1 |1 |1 |1 |5

E7 1 o |1 |1 |1 |1 |5

ES 1 0 |1 |0 |1 |1 |4

E9 0 1 |1 |1 |1 |1 s

E10 1 o |1 |1 |1 |1 |5

E1l 1 o |-1 |1 |1 |1 |5

Total 9 2 |11 |7 |10 |10
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Nota: La etiqueta 1** significa que el estudiante no evalud correctamente en el punto x = 2;
-1 significa que el estudiante omitid evaluar la funcion en un elemento de la particion. El total de

pasos se obtiene al contar cada una de las etiquetas, no sumando estas.

De la Tabla 6 se puede observar que los estudiantes E1, E4, E6 y ES8 tienen la etiqueta 1**
en la columna correspondiente al paso 1BA, esto se debe a que tuvieron dificultades al momento
de evaluar la funcion en el punto x = 2. Este punto es el elemento de la particion donde la funcion

hace el salto.

c) ¢Qué pasaria con la suma acumulada si aumentaras el nimero de subintervalos? Justifica tu

respuesta.

Respecto a este inciso, los informantes E1, E2, E4, E6, E7, E8, E9, E10y E11 reconocieron
que al aumentar el nimero de subintervalos la suma acumulada se aproxima mejor al area de la
region limitada entre la grafica de la funcion y el eje X. Manifiestan que esto se debe a que el area
excedente de los rectangulos inscritos o circunscritos disminuye. Sin embargo, esto es incorrecto,
debido a que la funcion toma tanto valores positivos como negativos en el intervalo de interés.

Por su parte, E3 calculé la suma acumulada para n=3 y n=6 siguiendo el proceso descrito
en la actividad 2. Al final de sus calculos, concluye que conforme se aumenta el nimero de
subintervalos, el valor de la suma acumulada aumenta, pero no indica a qué valor se aproxima. En
su justificacion se puede observar evidencia de la estructura Accion en el registro analitico.

En su respuesta el estudiante E5 manifestd que, al aumentar el nimero de subintervalos
aumenta la cantidad de elementos (Ax - g(x)) en la suma acumulada, sin embargo, no se aprecia
una diferencia significativa en el valor de esta porque el ancho de los subintervalos se va haciendo

cada vez mas pequefio. Es decir, el estudiante visualiza la suma de rectangulos de amplitud cero.

d) Identifica con ay b los extremos del intervalo [0,3]. Sea n el niUmero de subintervalos y
Ax el ancho de cada subintervalo. Expresa la suma acumulada en notacién matematica

usando el simbolo de sumatoria, ), y las variables antes descritas.

En las respuestas a este inciso se observaron dos categorias:
Categoria 1. Los estudiantes que escribieron la suma acumulada utilizando un namero

especifico de subintervalos
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Categoria 2. Los estudiantes que escribieron la suma acumulada utilizando n subintervalos.
Los estudiantes que se encuentran en la categoria 1 son E1, E4, E7 y E8, mientras que los
que estan en la categoria 2 son E2, E3, E5, E6, E9, E10y E11.

En la Figura 16 se muestra la respuesta del estudiante E1, la cual corresponde a la categoria
1. En esta se observa que el informante trabaja con seis subintervalos en lugar de n como se le

sugiere. Ademas, no indica de manera explicita la forma que tienen los elementos de la particion.

Sin embargo, del desarrollo de la suma es posible identificar que estos tienen la forma x; = %

dondei =1,2,3,-:-,6 y Ax = % En el punto x, = 2 tiene dificultades para reconocer el valor que

toma la funcién. Esto coincide con la respuesta proporcionada en el inciso a) donde no pudo

dibujar de manera correcta la grafica de la funcion

Figura 16.

Respuesta de E1 al inciso d)

G
Z F(ax:\bx. = 0.1540_5’4@_73,101 ISt1
1283
=6.15

Las acciones que se identificaron en esta respuesta son las siguientes: Calcular los
elementos de la particion; calcular el ancho de los subintervalos; calcular los productos del ancho
del subintervalo por las imagenes de la funcion en los elementos de la particion y acumular estas
cantidades. Se considera que E1 exhibe evidencia de la accion de evaluar la funcion en los
elementos de la particion a pesar de que no evalla de manera correcta en todos los. Esta dificultad
se le atribuye al tipo de funcién.

En la Figura 17 se muestra la respuesta de E7, esta se encuentra en la categoria 1. La
diferencia con la respuesta de E1 es que, el estudiante divide la suma en dos partes tomando en
cuenta que el indice k va desde uno hasta el nimero de subintervalos. Para los elementos de la
particion considera el extremo izquierdo; al igual que E1 no evalta de manera correcta la funcion
en el punto donde esta hace el salto y concluimos que esto se debe al tipo de funcién, porque en

las actividades previas lo hizo de manera correcta.
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Figura 17.

Respuesta de E7 para escribir la suma acumulada
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En la Figura 18 se muestra un ejemplo de como respondieron E2, E3, E5, E9, E10y E11.
En esta se puede observar que los estudiantes representaron la suma acumulada utilizando la

notacion indicada. Los elementos de la particion tienen la forma x;, = a + kAx, donde el tamafio
. b— 3 . .
de los subintervalos esta dado por: Ax = Ta == A partir de esta respuesta concluimos que los

estudiantes muestran evidencia de la estructura Proceso a través de la interiorizacion de las
siguientes acciones: calcular los elementos de la particién para n subintervalos; determinar la
imagen de todos los elementos de la particion; calcular el ancho de los subintervalos; calcular los
productos correspondientes al ancho de los subintervalos por la imagen de los elementos de la

particion. Y por ultimo expresar la suma acumulada como sumatoria de n elementos.

Figura 18.

Respuesta de E5 para representar la suma

n

Suma acumulada = Z[&k] = [g(x)]

i=0
Donde a v b son los limites. n es el numero de intervalos, podemos expresar

b-a
Ax = —
n

Por sumas de Reimman

X =a+ K(Ax)
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En la Tabla 7, se muestran los pasos de la DG que se observaron en las respuestas de los
informantes al inciso d). En esta se observa que E2, E3, E5, E9, E10 y E11 mostraron evidencia
de la estructura Proceso en el registro analitico al exhibir los pasos 2AA, 2BA, 2CA, 2DA Yy al
2EA de la DG. A pesar de que E6 y E8 aparecen en la tabla, no muestran la estructura Proceso,
porgue no exhiben todos los pasos de la DG correspondientes al paso 2 en el registro analitico. Los
informantes E1, E4 y E7 no aparecen en la tabla porque no mostraron evidencia de ningn paso
de la DG correspondientes a la estructura Proceso y esto se debe a que expresaron la suma

acumulada utilizando un nimero especifico de subintervalos (seis subintervalos).

Tabla 7.
Pasos de la DG observados en las respuestas de los informantes, inciso d).
Inciso d)
Registro analitico Total de
Informantes
Pasos de la DG pasos
2AA | 2BA | 2CA | 2DA | 2EA | delaDG
E2 1 1 1 1 1 5
E3 1 1 1 1 1 5
ES 1 1 1 1 1 5
E6 0 1 1 1 1 4
E9 1 1 1 1 1 5
ES 0 0 1 0 0 1
E10 1 1 1 1 1 5
E11 1 1 1 1 1 5
Total 6 7 8 7 7

Nota: EI nimero 1 indica que se observé evidencia mientras que el 0 que no se observo.

Después de representar la suma acumulada como una sumatoria de n elementos, los
estudiantes E2, E5 y E10 dividen el intervalo [0,3] en dos subintervalos, considerando el punto
donde la asignacion de la funcion cambia y en cada uno de estos, calcula la suma acumulada.

Manifiestan hacer esto por el tipo de funcién (funcién a trozos).
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En la figura 19 se muestra el proceso seguido por E5 para calcular la suma acumulada en

el intervalo [0,2). Lo primero que realiza el estudiante es calcular el ancho de los subintervalos
- ; b—
utilizando la féormula Ax = Ta donde a = 0; b = 2 y n = 4. Luego calcula los elementos de la

particion con la formula x;, = a + kAx y por Gltimo expresa en sumatoria los productos del ancho
de los subintervalos por la imagen de los elementos de la particion. De los indices de la sumatoria

es facil identificar que para i = 4 el valor que toma funcion es incorrecto.

Figura 19.
Respuesta de E5 para representar la suma acumulada
Dividimos el problema en 2. debido a que son 2 funciones distintas tal que:

Para [0,2)

Ax 2
M= )
X = K(2/4)

Teniendo que

Yl
Q&
e) Lasuma acumulada del inciso d) ¢es el valor del area de la region limitada por la grafica

de lafuncion gy lasrectasx = 0y x = 3?

En sus respuestas, los informantes E1, E4, E9, E10 y E11 indicaron que el area de
la region limitada por la grafica de la funcién g y las rectas x =0 y x = 3 es una
aproximacion de la suma acumulada y esto se debe a que la suma del area de los rectangulos
excede al area de la region limitada. Por su parte, los estudiantes E3, E5, E6, E7 indicaron
que podrian ser iguales al hacer tender a infinito el nimero de subintervalos, mientras que
E2 y E8 indicaron que son iguales y esto se debe a que esta es igual al area de rectangulos

bajo la curva.

4.4 Actividad 4
La grafica muestra la velocidad, en pies por segundo, de un automdvil que acelera desde
el estado de reposo. Emplea la grafica para estimar la distancia que el automavil recorre en los

primeros ocho segundos. ¢Existe alguna relacion entre el area bajo la grafica de la funcién en el

47



intervalo [0,8] y la distancia recorrida por el automdvil? Justifica tu respuesta mostrando todos tus

calculos.
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Para estimar la distancia recorrida por el automévil 10 de los 11 informantes utilizaron el

area de figuras bajo la curva.

Figura 20.
Justificacion de E2 para calcular la distancia mediante la integral

En la Figura 20 se presenta un ejemplo del argumento que dieron los estudiantes E2, E3,

E5, E7 y E11 para estimar la distancia del automévil mediante el area bajo la curva. En esta se

)

observa que definen a la velocidad como la derivada de la funcion respecto al tiempo (v =—

Para conocer la distancia, despejan la variable de la formula anterior y aplican la integral.
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Posteriormente manifiestan que, dado que la integral es igual al area bajo la curva (sélo E5

indica que esto se cumple para funciones positivas) basta con calcular esta para conocer la distancia

del automoévil.

En las respuestas proporcionadas por los estudiantes se observo lo siguiente:

Los estudiantes E1, E6, E10 y E11 mostraron la accion de dividir el intervalo [0,8]
en cuatro subintervalos utilizando la gréfica de la funcion.

E3, E9, mostraron la accién de calcular los elementos de la particion

E3, E6, E9, E10y E11 mostraron la accion de calcular el ancho de los subintervalos
E1, E7 mostro la accion de identificar el ancho de los subintervalos utilizando la
grafica de la funcion

Los informantes E1, E3, E6, E9, E10 y E11 mostraron la accion de identificar los
puntos sobre la grafica de la funcion, cuya variable independiente corresponde a
los elementos de la particion.

E1l, E3, E6, E9, E10 y E11 calcularon el area de rectangulos cuyas dimensiones
son: base igual al ancho de los subintervalos y altura, la distancia del eje X a un
punto sobre la gréafica de la funcidn correspondiente a un extremo del subintervalo.
El, E3, E6, E9, E10 y E11 acumularon las areas del producto del ancho del
subintervalo por el valor de la gréafica de la funcion en los elementos de la particion
E6 mostrd evidencia de la estructura Accion en el registro geométrico al construir

rectangulos.

Los informantes E2, E5, E7, E8 no exhiben evidencia de ningin paso de la DG porque

utilizaron el método gréfico para determinar la distancia. Ademas, el estudiante E8 no identificd

el intervalo de interés. Por su parte el estudiante E4 manifiesta que la curva de la grafica se asemeja

a la de la funcion logaritmo natural y propone una funcion en base a esta. Indica que la distancia

seria igual a la antiderivada de la funcion.

4.5 Actividad 5

Se pone un jarrdn con agua a calentar durante siete minutos. La rapidez con la que aumenta

la temperatura del agua en grados Celsius (°C) por minuto lo expresa la funcién
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°C

min?

F(t) = ut? — vt , donde u = 1.250,—63,1} =25
min

¢Cuanto aumentd la temperatura

durante los siete minutos? Justifica tu respuesta escribiendo todos tus calculos y consideraciones.

Para calcular el cambio de temperatura todos los informantes utilizaron la integral definida.
Sin embargo, sélo E3, E5, E7, E9 y E11 argumentaron el por qué la utilizaron. Manifestaron que

la rapidez con la que aumenta la temperatura esta dada por la razon de cambio de esta respecto al
tiempo f(t) = dZ—(tt), de donde se tiene dT(t) = f(t)dt. Al aplicar el signo de la integral se tiene
que el cambio de temperatura esta dado como la integral de la funcidn respecto al tiempo. T(t) =

INFIGLE

En la Figura 21 observamos la respuesta de E7, la cual es similar a las respuestas de los
estudiantes E1, E3, E4, E5, E6, E8, E9, E10 y E11. Para calcular el cambio de temperatura
abordaron el concepto de integral definida mediante el teorema fundamental del calculo en el
intervalo [0,7]. Este concepto matematico no es considerado en la DG de Bernabé et al. (2013),
por lo que, no podemos concluir que los estudiantes exhiban la estructura mental Objeto a pesar
de resolver de manera correcta la actividad, pues no se tienen evidencia de que los estudiantes
conozcan y manejen los procesos involucrados en la construccion del concepto de integral definida
desde este acercamiento. Coincidimos con Jiménez-Villanueva (2017) quien manifiesta que la
aplicacion exitosa del teorema fundamental del calculo no manifiesta que el estudiante tenga una

concepcion Objeto del concepto.
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Figura 21.

Respuesta de E7 para calcular el cambio de temperatura

Aplicado a este caso, el aumento de la temperatura durante un intervalo de tiempo sera la

integral de la taza de cambio de la temperatura respecto al tiempo en ese intervalo.

Es decir: 7(1) = jf(! )l . donde T(t) es el avmento de temperatura buscado det=0 a t
T(r) = I(ur: —vt)dt
. 8
:f:fr‘dr—j1srdr= T Y e
3 2
m‘3 v.f:'

T(r) = I(ur: —vi)dt = T_TJrC

La integral definida en el intervalo [0, 7min] es entonces

7 Tmin) v(Tmin)? 3 .02
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En la Figura 22 se muestra la respuesta del informante E2. En esta se observa que, aborda

la integral definida como el limite de las sumas de Riemann.

Figura 22.

Respuesta de E2 para calcular el cambio de temperatura.

En su respuesta exhibe evidencia de la estructura mental Proceso a través de la

interiorizacion de las siguientes acciones:

Calcular los valores de los elementos de la particion para n subintervalos.
Determinar la imagen de todos los elementos de la particion al considerar n
subintervalos.

Calcular el ancho de los subintervalos cuando el nimero de elementos de la
particion es n

Calcular los productos del ancho de los subintervalos por la imagen de la funcién
cuando el nimero de elementos de la particion es n.

Expresar como sumatoria de n elementos los productos.

En la Figura 23 se observa, que el estudiante aplica propiedades de sumatoria y exhibe la

Estructura Objeto del concepto integral definida desde un acercamiento a sumas de Riemann al

aplicar el limite cuando n tiende a infinito al Proceso Suma de Riemann (Arnon et al., 2014, p.22)
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Figura 23.

Aplicacion del limite a las sumas de Riemann
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Conclusiones

En este trabajo se analizaron las estructuras y mecanismos mentales que utilizd un grupo
de estudiantes de primer semestre de la Licenciatura en Fisica de la Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla (BUAP) cuando resuelven actividades relacionadas con el concepto de
integral definida. En la literatura revisada no se encontraron investigaciones donde se observen
las estructuras y mecanismos mentales de un grupo de estudiantes despues de estudiar el concepto
de integral definida de manera tradicional, en su lugar, se han encontrado investigaciones que
buscan la comprension de este concepto matematico.

Del andlisis de los resultados se encontr6 que cuatro estudiantes exhiben la estructura
mental Accidn en el registro geométrico mientras que siete lo hacen en el registro analitico.

En el registro geométrico las Acciones corresponden a la construccion de rectangulos
inscritos o circunscritos en el area bajo la curva, mientras que, en el analitico estas Acciones
corresponden a dar una aproximacion al valor total acumulado mediante la suma de cantidades
que se forman multiplicativamente.

Soélo nueve de los 11 estudiantes mostraron la estructura Proceso en el registro analitico a
través del mecanismo mental interiorizacion al proporcionar una estimacion al valor total
acumulado mediante una sumatoria de n elementos de la particion.

Del andlisis de las respuestas, se observd un predominio del registro analitico sobre el
geométrico. Al identificar que, los estudiantes prefieren trabajar con la expresion algebraica de la
funcidn, en lugar de la informacién que proporciona la grafica de la funcion. Este resultado
coincide con Gonzalez-Martin (2006) quien indica que las cuestiones que requieren trabajar
explicitamente en un registro distinto del algebraico son abandonadas por un gran nimero de
estudiantes.

El estudiante E2 mostrd la estructura Objeto del concepto integral definida desde un
acercamiento a sumas de Riemann de acuerdo con Arnon et al. (2014) al aplicar el limite cuando
n tiende a infinito al Proceso Suma de Riemann. Esta estructura no es considerada en la
descomposicion genética de Bernabé et al. (2013) porque no se llega a la Accion de aplicar el

limite.
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En las respuestas de los informantes también se observaron dificultades para reconocer que
la integral definida no siempre provee el valor del area bajo la curva. Este resultado coincide con
Bezuidenhout y Olivier (2000) quienes indican que los estudiantes tienen la concepcion errénea
de que la integral definida es siempre un area y, por tanto, provee un valor positivo.

Otra dificultad que se observo en las respuestas de los informantes fue al momento de
calcular el valor que toma la funcion a trozos en el punto donde esta es discontinua. Consideramos
que esta dificultad es un obstaculo para que el estudiante comprenda el concepto de integral
definida y coincidimos con Jiménez-Villanueva (2017) quien plantea que, independientemente del
enfoque con el que se aborde la integral definida se requiere que el estudiante construya,
previamente, un Esquema de funcién.

Derivado de lo anterior, algunas recomendaciones son: trabajar con actividades que
permitan observar las estructuras Proceso, Objeto y los mecanismos mentales de interiorizacion,
coordinacion y encapsulacion al refinar los elementos de la particion en los registros geometrico
y analitico. Las actividades de este trabajo sélo consideran las estructuras Accién y Proceso.

Para la ensefianza del concepto integral definida, se sugiere considerar actividades donde
los estudiantes reconozcan que la integral definida no siempre provee un valor positivo, sino mas
bien, la conciban como cantidades que se acumulan creadas por pequefios incrementos que se
forman multiplicativamente, lo cual les permita reconocer que la integral definida puede tomar
tanto valores positivos como negativos e incluso valer cero. Ademas de trabajar con funciones
continuas y discontinuas.

La DG de Bernabé et al. (2013) considera por separado las estructuras mentales en los
registros geométrico y analitico, es decir, no considera una coordinacion de los registros, sin
embargo, en la categoria 1 de la actividad 1 se observé que los estudiantes hacen conversiones del
registro geométrico al analitico. Esto, permite hacer un refinamiento de la descomposicién

genética
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