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Resumen

El conocimiento del profesor de matematicas es sustancial para promover el aprendizaje
deseado en sus alumnos. En esta investigacion, se estudia el conocimiento especializado del
profesor de matematicas y se establecen relaciones entre subdominios del modelo MTSK que
evidencian dos profesores de matematicas en el disefio de un plan de clases sobre la resolucién de
problemas aditivos con nimeros enteros. Esta investigacion es de corte cualitativa, con un disefio
de estudio de caso instrumental de caracter colectivo con una profesora mexicana y un profesor
colombiano. Para la recoleccion de los datos se opto por el disefio de una planeacion de clase y una
entrevista semiestructurada, y para el analisis de los datos se utilizo la técnica de andlisis de
contenido. Los resultados han evidenciado relaciones entre el conocimiento que manifiesta la
profesora mexicana sobre temas anteriores que deben haber desarrollado los estudiantes tales como
la recta numérica, y su utilidad como conexion auxiliar para ensefiar la temética de problemas
aditivos con nimeros enteros, ademas, se evidencio la relacion entre el conocimiento que tiene la
profesora acerca de las dificultades que presentan cuando resuelven problemas aditivos con
enteros, y las estrategias heuristicas de resolucion de problemas. Por otra parte, respecto a los
resultados encontrados en el profesor colombiano, se hallaron relaciones entre definiciones y
propiedades que cumple la adicion de numeros enteros y el papel del lenguaje matematico al hacer
referencia a estos, ademas se evidenciaron relaciones al interior del conocimiento de las
caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes y como este subdominio guarda relacién con el
conocimiento de los temas. Ambos profesores compartieron la relacion KoT y KSM debido a que
los dos utilizan auxiliares tales como la recta numérica y los vectores para llevar a cabo
procedimientos de resolucion de problemas aditivos con enteros. Asi como también, la relacion
KMT y KoT donde utilizaban su conocimiento de estrategias y ejemplos para la construccion de

definiciones y propiedades de los nimeros enteros con sus estudiantes.

Palabras clave: Conocimiento especializado del profesor de Matematicas (MTSK),
Relaciones entre subdominios del modelo MTSK, Resolucién de problemas, NUmeros enteros,

Problemas aditivos.



Abstract

The mathematics teacher's knowledge is substantial to promote the desired learning in their
students. In this research, the specialized knowledge of the mathematics teacher is studied, and
relationships are established between subdomains of the MTSK model evidenced by two
mathematics teachers in the design of a lesson plan on the resolution of additive problems with
integers. This is qualitative research, with a collective instrumental case study design with a
Mexican teacher and a Colombian teacher. For data collection, a lesson plan and a semi-structured
interview were used, and for data analysis, the technique of content analysis was used. The results
have shown relationships between the knowledge Mexican teacher about previous topics that
students should have developed, such as the number line, and its usefulness as an auxiliary
connection to teach the subject of additive problems with integers, and the relationship between
the teacher's knowledge about the difficulties they have when solving additive problems with
integers, and the heuristic strategies of problem solving. On the other hand, with respect to the
results found in the Colombian teacher, relationships were found between definitions and
properties of the addition of integers and the role of mathematical language when referring to these,
in addition, relationships were evidenced within the knowledge of the learning characteristics of
the students and how this subdomain is related to the knowledge of the topics. Both teachers shared
the relationship KoT and KSM because they both use auxiliaries such as the number line and
vectors to carry out additive problem-solving procedures with integers. As well as the KMT and
KoT relationship where they used their knowledge of strategies and examples for constructing

definitions and properties of integers with their students.

Keywords: Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK), Relationships

between subdomains of the MTSK model, Problem solving, Integers, Additive problems.



Introduccion

Tomando en consideracidn que el conocimiento del profesor de matematicas es sustancial
para promover el aprendizaje deseado en sus estudiantes, en la presente investigacion se estudia el
conocimiento que ponen en juego en su intencion de ensefianza dos profesores de matematicas en
el disefio de una planeacion de clase sobre resolucion de problemas aditivos con nimeros enteros,
debido a que la adicion de numeros enteros es un tema que hace parte del curriculo colombiano y
mexicano (MEN, 2006; SEP, 2017), y es la resolucion de problemas uno de los ejes fundamentales
de la actividad matemaética (Rojas, 2014).

Para analizar el conocimiento de los profesores se tiene en cuenta el modelo del
Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK). Este modelo permite analizar
el conocimiento que el profesor utiliza en cualquier tarea de la docencia, tales como la preparacion
de clase, discusion con docentes, ensefianza en el aula o reflexion posterior a esta (Advincula et
al., 2021). Este modelo estd conformado por tres dominios: el dominio del conocimiento
matematico, el dominio del conocimiento didactico y el dominio de las creencias y concepciones
que tiene el profesor sobre las matematicas y sobre su ensefianza y aprendizaje, sin embargo, en
esta investigacion fueron objeto de estudio solo los dominios de conocimiento matematico y

didéctico, los cuales a su vez estan conformados por subdominios y categorias.

El dominio del conocimiento matematico esta conformado por los subdominios
conocimiento de los temas, conocimiento de la estructura de la matemética y conocimiento de la
practica matematica. El dominio del conocimiento didactico estad conformado por los subdominios
conocimiento de la ensefianza de las matematicas, conocimiento de las caracteristicas del
aprendizaje de las matematicas y el conocimiento de los estdndares de aprendizaje de las

matematicas.

Esta investigacion se plantea por objetivo establecer relaciones entre subdominios del
conocimiento especializado que evidencian dos profesores de matematicas de educacién basica en
el disefio de una planeacidn de clase sobre resolucion de problemas aditivos con numeros enteros,
esto teniendo en cuenta la clasificacion de relaciones entre subdominios propuesta por Delgado-

Rebolledo y Espinoza-Vasquez (2021).

Cabe resaltar que de la revision de literatura que se realizd durante la presente investigacion

acerca del modelo MTSK, se pudieron encontrar investigaciones que establecen relaciones entre



subdominios. Como lo es el caso de Aguilar-Gonzalez et al. (2018) quienes plantean cémo
establecer relaciones entre conocimiento especializado y concepciones del profesorado de
matematicas; otras investigaciones se enfocaron en estudiar las relaciones entre subdominios del
dominio matematico y el didactico en el nivel secundaria (Escudero-Avila et al., 2017; Zakaryan y
Ribeiro, 2016; Zakaryan et al., 2018). Por ltimo, se han reportado investigaciones que utilizan la
planeacion de clase como un instrumento de recoleccion de datos para identificar indicios o
evidencias de conocimiento y poder establecer relaciones entre subdominios de conocimiento
(Pacheco-Mufioz et al., 2021;2023; Paternina-Borja et al., 2021).

La importancia de establecer relaciones entre subdominios de conocimiento del modelo
MTSK radica en que el conocimiento especializado del profesor es de naturaleza dindmica,
compleja e integral, ademas analizar estas relaciones nos permite mejorar la observacion de
aspectos especificos del conocimiento del profesor y a su vez tener diferentes perspectivas o formas
de conocer un contenido matematico para usarlo como objeto de ensefianza y aprendizaje
(Escudero-Avila et al., 2017).

Dentro de los principales hallazgos de esta investigacion se resalta la evidencia de
relaciones del conocimiento de la practica matematica con los subdominios del conocimiento de
los temas, estandares de aprendizaje y caracteristicas de aprendizaje, ademas en el caso de la
profesora mexicana se evidenciaron relaciones del subdominio de las caracteristicas de aprendizaje
de las matematicas con los demas subdominios de conocimiento, y en el caso del profesor
colombiano, el subdominio del conocimiento de los temas fue el que evidencié mayor nimero de
relaciones con otros subdominios. En este trabajo de investigacion se presentan cuatro capitulos

que se describen brevemente a continuacion:

En el primer Capitulo, se describe el planteamiento del problema de investigacion, se
presenta la problematica que hay en la comprension del objeto matematico, los niUmeros enteros, y
se resalta la necesidad de estudiar el conocimiento del profesor de matematicas teniendo en cuenta
la resolucidn de problemas como metodologia de ensefianza, asimismo, se plantean la pregunta y
objetivo de la investigacion. Ademas, en la justificacion se describe la importancia de estudiar
relaciones entre subdominios del conocimiento del profesor de matematicas y de la resolucién de
problemas aditivos con enteros, asi como la pertinencia, relevancia y viabilidad del trabajo de

investigacion.



En el segundo Capitulo, se presenta una sintesis acerca de los antecedentes del modelo
MTSK, y sobre los modelos iniciales del conocimiento del profesor tales como los propuestos por
Shulman (1986,1987) y Ball et al. (2008), ademas, se presenta la definicion de conocimiento
especializado y de los subdominios de conocimiento del modelo, asi como las categorias que
conforman los subdominios matematico y didactico, en adicion, se muestra la tipologia de
relaciones entre estos subdominios de conocimiento (intra-subdominio, intra-dominio e inter-

dominio), y se presentan algunos antecedentes que establecen relaciones.

En el tercer Capitulo, se realiza la descripcion del paradigma investigacion en que se
sustenta el trabajo, en este caso el interpretativo, ademéas se justifica su eleccion desde las
perspectivas ontoldgica, epistemoldgica, metodolégica y axiologica, luego se define el tipo de
investigacion y el disefio de esta. Ademas, se describen las caracteristicas de los informantes, que
son dos profesores de educacion basica (una profesora mexicana y un profesor colombiano).
También, se determinan los métodos o instrumentos de recoleccion de datos tales como la
entrevista semiestructurada y la planeacion de clases, por altimo, el procedimiento llevado a cabo

para realizar el analisis de los datos por medio de la triada evidencia-indicio-oportunidad.

En el cuarto Capitulo, se presentan los resultados obtenidos al estudiar el conocimiento de
los dos profesores de matemaéticas por medio de sus planeaciones de clases y las entrevistas
semiestructuradas, asimismo se establecen relaciones entre subdominios del conocimiento

especializado gque evidencian los profesores y se interpretan estas relaciones segln su tipologia.

Finalmente, se presentan las conclusiones de la investigacion donde se resalta la
importancia de utilizar la planeacion de clase como un instrumento para indagar en el conocimiento
del profesor en su intencion de ensefianza, ademas, gracias a la estrategia de solicitar una
planeacion de clase basada en la resolucion de problemas aditivos, se pudo evidenciar
conocimiento de los profesores sobre la resolucidn de problemas como una practica matematica y

como una estrategia de ensefianza de las matematicas.

Ademas, los resultados presentados aportan una perspectiva acerca de como utilizarse el
conocimiento matematico y didactico para la ensefianza de la adicion de numeros enteros a traves
de la resolucién de problemas, y de otro modo, también son un aporte a la formacion de profesores

de matematicas.



Capitulo 1
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El docente de matematicas juega un papel relevante en el aula de clases, pues es el
encargado de institucionalizar los saberes en sus estudiantes, asi mismo, debe identificar posibles
errores y dificultades que los estudiantes presentan al aprender un objeto matematico especifico
para ayudar a superarlos. Lo anterior lo confirman Hobri et al. (2021) al plantear que el profesor
debe conocer las dificultades de aprendizaje de los alumnos para promover el aprendizaje deseado.

Por esto, se hace necesario que el profesor posea un conocimiento especializado al ensefiar
las matematicas desde un punto de vista didactico y matematico, donde al hablar de conocimiento
especializado del profesor de matematicas (MTSK) (por sus siglas en inglés), se hace referencia al
conocimiento que solo los docentes deberian conocer con respecto al rea que ensefian y también

respecto a la manera en la que la matematica puede ensefiarse o aprenderse (Sanchez, 2021).

En adicion, “el modelo MTSK permite analizar el conocimiento que el profesor pone en
juego en cualquier tarea relacionada con la docencia, como la preparacion de clases, la discusion

con otros docentes, la ensefianza en aula o la reflexion posterior” (Advincula et al., 2021, p. 192).

Ahora bien, Rojas (2014) afirma que la resolucion de problemas hace parte de los ejes
principales de la actividad matematica y es fuente y soporte principal del aprendizaje matematico
en la educacion basica. Sin embargo, algunos estudiantes presentan dificultades cuando se les
indica resolver problemas de un tema matematico especifico, como lo menciona Socas et al. (2014),
el andlisis de resultados obtenidos en diversas evaluaciones tanto a nivel nacional como
internacional ha puesto de manifiesto que la mayoria de los estudiantes tienen serias dificultades

al enfrentarse a la resolucion de problemas de Matematicas.

Por su parte, Becerra et al. (2012) identifican algunas dificultades y errores que presentan
los estudiantes, relacionadas con la adicion y sustraccion de numeros enteros y afirman que “las
dificultades y errores son limitaciones en el aprendizaje que los estudiantes presentan al resolver
ciertas tareas matematicas” (p. 40). Entre ellas resaltan dificultades en la utilizacion del lenguaje
matematico y verbal en situaciones aditivas, en la utilizacion de la recta numérica, en la
interpretacion de la sustraccion y para darle sentido a un resultado negativo, donde los estudiantes

tienden a pensar que siempre el minuendo debe ser mayor que el sustraendo y aseguran que la



respuesta a una operacion no puede ser negativa. De este modo, podemos afirmar que, los
estudiantes presentan dificultades precisamente por la transicion que se hace de los nimeros
naturales a los niUmeros enteros al llegar a la educacion secundaria, debido a que tienden a confundir

las propiedades de los nimeros naturales con las de los nimeros enteros.

En este sentido, Maca Diaz y Patifio Giraldo (2016) afirman que también algunos docentes
poseen dificultades con respecto al concepto de nimeros enteros, y esto se refleja en la profundidad
con la que se desarrolla esta tematica en el aula y en las estrategias de ensefianza que utilizan. Por
esto, el profesor debe utilizar metodologias adecuadas que permitan ensefiar la materia y atender
la diversidad que se encuentra al interior de esta; ademas, al momento de preparar clases, los
profesores pueden utilizar las necesidades del entorno del estudiante para conseguir que las
aplicaciones de los nimeros enteros sean apropiadas y conseguir un acercamiento mas atractivo a

este conjunto numérico.

En esta misma linea de ideas, Bruno y Garcia (2004) sostienen que los profesores de
primaria cuando resuelven problemas aditivos de nimeros enteros tienen dificultades debido a que
interpretan los problemas de combinacion como de cambio, ademas, tienen dificultades para
interpretar palabras claves de los problemas aritméticos, de este modo, se podria afirmar que

tienden a cometer los mismos errores que los nifios.

En suma, la importancia del profesor en el aula de clases es sustancial, debido a que él es
quien orquesta las dimensiones que incluye en la ensefianza de las matematicas a traves de la
resolucion de problemas. Por este motivo, el docente debe ser un buen seleccionador de problemas,
debe saber escuchar a sus estudiantes, hacer las preguntas adecuadas en los momentos adecuados
y saber callar para que sus estudiantes piensen (Lester y Cai, 2016). Por tanto, “los docentes, como
parte responsable del desarrollo del curriculo escolar de matematicas, han de ser resolutores

competentes de los problemas de matematicas que emplean en el aula” (Pifieiro, 2019, p. 50).

De forma similar, Chamorro (2003) (como se cit6 en Nieto y Pflucker, 2020) afirma que,
el profesor debe conocer los diversos modelos existentes de resolucion de problemas, comprender
el significado de la resolucion de problemas y, ademas, tener en cuenta los aspectos cruciales
cuando se estudia un problema, tales como la estructura matematica o relacional de la resolucion y

las caracteristicas de la formulacion del enunciado.



Con respecto a modelos de resolucién de problemas, podemos mencionar primeramente la
metodologia heuristica propuesta por Polya (1945), la cual consiste en cuatro pasos: comprender
el problema, concebir un plan, ejecutar el plan y examinar la solucion obtenida. Sin embargo,
Schoenfeld (1985) considera que al ser la resolucion de problemas una estrategia didactica hay que
tener en cuentas algunos factores tales como: recursos, heuristicas particulares, control y sistema
de creencias, y propone cuatro fases basadas en la propuesta de Polya, las cuales son: andlisis,

exploracion, ejecucion y comprobacion de la solucién obtenida.

Es importante resaltar la diferenciacion entre un ejercicio y un problema, D’ Amore (2006)
afirma que se tiene un ejercicio cuando su resolucion implica la utilizacion de reglas y
procedimientos ya aprendidos, aunque adn en vias de consolidacion, en cambio, se tiene un
problema cuando una o mas reglas o procedimientos no hacen parte del bagaje cognitivo del
resolutor. Por otra parte, Rico (2007) afirma que la competencia de plantear y resolver problemas
incluye plantear, formular y definir diferentes tipos de problemas matematicos (puros, aplicados,
de respuesta abierta o cerrados) y resolver diferentes tipos de problemas matematicos mediante una

diversidad de vias. Asimismo, Pifieiro (2019) sostiene que:

Los conocimientos que atafien directamente a la resolucion de problemas, y que deberian
formar parte del conocimiento del profesor, tienen que ver con la nocién de problemay los
aspectos ligados a su resolucion (formas de representacion, heuristicos, estrategias
especificas, ejecucion, etc.), asi con aspectos ligados al resolutor potencial y los que

intervienen en el proceso de su ensefianza. (p. 54)

Finalmente, Nieto y Pflucker (2020) afirman que el dominio en la resolucion de problemas
no solo beneficia a los docentes, sino también es importante para los estudiantes, debido a que la
resolucion de problemas permite que los estudiantes desarrollen una relacion entre la matematica
y su vida, siempre y cuando estos problemas estén ligados con la realidad que los rodea,
ayudandolos a comprenderla mejor. Adicionalmente, Carrillo et al. (2019) afirman que la
resolucion de problemas es una actividad vertebradora del aula de matematicas; por esto, Carrillo
Yariez et al. (2022) mencionan que la resolucion de problemas, como metodologia en la ensefianza
de las matematicas, es un referente para pensar en el conocimiento que necesita el profesor de

matematicas.



Teniendo en cuenta lo anteriormente mencionado, en esta investigacion se hace necesario
estudiar el conocimiento especializado que posee el profesor de matematicas al ensefiar la sumay
resta con numeros enteros a traves de la resolucion de problemas y las relaciones entre sus distintos
subdominios de conocimiento, mediante el modelo MTSK. De esta manera, el proposito de esta

investigacion se centra en responder la siguiente interrogante:
1.1. Pregunta general

¢Qué relaciones entre subdominios del conocimiento especializado evidencian dos
profesores de matematicas de educacion basica en el disefio de una planeacion de clase sobre

resolucion de problemas aditivos con nimeros enteros?
1.2. Objetivo general

Establecer relaciones entre subdominios del conocimiento especializado que evidencian
dos profesores de matematicas de educacion béasica en el disefio de una planeacion de clase sobre

resolucion de problemas aditivos con nimeros enteros.
1.3. Justificacion

En un primer momento, es importante resaltar que el modelo MTSK “permite profundizar
en el conocimiento especializado del profesor de matematicas en su accién docente, siendo una
herramienta que suministra ideas y sugerencias para en un futuro elaborar propuestas formativas”
(Rojas, 2014, p. 64). Por otra parte, la Secretaria de Educacién Publica de México (SEP, 2017), en
su eje tematico “Numero, algebra y variacion” contempla el tema de adicion y sustraccion, donde,
como aprendizaje esperado del primer grado de secundaria, los estudiantes deben resolver
problemas de suma y resta con nimeros enteros. Asimismo, segun el Ministerio de Educacién
Nacional de Colombia (MEN, 2006), al finalizar el séptimo grado, los estudiantes deben ser
capaces de justificar procedimientos aritméticos utilizando relaciones y propiedades de las
operaciones, asi como formular y resolver problemas en situaciones aditivas en diferentes

contextos y dominios numericos.

Debido a esto, se puede afirmar que esta investigacion es pertinente, ya que a través de los
instrumentos de analisis que se utilizan, se presentan indicadores especificos que permiten analizar

el conocimiento especializado del profesor de matematicas al planear la ensefianza de la sumay



resta de numeros enteros a través de la resolucion de problemas, esto gracias a la utilizacion de las

categorias del modelo MTSK propuestas en cada uno de sus subdominios.

En segundo lugar, es importante analizar relaciones entre dominios y subdominios de este
modelo, debido a que estas nos permiten mejorar “la observacion de aspectos concretos del
conocimiento y generar distintas perspectivas o formas de conocer un determinado contenido
matematico para usarlo como objeto de ensefianza y aprendizaje, que es precisamente el

conocimiento que el profesor debe tener sobre estos objetos” (Escudero-Avila et al., 2017, p. 90).

Por tanto, esta investigacion es relevante, puesto que presenta un aporte investigativo de
caracter tedrico sobre las relaciones que pueden surgir entre dominios y subdominios del modelo
MTSK, en la intencion de ensefiar un objeto matematico especifico a través de la resolucion de
problemas, y promueve el desarrollo de futuras investigaciones respecto al conocimiento
especializado del profesor de matematicas frente a la resolucion de problemas de otros objetos

matematicos, y también el establecimiento de otras posibles relaciones.
1.4. Viabilidad de la investigacion

Por ultimo, esta investigacion es viable puesto que cuenta con los recursos materiales y
humanos para ser llevada a cabo, ademas, los informantes cuentan con experiencia en el aula, lo
que permitird realizar analisis significativos de los datos. Es importante resaltar, que esta
investigacion es realizada de acuerdo con las directrices establecidas en el programa de posgrado
de la Maestria en Educacion Matematica, y el financiamiento del Consejo Nacional de Ciencia y
Tecnologia (CONACYT) de enero 2022 a diciembre de 2023 No. de CVVU 1179802.
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Capitulo 2

MARCO TEORICO

En este capitulo se hard mencion del modelo del Conocimiento Especializado del Profesor
de Matematicas, se presentaran algunas definiciones, conceptos y relaciones encontradas entre los

subdominios que hacen parte de este reportadas en la literatura.
2.1. Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK)

En primer lugar, gracias a las aportaciones de Shulman (1986), han surgido diferentes
investigaciones sobre modelos del conocimiento del profesor; seguidamente, Shulman (1987)
establecio siete categorias del conocimiento de un profesor, las cuales son: el conocimiento del
contenido, el conocimiento pedagdgico general, el conocimiento curricular, el conocimiento
didactico del contenido, el conocimiento sobre los alumnos y sus caracteristicas, el conocimiento

de los contextos educativos y el conocimiento de los fines, propdsitos y valores educativos.

Posteriormente, Ball et al. (2008) proponen un refinamiento de estas categorias propuestas
por Shulman, y a este nuevo modelo lo llaman Conocimiento Matematico para la Ensefianza
(MKT), donde articulan su dominio del conocimiento del contenido para la ensefianza y dos de los
dominios iniciales de Shulman (1986) los cuales son el conocimiento de la materia y el
conocimiento didactico del contenido. Ademas, en el conocimiento didactico del contenido
consideran una tercera categoria de Shulman: el conocimiento curricular, y dos subdominios: el
conocimiento del contenido y los estudiantes (KCS) y el conocimiento del contenido y la ensefianza
(KCT). También, en el conocimiento de la materia incluyen tres subdominios los cuales son: el
conocimiento del horizonte matematico, el conocimiento comun del contenido (CCK) y el

conocimiento especializado del contenido (SCK).

Seguidamente, los integrantes del Seminario de Investigacion en Didactica de la
Matematica (SIDM) de la Universidad de Huelva trataron de delimitar los subdominios del MKT
por medio de categorias y descriptores, sin embargo, esto no fue posible debido a que se
encontraron superposiciones entre los subdominios, de este modo, surge el modelo MTSK para

solucionar esta dificultad (Flores-Medrano et al., 2014).

Dicho de esta manera, Carrillo-Yarfiez et al. (2018) sefialan que “este modelo presenta una

reconfiguracién del conocimiento matematico, una reinterpretacion del conocimiento didactico del
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contenido y una nueva forma de conceptualizar la nocion de especializacion” (p. 240). Asi, este
modelo teorico es utilizado para estudiar de forma analitica, el conocimiento del profesor de

matematicas (Flores et al., 2014).

Es importante resaltar que, se dice que es conocimiento especializado debido a que este
tipo de conocimiento lo tiene y desarrolla solo el profesor por el hecho de ser profesor, y no se
desarrolla en alguna persona que no tenga esta profesion, o dicho de otra manera, es aquel
conocimiento que solo le hace sentido al profesor de matematicas, y que es diferente al
conocimiento comun que puede desarrollar cualquier otra persona de diferente profesion y puede

poseer desde un nifio a un adulto (Escudero et al., 2012).

En este sentido, hay que reconocer que garantizar que un docente posee un determinado
conocimiento especializado no es una tarea facil, es por esto, que en algunas investigaciones sobre
el modelo MTSK se ha empleado la triada evidencia-indicio-oportunidad, para detenernos a
verificar si lo que se postula forma parte realmente del conocimiento del profesor informante y de
este modo, no omitir aportes importantes que arrojen los datos (Escudero-Avila et al., 2015). De
este modo, teniendo en cuenta este trabajo, se definen cada uno de los elementos de esta triada de

la siguiente manera:

Evidencias de conocimiento: Esta hace referencia a aquellos elementos que nos permiten

afirmar que un profesor posee 0 no un conocimiento determinado.

Indicios de conocimiento: Son las sospechas de la existencia o inexistencia de un
conocimiento determinado, en estos se acepta que se requiere de mas informacion para que puedan

convertirse en evidencias de conocimiento.

Oportunidades de investigacion: Estas son de naturaleza diferente a las evidencias e
indicios, las oportunidades son momentos o situaciones presentadas por el profesor o la dinamica
de la clase, y sirven para explorar el conocimiento de algiin subdominio, aunque este no tenga

relacion con el subdominio con el cual se identifica la declaracion suscitada.

Por ultimo, este modelo esta compuesto por tres dominios los cuales son: el Conocimiento
Matematico (MK) y el Conocimiento Didactico del Contenido (PCK), asi mismo, estos dominios
se dividen en tres subdominios cada uno, ademas, en el centro del modelo se incluye un tercer
dominio que abarca las creencias y concepciones del profesor sobre las matematicas, su ensefianza

y su aprendizaje, vistos como elementos que le dan sentido a la practica (Escudero-Avila et al.,
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2017). Cabe resaltar, que en esta investigacion no se enfatizara en este tercer dominio mencionado,
solo se hara énfasis en los dos primeros dominios, es decir, en el MKy el PCK.

2.1.1. Dominios y subdominios del MKy el PCK

En esta seccion se definen los dos dominios mencionados anteriormente que seran motivo
de estudio en esta investigacion (ver Figura 1). De este modo, en el primer dominio Ilamado
Conocimiento Matematico (MK) se encuentran los siguientes subdominios: Conocimiento de los
Temas (KoT), Conocimiento de la Estructura de las Matematicas (KSM) y Conocimiento de la
Préctica Matematica (KPM).

Por otro lado, se tiene el segundo dominio llamado Conocimiento Didactico del Contenido
(PCK), y de este dominio hacen parte los subdominios: Conocimiento de la Ensefianza de las
Matematicas (KMT), Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas
(KFLM) y Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las Matematicas (KMLS) (Nieto y
Pflucker, 2020), como se observa en la Figura 1.

Figura 1. Esquema del modelo MTSK
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Fuente: Basado en Mufioz-Catalan et al. (2015, p.596)

En cuanto al MK, se puede afirmar que este dominio abarca el conocimiento de las
conexiones entre los conceptos, la forma de estructurar las ideas, la razon de los procedimientos,

los medios de prueba, las formas de proceder en matematicas, el conocimiento del lenguaje
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matematico y su precision (Carrillo et al., 2013). Describimos brevemente los tres subdominios del
MKy sus correspondientes categorias:

Conocimiento de los Temas (KoT): Este subdominio contiene el conocimiento disciplinar
que incluye los procedimientos, las definiciones, propiedades y sus fundamentos, la fenomenologia
y aplicaciones de un contenido y los distintos registros de representacion, ademas se incluyen
conexiones intraconceptuales, es decir, aquellas que relacionan conceptos o procesos de un mismo
tema (Mufioz-Catalan et al., 2019).

Conocimiento de la Estructura de la Matematica (KSM): Este subdominio considera el
conocimiento del profesor sobre las formas en que se conectan elementos matematicos. Dentro de
las categorias de este subdominio se encuentran las conexiones de complejizaciéon, donde se
conectan dos elementos matematicos de modo que cuando se trabajan elementos basicos, se sepan
las implicaciones que tiene dicho conocimiento sobre otros mas avanzados, por el contrario,
también se encuentran las conexiones de simplificacion de modo que cuando se trabajan elementos
avanzados se debe saber las implicaciones que otros elementos méas elementales tuvieron sobre

dicho conocimiento avanzado (Flores-Medrano, 2022).

Ademas, en este dominio se consideran las conexiones trasversales, que se dan cuando
existen elementos matematicos presentes de manera trasversal en las matematicas que se pueden
articular, y, por ultimo, se tienen las conexiones auxiliares las cuales son conexiones de utilidad,
debido a que son elementos que no forman un mismo objeto, y por ende, no se relacionan los
elementos matematicos por medio de conexiones intraconceptuales, ni tampoco cumplen la

relacion de temporalidad en términos de complejidad o simplicidad (Flores-Medrano, 2022).

Conocimiento de la Practica Matematica (KPM): En este subdominio no solo se tiene en
cuenta que el profesor conozca resultados matematicos establecidos (KoT), sino que ademas se
consideran las formas de proceder para llegar a dichos resultados, es decir como se exploray genera
conocimiento en matematicas, como se establecen relaciones, correspondencias, equivalencias,
como se argumenta, se razona y se generaliza, asi como las caracteristicas de los elementos del

trabajo matematico, tales como una definicion o una demostracion (Flores-Medrano et al., 2014).

Asimismo, en este subdominio tiene un papel importante el conocimiento de distintos
heuristicos en resolucion de problemas, que comprenden la estructura légica en la que se desarrolla

la resolucion (Mufioz-Catalén et al., 2015).
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Con respecto al PCK segln Escudero-Avila et al. (2017), este hace referencia al
conocimiento que posee el profesor sobre el contenido mateméatico tomado como objeto de

ensefianza y aprendizaje.

Es importante resaltar que, aunque las siglas de este dominio en inglés signifiquen
Pedagogical Content Knowledge, al realizar la traduccion al espafiol estas siglas significan
Conocimiento Didactico del Contenido, debido a que en este dominio no se incluyen conocimientos
pedagdgicos generales aplicados a contextos de actividades matematicas, sino Unicamente a
aquellos donde el contenido matematico condiciona la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, es decir, considera a la parte didactica que surge de la matemética propia como objeto
de ensefianza (Carrillo-Yarfiez et al., 2018; Flores-Medrano et al., 2014). En este dominio se

consideran los siguientes tres subdominios y categorias:

Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas (KMT): En este subdominio se
considera el conocimiento que tiene el profesor de las vias, es decir, los recursos (fisicos o digitales)
y formas de ensefiar matematicas. Ademas, se encuentra el conocimiento que posee de diferentes
estrategias, técnicas tareas y ejemplos, asi como teorias institucionales o personales de ensefianza

de las matematicas (Mufioz-Catalan et al., 2015).

Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas (KFLM): Este
hace referencia al conocimiento que tiene el profesor acerca del contenido matematico como objeto
de aprendizaje, es decir el conocimiento de los fendbmenos que se producen cuando una persona

aprehende un determinado contenido matematico (Zakaryan et al., 2018).

Dentro de las categorias que hacen parte de este subdominio se encuentran las teorias de
aprendizaje, las fortalezas y dificultades asociadas a un contenido matematico, las formas de
interaccidn con un contenido matematico asociadas a su aprendizaje, y, por ultimo, los intereses y
expectativas de los estudiantes sobre el abordaje de un determinado contenido matematico (Sosa
et al., 2015; Zakaryan et al., 2018).

Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las Matematicas (KMLS): Este
subdominio comprende lo que un profesor conoce del curriculo oficial de matematicas vigente en
el pais en el que trabaja como docente, y su concrecion, en caso de existir, en un territorio concreto.

También incluye el conocimiento de los contenidos y capacidades que deben aprenderse o
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desarrollarse en un curso o un determinado momento, teniendo en cuenta las formas en que deben

impartirse o aprenderse dichos contenidos (Zakaryan y Ribeiro, 2016).

En sintesis, el modelo MTSK se compone por dominios de conocimiento y cada uno esta
dividido en subdominios y estos a su vez se concretan en categorias. Esta estructura analitica se
presenta de forma organizada y detallada en la tabla presentada por Delgado-Rebolledo y Espinoza-

Véasquez (2021) la cual se muestra a continuacion:

Tabla 1. El modelo MTSK: Dominios, subdominios y categorias de conocimiento

Dominios y subdominios Categorias de conocimiento

Procedimientos
Conocimiento de los temas  Definiciones, propiedades y sus fundamentos
(KoT) Registros de representacion

Fenomenologia y aplicaciones

o Conexiones de complejizacion
Conocimiento de la ) R
. Conexiones de simplificacion
estructura matematica

(KSM)

Conexiones transversales

Conexiones auxiliares

La préctica de demostrar

Conocimiento Matematico (MK)

Conocimiento de la practica La préactica de definir
matematica (KPM) La practica de resolver problemas

El papel del lenguaje matematico

o Conocimiento de las Teorias de aprendizaje de las matematicas

% caracteristicas de Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las matematicas
é aprendizaje de las Formas de interaccién con un contenido matematico

< matematicas (KFLM) Aspectos emocionales del aprendizaje de las matematicas

§ C Conocimiento de la Teorias de ensefianza de las matematicas

}‘-Zé g/ ensefianza de las Recursos de ensefianza

2 matematicas (KMT) Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

é Conocimiento de los Expectativas de aprendizaje

g estandares de aprendizaje  Nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado

3 de las matematicas (KMLS) Secuenciacion de temas

Fuente: Delgado-Rebolledo y Espinoza-Vasquez (2021, p.289)
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2.2. Relaciones entre subdominios del MTSK

Dentro de la literatura cientifica, varias investigaciones se han centrado en estudiar el
conocimiento del profesor en diferentes niveles educativos, estableciendo relaciones entre los
subdominios del conocimiento especializado del profesor de matemaéticas (e.g., Delgado-
Rebolledo y Espinoza-Véasquez, 2021; Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2020; Pacheco-Mufioz et
al., 2021; Paternina-Borja et al., 2021; Zakaryan y Ribeiro, 2016; Zakaryan et al. 2018).

Primeramente, se han identificado relaciones entre subdominios de un mismo dominio, por
ejemplo, en el MK, Escudero (2015) afirma que el KSM guarda relacion con el KoT, ya que este
hace referencia al tipo de conexiones que pueden observarse en las relaciones interconceptuales
existentes entre contenidos matematicos. Ademas, en el PCK, se han evidenciado relaciones entre
el KFLM y el KMT, donde al proponer una tarea para abordar cierto concepto matematico, ha

estado involucrado el conocimiento de las dificultades de aprendizaje (Zakaryan et al., 2018).

Asimismo, se han evidenciado relaciones entre subdominios de diferentes dominios, como
es la relacion del KFLM y el KoT, puesto que la propia definicion del KFLM esta hecha para
reconocer que el conocimiento didactico es inherente a un determinado contenido matematico.
Igualmente, el conocimiento de caracteristicas matematicas, de herramientas y estrategias de
ensefianza que tiene el profesor (KMT), asi como el uso que hace de estos conocimientos puede
relacionarse con lo que sabe acerca de las formas de proceder en matematicas (KPM) (Escudero-
Avila et al., 2017).

Por otro lado, existen relaciones entre conocimientos internos de un mismo subdominio,
como es caso del KoT, donde se han logrado evidenciar diversas relaciones respecto al
conocimiento de la definicion de una funcion y cémo esta permite determinar procedimientos para

validar y construir relaciones funcionales (Espinoza, 2020).

En definitiva, estas relaciones van en concordancia con las establecidas por Delgado-
Rebolledo y Espinoza-Vasquez (2021) donde afirman que, debido a la estructuracion del MTSK y
al caracter integrado del conocimiento, se pueden encontrar investigaciones que evidencian
relaciones entre los conocimientos de un mismo subdominio (intra-subdominio), relaciones al
interior de un dominio, donde se relacionan dos o mas subdominios (intra-dominio) o pueden

encontrarse relaciones entre diferentes dominios (inter-dominio).
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Capitulo 3
METODOLOGIA

En este capitulo se hara mencion del paradigma adoptado en la presente investigacion y sus
perspectivas ontoldgica, epistemoldgica, metodoldgica y axioldgica, ademas se definira el tipo y
disefio de investigacion utilizado, los informantes, los métodos o instrumentos de recoleccion de

datos y, por ultimo, de describira el procedimiento de recoleccion y analisis de los datos.
3.1. Paradigma de la investigacion

Antes de dar a conocer el paradigma que sera adoptado en la presente investigacion es
importante definir qué es un paradigma. Para Kuhn (1971), un paradigma es “toda la constelacion
de creencias, valores, técnicas, etc., que comparten los miembros de una comunidad dada” (p. 13).
De forma similar, para Bassey (1999), un paradigma es una red de ideas coherentes sobre la
naturaleza del mundo y de las funciones de los investigadores que (aceptadas por una comunidad

de cientifica), condicionan las pautas de razonamiento y sustentan las acciones en la investigacion.

Cabe resaltar que, esta investigacion tiene como finalidad estudiar el conocimiento
especializado del profesor de matematicas y establecer relaciones entre subdominios del modelo
MTSK que evidencian profesores de matematicas de educacion basica al disefiar un plan de clases
sobre resolucion de problemas aditivos con numeros enteros, y de este modo, comprender y
profundizar en su conocimiento. Dicho de este modo, esta investigacion opta por un paradigma
interpretativo, debido a que se busca aproximarnos a la comprension del conocimiento, por medio
de la interpretacion que realizamos de los datos que se obtienen, lo que nos lleva a elegir el

paradigma interpretativo como el mas apropiado para esta investigacion.

Asimismo, cuando el propoésito principal es comprender e interpretar la realidad entonces,
se suele hacer uso de métodos y técnicas de naturaleza cualitativa que permitan conocer la realidad
en un proceso de indagacion, ademas, hay que tener en cuenta que se construye la propia
interpretacion del fenémeno a partir de lo que el investigador considera que se pone de manifiesto

en las actuaciones del profesor observado (Aguilar-Gonzélez et al., 2018).

Adicionalmente, la mayoria de las investigaciones en las que se ha desarrollado el modelo

MTSK, optan por un paradigma interpretativo, debido a que estd vinculado en comprender la
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naturaleza del conocimiento que pone en juego el profesor, y como este se articula con los

diferentes componentes de conocimiento (Carrillo et al., 2017).

Como podemos observar, se ha justificado la eleccidn del paradigma interpretativo para el
desarrollo de nuestra investigacion. Seguidamente, se definird la perspectiva ontologica,

epistemoldgica, metodoldgica y axioldgica que tiene en cuenta este paradigma.
3.1.1. Perspectiva ontoldgica

En la presente investigacion adoptamos una posicion relativista de la realidad, ya que, desde
el paradigma interpretativo, la naturaleza de la realidad es concebida como una realidad subjetiva
que depende del investigador; ademéas es dinamica, multiple, holistica, construida y divergente
(Koetting, 1984; Ricoy Lorenzo, 2006).

3.1.2. Perspectiva epistemologica

Respondiendo a la cuestion epistemoldgica desde el paradigma interpretativo, en primer
lugar, podemos afirmar que el modo en el que se adquiere el conocimiento es ideografico, debido
a que se dan explicaciones en un contexto y en un tiempo dado, ademas es cualitativo e inductivo
(Koetting, 1984). Seguidamente, respecto a la relacion entre el investigador y el objeto de
investigacion, este paradigma considera que hay una dependencia debido a que se afectan
mutuamente, ya que las personas se ven afectadas por los procesos que estudian, y, por ende, la
relacion entre el investigador y el fendmeno social es interactiva (Mufioz-Catalan, 2009).

Por ultimo, la finalidad de la investigacion en este paradigma es comprender y describir la
realidad educativa por medio del andlisis de las percepciones e interpretaciones de los sujetos que
intervienen en las situaciones objeto de investigacion, aqui es importante resaltar la perspectiva de
los participantes, ya que la comprension profunda de los casos particulares puede ayudar a acceder

al simbolismo que configura una realidad educativa concreta (Sanchez, 2013).
3.1.3. Perspectiva metodoldgica

Respecto a la pregunta metodoldgica de como aproximarnos a la realidad, este paradigma
sugiere utilizar disefios de investigacion tales como teoria fundamentada, disefios etnograficos,
disefios narrativos, disefios fenomenoldgicos, disefios de investigacion-accion y estudios de caso
cualitativos (Hernandez-Sampieri et al., 2014). En esta investigacion se utiliz6 un disefio de estudio

de caso, ademéas se realizd bajo una metodologia cualitativa que caracteriza al paradigma
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interpretativo, ya que busca profundizar en la investigacion planteando disefios abiertos y
emergentes desde la globalidad y contextualizacion, utilizando técnicas de recoleccion de datos
tales como la observacion participativa, las entrevistas, los diarios y el estudio de caso (Ricoy
Lorenzo, 2006). En adicidn, en el analisis de los datos se podria utilizar el analisis de contenido y

la triangulacion (Sanchez, 2013).
3.1.4. Perspectiva axiologica

Finalmente, estamos de acuerdo con Koetting (1984) en que este paradigma tiene en cuenta
los valores porque estos influyen determinantemente en la solucion del problema de investigacion,

la teoria utilizada, el método y el andlisis de los datos.
3.2. Tipo de investigacion

Dado que el paradigma adoptado es el interpretativo, el enfoque méas adecuado y que
adoptamos es el cualitativo, debido a que tal como lo afirman Hernandez-Sampieri et al. (2014),
“la investigacion cualitativa se fundamenta en una perspectiva interpretativa centrada en el
entendimiento del significado de las acciones de seres vivos, sobre todo de los humanos y sus
instituciones (busca interpretar lo que va captando activamente)” (p. 9). Ademas, de acuerdo con
estos autores, es importante realizar este tipo de investigaciones debido a que proporcionan
profundidad a los datos, riqueza interpretativa, contextualizacion del ambiente o entorno, detalles
y experiencias unicas, también nos ayuda a tener un punto de vista “fresco, natural y holistico” de

los fenémenos, asi como flexibilidad.
3.3. Disefio de la investigacion

En un primer momento, es relevante definir qué es un caso, para Stake (1995), “un caso
puede ser un alumno, un profesor, un programa educativo, un centro escolar, la unidad formada
por el profesor y sus alumnos” (p. 2). Asimismo, el estudio de caso es “el estudio de una
singularidad conducido en profundidad en entornos naturales” (Bassey, 1999, p. 47). En suma, el
estudio de caso puede considerarse como un disefio de investigacion, porque constituye un marco

que guia el proceso de aplicacion de métodos de investigacion (Mufioz-Catalan y Monteiro, 2016).

Por otro lado, un tipo de estudio de caso es el instrumental, este a su vez es pertinente para
indagar en los fendmenos que preocupan en la Educacion Matematica, ademas, el estudio de caso

instrumental permite lograr una mejor comprension respecto de un tema determinado o pretende
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desarrollar una proposicion teérica (Mufioz-Catalan, 2021). En adicion, dentro de los estudios de
caso, Stake (1995) define también los estudios de caso colectivos, donde el foco se encuentra en el
estudio de mas de una singularidad con el fin de comprender mejor el fenédmeno del que forma
parte, y al final al dar a conocer los resultados de los casos estudiados, se dan como una articulacion
de los estudios individuales, identificando los rasgos claves y propios que aportan informacion

relevante sobre el fenédmeno estudiado.

Por tanto, en esta investigacion se llevara a cabo un estudio de caso colectivo de caracter
instrumental con dos profesores de matematicas de educacién bésica, uno de Colombia y otro de
México, de dos instituciones educativas publicas, los profesores seran los casos, y el fendbmeno a
estudiar serd el conocimiento especializado que evidencian los profesores de matematicas y sus

relaciones, al disefiar un plan de clase sobre problemas aditivos con numeros enteros.
3.4. Informantes

Los informantes de la presente investigacion son dos profesores de matematicas de
educacion basica secundaria. El profesor colombiano (en adelante Jorge) es Licenciado en
Educacion Bésica con énfasis en Matematicas, ha recibido una maestria en Educacion Matematica
y cuenta con siete afios de experiencia en la ensefianza de las matemaéticas en educacién basica
secundaria. Labora en una Institucion educativa privada de la ciudad de Cali, Valle del Cauca, la
cual se encuentra ubicada en la region pacifica colombiana. La mayoria de la poblacion de este
municipio se dedica a las industrias del azucar, el caucho, los quimicos, la fabricacion de muebles,
el papel y la molineria. El colegio donde trabaja el profesor se encuentra ubicado en la zona urbana
de la ciudad, especificamente al sur. En el anualmente se matriculan aproximadamente 200
estudiantes, su modelo educativo es el britanico debido a su caracter bilingle, y el estrato

socioecondmico de los estudiantes de la institucion es medio alto.

La profesora mexicana (en adelante Leticia) es Licenciada en Matematicas Aplicadas y ha
recibido una maestria en Educacion Matematica, cuenta con cinco afios de experiencia en la
ensefianza de las matematicas en secundaria y preparatoria. Labora en una escuela privada
(particular) del municipio de Apizaco, Tlaxcala, el cual se encuentra ubicado en la region centro
norte de México. La mayor parte de su poblacion se dedica al comercio al por menor, a servicios
de alojamiento temporal y de preparacién de alimentos y bebidas, entre otros servicios, excepto

actividades gubernamentales. La escuela se encuentra ubicada en la zona urbana federal del
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municipio, en los Gltimos afios se han matriculado aproximadamente 230 estudiantes los cuales

pertenecen a un nivel socioecondémico medio alto.
3.5. Métodos o instrumentos de recoleccion de datos

En la presente investigacion, para la recoleccion de los datos se utilizo6 como instrumento
la planeacion de clase, la cual debia ser disefiada por cada profesor informante, ademas, se
implementd una entrevista semiestructurada a cada uno de los profesores. A continuacion, se

describen estos instrumentos de manera detallada.
3.5.1. Plan de clases

En primera instancia, Pacheco-Mufioz et al. (2022) consideran que la planeacién de clase
es una de las facetas del quehacer docente que permite estudiar, analizar y caracterizar el
conocimiento especializado que el docente pone en juego. Del mismo modo, Flores et al. (2013)
consideran que analizar la planificacion de una clase permite tener una panoramica de posibles

aspectos de conocimiento para investigar en alguna otra practica del profesor.

Adicionalmente, Pacheco-Mufioz et al. (2022) afirman que la planeacion de clase es un
instrumento clave que puede ayudar a identificar indicios de conocimiento del profesor de
matematicas, y de este modo, convertirlos en evidencias de conocimiento mediante preguntas de
profundizacién llevadas a cabo en una entrevista. Entre algunas investigaciones que han
considerado este instrumento de recoleccion de datos se encuentran las realizadas por Pacheco-
Mufioz et al. (2021, 2022, 2023), Paternina-Borja et al. (2021) y Paternina-Borja y Juarez-Ruiz
(2023).

Dicho de esta manera, se le solicitdé a los profesores en primer lugar, el disefio de una
planeacion de clases sobre resolucion de problemas aditivos con nimeros enteros, con la finalidad
de identificar indicios de conocimiento, evidencias de conocimiento y oportunidades de
investigacion para estudiar el conocimiento especializado que emplean en su intencion de ensefiar
este tema. Se les sugiere a los profesores, ademas, que utilicen el formato de plan de clases
propuesto por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2017), teniendo en cuenta las fases y
momentos descritos en este: primero, se encuentra la fase de inicio que incluye el momento de
exploracion, luego la fase de desarrollo que incluye los momentos de estructuracion y practica-
ejecucion y, por ultimo, la fase de cierre, que incluye los momentos de transferencia y valoracion

(evaluacion formativa). Sin embargo, se les permite adecuarlos a sus intereses. Cabe resaltar que
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la profesora mexicana planifico cinco sesiones de 50 minutos y el profesor colombiano planifico
10 horas de clases, el nimero de sesiones planificadas se dejé a criterio de los informantes.

3.5.2. Entrevista

La entrevista es una reunion que permite conversar e intercambiar informacion entre dos o
mas personas (el entrevistador y el/los entrevistado/s), a través de preguntas y respuestas se logra
una comunicacién y la construccion conjunta de significados referentes a un tema (Janesick, 1998).
Por tanto, en segunda instancia, se realizd una entrevista semiestructurada a los profesores,
constituida por preguntas abiertas basadas en los indicios de conocimiento identificados en los
planes de clases disefiados por las informantes, teniendo en cuenta cada categoria de los
subdominios MK y PCK del modelo.

El propdsito de la entrevista fue indagar en el conocimiento de los profesores para confirmar
los indicios de conocimiento en evidencias de conocimiento, ademas de aprovechar las

oportunidades de investigacion que surgieron durante la entrevista.

Las entrevistas fueron realizadas por videoconferencias via Zoom, y cada una tuvo una
duracion de una hora y media. Cabe destacar que, las entrevistas semiestructuradas se basaron en
una guia de preguntas o asuntos y estas permitieron al entrevistador introducir preguntas
adicionales con el fin de precisar conceptos y obtener mas informacion (Hernandez-Sampieri et al.,
2014).

3.6. Procedimiento de analisis de los datos

Ademaés de las preguntas planteadas surgieron también descriptores para cada categoria,
teniendo en cuenta la temética de problemas aditivos con nimeros enteros, que nos sirvieron para
el andlisis de la entrevista. Luego, se transcribieron las grabaciones de las entrevistas realizadas a
los profesores para su analisis, considerando la diferencia entre indicio y evidencia de
conocimiento, este analisis se llevo a cabo por medio de la técnica de analisis de contenido, la cual
es una técnica de interpretacion de textos que se basa en la descomposicion y clasificacion de éstos,
donde los textos de interés pueden ser: transcripciones de entrevistas, protocolos de observacion,

notas de campos, articulos de diarios y revistas, etcétera (Marradi et al., 2007).

Dicho de este modo, la técnica utilizada para el analisis de los datos obtenidos permitid la

descomposicion y analisis de las respuestas obtenidas por los profesores, y de este modo poder
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identificar el conocimiento evidenciado por ellas y establecer relaciones entre subdominios del
conocimiento especializado que movilizaron las informantes, las relaciones encontradas se

clasificaron teniendo en cuenta la propuesta de Delgado-Rebolledo y Espinoza-Vasquez (2021).

Teniendo en cuenta que el fendmeno a estudiar es el conocimiento especializado de los
profesores, es importante definir qué implica una relacion entre fendmenos, para Spencer et al.
(2014) este tipo de relacion implica la identificacién de asociaciones entre distintos fendbmenos
dentro de los datos. Del mismo modo, estos autores afirman que un fendmeno puede estar
relacionado con otro como parte de una interaccion, y la relacion entre los fendmenos sera de tipo
funcional. También pueden darse relaciones estructurales, en el sentido en que un fenémeno
fomenta o inhibe a otro. Ademas, pueden encontrarse relaciones contextuales, en el sentido de que
un fendmeno puede servir de marco a otro. Por ultimo, un fendbmeno puede preceder a otro, y este

tipo de relacion la denominan los autores como relacion secuencial.

Ahora bien, en el marco de las investigaciones del modelo MTSK autores han definido lo
que se considera como evidencia de relacion entre subdominios de conocimiento, algunos
consideran que para afirmar que dos (0 mas) subdominios de conocimiento estan relacionados en
un episodio, se deben identificar indicios o evidencias que ayuden a interpretar qué conocimiento
ha manifestado el profesor y, con dicha identificacion, se establece la relacién (Flores-Medrano,
2015; Aguilar-Gonzalez et al., 2018).

En adicion, Aguilar-Gonzalez et al. (2019) afirman que en un mismo episodio se pueden
identificar evidencias o indicios de dos o méas subdominios de conocimiento, los cuales se
complementan, estableciendo de este modo relaciones entre subdominios. Por otro lado, Delgado-
Rebolledo y Espinoza-Véasquez (2021) afirman que también se podria considerar que existen
relaciones entre los subdominios cuando dependen unos de otros, se sustentan, complementan,

asocian o potencian.

Adicionalmente, Delgado-Rebolledo y Zakaryan (2020) afirman que se tiene evidencia de
relaciones cuando se identifica un subdominio que sustenta o condiciona la aparicion de uno o mas
subdominios. Del mismo modo, Pacheco-Mufioz et al. (2023) llamaron a este tipo de relaciones
“relaciones direccionales” afirmando ademés que la categoria del subdominio que toma el punto
de partida tendria el rol de condicionador y la categoria del subdominio que toma el punto de

llegada tomaria el rol de movilizado, en el cual podrian tomar una o mas categorias en un
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argumento especifico. Este tipo de relaciones podria ser de tipo estructural segun lo planteado por
Spencer et al. (2014), puesto que en este caso los conocimiento fomentan o condicionan la

existencia de otros conocimientos.

Teniendo en cuenta lo anteriormente mencionado, en esta investigacion se entendera que
se tiene una evidencia de relacion cuando se identifiquen dos 0 méas subdominios de conocimiento
en mismo episodio de clase, argumento especifico o fragmento de entrevista en los cuales los
subdominios se asocien, complementen, sustenten, condicionen, direccionen, potencien, fomenten

inhiben, dependan unos de otros, sirvan de marco unos de otro o precedan unos a otros.
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Capitulo 4
RESULTADOS Y ANALISIS

En este apartado, se presentan los resultados encontrados al estudiar el conocimiento
evidenciado por los profesores en el disefio de su planeacion de clases sobre resolucion de
problemas aditivos con nimeros enteros, y la entrevista semiestructurada realizada a partir de los
indicios y evidencias de conocimiento que emergieron en el disefio de la planeacion, realizando la

triangulacion de los datos.

4.1. Resultados y analisis profesora mexicana

Los siguientes resultados se presentan teniendo en cuenta la etapa diagnoéstica y la etapa de
acciones dentro del aula de la planeacién de clase, en la primera etapa la profesora enuncia los
temas, aprendizajes esperados, conocimientos previos, competencias, indicadores de desempefio,
metodologia de aprendizaje y el perfil de sus estudiantes. En la segunda etapa, se presentan los
resultados teniendo en cuenta las fases de inicio, desarrollo y cierre del disefio. En la fase de inicio
incluye el momento de exploracion, donde se plantean actividades introductorias. Luego, en la
fase de desarrollo incluye el momento de estructuracion, aqui la profesora define y ejemplifica
conceptos de la tematica; también se incluye el momento de préctica-ejecucion donde la profesora
plantea una secuencia de actividades que van aumentando su grado de dificultad. Por Gltimo, en la
fase de cierre, se incluye el momento de transferencia, la profesora plantea realizar actividades en

grupo para compartir ideas de los problemas propuestos.

Ahora bien, en la etapa diagndstica, en su planeacion de clases, la profesora establecio los
conocimientos previos necesarios para abordar esta temética (ver Figura 2). Estos conocimientos

previos se tomaron como un indicio para profundizar en el conocimiento de la profesora.

Figura 2. Conocimientos previos necesarios

Tipos de nimeros, positivos, negativos, etc.

Conocimientos previos necesarios: . o ,
Manejo y representacion de nmiimeros en la rectal

Fuente: Disefio de la planeacion de la informante mexicana
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De este modo, en la entrevista se le preguntd a la profesora ¢Estos conocimientos previos
lo debieron haber desarrollado los estudiantes en el grado anterior, es decir, en 6° de primaria?, ;0

se dieron en ese curso de primero de secundaria, pero antes de ese tema?, Leticia respondio:

Leticia: En este apartado estoy considerando los conocimientos previos que ellos deberian tener o por
lo menos tener nocidn. En seccidn secundaria, lo que es primeros grados me he percatado que
hay algunos estudiantes obviamente que ingresan a primero de secundaria que ya vieron esos
temas y otros obviamente que los tienen que reforzar. Se entenderia que tendria que ser algo
gue vieron en 6° de primaria. Entonces como gue siento que es lo minimo necesario para poder
introducirlos a este contenido. (Leticia, Extracto de la entrevista, 4 de mayo de 2022).

En este fragmento de entrevista, se observa que Leticia tiene conocimiento sobre los
conocimientos previos que el estudiante debe poseer para avanzar en el estudio de la resolucion de
problemas con nimero enteros, ademas, se evidencia conocimiento sobre la profundidad con la
que espera gque sea abordada la tematica, con relacion al ciclo escolar que se esta trabajando. Dicho
de este modo, se evidencia la relacion entre el conocimiento de temas anteriores que debe haber
aprendido el estudiante en sexto grado y que necesita para introducirse al nuevo contenido
(Secuenciacion de temas, KMLS) y el nivel esperado de desarrollo minimo para introducirlos a este
contenido (Nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado, KMLS). Asi, podemos
observar que se encuentra una relacion intra-subdominio, debido a que se relacionan dos categorias

de un mismo subdominio, que en este caso es el KMLS.

Tabla 2. Descriptores y categorias evidenciadas del KMLS.

Subdominio KMLS

Categorias Secuenciacion de temas Nivel de desarrollo conceptual o
procedimental esperado

Conoce los temas matematicos previos tales
como tipos de nimeros y manejo de la recta
numeérica que el estudiante debe haber
desarrollado en sexto grado para abordar la
resolucion de problemas aditivos con nimeros
enteros.

Conoce el grado de profundidad que
deben desarrollar los estudiantes
sobre el concepto de nmeros
enteros y su representacion en sexto
de primaria.

Descriptores

Seguidamente, se le preguntd a la profesora (Como le aportarian estos conocimientos
previos al objeto matematico que se va a trabajar, que en este caso es la resolucion de problemas

aditivos con nimeros enteros?, Leticia respondio:
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Leticia: Conocer los nimeros es algo fundamental, los estudiantes en lo que es primaria van
formalizando el manejo de numeros y llega el momento en donde empiezan a distinguir que
tenemos numeros positivos, negativos y que se pueden hacer las operaciones basicas entre
estos tipos de numeros y su combinacion, mas all4 de lo que ellos conocian, de cinco més dos,
por ejemplo, sino que ya empezamos a hacer la combinacion con negativos. Como esto resulta
dificil, es claro que ellos necesitan como visualizar este movimiento y uno de los auxiliares de
las herramientas o estrategias para la ensefianza de este tema, pues es justamente la recta
numérica, dado pues el sentido de la operacién. Entonces, por ejemplo, ven solo suma de
nlmeros o restas de nimeros, que en primaria los ven, digamos marcados muy independientes.
Es decir, en su momento no combinan -5+9 o 5-9 pero ya cuando ingresamos a secundaria los
podemos conjuntar para la ensefianza. (Leticia, Extracto de la entrevista, 4 de mayo de 2022)

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que Leticia tiene
sobre los temas que debieron haber aprendido sus estudiantes desde la primaria hasta llegar a grado
séptimo. Ademas, se evidencia la conexion que realiza la profesora del tema con la recta numérica,
la cual le permitira visualizar mejor las operaciones a realizar. Por otra parte, la profesora conoce
dificultades que presentan los estudiantes al ingresar a secundaria. De esta manera se evidencia la
relacion entre el conocimiento sobre la secuenciacion de diversos contenidos matematicos, del
mismo curso y de cursos anteriores (Secuenciacion de temas, KMLS) y la conexion con la recta
numérica para el desarrollo del tema (Conexiones auxiliares, KSM), ademas la profesora tiene en
cuenta las dificultades que presentan los estudiantes cuando combinan operaciones basicas con
negativos (Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las mateméticas, KFLM). Luego, se
observa una relacion intra-dominio entre categorias de subdominios del PCK, y una relacion inter-

dominio, entre estas categorias y una categoria de un subdominio del MK.

Tabla 3. Descriptores y categorias evidenciadas del KMLS, KSM y KFLM.

Subdominios KMLS KSM KFLM

Fortalezas y dificultades en el
Categorias Secuenciacion de temas Conexiones auxiliares aprendizaje de las
matematicas

Conoce la dificultad que
presentan los estudiantes en
la combinacion de
operaciones basicas con
nlmeros negativos en la
resolucion de problemas
aditivos con enteros.

Conoce temas anteriores que Conoce la recta
deben haber desarrollado los numeérica como un
estudiantes tales como tipos  auxiliar para visualizar
de nimeros para el estudiode el movimiento de la
problemas aditivos con sumay resta de
nlmeros enteros. nameros enteros.

Descriptores

Seguidamente en la etapa diagndstica, la profesora en el disefio de su planeacion de clase
plantea unas competencias especificas del contenido a trabajar (ver Figura 3). Estas competencias

se tomaron como un indicio para profundizar en el conocimiento de la profesora.
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Figura 3. Competencias especificas de contenido

1. Analiza situaciones para construir el significado de valor absoluto y numeros
simétricos.

(5]

. Resuelve problemas de suma de niimeros enteros con y sin apoyo de la recta
. . . 1meérica.

Competencias especificas de contenido o merl?a : . .
3. Formaliza la suma y resta con niimeros enteros positivos y negativos.
4. Comprende que la suma y la resta son operaciones inversas

5. Aplicacion y solucion de problemas

Fuente: Disefio de la planeacion de la informante mexicana

De este modo, en la entrevista se le pregunté a la profesora ¢ Estas competencias especificas
como le aportarian a su planeacion o como le aportarian a usted al momento de implementar la

tematica en la clase?, Leticia respondio:

Leticia: Estas competencias especificas también vienen de apoyo en el plan y programa de estudio de
secundaria de México. Sin embargo, nosotros como docentes hacemos la planeacién, podemos
hacer ajustes, por ejemplo en el apartado dos (Resuelve problemas de suma de nimeros
enteros con o sin apoyo de la recta numérica), creo que es con el que yo iniciaria, entonces,
ahi hago el cambio, lo pondria como punto nidmero uno, porque de esa manera el alumno
visualmente empieza a introducir estas operaciones y como bien dice, primero con y luego sin,
para irlos soltando, y que vayan mejorando sus habilidades, formalizar (la) sumay (la) resta
con ndmeros enteros positivos, creo que esté bien después de estos temas, porque ya nos vamos
a ejercicios e incluso calculo mental, y, por ultimo, comprende que la suma y la resta, son
operaciones inversas. Por ejemplo, en el caso de las propiedades formales de la matematica,
muchas veces esto los estudiantes igual no lo logran comprender como tal, que sumale el
inverso aditivo, entonces estas palabras pues a veces cuestan trabajo y entonces como que
serfa una competencia especifica, que seria una de las Gltimas. Y el punto cinco, aplicacion y
solucion de problemas, se consolida como la parte final, sin embargo, pues en la educacion de
México, ya se ha estado proponiendo que estos problemas se trabajen como detonantes desde
inicio de clase. (Leticia, Extracto de la entrevista, 4 de mayo de 2022).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que Leticia tiene
sobre las competencias matematicas que el estudiante debe desarrollar. Asimismo, evidencia
conocimiento acerca de la forma como el estudiante desarrolla estas competencias y las dificultades
que puede presentar al desarrollarlas. Asi, se evidencia una relacién entre las competencias
matematicas especificas que el estudiante debe desarrollar (Expectativas de aprendizaje, KMLS),
la forma como utiliza la recta numérica en la resolucion de problemas aditivos con enteros (Formas
de interaccion con un contenido matematico, KFLM) y las dificultades que pueden presentar los
estudiantes con el lenguaje matematico al resolver estos problemas (Fortalezas y dificultades en el
aprendizaje de las matematicas, KFLM). Asi, se observa una relacion intra-subdominio entre

categorias del KFLM y una relacién intra-dominio entre categorias de subdominios del PCK.
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Tabla 4. Descriptores y categorias evidenciadas del KMLS y KFLM.

Subdominios KMLS KFLM
Fortalezas y dificultades en Formas de interaccion
Categorias Expectativas de aprendizaje el aprendizaje de las con un contenido
matematicas matematico
Conoce las competencias Conoce las dificultades que  Conoce la forma como el
matematicas especificas que pueden presentar los estudiante utiliza la recta
. el estudiante debe desarrollar  estudiantes con el lenguaje numeérica en la
Descriptores - Co !
para la resolucién de matematico al resolver resolucion de problemas
problemas aditivos con problemas aditivos con aditivos con nimeros
nUmeros enteros. nameros enteros. enteros.

Luego, la profesora en el disefio de su planeacion de clases plantea la metodologia de
aprendizaje a utilizar (ver Figura 4). Esta metodologia se tom6 como un indicio para profundizar

en el conocimiento de la profesora.

Figura 4. Metodologia de aprendizaje

Aprendizaje basado en problemas
Comunidad virtual de aprendizaje
Gamificacion

Modelo Heuristico e inductivo

Metodologia de aprendizaje

Fuente: Disefio de la planeacion de la informante mexicana

De este modo, en la entrevista se le pregunté a la profesora: el aprendizaje basado en

problemas, ¢De qué manera le aporta también al desarrollo de su clase?, Leticia respondio:

Leticia: Considero que justamente esta metodologia nos ayuda porgue es netamente problemas,
problemas de contexto, cotidianos al alumno, cercano, que él tenga que buscar y deba tener la
intencion de resolver, para su bien comin por decirlo. Y pues algo importante de esta
metodologia considero es la aplicacion que ellos ven porque muchas veces es como de, bueno,
son operaciones, son cuentas, pero ellos quieren ver como la parte préactica ¢no? Entonces,
cuando se les da un reto de un problema de su entorno, un problema en este caso por decir
real, pues ellos se ven mas involucrados, se ven mas dinamicos, se ven mas en esa intencion
de pues del aprendizaje. En el caso de que, muchas veces en el libro de texto nos enfrentamos
a problemas, pero muchas veces los problemas estan desfasados ¢no? que muchas veces los
estudiantes dicen bueno, es ilégico que suceda esto. (Leticia, Extracto de la entrevista, 4 de
mayo de 2022).

De la planeacién de clase y de este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el
conocimiento que Leticia tiene sobre el aprendizaje basado en problemas como estrategia de
ensefianza. Ademas, evidencia conocimiento acerca de aspectos que despiertan el interés en sus
estudiantes y las limitaciones que pueden presentar los recursos fisicos que utiliza para la

ensefianza, como los libros de texto. Dicho de este modo, se evidencia una relacion entre el
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aprendizaje basado en problemas como una estrategia de ensefianza (Estrategias, técnicas, tareas
y ejemplos, KMT), su potencialidad para despertar el interés y motivacion en los estudiantes
(Aspectos emocionales del aprendizaje de las matematicas, KFLM) y las limitaciones que
presentan recursos fisicos tales como el libro de texto donde se pueden tomar estos problemas
(Recursos de ensefianza, KMT). Por tanto, se evidencia una relacion intra-subdominio entre
categorias del subdominio KMT y una relacion intra-dominio entre categorias de subdominios del
PCK.

Tabla 5. Descriptores y categorias evidenciadas del KMT y KFLM.

Subdominios KMT KFLM
. Estrategias, técnicas, - Aspectos emocionales del
Categorias . Recursos de ensefianza . o
tareas y ejemplos aprendizaje de las matematicas
Conoce el libro de texto Conoce la potencialidad del

Conoce y utiliza el

s como recurso fisico de aprendizaje basado en
aprendizaje basado en ~ P j
ensefianza y las problemas para despertar el
problemas como una Lo L O
. . ~ limitaciones que pueden interés y motivacion de los
Descriptores estrategia de ensefianza . . .
- tener sobre los tipos de estudiantes en la resolucion de
para la resolucién de ; .
- problemas relacionados con problemas aditivos con
problemas aditivos con la adicion de numeros nameros enteros
nameros enteros. enteros

Continuando con el analisis, en la segunda etapa de acciones dentro del aula, la profesora
Leticia, en el momento de exploracién de la fase de inicio propone una actividad introductoria para
conocer los conocimientos que tienen sus estudiantes antes de abordar la temética e identificar
posibles dificultades (ver Figura 5). La actividad fue tomada por la profesora del libro de texto de
Bosch et al. (2018, p. 42).
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Figura 5. Momento de exploracion en la fase de inicio

Recursos y

Figura 1.7

e) Dibuja en la imagen un submarino que esté aproximadamente a
-100 m del nivel del mar.

f) Dibuja en la imagen un ave que esté aproximadamente a +75 m
del nivel del mar.

g) De la distancia entre el helicoptero y la plataforma y la distancia
entre el submarino y la plataforma, {cudl de las dos es mayor?

h) éQué distancia es mayor, la distancia entre el ave y la plataforma
o la distancia entre la plataforma y la ballena? __

En grupo comparen y validen sus resultados.

Fase Momento Actividades ; Tiempo
materiales
Se toma de referencia la actividad introductoria propuesta en libro de texto y se discute
de manera grupal, lo que permite al docente conocer cémo cada estudiante comprende
y aborda el problema, y las dificultades que puedan presentarse. El problema es el
siguiente:
1. Lee la situacion y haz lo que se pide.
Una compafiia petrolera instald una plataforma para la extraccion de crudo a 48 m
sobre el nivel del mar, y el yacimiento se ubica a 150 m bajo el nivel del mar.
a) Sefiala en la figura 1.7 las distancias antes mencionadas.
b) En la imagen se observa un helicoptero y una ballena. éCual de
ellos se encuentra a una distancia de +100 m del nivel del mar? .
== Libro de
Inicio Exploraci(')n c) ¢Cudl se encuentra a -80 m? texto 20
wn i minutos
d) Dibuja en la imagen un buzo que esté aproximadamente a -20 m .
del nivel del mar. Libreta

Fuente: Disefio de la planeacion de la informante

De esta manera, se le pregunta a la profesora: ;Como cree usted que ellos abordarian esta

actividad? Leticia respondio:

Leticia: Si, hay algunos puntos donde considero que seria o genera este ejercicio o estos incisos ciertas
dudas. Por ejemplo, a la hora que pide dibujar, (ellos podrian preguntarse) ¢sobre qué? O ¢a
partir de donde inicio mi dibujo?, es mejor de momento decir, obvio para algunos, que es sobre
mano gue inicia, sube. Pero muchas veces eso causa conflicto. Pensar que ya hacia abajo hay
que darle un sentido negativo, por decir, o hacia la parte superior, o también problemas de
este estilo que se ven marcados. Es pues justamente la comprension del problema, o sea, ¢qué
me pide como tal realizar?, ¢ una aproximacion?, ;determinar una escala? por decirlo (Leticia,
Extracto de la entrevista, 4 de mayo de 2022).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene la profesora

sobre las posibles dificultades que pueden presentar sus estudiantes al abordar el problema

planteado en la fase introductoria de la clase. Del mismo modo, la profesora evidencia que al

enfrentar un problema del estilo que se ha sefialado, se hace necesario la comprension del problema,

y se presenta una oportunidad de investigacion para ahondar en el conocimiento de la préactica de

resolver problemas. Asi que se le pregunta ;Cree usted que existe algin método o procedimiento

especifico para solucionar o resolver problemas matematicos? ¢Conoce usted algin método?,

Leticia responde:
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Leticia: Pues yo tomaria de referencia tal cual lo que sugiere Pdlya, que son los cuatro pasos, O sea,
en todo momento, en cualquier problema mateméatico 0 no matematico, pues tenemos que
primero comprender el problema, ya sea la operacién, incluso la operacion tal cual, denotada
como de menos cinco, mas menos ocho, o sea ¢ Qué me estas pidiendo? Debo comprender qué
debo hacer, entonces, ya que lo comprendiste, pues entonces nos vamos al paso dos, disefia tu
plan, o sea, qué vas a hacer, entonces, ya que pensaste, no pues tengo que hacer una ley de
signos, o0 tengo que hacer mi recta, o tengo que hacer algo, entonces pues ya vamos al paso
tres, pues aplicalo, ejecutalo y el Gltimo, cuatro, verifica, haz un andlisis, regresa a hacer una
introspeccion y decir si es coherente, si tiene sentido, ¢estoy bien?, no, pues redirecciona y
otra vez. Entonces, yo creo que en general para este contenido como para cualquier otro, nos
focalizamos ahi, en comprender el problema, que dentro de mi experiencia docente es uno de
los puntos importantes que hay que reforzar en los estudiantes (Leticia, Extracto de la
entrevista, 4 de mayo de 2022).

En este fragmento de entrevista, la profesora evidencia conocimiento de los cuatro pasos
planteados por Pdlya para resolver problemas, y confirma nuevamente la dificultad que presentan
los estudiantes al comprender los problemas matematicos. En consecuencia, se evidencia la
relacion entre el conocimiento de estrategias heuristicas de resolucion de problemas (La practica
de resolver problemas, KPM) y el conocimiento de las dificultades de aprendizaje de los
estudiantes (Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las matematicas, KFLM). Por
consiguiente, se evidencia una relacién inter-dominio, es decir, entre categorias de un subdominio
del PCK'y un subdominio del MK.

Tabla 6. Descriptores y categorias evidenciadas del KFLM y KPM.

Subdominios KPM KFLM
Categorias La préctica de resolver problemas Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las
matematicas
Conoce el modelo de resolucion de Conoce las dificultades que pueden presentar
problemas de Pélya y heuristicas de las estudiantes asociadas a la comprension de

Descriptores  resolucion de problemas tales como problema aditivos con enteros, tales como qué
introducir un elemento auxiliar como me pide como tal realizar, una aproximacién,
la recta numérica. determinar una escala.

Siguiendo en la etapa de acciones dentro del aula, la profesora en una parte del momento
de estructuracion de la fase de desarrollo define y ejemplifica conceptos relacionados con el tema
(ver Figura 6). Esta parte de definicion y ejemplificacion se tomd como un indicio de conocimiento

para profundizar en la entrevista.
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Figura 6. Momento de estructuracion en la fase de desarrollo

El docente define y ejemplifica conceptos basicos relacionados con el tema que se esta
abordando. Ademas, los estudiantes pueden ser participes de dicha construccion de
contenido bajo los conocimientos previos que posean.
Por ejemplo: Los niimeros enteros estan conformados por los niimeros positivos
(naturales), sus opuestos (negativos) y el cero. Los niimeros enteros representan
“enteramente” su valor. Y estos pueden visualizarse y representarse en la recta
numerica como:

negativos  cero positivos

4
|||||||||||||||

76-54-3-2-101234567
RECTA NUMERICA

Libro de
texto

Posterior a la representacion de numeros en la recta, el docente introducira las Libreta
Desarrollo | Estructuracion | operaciones (suma y resta) con este tipo de ntimeros y su representacion en la recta
como herramienta de apoyo, por ejemplo, a la operacién -3 +6 =13 PDF

adicionales,

referencias
6\* externas
1 -

Fuente: Disefio de la planeacion de la informante

30
minutos

Por lo tanto, se le pregunta a la profesora: Cuando da este concepto de nimeros enteros,
¢qué tiene en cuenta o qué cree usted que debe tener en cuenta al momento de dar esta definicion
en la clase?

Leticia: Este concepto en particular se trata de deducirlo y pensar en conjunto. Es decir, ¢qué
significaria algo entero? Entonces, empiezan a hacer sus propuestas, una persona, un coche
¢0 sea algo que tenga Unicamente un sentido en la parte entera? pues esto ya a manera de a
lo mejor introduccion, con estos ejemplos entonces podemos llevar o en este caso al docente a
la definicion del concepto de nimero entero. Cuando ya tenemos enteros se puede preguntar,
okey enteros por decir una silla, un carro o tres camas, ¢pero positivos Unicamente en el
sentido positivo? ¢O también tenemos sentidos negativos? Ahora ya no con tal ejemplo, pero
si gque haga notar que ya hay digamos dos tipos de nimeros positivos, negativos. ;Y qué pasa
con el cero? ¢ El cero? Se les lleva a decir, no tiene un signo especifico. Es el elemento neutro,

el que hace la particion en la recta. Entonces son como complementos o especificaciones
adicionales a la definicion. (Leticia, Extracto de la entrevista, 4 de mayo de 2022).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene la profesora
sobre la definicion del conjunto de los nimeros enteros y acerca de la propiedad del elemento
neutro de la suma en los enteros, ademas tiene conocimiento acerca de estrategias para la
construccién de definiciones en conjunto. De este modo, se evidencia una relacion entre la
estrategia de ensefianza en el aula (Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos, KMT) y su utilidad
para la construccion de definiciones e identificacion de propiedades en el aula de clases
(Definiciones, propiedades y sus fundamentos, KoT). Asi, se observa una relacion inter-dominio,

entre una categoria de un subdominio del PCK y una categoria de un subdominio del MK.
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Tabla 7. Descriptores y categorias evidenciadas del KMT y KoT.

Subdominios KMT KoT

Estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos

Categorias Definiciones, propiedades y sus fundamentos
Conoce estrategias de ensefianza
para la construccion de la . elemento neutro de la
NS X del conjunto de los .
definicion del conjunto de los . suma en los nimeros
. nameros enteros.
ndmeros enteros. enteros.

Conoce la definicion Conoce la propiedad del

Descriptores

Adicionalmente, se le pregunta a la profesora: Esta parte de ejemplificacion, ¢cémo le
aporta a la estructuracion del tema o por qué es importante esta parte?, Leticia respondio:

Leticia: Considero que justamente la estructuracion es la parte donde podemos ir profundizando,
debemos iniciar con la definicion de conceptos, con la mayor formalizacion posible de algunos
contenidos que se requieren. Entonces, una vez que se definen estos contenidos, pues también
Ilevarlos como bien dice ejemplificados. O sea, si hablamos de un nimero negativo, ¢donde
esta ubicado ese nimero negativo?, ¢qué significa ese nimero negativo? Si hablamos del
positivo, pues lo mismo, si hablamos de una suma, pues entonces ya empezamos a ver en la
recta qué significa una suma, un movimiento derecho de dos momentos donde se esta
adicionando por decirlo asi. Entonces pues se define el concepto y se ejemplifica para que
ellos lo vean y después puedan aplicarlo. Me he percatado que esto permite que se avance un
poquito en el aprendizaje, porque si ellos ven un caso pueden empezar a hacerlo por si solos,

realizando todos los casos posibles. Suma de positivos con positivos, negativos con negativos,
combinados y de los demas. (Leticia, Extracto de la entrevista, 4 de mayo de 2022).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene la profesora
acerca de la potencialidad del ejemplo como medio para resaltar la adicion de nUmeros enteros con
la utilizacion de la recta numérica y, ademas, se evidencia su conocimiento acerca de la utilidad de
la recta numérica como un auxiliar para desarrollar la temética. Por ende, se evidencia una relacion
entre la forma como utiliza la profesora la recta numérica como un auxiliar (Conexiones auxiliares,
KSM) para ejemplificar la tematica para que los estudiantes puedan producir sentido y significado
(Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos, KMT). Asi, se evidencia una relacion inter-dominio entre

una categoria de un subdominio del MKy una categoria de un subdominio del PCK.

Tabla 8. Descriptores y categorias evidenciadas del KMT y KSM.

Subdominios KMT KSM

Categorias Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos Conexiones auxiliares

Conoce y utiliza la recta numérica
como un contenido auxiliar para
desarrollar la adicion con nimeros
enteros.

Conoce la potencialidad del ejemplo como
Descriptores medio para resaltar la adicion de nimeros
enteros con la utilizacion de la recta numérica.
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Del mismo modo, la profesora en una parte de la estructuracion de la fase de desarrollo

propuso realizar una reflexion con los estudiantes sobre el sentido de sumar y restar, y analizarlas

como operaciones inversas (ver figura 7). Esta reflexion se tom6 como un indicio de conocimiento

para profundizar en la entrevista, la imagen utilizada en la planeacion fue tomada por la profesora
de Garfias (2011).

Figura 7.

Momento de estructuracion en la fase de desarrollo

Desarrollo

Libro de
texto

/ﬁ\
SR O M O o L
AN ARE
e R e - e )
Libreta 30

Se hara énfasis en hacer la reflexion con los estudiantels del sentido de sumar y minutos

) ; PDF
restar, y estas como operaciones inversas. .
adicionales,

referencias
externas

Estructuracion

De manera anédloga, se definen ademdas conceptos relacionados tales como:
Numeros simétricos, valor absoluto, orden de los numeros, comparacién de
numeros, etc.

Fuente: Disefio de la planeacion de la informante

Por lo tanto, se le pregunta a la profesora ¢Qué propoésito tiene en ese momento que los

estudiantes hagan esa reflexion?, Leticia respondio:

Leticia: Bueno, es claro que se esta trabajando con la recta numérica en este punto y pues dentro de

esos ejemplos que se pueden poner. Pues digamos los sencillos, los iniciales, para ellos pensar
en un tres mas seis, y entonces se hace el movimiento, o sea un sentido de suma que esta
pasando pues tres movimientos a la derecha. Ahora, hacemos una resta, eh, por decir el caso
también sencillo, donde el primer nimero es mayor que el segundo, de seis menos tres.
Entonces nos vamos a seis unidades son positivas, nos movemos derecha y luego pide restar
en sentido negativo, regresamos de izquierda, entonces ya a través de la recta se le va tratando
de demostrar que las operaciones tienen digamos una cierta direccion para la operaciéony en
este caso ponerles ejemplos como con los mismos nmeros, pero con signos simétricos, puede
ayudarles a generar esta reflexion de operaciones inversas. Un caso particular, a lo mejor
todavia no formalizado, pero si de a ver qué pasa si decimos cinco menos cinco, cinco positivo
y luego menos cinco, este negativo, ¢Qué sucede? Pues me mueve derecha, me regresa.
Entonces al final de cuentas es algo inverso. (Leticia, Extracto de la entrevista, 4 de mayo de
2022).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene la profesora

sobre los procesos y algoritmos a realizar en operaciones aditivas con nimeros enteros, con el

apoyo de la recta numérica (Procedimientos, KoT), y conoce la definicién de nimeros simétricos

y propiedades de nimeros inversos, asi como la relacion entre el conocimiento practico del trabajo

matematico, las definiciones y propiedades que permiten definir el objeto matematico a estudiar

(Definiciones, propiedades y fundamentos, KoT), evidenciando una relacion intra-subdominio
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entre categorias del KoT. En adicion, se evidencia nuevamente el uso de la recta para el desarrollo
del tema (Conexiones auxiliares, KSM). En consecuencia, se evidencia en primera instancia una
relacién intra-subdominio entre categorias del KoT y se observa la relacion intra-dominio que surge

en el dominio MK, debido a que se relacionan dos categorias del KoT con una categoria del KSM.

Tabla 9. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KSM.

Subdominios KoT KSM
Definiciones,
Categorias Procedimientos propiedades y Conexiones auxiliares
fundamentos

Conoce procedimientos
involucrados en la resolucion
de problemas aditivos con
numeros enteros relacionados
con movimientos en la recta
numeérica.

Conoce elementos matematicos
de temas anteriores tales como
la recta numérica que sirven
como conexiones auxiliares en
el desarrollo de problemas
aditivos con nimeros enteros.

Conoce definiciones
y propiedades que
cumplen la sumay

resta de nimeros
enteros.

Descriptores

En adicion, la profesora en el momento de practica-Ejecucion de la fase de desarrollo
propone una secuencia de actividades que consta de cuatro partes, la Ultima hace alusién a la
solucidn de problemas aplicados acerca de elevadores (ver Figura 8). Este momento se tom6 como

un indicio de conocimiento para profundizar en la entrevista.

Figura 8. Momento de Practica-Ejecucion en la fase de desarrollo

4. Solucién de problemas aplicados Libro de

P texto |
2. Resuelve los ejercicios

a) El elevador de un edificio se ubicaba en la planta baja cuando lo llaman al -6, Libreta 30
Desarrollo Practica- de donde subié al 2. Posteriormente subi6 4 pisos y luego 3 mas, bajé 8 pisos y minutos
Ejecucion subié 1. ;En qué piso se encuentra ahora el elevador? Indica una operacion que Recta

describa sus movimientos. numeérica
b) Un elevador sube al piso 10 desde la planta baja, y enseguida baja 13 pisos
Herramientas

digitales

e =

¢En qué piso se encuentra? Indica una operacion que describa sus movimientos
Compara tu resultado con el del inciso anterior y explica los resultacEs.

[

Fuente: Disefio de la planeacion de la informante

Asi, se le pregunta a la profesora ¢(Como qué procedimientos convencionales o no
convencionales identificd usted que pronto usaban sus estudiantes al tratar de resolver estos

problemas?, Leticia respondio:
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Leticia: Por ejemplo, en este problema del elevador. Pues incluso si a ellos les sirve dicen hago mi
dibujito, o trato de imaginarme el problema, porque muchas veces me ha pasado gque a la hora
de leerlo dicen, si lo veo en otra persona como que no lo siento, pero si yo me pongo en el rol
de soy yo, a lo mejor como que ya le encuentran mas sentido, debo 10 pesos y voy a pagar
ocho, ¢ya pagué?, ¢ya terminé mi deuda? o ¢no he completado mi deuda?, ¢cuanto me falta
pagar? Entonces, como que ya se ven mas en el rol inmerso de ellos estar ahi y decir: bueno
si tiene sentido, he acabado de pagar, todavia me falta o si me sobré. Entonces, yo creo que
ya en la aplicacioén podemos, a lo mejor regresar, les digo a los chicos pues si es necesario, 0
sea, si ya se comprendio la operacion, pero no sabemos cémo hacerla, la escribimos y pues
nos regresamos a lo inicial, hazme la recta okey, otros no pues yo hago mi elevador, mi dibujo,
lo que corresponda el problema y pues empiezo a ver, pues subié, ahora bajo el elevador,
ahora voy a volver a subir, entonces en donde quedé. Y en la tercera estrategia puede ser eso,
ponte en el rol del problema, okey si tu estas ahi y pasa esto, ¢entonces a que llegas? ¢ Cual
seria tu conclusién? (Leticia, Extracto de la entrevista, 4 de mayo de 2022).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene la profesora
acerca de las estrategias que utilizan sus estudiantes para resolver problemas aditivos con enteros,
tales como hacer un dibujo, imaginarse el problema o colocarse en el rol del problema. Asimismo,
evidencia conocimiento acerca de situaciones del contexto donde se aplica la tematica, tales como
la deuda y el pago. Dicho de este modo, se evidencia una relacion entre el conocimiento que tiene
la profesora acerca de situaciones donde se aplica la temética (Fenomenologia y aplicaciones, KoT)
y su conocimiento acerca de las estrategias que utilizan los estudiantes para resolver estas
situaciones (Formas de interaccion con un contenido matematico, KFLM). Por ende, se evidencia

una relacion inter-dominio, entre una categoria del MK y una categoria del PCK.

Tabla 10. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KFLM.

Subdominios KoT KFLM
. . L Formas de interaccion con un contenido
Categorias Fenomenologia y aplicaciones -
matematico

Conoce estrategias tales como ponerse en el
rol, imaginarse el problema y realizar un
dibujo que utilizan los estudiantes, al
momento de resolver problemas aditivos con
nameros enteros.

Conoce situaciones cotidianas tales
como las deudas donde se puede
aplicar la resolucion de problemas
aditivos con nimeros enteros.

Descriptores

Por ultimo, en la etapa de acciones dentro del aula, la profesora, en una parte del momento
de valoracion en la fase de cierre, propone realizar una evaluacién sobre operaciones de nimeros
enteros con signo y la resolucion de problemas aplicados (ver Figura 9). Esta evaluacion se tomo

como un indicio de conocimiento para profundizar en la entrevista.
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Figura 9. Momento de valoracion en la fase de cierre

Valoracion ., . . . , . Hojas
- -, Evaluacion concreta en hojas fisicas a operaciones de niimeros enteros con signo 80
Cierre (Evaluacion i . blancas .
. y resolucion de problemas aplicados minutos
formativa) (examen)

Fuente: Disefio de la planeacion de la profesora Leticia

De ahi que, a la profesora se le pregunte respecto a los problemas aplicados ¢Usted los
toma del libro o los propone? Leticia respondio:

Leticia: En su mayoria lo tomo del libro y a lo mejor ahi si los adapto. Lo que podria hacer es pues
cambiar algunos datos, pues obviamente para que sea un problema nuevo y o el contexto
también se puede cambiar, 0 sea gue sea cercano y no tan lejano al estudiante y ya si bien
existe la pauta por ahi de crear alguno pues se crea, pero en su mayoria si se toman de libro
con adaptacion. Por ejemplo, nos hemos enfrentado a problemas donde nos dice un
refrigerador tiene variaciones de temperatura y cuando vemos esta en 30 grados, o sea, ¢un
refrigerador calienta?, o sea como que no tiene sentido [...] Luego ellos mismos dicen pues
como que no tiene sentido, ¢no? Por ejemplo, algo que a todos nos queda, yo tenia 20 pesos,
pero perdi, no sé ocho, cuanto me queda, o yo debia 50 pesos y pagué 26, ¢cuanto debo? ¢Ya
lo cubri? O sea, contextos super basicos, sencillos, en los que estamos inmersos y que ellos lo
ven aplicados. (Leticia, Extracto de la entrevista, 4 de mayo de 2022).

En este fragmento de entrevista, se evidencia conocimiento sobre las limitaciones de los
recursos fisicos, como en este caso lo es el libro de texto, y ademas tiene en cuenta el contexto mas
cercano de los estudiantes al momento de formular los problemas que deben desarrollar los
estudiantes. En este sentido se evidencia la relacion entre el recurso didactico utilizado (Recursos
de ensefianza, KMT) y las situaciones del contexto donde se aplica la temética (Fenomenologia y
aplicaciones, KoT). Por tal motivo, se evidencia la relacion inter-dominio entre una categoria del

subdominio PCK y una categoria del subdominio MK.

Tabla 11. Descriptores y categorias evidenciadas del KMT y KoT

Subdominios KMT KoT

Categorias Recursos de ensefianza Fenomenologia y aplicaciones

Conoce las limitaciones de los recursos
materiales en este caso el libro de texto
Descriptores que utiliza para la ensefianza de la
resolucion de problemas aditivos con
nlimeros enteros.

Conoce situaciones cotidianas tales como
las deudas y las temperaturas donde se
puede aplicar la resolucién de problemas
aditivos con nimeros enteros.
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4.2. Resultados y analisis profesor colombiano

Los siguientes resultados se presentan teniendo en cuenta la estructura de planeacion de
clase utilizada por el profesor. EI maestro utiliz6 un formato de planeacion de clase institucional,
planeo tres semanas de clase, y en cada semana plantea una secuencia de actividades de apertura o
introduccién, desarrollo y evaluacion o cierre. Ademas, plasma los objetivos de aprendizaje en
cada semana planeada, los temas a desarrollar, desempefios, indicadores desempefio y estandares
internacionales a trabajar (ver Figura 10). Estos estandares planteados se tomaron como un indicio

para profundizar en el conocimiento del profesor.

Figura 10. Estandares internacionales y desempefios

ESTANDAR NACIONAL DESEMPENOS
IN. A
ESTANDAR INTERNACIONAL - Resolver y
1) Formulo y resuelvo problemas en situaciones aditivas y multiplicativas, en diferentes contextos y dominios problematizar

situaciones  utilizando
las caracteristicas de
todo el sistema numérico

numeéricos.
2) Resuelvo y formulo problemas cuya solucion requiere la potenciacion o el establecimiento.
3) Justifico la eleccion de métodos e instrumentos de célculo en la resolucion de problemas. un
4) Reconozco los argumentos combinatorios como herramientas para interpretar diferentes situaciones de calculo. en contextos cotidianos.

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

De este modo, enfocandonos en el primer estandar, se le pregunt6 al profesor: Respecto a
los dominios numéricos, ¢me podria mencionar a qué otros dominios numericos se puede extender
la resolucion de problemas aditivos? ¢y como le aporta este tema de resolucion de problemas
aditivos con enteros al desarrollo de temas posteriores?, Jorge respondio:

Jorge: Sitenemos en cuenta estas caracteristicas de los nimeros enteros, pueden ampliarse para todo
el conjunto de los numeros reales. Entonces nosotros podemos ir desarrollando esta habilidad
y desempefios, y demas cosas que queremos desarrollar en los estudiantes, no solamente es
para que se queden en resolucion de problemas aditivos o multiplicativos como es el caso, sino
que también puedan ampliarlo a situaciones mucho mas elevadas, como lo es por ejemplo, de
funciones, porque en funciones pues obviamente tenemos que manejar, hay algunas
propiedades de los nimeros naturales y enteros que se manejan en funciones, en derivadas,
integrales, en limites. Cuando estamos trabajando con limites, pues también estamos viendo
un poco de eso. Y obviamente son para grados superiores, no para sexto grado de primaria ni
séptimo. (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

En este fragmento de entrevista, se observa que Jorge tiene conocimiento acerca de temas
posteriores que sirven como conexion para el conjunto numérico que se esta trabajando en este
caso los nameros enteros, sin embargo, el profesor tiene en cuenta que estos temas no son
adecuados para el curso que esta ensefiando (séptimo grado), sino que deben ensefiarse en grados
superiores. De este modo, se evidencia una relacion entre el conocimiento de temas que sirven

como conexién (Conexiones de complejizacién y conexiones trasversales, KSM) vy el nivel de
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desarrollo conceptual que espera que alcancen los estudiantes en séptimo grado (Nivel de
desarrollo conceptual o procedimental esperado, KMLS). Asi, podemos observar en primera
instancia una relacion intra-subdominio entre categorias del KSM vy, ademas, se evidencia una

relacién inter-dominio, entre categorias del dominio MK y una categoria del dominio PCK.

Tabla 12. Descriptores y categorias evidenciadas del KSM y KMLS.

Subdominios KSM KMLS
Categorias Conexionles Conexiones de Nivel de desarrollo conceptual
transversales complejizacion o procedimental esperado
Conoce temas posteriores Conoce el grado de

Conoce que las

e tales como funciones, profundidad de contenidos
caracteristicas de los - - " ~
. derivadas, integrales y matematicos que se ensefian en
. nameros enteros se o . !
Descriptores ueden amoliar al limites que sirven como grados superiores tales como

pued P conexion para la resolucion  funciones, derivadas, integrales

conjunto de los . o

nGmeros reales de problemas aditivos con y limites.

' enteros.

Seguidamente, enfocandonos en el tercer estandar (Justifico la eleccion de métodos e
instrumentos de calculo en la resolucién de problemas), se le pregunté al profesor: Aqui mencionas
instrumentos de calculo en la resolucién de problemas. ;Qué instrumentos de célculo utilizan los

estudiantes cuando resuelven problemas aditivos con enteros?, Jorge respondio:

Jorge: Normalmente empezaban a utilizar lo que viene siendo el abaco. El &baco, a pesar de que,
okey, se ensefia en los primeros grados, hay estudiantes que todavia conservan, ya de manera
digital o de manera fisica, el &baco y les sirve bastante. Cuando empiezan a ver toda esa parte
de los nimeros negativos, les gusta mantener las cosas tangibles y de colores, por ejemplo,
tienen cubitos de colores azules y rojos, donde los rojos significan los nimeros positivos y los
azules los negativos, y empiezan a hacer todo este tipo de operaciones. Cuando tengo dos
conjuntos o dos grupos de cubitos azules y ambos son negativos, entonces los sumo porque no
los puedo restar, no los puedo contraponer unos con otros y miro cuantos me quedan, entonces
pues adicionar. (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

En este fragmento de entrevista, se puede evidenciar que el profesor tiene conocimiento
acerca de instrumentos y objetos que utilizan sus estudiantes cuando resuelven problemas aditivos
con enteros, y que ademas despiertan su interés. Asimismo, conoce estrategias de resolucion de
problemas que emplean sus estudiantes cuando utilizan estos objetos. Dicho de esta manera, se
observa una relacion entre los instrumentos y estrategias que utilizan los estudiantes (Formas de
interaccion con un contenido matematico, KFLM) y como estos despiertan su interés y motivacion
al resolver problemas (Aspectos emocionales del aprendizaje de las matematicas, KFLM). Por

ende, se evidencia una relacion intra-subdominio entre categorias del subdominio KFLM.
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Tabla 13. Descriptores y categorias evidenciadas del KFLM.

Subdominio

KFLM

Categorias

Descriptores

Aspectos emocionales del
aprendizaje de las
matematicas

Formas de interaccién con un contenido matematico

Conoce estrategias que
utilizan los estudiantes tales
como la de asignar un color a
los nimeros positivos y a los
nUmeros negativos para la
resolucién de problemas
aditivos con enteros.

Conoce elementos que
despiertan el interés en los
estudiantes tales como los

cubos de colores que ayudan
al estudiante a resolver
problemas aditivos con
enteros.

Conoce instrumentos
gue utilizan los
estudiantes tales como
el &baco cuando
resuelven problemas
aditivos con enteros

Adicionalmente, el profesor plantea que trabajara temas como la adicidn, sustraccion y las

propiedades conmutativa, asociativa y distributiva en su planeacion (ver Figura 11). Estos temas

se tomaron como indicios para profundizar en el conocimiento del profesor.

Figura 11.

Temas, indicadores de desempefio y secuencia de actividades

TEMAS

SECUENCIAS DE ACTIVIDADES SIGNIFICATIVAS
(Actividades de apertura, actividades de desarrollo y actividades de evaluacion)

INDICADORES

DE DESEMPERNO TIEMPO| RECURSOS

Unidad 8
- Adicion

Sustraccion
Propiedad
conmutativa
Propiedad
asociativa
Propiedad
distributiva

INICIO DEL ANO ACADEMICO: 2022-2023
Elegir un ejemplo
y comprobar si
satisface o no
determinados
criterios
matematicos.

2 horas Cuaderno
Objetivo de aprendizaje:

Elegir un ejemplo y comprobar si satisface o no determinados criterios matematicos.
Numeros enteros

- 7Ni.01 Estimar, sumar y restar nimeros enteros, reconociendo generalizaciones.

AICLE :(4Cs)

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

Por tanto, se le preguntd al profesor: ¢ Me podrias decir en qué consisten estas propiedades

y cdmo se relacionan con la adicion de numeros enteros?, Jorge respondio:

Jorge: Al hablar de adicion es necesario hablar también de una sustraccién, porque sabemos que la

operacion opuesta a la adicion, ¢qué es?, la sustraccion, es sUper importante. Hay unas
propiedades de los nimeros enteros, en especifico cuando se trabaja la adicién, que es la
conmutativa. Es decir, que no me importa el orden si yo tengo dos nimeros, dos sumandos, el
orden de los sumandos no me va a alterar el resultado. 2 mas 3 es lo mismo que 3 mas 2. Es
importante que los estudiantes tengan en cuenta eso. ¢Por qué? Porque cuando estamos
trabajando con nimeros positivos y negativos, los estudiantes suelen decir: voy a empezar a
tomar este con este. Entonces empiezan a conmutar, es decir, vamos a suponer una linea de
tres nimeros. 2 menos 5 mas dos nimeros mas, 2 — 5 + 3 — 2. Entonces yo conmuto el -5 con
el 3. Entonces ya me quedaria 2 més 3, que es 5, y el -5 y el -2, que los puedo sumar también,
y me daria un -7. Entonces los estudiantes pueden empezar a jugar con esas cosas para que
les quede mucho mas asequibles. Y lo mismo es con la propiedad asociativa, que ya justamente,
como el ejemplo que acabé de anunciar, los estudiantes pueden agrupar dos grupos 2 con 3y
-5 con -2. (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).
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En este fragmento de entrevista, se observa que Jorge tiene conocimiento sobre la propiedad
inversa de la adicion, las propiedades conmutativa y asociativa, ademas conoce procedimientos
que llevan a cabo los estudiantes cuando resuelven problemas aditivos con enteros. Por ende,
podemos observar una relacion entre las propiedades de la adicién de enteros (Definiciones,
propiedades y sus fundamentos, KoT) y como las utilizan los estudiantes cuando realizan
procedimientos (Formas de interaccion con un contenido matematico, KFLM). Asi, se evidencia
una relacion inter-dominio entre categorias de un subdominio del MK y una categoria de un
subdominio del PCK.

Tabla 14. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KFLM.

Subdominios KoT KFLM
Categorias Definiciones, propiedades y sus Formas de interaccion con un contenido
fundamentos matematico
Conoce las propiedades inversa, Conoce que los estudiantes cuando resuelven
Descriptores ~ conmutativa y asociativa de la adicion problemas aditivos con enteros conmutan
de numeros enteros. términos semejantes.

Seguidamente, el profesor continta explicando la propiedad distributiva:

Jorge: La propiedad distributiva se podria dar en algunos casos que tengamos que resolver con
problemas que involucren la multiplicacién en algln caso, pero que necesiten mas que todo o
el foco central sea la adicion. ¢Por qué? Porque a veces cuando las sumas son reiteradas, los
estudiantes dicen: a pesar de que es una suma, a mi me parece mucho mas sencilla hacer una
multiplicacion. Tengo tres 2, pues hago una multiplicacion. O unos diez 100, no sé. No se
ponen a contar uno por uno, sino que asocian eso y lo hacen una multiplicacion. (Jorge,
Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

De este fragmento de entrevista, podemos afirmar que Jorge tiene conocimiento sobre la
propiedad distributiva y conoce procedimientos que llevan a cabo los estudiantes cuando resuelven
problemas aditivos con enteros. Dicho de esta manera se observa una relacion entre el
conocimiento de propiedades de los enteros (Propiedades, KoT) y el conocimiento de las formas
como sus estudiantes resuelven problemas (Formas de interaccion del estudiante con el contenido,
KFLM). Asi, se evidencia una relacién inter-dominio entre una categoria de un subdominio del MK

y una categoria de un subdominio del PCK.

43



Tabla 15. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KFLM.

Subdominios KoT KFLM

Categorias  Definiciones, propiedades y sus fundamentos Formas de interaccion con un
contenido matematico

Conoce que los estudiantes cuando
Conoce la propiedad distributiva que cumple la resuelven problemas aditivos con

Descriptores  multiplicacion con enteros y su utilidad para la enteros utilizan la multiplicacion
resolucion de problemas aditivos con enteros. cuando desarrollan la propiedad
distributiva.

En esta misma linea, se le pregunta al profesor: ¢hay alguna otra propiedad que cumpla la

adicion de los nimeros enteros? ;O algunas otras propiedades?, Jorge respondio:

Jorge: El nimero neutro, la suma de enteros con cero da como resultado el mismo ndmero. Algo muy
importante, que el cero es el neutro de la adicion. Ahora diran, ¢pero eso también aplica a la
multiplicacion? Pues no, pues el neutro de la multiplicacion no es el cero, es el uno. Entonces,
gue la suma de dos enteros negativos siempre va a dar un resultado negativo menor. Esta parte
es como bastante curiosa cuando estamos trabajando estas operaciones. ¢ Como es posible que
los estudiantes digan, yo sumo un -5, retomando el ejemplo anterior, -5y -2, y me va a dar un
nimero mas pequefio? No, ese es un nimero mas grande. No, venga. Es que, si usted tiene en
cuenta el nimero, si es el nimero como tal, sin tener en cuenta el simbolo, si se ve mas grande,
es decir, representa un nimero mas grande, un valor mas grande. Pero por tener el negativo
me esté asociando a que es un nimero que es mucho méas pequefio. Entonces ahi es donde se
empieza a trazar y se le muestra a los estudiantes la recta numérica y diciéndole vea usted
parte de ella, desde aqui se ve. Si usted va hacia la derecha, va a tener mucha mas plata. Pero
si usted parte hacia la izquierda, asociémoslo con las ganancias. Usted va a tener muchas mas
deudas, pérdidas. ¢y usted prefiere deber -100 o prefiere deber -2? Pues el -2 ¢por qué?
Porque -100 es un nimero mucho mas pequefio en cuanto a la adquisicion o al cuanto al tener.
Y ya conocemos las otras reglas que dos nimeros enteros positivos, pues me va a dar un
namero entero positivo mucho méas grande (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de
2023).

En este fragmento de entrevista, se observa que Jorge tiene conocimiento sobre la propiedad
del elemento neutro de la adicion y de la multiplicacion, ademas conoce las leyes de los signos de
adicion de numeros enteros, conoce el uso de simbolos para asociar a cantidades negativas y conoce
aplicaciones tales como las deudas y ganancias donde se ve involucrada la resolucion de problemas
aditivos con enteros. Asi, se evidencia una relacion entre su conocimiento del elemento neutro y
leyes de signos (Definiciones, propiedades y fundamentos, KoT), su conocimiento acerca del uso
de simbolos (El papel del lenguaje matematico, KPM) y su conocimiento acerca de las deudas y
ganancias (Fenomenologia y aplicaciones, KoT). De este modo, se observa en primera instancia
una relacion intra-subdominio en el KoT, y ademas se observa una relacion intra-dominio entre

categorias de subdominios del dominio MK.
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Tabla 16. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KPM.

Subdominios KoT KPM
- . . El papel del
. Definiciones, propiedades y Fenomenologia y Papet
Categorias L lenguaje
fundamentos aplicaciones e
matematico
. Conoce situaciones Conoce el uso de
Conoce la propiedad Conoce las cotidianas tales como las simbolos para
del elemento neutro de  leyes de los i 0S
. S d deudas y ganancias asociar a
Descriptores la adicion y de la signos de X i )
TR A asociadas a la resolucion de cantidades
multiplicacién con adicion con o .
problemas aditivos con negativas.
enteros. enteros.

enteros.

Seguidamente, el profesor continta afiadiendo otras definiciones:

Jorge: El valor absoluto, cuando estamos trabajando con nldmeros enteros positivos,
independientemente si un nimero es negativo, cero o uno, siempre me va a dar el positivo y en
el caso de cero, pues que no es ni positivo ni negativo, cero. Igual. Y que el valor absoluto a
mi me esté representando es una distancia. A ver, ten en cuenta eso, tdbmelo como una distancia,
no como una cantidad como tal, sino como un trayecto. Usted bajo cinco pisos, pero bajo cinco
pisos, una distancia de, supongamos, cinco metros. Y si ya es que estoy no recorri nada. No, si
lo recorriste. Solamente que la distancia se contara como positiva. (Jorge, Extracto de la
entrevista, 29 de abril de 2023).

De este fragmento de entrevista, se puede afirmar que Jorge tiene conocimiento acerca de
la definicidn de valor absoluto y conoce ejemplos que utiliza como analogias para explicar la
definicion de valor absoluto. De este modo, se evidencia una relacion entre su conocimiento acerca
de la definicion de valor absoluto (Definiciones, propiedades y sus fundamentos, KoT) y cdmo lo
ejemplifica en el aula de clase (Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos, KMT). Asi, se observa una

relacién inter-dominio entre una categoria del MK y una categoria del PCK.

Tabla 17. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KMT.

Subdominios KoT KMT

Estrategias, técnicas, tareas y

Categorias ]
ejemplos

Definiciones, propiedades y sus fundamentos

Conoce y utiliza analogias para
explicar la definicion de valor
absoluto.

Conoce y utiliza la definicion de valor absoluto

Descriptores .
P para el desarrollo de la adicién con enteros.

Por otra parte, el profesor en su planeacion plasma que utilizara la metodologia AICLE
“Aprendizaje Integrado de Contenidos y Lenguas Extranjeras” (ver Figura 12). Esta metodologia

se tomd como un indicio para indagar en el conocimiento del profesor.
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Figura 12. Metodologia AICLE

AICLE :(4Cs)

CONTENIDOS:

COGNICION: Comparar y contrastar, analizar, memorizar, ilustrar.
COMUNICACION:

Lenguaje de:

adicion, total, suma, resta, diferencia, estimacién, negativo, positivo, cero
Lenguaje para

Una estimacién de la respuesta es ...

La suma de los nimeros ... y ... es ...
La diferencia entre los nimeros ... y ... €s ...

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

De este modo, se le pregunt6 al profesor: Esta metodologia, ¢como le aporta el desarrollo

de este contenido especifico que trabaja en su planeacion?, Jorge respondio:

Jorge: Mira que no solamente lo veo como necesario en el inglés, sino en el espafiol. Cuando los
estudiantes estan aprendiendo el espafiol, me gustaria que se pudiera manejar una
metodologia, no la misma, pero si una metodologia similar. Es decir, a ver, cuando usted esta
planeando, mire cuales son los contenidos que va a trabajar, cuales son los aspectos cognitivos
gue necesita desarrollar, cbmo deberia comunicarse el estudiante en este mismo idioma, el
matematico, cudl es el lenguaje de, de las matematicas como tal, qué es una adicion, qué es
una sustraccion, qué es un factor, qué es un sumando. Todo el lenguaje matematico que el
estudiante necesita. Obviamente no se le va a facilitar todo de una (vez) sino especifico. Y el
lenguaje para, como yo debo decir o expresarme cuando estoy resolviendo un problema
matematico o estoy leyendo una expresion matematica. Como lo estabamos haciendo ahora,
el orden de los sumandos no me altera el resultado. Cuando hablamos de productos, el orden
de los factores no me altera el producto. Digamos que después de ese igual, cuando es suma
es el resultado, cuando es multiplicacion viene siendo el producto, cuando es una division es
el cociente. Entonces, todo este lenguaje el estudiante lo necesita, 2 + 5, esos simbolos de esas
caracteristicas que se presentan van incluidas ahi. Entonces, que el estudiante aprenda, ah
okey este simbolo es el mas, ah, pero eso es basico, eso lo tienen que saber, si, pero, hay
expresiones mucho méas grandes, por ejemplo, cuando td lees por comprension un conjunto
matematico que dices que x pertenece a los numeros reales, tal que x esté entre tal y tal nimero.
(Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

De este fragmento de entrevista, se evidencia el conocimiento del profesor acerca de la
propiedad conmutativa de adicion y multiplicacion con enteros, asi mismo destaca su conocimiento
acerca del lenguaje que se debe utilizar para operaciones tales como la divisién, y el uso de
simbolos como el (+) y € para usarlos en la lectura de conjuntos por comprension. Dicho de este

modo, se evidencia una relacion entre el conocimiento de la propiedad conmutativa (Definiciones,
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propiedades y sus fundamentos, KoT) y sobre el lenguaje y el uso de simbolos en matematicas (El
papel del lenguaje matemético, KPM). Asi, se observa una relacion intra-dominio en el MK.

Tabla 18. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KPM.

Subdominios KoT KPM
Definiciones,
Categorias  propiedades y El papel del lenguaje matematico
sus fundamentos
Conoce la Conoce términos para  Conoce términos para Conoce el uso
propiedad referirse a la referirse a lo que esta del simbolo (+)
Descriptores conmutativa de  propiedad conmutativa  después del signo igual € en la lectura
P la adiciony de la adicion y de la en la adicion, Bj/e Coniuntos nor
multiplicacion multiplicacion con multiplicacion y com Jrensiéﬁ
de enteros. enteros. division. P '

Adicionalmente, el profesor en su planeacién plasma un indicador de desempefio
relacionado con el orden de las operaciones (Ver Figura 13). Este indicador se tom6 como indicio

para indagar en el conocimiento del profesor.

Figura 13. Indicador de desempefio 7Ni02

- TN1.02
Comprender que
los paréntesis, los
indices positivos v
las operaciones
siguen un orden
determinado.

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

Por tanto, se le pregunté al profesor: En los indicadores de desempefio, en este menciona
comprender que los paréntesis, los indices positivos y las operaciones siguen un orden

determinado. ¢Cudl es ese orden que siguen las operaciones? Jorge respondio:

Jorge: Bueno, aqui no estamos ensefiando Unicamente adicion, pero podemos generalizarlo. Entonces,
podemos hablar de raices, potencias, divisiones, multiplicaciones, sumas y restas. A ese orden
hago referencia. Pero cuando estamos hablando de simbolos como tal, esos simbolos primero
son los corchetes, luego los paréntesis. A ese orden hago referencia. Orden de las operaciones
y orden de resolver los simbolos (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene el profesor
sobre el orden en que se realizan las operaciones, y ademas menciona el orden de resolver simbolos,

por ende, se presenta una oportunidad de investigacién para ahondar en el conocimiento de la
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practica matematica. De este modo, se le preguntd al profesor: ;Considera que existe alglin
procedimiento para resolver sumas y restas con nimeros enteros o alguno que utilice? Jorge

responde:

Jorge: Si a mi me preguntan como td resuelves o cdmo te sientes comodo resolviendo problemas
aditivos o cualquier problema, deberia primero, leer el problema o escuchar el problema o
visualizar el problema. Depende de cdmo se me presente, si es verbal, si es un audio, si esta
escrito, si es gréfico. Entonces, leer el problema. Identificar los datos que se nos estan dando.
Pero antes de identificar los datos es mirar qué quieren, qué me estan preguntando. Entonces,
¢qué me estan preguntando? ¢A qué debo darle respuesta? Después, mirar ahora si los datos
que necesito, y posteriormente de esos datos que necesito, ahora buscar un método que me
permita solucionar ese problema. Entonces, ya comprendi, ya sé que me estan preguntando,
ya tengo algunos datos, [ahora], qué otros datos no tengo, pero que son necesarios, pero que
hacen parte de mis conocimientos previos, los utilizo y ya empiezo a desarrollar el método que
mejor me parezca, ya sea grafico o el método que quieras hacerlo o que te ayude mejor a la
situacion. Depende de la situacion, ya ta utilizaras un método de resolucion de problemas.
(Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

En este fragmento de entrevista, el profesor evidencia conocimiento del uso de un gréafico
como método para resolver una situacion, y afirma que el método que utilice para resolver un
problema dependera del registro en el que este sea presentado. En consecuencia, se evidencia una
relacién entre el conocimiento de estrategias heuristicas de resolucion de problemas (La practica
de resolver problemas, KPM) y el conocimiento de registros como el verbal y el grafico (Registros
de representacion, KoT). Por consiguiente, se evidencia una relacién intra-dominio, es decir entre

categorias de un mismo subdominio, en este caso del MK.

Tabla 19. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KPM.

Subdominios KoT KPM
Categorias Registros de representacion La préactica de resolver problemas
Conoce los registros de Conoce estrategias heuristicas de resolucion de
Descriptores representacion verbal y graficoenla  problemas tales como utilizar un grafico que se
P resolucién de problemas aditivos con puede emplear en problemas aditivos con
enteros. nameros enteros.

Por otra parte, en el desarrollo de la clase el profesor plantea que se haga una introduccién
antes de iniciar con las actividades (Ver Figura 14). Esta introduccion se tom6 como indicio para

indagar en el conocimiento del profesor.
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Figura 14. Introduccion a la tematica

Introduccion:

Como momento inicial, se hacen preguntas para que los alumnos recuerden sus conocimientos
previos en matematicas, identificando que es un nimero positivo, el nimero negativo y el
nimero cero. se introduce el nuevo vocabulario necesario para esta clase.

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

Por tanto, se le pregunto al profesor: Aqui en la introduccion, ti mencionas que el estudiante
debe recordar sus conocimientos previos, identificando qué es nimero positivo, qué es un nimero
negativo y el cero. ¢Estos conocimientos previos los debieron haber desarrollado en cursos
anteriores o en el mismo curso, pero antes del tema? Jorge respondio:

Jorge: Como tu sabes los nifios empiezan a realizar sumas y restas desde muy temprana edad, desde
los cursos desde preescolar, incluso yo di en preescolar, y desde preescolar ya se les empieza
a ensefiar esto . Ah ok, que la resta tiene otra connotacion al nimero negativo, si, es decir, lo
ven como la operacion, a este le quito este, pero empezar a recordar cada una de estas cositas
es importante, por ejemplo, el simbolo, ah el simbolo de este es positivo, ah quiere decir que
este es negativo, que se quita. Entonces, cada uno de estos conocimientos es importante
traerlos a colacion. Tu no aprendes algo simplemente por aprenderlo, sino que en matematicas
lo vas a necesitar posteriormente. (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene el profesor
sobre temas como las sumas y restas que se dan desde preescolar y afirma que estos le serviran
para grados posteriores, ademas conoce el uso del simbolo (—) para asociar a la resta en preescolar
y para asociarlo a los nimeros negativos en secundaria. De este modo, se evidencia una relacion
entre el conocimiento de temas anteriores que deben haber desarrollado los estudiantes
(Secuenciacion de temas) y el conocimiento de uso de simbolos en matematicas (EI papel del
lenguaje matematico). Asi, se evidencia una relacion inter-dominio entre una categoria de un

subdominio del MK y una categoria de un subdominio del PCK.

Tabla 20. Descriptores y categorias evidenciadas del KMLS y KPM.

Subdominios KMLS KPM
Categorias Secuenciacion de temas El papel del lenguaje matematico
Conoce que los estudiantes desde preescolar Conoce el uso del simbolo (-) en
Descriptores comienzan a realizar sumas y restas que servirdn  preescolar utilizado para asociar la
P posteriormente para el estudio de problemas resta y en secundaria para asociar a
aditivos con nimeros enteros. cantidades negativas.
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Luego, en su planeacion el profesor plasma la actividad a realizar (Ver Figura 15). Esta

actividad introduccion se tom6 como indicio para indagar en el conocimiento del profesor.

Figura 15. Actividad de generalizacion

Actividad:
En este momento se planteara al alumno la siguiente pregunta:

/51 se suma un mimero entero siempre se obtiene un nimero mayor?

Los alumnos demostrardn que estin especializados (TWNML01) cuando elijan ejemplos de
numeros enteros y comprueben si la respuesta es mayor al sumarlos a otro nomero, para
ayudarles a responder a la pregunta anterior.

Utilizando el 5 como ejemplo, los alumnos pueden plantearse:
-{Quéesd+ 37

-/Quées(0+37

-{Quées-3+57

Utilizando el -5 como ejemplo, los alumnos pueden plantearse:
-{Quéesd+-57

-;Quées 0+ -57

-(Quées-5+-57

A continuacién, pida a los alumnos que expliquen su respuesta a la pregunta original y que
hagan una generalizacion sobre la suma de niumeros enteros positives y negativos.
s Los alumnos demostrardin que estin gemeralizando (TWNML.02) cuando
expliquen lo que han observado. Por ejemplo:

Al sumar un nilmero entero positivo, la respuesta siempre serd mayor.
Al sumar un niimero entero negativo, la respuesra siempre serd menor.

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

Por ende, se le preguntd al profesor: Tu mencionas que los estudiantes al final deben
generalizar lo que han observado. ;Qué fortalezas o dificultades pueden presentar los estudiantes
al demostrar esta generalizacion? Jorge respondio:

Jorge: A veces pueden no llegar a generalizar, sino quedarse con algunos ejemplos puntuales o
especificos, considerar que son casos particulares y no generalizarlos, o pueden llegar a crear
una concepcion errénea que es para los primeros, por ejemplo, yo presento algunos problemas
ahi, pero si ti miras no superan el cinco. Pueden llegar a pensar que son para los primeros 10
nameros negativos o los primeros diez nimeros positivos, pueden llegar a tener ese tipo de
concepciones erroneas. Entonces, se buscara a partir de otros ejemplos y de la discusion en
clase buscando que se generalice. Si ellos logran generalizar o establecer estas reglas, podria
ser un avance bastante significativo, bastante provechoso al momento de solucionar
problemas. Saber que cuando no tengo nada, pues obviamente me va a dar el mismo resultado,
0 cuando tengo dos nimeros negativos, pues puedo tener un ndmero mas pequefio, negativo.
(Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).
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De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene el profesor

sobre la dificultad de quedarse con algunos ejemplos puntuales o especificos y considerar que son

casos particulares y no generalizarlos, ademas tiene conocimiento sobre la potencialidad del

ejemplo para ayudar a sus estudiantes a generalizar, y tiene conocimiento de que la suma de dos

ndmeros enteros negativos siempre da como resultado un nimero negativo menor que los nimeros

dados. Asi, se evidencia una relacion entre el conocimiento de dificultades que pueden tener sus

estudiantes (Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las matematicas, KFLM), reglas de la

adicion de numeros enteros (Definiciones propiedades y fundamentos, KoT), y ejemplos para la

ensefianza del tema (Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos, KMT). Asi, se evidencia una relacion

intra-dominio entre categorias de subdominios del PCK y una relacion inter-dominio entre dos

subdominios del PCK y uno del MK.

Tabla 21. Descriptores y categorias evidenciadas del KFLM, KMT y KoT.

Subdominios KFLM KMT KoT
Fortalezas y Definiciones, propiedades y
Cateqorias dificultades en el Estrategias, técnicas, tareas y fundamentos
g aprendizaje de las ejemplos

Descriptores

matematicas

Conoce la dificultad
que presentan
algunos estudiantes
para generalizar
reglas de la adicién
de enteros.

Conoce la potencialidad del Conoce reglas de la adicion de

ejemplo como medio para nameros enteros tales como
resaltar la adicion de nimeros  que la suma de dos nimeros
enteros, y ayudar a los enteros negativos siempre da
estudiantes a llegar a como resultado un ndmero
generaciones de las reglas de la negativo menor que los
adicion con nimeros enteros. nameros dados.

Seguidamente, se le pregunta al profesor: ¢Por qué consideras que es importante plantear

estos ejemplos? Jorge respondio:

Jorge: Porque a pesar de que a veces el conocimiento esta, los estudiantes lo tienen, no logran
evocarlo o expresarlo de una manera correcta o por si solos, sin ningun tipo de motivacion o
estimulo no logran expresar esos conocimientos. Entonces, a partir de esos ejemplos,
Ilevandolo uno a uno, paso a paso, que el estudiante dé cuenta de cada una de las propiedades
y o reglas, pueda establecer y decir, si yo junto esto y esto, que yo sé, yo podria asumir esto.
Y que evoquen lo que estdn asumiendo para poder decir, si es correcto sus generalizaciones o
son concepciones erroneas. (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene el profesor

acerca de los estimulos que se deben realizar en los estudiantes en el aula de clase para que lleguen

a generalizar situaciones y conoce, ademas, que, a través de casos particulares, él puede ayudar a

los estudiantes a identificar reglas y propiedades y que, de este modo, puedan lograr estas
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generalizaciones. Dicho de este modo, se puede evidenciar una relacion entre el conocimiento de
aspectos que despiertan la motivacion en el estudiante (Aspectos emocionales del aprendizaje de
las matematicas, KFLM) y conocimiento de que el trabajo con casos particulares genera ideas para
la generalizacion (La practica de demostrar, KPM). Por consiguiente, se evidencia una relacion
inter-dominio entre una categoria de subdominio del PCK y una categoria de un subdominio del
MK.

Tabla 22. Descriptores y categorias evidenciadas del KFLM y KPM

Subdominios KFLM KPM

Aspectos emocionales del aprendizaje de las

Categorias o La practica de demostrar
matematicas
Conoce aspectos que despiertan la motivacion Conoce que el trabajo con casos
. en sus estudiantes al momento de realizar particulares genera ideas para la
Descriptores o . . R .
generalizaciones de propiedades de la adicion generalizacion de propiedades de la
de enteros. adicion de enteros.

Mas adelante, se le pregunta al profesor: ;qué procedimientos llevan a cabo los estudiantes
para lograr esta generalizacion? Jorge respondio:

Jorge: Primero, siento que es el descubrimiento. Normalmente yo siempre les pongo /...] una
situacion problema , que [el estudiante] trate de resolverla con los conocimientos que tenga y
posteriormente, mirar es que te falta esto. O si t( sabes esto, vas a poder llegar a la respuesta.
Entonces el estudiante comprende. Y luego empezar a proporcionarle ejercicios que él se
sienta ya comodo con el concepto matematico, que empieza a comprenderlo. No
necesariamente que haya una comprension total del concepto, porque sabemos que existen
muchas propiedades y demas, pero que empiecen a crear pequefias generalidades, que a través
del tiempo y de su proceso académico va a poder llegar a una comprension del concepto
matematico o una aproximacion a la comprension de este. Mira que la idea con la actividad
era en pro de eso. Okey, entonces usted empieza a desarrollar estas cosas, y después, mire es
gue a usted le faltan algunos conocimientos. ¢ Podemos asumir esto y esto? ¢sera verdad o no
sera verdad?, o que los mismos estudiantes lleguen a esas generalidades y después se les
presente de manera formal. Como cuando uno trabaja con la teoria de situaciones didacticas,
gue posteriormente a desarrollar todas las actividades ¢qué me dice esta?, vamos a hacer la
institucionalizacion de los saberes. (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

En este fragmento de entrevista el profesor evidencia conocimiento de teorias de ensefianza
de las matematicas y las utiliza en el aula de clase, y conoce el nivel de comprension que deben
alcanzar sus estudiantes sobre los numeros enteros. Por esta razon, se evidencia una relacion entre
el conocimiento de la teoria de las situaciones didacticas (Teorias de ensefianza de las matematicas,
KMT) y el conocimiento del nivel de compresion del concepto matematico que se trabaja (Nivel de
desarrollo conceptual o procedimental esperado, KMLS). De ahi que, se evidencia una relacion

intra-dominio entre categorias de dos subdominios del PCK.
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Tabla 23. Descriptores y categorias evidenciadas del KMT y KFLM.

Subdominios KMT KMLS

Nivel de desarrollo conceptual o
procedimental esperado

Categorias  Teorias de ensefianza de las matematicas

Conoce la teoria de las situaciones Conoce el grado de comprension de la
Descriptores didacticas y la utiliza para la ensefianza de  adicién de enteros que deben llegar a tener
problemas aditivos con enteros. los estudiantes en grado 7°.

Al final de la primera semana, el profesor plantea explicar las reglas de la adicion de enteros

(Ver Figura 16). Esta explicacidon se tomd como un indicio para indagar en su conocimiento.

Figura 16. Cierre de la primera semana

Cierre:

Por ultimo, se explican a los alumnos las reglas de la suma de nimeros enteros, que son las
siguientes:

* Lasuma de un nimero entero v su inverso aditivo es 0.

* Lasuma de dos enteros positivos siempre da como resultado un valor positivo
mayor que ambos enteros.

¢ Lasuma de dos nimeros enteros negativos siempre da como resultado un nimero
negativo menor que los numeros dados.

* Lasuma de un nimero positivo con un nimero negativo se realiza hallando la
diferencia entre el valor absoluto de ambos niimeros. Entonces, el signo con el
nimero mayor se agrega a la suma.

* Lasuma de nimeros enteros con 0 da como resultado el mismo nimero.

Las reglas para la suma de nimeros enteros pueden comprenderse con ayuda de la tabla que
se ofrece a continuacion.

Integer’s Sign| Answer Sign |Operation Example
Y+ + Add 4+6=10
®+ = + Subtract 1B8+(-7)=9
2 +® - Subtract 5+ (-1 =-6
o +C - Add | (-3)+(-4)=-T

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

Por esto, se le preguntd al profesor: ¢los estudiantes presentan algunas fortalezas o

dificultades cuando aprenden estas reglas? Jorge respondio:

Jorge: Dificultades en el tratar de entender que dos nimeros negativos siempre te va a dar un namero
negativo més pequefio. Eso es un dolor de cabeza para los estudiantes. Empezar a entender
eso es como decirle, olvide y deje de generalizar lo que usted ya aprendié a lo largo de su
formacion, cuando trabajaba con ndmeros naturales. Y abra su mente a algo mucho més
grande. Y es cuando ellos empiezan a ver nimeros enteros, es cuando se empieza a mostrar un
nuevo mundo que para ellos era desconocido. Entonces, un gran obstaculo, porgue no es una
dificultad, es un gran obstaculo que los estudiantes tienen es poder comprender los nimeros
negativos, me va a dar un nimero negativo mucho mas pequefio. Entender esa parte del infinito
negativo. Los positivos pues van y vengan, porque ya venian desarrollandolos, ya tienen mas
confianza. Pero cuando se introducen el conjunto de los nimeros negativos, ya genera un caos
total. (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).
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De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene el profesor
sobre dificultades que tienen los estudiantes en la compresion de propiedades de los enteros y para
entender el infinito negativo, debido a que trabajaban anteriormente con propiedades de la adicion
de naturales. Por tal razon, se evidencia una relacion entre el conocimiento de dificultades con los
nameros negativos (Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las matematicas, KFLM) y el
conocimiento de temas anteriores como los nimeros naturales que sirven como conexion para el
estudio de los numeros enteros (Conexiones de simplificacion, KSM). Por consiguiente, se observa
una relacion inter-dominio entre una categoria de un subdominio del PCK y una categoria de un
subdominio del MK.

Tabla 24. Descriptores y categorias evidenciadas del KFLM y KSM

Subdominios KFLM KSM

Fortalezas y dificultades en el aprendizaje

Categorias q - Conexiones de simplificacion
e las matematicas
Conoce dificultades en la comprension de Conoce temas anteriores como los
Descriptores propiede_xdes del conjunto de Ios_ m_’m_1eros nl’m]gros naturales que sirven como
negativos y del concepto de infinito conexion para el estudio de los nimeros
negativo. enteros.

Luego, para la segunda semana el profesor plantea nuevamente que se haga una

introduccién antes de iniciar con las actividades (Ver Figura 17).

Figura 17. Introduccion a la tematica

Introduccion:

Como primer momento, se retoma la actividad inicial de la semana pasada y se realizan
preguntas para poner a prueba los conocimientos previos y/o adquiridos. Con esta informacion
se inicia la explicacion de una nueva transformacion al plano cartesiano.

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

Esta introduccion se tom6 como indicio para indagar en el conocimiento del profesor. Por
tanto, se le preguntd al profesor: ¢por que hablas aqui acerca de una nueva transformacion al plano
cartesiano? Jorge respondio:

Jorge: Lo que se quiere decir es que, okey, a ver, estamos trabajando la linea de los nimeros naturales
del cero al infinito, pero se esta transformando en un plano cartesiano, hay una transformacion
al plano cartesiano. Es decir, que a la derecha nimeros positivos, que a la izquierda nimeros
negativos, que hacia arriba nimeros positivos y que hacia abajo nimeros negativos. ¢ Como
lo podemos explicar? Hacia la derecha ti avanzas, hacia la izquierda tu retrocedes. Hacia
arriba tu subes, hacia abajo t, pues obviamente valga la redundancia, pues bajas. (Jorge,
Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

54



De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene el profesor
sobre la representacion de temas anteriores tales como los nimeros naturales en una semirrecta y
de los nimeros enteros en un plano cartesiano, ademas conoce ejemplos que utiliza como analogias
para explicar la ubicacion de los niumeros enteros en el plano cartesiano. Dicho de este modo, se
evidencia una relacion entre el conocimiento de temas anteriores que debe desarrollar el estudiante
para la resolucion de problemas aditivos con enteros (Secuenciacion de temas, KMLS) y el
conocimiento de analogias para explicar estos temas anteriores (Estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos, KMT). Por esto, se evidencia una relacion intra-dominio entre categorias de dos
subdominios del PCK.

Tabla 25. Descriptores y categorias evidenciadas del KMLS y KMT.

Subdominios KMLS KMT

Categorias Secuenciacion de temas Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Conoce y utiliza analogias para
explicar la representacion de los
nameros enteros en el plano
cartesiano.

Conoce temas anteriores a los nimeros enteros
Descriptores  tales como los nimeros naturales y como se
representan este conjunto en una semirrecta

Seguidamente, el profesor en la segunda semana plantea una actividad después de la
introduccién (Ver Figura 18), esta actividad se tomé como indicio para indagar en el conocimiento

del profesor.

Figura 18. Actividad en GeoGebra

Actividad:
Para practicar la parte operativa de los alumnos, se les proponen diferentes ejercicios. Los
alumnos podran contestarlos y verificar sus respuestas utilizando el software GeoGebra.
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https://www.geogebra.org/m/W822ra3a

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano
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De manera que se le pregunto al profesor: En la actividad utilizas el software GeoGebra,
¢Coémo le aporta el software al aprendizaje de la adicion de nimeros enteros? Jorge respondio:

Jorge: Justamente es eso. La linea azul, si tu ves, corre hacia los positivos. Entonces, el estudiante
puede representar sus cantidades de los nimeros positivos hacia la derecha . Pero cuando
tenemos un nimero negativo, partimos desde la posicién donde quedd el nimero positivo
¢hacia qué lado?, hacia la izquierda. Y miramos cuantas unidades yo debo de regresar. Los
ndmeros positivos me dicen usted avance hacia la derecha, los nimeros negativos me dicen
venga vamos hacia la izquierda. Entonces, nos retrocedemos, empezamos a quitar ciertas
unidades. Y ya basicamente es desarrollando la parte visual de las matematicas. Es decir,
ahora, 4 mas -9. Y los estudiantes hacen un tipo de razonamiento por decirles, vea, solamente
hemos visto como que la parte matematica y que debe ser asi, miremos ahora la parte grafica.
Entonces le mostramos la parte grafica y ya tiene mucho méas sentido para los estudiantes.
(Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

De este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene el profesor
sobre recursos como GeoGebra y su utilidad para explicar la adicion de numeros enteros de forma
gréfica, y el procedimiento que se lleva a cabo en la recta numérica. Por lo tanto, se evidencia una
relacion entre el conocimiento de software y sus potencialidades (Recursos de ensefianza, KMT),
el conocimiento de como operar enteros (Procedimientos, KoT) por medio la representacion gréafica
(Registros de representacion, KoT). Por consiguiente, se observa una relacion intra-dominio en un

subdominio del KoT y una relacion inter-dominio de este subdominio con uno del PCK.

Tabla 26. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KMT.

Subdominios KoT KMT
. Registros de o N
Categorias g i Procedimientos Recursos de ensefianza
representacion
. Conoce procedimientos Conoce el software
Conoce el registro de . .
A involucrados en la resolucion GeoGebra y sus
representacion grafico . L -
. 7 de problemas aditivos con potencialidades y lo utiliza
Descriptores en la resolucién de , . ~
roblemas aditivos con  "Umeros enteros relacionados para la ensefianza de
P enteros con movimientos en la recta adicion con numeros
' numérica. enteros.

En tercer lugar, en la semana el profesor plantea resolver algunos problemas de adicion de

numeros enteros (Ver Figura 19).
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Figura 19. Problemas de adicion de enteros

Posteriormente, se le presentan algunos problemas simples de adicion de nimeros enteros
como los siguientes:

- Jorge le debe a su amiga Juana 3 $. Si le pide prestados otros 6 $, ;cuanto le deberd en
total?
- Un equipo de futbol pierde 5 yardas en una jugada y luego pierde 8 yardas en la jugada
siguiente. ;Cuantas yardas perdieron en las dos jugadas?
;Como se representa una pérdida de 5 yardas?
;Como se representa una pérdida de 8 yardas?
- En 2002, Tiger Woods gand el Torneo Masters. Sus resultados fueron 2, 3, 6 ¥ 1 en
cuatro rondas. ;Cual fue su puntuacion final?

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

Estos problemas se tomaron como indicio para indagar en el conocimiento del profesor.
Asi, se le preguntd al profesor: Aqui tu planteas unos problemas que hacen parte del futbol

americano, ¢qué estrategia utilizan los estudiantes para resolver estos problemas? Jorge respondio:

Jorge: A mi me encanta jugar. Primero, antes de hacer la tarea, jugamos. Por estar inmersos en todo
este contexto del bilingliismo, es muy importante que ellos conozcan la cultura americana y la
cultura britanica. Entonces, para nosotros, en nuestro pais, en nuestro contexto, es el fatbol,
el soccer. Pero en el contexto britanico, la idea es que se desarrollen y vayan y conozcan el
fatbol americano. Entonces, gracias a Dios, la institucién es bastante grande, tiene bastantes
espacios, y nosotros lo que hacemos es una practica. Empezamos a jugar entre todos,
conociendo el juego y demas, para después plantearles este tipo de situaciones. Si fulanito
corri6 tantas yardas, pero le quitaron la jugada y perdi6 tantas yardas, ¢qué cuantas yardas
hubo de avance con respecto a la inicial? Son preguntas que si ti lo ves son problemas, son
similares a las que estamos utilizando en el plano cartesiano, Gnicamente que ya es mas
vivencial. (Jorge, Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

En este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene el profesor
sobre el juego como una estrategia para la ensefianza de problemas aditivos con sus estudiantes y
el conocimiento del futbol americano y su aplicacion en la tematica teniendo en cuenta el contexto
en el que se pueden desenvolver los estudiantes. Asi, observamos una relacién entre el
conocimiento de situaciones de aplicacion (Fenomenologia y aplicaciones, KoT) y las formas en
como puede ensefiarse a resolver estas (Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos, KMT). Dicho de
esta forma se evidencia una relacion inter-dominio entre una categoria de un subdominio del PCK
y una del MK.
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Tabla 27. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KMT.

Subdominios KoT KMT

Estrategias, técnicas, tareas y

Categorias Fenomenologia y aplicaciones .
g glayap ejemplos

Conoce y utiliza situaciones problemas del contexto  Conoce Y utiliza el juego como
de los estudiantes tales como el futbol americano al ~ una estrategia para la ensefianza
que se puede aplicar la resolucion de problemas de problemas aditivos con
aditivos con enteros. enteros.

Descriptores

Finalmente, para la tercera semana el profesor plantea nuevamente que se haga una

introduccidn antes de iniciar con las actividades (Ver Figura 20).

Figura 20. Introduccion a la tematica

Introduccion:

En este momento, se retomaran algunas preguntas realizadas en clases anteriores para intentar
reconstruir el concepto. Los alumnos podran hablar sobre el concepto trabajado en clase v dar
algunos ejemplos de este.

Después, se les guiara con preguntas para introducirles en la resolucién de problemas.

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

Esta introduccion se tom6 como indicio para indagar en el conocimiento del profesor. Por
tanto, se le pregunté al profesor: Usted menciona que después se les guiara con preguntas para
introducirle en la resolucion de problemas. ; COmo usted relaciona las preguntas con la introduccion
de los estudiantes a la resolucion de problemas? Jorge respondio:

Jorge: Mira gque nosotros anteriormente ya habiamos trabajado algunos problemas. Entonces, yo le
pregunto a los estudiantes, ¢qué es lo importante al momento de resolver un problema?
Entonces, los estudiantes empiecen a decir, profesor, es importante tener en cuenta los datos,
pero llega otro y dice, pero es que, ¢como vas a sacar los datos si no sabes ni siquiera qué te
preguntan? A veces hay datos de mas. Si, empezamos a hacer esas preguntas que guien, okey,
es importante tener esto y esto. El estudiante dice, pero, por ejemplo, es importante sacar los
datos y de una operar y puede llegar otro y decir, no, profesor, para mi es mucho mas
importante primero hacer como que el esquema del problema, dibujarlo para poderlo
entender. Si, es guiando a esos estudiantes a que digan, okey, y que evoquen esos métodos que
utilizan. Que el método de uno puede ayudar y complementar el método del otro (Jorge,
Extracto de la entrevista, 29 de abril de 2023).

En este fragmento de entrevista, se evidencia el conocimiento que tiene el profesor sobre la
utilidad de las preguntas orientadoras para la resolucién de problemas aditivos con enteros y se
evidencia el conocimiento de las formas como sus estudiantes resuelven problemas aditivos con
enteros. Por ende, se evidencia una relacion entre el conocimiento de preguntas orientadoras para

la ensefianza (Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos, KMT) vy el conocimiento de estrategias de
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resolucion de problemas de sus estudiantes (Formas de interaccion con un contenido matematico,
KFLM). De tal manera, se evidencia una relacion intra-dominio entre categorias de subdominios
del PCK.

Tabla 28. Descriptores y categorias evidenciadas del KMT y KFLM

Subdominios KMT KFLM

Formas de interaccién con un contenido

Categorias  Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

matematico
Conoce y utiliza preguntas Conoce estrategias que utilizan sus estudiantes
Descriptores orientadoras para guiar a los tales como sacar los datos y operar, hacer
P estudiantes en la resolucion de esquemas y dibujos para resolver problemas
problemas aditivos con enteros. aditivos con enteros.

Por ultimo, en la tercera semana el profesor plantea la resolucion de problemas (Ver Figura

21). Estos problemas se tomaron como indicio para indagar en el conocimiento del profesor.

Figura 21. Resolucion de problemas

Actividad:
En este punto se les presenta a los alumnos algunos problemas que deben resolver y deben
explicar su proceso de solucion.

Problema 1.
Un submarino comienza a 135 pies bajo el nivel del mar. Se sumerge 239 pies antes de elevarse
307 pies. Representar la profundidad actual del submarino como un niimero entero.

Fuente: Disefio de la planeacion del informante colombiano

De manera que, se le pregunto al profesor: Aqui en los problemas que planteas ;,como
resolverias tu el problema 1? Jorge respondio:

Jorge: Yo primero haria el dibujo gréafico. Dibujaria primero el nivel del mar y luego ubicaria el
submarino a esos 135 pies /...] ¢(Como lo resolveria yo? Haria el dibujito, ubicaria el
submarino a los 135 pies, luego dice que se sumerge tantos y luego lo hago con vectores.
Entonces, un vector hacia abajo, los primeros, luego otro hacia abajo y después el que va hacia
arriba, pero uniendo la punta del vector con la otra operacidn que se desea hacer. Y ya
calculamos a qué distancia se encuentra realmente el submarino del nivel del mar,
graficamente. Matematicamente, podria resolverlo asi. Tendriamos menos tantos pies, menos
otros tantos pies, mas tantos pies hacia arriba. Ya con la simbologia. (Jorge, Extracto de la
entrevista, 29 de abril de 2023).

En este fragmento de entrevista, se puede evidenciar el conocimiento que tiene el profesor
sobre procedimientos que se llevan a cabo al resolver un problema de adicion con enteros,

heuristicas para resolver este problema tal como utilizar un gréafico y conoce ademas elementos
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auxiliares tales como los vectores que le sirven para la resolucion de estos problemas. Por tanto, se
evidencia una relacion entre el conocimiento de como se resuelve el problema planteado
(Procedimientos, KoT), estrategias heuristicas de resolucidn de problemas (La préactica de resolver
problemas, KPM) y el conocimiento de los vectores (Conexiones auxiliares, KSM). De esta forma,

se evidencia una relacion intra-dominio entre categorias del dominio MK.

Tabla 29. Descriptores y categorias evidenciadas del KoT y KSM.

Subdominios KoT KPM KSM
. - La practica de resolver . -
Categorias Procedimientos P Conexiones auxiliares
problemas
Conoce procedimientos Conoce la estrategia ~ Conoce y utiliza vectores
involucrados en la resolucion de heuristica de utilizar como un elemento
Descriptores  problemas aditivos con nimeros un gréfico para auxiliar para la
enteros relacionados con resolver un problema  resolucion de problemas
movimientos en un eje vertical. aditivo con enteros. aditivos con enteros.
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4.3. Interpretacion de las relaciones encontradas

En primera instancia, los resultados de esta investigacion dejan en evidencia el
conocimiento especializado que emplean dos profesores de matematicas en el disefio de una
planeacion de clase sobre resolucion de problemas aditivos con nimeros enteros y como este
conocimiento se relaciona con otros conocimientos. Por un lado, la profesora mexicana evidencio
su conocimiento didactico sobre: Secuenciacion de temas (2), Nivel de desarrollo conceptual o
procedimental esperado (1), Expectativas de aprendizaje (1) (KMLYS); Fortalezas y dificultades en
el aprendizaje de las matemaéticas (3), Formas de interaccién con un contenido matemaético (2),
Aspectos emocionales en el aprendizaje de las matematicas (1) (KFLM); Estrategias, técnicas
tareas y ejemplos (3), Recursos de ensefianza (2) (KMT). Ademas, evidencié su conocimiento
matematico sobre: Conexiones auxiliares (3) (KSM); Definiciones, propiedades y fundamentos (2),
Fenomenologia y aplicaciones (2), Procedimientos (1) (KoT); y La préctica de resolver problemas
(KPM); los numeros colocados al final de cada categoria evidenciada indican en cuantas relaciones
esta presente dicha categoria. De este modo, podemos notar que el dominio que mas evidencio la
profesora mexicana fue el dominio del conocimiento didactico del contenido (ver Figura 22).
Ademaés, el subdominio que méas se evidencié fue el subdominio del conocimiento de las
caracteristicas de aprendizaje de las matematicas (KFLM), el cual guardo relaciones con los demas

subdominios de conocimiento, asi como también evidencio relaciones intra-subdominio.

Figura 22. Conocimiento evidenciado por la profesora mexicana
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Fuente: Elaboracién propia

La Figura 22 muestra a través de tonalidades azul y rojo la frecuencia en que aparece cada
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subdominio en las diferentes relaciones observadas en el conocimiento de la profesora mexicana,
los subdominios del MK estan representados con colores de tonalidad roja de mayor a menor
intensidad dependiendo de la frecuencia en que aparecieron, siendo el color méas fuerte el
subdominio que evidencié mayor nimero de relaciones, y siendo el subdominio de color més bajo
aquel que evidencio menor nimero de relaciones; asimismo el dominio PCK esta representado por
tonalidades azules.

Por otro lado, el profesor colombiano evidencié su conocimiento didactico sobre:
Secuenciacion de temas (2), Nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado (2) (KMLYS);
Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las matematicas (2), Formas de interaccién con un
contenido matematico (4), Aspectos emocionales en el aprendizaje de las matematicas (2) (KFLM);
Estrategias, técnicas tareas y ejemplos (5), Recursos de ensefianza (1), Teorias de ensefianza (1)
(KMT). Asimismo, evidencié su conocimiento matematico sobre: Conexiones de complejizacion
(1), Conexiones de simplificacion (1), Conexiones auxiliares (1), Conexiones transversales (1)
(KSM); Definiciones, propiedades y fundamentos (6), Fenomenologia y aplicaciones (2),
Procedimientos (2), Registros de representacion (2) (KoT); La practica de demostrar (1), La
practica de resolver problemas (2), y El papel del lenguaje matematico (3) (KPM). De esta forma,
podemos notar que ambos dominios se evidenciaron casi igualmente (ver Figura 23), sin embargo,
el subdominio que guardé mayor nimero de relaciones ya fuese con otros subdominios o consigo

mismo fue el subdominio del conocimiento de los temas (KoT).

Figura 23. Conocimiento evidenciado por el profesor colombiano
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Fuente: Elaboracion propia
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4.3.1. Relaciones intra-subdominio

Primeramente, en lo que respecta al conocimiento de los profesores se pudieron encontrar
relaciones entre categorias de un mismo subdominio. En el conocimiento de Leticia se evidenciaron
relaciones intra-subdominio en el KMLS con las categorias de secuenciacion de temas y nivel de
desarrollo conceptual o procedimental esperado (RIS1). De ahora en adelante se utilizara la sigla
“RIS” para referirnos a “relaciones intra-subdominio”, ademas esta ird seguida de un nimero que
servira para enumerar las relaciones. También, se identificd una relacion al interior del KFLM con
las categorias de fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las matematicas y la categoria de
formas de interaccion con un contenido matematico (R1S2), luego, se identificé la relacion en el
KMT de Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos con la categoria de Recursos de ensefianza (RIS3),
y, por ultimo, se evidencio, la relacion en el subdominio KoT entre las categorias procedimientos
y Definiciones, propiedades y sus fundamentos (R1S4). Podemos notar que no se evidenciaron
relaciones al interior de los subdominios KPM y KSM (ver Figura 24). Cabe resaltar que, para la
elaboracion de los gréficos correspondientes a las relaciones encontradas en el conocimiento de la

profesora mexicana se utilizaron los colores correspondientes a cada subdominio de la Figura 22.

Figura 24. Relaciones intra-subdominio en el conocimiento de la profesora mexicana

*Secuenciacién de temas

RIS1 *Nivel de desarrollo conceptual o procedimental KMLS
esperado

*Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de

las matemdticas
_ » _ KFLM
*Formas de interaccidén con un contenido

Relaciones matematico

Intra-

Subdominio
°Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos KMT
*Recursos de ensefianza

*Procedimientos
- .. . -~ KOT
*Definiciones, propiedades y sus fundamentos

Fuente: Elaboracion propia
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En el conocimiento de Jorge se evidenciaron relaciones intra-subdominio en el KSM con
las categorias Conexiones transversales y Conexiones de complejizacion (RIS1), ademas, se
identificé una relacion al interior del KFLM con las categorias de Aspectos emocionales del
aprendizaje de las matematicas y la categoria de Formas de interaccion con un contenido
matematico (RIS2). Luego, se identificaron dos relaciones en el KoT, la primera, donde se
relacionaron las categorias de Definiciones, propiedades y sus fundamentos y Fenomenologia y
aplicaciones (RIS3), y la segunda, donde se relacionaron las categorias Procedimientos y Registros
de representacion (RI1S4). Ahora bien, nétese que no se evidenciaron relaciones al interior de los
subdominios KMLS, KMT y KPM (ver Figura 24). Cabe resaltar que, para la elaboracion de los
graficos correspondientes a las relaciones encontradas en el conocimiento del profesora

colombiano se utilizaron los colores correspondientes a cada subdominio de la Figura 23.

Figura 25. Relaciones intra-subdominio en el conocimiento del profesor colombiano
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AN
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. . X
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*Procedimientos KoT
]
°Registr05 de representacién

Fuente: Elaboracion propia
Podemos notar que, en el caso de Leticia predominaron las relaciones intra-subdominio en
el dominio PCK, sin embargo, en el caso de Jorge resaltaron este tipo de relaciones en el dominio
MK, en el caso de ambos profesores no surgieron relaciones al interior del subdominio KPM, y
aungue ambos evidencian relaciones al interior de los subdominios KFLM y KoT no comparten

las relaciones entre categorias de estos dominios.
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4.3.2. Relaciones intra-dominio

En lo que respecta al conocimiento de los profesores también se pudieron encontrar
relaciones entre categorias de subdominios de un mismo dominio. En el conocimiento de Leticia,
se evidenciaron relaciones intra-dominio que involucran algunas relaciones intra-subdominio antes
mencionadas (ver Figura 24). Sin embargo, se encontr6 una relacién que no involucra una relacién
intra-subdominio, como es el caso de la relacion entre la categoria Secuenciacion de temas del
KMLS y la categoria Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las matematicas del KFLM, a
esta relacion la llamaremos RID1, de ahora en adelante se utilizara la sigla “RID” para referirnos
a “relaciones intra-dominio”, ademas esta ird seguida de un namero el cual servird para enumerar
las relaciones. Ahora bien, tenemos las relaciones intra-dominio que estan conformadas ademas
por una relacion intra-subdominio, las cuales son: la RIS2 (relacion entre categorias del KFLM)
que se relaciona con la categoria Expectativas de aprendizaje del KMLS, formando la RID2.
También tenemos la RIS3 (relacion entre categorias del KMT) que se relaciona con la categoria
Aspectos emocionales del aprendizaje de las matematicas del KFLM, formando la RID3. En tercer
lugar, tenemos la RIS4 (relacion entre categorias del KoT) la cual se relaciona con la categoria
Conexiones auxiliares del KSM, formando la RID4. No obstante, no se evidenciaron relaciones

intra-dominio que involucraran el subdominio KPM (ver Figura 26).

Figura 26. Relaciones intra-dominio en el conocimiento de la profesora mexicana

Secuenciacion de temas KMLS
* L Fortale%a.s y dificultades en el aprendizaje de las KFLM
matemiticas

Expectativas de aprendizaje KMLS

Relaciones

Intra-

Dominio

Aspectos emocionales del KFLM
aprendizaje de las maremdricas

Conexiones auxiliares KSM

Fuente: Elaboracion propia
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En el conocimiento de Jorge se evidenciaron relaciones intra-dominio en el MK y PCK con
los diferentes subdominios. En el caso del MK se evidenciaron tres relaciones entre el KoT vy el
KPM, primeramente, se encontrd una relacion que involucraba la relacién intra-subdominio RIS3
(ver Figura 25). Estas categorias del KoT se relacionaron con la categoria El papel del lenguaje
matematico del KPM, formando la RID1. También se relacion6 la categoria Definiciones,
propiedades y sus fundamentos del KoT con la categoria El papel del lenguaje matematico del
KPM (RID2). Ademas, se tuvo la relacion entre las categorias Registros de representacion del KoT
y La préactica de resolver problemas del KPM (RID3). Por ultimo, se tiene la RID8 que involucra
las categorias Procedimientos del KoT, La préactica de resolver problemas del KPM y Conexiones
auxiliares del KSM (ver Figura 27). Cabe notar, que la enumeracion de las relaciones es

consecuente con el orden en que aparecen las relaciones en el transcurso de la entrevista realizada.

Figura 27. Relaciones intra-dominio en el conocimiento matematico del profesor colombiano

El papel del lenguaje matemdrico, KPM

@ [Definiciones, propiedades y sus fundamentos [ KoT ]

El papel del lenguaje matemitico KPM
Relaciones
Intra-
Dominie [Registros de representacion [ KoT ]
MK /

La prictica de resolver problemas KPM
[ Procedimientos [ KoT ]

3 / La prictica de resolver problemas KPM

Conexiones auxiliares KSM

Fuente: Elaboracién propia
Por otro lado, en el PCK, se evidenciaron relaciones entre el KMT con los subdominios
KFLM y KMLS. Inicialmente, se relacionaron las categorias Fortalezas y dificultades en el
aprendizaje de las matematicas del KFLM vy Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos del KMT
(RID4). Luego, se tiene la relacion entre el Nivel de desarrollo conceptual o procedimental
esperado del KMLS vy las Teorias de ensefianza de las matematicas del KMT (RID5). De forma

similar, se tiene la relacion entre las categorias Secuenciacion de temas del KMLS vy Estrategias,
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técnicas, tareas y ejemplos del KMT (RID6). Posteriormente, se tiene la RID7 que involucra las
categorias Formas de interaccion con un contenido matematico del KFLM y Estrategias, técnicas,

tareas y ejemplos del KMT (ver Figura 28).

Figura 28. Relaciones intra-dominio en el conocimiento didactico del profesor colombiano

Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las
matemadticas KFLM

Estrategias, técnicas, tareas y ejemples KMT

Nivel de desarrollo conceptual o procedimental

KMLS
esperado
RIDs
Teorias de ensefianza de las matemadrticas KMT
Relaciones
Intra-
Dominio Secuenciacién de temas KMLS
PCK
RIDG
Estrategias, técnicas, tareas v €j emplos KMT
Formas de interaccién con un contenido
matemdtico KFLM
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos KMT

Fuente: Elaboracién propia

Podemos notar que, en el caso de Leticia predominaron las relaciones intra-dominio en el
dominio PCK, debido a que algunas estaban conformadas por relaciones intra-subdominio
anteriores, en el MK surgio la relacion entre KSM y KoT, pero no surgié el KPM. En el caso de
Jorge surgieron relaciones intra-dominio entre los diferentes subdominios de cada dominio, por un
lado, en el MK el subdominio KoT se relaciond con el KPM en tres relaciones distintas y se
relacion6 una vez con el subdominio KSM, por otro lado, en el PCK el KMT evidencié dos
relaciones con el KMLS y dos relaciones con el KFLM. Es importante resaltar que, los profesores
comparten una relacién intra-dominio un poco similar, la cual es la RID4 de Leticiay la RID8 de
Jorge, sin embargo, en esta relacion Leticia evidencia ademas la categoria de Definiciones,

propiedades y sus fundamentos.
4.3.3. Relaciones inter-dominio

Finalmente, en el conocimiento de los profesores se pudieron encontrar ademas relaciones
entre categorias de subdominios de diferentes dominios. En el conocimiento de Leticia, se encontrd
una relacién que involucraba la relacion intra-dominio RID1 (ver Figura 26). Estas categorias del
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KMLS y KFLM se relacionaron con la categoria Conexiones auxiliares del KSM. Del mismo
modo, categorias del KFLM tales como Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las
matematicas y Formas de interaccion con un contenido matematico se relacionaron con las
categorias La practica de resolver problemas del KPM y Fenomenologia y aplicaciones del KoT
respectivamente. Ademas, se encontraron relaciones entre el KMT y KoT, donde se relacionaron
la categoria de Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos con la categoria Definiciones, propiedades
y sus fundamentos, y luego, se relacionaron las categorias Recursos de ensefianza y Fenomenologia
y aplicaciones (ver Figura 29). Se observa que, no surgieron relaciones entre el KMLS con el KPM
y KoT, y entre el KMT con el KPM. Siendo el KFLM el dnico subdominio que se relacion6 con

todos los demas subdominios de conocimiento en el caso de la profesora Leticia.

Figura 29. Relaciones inter-dominio en el conocimiento de la profesora mexicana

KMLS Secuenciaciéon de temas /Conexiones auxiliares KSM
Fortalezas y dificultades en el
aprendizaje de las matematicas La préctica de resolver KPM
: ~ roblemas
Formas de interaccion con un P
contenido matemadtico
i ~ - - -
Estrategias, técnicas, tareas y Definiciones, propiedades
KMT ejemplos y sus fundamentos

e ’
Fenomenologia y
aplicaciones

-

Recursos de ensenianza

Fuente: Elaboracién propia

En el conocimiento de Jorge, se encontraron relaciones inter-dominio que involucraban
relaciones intra-subdominio y relaciones que involucraban relaciones intra-dominio. Primero, se
tiene la RIS1 (ver Figura 25) la cual se relaciona con la categoria del KMLS Nivel de desarrollo
conceptual o procedimental esperado. Luego, se tiene la RIS4 (ver Figura 25) la cual se relaciona
con la categoria Recursos de ensefianza del KMT. Seguido, tenemos la RID4 (ver Figura 28) la
cual se relaciona con la categoria Definiciones, propiedades y sus fundamentos del KoT. Por otro
lado, la categoria Secuenciacion de temas del KMLS se relaciona con la categoria El papel del
lenguaje matematico del KPM. En adicion, la categoria Aspectos emocionales en el aprendizaje de
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las mateméticas del KFLM se relaciona con la categoria La practica de demostrar del KPM.
También, se evidencid la relacion entre la categoria Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de
las matematicas del KFLM y la categoria Conexiones de simplificacion del KSM. Por su parte la
categoria Definiciones, propiedades y sus fundamentos del KoT también se relaciona dos veces
con las categoria Formas de interaccion con un contenido matematico del KFLM (por esto se
coloca (2) sobre la linea naranja en el gréfico para simbolizar que la relacion se presenta dos veces)
y ademas se relaciona con la categoria Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos del KMT. Por ultimo,
se relaciona la categoria Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos del KMT con la categoria
Fenomenologia y aplicaciones del KoT (ver Figura 30). Se observa que, no surgieron relaciones
entre el KMLS con el KoT, y entre el KMT con el KSM y KPM . Siendo el KoT y el KPM los
subdominios que se relacionaron con la mayoria de los otros subdominios, en el caso del profesor

Jorge.

Figura 30. Relaciones inter-dominio en el conocimiento del profesor colombiano

Conexiones transversales
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KMLS \ RISI
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Fuente: Elaboracién propia
Podemos notar que, en ambos profesores, la mayor cantidad de relaciones fueron inter-
dominio, aunque en ninguno de ellos surgio la relacion KMT y KPM. Es de suma importancia
mencionar que los profesores compartieron la relacion inter-dominio KMT y KoT, la cual esta
simbolizada con una linea morada en las Figuras 29 y 30, lo que indica que ambos profesores
utilizan diferentes estrategias, ejemplos o0 analogias para la ensefianza y construccion de

definiciones, propiedades y reglas de la adicion de los numeros enteros.



Conclusiones

En esta investigacion pudimos observar las diferentes relaciones que pueden surgir entre
conocimientos del modelo MTSK en el disefio de una planeacion de clase sobre resolucion de
problemas aditivos con nimeros enteros, desde dos perspectivas diferentes. En este caso, notamos
que, aunque los dos profesores contaban con una formacién de maestria en educacion matematica,
en el caso de la profesora mexicana, que contaba ademas con una licenciatura en matematicas, esta
dejo ver mayormente su conocimiento didactico y relaciones al interior de este dominio con el

dominio matematico, esto puede deberse a su formacion de posgrado.

Por su parte, el profesor colombiano dej6 ver ambos conocimientos, tanto el matematico
como el didactico, y evidencié mayor nimero de relaciones entre conocimientos, esto puede
deberse a los afios de experiencia laborando como docente, ademas, otro factor que influyé en la
diferencia de relaciones fue la cantidad de semanas planificadas, pues la profesora mexicana
planificé una semana de clase, en cambio, el profesor colombiano planificé tres semanas. En
adicion, un factor que también influyé en las diferencias de relaciones entre categorias de
subdominios presentadas fue el contexto en el que se desenvuelven los profesores, en este caso el
contexto mexicano y el colombiano respectivamente, ademas de la cantidad de estudiantes que
atiende cada profesor, asi como los curriculos que rigen a cada pais y los estandares que toma en
cuenta la institucién en la que laboran. Sin embargo, en ambos casos se presentaron mayormente
relaciones inter-dominio lo que indica que el conocimiento didactico del profesor de matematicas
es inherente a su conocimiento matematico, es decir, que el profesor de matematicas utiliza su
conocimiento de estandares, de la ensefianza y del aprendizaje para poder llevar a la practica

matematica todos estos temas y ademas establecer conexiones entre ellos.

Por otro lado, notamos también que ambos profesores compartieron la relacion intra-
dominio KoT y KSM (procedimientos; conexiones auxiliares), debido a que ambos profesores
utilizan auxiliares tales como la recta numérica y los vectores para llevar a cabo procedimientos de
resolucion de problemas aditivos con enteros. Ademas, compartieron la relacion inter-dominio
KMT y KoT (Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos; Definiciones, propiedades y sus
fundamentos) donde utilizaron su conocimiento de estrategias y ejemplos para la construccion de
definiciones y propiedades de los nimeros enteros con sus estudiantes. Adicionalmente, los

profesores coincidieron en evidenciar algunas relaciones entre subdominios, aunque en estas
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relaciones no se evidenciaron las mismas categorias de conocimiento en los profesores, tales
relaciones fueron: relaciones al interior del KFLM y KoT, relaciones intra-dominio entre el KFLM
y KMT, relaciones inter-dominio entre el KFLM y KPM; KFLM y KoT; y entre el KMT y KoT.

Cabe resaltar que, algunas relaciones no se presentaron en ninguno de los dos profesores,
tales como relaciones intra-subdominio en el KPM, 'y relaciones inter-dominio entre el KMLS y
KoT; y entre el KMT y KPM. Ademas, aunque el profesor colombiano mostr6 variedad de
relaciones intra-dominio en el MK y el PCK, no evidencid la relacion KFLM y KMLS la cual si

fue evidenciada por la profesora mexicana.

Respecto a las categorias de los subdominios del modelo MTSK, no se encontro evidencia
de relacion de las categorias Teorias de ensefianza de las matematicas (KFLM) y La practica de
definir (KPM). Un aspecto a considerar fue el surgimiento de relaciones entre el subdominio KPM
con los subdominios KMLS, KFLM, KoT y KSM, debido a que se encuentra poco documentado
el estudio de relaciones con este subdominio. Cabe resaltar que, ambos profesores evidenciaron
otros conocimientos especializados, pero solo se tuvieron en cuenta aquellos conocimientos que
evidenciaron una relacion entre categorias de conocimiento. No obstante, en ambos profesores se

evidencio conocimiento de los diferentes subdominios del modelo.

En lo que respecta al tema de resolucion de problemas aditivos con nimeros enteros, los
resultados de esta investigacion permitiran dotar al profesor de matematica de diferentes
conocimientos relacionados con la ensefianza, el aprendizaje y los estandares de aprendizaje de las
matematicas y su utilidad para llevar los conocimientos matematicos al aula de clase; la variedad
de relaciones permite ver los diferentes aspectos que se deben tener en cuenta para la planificacion
de este tema, siendo un instrumento que puede servir para que los profesores de matematicas
ayuden a sus estudiantes a superar dificultades con la resolucién de problemas y con la adicién de
nameros enteros (Becerra et al., 2012; Socas et al., 2014). Asi como también dotarlo de estrategias,
recursos de ensefianza, teorias, formas de despertar el interés en sus estudiantes, temas que sirven
como conexion para la ensefianza del tema, propiedades, definiciones y formas de proceder en

matematicas.

En cuanto a los instrumentos de recoleccion de datos utilizados en esta investigacion, la

planeacién de clase fue un instrumento Optimo y propicio para estudiar el conocimiento que el
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profesor pone en juego en su intencion de ensefianza, puesto que permitié identificar indicios y
oportunidades de investigacion que luego se indagaron en la entrevista semiestructurada. Aunque
se han reportados trabajos que utilizan la planeacién de clase como instrumento de recoleccién de
datos en el modelo MTSK, este estudio aporta una perspectiva acerca de como puede utilizarse el
conocimiento matematico y didactico para la ensefianza de la adicion de nimeros enteros a traves

de la resolucion de problemas, el cual ain no ha sido reportado en la literatura cientifica.

Asimismo, la entrevista semiestructurada fue un instrumento idéneo para indagar en los
subdominios de conocimiento de los profesores, basados en los indicios de conocimiento y en las
oportunidades de investigacion plasmados en la planeacion de clase o durante la entrevista. ES
decir, por un lado, se pudieron convertir estos indicios en evidencias de conocimiento y, por otro
lado, las oportunidades sirvieron para indagar en conocimientos especificos tales como el de la

practica matematica.

Adicionalmente, gracias a la estrategia de solicitar una planeacion de clase de este objeto
aritmético (nimeros enteros) basada en la resolucion de problemas aditivos, se pudo evidenciar
conocimiento de los profesores sobre la resolucién de problemas como una practica matematica y
como una estrategia de ensefianza de las matematicas. Ademas, se pudo indagar en las heuristicas

que utilizan los profesores cuando llevan a cabo procedimientos de resolucién de problemas.

Por ultimo, se invita a la comunidad de educacion matematica a desarrollar investigaciones
que utilicen la planeacién de clases como un instrumento para estudiar el conocimiento
especializado del profesor de matematicas, frente a la resolucion de problemas de otros objetos
matematicos especificos. También al establecimiento de las diferentes relaciones que puedan surgir
entre los subdominios del modelo MTSK, con la finalidad de entender mejor el modelo y poder
observar aspectos concretos del conocimiento, es decir, como se dan las relaciones en el caso de la
resolucion de problemas de objetos matematicos especificos sean aritméticos, algebraicos
geométricos, estadisticos, etc. Debido a que estos, nos permitiran generar distintas perspectivas o
formas de conocer los contenidos matematicos para saber usarlos como objeto de ensefianza-
aprendizaje (Escudero-Avila et al., 2017). Ademas, también sean un aporte a la formacion de
profesores de matematicas, y que los profesores en formacidn adquieran estos conocimientos y

desarrollen estas relaciones.
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AnNexos

Anexo 1: Planeacion de clase de resolucion de problemas aditivos con nimeros enteros de la

profesora mexicana

https://drive.google.com/file/d/1dZSyCag42pm-rLy2rPjogk2cfRAhRgh91/view?usp=sharing

Anexo 2: Planeacion de clase de resolucion de problemas aditivos con ndmeros enteros del

profesor colombiano

https://drive.google.com/file/d/1ym3i-WNelSpClVnjG60QlewlW10500tB/view?usp=sharing

Anexo 3: Cuestionario aplicado a la profesora mexicana en la entrevista semiestructurada

https://drive.google.com/file/d/1gNF [Ehzys5IlcpFLTPufbNzTxI60Fbix/view?usp=sharing

Anexo 4: Cuestionario aplicado al profesor colombiano en la entrevista semiestructurada

https://drive.google.com/file/d/10ucS3BXZ50p0cUDQteb0uhKhLF5t6 mR/view?usp=sharing

Anexo 5: Transcripcion de la entrevista semiestructurada de la profesora mexicana

https://drive.google.com/file/d/1jWpd00WY MmcVp2 uxBvfWQNuaW9C5sP/view?usp=sharing

Anexo 6: Transcripcion de la entrevista semiestructurada del profesor colombiano

https://drive.google.com/file/d/1kVJIyUY6LDF6gvtSOImMHTg2LG41KG6ipv/view?usp=sharing

Anexo 7: Indicadores generales y especificos de las categorias de los subdominios del modelo

MTSK sobre la resolucién de problemas aditivos con nmeros enteros.

https://drive.google.com/file/d/IWIC6r561g2 AM1GLotuWzJCZ0yWM Ipyi4/view?usp=sharing
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