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INTRODUCCION

El concepto de infinito esta tedricamente entrelazado con casi todas las ramas de las matematicas
(Tall, 2001a). Segun Hannula et al., (2006) “El infinito actual no se puede conceptualizar solo a
través del proceso infinito potencial, sino que requiere la conceptualizacién de un punto final del
proceso” (p. 321). Ademas, como lo muestra el trabajo de Manfreda Kolar y Cadez (2012), existe
una tendencia a interpretar el problema con el infinito potencial y no con el infinito actual en

maestros que a la vez transmiten este conocimiento a sus alumnos.
En Tall y Tirosh (2001) se menciona que:

John Monaghan [observa] (...) dos peligros potenciales (...) que pueden afectar la
investigacion sobre las ideas de infinito de los jovenes. Primero, el mundo real es finito y
no hay referentes reales para el discurso sobre el infinito. (...) El segundo, (...) tiene que
ver con los significados del lenguaje utilizado cuando se habla con el nifio sobre el infinito
(p.134).

En investigaciones entre estudiantes y profesores en formacion se ha evidenciado la existencia de
comprensiones incompletas en expresiones del tipo 0.999 ... = 1 (Diaz-Espinoza et al., 2023;
Dubinsky et al., 2005b; Juter, 2019; Kattou et al., 2010; Schwarzenberger y Tall, 1978; Vinner y
Kidron, 1985; Wistedt y Martinsson, 1996; Yopp et al., 2011). En Diaz-Espinoza et al. (2023)

concluyen que el profesor no tiene una imagen clara de infinito; se tiene una resistencia a aceptar

la igualdad 0.999 ... =1y que el efecto de redondeo surge como argumento para aceptar la
igualdad 0.999 ... = 1; ademas, la creencia de que un proceso infinito debe tener un final en la
realidad.

Festinger (1957, como se citd en Yopp et al., 2011) sugiere que “la incomodidad causada por la
inconsistencia o contradiccion logica motiva a un individuo a modificar sus creencias y acercarse
a la realidad” (p.306). Ademas, “La reflexion, en el sentido de prestar atencion consciente a las
operaciones que se realizan, es una parte importante tanto del aprendizaje como del conocimiento”

(Asiala et al., 1996, p. 6).

Recientemente, en Kratka et al. (2021) se proponen cuatro concepciones del infinito: natural,

potencial, posicion omega-épsilon y actual. Como se ha mencionado lineas arriba, en la literatura
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estan presentes investigaciones que abordan el infinito potencial y actual, por mencionar algunos,
en Kidron y Tall (2015) se describe “desde la época griega, la concepcion natural del infinito es el
concepto de infinito potencial, incluyendo la posibilidad ilimitada de contar o la posibilidad de
dividir un intervalo en partes sucesivamente mas pequefias” (p. 186). También, Singer y Voica
(2008) senalan que “el infinito potencial es funcional y natural en los nifos” (p. 200), dando pauta
al infinito natural como una fase previa al infinito potencial. De manera similar, Cihlar et al. (2015)
proponen la posicion omega-épsilon del infinito como una fase previa del infinito actual. Ademas,
concluyen que es necesario ampliar las concepciones acerca del infinito que presentan los

estudiantes.

La mayoria de las investigaciones existentes no funcionan con un concepto de infinito que
encajaria en la posicion omega-épsilon. Por lo tanto, los estudiantes cuyas ideas no se
corresponden con la concepcion del infinito natural o el infinito actual a menudo se

clasifican en la concepcion del infinito potencial. (Kratka et al., 2021, p. 19)

Particularmente, en un estudio realizado con profesores en servicio se hallé que cerca del 72% de
los docentes tienen una imagen del infinito como proceso sin fin (infinito potencial) y sélo el 28%

definen el infinito como un objeto (infinito actual) (Kattou et al., 2010, p. 1775).

Esto sienta las bases de la investigacion con el propésito de disefiar e implementar un taller que
mejore las concepciones de los profesores acerca del infinito, ya que “el taller procura que la

practica se transforme en estimulo para la reflexion tedrica” (Ander-Egg, 1999, p. 39).

En el capitulo 1 se definen las preguntas de investigacion, los objetivos y la justificacion de la
investigacion. En el capitulo 2 se habla de las cuatro concepciones presentes en estudiantes y que
han sido reportadas recientemente en la literatura: infinito natural, infinito potencial, posicion
omega-épsilon e infinito actual. Ademas, se exponen autores que han trabajado con la teoria del
cambio conceptual y que sentaron las bases de esta investigacion como forma de superar las

concepciones del infinito en profesores.

En el capitulo 3 se propone el método utilizado en la investigacion que, como advierte el titulo
mismo, es un taller como intervencién para lograr el cambio conceptual en los profesores de

matematicas de bachillerato acerca del infinito. De igual manera, se exponen resultados previos
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que se obtuvieron en el estudio piloto como validacion del instrumento de pretest y postest. Este
instrumento seré el encargado, mediante un pretest y un postest, de permitir analizar el impacto del

taller como intervencion para el cambio conceptual del infinito en los profesores.

En el capitulo 4 se muestran los resultados obtenidos en el pre y post test y se discuten las respuestas
de dos profesores en particular que, desde el punto de vista del autor, permiten observar la

evaluacion de los argumentos y la profundidad en la comprension del infinito.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan conclusiones generales de esta investigacion que fueron
relevantes y las limitaciones que se presentaron. Ademas de las sugerencias a futuro para continuar

trabajos de investigacion en esta misma linea.
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Capitulo 1
1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Problematica de estudio

El infinito es un concepto clave en el proceso cognitivo y merece un mayor anlisis dentro de la
psicologia cognitiva (Fischbein et al., 1979). Se puede ver en la literatura existente que en los
ultimos afios se ha estudiado las concepciones del infinito, particularmente, en el Volumen 48,
NUmeros 2-3 de la revista Educational Studies in Mathematics reservada exclusivamente al estudio
del infinito, por mencionar algunas, las investigaciones de Fischbein (2001), Monaghan (2001),
Tall (2001a) y Tall y Tirosh (2001).

Alrededor de los afos de 1980’s a la actualidad se han presentado multiples investigaciones acerca
del infinito trabajando con estudiantes y profesores ya sea en formacion o en servicio. A grandes
rasgos, y amodo de ejemplificar, algunos de los trabajos de investigacion acerca del infinito pueden
clasificarse en: estudio de paradojas que involucran al infinito (Dubinsky et al., 2005a; Mamolo y
Zazkis, 2008; Medina Ibarra et al., 2019; Roa-Fuentes y Oktac, 2014; Waldegg, 2005), del estudio
de laexpresion 0.999 ... = 1 (Angeles-Navarro y Pérez-Carreras, 2010; Diaz-Espinoza et al., 2023;
Eisenmann, 2008; Hannula et al., 2006; Mena-Lorca et al., 2015; Wistedt y Martinsson, 1996;
Yopp etal., 2011), de problemas de series y sucesiones al infinito (Kidrony Tall, 2015; Monaghan,
2001; Schwarzenberger y Tall, 1978), de la comparacién de conjuntos infinitos (Homaeinejad et
al., 2021; Kattou et al., 2010; Singer y Voica, 2003; Tsamir, 1999), de problemas geométricos que
involucran al infinito (Cihlaf et al., 2009; Fischbein et al., 1979; Kratka, 2013; Tall, 1980; Tall y
Tirosh, 2001), el infinito en el célculo diferencial e integral (Villabona Millan et al., 2022;
Wijeratne y Zazkis, 2015), o combinaciones de algunas de las anteriores (Belmonte y Sierra, 2011;
Cihlafr et al., 2015; Juter, 2019; Kratka et al., 2021; Luis et al., 1991; Manfreda Kolar y Cadez,
2012; Zippin, 1962).

Seglin Manfreda Kolar y CadeZ (2012) “el infinito potencial esta relacionado con un proceso
continuo sin fin” y, por otro lado, “el infinito actual atribuye una entidad finita a este proceso
infinito” (p. 390). Estudios demuestran que hay limitaciones en el proceso de construccion del

infinito actual ya que los estudiantes y profesores se forman una imagen mental del infinito solo
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como un proceso interminable (infinito potencial) y no logran darse cuenta que el infinito actual
no es un numero, sino un objeto (Date-Huxtable et al., 2018; Dubinsky et al., 2005a; Kattou et al.,
2010; Tall y Tirosh, 2001; Wistedt y Martinsson, 1996).

Montes et al. (2014) mencionan que:

Un panorama amplio de los contenidos curriculares nos lleva a preguntarnos si la formacion
docente debe contemplar la inclusion de aspectos matematicos, ademés de consideraciones
didacticas, para que los docentes conozcan y comprendan la infinidad cuando se presente
en el curriculo, y, mas significativamente, sean capaces de reconocerlo como una presencia
latente subyacente a una serie de temas matematicos. (...) Los docentes deben tener un buen
conocimiento préctico de las etapas por las que deben pasar los alumnos para alcanzar la
comprension del infinito. (...) [Ademas,] los profesores también deben saber cémo
introducir el concepto a su clase de tal manera que no limite el desarrollo de sus alumnos.
(p. 234)

De ahi que es importante que el profesor en servicio y en formacion desarrolle una profunda
comprension del concepto de infinito, es decir, realice conexiones entre el infinito natural,
potencial, posicion omega-épsilon y actual en ejemplos de la vida diaria con sus estudiantes (Singer
y Voica, 2003). Como afirma Manfreda Kolar y Cadez (2012) “solo sobre la base de un
conocimiento sélido y amplio puede un profesor adquirir la confianza necesaria para afrontar

nuevos retos y satisfacer las necesidades de los alumnos curiosos” (p. 399).

Esto lleva a plantear la siguiente pregunta: ;Cémo realizar un cambio conceptual de las
concepciones erroneas presentes en profesores de matematicas de bachillerato en servicio sobre el

concepto de infinito?
1.2 Objetivo general

Explorar el impacto de un taller que permita un cambio conceptual en profesores de matematicas

de bachillerato en servicio acerca del concepto de infinito.
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1.2.1 Objetivos especificos

e Analizar las concepciones que tienen profesores de matematicas en servicio acerca del
concepto de infinito.

e Categorizar las concepciones que tienen profesores de matematicas en servicio acerca
del concepto de infinito.

e Probar un taller como instruccion para desarrollar un cambio conceptual en profesores

de matematicas en servicio acerca del concepto de infinito.
1.3 Preguntas de investigacion

e ;COmo son las concepciones que tienen profesores de matematicas en servicio acerca
del concepto de infinito?
e ;Qué impacto tiene un taller para modificar las concepciones que tienen profesores de

matematicas en servicio acerca del concepto de infinito?
1.4 Justificacion

El infinito es un elemento intrinseco a las matematicas escolares, con frecuencia no explicito, que
requiere un enfoque mas alla de la consideracidn del proceso por el cual se aprende (Montes et al.,
2014).

En un estudio de Kattou et al., (2010) se encontr6 que cerca del 42% de los profesores opinan que
la igualdad 0.333 ... = § es correcta, mientras que alrededor del 5% de esos mismos profesores

aceptan como correcta la igualdad 0.999 ... = 1 (p. 1777). Este contraste en los porcentajes refleja
que los profesores estan mas familiarizados con representaciones decimales periddicas infinitas de

fracciones, que con representaciones decimales periodicas infinitas de nimeros naturales. Esto
. , , . . 1
puede explicarse ya que “puede ser mas facil aceptar, por ejemplo, que 0.333 ... = 3 ya que

ninguno de ellos es un nUmero entero y una representacion no parece ser mas pequefia que la otra,

como lo hace 0.999 ... en comparacion con 17 (Juter, 2019, p. 84).

En el mismo sentido, Juter (2019) hallo que los estudiantes no consideran que 0.999 ...y 1 son

representaciones del mismo numero. En contraste, una minoria de los estudiantes en dicha
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investigacion no estan de acuerdo con que 0.999 ... y 1 sean numeros diferentes, lo que revela
creencias incoherentes entre los estudiantes restantes, ya que, casi todos los estudiantes que
afirmaron que no hay nimeros entre 0.999 ...y 1, y que son nimeros diferentes, también afirmaron
que hay numeros entre dos numeros diferentes cualesquiera. Asi, la propia naturaleza discreta de
los nimeros naturales entra en conflicto con nuevas representaciones para dichos nimeros, en otras
palabras, “el hecho de que las representaciones 0.999 ... y 1 difieran tanto en apariencia puede
aumentar el conflicto cognitivo” (Juter, 2019, pp. 83-84). Como mencionan Yopp et al. (2011), la
idea de que “creen que uno es un todo, es decir, que se puede expresar de una sola manera y su
valor estd explicitamente ligado a nociones de unidad” (p. 310) dificulta aun mas superar la

concepcion de infinito potencial al infinito actual.

Tener una concepcion clara en el concepto del infinito en profesores de matematicas es de vital
importancia, porgue si comunican concepciones erroneas a sus estudiantes, esto puede convertirse
en una fuente de las dificultades que tienen los estudiantes con este concepto (Kattou et al., 2010;
Schwarzenberger y Tall, 1978). Ademas, como sostienen Date-Huxtable et al. (2018) “esta
fuertemente influenciado por modelos tacitos y creencias conflictivas” (p. 546) entre profesores y
estudiantes, lo que dificulta ain més su aprendizaje. Esto es reforzado en la investigacion de Cihlaf
et al. (2015) ya que sélo en dos estudiantes (10% de todos los encuestados) su percepcion esta en

el infinito actual.
Como mencionan Kratka et al. (2021):

El hecho de que diferentes ideas de infinito para un profesor y un alumno puedan ser la
causa de una variedad de malentendidos entre ellos es una conclusion importante de nuestra
investigacion para la ensefianza de las matemaéticas. Cuando un maestro con la concepcion
del infinito actual formula ciertas declaraciones durante el curso de la ensefianza, un
estudiante con una concepcion diferente del infinito puede atribuirles un significado
diferente. (p. 23)

Los profesores incluso indican que ensefian a sus estudiantes matematicas que no son correctas
(Yopp et al., 2011). Por ello no sélo es importante identificar las concepciones de los profesores,
sino que, ademas, idear practicas que ayuden a modificar la imagen del infinito y construirlo

efectivamente como un objeto.
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Capitulo 2
2 MARCO CONCEPTUAL

2.1 Las cuatro concepciones del infinito

Segun Kratka et al. (2021) “el concepto de infinito estd inevitablemente ligado al concepto de
horizonte como ‘una linea’ que separa la parte iluminada (visible) de un objeto observado (o

conocido) de la parte no iluminada (o desconocida, respectivamente)” (p. 4).

Esta investigacion muestra dos concepciones mas del infinito: natural (Kratka, 2013) y posicion
omega-épsilon (Cihlar et al., 2015). El estudio describe el infinito natural como un fenémeno
subjetivo con un horizonte inamovible. Luego, si el estudiante entiende el horizonte como movil,
pero situado dentro del conjunto discutido, entonces trabaja con el infinito potencial. Cuando el
estudiante coloca su horizonte ‘detras’ del conjunto considerado y extendido a un objeto impropio,
trabaja con la posicion omega-épsilon. Finalmente, si la situacion ha traspasado todos los

horizontes, el estudiante trabaja con el infinito actual.

En Kratka et al. (2021) se advierte que “los individuos atraviesan la fase del infinito natural al
comienzo de su conciencia (...) el desarrollo después de esta fase no tiene que ser necesariamente
lineal” (p. 6). Ademas, un individuo puede alternar repetidamente entre la posicion omega-épsilon
y el infinito actual (Cihlaf et al., 2015).

A continuacion, se describe con mas detalle las fases de la concepcion del infinito.
2.1.1 El infinito natural y el infinito potencial

En Kratka (2013) se expresa que:

El concepto de infinito mas simple y antiguo que encuentran los estudiantes es el infinito
natural. El infinito natural es un fendmeno subjetivo: para un individuo, un conjunto o un

objeto pueden parecer naturalmente infinitos si se extienden hasta su horizonte. (p. 98)

En Cihlaf et al. (2015) describen al infinito natural como una primera fase conectada con objetos

reales, los conjuntos, puntos y rectas les parecen infinitos siempre que se extiendan dentro de sus
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horizontes. Asi, un primer acercamiento al infinito se da cuando en nimeros que son muy grandes,

. . . , 1010
por ejemplo, la cantidad de granos de arena en la Tierra o nimeros como 101° que son

finitamente grandes, pero pensados como infinitos (Dubinsky et al., 2005a).

Kratka (2013) pone de manifiesto el ejemplo de comparar el nimero de todos los atomos en la
Tierra y el nimero de todos los segmentos de linea centrados en un punto dado: “un estudiante
entiende el conjunto de atomos como naturalmente infinito, el conjunto existe, no lo creamos,
mientras que esos segmentos solo hay niimeros potencialmente infinitos. (...) Intuitivamente, el

conjunto naturalmente infinito es mas numeroso que el conjunto potencialmente infinito” (p. 93).

Lo anterior es presentado en Manfreda Kolar y Cadez (2012) donde se definen tres ideas sobre la
percepcion del infinito:

El concepto de 'infinitamente grande' [vision a distancia segun Kratka et al. (2021)] (...) en
el sentido de expansion, (...) [el de] 'infinitamente muchos' (...) intimamente relacionado
con la densidad de elementos dentro de un conjunto acotado. (...) [e] 'infinitamente cerca'
[vision a profundidad segin Kratka et al. (2021)] (...) [con] acercarse a un objeto

determinado lo mas cerca posible (p. 399).

Concluyendo que, “en promedio, los encuestados tuvieron mas éxito con tareas del tipo
‘infinitamente grande’, seguidas por tareas del tipo 'infinitamente muchas' y finalmente tareas del
tipo 'infinitamente cerca™ (p.407). Ademas, “la idea de que el infinito puede existir dentro de un
espacio confinado o estar relacionado con una cantidad muy pequefia es en su mayoria ajena a

ellos” (p.407). Esto esta en concordancia con lo reportado en Kratka (2013) ya que:

El nimero de algunos objetos es tan grande que supera su horizonte. Los atomos son
inalcanzables en profundidad [‘infinitamente cerca’], las lineas rectas en distancia
[‘infinitamente grande’], (...) la cantidad de hormigas [‘infinitamente muchos’] estd mas

alla de su horizonte. Aprender mas sobre los atomos o las hormigas cambiara su horizonte.
(p. 93)

En el estudio de Kratka et al. (2021) se concluye que la concepcidn del infinito natural desaparece

con la edad, mientras que la concepcidn del infinito actual esta poco presente en estudiantes jovenes
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(15 afios aproximadamente). Sin embargo, en Diaz-Espinoza et al. (2023) se registraron

concepciones del infinito natural en el profesor que se entrevisto.

Otro ejemplo de la transicion del infinito natural al infinito potencial es descrito en Kratka (2013):

Una nocién mas avanzada es el infinito potencial. El estudiante ya es consciente de la
posibilidad de que se cruce cualquier horizonte. (...) La diferencia entre infinito natural e
infinito potencial se manifiesta claramente, por ejemplo, en el problema de la existencia de
la interseccidn de rectas divergentes cuyas iméagenes en el papel no se cortan. Mientras que
un estudiante con idea de infinito natural rechaza la existencia de una interseccion, un
estudiante con idea de infinito potencial alarga las imagenes de lineas rectas y confirma la

existencia de una interseccion. (p. 98)
2.1.2 La posicion omega-épsilon y el infinito actual

Como se ha mencionado en la seccion anterior, la concepcién mas simple y temprana del infinito
es la de infinito natural. El infinito potencial, por otro lado, es una concepcion mas avanzada, pero
aun dentro de su horizonte y el infinito actual representa el momento en que el sujeto ha traspasado
todos los horizontes (Cihlaf et al., 2015). Esta ‘categorizacion’ del infinito también esta presente
en la investigacion de Kidron y Tall (2015) quienes consideran cuatro categorias diferentes para el
enfoque del infinito. Asi, la categoria | corresponde con el infinito natural; la categoria Il, con el
infinito potencial; y la categoria IV, con el infinito actual. Sin embargo, dentro de la categoria 11

(un 28% de estudiantes) los autores describen que:

La suma infinita de funciones se percibe como un objeto legitimo, pero no claramente como
la definicion formal del limite. (...) el estudiante ve el polinomio infinito como un objeto
legitimo, pero aun no comprende completamente (...) una definiciéon formal de la suma

infinita actual. (Kidron y Tall, 2015, p. 194)

Es decir, “percibe la suma infinita como un objeto limite genérico” (Kidron y Tall, 2015, p. 194),
por lo cual, Cihlat et al. (2015) consideran necesario una concepcion adicional acerca del infinito

que denominan posicion omega-épsilon.

La posicion omega[-épsilon] es una fase de desarrollo de transicidn entre el infinito potencial

y el actual y que se crea predominantemente por medio de la intuicién primaria, cuando el
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individuo se ve obligado a cambiar su acercamiento potencial del infinito al actual, por
aplicar un nuevo contexto. Esto significa que el enfoque potencial puede ser un obstaculo
para la comprension actual. Sin embargo (...) ha traido incluso otra posibilidad de que la
posicién omega[-épsilon] se presente por medio de la intuicion secundaria solo después de
que los estudiantes obtengan alguna informacion sobre el infinito actual. (Cihlaf et al., 2015,
p. 70)

Finalmente, “s6lo cuando los estudiantes ‘rompen todos los horizontes’ en su concepcion, entran
en la fase del infinito actual” (Cihlaf et al., 2015, p. 69). Esto es confirmado por Kratka et al. (2021),

quienes mencionan que:

En la concepcion actual del infinito, todos los horizontes ya estan destrozados. Esto significa
que un individuo tiene que descartar la idea del horizonte por completo, lo cual es
extremadamente dificil. Desde este punto de vista, es comprensible que los estudiantes
trabajen mas a menudo con las concepciones de infinito potencial y posicion omega-épsilon

a través de diferentes contextos y perspectivas. (p. 22)
2.2 El infinito y el cambio conceptual

El término cambio conceptual fue introducido por Kuhn (1970) para indicar que los conceptos
integrados en una teoria cientifica cambian de significado cuando la teoria (paradigma) cambia.
Por otro lado, segin Carey (1991) el cambio conceptual requiere la reasignacion de un concepto a

una categoria ontoldgica diferente o la creacion de nuevas categorias ontoldgicas.

Segun Chi (2008) “categorizar es el proceso de identificar o asignar un concepto a una categoria a
la que pertenece” (p. 62). Por tanto, la categorizacion es un mecanismo de aprendizaje importante
porgue un concepto, una vez que se categoriza, puede heredar caracteristicas de su categoria

superior.

Si se piensa en estas categorias como un arbol, aquellas que se presentan en diferentes ramas de un
mismo arbol se denominan laterales, mientras que, aquellas que se presentan en diferentes arboles
son ontoldgicas. Asi, una propiedad de una categoria se puede aplicar a los miembros de esa

categoria o subcategorias, mientras que no se puede aplicar a un miembro de una categoria lateral.

Vosniadou et al. (2008) mencionan que:
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La ausencia de pensamiento critico, la fragmentacion del conocimiento, la falta de
transferencia y los conceptos erroneos caracterizan el razonamiento y la resolucion de
problemas de muchos estudiantes, particularmente en aquellos casos en los que la
informacién nueva que se debe adquirir entra en conflicto con la estructura de la

informacion existente. (p. 4)

Para evitar la incongruencia interna, o la creacion de modelos sintéticos, el alumno debe
primero tomar conciencia de la incongruencia que existe entre la informacién que recibe y
su conocimiento previo. La conciencia metaconceptual y el aprendizaje intencional son

necesarios para lograr el cambio conceptual. (Vosniadou et al., 2008, p. 10)

Por ejemplo, uno de estos modelos sintéticos consiste en conceptualizar el conjunto de nimeros
racionales como la terna de conjuntos disjuntos: numeros enteros, decimales y fracciones. Asi, a
medida que llegan a comprender el principio de densidad a traves de la instruccion, los estudiantes
aplican este principio de forma acumulativa a los diferentes conjuntos de ndmeros. Incluso,
dificilmente aceptan que pueda haber fracciones entre dos decimales, o viceversa. Como
mencionan Vosniadou et al. (2008) “la nueva informacion presentada a través de la instruccion

entra en conflicto con las presuposiciones de la teoria marco existente” (p. 15).

Smith 111 et al. (1994) argumentan que los conceptos erréneos deben ser reconcebidos como
extensiones defectuosas del conocimiento productivo, que los conceptos erréneos no siempre son
resistentes al cambio, y que la instruccion que “enfrenta los conceptos erroneos con miras a

reemplazarlos esta equivocada y es poco probable que tenga éxito” (p. 153).

El estudio del concepto del infinito en estudiantes mayores muestra que sus ideas acerca del mismo
estan influencias por sus experiencias previas (Tall, 2001b). Por ello, si el modelo se forma en el
momento justo, la accién didactica habra funcionado y el estudiante se habra construido el modelo

correcto del concepto (D’ Amore et al., 2006).
Asi, como mencionan Vosniadou et al. (2008):

Ensefiar para el cambio conceptual requiere que los profesores presten atencion al

conocimiento previo que los estudiantes aportan a la tarea de aprendizaje y encuentren
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formas no solo de enriquecer este conocimiento previo sino también de cambiarlo, lo que

eventualmente conduciré a la formacion de nuevas estructuras. (p. 26)

Los problemas del cambio conceptual requieren que los profesores también ensefien a los
estudiantes mecanismos para la reestructuracion del conocimiento, como el razonamiento
basado en modelos, el razonamiento deliberado, usos de analogias y mapeos de dominios
cruzados. (p. 27)

Investigadores como Thagard (2008) han interpretado el término cambio conceptual de manera
mas amplia para indicar todos los diferentes tipos de cambios conceptuales que ocurren en el
proceso de aprendizaje y desarrollo. Chi (2008) distingue tres tipos de cambios conceptuales que
ocurren en el proceso de aprendizaje: revision de creencias, transformacion del modelo mental y

cambio categdrico.
2.2.1 Revision de creencias

Como se ha mencionado antes, las creencias previas de los estudiantes pueden faltar o estar
incompletas, pero para que ocurra un cambio conceptual el conocimiento previo debe entrar en
conflicto con la nueva informacién. Cuando el conflicto ocurre en alrededor de una sola idea se

refiere a una creencia falsa.

Por tanto, “si las creencias falsas y la informacion correcta entran en conflicto en el sentido
contradictorio, entonces el disefio de la instruccion dirigida a refutar las creencias falsas pudiera

corregirlas, lo que resulta en una revision de creencias” (Chi, 2008, p. 66).
2.2.2 Transformacion del modelo mental

De manera similar que con las creencias, un modelo mental puede estar en conflicto con el modelo
correcto. EI modelo mental del estudiante entra en conflicto con el modelo correcto cuando falla.
Asi, un modelo mental defectuoso entra en conflicto con el modelo correcto en el sentido de que

los dos generan predicciones y explicaciones diferentes y pueden contener elementos diferentes.

Por transformacién del modelo mental se comprende como la modificacién exitosa del modelo

defectuoso, una confrontacion holistica podria inducir con éxito dicha transformacién. Una forma
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de disefiar una confrontacion holistica podria ser hacer que los estudiantes examinen una
representacion visual del modelo mental defectuoso y luego contrastarlo con el diagrama del
modelo correcto (Chi, 2008).

2.2.3 Cambio categorico

Existen conceptos erréneos solidos, en el sentido de que son persistentes y resistentes al cambio
conceptual a pesar de las correcciones a nivel de creencias individuales. Esto sugiere gque, para
conceptos erréneos sélidos, el cambio conceptual a través de revision de creencias o transformacion
del modelo mental no es adecuado. Asi, segin Chi (2008) la instruccion debe disefiarse para

enfocar el cambio conceptual en el nivel de cambio categorico.

Chi (2008) afirma que algunas creencias falsas 0 modelos mentales defectuosos son resistentes
porque han sido mal categorizados, ya sea lateral u ontolégicamente. Para evidenciar esto, tenemos
que caracterizar la naturaleza de los conceptos erréneos y la naturaleza de la informacion correcta

para ver si pertenece a categorias diferentes, por lo que entran en conflicto.

En resumen, la falta de conciencia de la necesidad de cambiar lateralmente las categorias se debe
a la baja frecuencia de tales cambios en el mundo real y a las similitudes superficiales entre muchos
fendmenos. La instruccidn destinada a promover tales cambios debe comenzar por hacer que los

estudiantes se den cuenta de que han cometido errores de categoria. (Chi, 2008, p. 78)
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Capitulo 3
3 DISENO DE LA INVESTIGACION

3.1 Paradigma de la investigacion

Segun Sfard (1998) “los conceptos deben entenderse como unidades basicas de conocimiento que
pueden acumularse, refinarse gradualmente y combinarse para formar estructuras cognitivas cada

vez mas ricas” (p. 5). Asi, el aprendizaje puede presentarse en al menos tres casos diferentes:

1) Falta de conocimientos previos: el estudiante no tiene conocimientos previos de los
conceptos a aprender, en este caso, el aprendizaje consiste en afiadir nuevos conocimientos.

2) Conocimiento incompleto: el estudiante tiene conocimientos previos correctos, pero estan
incompletos, en este caso, el aprendizaje consiste en rellenar lagunas del conocimiento.

3) Conocimientos en conflicto: el estudiante tiene conocimientos que entran en conflicto con
el conocimiento correcto, en este caso, el aprendizaje consiste en cambiar la

conceptualizacion del estudiante por la correcta.

En los primeros dos casos, la adquisicion del conocimiento es del tipo enriquecedor (Carey, 1991);
mientras que, en el tercer caso es del tipo cambio conceptual. En este, no se trata de agregar nuevos
conocimientos o llenar vacios incompletos, sino que, el aprendizaje se da al cambiar el

conocimiento previo mal concebido por el conocimiento correcto.

Se ha visto que para un cambio conceptual exitoso se requiere de un cambio categorico del
concepto del infinito, asi desde el paradigma sociocritico “se requiere de una metodologia dialdgica
transformativa, que elimine la falsa conciencia y anime a la intervencion y transformacion” (Flores-
Fahara, 2004, p. 5).

Segun Sanchez-Santamaria (2013), desde un punto de vista sociocritico, “el profesor pueda generar
un conocimiento permanente a través de la reflexion acerca de la practica” (p. 98) donde este “se
construye siempre por intereses que parten de las necesidades de los grupos” (Diaz-Lopez y Pinto-
Loria, 2017, p. 47). Por tanto, la metodologia de la investigacion se encamina a una cambio

conceptual del concepto del infinito y del nivel de participacion del profesorado; ya que “el taller
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no solo exige del trabajo cooperativo; es, también, por su propia naturaleza, un entrenamiento para

el trabajo cooperativo” (Ander-Egg, 1999, p. 17).

Desde el paradigma sociocritico se considera una unidad dialéctica entre lo teorico y lo practico
(Diaz-Lopez y Pinto-Loria, 2017; Ferrada-Torres y Cisterna-Cabrera, 2003; Sanchez-Santamaria,
2013), lo cual esté acorde con una de las estrategias pedagogicas del taller, ya que segin Ander-
Egg (1999):

Se trata de una forma de ‘aprender haciendo’ con la ayuda de otros y actuando
cooperativamente con los demas. El aprendizaje dentro del taller es un proceso dialéctico y
repetitivo del pensamiento-accion. Para educador y educando se trata de ir integrando en un
mismo proceso la accién y la reflexion que se transforma en praxis, en cuanto ésta supone
una practica que suscita y enriquece los conocimientos tedricos. (...) [Asi] el sistema de taller
ensefia a relacionar la teoria y la préctica, estableciendo una relacion dialéctica entre ‘lo

pensado' y ‘lo realizado’ a través de la solucion de problemas concretos. (p. 34)
Por otro lado, Ballesteros-Veldzquez (2015) menciona que:

Un taller no es un grupo de discusion donde un analista estudia y descubre el discurso de
un colectivo (...) sino un momento de auto investigacion-accion protagonizado por los
participantes en los que los conductores-coordinadores (...) ayudan a sistematizar los

resultados promoviendo la participacion de todos y cada uno de los asistentes. (p. 122)

Ademas, “la naturaleza dialéctica [del paradigma sociocritico] habilita al investigador de la
educacion para ver a la escuela no s6lo como un lugar de adoctrinamiento, socializacion o
instruccion, sino como un terreno cultural que promueve la afirmacion del estudiante y su

autotransformacion” (Diaz-Lopez y Pinto-Loria, 2017, p. 47).

Asi, una metodologia de investigacion-accion participante y un método de taller para profesores de
matematicas acerca del concepto del infinito ayudara a lograr un cambio conceptual exitoso, no sin
antes disefar las herramientas o instrumentos necesarios para que esto ocurra, ya que “lo que uno
considera un conocimiento mal concebido determina el nivel en el que la instruccion debe apuntar
al cambio conceptual, (...) [es decir,] como se defina ¢l conflicto, determina cOmo debe disefiarse

la instruccion” (Chi, 2008, p. 66).
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Segun Colmenares (2012) la investigacidn-accion participativa tiene caracteristicas particulares:
en cuanto al acercamiento al objeto de estudio, se parte de un diagnostico inicial sobre un tema o
problematica que sea desea cambiar; tiene por propdsitos no sélo investigar acerca del problema,
sino ademas, para solucionar el problema (Martinez, 2009); los participantes se convierten en
investigadores, participando en el problema, en la recoleccion de informacion, toma de decisiones,
en la reflexion y accion; procedimentalmente se comparten discusiones, observaciones, foros,
talleres, etc.; y sus metas son transformar la practica educativa y acercarse a la realidad vinculando

el cambio y el conocimiento (Latorre, 2010).

Asi, las fases de la investigacion-accion participativa son: 1) diagnostico, 2) la construccion de
planes de accion, 3) la ejecucion de dichos planes y 4) la reflexion permanente de los participantes
de la investigacion, que permite redimensionar, reorientar o replantear nuevas acciones en atencion
a las reflexiones realizadas (Colmenares, 2012; Latorre, 2010; Martinez, 2009; Ortiz y Borjas,
2008; Pérez-Serrano, 1998).

Por lo cual, siguiendo estas fases de la metodologia se presenta: 1) al inicio un pretest con los
profesores para evidenciar las concepciones presentes antes de la intervencion del taller; 2) se
disefio las situaciones en sesiones que llevaron a cabo los profesores a fin de superar sus
concepciones desde el infinito natural hasta el infinito actual segun la teoria del cambio conceptual
(Chi, 2008; Thagard, 2008; Vosniadou et al., 2008); 3) se llevé a cabo el taller; 4) la participacion
grupal en el taller se vuelve primordial porque “cuando se habla del aprendizaje de las matematicas
(...) los alumnos pueden dominar las tareas mateméticas méas facilmente en grupos que
individualmente” (Wistedt y Martinsson, 1996, p. 173); y 5) se aplicd un postest para saber el

impacto del taller como intervencion para el cambio conceptual de infinito en los profesores.
3.2 Metodo

En este trabajo se plantea un estudio de intervencion: un taller para profesores de matematicas de
bachillerato para desarrollar un cambio conceptual del infinito. El taller estuvo constituido por
nueve sesiones de una duracion de cuatro horas cada unay al profesor se le proporciond el material
necesario para trabajar en cada sesion. Primero se define por taller aquella forma de aprendizaje

mediante la realizacion de ‘algo’ que se lleva a cabo conjuntamente, es decir, aprendiendo haciendo
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en grupo (Ander-Egg, 1999). Particularmente, para este trabajo de investigacion ese ‘algo’ es el
concepto de infinito.

Chi (2008), Mena-Lorca et al. (2015) y Vosniadou et al. (2008) mencionan que para una
construccién apropiada del infinito se deben plantear situaciones donde el estudiante enfrente sus
limitaciones y contradicciones de sus propias concepciones para un cambio conceptual del infinito.

Una de estas formas es a través de paradojas matematicas.

Como afirman Roa-Fuentes y Oktag (2014) “cuando un individuo afronta un situacion paradodjica,
contemplando soluciones que parecen desprenderse de razonamientos l6gicos, pero que resultan
contradictorias entre ellas, es fundamental que detecte la diferencia” (p. 89), lo cual, desde el punto
de vista del cambio conceptual se refiere a una revision de creencias de primer nivel que tiene el

individuo alrededor del infinito.

Sin embargo, en la investigacion de Roa-Fuentes y Oktac (2014) se analiza la paradoja del Gran
Hotel de Hilbert desde la teoria APOE con estudiantes de posgrado en Educacion Matematica y de
Humanidades llegando a la conclusién de que persisten las ideas realistas aun después de la
instruccion. De manera similar, Mamolo y Zazkis (2008) advierten que los estudiantes no notan las
ideas en conflicto entre el infinito potencial y actual. Esto sugiere que la revision de creencias como
cambio conceptual no es suficiente y debe revisarse los modelos mentales ya que, como se
menciond anteriormente, esta resistencia al cambio puede deberse a una incorrecta categorizacién
del concepto de infinito. Asi, la investigacion propone un cambio conceptual a nivel categorico

para una concepcion actual del infinito.

Por otro lado, “la practica del taller ha demostrado que hay que comenzar con lo facil para seguir
con lo dificil” (Ander-Egg, 1999, p. 35). Asi, el taller estd compuesto por tres fases: de diagndstico,
de desarrollo y de impacto. En la primera fase, a los sujetos de estudio se les propuso situaciones
donde emergieran las concepciones que presentan alrededor del infinito con un instrumento de
pretest modificado de Kratka et al. (2021) (ver seccion 3.5.1) y contrastar dichas concepciones con
las presentes en la bibliografia. En la segunda fase, se aplicaron actividades a los sujetos de estudio
en diferentes tiempos que les permitiera lograr esa transicion del infinito natural al infinito actual.

En la dltima fase, se aplicd un postest con el mismo instrumento que en la fase de diagndéstico, que
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permitio determinar el impacto del taller como actividad de intervencion para un cambio

conceptual del infinito.

Para el analisis de las respuestas de los profesores en el pre y post test se consideraron los criterios
de evaluacion que se muestran en la Tabla 1. Estos fueron tomados y modificados de Kratka et al.
(2021, pp. 12-13).

Item 2

Contexto geométrico e infinitamente grande

El profesor dibuja el punto Y al final de la imagen de la linea recta (items 2b)
Natural y 2¢)); y al mismo tiempo, para 2d) considera uno de los segmentos AY o BZ

como uno mas corto y el otro més largo.

El profesor contesta para los items 2b) y 2¢): ‘el punto Y no se puede construir’
Potencial o ‘el punto Y esta en el infinito’; y al mismo tiempo, para 2d) considera uno de

los segmentos AY 0 BZ como mas largo.

El profesor dibuja el punto Y al final de la imagen (item 2b)) o responde: ‘el
o punto Y no se puede construir’ o ‘el punto Y estd en el infinito’ (igual item
Omega-épsilon _ _ L
2c)); y al mismo tiempo, la respuesta al item 2d) es: ‘los segmentos AY y BZ

tienen la misma longitud’ o ‘es imposible compararlos porque son infinitos’.

El profesor contesta para los items 2b) y 2¢): ‘es imposible construir el punto
Actual Y’ o ‘el punto Y estd en el infinito’; y al mismo tiempo, para 2d): ‘los
segmentos AY y BZ no se pueden comparar porque los segmentos no existen’.

item 5

Contexto geométrico e infinitamente cerca

El profesor responde al item 5d) usando un valor concreto muy pequefioy a la
Natural vez al item Se): ‘el area de uno de los triangulos ABY 0 SBY es mayor y el otro

menor’.

El profesor responde al item 5d): ‘el triangulo ABY no existe’ o ‘es imposible
s " determinarlo con precision’ o ‘el 4rea es infinitamente pequefia’; y al mismo

otencia
tiempo, para 5e) la respuesta es: ‘el area de uno de los tridngulos ABY 0 SBY

es mayor y el otro menor’.
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Omega-epsilon

El profesor responde al item 5d): ‘el triangulo ABY no existe’ o ‘es imposible
determinarlo con precision’ o ‘el area es infinitamente pequefia’ o ‘el area es
igual o tiende a cero’; y al mismo tiempo, para 5e): ‘las areas son iguales o las

areas no se pueden comparar por ser infinitamente pequefias’.

El profesor responde al item 5d): ‘el tridangulo ABY no existe’ o ‘es imposible

determinarlo con precision’ o ‘el area es infinitamente pequefia’; y al mismo

omega-épsilon

Aetual tiempo, para 5e): ‘las areas no se pueden comparar ya que los tridngulos no
existen’.
items1y3
Contexto aritmético e infinitamente grande
Natural El profesor responde a los items 1b) y 3) con un valor concreto muy grande.
Potencial u El profesor responde al item1b) con el simbolo ‘c’; y al mismo tiempo, el

simbolo ‘o0’ 0 la palabra ‘infinito’ en el item 3).

El profesor responde al item1b): ‘ese numero no existe’; y al mismo tiempo,

omega-épsilon

Actual
para el item 3): ‘tal nimero no existe’ o ‘esto no se puede decir’.
Items 1y 4
Contexto aritmético e infinitamente cerca
Natural El profesor responde a los items 1c) y 4) con un valor concreto muy pequefio.
El profesor responde al itemlc): ‘es imposible determinarlo con precision’ o
Potencial u ‘infinitamente cercano al tres’ 0 ‘3.000 ... 01°; y al mismo tiempo, para el item

4): ‘es imposible determinarlo con precision’ o ‘infinitamente cercano al cero’

0 ‘0.000...01".

Actual

El profesor responde al item 1c) y 4): ‘ese nimero no existe’.

Tabla 1. Criterios de evaluacion para cada uno de los items del pre y post test.

3.3 Participantes

La muestra estuvo conformada por 15 profesores de matematicas en servicio en el nivel bachillerato

(6 hombres y 9 mujeres) tanto del sistema pablico (5/15) como del privado (10/15) del Estado de

Tlaxcala, México. Algunos de los participantes (4/15) laboraban de igual manera en educacion

secundaria. Para la seleccion de los participantes se tomaron en cuenta los siguientes criterios: 1),

una antigiedad en el servicio de al menos un afio como profesor de bachillerato; 2), que los
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profesores tuviesen una formacion en matematicas (puras o aplicadas) o ingenierias afines; 3), que
la mayoria de sus horas-clases frente a grupo fuesen afines a materias de matemaéticas, por ejemplo,
algebra o célculo diferencial e integral; y 4), que laborasen en instituciones educativas o radiquen

en el Estado de Tlaxcala, México.
3.4 Estudio piloto

Para el primer momento se considerd un pretest con los profesores de matematicas con el fin de
evidenciar las concepciones que presentaban, previo a las situaciones que se abordaron en el taller.
En primer lugar, este cuestionario es considerado ya que, segun los autores, permite identificar las
cuatro concepciones del infinito en cada reactivo en un contexto aritmético y geométrico, asi como
en una vision a distancia (‘infinitamente grande’) y una vision a profundidad (‘infinitamente cerca’)

(Kratka et al., 2021).

Se realizd un estudio piloto con el propésito de contrastar los resultados obtenidos con estudiantes
que han sido reportados y con los de profesores en servicio de esta aplicacion. El supuesto que se
esperd comprobar es que dicho instrumento es igual de aplicable con profesores y evidencia las
mismas concepciones que los estudiantes. El instrumento para el estudio piloto consta de cinco
items y es el mismo que el mostrado en Kratka et al. (2021, pp. 9-10) con ciertas modificaciones
menores a modo de que el profesor pueda justificar sus respuestas de forma abierta (ver seccién
3.5.1). Para la implementacion se consideraron ocho profesores en servicio (cinco de nivel basico
y tres de bachillerato) y un profesor en formacion de nivel basico, todos de diferentes instituciones

educativas y de sostenimiento publico o privado.

Los resultados del estudio piloto que son mostrados en Diaz-Espinoza y Juarez-Lopez (2023)
Ilevan a comprobar que dicho instrumento presentado en Kratka et al. (2021), el cual fue aplicado
en estudiantes, también muestra resultados similares para profesores de educacion basica y media

superior en servicio y en formacion.
3.5 Instrumentos
A continuacion, se justifican los problemas que se tomaron para cada una de las fases de la

investigacion. Los problemas completos se muestran en la seccién de Anexos.
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3.5.1 De diagnostico

En primer lugar, el instrumento pretest fue aplicado en Kratka et al. (2021) con estudiantes entre
los 8 y 15 afios y como se observo en el estudio piloto con profesores se muestran similitudes en
los resultados obtenidos por estudiantes. El cuestionario completo se muestra a continuacion y fue
tomado de la literatura con ciertas modificaciones que permitieran justificar las respuestas de los
profesores (Kratka et al., 2021, pp. 9-10).

1. Lasiguiente inecuacion estd dada por x — 1 > 2
a) Encierre en un circulo los nimeros que satisfacen la desigualdad:
1.5 3.0 3.01 7

b) ¢Cudl es el ntmero més grande que satisface esta desigualdad? Seleccione una de las

opciones siguientes.

A. 999 999 999 999 999 999
B. Un billén

C. «

D. Ese numero no existe

E. Otro nimero. Especifique:

¢) Justifique su respuesta.
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d) ¢Cudl es el nimero positivo mas pequefio que satisface la desigualdad? Explique su
respuesta.

2. Dada la linearecta p y los puntos A y B, que no estan sobre la linea recta.

a) Construya el segmento AX con el punto X, donde el punto X esta sobre la linea recta

p y el segmento AX es lo mas corto posible.

b) Construya el segmento AY con el punto Y, donde el punto Y esta sobre la linea recta

p Yy el segmento AY es lo méas largo posible.

c) Construya el segmento BZ con el punto Z, donde el punto Z esta sobre la linea recta

p Yy el segmento BZ es lo més largo posible.

d) ¢Qué puede decir acerca de las longitudes de los segmentos AY y BZ? Seleccione

una de las opciones siguientes.
A. La longitud del segmento AY es menor que la longitud del segmento BZ.
B. La longitud del segmento AY es mayor que la longitud del segmento BZ.

C. Lalongitud del segmento AY es igual que la longitud del segmento BZ.
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D. Las longitudes de los segmentos AY y BZ no pueden ser comparadas porque los

segmentos AY y BZ no existen.

E. Las longitudes de los segmentos AY y BZ no pueden ser comparadas porgue son

interminables.

e) Justifique su respuesta.

3. ¢Cual es el numero real mas grande?

4. ¢Cudl es el numero real mas pequefio mayor que cero?

5. Dado el cuadrado ABCD con lados de longitud de 4 cm.

De_4CM o
4 cm
Al é B
a) Halle el punto X sobre el lado BC para que el tridngulo 4ABX tenga la mayor area

posible.
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b) Calcule el area del triangulo 4ABX.

c) Halle el punto Y sobre el lado BC para que el tridngulo 4ABY tenga la menor érea

posible. (JEI punto Y debe ser diferente del punto Bj)

d) Calcule el area del triangulo 4ABY .

e) Elpunto S es el punto medio del lado AB. ;Qué puede decir acerca de las areas de

los triangulos 4ABY y 4SBY? Seleccione una de las opciones siguientes.
A. El area del triangulo 4ABY es mas grande que la del triangulo 4SBY.
B. El area del triangulo 4ABY es mas pequefia que la del triangulo 4SBY.
C. Elareadel triangulo 4ABY es idéntica que la del triangulo 4SBY.

D. Las areas no pueden ser comparadas porque los triangulos no existen.

E. Las areas no pueden ser comparadas porque son infinitamente pequefias.

f) Justifique su respuesta.
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En segundo lugar, dada la importancia de los problemas y los resultados obtenidos en otras
investigaciones se considerd dichos problemas como un andlisis previo de las concepciones de los

profesores.

Particularmente, los items 1 y 3 (ver seccién 3.5.1) han sido estudiados en otras investigaciones
(Belmonte y Sierra, 2011; Cihlaf et al., 2015; Hannula et al., 2006; Homaeinejad et al., 2021;
Manfreda Kolar y Cadez, 2012), por ejemplo, en Hannula et al. (2006) se observé un porcentaje
alto (mas del 50%) de estudiantes entre los 11y 14 afios que responden con un numero finito grande
(999 999 999 999 999 999) dejando ver, en palabras de Kratka et al. (2021), una concepcién del
infinito natural. Al contrario, en Belmonte y Sierra (2011) se observé un porcentaje menor (un
poco mas del 5%) de estudiantes entre los 11y 13 afios que responden, por ejemplo, que el nimero
de granos de arena en la Tierra y el nimero de células en el cuerpo humano no se pueden ordenar
porque son infinitos, dejando ver, nuevamente una concepcion del infinito natural. Estos
porcentajes son nuevamente reflejados en Manfreda Kolar y Cadez (2012) y Homaeinejad et al.
(2021).

Por otro lado, los items 2 y 5 (ver seccion 3.5.1) han sido mostrados con anterioridad con ciertas
semejanzas o diferencias, pero el mismo objetivo de estudio (Belmonte y Sierra, 2011; Cihlaf et
al., 2009, 2015; Fischbein et al., 1979; Manfreda Kolar y Cadez, 2012). Por ejemplo, el item 2
aparece en Cihlaf et al. (2009) y se estudia cualitativamente con el propdésito de superar los
obstaculos entre la imagen mostrada de una linea recta y el concepto abstracto en el desarrollo de
una entrevista, concluyendo gue el estudiante supera su obstaculo y no existe tal punto. Por otro
lado, el item 5 aparece en Manfreda Kolar y Cadez (2012) y se observé que un porcentaje muy
bajo de sujetos (2%) notan que ese punto no existe; al contrario, un porcentaje mayor de individuos

(54%) dibujan tal punto por encima de la linea recta para formar el triangulo.

Finalmente, el item 4 (ver seccion 3.5.1) ha sido investigado en Belmonte Martinez (2009), Cihlaf
et al. (2015), Hannula et al. (2006) y Monaghan (2001). Por ejemplo, en Cihlaf et al. (2015) se
observo que menos de una tercera parte de los estudiantes entre los 12 y 18 afios pudieron superar
la concepcion del infinito natural. En promedio, solo un 6% de estudiantes superaron la concepcion
de infinito natural y se ubicaron en el infinito actual. En Belmonte y Sierra (2011) se observé que

alrededor de un 30% de los estudiantes entre los 12 y 16 afios evidencian una concepcion de infinito
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potencial. Similarmente, en Monaghan (2001) cerca de un 50% de los estudiantes evidencian una

concepcion de infinito potencial.
3.5.2 De desarrollo

Para el segundo momento se llevd a cabo el taller con los profesores. Como se ha mencionado
antes, la intencién del taller es un cambio conceptual del infinito (Chi, 2008) recorriendo las
diferentes concepciones de éste: natural, potencial, posicion omega-épsilon y actual (Kratka et al.,
2021) y considerando la dificultad presente en las situaciones planteadas del tipo ‘infinitamente
grande, ‘infinitamente muchos’ e ‘infinitamente cerca’ (Manfreda Kolar y Cadez, 2012). Las
situaciones que se consideran en este segundo momento son una recopilacion de los presentados
en la literatura bajo ciertas modificaciones. A continuacion, se tienen los propdsitos para cada una

de las sesiones y actividades a desarrollar durante el taller.
3.5.2.1 Sesion 1

El proposito de la primera sesion es explorar el infinito natural y potencial en situaciones del tipo
‘infinitamente grande’. Primero, se pidio que dieran una definicion del infinito (Homaeinejad et
al., 2021; Kattou et al., 2010), después debian ordenar conjuntos finitos (Belmonte y Sierra, 2011),
luego preguntarse por el nimero méas grande posible (Cihlaf et al., 2015; Hannula et al., 2006;
Homaeinejad et al., 2021; Kratka et al., 2021; Manfreda Kolar y Cadez, 2012), una situacion
geomeétrica sobre rectas que se intersecan (Cihlaf et al., 2009) y por Gltimo sobre la construccion

de lineas rectas (Cihlar et al., 2015). Las actividades completas se muestran en el Anexo A.

3.5.2.2 Sesién 2

El propdsito de la segunda sesion era explorar el infinito potencial y posicion omega-épsilon en
situaciones del tipo ‘infinitamente grande’. Para ello se considerod la situacion de comparar tres
conjuntos: los nimeros naturales, los nimeros pares y los nimeros cuadrados perfectos (Fischbein
et al., 1979; Juter, 2019; Monaghan, 2001; Moreno Armella & Waldegg, 1991). Ademas se tiene
una situacion geométrica referente a cruzar una linea recta “rodeandola” (Cihléf et al., 2009). Las

actividades completas se muestran en el Anexo C.
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3.5.2.3 Sesién 3

El propdsito de la tercera sesion era explorar la posicion omega-épsilon e infinito actual en
situaciones del tipo ‘infinitamente grande’. En esta parte se considero la comparacion de conjuntos
infinitos (Belmonte y Sierra, 2011; Homaeinejad et al., 2021; Kattou et al., 2010; Tsamir, 1999)

asi como una situacion geométrica de comparacion de lineas rectas (Kratka, 2013).

Ademas, la paradoja del Gran Hotel de Hilbert, como mencionan diferentes autores permitid
explorar las concepciones iniciales del infinito y generar los conflictos cognitivos entre sus
intuiciones generadas por el mundo real (infinito potencial) y el infinito actual presente en esta
paradoja matematica (Dubinsky et al., 2005a; Mamolo y Zazkis, 2008; Roa-Fuentes y Oktag, 2014;
Villabona Millan et al., 2022; Wijeratne y Zazkis, 2015). Se consider6 el problema como lo
muestran Mamolo y Zazkis (2008) y Roa-Fuentes y Oktag (2014) con ciertas modificaciones. Las

actividades completas se muestran en el Anexo D.

3.5.2.4 Sesion 4

El propdsito de la cuarta sesion era explorar el infinito natural y potencial en situaciones del tipo
‘infinitamente muchos’. Para iniciar se propuso una situacion que involucra la cantidad de nimeros
en un intervalo cerrado (Hannula et al., 2006; Juter, 2019; Manfreda Kolar y Cadez, 2012) y una
situacion geomeétrica de la cantidad de puntos en un segmento de recta (Fischbein et al., 1979;

Manfreda Kolar y Cadez, 2012). Las actividades completas se muestran en el Anexo E.
3.5.2.5 Sesidon 5

El proposito de la quinta sesion era explorar el infinito potencial y posicion omega-épsilon en
situaciones del tipo ‘infinitamente muchos’. Aqui se presentd una situacion que involucra la
comparacion de intervalos cerrados de diferentes rangos (Monaghan, 2001; Moreno Armella &
Waldegg, 1991) y una situacion de comparacién de segmentos de recta usando una relacién uno a
uno de manera geométrica (Fischbein et al., 1979; Moreno Armella & Waldegg, 1991; Tall, 1980).

Las actividades completas se muestran en el Anexo F.
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3.5.2.6 Sesién 6

El proposito de la sexta sesion era explorar la posicidn omega-épsilon e infinito actual en
situaciones del tipo ‘infinitamente muchos’. Se presentd una situacién geométrica de particion de
un cuadrado (Eisenmann, 2008) y de un triangulo equilatero (Fischbein et al., 1979). Por ultimo,
una situacion de la equivalencia entre un segmento de recta, un cuadrado y un cubo unitarios
(Fischbeinetal., 1979; Moreno Armella & Waldegg, 1991). Las actividades completas se muestran

en el Anexo G.
3.5.2.7 Sesién 7

El proposito de la séptima sesion era explorar el infinito natural y potencial en situaciones del tipo
‘infinitamente cerca’. Para comenzar se explord la proximidad al cero (Belmonte y Sierra, 2011;
Cihlaf et al., 2015; Hannula et al., 2006; Juter, 2019; Manfreda Kolar y Cadez, 2012), la igualdad

de % y 0.333 ... (Eisenmann, 2008; Kattou et al., 2010; Monaghan, 2001; Wistedt y Martinsson,

1996) y numeros decimales periédicos (Zippin, 1962). Las actividades completas se muestran en
el Anexo H.

3.5.2.8 Sesiéon 8

El proposito de la octava sesion era explorar el infinito potencial y posicién omega-épsilon en
situaciones del tipo ‘infinitamente cerca’. Se tomo la situacion de la equivalencia entre 0.999 ...y
1 (Eisenmann, 2008; Juter, 2019; Kattou et al., 2010; Mena-Lorca et al., 2015; Yopp et al., 2011;
Zippin, 1962), una situacion de division de un segmento de recta (Belmonte y Sierra, 2011;
Fischbein et al., 1979; Tall y Tirosh, 2001) y una situacion geométrica sobre el tridngulo de menor
area (Cihlaf et al., 2015; Manfreda Kolar y Cadez, 2012). Las actividades completas se muestran

en el Anexo I.
3.5.2.9 Sesi6én 9

El propdsito de la novena sesion era explorar la posicion omega-épsilon e infinito actual en
situaciones del tipo ‘infinitamente cerca’. Por ultimo se propusieron situaciones sobre la existencia

de un rectangulo (Zippin, 1962), de areas minimas (Eisenmann, 2008; Fischbein et al., 1979) y la
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paradoja de las pelotas de tenis (Mamolo y Zazkis, 2008; Roa-Fuentes y Oktag, 2014). Las

actividades completas se muestran en el Anexo J.

3.5.3 De cierre

Para cerrar la intervencion del taller y con la finalidad de saber el impacto de este en la superacion
de las concepciones del infinito en los profesores de matematicas en servicio, se aplicé el postest

considerando el cuestionario mostrado en la seccion 3.5.1.
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Capitulo 4

4 RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccion se muestran los resultados del pretest y postest considerando las respuestas de los
profesores de matematicas que estuvieron presentes durante todas las sesiones del taller. Tanto para
el pretest y postest se les proporciondé un tiempo de 50 minutos para su finalizacion y
posteriormente se analizaron las respuestas segun la rubrica mostrada en Kratka et al. (2021, pp.
12-13).

Los resultados obtenidos fueron organizados con relacién al tipo de situacion y contexto. Ademas,
estos fueron clasificados de acuerdo con la concepcion del infinito que los profesores presentaron.

La Figura 1 muestra los resultados a manera de resumen.
CONTEXTO GEOMETRICO CONTEXTO GEOMETRICO
Infinitamente grande Infinitamente cerca

Infinito actual Infinito actual

Posicién omega-épsilon Posicién omega-épsilon

Infinito Potencial Infinito Potencial ~

Infinito Natural Infinito Natural

0 1 2 3 4 5 6 0 2 4 6 8
NPOSTEST @PRETEST NPOSTEST =PRETEST
CONTEXTO ARITMETICO CONTEXTO ARITMETICO
Infinitamente grande Infinitamente cerca

NANNNANNNNNNNNNNY Infinito actual

Infinito actual

Infinito potencial o posicion Infinito potencial o posicién
omega-épsilon omega-épsilon

Infinito Natural Infinito Natural

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
~POSTEST @PRETEST SPOSTEST @&PRETEST

Figura 1. Namero de profesores que presentaron la concepcion del infinito en el contexto y tipo
de situacion antes y después del taller.
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4.1 Pretest

El pretest fue aplicado a 15 profesores antes de la intervencion del taller, sin embargo, solo se
muestran los resultados de 11 profesores ya que no todos concluyeron la intervencién o estuvieron
presentes durante todas las sesiones del taller. De manera general se obtuvieron los resultados que
se muestran en la Tabla 2. Los porcentajes que se muestran en la tabla corresponden a los profesores

que presentaron la concepcion en el tipo de vista y en el contexto correspondiente.

; PORCENTAJE
CONTEXTO VISTA CONCEPCION
PROFESORES
Infinito natural 45.4% (5/11)
Infinitamente Infinito potencial 18.2% (2/11)
grande Posicién omega-épsilon 36.4% (4/11)
o Infinito actual 0% (0/11)
Geometrico _
Infinito natural 72.7% (8/11)
Infinitamente Infinito potencial 0% (0/11)
cerca Posicion omega-épsilon 27.3% (3/11)
Infinito actual 0% (0/11)
Infinito natural 0% (0/11)
Infinitamente Infinito potencial o
L o 63.6% (7/11)
grande posicién omega-épsilon
] ) Infinito actual 36.4% (4/11)
Aritmético _
Infinito natural 0% (0/11)
Infinitamente Infinito potencial o
o o 81.8% (9/11)
cerca posicién omega-épsilon
Infinito actual 18.2% (2/11)

Tabla 2. Resultados del pretest con profesores de matematicas.

En general, sin importar el contexto geométrico o aritmético pocos profesores tuvieron una
concepcion actual del infinito, de hecho, en un contexto geométrico en una vista ‘infinitamente

cerca’ no hubo profesores que presentaran una concepcion actual. De manera similar, en un
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contexto geométrico en una vista ‘infinitamente grande’ no hubo profesores que presentaran una

concepcion potencial del infinito.

Por otro lado, hay una fuerte tendencia a concebir al infinito natural en contextos geométricos con
una diferencia sutil en vistas ‘infinitamente grande’ que ‘infinitamente cerca’ y tiende a
desaparecer en contextos aritméticos. Asi, los profesores tienen mayor éxito en concebir al infinito

potencial o posicion omega-épsilon en un contexto aritmético que geométrico.

En el contexto geométrico en una vista ‘infinitamente grande’, en el item 2 la mayoria de los
profesores (11/15) dibujaron los segmentos de recta con el punto extremo al final de la recta p de
la ilustracion (véase Figura 2), contestando que alguno de ellos es mayor, evidenciando una
concepcion natural del infinito. Algunos profesores (2/15) incluso extienden la linea recta p pero
siguen colocando al final los extremos de los segmentos (véase Figura 3), sin embargo, hacen la
aclaracion que en realidad no podria realizarse dicho trazo, es decir, que el extremo del segmento
no puede ser construido y por ende concluyeron que los segmentos no pueden ser comparados al

no existir, evidenciando una posicion omega-épsilon del infinito (véase Figura 4 y Figura 5).

Y

Figura 3. Trazos realizados por el P5 en el item 2).
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b) Construya el segmento AY con el punto ¥, donde el punto Y esta sobre la linea recta p y el

(,O Al comMmmA€ rands <=\ ‘aano
se mento AY es lo mas largo posible. hoja; S

ante e la Nojo wewonCes ne s Posmble Xinzoclo.

Figura 4. Respuesta del P5 a los trazos realizados en el item 2b).

Cm\')(,\(C 5 v no hokbhec la \\m(

POrque lo linea es infinita, ol coneplo 4ol wwal indicg gee en un
On Junle INFInite de ponlos lOnSProlIUOJ per tonde NO SE poden

espectlicor los  segmmlos AY y BZ

Figura 5. Respuesta del P10 a los trazos realizados en el item 2).

En el contexto geométrico en una vista ‘infinitamente cerca’, en el item 5 la mayoria de los

profesores (9/15) dan valores concretos pequefios como area el triangulo resultante (véase Figura

6) y contestaron que algun area es mayor que otra, evidenciando una concepcién del infinito

natural. Una posicion omega-épsilon se observo en cuatro profesores al justificar que las areas de

los tridngulos son infinitamente pequefios y no pueden compararse (véase Figura 7).

A i) O.OZC/WWL

/\;,Q",Qﬂ e b = Il

Figura 6. Respuesta del P5 al item 5d).

@Ur 2/‘\’0',‘,\(}({9 5‘, éﬁf e }_ml;k}b/ }—i_]-} \1 g}g !u-s c‘q,l:srv‘n'd-bz _en}&"bcj
[&b w AP‘BB‘ Y ASBBI Son ?ng'-w“'l"wMHl“r peyreiness

(,':rfa.S 0\’-/ led”

Figura 7. Respuesta del P14 al item 5f).

En el contexto aritmético en una vista ‘infinitamente grande’, en los items 1b) y 3 algunos

profesores (3/15) presentaron una concepcion del infinito natural al considerar como respuesta
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nameros finitos muy grandes (véase Figura 8). La mayoria de los profesores (11/15) estan en la
posicion omega-épsilon del infinito o infinito potencial considerando como respuesta la palabra
infinito o el simbolo co. Solamente un profesor considerd que no existe un nimero real mas grande,

evidenciando una concepcion del infinito actual (vease Figura 9).

| el qu o () ﬁ@ljo,.

Figura 8. Respuesta del P6 al item 3).

Porque eiElE & esie nimero  Hiene una “n” coatidades o crfas
Poslbies_ €l Qominie S Ja eccoacion he hene on limile

Figura 9. Respuesta del P10 al item 1c).

Por ultimo, en el contexto aritmético en una vista ‘infinitamente cerca’, en los items 1d) y 4 algunos
profesores presentaron una concepcion naturalista (2/15) contestando de manera similar al item 1c)
pero con valores numéricos pequefios (véase Figura 10), una mayoria (12/15) una concepcion
potencial o posicion omega-épsilon al contestar que es infinitamente pequefio (véase Figura 11) y

solo un profesor una concepcidn actual al decir que ese nimero no existe (véase Figura 12).

4
Voes como foJ(/d se 3.0000000.---.. 1 9 3.001  pust,

dinde  podiia  eswbiccefos Y A wneal faal g,
o deecha  de gunfo Jeuﬂm,

Figura 10. Respuesta del P2 al item 1d).

44



3.00-..T Un ndmero que +enda a 3 pero que
no sea 3 de ‘al manera que -Fenga decimas

qQue indigquen ¢ ese ndmerp es pragor que 2 al
restavle el uno,

Figura 11. Respuesta del P11 al item 1d).

/
Neo \/\Q\.\ LA WMeio (oo \'O\\, \jq e o\Cmire o l(‘,
porde (A@r@ﬁqr Yn Cceco o \a VC"DE)oc'b\-u o decw ua
) ‘ \ ¢ \'\
poedo dedic opoe el nowmee may pegRro s
2 C0CO0 COOORICOOO 0 LOADAC O OO OO 6O T O EOL OO o COCCD0IGO0000 ]
e e \o Quoe (albe ea e\ recoadre. oecn AN va Q lobey

0 ’
0\8 vien (;\g,c C‘\S&x C\Nf a e (\Orfaq o‘h’o cerc 6’.—..'\,‘\-0}"\(_(?’:) St A
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Figura 12. Respuesta del P5 al item 1d).

Cabe mencionar que los profesores que presentaron concepciones actuales o posicion omega-
épsilon del infinito en contextos aritméticos no necesariamente también lo hacen en contextos
geométricos. Por ejemplo, el profesor P10 tuvo nociones actuales en contextos aritméticos, pero
posicion omega-épsilon en contextos geométricos. Esto refuerza lo que mencionan Cihlaf et al.
(2015) en que los estudiantes pueden alternar entre la posicion omega-épsilon e infinito actual. Sin
embargo, algunos profesores (por ejemplo, el profesor P3) presentaron nociones del infinito
potencial en contextos aritméticos, pero presentan concepciones naturalistas en contextos
geométricos, por lo tanto, consolidar concepciones omega-épsilon o actuales del infinito es
importante para tener un mayor exito en ambos contextos y ambos tipos de vistas (véase Figura 13

y Figura 14).
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Figura 13. Respuesta del P3 al item 1c).
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Figura 14. Respuesta del P3 al item 5f).
4.2 Postest

Se aplico el postest a los mismos profesores al finalizar el taller con un espacio de una semana
entre la Ultima sesion y dicha aplicacion. De manera general se obtuvieron los resultados que se
muestran en la Tabla 3. Los porcentajes que se muestran en la tabla corresponden a los profesores

que presentaron la concepcion en el tipo de vista y en el contexto correspondiente.

, PORCENTAJE
CONTEXTO VISTA CONCEPCION
PROFESORES
Infinito natural 0% (0/11)
Infinitamente Infinito potencial 0% (0/11)
grande Posicion omega-épsilon |  45.4% (5/11)
) Infinito actual 54.6% (6/11)
Geométrico _
Infinito natural 0% (0/11)
Infinitamente Infinito potencial 9.1% (1/11)
cerca Posicion omega-épsilon | 27.3% (3/11)
Infinito actual 63.6% (7/11)
Infinito natural 0% (0/11)
Infinitamente Infinito potencial o
_ _ o o 0% (0/11)
Aritmético grande posicién omega-épsilon
Infinito actual 100% (11/11)
Infinito natural 0% (0/11)
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o Infinito potencial o
Infinitamente L o 0% (0/11)
posicion omega-épsilon
cerca _
Infinito actual 100% (11/11)

Tabla 3. Resultados del postest con profesores de matematicas.

En general, en un contexto geomeétrico los profesores presentaron una concepcién actual o posicién
omega-épsilon, de hecho, solo un profesor presentd una concepcién potencial del infinito en una
vista ‘infinitamente cerca’. En un contexto aritmético y sin importar el tipo de vista, todos los
profesores presentaron una concepcién actual del infinito. Esto siguiere que en situaciones
aritméticas se tiene mayor facilidad para superar concepciones del infinito que en contextos

geométricos.

En un contexto geométrico en una vista ‘infinitamente grande’ no hubo concepciones naturales o
potenciales del infinito, las respuestas de los profesores se dividieron dos clases: una en la que los
segmentos no pueden ser comparados porque no existen, y otra porque son interminables (véase
Figura 15). Algunos profesores (2/11) argumentaron que ambas respuestas pueden ser igual de
validas al parecer sin darse cuenta de la contradiccion entre estas dos respuestas (véase Figura 16),

asi se considera que su concepcion del infinito esta en la posicion omega-épsilon.
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Figura 15. Respuesta del P10 al item 2e).
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Figura 16. Respuesta del P5 al item 2g).

En un contexto geométrico en una vista ‘infinitamente cerca’, la mayoria de las respuestas de los
profesores se concentran en que las areas de los triangulos no pueden ser comparadas porque no

existen o porque son infinitamente pequefias (véase Figura 17). Un profesor indica que las areas
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son infinitamente cercanas a valores diferentes y por tanto una es mayor que otra, asi se considera

que su concepcion es potencial (véase Figura 18).
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Figura 17. Respuesta del P10 al item 5f).
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Figura 18. Respuesta del P9 al item 5f).

En un contexto aritmético tanto en una vista ‘infinitamente grande’ como ‘infinitamente cerca’,
todos los profesores presentaron una concepcion actual del infinito respondiendo que no existe un
ndmero mas grande o un nimero mas cercano al cero, respectivamente (véase Figura 19 y Figura
20).
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Figura 19. Respuesta del P14 al item 3).

48



NO < X\ﬁ\’(, \ :j Q Q[ e o\ Qm? ye. \’Wq\o( 4
U No- (8 f\@ vr o Qad ’OL@ VIV €08 CexCong

ma\s pequ@ﬁo S (B iCanoes c (Cero.

Figura 20. Respuesta del P5 al item 4).

Después de las situaciones planteadas en el taller se observo una superacion en las concepciones
de profesores de matematicas en contextos aritméticos y geomeétricos, por ejemplo, el profesor P3
presentd concepciones actuales en un contexto aritmético y en un contexto geométrico con una
vista ‘infinitamente cerca’ (véase Figura 21) mientras que en una vista ‘infinitamente grande’

present6 una concepcidn de posicion omega-épsilon (véase Figura 22).
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Figura 21. Respuesta del P3 a los items 5d) y 5f), respectivamente.
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Figura 22. Trazos y respuesta del P3 a los items 2) y 2e), respectivamente.

4.3 Discusion

Para la discusion se exponen las respuestas transcritas de la profesora (P4) ‘Cathy’ y del profesor
(P15) ‘John’ (como seuddnimos) porque permiten el analisis de la evolucidon de sus concepciones
acerca del infinito durante el transcurso del taller, asi como por su facilidad para exponer
cometarios, preguntas y retroalimentaciones durante cada una de las sesiones del taller. Las

respuestas mostradas aqui son tomadas del material que se abord6 durante el taller.

Una de las primeras actividades que se realizaron durante el taller en una vista ‘infinitamente
grande’ corresponde con la comparacion de conjuntos finitos e infinitos, (Belmonte y Sierra, 2011)
titulada NUmeros que son muy grandes, lo que se espero en primer lugar con los profesores es que
identificaran los conjuntos finitos de aquellos infinitos. Un profesor con una concepcion del infinito
natural pensaria que todos los conjuntos son infinitos, por ejemplo, la cantidad de granos de arena

sobre la playa.
Este fue el caso la profesora Cathy que ante la situacion de ordenar los conjuntos mencion0 que:

‘Creo que todos los conjuntos son conjuntos infinitos porque no tienen fin, por lo que no

podemos clasificar que conjunto tiene menor o mayor numero de elementos’.
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Ante el cuestionamiento de sus compafieros del por qué considera que todos son infinitos hace la

afirmacion de que:

‘Es que no puedo contar todos los granos de arena que hay en la playa, mucho menos en

la Tierra’.

Aqui puede notarse que la profesora Cathy conoce los conjuntos y esta familiarizada con ellos, es
decir, “entiende el conjunto de 4tomos [aqui los granos de arena] como naturalmente infinito, el
conjunto existe, no lo creamos” (Kratka, 2013, p. 93) pero la incapacidad de contar una totalidad
de elementos limita su concepcion del infinito a lo natural. Esto estd en concordancia con lo
reportado en Cihlaf et al. (2015) donde al trabajar con estudiantes los conjuntos con concebidos

como infinitos siempre y cuando se extiendan dentro de sus horizontes.

Para un cambio conceptual del infinito, segun la teoria del cambio conceptual, primero es
importante revisar sus creencias. Aqui modificar su creencia de que todos los conjuntos son
infinitos es la primera parte. Asi, para generar un conflicto entre su creencia y la informacion de la
situacion y que a la vez esta revision de creencias permita un cambio conceptual (Chi, 2008), el
instructor les pregunta a los profesores ¢cuantos divisores tiene el nimero 24?, ¢cuantos divisores
tiene el nimero 100? ¢y cuantos divisores tiene 101°°? Algunos profesores los calculan y otros
intuyen que, aunque son una cifra considerable (1012), debe ser finito. Entre ellos esta la profesora
Cathy:

Bueno... si es un numero, entonces es finito... quiza exagere al decir que era infinito, es

que no sabia como calcularlo’.

El instructor le pregunto qué piensa acerca de la cantidad de arena: ¢siempre habra mas arena por
contar o en algun momento se le acabara? La profesora Cathy responde rapidamente que se tiene

que acabar, asi esto deberia ser un nimero finito al igual que los divisores de 101°°:

‘Pues se acabaria, al final debe de haber un ultimo grano de arena... [Ah! Entonces es un

namero muy muy grande... bueno, pero sigue siguiendo un nimero’.

Al finalizar la situacion, el instructor menciona otros conjuntos finitos muy grandes (nimero de

estrellas y el nimero de células en el cuerpo humano), con el propdésito de notar si los profesores
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(entre ellos Cathy) tienen o han cambiado la creencia de que no todos los conjuntos son infinitos.
En el caso de la profesora Cathy, en este punto del taller fue suficiente la revision de su idea de

infinito, para hacer notar que no todos los conjuntos son infinitos.

Una respuesta inesperada que se obtuvo en esta situacion fue la del profesor John, donde propone
un ordenamiento de los conjuntos, pero para él, el mas pequefio de todos es el de los naturales. Al

ser cuestionado por el instructor de como justificaria su argumento, el profesor John menciona:

‘Bueno es gue todos tienen una cantidad determinada, pero sé que el mas pequefio debe
ser los naturales porque algunos autores citan a los nimeros naturales como los elementos

primarios hasta el 10 sin contar al cero’.

Si bien se podria concluir que su concepcién inicial no es de infinito natural porque es capaz de
identificar que no todos los conjuntos son infinitos, no estd superada del todo ya que para el
profesor John los nimeros naturales sélo son del uno al diez. Su concepcion natural del conjunto

de los numeros naturales N esté influida por la creencia de que N = {1, 2, 3, ...,9, 10}.

Desde la teoria del cambio conceptual, modificar su creencia haria que su concepcion del infinito
también se modificara. Para ello, los profesores construyen los nimeros naturales, la diferencia de
la base 10 (que podria ser el origen de la confusién del profesor John), y hacer notar al profesor

John que este conjunto es infinito.

‘No sé porque lo confundi, crei que los naturales no mas eran los que contabamos con los

dedos, por eso natural. Lo he estado explicando mal estos anos’.

El instructor solicité al profesor John una nueva ordenacion de los conjuntos considerando la nueva
construccidn de los numeros naturales. Luego, el profesor John estableci6 que el tltimo ahora seria
los nUmeros naturales. Asi, para el profesor John la concepcién del infinito natural al comparar

conjuntos ha sido superada en esta situacion.

Una vez que los profesores establecieron criterios para determinar conjuntos finitos de infinitos,
ahora procedieron a la comparacion de conjuntos infinitos, especificamente, los nimeros naturales
N, los nimeros pares E y los cuadrados perfectos S a partir de la situacién titulada Comparando
conjuntos infinitos (Fischbein et al., 1979; Juter, 2019; Monaghan, 2001; Moreno Armella &
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Waldegg, 1991). Lo que se esper0 es que los profesores identificaran que los tres conjuntos son
infinitos y establecer una relacion unoauno entre Ny E y Ny Sy, por tanto, que tienen la misma
cantidad de elementos. Un profesor con una concepcion natural o potencial pensaria, por ejemplo,
que hay el doble de nimeros naturales que de pares o menor cantidad de cuadrados perfectos que
naturales. Este tipo de argumentos también son reportados en Juter (2019) donde se reporta que
casi el 40% de los estudiantes creen que hay menos numeros pares que naturales y en Luis et al.
(1991) alrededor del 40% de los estudiantes creen que hay menos cuadrados perfectos que
naturales. Por otro lado, en Monaghan (2001) un 46% de los estudiantes creen que hay la misma

cantidad de pares que naturales.

Tanto la profesora Cathy como el profesor John argumentaron que hay tantos nimeros naturales
como pares, pero por un lado Cathy afirma que no se puede saber si hay méas naturales o cuadrados
perfectos porque ambos son infinitos, mientras que para John hay una menor cantidad de cuadrados

perfectos que de naturales. John afirma que:

‘Porque para ser cuadrado perfecto debe de existir la condicion de que el numero

multiplicado por si mismo resulte el otro numero’.

Al parecer el profesor considerd ahora los naturales y observé que no todos son cuadrados
perfectos. Si bien es cierto, la condicién real es que dado el conjunto de los cuadrados perfectos S
puede obtener su natural asociado dentro de N. Para hacer esto evidente el instructor solicito al
profesor John que organice los primeros diez cuadrados perfectos y si puede determinar el natural

que los origina:

‘Como todos son cuadrados perfectos, si puedo hacerlo, seria buscar el niamero [natural]
que multiplicado por si mismo resulte ese cuadrado perfecto, por ejemplo, del cuadrado

perfecto 16 su natural asociado seria el 4 porque 4 X 4 = 16"

Ahora, el instructor hizo ver al profesor John que construyd una relacion entre los cuadrados
perfectos y los naturales, y si esto puede usarlo como argumento para decir algo al respecto sobre

la igualdad de elementos en ambos conjuntos S y N como lo hizo con los pares y naturales.

‘Es que estaba pensando en los huecos en los naturales que hay cuando no hay cuadrado

perfecto, pero si lo pienso como lo hice en los pares, pues si son iguales hay lo mismo, porque
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la relacion ahi esta de los naturales saco su cuadrado y obtengo los cuadrados perfectos, y al

revés, si saco la raiz cuadrada al cuadrado perfecto pues tengo el natural de antes’.

Por otro lado, la profesora Cathy construyé una relacion entre los naturales N y cuadrados perfectos
S, incluso afirmo que siempre tendra un cuadrado perfecto de un natural. Sin embargo, ante la
pregunta: ¢qué hay mas: naturales o cuadrados perfectos? Su respuesta sugiere que no utiliza la
relacién y una concepcion anterior emerge nuevamente, tratando de contar los elementos totales y

ver cual es mayor como se hace con conjuntos finitos:

‘Como los cuadrados perfectos surgen de la sucesion de los nimeros naturales hay un

numero infinito de ellos y, por lo tanto, no se pueden comparar’.

Ya que su creencia a contabilizar muestra resistencia a desaparecer, segin la teoria del cambio
conceptual, esto puede deberse a que el modelo mental necesita ser transformado. EIl instructor le
solicitd que construyera una relacion uno a uno, pero ahora entre los cuadrados perfectos y los
naturales, para lo cual la profesora Cathy contestd que seria la raiz cuadrada. Nuevamente, el
instructor le hizo la observacion si al encontrar una doble relacién entre un conjunto y otro, su
argumento puede ser igual que como lo hizo con los pares y naturales y de ser asi en qué cambia

Su argumento.

‘Si es igual, puedo decir que habria los mismos si para cada natural hay un cuadrado
perfecto y viceversa. Creo que ya no me preocupa el contar uno por uno, como que ya no
me fijo en ir viendo cada namero natural o par, sino como si ya tuviera todos, como en
conjunto. La relacion me sirve para comparar conjuntos, si esta es porque son ambos

iguales en cantidad de elementos .

Esta respuesta evidencia que la concepcion del infinito potencial que present6 la profesora Cathy
en esta situacion fue superada, entr6 en conflicto con el proceso de contar cada elemento porque
no tendria fin, desde una concepcion potencial. Entonces, la nueva informacion sugiere que ya no
es necesario contar, solo establecer relaciones sobre todo el conjunto, cambiando el modelo de

comparar conjuntos infinitos.
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Por ultimo, la situacion paraddjica El Gran Hotel de Hilbert (Mamolo y Zazkis, 2008; Roa-Fuentes
y Oktag, 2014) muestra que la profesora Cathy después de diferentes situaciones del tipo

‘infinitamente grande’ ha llegado a construir una concepcion actual del infinito.
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Figura 23. Respuesta de la profesora Cathy a la pregunta: Como podria ubicar a un nuevo
huésped en un hotel de habitaciones infinitas llenas?

La respuesta mostrada en la Figura 23 sugiere que la profesora Cathy ha profundizado en la
comparacion de conjuntos infinitos, denota una funcién y = x que relaciona el nimero de huésped
con el nimero de habitacién y encuentra una nueva funciéon y' = x + 1 que relaciona el nimero
de huesped con la habitacion contigua. Ahora la profesora Cathy no solo uso las relaciones para
comparar conjuntos, sino que ademas le permitieron ‘mover’ elementos para generar el ‘espacio’

para el nuevo huésped.

De hecho, muy pocos profesores (2/15) en esta situacion presentaron una solucién como la de la
profesora Cathy, la mayoria de los profesores con una concepcion potencial (como el profesor
John) se centrd en colocar al nuevo huésped al final argumentando que si son infinitas debe haber
una habitacion mas que esté vacia. Después de que Cathy muestra a los demas como podria

solucionarse la situacion, John menciona que:
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‘No me queda claro, siento que es lo mismo que si lo pones al final, porque si estas
moviendo a todos los infinitos huéspedes de habitacion a la siguiente habitacion, al final
la Gltima debe estar desocupada para poder meter ahi al ultimo huésped de la habitacion

anterior, y si esta vacia pues mejor ahi poner al que lleg0 y ya no mueves a nadie’.

Asi como el profesor John, los demas profesores muestran una resistencia a la solucion de la
profesora Cathy, ya que como se evidencia en Mamolo y Zazkis (2008) los estudiantes tienden a
resistirse a la solucion actual por encima de asociarlo a un significado realista. EI profesor John,
aunque ha presentado concepciones potenciales, evidencia que también como emergen ideas
naturales, como el hecho de hablar de una dltima habitacion cuando son infinitas. Para remover
esta idea el instructor les pregunta si este hecho no violaria que todas las habitaciones estén llenas.
Nuevamente el profesor John también argumenta que en la solucion de Cathy no se entiende como
los acomodarian si es infinito, no terminaria el proceso. Nuevamente, la resistencia a aceptar la
solucidn esta limitada por un significado realista, es decir, un “proceso de reacomodacion infinita,

(...) [que] nunca dejarian [los huéspedes] de moverse” (Mamolo y Zazkis, 2008, p. 175).

Para ayudar a los profesores a cambiar su concepcidn, el instructor puso de manifiesto las diferentes
contradicciones en los argumentos que expusieron, por ejemplo, el profesor John al mencionar un
ultimo huésped o habitacion cuando son infinitas. Para el profesor John, no fue suficiente la
revision de creencias, ni transformar el modelo de comparacion de conjuntos infinitos. Segun la
teoria del cambio conceptual, esto puede deberse a que estd mal categorizada su concepcion. Aqui,

los argumentos realistas y dar sentido fisico al proceso infinito limita el cambio conceptual.

Nuevamente, la profesora Cathy evidencio concepciones superiores a la potencial al cuestionarle
ahora ¢ Qué sucederia si hubiese huéspedes infinitos por llegar?

‘Si se tiene un conjunto infinito y se tiene una funcion biyectiva y = x, esta la multiplicamos
por 2, y = 2x, permitiendo que ciertas habitaciones infinitas queden vacias para albergar
a huéspedes infinitos. En este caso los conjuntos de habitaciones son infinitas, el nimero
de huéspedes son infinitos y se debe crear un conjunto de habitaciones vacias infinitas para

el conjunto de huéspedes’.
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Asi, para la profesora Cathy la comparacion de conjuntos infinitos a través de funciones biyectivas
permitié una construccion del infinito actual. Esto pone de manifiesto que las situaciones abordadas
en el taller para comparar conjuntos infinitos han construido un mejor modelo de comparacion de
conjuntos infinitos para la profesora Cathy y, por otro lado, ha construido una concepcion actual

del infinito en situaciones del tipo ‘infinitamente grande’ en ella.
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Capitulo 5

5 CONCLUSIONES

Las concepciones de los profesores de matematicas que se evidenciaron antes de la intervencion
del taller son consistentes con las reportadas en la literatura. Durante el proceso del taller se
desarrollaron diferentes situaciones que, como muestran los resultados de esta investigacion, las
concepciones que fueron desarrollando los profesores van desde el infinito natural hasta el infinito

actual, sin embargo, como se ha advertido anteriormente, este recorrido no es lineal.

Por ejemplo, la profesora Cathy en situaciones del tipo ‘infinitamente grande’ e ‘infinitamente
muchos’ al finalizar las situaciones present0 concepciones del infinito actual, pero en situaciones
del tipo ‘infinitamente cerca’ no comenzo6 con concepciones actuales. Esto pone de manifiesto que,
las concepciones que presenta el profesor de matematicas acerca del infinito no solo dependen de

del contexto (aritmético o geométrico), sino también del tipo de situacién presente.

Esto es evidente con el profesor John donde en diferentes momentos del taller presentd resistencia
a argumentos del infinito actual, por ejemplo, en la situacion del Gran Hotel de Hilbert. Asi, desde
la teoria del cambio conceptual no es suficiente una revision de creencias o transformacion del
modelo mental para superar sus concepciones, dada la resistencia a aparecer de nuevo ciertas

creencias del infinito natural o potencial en el profesor John.

El postest revel6 que los profesores, en general, presentaron concepciones posicion omega-épsilon
e infinito actual después de la intervencion del taller, pero las situaciones individuales por profesor
no son asi. Algunos de ellos presentaron aun resistencia a creencias del infinito, como el uso de
reglas de comparacion de conjuntos finitos en conjuntos infinitos. Asi, una investigacion a futuro
deberia idear nuevas situaciones que permitan, segun la teoria del cambio conceptual, superar las

creencias resistentes.
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ANEXOS

A. Actividades para abordar en la primera sesion del taller
1. ¢Cudl es la definicion de infinito que tienes en tu mente?
2. Ordena de menor a mayor los siguientes conjuntos y explica tu respuesta:
NUmero de estrellas
Ndmero de granos de arena en la Tierra
Numeros naturales N = {1, 2,3,4,5, ...}

Numeros divisores de un “googol” (101°°, un uno seguido de cien ceros)

mo o w >

Numero de células que forman el cuerpo humano
3. ¢Cudl es el numero mas grande?
A. 999999 999 999 999 999
B. 999999 999 999 999 999 ...999
C. 999 999 999 999 999 999 ...
4. Se tiene una linea recta p y otra linea recta g como muestra la figura siguiente. ¢Existe un

punto de interseccion entre ellas?

—

5. Dada una linea recta b y el punto A, que no se encuentra en esta linea recta. Construya el
segmento AB, con el punto B que se encuentra en la recta dada b, con el segmento AB tan

largo como sea posible. Selecciona la oracion que mas se ajuste a tu construccion.

A
. /

b

——

A. El punto B esté al final de la linea recta.
B. El punto B esta en el infinito.

C. El punto B no existe.
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C. Actividades para abordar en la segunda sesion del taller
1. Considera la siguiente lista de los primeros 100 nimeros naturales como se muestra a
continuacion:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
a) Encierra todos los nimeros que son cuadrados perfectos de la lista anterior. ¢ Cuantos
cuadrados perfectos hay en la lista?
b) Escribe en potencias cuadradas (por ejemplo, 16 = 42) todos los elementos del
conjunto del inciso a).
c) Continua la lista hasta el 200, ¢ Cuantos cuadrados perfectos hay en la lista?
d) Si continua la lista hasta el 1 000, 10 000 o 1 000 000, ¢Cuéantos cuadrados perfectos
habria en cada caso?
e) Imagina que puedes escribir todos los cuadrados perfectos que hay, ¢Qué oracidn seria
la mas apropiada para ti?
A. La cantidad de términos es muy grande, pero finita.
B. La cantidad de términos nunca termina, siempre puedo escribir otro mas.
C. Lacantidad de términos es muy grande que no puede escribirse, infinita.
D. No existe un ultimo cuadrado perfecto.
f) Imagina que puedes escribir todos los nimeros enteros que hay, ¢Qué oracion seria la
mas apropiada para ti?
A. La cantidad de términos es muy grande, pero finita.
B. La cantidad de términos nunca termina, siempre puedo escribir otro mas.

C. Lacantidad de términos es muy grande que no puede escribirse, infinita.
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D.

No existe un Gltimo ndmero entero.

g) Imagina que puedes escribir todos los nimeros pares que hay, ¢Qué oracion seria la mas

apropiada para ti?

A.

B.

C.
D.

La cantidad de términos es muy grande, pero finita.
La cantidad de términos nunca termina, siempre puedo escribir otro mas.
La cantidad de términos es muy grande que no puede escribirse, infinita.

No existe un ultimo namero par.

2. Completa la siguiente tabla con los valores pares y cuadrados perfectos para cada nimero

natural indicado.

d)

Natural NUmero par Cuadrado perfecto
1
2
3
4 4x2=8 4% =16
5
6
7
8
9
10
n

Regresa a la pregunta 1a) y compara los valores de la tercera columna, ¢son los mismos?

Continua la tabla hasta un namero natural grande (por ejemplo, 1 000 000), ¢puedes

encontrar un nimero par asociado a ese niimero natural?

Imagina que completas la tabla con todos los nimeros naturales, ¢puedes encontrar un

nlumero par asociado para cada natural?

Selecciona la oracion que mas represente tu idea hasta el momento.

A
B.

Hay el doble de nUmeros pares que nimeros naturales.
No puedes comparar la cantidad de nimeros pares con los nimeros naturales porque
hay infinitos de ellos.

Hay tantos nimeros pares como numeros naturales.
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e) Continua la tabla hasta un nimero natural grande (por ejemplo, 1 000 000), ¢puedes
encontrar un cuadrado perfecto asociado a ese numero natural?

f) Imagina que completas la tabla con todos los nimeros naturales, ¢puedes encontrar un
cuadrado perfecto para cada natural?

g) Selecciona la oracién que mas represente tu idea hasta el momento.
A. Hay menos cuadrados perfectos que nimeros naturales.
B. No puedes comparar la cantidad de cuadrados perfectos con los nimeros naturales

porque hay infinitos de ellos.

C. Hay tantos cuadrados perfectos como niumeros naturales.

3. ¢Es posible unir los puntos A y B con una linea que no corte a la linea recta p? (esta linea

No necesita ser recta).

D. Actividades para abordar en la tercera sesion del taller
1. Observa los siguientes conjuntos.
A = {10, 20,30, 40,50, ...}
B ={1,23,4,5,6,7,8911,12,..,19,21,..,29,31, ..}
Cc=1{1,23,4,5,..}
D={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}
E={-1,-2,-3,-4,-5,..}
F =1{2,4,6,8,10,...}
G ={1,4,9,16,25,..}

H—{l 1111 }
- )2)314l51"'

a) Encuentra una relacién (si la hay) para cada pareja de elementos en los conjuntos que
se indica a continuacién. Puedes usar una tabla de valores para encontrar dicha relacion

como lo hizo en el item 2 de la sesion 2.
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AyC.
CyB.
ByA.
CyD.
CYyE.
CyF.
Cya.
EyaG.
GYF.
J. CyH.

I & mmoow>»

2. Si piensas que los conjuntos son incomparables, usa el simbolo x. Si piensas que los

conjuntos son comparables y tienen la misma cantidad de elementos, usa el simbolo =. Si

piensas que los conjuntos son comparables, pero no tienen la misma cantidad de elementos,

usa el simbolo #.

a)
b)
c)
d)
€)
f)
9)
h)
)
)

Tamafiode A
Tamafiode C
Tamafiode B
Tamafode C
Tamafode C
Tamafiode C

Tamaiio de C

Tamafio de E
Tamafio de G

Tamafio de C

Dados los conjuntos

tamario de C.
tamanio de B.
tamario de A.
tamano de D.
tamano de E.
tamano de F.
tamariio de G.
_____ tamafio de G.
_____ tamafiode F.

tamafio de H.

A:{|:1|,

2

3

y B =1{12%22,32,..}, ¢(Qué

conjunto tiene mas elementos? Selecciona la oracion que mas represente tu idea hasta el

momento.

A. El conjunto A.
B. El conjunto B.
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C. Ninguno, no puedes comparar la cantidad de cuadrados con los nimeros potencia
porque hay infinitos de ellos.
D. Son iguales, hay tantos cuadrados como nimeros potencia.

4. Aqui hay dos semi lineas rectas AA; y BB;. ¢Alguna de ellas es mas larga y, de ser asi,

cual?
A A1
[ { ]
.B .B1

5. Imagina que eres el administrador del mejor hotel del mundo que tiene una cantidad infinita
de habitaciones (sin preocuparnos del espacio necesario para el hotel) donde una noche
todas las habitaciones estan ocupadas. Justo en ese momento llega un huésped muy famoso
que no se le puede negar el servicio y él te solicita una habitacidn para hospedarse.

a) Si solo se permite un huésped por habitacion, ;Coémo podrias ubicar al nuevo huésped
en una habitacion?
b) Peor aun, después de un tiempo llega una cantidad infinita de huéspedes. ¢Podrias

ubicarlos a todos?

E. Actividades para abordar en la cuarta sesion del taller
1. Selecciona la oracion que mejor se relaciona con tu idea en este momento.
A. Hay un numero infinito de nimeros entre dos niumeros diferentes cualesquiera.
B. Hay al menos un nimero entre dos nimeros diferentes cualesquiera.
C. No hay nimeros entre dos numeros diferentes cualesquiera.
2. Considera dos nimeros decimales diferentes, por ejemplo, 0.8y 1.1.
a) Escribe dos numeros decimales que estén entre los dos mostrados arriba.
b) Escribe dos nuevos nimeros decimales que estén entre los que propusiste en el paso
anterior.
¢) Imagina que continuas el proceso, ¢llegara un punto donde ya no encuentres nuevos
numeros decimales? Explica tu respuesta.
3. Divida el segmento AB en dos partes iguales. El punto H es el punto medio del segmento.

Ahora divida AH y HB. Los puntos P y Q representan los puntos medios de los segmentos
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AH y HB, respectivamente. Siga dividiendo de la misma manera. Con cada division, los
fragmentos se vuelven cada vez mas pequefios. Pregunta: ¢Llegara a una situacion tal que

los fragmentos sean tan pequefios que no pueda dividirlos mas? Explica tu respuesta.

P Q

o . o . o
A H B

4. Considere nuevamente el segmento AB de la pregunta anterior. Esta vez, en lugar de dividir

el segmento en dos partes iguales, lo divide en tres partes iguales. ¢Llegara a una situacion

en la que los segmentos serén tan pequefios que no pueda seguir dividiéndolos? Explica tu

respuesta

C D
40— O 0 ¢ oo
A B

5. ¢Cuantos puntos hay sobre el segmento AB? Explica tu respuesta.

: :
F. Actividades para abordar en la quinta sesion del taller
1. Considera todos los nimeros decimales entre 0 y 1y todos los nimeros decimales entre 0
y 10. Selecciona la oracion que mejor se ajuste a tu idea en este momento.
A. Hay méas nimeros entre 0y 1.
B. Hay més nimeros entre 0y 10.
C. No se puede comparar porque siempre hay nimeros decimales entre dos diferentes.
D. Hay la misma cantidad de nimeros decimales en ambos casos.
2. Observa el conjunto A = {x € R: 0 < x < 1}. Este conjunto es el intervalo [0,1]. Ahora,

definamos el conjunto B = {y : y = 2x,x € A}. En el conjunto B, cada elemento x en A

. Ty . o . . s -y 1
es reubicado en la posicion 2x sobre la linea numérica. Asi, 0 no cambia de posicion, "

cambia a % 1 cambia a 2, etc.
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a) Completa la siguiente tabla algunos valores que serian reubicados.

X 2x

o

e
Wl N n| O
&1

0.83

0.9

10
11

0.999 ...
1

b) ¢El conjunto B tiene todos los puntos del intervalo [0,2]? Explica tu respuesta.

c) ¢Los conjuntos Ay B tienen el mismo numero de elementos? Explica tu respuesta.
Considera un segmento AB = 6 cm y un segmento CD = 4 cm.
a) ¢Cuantos puntos hay en los segmentos? Selecciona la oracion que mejor represente tu
idea en este momento.
A. Hay un muy largo, pero finito, nimero de puntos.
B. No se puede saber porque es indeterminado.
C. Hay una cantidad infinita de puntos.
b) Si tuvieras que comparar los puntos del segmento AB y del segmento CD, ¢Quién tiene
mas puntos? Selecciona la oracidén que mejor represente tu idea en este momento.
A. Hay mas puntos sobre el segmento AB.

B. Hay mas puntos sobre el segmento CD.
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C. No se puede comparar porque hay infinitos puntos en ambos segmentos.
D. Hay tantos puntos en AB como en CD.

4. Sean AB y CD dos segmentos de diferentes longitudes, de modo que AB es mas largo que
CD. Divide el segmento AB y llama al punto medio H,. Divide el segmento CD y llama a
su punto medio H,. Denominemos puntos correspondientes a H; y H,. Sigamos dividiendo
los segmentos resultantes. Llamaremos a los puntos medios de AH; y H, B respectivamente

P, y P; y alos puntos medios de CH, y H,D, P, y P,, respectivamente. P, corresponde a

P,, P; corresponde a P,. Sigamos realizando este proceso.

A H1 B
[ * o 3¢ ®
P1 p3
H2
[ 43 © % <
C P2 P4 D

a) ¢Llegaremos a una situacion tal que para un punto de division en el segmento AB no
haya mas puntos correspondientes en el segmento CD? Explica tu respuesta.

5. Considera el segmento AB y el segmento CD que se muestran en la figura. Dibuja la linea

punteada CA y DB que interseca en 0. Sea P algin punto sobre CD, dibujando PO

determinamos el punto P’ sobre AB.

4

%
THAY
VAN
Y B A
+ ! \
7 \
r ! \
4 ] \
’ H \
7 ! \
A *B
4 JP \
’ H \
’ ' \
’ H \
C—% 4D
P \

a) Para cada punto sobre CD, ¢habra un punto sobre AB determinado de esta manera?

b) Para cada punto sobre AB, ;habra un punto sobreCD determinado de esta manera?

c) ¢Todos los puntos sobre CD tienen un punto correspondiente sobre AB?

d) ¢Todos los puntos sobre AB tienen un punto correspondiente sobre CD?
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e) ¢Qué segmento de recta tiene mas puntos? Selecciona la oracién que mejor represente
tu idea en este momento.
A. Tiene mas puntos AB.
B. Tiene méas puntos CD.
C. No se puede saber porque hay una infinidad de puntos en ambos segmentos.
D.

Ambos segmentos tienen la misma cantidad de puntos.

G. Actividades para abordar en la sexta sesion del taller
1. Consideraun cuadrado que divides en dos rectangulos iguales. Toma uno de ellos y dividelo
nuevamente por la mitad ahora en dos cuadrados iguales. Luego, toma uno de los cuadrados
y dividelo en rectangulos iguales nuevamente. Imagina que repites este proceso

indefinidamente.

| =

D | =

a) ¢Llegara un momento donde no puedas hacer nuevas particiones en rectangulos o
cuadrados? Selecciona la oracion que mejor represente tu idea en este momento.
A. Si, en algun punto ya no habra espacio para mas.
B. No, siempre puedo generar un nuevo rectangulo o cuadrado dentro de la figura.
C. No, hay una infinidad de ellas.
2. Sea ABC un triangulo equilatero. Divide cada lado en dos partes iguales y etiquete los
puntos medios A,, B; y C;. Consideremos el triangulo A,;B,C; y marquemos los puntos
medios de sus lados 4,, B, y C, como muestra la figura. Continue el proceso de la misma

manera.
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A

a) ¢Este proceso llegard a su fin en algin momento? Selecciona la oracion que mejor
represente tu idea en este momento.
A. Si, en algun punto ya no habra espacio para mas.
B. No, siempre puedo generar un nuevo triangulo equilatero.
C. No, hay una infinidad de ellos.
3. Seauna linea recta p y una circunferencia c con centro en el punto 0. (Zippin, 1962, p. 12)

P

a) Construye una recta OA donde A es un punto lo mas cerca de O sobre la linea recta p.

¢Hay un punto A’ sobre la circunferencia ¢ que también este sobre 0A?

b) Construye una recta OB donde B es un punto lo mas lejos de O sobre la linea recta p.
¢Hay un punto B’ sobre la circunferencia ¢ que también este sobre 0B?

c) ¢Existe una recta para cada punto X’ sobre la circunferencia que pase por algin punto
X sobre la recta p?
A. No, porque hay méas puntos sobre la recta p.
B. No, porque hay mas puntos sobre la circunferencia c.

C. No, porque puntos sobre ¢ que no se asocian a una recta.
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D. Si, porque hay la recta es infinita.
E. Si, porque hay una infinidad de puntos en ambos.

H. Actividades para abordar en la séptima sesion del taller

1.

Usando solamente ceros y unos:

a) Construye una expansion decimal con muy largo periodo.

b) Construye sisteméaticamente una secuencia de expansiones, cada uno con un periodo
mas largo que el anterior.

c) Construye un decimal infinito no periodico.
. e e e, 2 , , . I . .y
Piensa en la division 5 ¢ Cual sera el resultado de dicha divisién? Selecciona la oracién que

represente mejor tu idea hasta el momento.

A. Dos dividido entre cero es un numero.

B. Dos dividido entre cero es igual a infinito.

C. No puedes calcular dos dividido entre cero.

¢Cual es el nimero positivo mas cercano al cero? Selecciona la oracidén que represente
mejor tu idea hasta el momento.

0.1

0.0000000000000001

0.0..01

0.01

Tal nimero no existe.

m moow>

1

oo

Considera un numero positivo cualquiera. Luego, lo divides entre dos; el resultado lo
vuelves a dividir entre dos; el resultado de nuevo entre dos y asi sucesivamente.

a) ¢Llegara un punto donde ya no puedas dividir nuevamente entre dos? Selecciona la
oracién gue represente mejor tu idea hasta el momento.

A. Si, porque al hacerlo en la calculadora en algin momento da como resultado cero.

B. No, porque siempre hay un numero para dividir.

Los nimeros 33T estan en constante decremento. ¢Cual sera el menor nmero
que se puede obtener de esta manera?

A. 0.1
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B. 0.0000000000000001
C. 0.0..01
D. 0.01

E. Tal nUmero no existe.

F.o=

. -, 1
6. Considera la fraccion 5.

a) ¢A qué es igual en numero decimal? Explica tu respuesta.

. .01 5 . -, .
b) ¢Esta de acuerdo con la expresion ;=0 3? Selecciona la oracion que represente mejor

tu idea en este momento.

A

m O O @

No, porque siempre le falta un poco al 0.3 para llegar a ser §

. e s , . 1 f ..
No, porque hay una infinidad de 3 en el nmero decimal y el Sesun racional finito.

Si, porque al hacer division sale ese resultado.

Si, porque es un nimero periddico infinito.

, 1 = - . -
Si, porque - y 0.3 son representaciones del mismo nmero.

I. Actividades para abordar en la octava sesion del taller

1. Piense en los numeros 0.999 ... y 1. Selecciona la oracion que represente de mejor manera

tu idea en este momento.

A. El nimero 0.999 ..., donde el nimero de nueves después del punto es infinito, es igual

a 1 ya que no hay nameros entre 0.999 ...y 1.

B. No hay nimeros entre 0.999 ...y 1, pero 0.999 ... y 1 son numeros diferentes de todos

modos.

C. Hay numeros entre 0.999 ...y 1, por lo que son nimeros diferentes.

2. Considera los numeros 0.9 y 1 en la recta numérica como se muestra en la figura.

0

—t>
09 1

a) Calcula el punto medio entre 0.9y 1, ;Cual es ese nimero?

b) Calcula el punto medio entre el valor anterior y 1, ;Cual es ese valor?

¢) Imagina que repites ese proceso indefinidamente y que llegas al dltimo ndmero, ¢Cual

seria? Selecciona la oracion que representa mejor tu idea en este momento.
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A. 0.9999999999999999
B. 0.999...
C. 1

. . .y . . 1 2
3. Considere la division para hallar las representaciones decimales de 5Ys
a) ¢Cudl es su representacion en nimero decimal?
. , 2 . ./ p .
b) Considera el nUmero 5 ¢ CUal es su representacion en numero decimal?

c) Considera que tiene todas las decimales de las fracciones anteriores. Realiza las
operaciones con nimeros decimales y complete la siguiente tabla.

Representacion

Fraccion +

QO| -
QO| -

Decimal + =

d) ¢Es la misma representacion que el inciso b)?
e) Encuentra las representaciones en numero decimal de las cantidades en la siguiente

tabla y calcula el total correspondiente.

Representacion
Fraccién Decimal
1
9
2
9
3
9
4
9
5
9
6
9
7
9
8
9
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9
9

f) ¢Qué sucede cuando llega a Z?

g) Si realizaIasumaé+§+g+%+%+%+%+§+%yporotro lado 0.1+ 0.1+ 0.1+
0.1+0.14+0.1+0.1+0.1+ 0.1, ;obtendra el mismo valor? Explica tu respuesta.

Ahora recuerda la representacion racional de nimeros decimales periodicos.

a) ¢Puedes identificar los nimeros 0.909090 ... y 0.090909 ... en su representacion
racional?

b) ¢Qué sucede cuando sumas estas expresiones como si fueran nimeros? ;Qué esperas
conseguir? Esta forma decimal periddica del nimero 1 es uno de los problemas menores
que debe resolverse antes de aceptar los decimales periddicos como representacion de
nameros.

Suponga que tiene un segmento unitario T B, sobre la cual descansa las bases de una

sucesion infinita de triangulos equilateros, con bases de longitud decreciente:

N |-

11
)Z)g’ e

(Zippin, 1962, p. 62)

»B

BB B, B B 1
a) ¢Cudl seré la longitud del zigzag de los lados restantes de los tridngulos? Selecciona la
oracién que mejor represente tu idea en este momento.
A. 1.999999999999999
B. Un valor infinitamente cercano al 2.
C. 2
No se puede saber porque siempre hay nuevos triangulos. Sea C un punto arbitrario en algin
lugar del segmento AB. Dividimos y subdividimos el segmento AB por mitades, es decir,

cada nuevo segmento que surge de la division se divide a la mitad nuevamente, y asi
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sucesivamente. ¢Llegaremos a una situacion tal que uno de los puntos de division coincida

con el punto C? Explica tu respuesta.

Fu g &
A h B

7. Sea ABCD un cuadrado cualesquiera. Hallar el punto X sobre el lado BC tal que el triangulo
ABX tendréa el area méas pequefia posible. Selecciona la oracion que represente mejor tu idea

en este momento.
C

El punto X esta muy cerca de B.
El punto X esta sobre B.

El punto X no puede ser hallado porque es infinitamente pequefio.

o w >

El punto X no existe porque no puede encontrarse dicho triangulo.

J. Actividades para abordar en la novena sesion del taller
1. ¢Hay un rectangulo de area unitaria tal que uno de sus lados sea cero? Explica tu respuesta.
2. Considera un cuadrado que divides en dos rectangulos iguales. Toma uno de ellos y dividelo
nuevamente por la mitad ahora en dos cuadrados iguales. Luego, toma uno de los cuadrados
y dividelo en rectangulos iguales nuevamente. Imagina que repites este proceso

indefinidamente.

| =

Do | =
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a) ¢Cuél serd el area de la ultima figura que se puede generar? Selecciona la oracion que
mejor representa tu idea en este momento.
A. 0.0000000000000001 u?
B. 0.01u?
C. No se puede saber porque no existe dicha figura.
D. 0
3. Sea ABC un triangulo equilatero. Divide cada lado en dos partes iguales y etiquete los
puntos medios A, B; y C;. Consideremos el triangulo A;B,C; y marquemos los puntos
medios de sus lados 4,, B, y C, como muestra la figura. Continue el proceso de la misma

manera.

C

a) Imagina que llegas al ultimo triangulo que se puede construir. ¢Cual sera el area de
dicha figura? Explica tu respuesta.
4. Considera el rectangulo ABCD.
D C

3

A 8

a) Construye un nuevo rectangulo gue tenga el mismo perimetro, pero su largo sea mayor
y su ancho menor a la figura anterior.

b) Imagine que construye nuevos rectangulos aumentando su largo y disminuyendo su

ancho de tal manera que el perimetro permanezca constante. ;Qué sucede con las areas

de los rectangulos a medida que continua el proceso? Explica tu respuesta.
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5. Construya un semicirculo con el segmento AB como diametro.

a) Divide AB en dos partes iguales, AC y CB, y construye dos semicirculos sobre AC y
CB.

b) Divide ACy CB en dos partes iguales, AD y DC, CE y EB, respectivamente; y construye
cuatro semicirculos sobre AD, DC, CE y EB.

c) Imagina que contindas dividiendo y construyendo semicirculos de la misma manera.
¢Qué pasara con la longitud de la linea ondulada a medida que acortamos la longitud
de cada subsegmento? Explica tu respuesta.

6. Imagina que tienes un conjunto infinito de pelotas de ping-pong numeradas 1,2, 3, ... y un
barril muy grande; estads a punto de iniciar un experimento. El experimento terminara
exactamente en un minuto ni mas ni menos. Tu tarea es tomar las primeras 10 pelotas e
introducirlas en el barril y remover la nimero 1 en 30 segundos. En la mitad del tiempo
anterior, vas a colocar las pelotas de la 11 a la 20 dentro del barril y vas a sacar la pelota
numero 2. Siguiendo en la mitad del tiempo restante (y trabajando cada vez mas y mas
rapido), coloca las pelotas 21 a la 30, y quita la pelota 3. Continua con esta tarea al infinito.
Después de 60 segundos, al final del experimento. ¢Cuéntas pelotas de ping-pong

permanecen dentro del barril?
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