BENEM,ERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS
MAESTRIA EN EDUCACION MATEMATICA

¢COMO IMPACTA EL CONOCIMIENTO QUE TIENE UN PROFESOR
ACERCA DE LA TEORIA APOE SOBRE SU CONOCIMIENTO
ESPECIALIZADO?

TESIS

PARA OBTENER EL TiTULO DE
MAESTRO EN EDUCACION MATEMATICA

PRESENTA
LIC. JOSE ANTONIO SANCHEZ GARCIA

DIRECTOR DE TESIS
DR. ERIC FLORES MEDRADO

CO - DIRECTORA DE TESIS
DRA. LIDIA AURORA HERNANDEZ REBOLLAR

PUEBLA, PUE. MARZO 2022







DR. SEVERINO MUNOZ AGUIRRE
SECRETARIO DE INVESTIGACION Y
ESTUDIOS DE POSGRADO, FCFM-BUAP
PRESENTE:

Por este medio le informo que el C:

LIC. JOSE ANTONIO SANCHEZ GARCIA

Estudiante de la Maestria en Educacién Matematica, ha cumplido con las indicaciones que el
Jurado le sefialé en el Coloquio que se realizé el dia 03 de diciembre de 2021, con la tesis
titulada:

“;COMO IMPACTA EL CONOCIMIENTO QUE TIENE UN PROFESOR ACERCA DE LA TEORIA APOE
SOBRE SU CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO?”

Por lo que se le autoriza a proceder con los tramites y realizar el examen de grado en lafecha
que se le asigne.

ATENTAMENTE. _“S\DAD >
H. Puebla de Z. a 25 de febrero de 2022 7/ & 7 " s X
/ e K .rv~ 2\ \\\
R IR
/ K\ Qo) i)
. bk £ ( N 45 g/
hor O . W S e / Al
- \"' \ > \ W" ) (/
Ny r >/

DRA. LIDIA AURORA HERNANDEZ REBOLLA’R;.I\ 157
COORDINADORA DE LA MAESTRIA E—
EN EDUCACION MATEMATICA.

DRA’LAHR/I'agm*

Facultad Av. San Claudio y 18 Sur, edif. FM1
de Ciencias Ciudad Universitaria, Col. San
Fisico Matematicas Manuel, Puebla, Pue. C.P. 72570

01 (222) 229 55 00 Ext. 7550 y 7552






Tesis realizada gracias al financiamiento otorgado por el Consejo Nacional de Ciencias y
Tecnologia (CONACYT) con la beca asignada al CVU 1028924



Vi



AGRADECIMIENTOS

“Las metas, son el camino hacia tus suerios; pero no se pueden lograr sin disciplina'y

consistencia”
Denzel Washington

Sin duda, esta etapa que ahora culmina ha sido de las mas complejas que he tenido hasta ahora,
hubo momentos en los que la consistencia y la disciplina desaparecieron y con eso perdi por un
momento el camino, pero, gracias a Dios y a las personas importantes en mi vida lo logré retomar

y asi poder llegar a esta meta.

Gracias a mi familia, por todo el apoyo brindado durante esta etapa, principalmente en los
momentos dificiles. Gracias por su confianza y por su paciencia. Gracias por su compafiia y
preocupacion en las noches de desvelo y en los dias de escritura y lectura. Gracias por siempre

estar presentes en todos los eventos académicos.

A ti, Lety, gracias por llegar ami viday no irte de ella. Gracias por tus porras, llamadas de atencion,
pero sobre todo por todo tu apoyo, gracias por mostrarme que la lealtad y la comunicacién entre
dos personas es parte fundamental del crecimiento en pareja. Gracias por complementarme, por
guiarme y por apoyarme a crecer, sé que ambos continuaremos haciéndolo juntos. Gracias por tanto

carifio.

A mi mejor amiga, Lucero, gracias por cada palabra de aliento. Gracias por formar parte de mi
vida, por toda tu paciencia en mis momentos dificiles y por seguir incondicionalmente junto a mi.
Gracias por siempre buscar las palabras adecuadas para poder regresarme al camino correcto, pero

sobre todo, gracias por siempre confiar en mi y por no permitirme caerme.

Al Dr. Eric, por continuar guiandome en el camino de mi formacion como parte de la comunidad
de la Educacion Matematica, por su apoyo personal en los momentos dificiles. Gracias también a
la Dra. Lidia, por igual aceptar subirse a este barco y continuar guiandome en este camino, asi
como por su apoyo en todos los momentos complicados. A la Dra. Estela por sus comentarios de
apoyo y sobre todo por contagiarme esas ganas de trabajar. Gracias a los tres por siempre haber

estado ahi cuando los necesite, ya sea de manera académica como personal, pero, sobre todo,

Vil



gracias por confiar en mi. Gracias a la Dra. lvonne por aceptar formar parte del jurado, asi como

por sus comentarios y por el tiempo destinado para la lectura de este trabajo.

A mis compafieros de generacion, gracias por cada momento vivido, por las risas, enojos, luchas
conjuntas y sobre todos, por todo el apoyo brindado. Gracias Juan, Diana, Zitlaly y Ame por
permitirme trabajar en conjunto con ustedes, por los proyectos que se generaron y concluyeron y

por los que se encuentran en planes.

A mis amigos de la licenciatura, gracias por continuar aceptando que hable de educacion y por
darle el mismo valor que a las demas areas de conocimiento, gracias por haber estado ahi junto a

mi durante este tiempo. Gracias por sus porras para lo profesional y lo personal.

A Wendy, Mire, Aurora, Jaquie, Mariana, Joss, Eduardo y Uriel, por haber estado en todo momento

acompariandome, por ayudarme a salir adelante en conjunto con Lucero, Lety y mi familia.

Al Instituto los Sauces, por su apoyo y por las facilidades brindadas para poder llevar a cabo la
conclusién del posgrado. Gracias principalmente a Hugo, Victor, Octavio, Jorge, Misael, Roberto,
Osvaldo, Geoffrey y David por su apoyo, compafiia y amistad, asi como por sus palabras de aliento

para concluir esta etapa.

A mi abuela Yiyi, que desde que ingresé a la maestria confié en mi, hoy ya no me acompafias
fisicamente, pero sé que, desde tu lugar junto a Dios, estas orgullosa de lo que he logrado, y que

siempre me has acompafado. Este trabajo es para ti.

Y gracias a todas aquellas personas, que, aunque no fueron mencionadas, sé que estuvieron detras

de mi apoyandome y confiando en que esto lo lograria.

Vil



INDICE GENERAL

Pag.
R SUIMIBIN Lottt 1
A DS ACT ..o, 3
INtrOTUCCION ... 5
Capitulo 1. Planteamiento del Problema ... 7
ODJBLIVO ..o 7
Pregunta de INVeStigacCion ..............ooiiiriiiiii e 7
JUSTIFICACION ..ot 8
Capitulo 2. Marco TEOFICO ... .ovieit i e e, 9
Introduccion y ANteCedentes ..........ooviriiniiii e, 9
Algunas DefiniCiones NECESArias ...........ovieiiiiiiiii i, 10
El Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas ........................ 13
Subdominiosy Categorias .........c.ovouiiiriiii e, 15
Conocimiento Didactico del Contenido ............cooviviiiiniinn.... 15
Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas ......... 15
Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las
MateMALICAS ...ttt 15
Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las
MateMALICAS ...t 16
Conocimiento MatematiCo ..........oovvieiiiiiiii i, 16
Conocimiento de loS TeMAS ......c.vvvviiiiiiiiiiieen, 17
Conocimiento de la Estructura de las Matematicas .......... 17
Conocimiento de la Practica Matematica ..................... 18
LaTeOraAPOE ..., 19
Capitulo 3. MELOAOD ......viei 23
Corte Cualitativoy EStudio de Cas0 .........c.ovviriniiiiii e, 23
I O MANTES .. 23
Etapas de [a INVestigacion .............coooiiiiiii e, 24
Capitulo 4. ANALISIS . ... 27
Identificacion de Conocimientos de Adrian ...........cooviiiiiiiiiiiiieee, 27
Conocimiento MatemMALtiCO ........c.oouiiiit i 27
Conocimiento de loS Temas .....c.vvvnviiieiii e 27
Conocimiento de la Estructura de las Matematicas ................... 39
Conocimiento de la Practica Matematica .............................. 44
Conocimiento Didacticodel Contenido ..........ccoovviiniiiiiiii, 47
Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las
MatEMALICAS ...t 47
Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las
MatEMALICAS ....oviiei it 55
Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas .................. 69
Identificacion de Conocimientosde Fernando ...........ocooeviiiiiiiiiiiiiiiiinnn, 76
Conocimiento MatemAtiCo ..........oouiiineiii e 76
Conocimiento de loS Temas .......oooviiiniii i 76
Conocimiento de la Estructura de las Matematicas ................... 90

IX



Conocimiento de la Practica Matematica ............cooeeeeevnne.. 92

Conocimiento Didacticodel Contenido ..........cooviiiiiiiiiii, 94
Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las
MatemaALiCaS ... .ot 94
Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las
MatemaAtiCas ...t 104
Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas .................. 114
CONCIUSIONES ...ttt 123
RETEIENCIAS ... e 133



INDICE DE TABLAS

Tabla 1. Distribucién de los conocimientos de Adrian en las categorias del KoT ............
Tabla 2. Distribucién de los conocimientos de Adrian en las categorias del KSM ..........
Tabla 3. Distribucion de los conocimientos de Adrian en las categorias del KPM ..........
Tabla 4. Distribucion de los conocimientos de Adrian en las categorias del KFLM .........
Tabla 5. Distribucion de los conocimientos de Adrian en las categorias del KMLS .........
Tabla 6. Distribucion de los conocimientos de Adrian en las categorias del KMT ..........
Tabla 7. Distribucién de los conocimientos de Fernando en las categorias del KoT .........
Tabla 8. Distribucion de los conocimientos de Fernando en las categorias del KSM .......
Tabla 9. Distribucion de los conocimientos de Fernando en las categorias del KPM .......
Tabla 10. Distribucion de los conocimientos de Fernando en las categorias del KFLM ...
Tabla 11. Distribucion de los conocimientos de Fernando en las categorias del KMLS ...
Tabla 12. Distribucion de los conocimientos de Fernando en las categorias del KMT ......
Tabla 13. Distribucion de los conocimientosen el MK ...,
Tabla 14. Distribucion de los conocimientosen el PCK ...,

Xl



INDICE DE FIGURAS

Figura 1. Modelo MTSK ... e 14
Figura 2. Parte de la descripcion de las actividades 3, 4y 5 ......ooiiiiiiiiiiiiieena 28
Figura 3. Descripcion del inciso a) de las actividades 6, 7y 8 ..o, 28
Figura 4. Descripcion incisob) yc)actividad 7 ... 29
Figura 5. Descripcion actividad 9 ..., 30
Figura 6. Descripcion de la pregunta 1 de laactividad 10 ............c.coooiviiiiinininnnn. 31
Figura 7. Inicio de la descripcion de las actividades 3,4y 5 ..o, 32
Figura 8. Extracto de la descripcion de las actividades 3,4y 5 .........ocoviiiiiiiininnnn, 33
Figura 9. Descripcion de actividad 3 ..ot 33
Figura 10. Descripcion actividad 4 ...........oooiiiiiiiiiee e 34
Figura 11. Descripcion actividad 5 ..o 34
Figura 12. Descripcion actividad 11 ...........ooiuinininiii e 35
Figura 13. Inicio de la descripcionde laactividad 4 ..o, 36
Figura 14. Descripcion de la pregunta 2 de laactividad 10 ... 37
Figura 15. Descripcion actividad 13 ... ..., 38
Figura 16. Descripcion pregunta 1 de laactividad 10 ..............cooiiiiiiiininene. 40
Figura 17. Descripcion de la pregunta 2 actividad 10 ...............ocooiiiiiiiiienn. 41
Figura 18. Descripcion de pregunta 1 actividad 10, videncia de conexion auxiliar .......... 42
Figura 19. Descripcion inicial de laactividad 12 ... 43
Figura 20. Descripcion pregunta 3 actividad 11 ...........cocoviiiiiiiiiiieeeeens 45
Figura 21. Descripcion pregunta 4 actividad 11 ..o, 45
Figura 22. Descripcion de las actividades 3, 4 Y 5 ... 49
Figura 23. Introduccion a las actividades 10, 11y 12 .......covviiiiiniiiniiiiieeeeeas 50
Figura 24. Descripcion de objetivos actividad 8 ... 50
Figura 25. Descripcion de actividadeS 1Y 2 ......ovovirinininiiii e 52
Figura 26. Descripcionactividad 9 ..ot 53
Figura 27. Descripcion de los temas por parte de Adriadn .............coooviiiiiiiiininininnn.n. 56
Figura 28. Parte de la descripcion de las actividades 1y 2 ..........coeviviiiiiiininnnnn.. 57
Figura 29. Descripcion de actividad 4y 5 .....c.ovinininiii 58
Figura 30. Parte de la descripcion de laactividad 6 ...............ccoooiviiiiiiiiiieen 59
Figura 31. Parte de la descripcion de laactividad 8 ...............cooiiiiiiiiiin, 59
Figura 32. Descripcion de introduccion a las actividades 10, 11y 12 ...............co.ee.e. 60
Figura 33. Parte final de la descripcion de laactividad 12 .................ccooeiiinininnnn 61
Figura 34. Descripcion del contenido de la materia de calculo diferencial ................... 62
Figura 35. Descomposicion Genética utilizada por Adrian ...............cooviiiiininennn.. 63
Figura 36. Descripcion de Adrian sobre la concepcion accion ..................oooeevinnnn 64
Figura 37. Descripcion de actividad 16 ...........c.oviiiiiiniiiiiii e, 64
Figura 38. Actividades que permiten la concepciOn accion ...............c.oeevevivinennnn.. 65
Figura 39. Descripcion de 1a concepCion ProCeSO ......vuveerinieeeiieeeeeee e, 65
Figura 40. Descripcion actividad 6 ............oooviriiiiiiii e 66
Figura 41. Descripcion de la construccion de la concepcion proceso ............c.ceevuenn.... 67
Figura 42. Descripcion de la concepcion 0bjeto ...........ccooiiiiiiiiiiiii, 67
Figura43. Iniciode ladescripCion 3,4y 5 ... i 71



Figura 44. Inicio de la descripcion a las actividades 10, 11y 12 ............ccoviivinnnnnn.. 72

Figura 45. Inicio de la descripcionde laactividad 4 ..., 73
Figura46. Finalidad de laactividad 6 ..............cooeiiiiiiii e, 73
Figura 47. Reflexiones finales de Adrian correspondientes al refuerzo de conocimientos
.......................................................................................................... 74
Figura 48. Reflexiones finales de Adrian con respecto a modificaciones en la secuencia
.......................................................................................................... 74
Figura 49. Evidencia de conocimiento sobre el concepto de conjunto solucion .............. 77
Figura 50. Evidencia de conocimiento sobre propiedades del conjunto solucién ............ 78
Figura 51. Evidencia de conocimiento sobre parametro .................oeviviiiiiiininen... 79
Figura 52. Evidencia de conocimiento sobre la variable libre ...l 80
Figura 53. Evidencia de conocimientos de propiedades que generan a una variable libre
.......................................................................................................... 80
Figura 54. Evidencia de conocimiento del concepto de grafica de una funcion ............... 81
Figura 55. Evidencia de conocimiento relacionado con la creacion de un sistema de

To T T o] 1L PP 82
Figura 56. Evidencia de conocimiento sobre tipos de sistemas de ecuaciones y sus
PrOPICUAGES ...ttt e e 82
Figura 57. Evidencia de conocimiento sobre sistemas de ecuaciones equivalentes y
operaciones elementales ...... ... 83
Figura 58. Evidencia de conocimiento sobre sistemas homogéneos ........................... 84
Figura 59. Evidencia de conocimiento sobre representaciones de la ecuacion lineal ........ 85
Figura 60. Evidencia de conocimiento de otra representacion de unarecta ................... 86
Figura 61. Ejemplo de actividad donde se utilizan multi representaciones ................... 86
Figura 62. Evidencia de conocimiento con respecto a procedimiento ......................... 87
Figura 63. Evidencia de conocimiento sobre como hallar el conjunto solucion .............. 88
Figura 64. Evidencia de conocimiento del uso de la incognita como conexion auxiliar .... 90
Figura 65. Evidencia de conexidn auxiliar del uso de la variable como relacion funcional
.......................................................................................................... 91
Figura 66. Parte de la descripcion de laactividad 16 .............c.coooviiiiiiiiiiiiiiienn, 93
Figura 67. Descripcionactividad 2 ..o 95
Figura 68. Descripcionactividad 3 ... 96
Figura 69. Descripcion de las actividades con GeoGebra ...............ccoeeviviiviicnnn... 97
Figura 70. ACtiVIdad 14 ... 98
Figura 71. Descripcion de laactividad 2de Fernando ...............cooeviiiiiiiiiiiinennn, 99
Figura 72. Parte de la descripcién de laactividad 4 ..., 100
Figura 73. Explicacionde laactividad 6 ...............coooiiiiiiii e, 102
Figura 74. Mapa de sitio del ambiente virtual de aprendizaje disefiado por Fernando ....... 105
Figura 75. Nivel conceptual y procedimental relacionado con el conjunto solucion y las
PArejas OrdENAGAS ...ttt e et 107
Figura 76. Nivel conceptual y procedimental esperados para el pardmetro ................... 108
Figura 77. Nivel conceptual y procedimental esperados para el parametroen R3 ............ 109
Figura 78. Identificacion de un plano ..., 110
Figura 79. Descomposicion genética utilizada por Fernando ..................ocoeeeiinn 110
Figura 80. Mapa de sitio como evidencia de conocimiento sobre secuenciacion de los

1=T 00 112
Figura 81. Ciclo de ensefianza ACE, explicando por Fernando ....................ccooene 115

Xl



Figura 82. Justificacion de Fernando para utilizar un entorno virtual de aprendizaje ........ 116
Figura 83. Evidencia de conocimiento acerca de ejemplos relacionados con el conjunto
SOIUCION ... e 117
Figura 84. Evidencia de conocimiento relacionado a los ejemplos de tipos de sistema de
T oT T =103 o] PP 117
Figura 85. Evidencia de conocimiento sobre ejemplos de sistemas de ecuaciones
NOMOGEBNEOS ...t e e 118
Figura 86. Evidencia del uso de multi representaciones en la descripcion de actividades . 121

XV



RESUMEN

En este trabajo de investigacion se explora, a partir del analisis de dos trabajos de grado de maestria,
la influencia que tiene el conocimiento de una teoria institucionalizada de la educacion matematica

sobre el resto del conocimiento especializado del profesor de matematicas.

Esta exploracion se realiz6 teniendo como base metodolégica y tedrica el modelo Mathematics
Teachers Specialized Knowledge (MTSK) y como teoria institucionalizada la APOE (Accion,
Proceso, Objeto, Esquema). Se analizaron, como ya se menciono, dos trabajos de tesis de grado de
la Maestria en Educacion Matematica de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, que

tuvieron como base teorica la APOE para el disefio y construccion de una secuencia de actividades.

A partir de este analisis, se concluye que el uso de la teoria APOE para el disefio de actividades
ocasiona la puesta en préactica de conocimiento relacionado tanto con el conocimiento matematico
como con el conocimiento didactico del contenido, en particular, los relacionados con teorias de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, registros de representacion, la practica de demostrar,
entre otras. Esto nos permite afirmar que conocer una teoria institucional repercute en el
conocimiento especializado del profesor de matematicas, al grado de poner en practica

conocimiento relacionado con cada subdominio descrito en el MTSK.






ABSTRACT

In this research work, the influence that knowledge of an institutionalized theory of mathematics
education has on the rest of the specialized knowledge of the mathematics teacher is explored in
two master's degree projects.

This exploration was carried out, having as a methodological and theoretical basis the Mathematics
Teachers Specialized Knowledge (MTSK) model and the APOS as a specialized theory. As already
mentioned, two thesis works of the Master's Degree in Mathematical Education of the Benemérita
Universidad Autonoma de Puebla were analyzed, which had the APOS as a theoretical basis for
the design and construction of a sequence of activities.

From this analysis, it is concluded that the use of APOE theory for the design of activities causes
the implementation of knowledge related to both mathematical knowledge and didactic knowledge
of the content those related to theories of teaching and learning of mathematics, representation
records, the practice of demonstrating, among others. This allows us to affirm that knowing an
institutional theory affects the specialized knowledge of the mathematics teacher, to the extent of

putting into practice knowledge related to each subdomain described in the MTSK.






INTRODUCCION

Una preocupacion constante en la educacion matematica es la relativa a la formacién del
profesorado, tanto en su fase inicial como en la permanente (Flores-Medrano, 2020). Esta
formacion requiere de una sistematizacion y el estudio que presentamos en esta tesis apunta hacia
aportar en este sentido. Nos centramos en un programa de maestria profesionalizante en Educacion
Matematica, destinada a la formacién permanente del profesorado de los distintos niveles
educativos. En dicha formacion se trabajan teorias institucionalizadas de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas y hemos tomado como informantes a profesores cuyo trabajo para la obtencién

del grado fue realizado haciendo uso de la teoria APOE.

El Mathematics Teachers Specialized Knowledge (MTSK), es un modelo de conocimiento
especializado, que nos permite analizar y comprender la manera en la que nuestros informantes al
utilizar la teoria APOE, ponen en practica diversos conocimientos relacionados con los
subdominios del MTSK.

Nuestra investigacion se reporta en este escrito en un total de 5 capitulos, los cuales se describen a

continuacion.

En el capitulo 1 se presenta el planteamiento del problema, en donde se aborda la problematica, la
pregunta de investigacion y se justifica dicha pregunta, concluyendo con la viabilidad de nuestra

investigacion.

En el capitulo 2 se presenta el marco teérico, en donde se comienza con un recorrido sobre la
conformacién del MTSK, asi como una descripcion de lo que para este modelo significa
conocimiento y la diferencia entre éste y el especializado. De igual manera se presenta una
subseccion correspondiente a la teoria APOE, la cual nos ayuda a tener la sensibilidad teérica
necesaria para realizar la investigacion, y permitira al lector comprender algunos términos a los

gue en el analisis referimos.

El capitulo 3 corresponde al método, en este se describe y justifica que nuestra investigacion es de
corte cualitativo basado en un estudio de caso instrumental, de igual manera se describen nuestros
informantes, asi como cada una de las etapas de nuestra investigacion, para lo cual nos basamos en
Escudero-Avila et al. (2016).



En el capitulo 4 presentamos el andlisis y discusion de cada una de las secuencias didacticas, el
cual se presenta en dos secciones, una por cada informante, y para cada uno de ellos se analizan las
evidencias de conocimiento correspondiente a cada dominio y subdominio por separado,
mostrando, para cada uno, una tabla a manera de resumen y agregando comentarios, en caso de ser
necesario, con respecto a las evidencias de conocimiento que se hallaron fuera del disefio de
actividades. El analisis correspondiente se llevo a cabo utilizando lo marcado por Escudero-Avila
et al. (2016), en donde se describen las muestras de conocimiento en indicio, oportunidad de

investigacion y evidencia.

Al término del capitulo 4 se encuentra la seccion de conclusiones las cuales se presentan por
dominio y subdominio, concluyendo con una tabla donde se muestra el subdominio y dominio que

mayores evidencias de conocimiento se presentaron por ambos informantes.



Capitulo 1. Planteamiento del problema

En Educacion Matemaética uno de los temas de investigacion que en los Gltimos afios ha comenzado
a tener una gran atencién por parte de los investigadores del &rea es el del desarrollo profesional
docente y, muy en particular, en el conocimiento especializado del profesor de matematicas
(Carrillo et al., 2013).

Dentro de este trabajo abordaremos justamente este hecho particular del conocimiento
especializado del profesor de matematicas, utilizando para esto el modelo creado por el grupo de
Investigacion en Didactica de las Matematicas de la Universidad de Huelva, Espafia (SIDM), el
Mathematics Teachers Specialized Knowledge (MTSK). Nos enfocaremos en identificar la manera
en la que una teoria institucionalizada de la Educacion Matematica, en particular, una enfocada en
el aprendizaje de las matematicas, la teoria APOE, repercute en los distintos subdominios y por

tanto dominios del MTSK y asi poder aportar al desarrollo tedrico del modelo creado por el SIDM.
Objetivo

El objetivo que se plantea dentro de esta investigacion es relacionar el conocimiento del profesor
de matemaéticas con respecto a teorias institucionalizadas, en particular la teoria APOE, con el
desarrollo de los dominios y subdominios del conocimiento especializado del profesor de

matematicas y con esto poder aportar al desarrollo tedrico del MTSK.

Pregunta de Investigacion

Basandonos en el objetivo planteado, asi como en la lectura desarrollada acerca del MTSK, se
piensa lograr dicho objetivo y responder la siguiente pregunta:
¢Cdémo repercute en el conocimiento especializado del profesor de matematicas que el profesor
conozca alguna teoria institucionalizada de la matemética educativa, en particular la teoria
APOE?

Puesto que entendemos el verbo repercutir como la manera en la que se modifica o se desarrolla
algun objeto con respecto a otro, el dar respuesta a dicha pregunta ayudara a entender como, el
conocer una teoria institucionalizada y trabajar con ella modifica o desarrolla alguno(s)
subdominio(s) del MTSK.



Justificacion

En Montes y Contreras (eds.) (2017) se presenta una serie de ponencias y mesas de trabajo en torno
a la mejora del MTSK, asi como en la basqueda de areas de oportunidad del mismo modelo y de
areas de investigacion de la Matemética Educativa donde el MTSK podria ayudar a resolver
problemas. Dentro de una de las actas de dichas jornadas podemos encontrar que Sosa et al. (2017)

mencionan que:

Estamos interesados en analizar qué conocimiento especializado se requiere para
abordar determinadas situaciones de aprendizaje de temas matematicos [...] y como
los estudiantes para profesor de Matematicas (EPP) pueden desarrollar conocimiento
especializado a partir del andlisis de situaciones reales de aula (Sosa et al., 2017, p.
72).

Es por esto por lo que se pretende que este trabajo ayude a comprender qué conocimiento
especializado se requiere para abordar determinadas situaciones de aprendizaje, puesto que al dar
respuesta a nuestra pregunta de investigacién podriamos encontrar que el conocer una teoria
institucionalizada puede o no ayudar a desarrollar el conocimiento especializado necesario y asi

poder tener alguna idea de como desarrollarlo.

Puesto que el SIDM puso como tema importante las limitaciones que el modelo MTSK podria
llegar a tener (Sosa et al., 2017), el desarrollo de este trabajo podria ayudar a verificar si en el caso

particular del KMT se encuentra alguna limitacion o no.

De igual manera este trabajo surge de la modificacién de una de las conclusiones de Sanchez-
Garcia (2018), donde se preguntaba si existia relacion entre los efectos del contrato didactico vy el
MTSK. La modificacion se encuentra en la idea de atacar la relacion entre una teoria
institucionalizada y el MTSK desde la repercusion del primero en el segundo y se decide el cambio
de los efectos del contrato didactico a la teoria APOE por los trabajos realizados en la Maestria en
Educacién Matematica (MEM) de la Benemérita Universidad Autbnoma de Puebla (BUAP).



Capitulo 2. Marco Tedrico

En este capitulo, abordaremos los dos constructos tedricos que basan nuestra investigacion. Por un

lado presentaremos a detalle el modelo MTSK 'y por otro exploraremos brevemente la teoria APOE.

Comenzaremos por una introduccién a algunos conceptos que podrian ayudar a comprender mejor
el desarrollo de nuestro analisis, es importante recalcar desde ahora que, este modelo no es el Gnico
que trata de explicar todos los conocimientos que un profesor de matematicas tiene durante la

planeacion y ejecucion de su clase.

Tampoco es un modelo que busca decir que todo profesor de matematicas debe contener cada uno
de los dominios y subdominios para ser considerado un buen profesor de la materia, es decir, que
el MTSK es un modelo que recibe criticas y que también tiene autocriticas, puesto que los dominios
que éste contiene se encuentran afo tras afio en constante mejoria para poder ser mas especificos y
asi, lograr una mejor modelacién del conocimiento especializado del profesor de matematicas y de

la misma forma hallar como se desarrolla y se ve afectado dicho conocimiento.
Introduccion y Antecedentes

EI MTSK es un modelo que se enfoca en el conocimiento del profesor de matematicas que, ademas
de ser una propuesta tedrica, también es una herramienta metodoldgica. Dicha herramienta se
utiliza para analizar las distintas practicas que un profesor de matematicas tiene dentro de la
planeacion y puesta en marcha de sus clases, todo este andlisis basado en sus diferentes

subdominios y categorias de los mismos (Flores-Medrano et al., 2014).

El MTSK surge a partir de los trabajos realizados por parte del grupo SIDM, comenzado con el
interés de caracterizar el trabajo de Ball et al.(2008) del Mathematical Knowledge for Teaching
(MKT) tratando de establecer categorias y descriptores del conocimiento para cada subdominio
considerado en dicho modelo. Durante la tarea de establecer lo ya mencionado, el grupo del SIDM
se encontrd con la dificultad de delimitar los subdominios del MKT, de donde, como respuesta a
dicha dificultad, surge el MTSK, tomando como base las virtudes que observaron en el MKT y en

otros modelos que caracterizan el conocimiento (Flores-Medrano et al., 2014).



El MTSK es, entonces, un modelo que “considera el caracter especializado del conocimiento del
profesor de manera integral en todas sus subdimensiones y evita hacer alusion a referentes

externos” (Flores-Medrano et al., 2014, p.71).
Algunas Definiciones Necesarias

Es importante que establezcamos lo que, para este trabajo, significa hablar de conocimiento y
conocimiento especializado, ya que aclarar a qué nos referimos cuando se utilizan estos conceptos
ayuda a comprender de mejor manera la forma en la que fue utilizado el MTSK durante la

investigacion y en la presentacion de resultados.

Para nuestro propdsito es importante considerar que cada vez que se habla de conocimiento
haremos referencia al conocimiento que tiene un profesor de matematicas. Una vez aclarada la
forma en la que se utiliza el conocimiento y lo que para nosotros representa, podremos caracterizar
a aquel que es especializado para el profesor de matematicas. En Montes et al. (2014) se explica
que se busca que el concepto de conocimiento esté ligado al entendimiento, puesto que existen
diversos grados de profundidad en la reflexion de lo que se refiere dicho concepto.

Por su parte Llinares (1998) llama conocimiento a aquello que:

Incluye no solo la informacion especifica sobre datos y métodos de comprobacion de
resolucion de problemas, sino también la informacion necesaria para definir y

comprender los problemas con los que debe enfrentarse un profesional (p. 55).

Por otro lado, encontramos que Pajares (1992), para referirse a una amplia red de conceptos,

imagenes y habilidades inteligentes que poseen los seres humanos utiliza al conocimiento.
Al respecto de la definicidén de conocimiento, Schoenfeld (2010) menciona que entiende:

al conocimiento de un individuo como la informacion que tiene disponible para usar
para resolver problemas, alcanzar metas o desarrollar cualquier tarea. jNOtese que, de
acuerdo con esta definicion, el conocimiento no ha de ser necesariamente correcto! (p.
25)

Cuando el grupo del SIDM encontr estas dos tltimas definiciones sobre el conocimiento, hicieron
una interpretacion, de dicha interpretacion surgieron puntos importantes que Montes et al. (2014)

presentan y que resumimos a continuacion:
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e Las definiciones que nos aportan Pajares y Schoenfeld son compatibles, aunque se
considera gque la de Schoenfeld es mas precisa.
e Gracias al punto anterior podemos comentar lo siguiente:

o “Ampliared” para Pajares e “informacion disponible” para Schoenfeld se entiende
que se refieren a acciones, comprensiones de distintos tipos y a diversas situaciones.

o Al decir Pajares “conceptos, imagenes y habilidades inteligentes” y Schoenfeld
“para usar” nos ayudan a comprender que toda informacién que no sea de utilidad
en una actividad (en nuestro caso la ensefianza de las matematicas) no tendra lugar
en la definicidn de conocimiento.

o Schoenfeld al decir “no necesariamente correcto” ayuda a complementar la
definicion de Pajares, pues la diferencia entre conocimiento correcto e incorrecto es
irrelevante para el MTSK, puesto que la intencion de quien usa dicho modelo se
espera sea siempre la de saber qué es lo que conoce el profesor para poder realizar
ciertas acciones o proponer ciertas actividades.

Después de este pequefio recorrido sobre la busqueda de una definicién para conocimiento,
podemos decir que, para este trabajo se adoptard, al igual que el SIDM, la definicion de Pajares,
pero haciendo énfasis en lo que Shoenfeld menciona acerca del conocimiento no necesariamente
correcto y recalcando también que, entenderemos que la red mencionada en la definicion también
considera a las creencias y concepciones (y en nuestro caso, conocimiento de la teoria APOE) que
tiene el sujeto y que gracias a ellas también dicha red se va construyendo (Montes et al., 2014).

Como se podra notar dentro de la definicion de conocimiento se recalca la importancia de

considerar las creencias y concepciones del sujeto (en nuestro caso, el profesor).

Las creencias pueden ser entendidas como aquellas verdades personales, mantenidas de manera
personal o colectivamente, que son naturales de la experiencia o de un pensamiento propio y que
ademas contienen cierta componente efectiva y evaluativa y no son falsables, es decir, no hay
capacidad formal de contradecirlas, pues son justificadas regularmente por argumentos que no

responden a los canones de evidencia o prueba (Ponte, 1994).

Por su lado entenderemos como concepciones a aquellas estructuras mentales generadas por

definiciones, conceptos, reglas, imagenes, proposiciones, etc. (Thompson, 1992).
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Basados en estas dos definiciones se puede entender que la diferencia entre estos dos constructos
depende de los siguientes componentes, en el caso de las creencias, el componente principal es que
es sostenido por cuestiones efectivas y, en el caso de las concepciones, por cuestiones racionales
(Montes et al., 2014). Aunque, en cuanto al conocimiento del profesor se cree que ambos conceptos

tienen una gran influencia en él.

Después de haber aclarado a qué nos referiremos al mencionar conocimiento y que ademas
consideraremos a las creencias y concepciones como parte fundamental del mismo, es momento
de diferenciar entre conocimiento comun y conocimiento especializado, en particular, en el referido

al profesor de matematicas.

Basandonos en los trabajos de Flores et al. (2013) y Flores-Medrano et al. (2016) podemos

distinguir las siguientes definiciones:

e Conocimiento comun: Aquel que se espera que toda persona tenga sin importar la profesion
que desarrolle.

e Conocimiento especializado: Aquel gue tiene y desarrolla solamente el profesor por el
hecho de ser profesor y que ademas no se desarrolla en alguna persona que no sea de dicha
profesidn, o dicho de otra forma aquel conocimiento que solo le hace sentido al profesor de

matematicas (Escudero et al., 2012).

Es importante recalcar que la diferencia entre el conocimiento comun y el especializado esta sujeto
a las caracteristicas del sujeto que los posee, asi como del sujeto que lo analiza y del nivel
academico en el que se ensefia, de esto que, el conocimiento especializado de un profesor de
matematicas de la universidad puede y seguramente es distinto al de un profesor de bachillerato
(Sosa, 2011).

El MTSK tiene como una potencialidad la oportunidad de reconocer el conocimiento del profesor
de matematicas, pero no se enfoca en solamente las matematicas ni tampoco solamente en la parte
didactica o incluso en la parte matematica-didactica, sino que considera como principal
particularidad que el conocimiento especializado esta conformado por los seis subdominios que
componen al modelo y no elemento por elemento (Flores-Medrano, Sosa & Ribeiro, 2016), es decir

el MTSK ve al conocimiento especializado como un todo influenciado por cada una de sus partes.
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El Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas

El modelo MTSK se constituye a partir de una serie de adaptaciones al MKT. Es una
reconfiguracién del conocimiento matematico, reinterpretacion de conocimiento pedagdgico que

se consideran y una nueva nocién de conocimiento especializado (Carrillo-Yafiez et al., 2018).

Basados en Shulman (1986) el grupo de investigacion SIDM mantiene en su modelo la separacion
principal del conocimiento del profesor: conocimiento matematico y conocimiento didactico del
contenido y los vasta de tres subdominios y categorias internas a cada uno (Flores-Medrano et al.,
2014).

Estos dos subdominios junto con sus categorias buscan tener una mejor nocion de aquello a lo que
nos referimos como conocimiento especializado del profesor de matematicas, basandose no
solamente en lo que se espera que solo los profesores deberian conocer con respecto al area que
ensefian sino también con respecto a la manera en la que la matematica puede ensefiarse o

aprenderse:

En primera instancia, consideramos el conocimiento que posee un profesor de matematicas
en términos de una disciplina cientifica dentro de un contexto educativo: el dominio del
Conocimiento Matematico (MK). [...] en que consideramos las caracteristicas de las
matematicas como una disciplina cientifica, y al mismo tiempo reconocemos una
diferenciacion entre las Matematicas per se y las Matematicas Escolares. El otro dominio,
el Conocimiento de Contenido Pedagdgico (PCK), esta compuesto por el conocimiento
relacionado con el contenido matematico en términos de ensefianza del aprendizaje.
(Carrillo-Yariez et al., 2018, p. 5).

Un esquema de este modelo (figura 1) se presenta en Flores-Medrano (2014) donde se puede

observar estos dos dominios y los tres subdominios correspondientes a éstos.
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Figura 1.

Modelo MTSK (Flores-Medrano et al., 2014)
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Como podemos observar en la Figura 1, el modelo se encuentra dividido en tres dominios. Del lado
derecho encontramos a la parte correspondiente al dominio del conocimiento didactico del
contenido (PCK, siglas en inglés) y del lado izquierdo encontramos al dominio del contenido
matematico (MK, siglas en inglés). Al centro del modelo se encuentran las creencias de los
profesores, tanto en matematicas como en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, las cuales
tienen influencia dentro de la forma en la que se puede presentar un conocimiento por parte del
profesor, justo también por esta razon la tercera parte del modelo se encuentra delimitada por lineas
punteadas (Carrillo-Yafiez et al., 2018, Flores-Medrano et al., 2014, Sanchez et al., 2018).

Asimismo, podemos observar que del lado derecho encontramos los tres subdominios
correspondientes al PCK: Conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT, siglas en
inglés), conocimientos de las Caracteristicas de Aprendizaje de las Matematicas (KFLM, siglas en
inglés) y conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las Matematicas (KMLS, siglas en
inglés). Del lado izquierdo de igual forma encontramos a los tres subdominios del MK:
Conocimiento de los temas (KoT, siglas en inglés), conocimiento de la estructura de las
matematicas (KSM, siglas en inglés), conocimiento de la practica matematica (KPM, siglas en

inglés).
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Subdominios y Categorias

A continuacion, ahondaremos en cada subdominio para poder comprender las caracteristicas de
éstos. Para dicho trabajo vamos a presentar por cada subdominio a las categorias que los

conforman, ademas de presentar ejemplos para cada uno de ellos.

Conocimiento Didactico del Contenido. Este dominio comprende al conocimiento que
tiene relacion con el contenido matematico, pero desde el punto de vista didactico, es decir, en
términos del proceso de ensefianza — aprendizaje de las matematicas. EI MTSK reconoce la
importancia del PCK, pues se considera que este conocimiento junto con el relacionado con la
matematica como ciencia guian las decisiones y acciones del docente durante el proceso de
ensefianza. Es importante recalcar que este dominio considera a la parte didactica que surge de la
propia matematica como objeto de ensefianza y no como teorias pedagdgicas aplicadas a la

matematica (Carrillo-Yafiez et al., 2018).

Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas. Este subdominio engloba el
conocimiento que tiene el profesor de matematicas acerca de las caracteristicas propias de los
recursos que se utilizan para ensefiar matematicas o contenidos especificos de la matematica, estos
recursos incluyen tareas, actividades, ayudas y ejemplos (Sosa et al., 2016). Cabe mencionar que
este subdominio también contiene el conocimiento sobre las caracteristicas del contenido
matematico visto como objeto de ensefianza, lo cual nos hace pensar que los recursos que se utilizan
son condicionados por la naturaleza misma del contenido matematico, por lo que, aunque estan
incluidas las tareas, actividades y ayudas, lo que importa reconocer en este subdominio es el
conocimiento del profesor que se encierra en dichas acciones (Escudero-Avila et al., 2016). Este
conocimiento puede ser resultado de teorias extraidas de literatura de investigacion, de la
experiencia o de la reflexion de la propia practica docente, todas como el nombre del subdominio

marca, enfocadas en la ensefianza de las matematicas (Carrillo-Yafez et al., 2018).

Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendizaje de las Matematicas. Este dominio se
refiere al conocimiento que prosee el profesor sobre el contenido matematico pero como objeto de
aprendizaje, es decir, el conocimiento que el profesor tiene sobre los distintos fendbmenos que se

generan durante el proceso de aprendizaje de las matematicas (Zakaryan, et al., 2018).
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Es decir, podemos considerar que el KFLM considera al conocimiento especifico que tiene el
profesor de matemaéticas centrado en el proceso de aprehension de los objetos matematicos y de
los fendmenos generados por dicho proceso como errores comunes, obstaculos epistemoldgicos,

concepciones asociadas a contenidos particulares, etc. (Sosa, Flores-Medrano, Carrillo, 2015).

El KFLM puede justificar la idea de que el profesor debe poseer un conocimiento que le ayude
anticipar la forma de pensar del alumno en determinados temas y la forma en la que dicho
pensamiento puede ser llevado para poder integrar y afrontar nuevos contenidos matematicos (Sosa
etal., 2015).

Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las Matematicas. En cuanto al
conocimiento curricular tenemos que Shulman (1986) y Escudero, Flores y Carrillo (2012) sefialan
que estd compuesto por la diversidad de programas disefiados para la ensefianza de tdpicos
especificos para un nivel determinado, asi como, materiales que sirven para dicha tarea, asi como

indicaciones y contraindicaciones que son marcadas por el curriculum en circunstancias concretas.

El KMLS comprende lo que el profesor conoce acerca de los contenidos propuestos por las
normativas correspondientes a cada nivel educativo, desde el punto de vista temporal como

contextual respecto a cada contenido indicado (Carrillo et al., 2013).

Hasta el momento se puede asegurar que este subdominio es el menos explorado por parte del
grupo SIDM en comparacion con el KoT, KSM y KFLM (Escudero-Dominguez y Carrillo, 2016).

Conocimiento Matematico. EI MTSK considera al igual que el MKT que el conocimiento
acerca de la materia especifica que el profesor ensefia forma parte del conocimiento especializado,
en nuestro caso, matematicas, en el MKT aparece considerado en la parte del dominio Subjetc
Matter Knowledge y en el caso del MTSK en el dominio MK (Flores-Medrano et al., 2014).

El grupo de investigacién de la Universidad de Huelva, Espafia, considera a la matematica como
una red sistémica de conocimiento estructurado que contiene sus propias reglas. Es por ello que el
conocimiento matematico es referido a conocer las caracteristicas de dicha red, los nodos y las
conexiones entre ellos, es decir, por medio de las reglas propias de las matematicas como sus

caracteristicas y su validacion (Carrillo-Yafez et al., 2018).

Dicho de otra forma, se puede decir que el MK estad conformado por afirmaciones, postulados o

principios fundamentales y centrales de la matematica que se conectan a traves de la l6gica natural
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y formal por parte del conocimiento del profesor de matemaéticas (Lifian, Contreras y Barrera,
2016).

Conocimiento De Los Temas. Lo que en este subdominio se entiende por “temas” es lo que
Carrillo-Yafez et al. (p. 7, 2018) explican: “El término tema se refiere a elementos de contenido
dentro de las &reas de conocimiento definibles que componen el programa de estudios de
matematicas”. También se entiende que es importante considerar que los temas que se consideran

dentro del curriculo son distintos segun el pais en que nos encontremos.

Se considera que el conocimiento especializado del profesor de matematicas deberia incluir el
dominio de la materia que ensefia, pero con un nivel de profundizacion, organizacién y
estructuracion mayor al que los estudiantes obtienen, esto con el proposito de poder tener una mejor
organizacion del proceso de ensefianza — aprendizaje de las matematicas (Lifian et al., 2016).

Por lo anterior se entiende que el KoT es el subdominio que describe el qué y de qué manera el
profesor conoce los temas que ensefia, incluye el conocimiento profundo del contenido, es decir,
conoce conceptos, procedimientos, hechos, teoremas, reglas, etc., asi como los significados de los
mismos, de igual manera involucra el conocimiento que tiene el profesor acerca de lo que se espera
que el alumno aprende desde un punto de vista profundo y riguroso, también se puede decir que el
KoT incluye el conocimiento acerca del tipo de problemas a los que se aplican los contenidos, los
contextos, significados asociados, propiedades, principios, definiciones y principios subyacentes,
conexiones de elementos dentro de un mismo tema y sus formas de representaciones (Carrillo-
Yariez et al., 2018).

Conocimiento de la Estructura de las Matematicas. El KSM es el subdominio que busca
describir el conocimiento que tiene el profesor acerca de las conexiones entre elementos
matematicos, esta idea de conexién la describe Carrillo-Yafiez et al. (2018), puesto que describe
que se tienen dos consideraciones que dan lugar a las conexiones, una temporal, que se refiere a la
secuenciacion que producen conexiones que refieren al aumento de la complejidad y la
simplificacion y la consideracion de demarcacion que es la que produce conexiones
interconceptuales, las que se refieren a ideas matematicas que permiten conectar diferentes
representaciones de un mismo concepto o vinculan diferentes conceptos que se afrontan en un

mismo momento (Flores-Medrano, et al., 2014). Asi, en este subdominio se consideran las
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conexiones de complejizacion, simplificacion, auxiliares y contenidos trasversales (Montes y
Climent, 2016).

Conocimiento de la Practica Matematica. Parte importante de la labor docente,
corresponde a lo que conoce y realiza sobre la materia que imparte, en este caso, las matematicas,
todo el conocimiento que enmarca estas acciones corresponde al conocimiento relacionado con la

practica matematica.

Godino y Batanero (1998 citado en Flores-Medrano, 2016) utilizan préactica matemaética para
referirse a las actividades matematicas que se realizan en una situacion de problematizacion

matematica, es decir, una situacion problematica que necesita ser matematizada.

En el MTSK se define practica matematica a aquella actividad matematica cuyo uso refiere al que

hacer matematico con sustento 16gico que permite abstraer reglas (Flores-Medrano, 2016).

Es asi como este subdominio considera la importancia de que el profesor conozca no solo los
resultados matematicos, sino también la forma de proceder para llegar a ellos, asi como las
caracteristicas del trabajo matematico, es decir, saber como se explora y como se genera el
conocimiento matematico (Flores-Medrano et al., 2014). Es decir, el KPM es el subdominio que
enmarca el conocimiento que tiene el profesor acerca de como hacer matematicas y cémo proceder

dentro de ellas para generar nuevo conocimiento y para comprender el ya estipulado.

Por lo anterior, podemos considerar que el KPM puede ser general o particular (especifico de un
tema), general, porque se considera el conocimiento de como se desarrollan las mateméticas mas
alla de cualquier concepto particular, es decir, de como se realizan tareas matematicas generales
(tipos de pruebas, aplicaciones de tipos de demostraciones especificas, ayudas heuristicas
generales, conocimiento de diversas estructuras y sus conocimientos) y especifico por el
conocimientos de las peculiaridades del tema en cuestion, asi como la transposicion de las tareas

matematicas ya mencionadas en el tema que se esta tratando.

Este es uno de los subdominios del MTSK del cual ain no se tiene una categorizacion como en los
ya mencionados previamente. Campos-Cano y Flores-Medrano (2019) realizan una categorizacion
del KPM, identificando una categoria para la practica de demostrar y otra para la practica de definir.
Para este trabajo, nos enfocaremos en lo que los autores consideran como subcategorias para la

practica de demostrar.
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La préctica de demostrar considera a las subcategorias que enmarcan al conocimiento por parte del
profesor acerca del tipo de demostracidon, los métodos que se utilizan para demostrar, el uso de los
distintos registros de representacion para dicha préactica, los modos de demostracion, asi como las
fases cognitivas por las que se pasa durante el proceso de demostrar y sus distintas funciones
(Campos-Cano et al., 2019).

La Teoria APOE

La teoria APOE es una teoria institucionalizada, enfocada en el aprendizaje del alumno de objetos
matematicos. Tiene sus bases en lo que Dubinsky interpreta sobre la abstraccion reflexiva de
Piaget, que la considera como una herramienta para describir el desarrollo mental de los conceptos

matematicos del alumno.

Es conocido que, para Piaget, el desarrollo del conocimiento sobre un objeto se da a partir de la
interaccion del sujeto con el objeto y del objeto con el sujeto, esto a partir de una sucesion de
acciones materiales en un sistema de operaciones interiorizadas, es decir, a lo que llama abstraccion
reflexiva (Arnon et al., 2014).

Dubinsky considera a las acciones materiales como las acciones que el sujeto lleva a cabo pero que
ademas son externas a él, las operaciones interiorizadas las interpreta como el mecanismo mental
de interiorizacion, es decir, en el proceso con el cual una accion fisica externa se convierte en la

mente del sujeto en un proceso.

Dentro de la teoria APOE se consideran cinco mecanismos y cuatro estructuras mentales. En Arnon
et. al (2014) y Villabona et al. (2016) encontramos una descripcion de estos constructos. Para el

caso de los mecanismos mentales:

e Interiorizacion: Es la transferencia de una actividad que se realiza en el entorno externo del
individuo al entorno interno del mismo, es decir que el sujeto pasa a tener el control interno
de la actividad, dicho de otra forma, el sujeto es capaz de imaginar los pasos a seguir con
respecto a la actividad e incluso puede saltar pasos o revertirlos.

e Coordinacion: Es el mecanismo que se refiere a todas las formas de emplear una o mas
acciones para formar nuevos objetos o acciones, es decir, se refiere a las formas en las que

se pueden coordinar procesos para formar nuevos.
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e Encapsulacion: Se refiere a la transformacion mental de un proceso en un objeto cognitivo,
es decir, el proceso por el cual el sujeto convierte una estructura dindmica en una estructura
estatica, esta estructura estatica puede ser fisica o mental y puede ser transformada por
acciones y procesos.

e Desencapsulacion: Consiste en revertir la encapsulacion, es decir, que el sujeto regresa al
proceso que generd un objeto siempre que lo desee.

e Generalizacion: Se refiere a la capacidad del individuo para aplicar un determinado
esquema en un contexto distinto, este esquema no cambia, pero los objetos pueden ser

asimilados por un esquema para ser contextualizados en otros contextos.
Para el caso de las construcciones mentales se puede decir lo siguiente:

e Accidon: Se dice que un estudiante ya alcanzd esta concepcion cuando realiza
transformaciones a un objeto de manera dirigida, las acciones que se involucran en la
realizacion de la transformacion son externas puesto que se deben hacer de manera explicita
y guiado por instrucciones.

e Procesos: En esta estructura mental se realiza la misma operacion que se hizo en la accion,
pero solamente en la mente del individuo, dejando la oportunidad de que el sujeto sea capaz
de imaginar la realizacion de la transformacion, pero sin llevar a cabo los pasos de manera
explicita.

e Obijetos: Es la construccion mental resultante de la reflexion por parte del sujeto acerca de
las operaciones aplicadas a un proceso donde identifica las transformaciones y las
construye, es decir, el proceso se ha encapsulado en un objeto estético, lo que implica que
se posee una concepcion objeto del concepto. De igual manera, es en esta construccion
donde se lleva a cabo la desencapsulacion. Se puede decir entonces que la naturaleza del
objeto depende del proceso por el cual fue encapsulado

e Esquema: Es una coleccion coherente de estructuras de accion, proceso, objeto y de otros
esquemas Yy las conexiones entre ellos. Y se caracterizan por ser dinamicas, gracias a la
construccion y reconstruccion continua de la actividad matematica del sujeto en situaciones

especificas.

Como se puede deducir de las definiciones ya mencionadas, todas estas construcciones se

convierten en una base de las estructuras matematicas que el sujeto construye a lo largo del proceso
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de aprendizaje. Los esquemas son estructuras dinamicas, puesto que durante todo el proceso
evolucionan constantemente, puesto que se van agregando objetos matematicos, creando asi un
refinamiento del esquema. Por tanto, el esquema contiene tanto a los mecanismos como a las

estructuras mentales.
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Capitulo 3. Método

En el siguiente capitulo se presentara el método que se utilizd durante la realizacion de esta
investigacion, se comenzara definiendo el tipo de investigacion, continuando con la descripcién de

nuestros informantes y concluyendo con la explicacion de cada una de las etapas de investigacion.
Corte Cualitativo y Estudio de Caso

Segun Strauss y colaboradores (2002), una investigacion se considera de corte cualitativo cuando
produce hallazgos a los cuales no se puede llegar por medio de procedimientos de cuantificacion o

estadisticos y que ademas la gran parte del trabajo se basa en la interpretacion del investigador.

Por su lado Baptista et. al (2010) definen como enfoque cualitativo a la recoleccion de datos que
tiene por objetivo afinar una pregunta de investigacion a partir de un proceso de interpretacion sin

una medicion numérica.

Considerando lo anterior, nuestra investigacion es de tipo cualitativa, puesto que busca comprender
el desarrollo y repercusiones en el conocimiento especializado del profesor de matematicas a partir

de la formacidn profesional en una teoria institucionalizada.

Stake (1995) menciona que un estudio de caso tiene como verdadero trabajo el de particularizar y
no el de generalizar un fendmeno y que por tanto las conclusiones de éste invitan a modificar lo
que se ha generalizado. Rosales (2018) complementa marcando que el caso puede corresponder a

un solo elemento o varios que se encuentren en la poblacion que es objeto de estudio.

De igual forma Stake (1995) explica que un estudio de caso puede caracterizarse como
instrumental, cuando su propdsito es comprender un fendmeno de un caso particular y por tanto
sirve para comprender un fenémeno complejo. Es asi como podemos situar a nuestra investigacion

cualitativa, como un estudio de caso instrumental.
Informantes

Los informantes para este trabajo son dos egresados del posgrado profesionalizante en Educacion
Matematica que se oferta en la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas en la BUAP, cuyo trabajo

de grado fue realizado con la teoria APOE.
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Es importante destacar que nuestros informantes basaron sus proyectos de tesis, asi como su
formacion en esta teoria institucionalizada en diversos autores (e.g. Cottril, 1996, Pons, 2014,
Borja, 2015), por lo que el primer acercamiento con ellos fue a través del andlisis didactico de sus

trabajos de posgrado.

Nuestro primer informante, Adrian, es un docente que para el momento en el que realizo el disefio
de actividades tenia 5 afios de experiencia docente. Es licenciado en matematicas y maestro en
educacion matematica y baso su trabajo de posgrado en una descomposicion genética para el tema

de limites (Cottril, 1996) y en una secuencia de actividades propuestas por Pons (2014).

Nuestro segundo informante, Fernando, es un docente que contaba con 10 afios de experiencia
docente para el momento en el cual disefié las actividades. Es ingeniero agronomo zootecnista y
maestro en educacion matematica. Baso su trabajo de maestria en la descomposicion genética de
Borja (2015), para sistemas de ecuaciones lineales y la complementé con la teoria de multi-

representaciones.

Es importante mencionar, que, con el propdésito de guardar el anonimato de nuestros informantes,

sus trabajos de posgrado no seran referenciados durante este trabajo.
Etapas de la investigacion

Al utilizar el modelo MTSK se abordd la investigacion basandonos en las caracteristicas
metodoldgicas del mismo modelo, comenzado con el anélisis didactico, la obtencién de
informacion de los instrumentos, la organizacion de la informacidon (evidencia, indicio y
oportunidad para la investigacion) la discusion y la presentacion de los resultados (Escudero-Avila
etal., 2016)

En cuanto al analisis didactico podemos decir que se puede utilizar con fines formativos e
investigativos, puesto que ayuda a profundizar en aspectos del analisis de contenido (aspectos
formales, significados y formas de representar un contenido matematico), el analisis cognitivo
(objetivos y limitaciones que se presentan en la ensefianza de un tema) y el analisis de la instruccion

(recursos, tipos de tareas y secuencias de estas).

Lo anterior ayuda al investigador a tener esa sensibilidad tedrica al momento de categorizar,
analizar e interpretar la informacién que se va recabando, por otra parte, el analisis didactico

también puede ser utilizado para fines metodoldgicos para comprender las manifestaciones que los
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profesores tienen y que estan relacionados con su conocimiento. Esto ayuda al investigador a
organizar y construir el conocimiento que un docente muestra a través de sus diversas acciones y

por tanto acercandolo a una comprension profunda y objetiva (Escudero-Avila et al., 2016).

El analisis didactico en nuestra investigacion se llevo a cabo al realizar una revision exhaustiva de
la teoria APOE para, asi, poder obtener la sensibilidad tedrica necesaria para poder comprender e

interpretar las secuencias de actividades disefiadas por nuestros informantes.

Por lo mencionado previamente, las investigaciones donde se utiliza el MTSK son estudios de caso
instrumentales, puesto que la recopilacion de informacion se da a partir de videograbaciones,
grabaciones de clase, notas de campo, disefio de tareas, discusiones grupales, foros de discusion,
cuestionarios y entrevistas semiestructuradas como complemento a los instrumentos ya

mencionados (Sosa, Flores-Medrano y Carrillo, 2015).

En nuestro caso, la recopilacion de la informacion se dara a partir del analisis del disefio de tareas
que realizaron nuestros informantes complementando dicho andlisis con una entrevista
semiestructurada y un cuestionario. Para la organizacion de la informacion nos basaremos en la
clasificacion que Escudero-Avila et al. (2016) mencionan que se ha utilizado en investigaciones
previas con respecto al conocimiento especializado del profesor de matematicas, dicha
clasificacion separa la informacion en evidencia, indicio u oportunidad de investigacion, las cuales

se explican a continuacion:

e Evidencia de conocimiento: Son aquellos elementos que ayudan al investigador a afirmar
que el profesor posee o no, cierto conocimiento, para garantizar que el elemento es una
evidencia es necesaria una triangulacion con respecto a la accion del sujeto, como en el
contexto (basandose en la observacion o sustentada en la entrevista semiestructurada) y la
interpretacion del investigador (ya con la sensibilidad teérica mencionada anteriormente).

¢ Indicio de conocimiento: Se refiere a aquellos elementos que causan cierta sospecha sobre
la existencia o inexistencia de un conocimiento, esta sospecha regularmente es ocasionada
por declaraciones o acciones del profesor, y esto nos indica que se requiere mas informacion
para que se conviertan en evidencia, dicha informacidn se busca encontrar en otras acciones

o incluso durante el desarrollo de una entrevista semiestructurada.
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e Oportunidad de investigacion: Son aquellos momentos ocasionados por el profesor o por el
desarrollo de la clase, que sirven para explorar conocimiento que no tiene relacion con el

subdominio con el cual se identifico el momento principal.

La entrevista semiestructurada y el cuestionario, previamente mencionados, tuvieron como
objetivo ayudar a confirmar las evidencias de conocimiento encontradas durante el analisis, 0
en su defecto, lograr cambiar los indicios de conocimiento en evidencias, esto se logra al hallar
informacidn que permita confirmar la sospecha de aparicion de cierto conocimiento por parte

de nuestros informantes.
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Capitulo 4. Analisis

En este capitulo se presentard el analisis que se le realizo a las secuencias de actividades de nuestros
informantes. Se mostrara un andlisis por informante y cada uno se abordara por subdominio,
mostrando aquellos extractos mas significativos donde se observan conocimientos

correspondientes a éstos, al final de cada subdominio se presentara un resumen.
Identificacién de Conocimientos de Adrian

Recordemos que Adrian disefi actividades para la construccién del concepto de limite basandose
en una descomposicion genética propuesta por Cottril et al. (1996) y el trabajo de Pons (2014).
Para este caso se analizaron las descripciones de un total de 16 actividades, las cuales, como ya se

menciono, se encuentran reportadas en el trabajo de posgrado de Adrian.
Conocimiento Matematico

Conocimiento de los Temas. Recordemos que dentro de este subdominio encontramos las
siguientes categorias: procedimientos, definiciones, propiedades y sus fundamentos, registros de
representacion y fenomenologia y aplicaciones. A continuacion, se presentan extractos donde

podemos observar la aparicion de dichas categorias.

El primer extracto (Figura 2) corresponde a una parte de la descripcion que Adrian proporciona de
las actividades 3, 4, 5. En dichas tareas se presenta una funcion y una tabulaciéon con algunos
valores de x cercanos a un x, especifico. Dicha tabla debe ser completada por el estudiante y
seguido de eso debe responder algunas preguntas con respecto al comportamiento de la funcion

con relacion al comportamiento de la variable x.
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Figura 2

Parte de la descripcion de las actividades 3,4y 5

Las fareas 3. 4 v 5 se presentan en modo
algebraico-numeérico segun los tipos de
representacion  considerados en (Pons,
2014).

Algebraico por la forma en que se presenta
la funcion v numerico por los datos que
necesita el estudiante para lograr responder

la segunda pregunta. En las actividades 3 v

En dicho extracto Adrién presenta evidencia de conocimiento de las caracteristicas que tienen los
distintos tipos de representacion de una funcion, esto se puede notar ya que Adrian justifica la razon
por la que menciona que las tareas presentan una representacion algebraica y otra numeérica, es por
ello por lo que este extracto es clasificado como una muestra de aparicion de conocimiento de la

categoria de registros de representacion.

Los siguientes extractos se presentan en las descripciones de las actividades 6, 7 'y 8 (la descripcion
es la misma para las tres actividades, la diferencia se encuentra en los valores x y la funcién a la
que se hace referencia), en dichas actividades se presentan graficas correspondientes a tres
funciones distintas y para cada una de ellas se le pide al estudiante que responda preguntas con el
objetivo de determinar el comportamiento de la funcién con relacion al comportamiento de la

variable x, esto solamente con la ayuda de la grafica.

Figura 3.

Descripcion del inciso a) de las actividades 6, 7'y 8.

En el inciso a) que los estudiantes sean
capaces de determinar el valor de la

funcion en un punto dada su grafica

(DG1) y (DG2)
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En este extracto (Figura 3) se observa que Adrian espera que los estudiantes sean capaces de utilizar
la gréfica para determinar el valor de dicha funcion en un punto x,, lo cual nos muestra, en
principio, un indicio de conocimiento por parte de Adrian con respecto al tratamiento que se da en
el registro de representacion grafica correspondiente, es por ello que el extracto es clasificado como
una muestra de indicios de conocimiento con respecto al tratamiento que se da en diversos registros

de representacion, en este caso en el registro grafico de una funcion.

El siguiente extracto (Figura 4) también es un indicio del conocimiento que tiene Adrian de la
categoria de registros de presentacion, igual que en el anterior extracto, la descripcién corresponde
a las actividades 6, 7 y 8, en este caso se pide que los alumnos, a partir de la gréafica, determinen a
qué valor numérico se acerca la funcion mientras la variable x se aproxima a un valor especifico.
Cuando Adrian menciona que los incisos estimulan la coordinacion de ciertos procesos (uno en el
dominio y otro en las imagenes) es porque en dichos incisos se le proporciona al alumno una lista
de numeros cercanos al valor x, correspondiente y se espera que el alumno realice acciones
similares a las realizadas en el inciso a, pues en dicho inciso se le da la libertad al alumno de

seleccionar el valor de la x que guste y a partir de ella y con uso de la gréfica hallar el valor de
f ().

Figura 4.

Descripcion inciso b) y c) actividad 7.

*En el inciso b), estimular en los eFnelincisoc), estimular en los estudiantes
estudiantes la coordinacion de la 3 coordinacion de la concepcién proceso
concepcion proceso de la sucesidn  de la sucesion mumérica en el dominio

numerica en el domimio (DG3a) cuando  (DG3a) cuando x se aproxima a 2 por la

. -1 -
X S€ aproxima a 2 por la izquerda con1a - g oy cop I concepcidn proceso de la

concepcion  proceso  de Ia sucesion  gyceqisn  pumérica en las imagenes

numerica en las imagenes (DG3L) cuando (DG3b) cuando f(x) se aproxima a 3.
fix) se aproxima a 3.

Los extractos anteriores son clasificados como indicios, ya que no es muy claro el conocimiento
que tiene el docente con respecto al tratamiento que se tiene que realizar en el registro de

representacion grafico.
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Estos indicios son convertidos en evidencia gracias a la descripcion que Adrian realiza para la
actividad 9. En dicha actividad se le presenta al alumno una gréafica de cierta funcion y se le pide
que encuentre el valor de la funcion para ciertos valores de x, y se le sugiere que se apoye de los
trazos en la grafica. En el siguiente extracto (Figura 5) se observa de manera explicita el
conocimiento que tiene el docente sobre la forma en la que se realiza el tratamiento en la

representacion grafica para poder hallar el valor de cierta funcion en un valor de x.

Figura 5.

Descripcion actividad 9.

Se busca que los estudiantes sean capaces
de determinar el valor de la funcién en
determinados puntos, dada su
representacion grafica, mediante el apovyo
de frazos de rectas, en otras palabras, se
busca que el estudiante determine los
valores de las imagenes de 1a funcion para
ciertos valores del dominio con el apoyo

de la grafica. (DiG1)

Gracias a que en la descripcion previa (Figura 5) Adrian explica la forma en la que el uso de trazos
de rectas ayuda a hallar la imagen de un punto bajo una funcion, se asegura que Adrian pone en
practica la categoria de registros de representacion, pues conoce uno de los tratamientos que se le
da al registro geométrico de una funcién, en este caso, un tratamiento que ayuda a hallar el valor

de una funcion f(x) para un valor de x especifico, dicho tratamiento es el de “trazo de rectas”.

Otra evidencia de conocimiento por parte de Adrian con respecto a los conocimientos sobre
registros de representacion lo observamos en el siguiente extracto (Figura 6), éste forma parte de
la descripcion de la actividad 10, en dicha actividad se le presenta al estudiante una funcién por
partes junto con una tabla donde se observan para determinados valores de x (los cuales se
aproximan a 2) su imagen bajo la funcion, asi como el valor absoluto de la diferencia entre dichos
valores de x y 2 y el valor absoluto entre los correspondientes valores de f(x) y 3 (donde 3 =

f(2)), la actividad consiste en que el alumno, con apoyo de la tabla ya mencionada, relacione los
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valores absolutos de las diferencias descritas con el limite de la funcidn, es decir, busca favorecer

la concepcidn métrica de limite.

Figura 6.

Descripcion de la pregunta 1 de la actividad 10.

En la prequnta 1 se busca que los
estudiantes coordinen las
aproximaciones en el dominio con las
aproximaciones de las imagenes en
femunos de desigualdades, para que
logren observar que los valores de x
deben estar 0.0001 de 2, o que los valores
de x que debe tomar deben ser mavyores
que 1990 v menores que 2.0001, para

que la distancia de f(x) —3 en valor

absoluto sea menor que 0.004 (DGS)

En la descripcion (Figura 6) Adrian, explica la relacién que tienen los valores absolutos con las
distancias, de igual forma explica la relacion entre el valor absoluto que involucra a la variable x
con el que involucra a f(x), esta relacion genera la transformacion que este registro aritmético
tiene hacia el registro algebraico representado por las desigualdades, lo que ayuda a clasificar este
extracto como una muestra de conocimiento por parte de Adrian perteneciente a la categoria de

conocimientos sobre registros de representacion.

El siguiente extracto (Figura 7) corresponde a una parte de la descripcion para las actividades 3,4
y 5, en dichas actividades se les pide a los alumnos llenar una tabla donde se realiza la tabulacion
de ciertas funciones y a partir de ella responder algunas preguntas con respecto al comportamiento

de la funcion en relaciéon con el comportamiento de la variable independiente.
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Figura 7.

Inicio de la descripcidn de las actividades 3, 4 y 5.

Las actividades 3, 4 v 5 pretenden que los

estudiantes logren lo siguiente:

» Al solicitar que completen la tabla
pretendemos que el estudiante recupere
de sus conocimientos previos la manera
de evaluar diversos valores en una

fincion, lo gue le permitira desarrollar
Una COncepoion accion del concepto de

limite. (DG1)

Como se puede notar, Adrian menciona que al pedirle a los alumnos que completen las tablas
correspondientes se pretende que éstos recuperen la manera de evaluar una funcién en valores
especificos, lo cual muestra evidencia de que Adrian tiene conocimiento acerca del cémo y por qué
el alumno debe utilizar como procedimiento la evaluacion de la funcion en determinados valores
para poder desarrollar las actividades, lo cual corresponde a la categoria de conocimiento sobre

procedimientos.

El siguiente extracto (Figura 8), correspondiente a la descripcion de las mismas actividades 3, 4 y
5, Adrian muestra evidencia de conocimiento sobre procedimientos, pues conoce el significado del

resultado obtenido al completar la tabulacion correspondiente y responder las preguntas.
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Figura 8

Extracto de la descripcion de las actividades, 3,4y 5.

Que el estudiante asocie la aproximacion
en las imagenes de wuna sucesion
numerica a un numero, en el caso de la
actividad 3 es a 3 yen la actividad 4 es a
-2; ademas esperamos que note que. en la
actividad 4, las imagenes [f(x) son
constantes. Finalmente, en la actividad 5
se busca que observe que la sucesion
numerica e aproxima a 1 por la izquierda

v a -3 por la derecha. (DG3b)

La evidencia del conocimiento del significado del resultado es sustentada en los siguientes

extractos.

Figura 9.

Descripcion de actividad 3.

En la actividad 3 se busca estimular la
capacidad de coordinar la concepcipn
proceso de las sucesiones de nlumeros en
el dominio cuando x tiende a 2. con la
concepcion proceso de las sucesiones de
numeros en las imagenes cuando f(x)
tiende 3. empleando la sucesion
numeérica que  previamente  haya

encontrado. (DG3c)
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Figura 10.

Descripcion actividad 4.

Figura 11.

Descripcion actividad 5.

En cada uno de los extractos previos (Figura 9, Figura 10 y Figura 11), Adridn menciona que con
dichas actividades se pretende estimular la capacidad de coordinar la concepcién proceso en el
dominio y la concepcidn proceso en las imagenes, lo que significa en este caso que, el estudiante
sea capaz de imaginar la relacion que existe entre las aproximaciones a un valor x, y las
aproximaciones a su imagen respectiva, no solamente con los valores dados en la tabulacion, sino
también con una cantidad infinita de valores para la variable x. Lo anterior nos muestra evidencia

de conocimiento por parte de Adrian acerca del significado de los resultados obtenidos en las

De la misma manera, en la actividad 4
pretendemos estimular la capacidad de
coordinar la concepcion proceso de las
sucesiones numeéricas en el dominio, cuando
x tiende a 4. con la concepeidn proceso de
las sucesiones numeéricas en las imagenes

cuando f(x) tiende a -2. Finalmente, en la

cuando f(x) tiende a -2. Finalmente, en la
actividad 5 se pretende estimular la
capacidad de coordinar la concepcion
proceso de las sucesiones numeéricas en el
dominio. cuando x tiende a 0 con la
concepcion proceso de las sucesiones
numericas en las imagenes f(x) y note que

las imagenes se aproximan a dos numeros.

(DG3c)
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tabulaciones y por tanto de las respuestas de las preguntas correspondientes a cada actividad, lo

cual forma parte de los conocimientos acerca de procedimientos.

Otro extracto (Figura 12) en donde se muestra no solamente evidencia del conocimiento
mencionado previamente por parte de Adrién, sino también evidencia del como se realiza dicho
proceso, pero ahora auxiliado por el registro algebraico, lo encontramos en la descripcion de la
actividad 11, donde se le presenta al alumno la funcion f(x) = —2 y se le pide que responda
algunas preguntas después de que complete una tabla, donde debe colocar los valores de las

distancias representadas en valor absoluto, entre valores de x y 4, y los respectivos valores de f(x)
y —2.

Figura 12.

Descripcion actividad 11.

La pregunta 3 busca que los estudiantes
coordinen las aproximaciones en el
dominio con las aproximaciones en sus

imagenes en términos de desigualdades.

guiandolos a la reflexién de que para
cualquier valor que tome x en la tabla
siempre se cumplira que la distancia en
valor absoluto de f(x) v 4 es menor que

0.0001.

La evidencia del conocimiento de como realizar el proceso que consiste en imaginar la relacion
que existe entre las aproximaciones a un valor x, y las aproximaciones a su imagen respectiva a
un valor determinado, se muestra en el momento en el que Adridn menciona que, los estudiantes
lograran coordinar las aproximaciones en el dominio con las aproximaciones en las imagenes al
observar los valores de la tabla, dicha observacion es guiada por las preguntas de la misma

actividad.

A continuacién, se presentan extractos donde se muestra evidencia de conocimiento por parte de

Adrian con respecto a la categoria de definiciones, propiedades y sus fundamentos.
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Figura 13.

Inicio de la descripcion de la actividad 4.

En la actividad 4 pretendemos que el
estudiante observe que la imagen de

cualquier elemento del dominio evaluado en

la funcion siempre sera constante.

El extracto anterior (Figura 13) corresponde a la actividad 4, donde se le pide al estudiante que
realice una tabulacion para la funcion f(x) = 2, se observa que Adrian posee conocimiento acerca
de la definicién de una funcién constante, pues en el extracto notamos que Adrian menciona que
“la imagen de cualquier elemento del dominio evaluado en la funciéon dada siempre sera constante”,

lo cual corresponde a la definicion de la funcion contante.

Los siguientes extractos son una muestra de la descripcion que Adrian realiza de las actividades
10, 11 y 12, asi como del cuestionario final (CF1, CF2, CF3 y CF4), el cual consiste en 4
actividades. En las actividades ya mencionadas, se le pide al alumno, que indique a partir de la
tabulacién, la cual se pide en las actividades, y de preguntas enfocadas a reflexionar la relacion
entre las aproximaciones de valores x a un valor x, especifico y las aproximaciones de los
respectivos valores de f(x) a un valor especifico L (que corresponde al limite de la funcion), que

indigue v justifique el limite de la funcién correspondiente.

Este primer extracto (Figura 14) corresponde a la pregunta 2, donde se le pide al estudiante que
reflexione sobre la proximidad que deben tener los valores de x de un x,, para que las diferencias

de f(x) y L sea menor que cierto valor.

36



Figura 14.

Descripcion de la pregunta 2 de la actividad 10.

La pregunta 2 busca que los estudiantes
manifiesten la existencia del limite. ya
sea mediante argumentacion de las
aproximaciones laterales coincidentes,
pero que sean capaces de desarrollar un
argumento mas mediante la coordinacion
de las aproximaciones métricas en el
dominio y codominio de la funcién. en
otras palabras, se busca que los
estudiantes noten que los valores de las
diferencias en valor absoluto enfre los
valores de x v 2 se aproximan a 0, cando

x se aproxima a 2. Una interprefacion

similar puede surgir con las distancias en
valor absoluto de f(x) v 3. y que por lo
tanto, si determinamos que tan proximos
deben estar los valores de f(x) a 3 en
valor absoluto. esto determina que
siempre es posible hallar un conjunto de
valores de x en términos de
desigualdades en el dominio que
satisfacen la condicion solicitada en el
codominio. Por lo tanto, en caso de que
no se cumpla la restriccion solicitada para
ningtin conjunto de valores de x en
términos de desigualdades. podemos
decir que la funcion no tiene limite en el

punto determinado. (DG5)

En este extracto notamos que Adrian muestra evi

formal de limite, pues explicité que “siempre es

términos de desigualdades en el dominio que satisfacen la condicion solicitada en el codominio”,
lo que corresponde a los cuantificadores involucrados en dicha definicion, ademas de mostrar que

en caso de que no se cumpla lo que menciona, se dice que el limite no existe en el punto x,.

El siguiente extracto (Figura 15) corresponde de ig

10, 11y 12, asi como del cuestionario final.
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Figura 15.

Descripcion actividad 13.

este caso 5. Por otro lado. debera asociar
la aproximacion de una sucesion

numeérica por la derecha y por la izquierda

en las imagenes a un numero fijo. en este
caso 10. Esto le permitira manifestar la
existencia o no existencia del limite de

una funcion en un punto.

En el extracto notamos que, Adridn muestra evidencia de conocimiento acerca de la propiedad de
los limites que menciona que, al ser los limites laterales iguales significa que el limite de la funcién

existe y ademas es igual a los limites laterales.

En general, notamos que Adrian, pone en marcha solamente conocimientos correspondientes a las
categorias: procedimientos, definiciones, propiedades y sus fundamentes y registros de
representacion., pues no mostro en sus descripciones conocimientos acerca de la fenomenologia

del tema de limite.

Adrian muestra evidencia de conocimiento con respecto a procedimientos, al explicar de manera
detallada lo que se desea que el estudiante realice para cada actividad, asi como el significado de

cada uno de los resultados que tienen las actividades.

De igual forma Adrian muestra evidencia de conocimiento correspondiente a definiciones,
propiedades y sus fundamentos, al explicar el razonamiento deseado del estudiante para relacionar,
en principio las aproximaciones en el dominio con las respectivas en el codominio, seguido de

utilizar dicha relacién para asegurar o no la existencia del limite.

Por otro lado, Adrian también muestra evidencia de conocimiento correspondiente a los registros
de representacion, pues durante sus descripciones, explica los tratamientos y conversiones que son

necesarios que el estudiante realice para poder concluir las actividades de manera satisfactoria.
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Lo mencionado previamente, se observa en la Tabla 1, donde se presenta qué categorias del
conocimiento de los temas puso en marcha Adrian en las descripciones de las actividades. Esta
tabla nos ayuda a mostrar a qué categoria pertenecen los conocimientos correspondiente a los temas
que muestra Adrian, de igual forma, nos permite asegurar que nuestro informante pone en préactica
el subdominio correspondiente al conocimiento de los temas, pues se muestra que en todas las

descripciones aparecié conocimiento correspondiente a al menos una categoria del KoT.

Tabla 1.

Distribucién de los conocimientos de Adrian en las categorias de KoT

Actividad P DPyF RR FyA
ly?2 E

3,4y5 E E E
6 E
7 E E
8 E E
9 E
10 E E E
11 E E
12 E E
13 E

14 E

15 E

16 E

Nota. P: Procedimiento, DPyF: Definiciones, propiedades y sus fundamentos, RR: Registros de
representacion, FyA: Fenomenologia y aplicaciones y E indica que en las descripciones se
encuentra evidencia de conocimiento correspondiente a alguna categoria.

Conocimiento De La Estructura De Las Matematicas. Recordemos que este subdominio

involucra el conocimiento del profesor en el uso de conexiones de complejizacion, auxiliares,

simplificaciones y transversales.

Durante las descripciones que Adrian realiza de las actividades, podemos notar conocimiento en el
uso de las conexiones auxiliares y de complejizacion, algunos ejemplos de esto lo mostramos a

continuacion.
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Para las actividades 10, 11 y 12, Adrian explica que tienen como objetivo principal favorecer la
concepcion métrica del limite de una funcidn, en dichas actividades, se les pide a los alumnos que
completen una tabla donde se incluyen columnas donde deben colocar los valores absolutos de las
diferencias, uno entre los valores de x y un x, y otro entre los respectivos valores de f(x) y un
determinado valor L. Los extractos que se presentan a continuacion corresponden a las

descripciones de las actividades ya mencionadas.

Por el objetivo ya descrito de las actividades 10, 11y 12, en las descripciones de dichas actividades
Adrian utiliza el concepto de valor absoluto mostrando un indicio de una conexion con el concepto

de métrica, un ejemplo de esto, lo observamos en el siguiente extracto (Figura 16).

Figura 16.

Descripcion pregunta 1 de la actividad 10.

En la pregunta 1 se busca que los
estudiantes coordinen las
aproximaciones en el dominio con las
aproximaciones de las imagenes en
términos de desigualdades, para que
logren observar que los valores de x
deben estar 0.0001 de 2. o que los valores
de x que debe tomar deben ser mayores
que 1.999 y menores que 2.0001. para
que la distancia de f(x)—3 en valor

absoluto sea menor que 0.004 (DGS5)

Lo catalogamos como indicio, ya que no es muy claro la manera en la que Adrian relaciona dichos
objetos matematicos con el concepto de métrica. El siguiente extracto (Figura 17) muestra de nueva

cuenta el uso del término valor absoluto.
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Figura 17.

Descripcion de la pregunta 2 actividad 10.

Este extracto a diferencia del mostrado previamente nos muestra evidencia acerca de la conexion
del concepto de métrica y el concepto valor absoluto, ya que en la descripcion mostrada en el
extracto anterior hace explicita dicha relacion, al mencionar “qué tan préximo deben estar los
valores de f(x) a 3”, ya que la palabra proximo hace referencia a que tan cercano deben estar los

valores mencionados, logrando con esto ultimo hacer evidente que Adrian reconoce el valor

La pregunta 2 busca que los estudiantes
manifiesten la existencia del limite. ya
sea mediante argumentacion de las
aproximaciones laterales coincidentes,
pero que sean capaces de desarrollar un
argumento mas mediante la coordinacion
de las aproximaciones métricas en el
dominio y codominio de lp funcién. en
otras palabras. se busca que los
estudiantes noten que los valores de las
diferencias en valor absoluto enfre los
valores de x y 2 se aproximan a 0, cando

x se aproxima a 2. Una interpretacion

similar puede surgir con las distancias en
valor absoluto de f(x) y 3. y que por lo
tanto, si determinamos que fan proximos
deben estar los valores de f(x) a 3 en
valor absoluto, esto determina que
siempre es posible hallar un conjunto de
valores de x en términos de
desigualdades en el dominio que
satisfacen la condicién solicitada en el
codominio. Por lo tanto, en caso de que
no se cumpla la restriceion solicitada para
ningin conjunto de valores de x en
términos de desigualdades. podemos
decir que la funcion no tiene limite en el

punto determinado. (DGS)

absoluto como una métrica.

Los siguientes extractos son evidencia de conocimiento por parte de Adrian, sobre conexiones

auxiliares:
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Figura 18.

Descripcion de pregunta 1 actividad 10, evidencia de conexién auxiliar.

En la pregunta 1 se busca que los
estudiantes coordinen las
aproximaciones en el dominio con las
aproximaciones de las imdgenes en
términos de desigualdades. para que
logren observar que los valores de x
deben estar 0.0001 de 2. o que los valores
de x que debe tomar deben ser mayores
que 1.999 vy menores que 2.0001. para
que la distancia de f(x) —3 en valor

absoluto sea menor que 0.004 (DGS5)

Este extracto (Figura 18), es una muestra de conocimiento por parte de Adrian sobre el uso de las
desigualdades como auxiliar para marcar proximidad (excluyendo la posibilidad de igualdad) entre
dos valores, en este caso, representada por distancias, esto se observa cuando en las descripciones
Adrian menciona “se busca que los estudiantes coordinen las aproximaciones en el dominio con
las aproximaciones de las imagenes en términos de desigualdades”. De igual forma es una muestra
del uso de la desigualdad y el valor absoluto como auxiliar para determinar entre que valores se
debe encontrar cierta cantidad, en este caso dicha cantidad es referente a la distancia, esto se
observa cuando Adrian menciona “que los valores de x que debe tomar deben ser mayores que
1.999 y menores que 2.0001, para que la distancia de f(x) a 3 en valor absoluto sea menor que
0.004”.

El siguiente extracto (Figura 19) también es una muestra de conocimiento de Adrian con respecto

a conexiones auxiliares:
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Figura 19.

Descripcion inicial de la actividad 12.

En la pregunta 1 y 2 se busca que los
estudiantes reconozcan las nuevas
sucesiones de valores que resultan de las
diferencias en valor absoluto enfre 2 vy x

por una parte y de 3 con f(x) por otra.

Este extracto es una muestra del uso del concepto de sucesién como auxiliar por parte de Adrian,
para referirse a una lista de nimeros, dado que la palabra sucesion es utiliza con el sentido ya
mencionado, se decide clasificarlo como auxiliar, ya que, si Adrian hubiera mostrado evidencia de
utilizarlo con base a la definicion formal de sucesion, entonces se hubiera clasificado como

conexion de compeljizacion.

En la Tabla 2, se muestra un resumen de aquellas descripciones en donde se encontrd informacion
acerca del conocimiento de Adrian correspondiente al KSM en relacion con cada una de sus

categorias.
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Tabla 2.

Distribucién de los conocimientos de Adrian en las categorias del KSM

Actividad CC CA CS CT
ly?2
3,4y5
6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

mimimimm

mmm

mmimimimmim

Nota. CC: Conexiones de complejizacion, CA: Conexiones auxiliares, CS: Conexiones de
simplificacion, CT: Conexiones transversales y E indica que en las descripciones se encuentra

evidencia de conocimiento correspondiente a alguna categoria.

Aunque en la Tabla 2 se muestra que existe evidencia de conocimiento sobre conexiones auxiliares,
dichas conexiones corresponden al uso de solamente la idea de sucesién como una lista de nimeros
y el valor absoluto como una métrica, es por ello que al no observar otro tipo de conexiones (incluso
auxiliares) durante la descripcion de las actividades, es que se considera que existe una aparicion

discreta de conocimiento con respecto al subdominio de la estructura de la matematica.

Conocimiento De La Practica Mateméatica. Recordemos que este subdominio incluye las

categorias: demostrar, definir, uso de heuristicos, y ejemplos y contraejemplos.

Por otro lado, notamos que Adrian, muestra evidencia de conocimiento también con respecto a la
categoria de demostracion. Los siguientes extractos que, corresponden a la descripcion que da

Adrian para la actividad 11, son muestra de dicho conocimiento.
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Figura 20.

Descripcion pregunta 3 actividad 11.

La pregunta 3 busca que los estudiantes
coordinen las aproximaciones en el
dominio con las aproximaciones en sus

imagenes en términos de desigualdades,
guiandolos a la reflexion de que para

cualquier valor que tome x en la tabla
siempre se cumplira que la distancia en
valor absoluto de f(x) v 4 es menor que

0.0001.

Figura 21.

Descripcion pregunta 4 actividad 11.

La pregunta 4 busca que el estudiante
manifieste formalmente la existencia del
limite, teniendo en cuenta que cuando
los valores de las diferencias en valor
absoluto entre los valores de x y 4 se
aproximan a 0. los valores de las
diferencias en valor absoluto entre los
valores de f(x) y -2 son cero. por lo
tanto cuando x tiende a 4. el limite de la

funcion f(x) es 4. (DGS)

En estos extractos (Figura 20 y Figura 21), se puede notar evidencia de conocimiento por parte de
Adrian con respecto a la demostracion de la existencia de un limite, ya que en el primer extracto,
se muestra conocimiento acerca del antecedente en la definicién de limite, incluyendo el
significado de los cuantificadores correspondientes y en el segundo extracto se observa que Adrian

explica la razén por la que se afirma que 4 es el limite de la funcién f, dicha explicacion
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correspondiente a la condicional que se debe demostrar para que un nimero L sea el limite de una

funcion f cuando x tiende a un x,.

Ambas evidencias previas de conocimiento se sustentan en lo que Campo-Cano y Flores-Medrano
(2019) mencionan acerca de la practica de demostrar, en particular, en la subcategoria del uso de
los distintos registros de representacion dentro de la demostracion, en ese caso, el registro numérico

y algebraico.

De igual manera, como ya se menciond, se pude observar otra subcategoria propuesta por Campos-
Cano y Flores-Medrano (2019), la correspondiente al tipo de demostracion, donde nuestro
descriptor, en el caso del primer extracto, corresponde a la relacién de los cuantificadores y en el

segundo extracto a la relacion de la implicacion.

Por lo anterior afirmamos que Adridn muestra conocimiento sobre la demostracion de un limite y
como se lleva a cabo, pues muestra conocer la interpretacion de lo que se involucra en la definicion,

lo cual es necesario para poder realizar dicha demostracion.

En la Tabla 3, se presenta de manera general las descripciones de las actividades que presentan
evidencia de conocimiento con respecto a las categorias del KPM.
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Tabla 3.

Distribucién de los conocimientos de Adrian en las categorias del KPM

Actividad Dm Df UH EyC
ly?2

3,4y5

6

7

8

9

10 E
11 E
12 E
13

14

15

16

Nota. Dm se refiere a la categoria Demostrar, Df a la categoria Definir, UH a la categoria uso de
heuristicos, EyC a la categoria Ejemplos y contraejemplos y E indica que en las descripciones se

encuentra evidencia de conocimiento correspondiente a alguna categoria.

Como se puede notar en la Tabla 3, el conocimiento por parte de Adridn con respecto al
conocimiento correspondiente a las demostraciones es discreto, ya que se puede observar que
solamente se encontr( evidencia en tres de las actividades reportadas. Recordemos que el KPM es
un subdominio relacionado con un metaconocimiento acerca de las matematicas, y puesto que las
actividades son disefiadas para nivel bachillerato, es de esperarse que dicho metaconocimiento no

se mostrara de manera contundente.
Conocimiento Didactico Del Contenido

Conocimiento De Las Caracteristicas De Aprendizaje De Las Matematicas.
Recordemos que este subdominio involucra conocimiento con respecto a las categorias: teorias de
ensefianza, fortalezas y dificultades, interaccion del estudiante con el contenido e intereses y

expectativas de aprendizaje.

De igual forma recordemos que el disefio de actividades que realizd Adrian tuvo como base

principal la descomposicion genética de Cottril et al. (1996) asi como las modificaciones y
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sugerencias de actividades de Pons (2014). Es por ello que, las descripciones que Adrian

proporciona para cada una de sus actividades muestran evidencia de conocimiento con respecto a

teorias de aprendizaje, en particular de la teoria APOE, enfocada en la construccién del concepto

de limite en sus distintas concepciones, la evidencia de dicho conocimiento radica en tres razones,

la primera en que, en cada una de las descripciones, Adrian menciona las construcciones mentales

de la descomposicion genética que la actividad pretende desarrollar, la segunda, en la respuesta

que Adrian proporcion0 a la pregunta 1 del cuestionario que se le aplico, pues en ella Adrian explica

la medida en la que la propuesta de Pons aporté en el disefio de las actividades.

Pregunta 1.

Adrian:

Hemos notado que Pons (2014) es el principal referente en tu tesis e
incluso notamos que tu disefio tiene aportes de su trabajo. ¢Hasta qué
punto el disefio es fiel a lo propuesto por Pons 'y en qué medida propusiste
modificaciones en su disefio? Por favor, comenta con detalle todos
aquellos elementos que permitan comprender a profundidad tus
propuestas 0 modificaciones.

Pons aporta en el disefio de las actividades de la secuencia didactica.
Digamos que la mayor aportacion que tiene Pons dentro de mi tesis es,
precisamente, en el disefio de las actividades, ya que, en el disefio de sus
actividades involucra los primeros tres pasos de la descomposicion
genética de Cottril. Ademas, hay una adaptacion del cuarto paso y un
acercamiento al quinto paso, a lo que él llama la concepcién métrica, una
de las aportaciones que también en el trabajo de tesis es [considerado
como] los modos de representacion [...] mismas que también fueron

consideradas en el disefio de la secuencia didactica.

Y la tercera razon se encuentra, de igual forma, en la respuesta que Adrian proporciona a la

pregunta 2 del mismo cuestionario, pues en ella Adrian menciona la influencia de la

descomposicion genética de Cottril en el disefio de las actividades.

Pregunta 2:

Adrian:

¢Como influyé la Descomposicion Genética en la generaciéon de los
objetivos que mencionas en tus actividades y qué elementos de los
objetivos no se relacionan con la Descomposicion Genética?

La descomposicion genética es la herramienta tedrica que permite

disefar las actividades de la secuencia didactica, y por ende de los
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objetivos de cada una de ellas, por lo tanto, no puede haber objetivos en

dichas actividades que no estén en la descomposicion genética.

Algunos ejemplos de descripciones donde se muestra dicho conocimiento son las siguientes

descripciones.

El primer ejemplo (ver Figura 22) corresponde a la introduccion de la descripcion de las actividades
3,4y 5, en estas actividades se le solicita al alumno que, dada una funcién, complete una tabla con
las imagenes de determinados valores de x, con el propoésito de que esta tabla ayude a responder

las preguntas que se le plantean en cada actividad.

Figura 22.

Descripcion de las actividades 3, 4 y 5.

P

Las tareas 3, 4 y 5 se presentan en modo
algebraico-numérico segun los tipos de
representacion considerados en (Pons.
2014).

Algebraico por la forma en que se presenta
la funcién y numérico por los datos que
necesita el estudiante para lograr responder
la segunda pregunta. En las actividades 3 y
5. estAn expresados en una tabla v se
diferencian en la coincidencia o no
coincidencia de las aproximaciones laterales

de sus imagenes.

Como se puede notar en la Figura 22, Adridn muestra conocimiento, no solamente de los tipos de
representacion que Pons propone en su trabajo de 2014, sino también muestra conocimiento sobre

coémo diferenciar uno del otro y la forma en la que éstos se presentan en sus actividades.

El ejemplo de la Figura 23 corresponde a la introduccion de las actividades 10, 11 y 12, en éstas,
se le solicita al alumno responder preguntas sobre proximidades en el dominio y la imagen a partir
de una tabla dada, correspondiente a los valores que toma una funcion en ciertos valores de x, asi
como los valores absolutos entre el x, y el valor que se espera que el estudiante identifique como

el limite de la funcién en el punto x,
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Figura 23.

Introduccion a las actividades 10, 11y 12.

Las actividades del 10 al 12 se presentan en modo numeérico y buscan favorecer la concepcion
métrica del limite de una funcion en un punto a través de las aproximaciones laterales, tanto en

el dominio como en el rango. en términos de desigualdades. segtin la propuesta de Pons (2014).

En la Figura 23 se observa conocimiento por parte de Adrian acerca de lo mencionado por Pons
(2014) sobre como se favorece la concepcion métrica de limite a partir de las representaciones que

son consideradas por este.

Con respecto a los conocimientos de Adrian relacionados con la Descomposicion Genética,
podemos observar el siguiente ejemplo. La Figura 24 muestra la descripcidén que Adrian da para
los objetivos de la actividad 8, en esta se le presenta al alumno la gréfica de una funcién constante

y se le realizan preguntas sobre el comportamiento de dicha funcion.

Figura 24.

Descripcion de objetivos actividad 8.

Los objetivos de la actividad 8 son: ¢ En el inciso ¢). estimular en los estudiantes
e a coordinacion de la concepeion proces:
«En el inciso a), que los estudiantes sean 14 coordinacion de la concepeion proceso

. de la sucesion numérica en el dominio
capaces de determinar el valor de la

sy (DG3a) cuando x se aproxima a 2 por la
funcion  en un  punto dada su

g s 5 2 derecha con la concepcidn proceso de la
representacion grafica. (DGI1) v (DG2)
sucesion numeérica en las imagenes

e In el mciso b). estimular en los R R
(DG3Db) cuando f(x) esiguala s

estudiantes  la  coordinacion  de la
e Finalmente, en el inciso d. que los

concepcion proceso de la  sucesion :
P P 7 estudiantes coordinen la concepcion
érica en el domini G3a) cuando
numeérica en el dominio (DG3a) cuandc proceso de la sucesién numérica en el

x se aproxima a 2 por la izquierda conla  gominio cuando x se aproxima a 2, con la
concepcién  proceso de la sucesion  concepcion proceso de la  sucesion
numérica en las imagenes (DG3b) cuando  yyérica en las imdgenes. cuando f(x)es

f(x) esiguala s igual a 5. (DG3c¢)

Como se observa en la Figura 24, Adrian explica el objetivo particular para cada uno de los incisios
que conforman a la actividad, y al final de cada descripcion menciona la estructura mental de la
descompocision genética que dicho inciso pretende desarrollar, lo que demuestra por parte de
Adrian un conocimiento acerca de la relacion entre sus actividades y cada uno de los apartados de

la descompocision genética correspondiente.
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Por otro lado, con respecto al conocimiento relacionado con la interaccién del estudiante con el
contenido, Adrian muestra evidencia de dicho conocimiento, pues, duante la descripcion de cada
una de las actividades, Adrian explica lo que se desea que el alumno realice o deduzca a partir de
cada una de ellas. La evidencia de dicho conocimiento radica en la respuesta de Adrian a la

pregunta 3 del cuestionario, como se puede observar a continuacion.

Pregunta 3:  ¢Cdémo se relacionan las actividades y sus objetivos con lo que se espera
en el aprendizaje e interaccion del alumno?

Adrian: Que los alumnos construyan su aprendizaje de acuerdo a la secuencia
trazada, ya que una actividad va ligada con la otra, ademés de que no se
les complique trabajar en algunas de las representaciones en las que se
presentan dichas actividades

En lo anterior se observa que las actividades fueron disefiadas y ajustadas con la intencion de que
al interactuar el alumno con cada una de ellas, las representaciones utilizadas, asi como las
preguntas, apoyaran el desarrollo de las estructuras mentales de la descompocision genética, asi

como evitar dificultades conforme van avanzando en ellas.

Por otro lado, en las descripciones de las actividades, Adrian explicita la manera en la que se espera
que el alumno interactue con las actividades y, por lo descrito en el parrafo previo, Adridn muestra
conocimiento acerca de que dicha interaccion se desea generar con la intencionalidad de la
secuencia, incluyendo la forma en la que se presentan las actividades asi como de las diferentes

representaciones utilizadas en cada una.

Un ejemplo de descripciones de actividades, donde se muestra el conocimiento acerca de la
interaccion del alumno con el contenido se presenta en la realizada para las actividades 1y 2 (Ver
Figura 25), en estas se les pide a los alumnos que respondan preguntas a partir de la presentacion
de una tabla donde se muestran los valores de una funcion acercandose a uno determinado, mientras

los valores de x se acercan a un x,.
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Figura 25.

Descripcion de actividades 1y 2.

Las actividades 1 y 2 se presentan en mode  1a actividad 1 es a 15 v para la actividad
numerico y se diferencian en la coincidencia 2 se busca que observe que la sucesion
y en la no coincidencia de lat  pyyérica se aproxima a 155 por la

aproximaciones laterales. izquierda y 2 14 por Ia derecha. (DG3hb)
Las dos actividades anteriores pretender

que los estudiantes logren lo siguiente: #En la actividad 1 se pretende desarrollar
#Que el estudiante observe que las  lacoordinacién de la concepeidn proceso
sucesiones numericas en el dominio s€ s el dominio cuando x tiende 2 3. con la
aproximan a un numero. en el caso de 1z concepcion proceso en las imigenes
cuando f(x) tiende a 15. En la actividad

2, pretendemos que el estudiante observe

actividad 1 es a 3, v en la segunds
actividad es a 4. (DG3a)

* Que el estudiante asocie Ia aproximacién o .
que las imagenes se aproximan a dos

en las imdgenes de wuna sucesién
mimeros. {DG3c)

numérica a un mimero fijo, en el caso de

En la Figura 25 se muestra cobmo Adrian justifica la interaccion deseada del alumno a partir de la
manera en la que se presentan las actividades asi como de su intencién, pues al inicio menciona
que ambas actividades se presentan de forma numérica y explica la diferencia entre ellas, asi como
su intencionalidad con respecto a los nimeros a los que se aproximan y las estructuras mentales de

la descomposicion genética que se promueven en dichas actividades.

Otro ejemplo de evidencia de conocimiento por parte de Adrian con respecto a la interaccién del
alumno con el contenido se encuentra en su respuesta a la pregunta 6 del cuestionario, en ella,
Adrian hace explicita la forma en la que un alumno logra contruir la concepcidn proceso de limite
a partir de las contruccion de la concepcion proceso de las suscesiones numeéricas en el dominio

como en las iméagenes, lo anterior se observa en la siguiente transcripcion:

Pregunta 6:  Varias veces en tu explicacion de las actividades (p.e. paginas 27, 28, 29)
mencionas "concepcion proceso en el dominio™ o "concepcion proceso
en las imagenes”. ;Podrias explicarnos a qué te refieres?

Adrian: Hay dos construcciones mentales que el estudiante debe realizar para
construir una concepcién proceso de limite, estas dos construcciones
mentales son la concepcion proceso de las sucesiones numéricas tanto en

el dominio como en las imagenes, en otras palabras, pues, esto sucede
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cuando el estudiante desarrolla la habilidad de no solo calcular un
namero finito de valores aproximandose a un valor fijo, sino que puede
realizar célculos e imaginar lo que sucede con un namero infinito de

valores.

De igual manera como se puede observar en la transcripcion, Adrian describe la manera en la que
el alumno interactua con el contenido para mostrar que ya cuenta con las construcciones mentales
que menciona, son necesarias para la concepcion proceso de limite, dicha descripcion la realiza al
mencionar que “puede realizar calculos e imaginar lo que sucede con un numero infinito de

valores”.

Otra manera en la que Adridn muestra evidencia de conocimiento con respecto a la interaccion del
estudiante con el contenido, se encuentra en su descripcién de la actividad 9 (Ver Figura 26), en
dicha actividad se le solicita al alumno que a partir de la grafica de una funcion determine el valor

de dicha funcidn en ciertos puntos.

Figura 26.

Descripcion actividad 9.

La actividad 9 se presenta de manera grafica

v se busca que los estudiantes refuercen las

ideas centrales de las actividades que

realizaron previamente.

* Se busca que los estudiantes sean capaces
de determunar el valor de la funcion en
deternunados puntos, dada su
representacion grafica, mediante el apoyo
de trazos de rectas, en otras palabras. se
busca que el estudiante determine los
valores de las imigenes de la funcién para
ciertos valores del dominio con el apoyo

de la grifica. (DG1)

Como ya se meniond, la descripcidn previa es una evidencia de conocimiento sobre la itneraccion
del alumno con el contenido, pues Adrian explica la forma en la que se desea que el alumno

interactue con la actividad, en particular con la grafica, para poder dar respuesta a lo solicitado, en
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este caso, dicha interaccion se realiza con el trazo de rectas como apoyo para determinar el valor

de cierta funcion en un punto dado.

En la Tabla 4 se muestra de manera resumida el conocimiento por parte de Adrian con respecto al
conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas en las descripciones de las
16 actividades, recordando que las actividades 13, 14, 15y 16 corresponden al cuestionario final

propuesta por Adrian.

Tabla 4.

Distribucién de los conocimientos de Adrian en las categorias del KFLM

Actividad TA FyD IEC IyE

1y2 E* Ex
3,4y5 E* E
6 E* Ex
7 Ex Ex
8 E* Ex
9 E* E
10 E* E
11 Ex E
12 E* Ex
13 Ex E
14 Ex E
15 Ex E
16 Ex E

Nota. TA se refiere a la categoria teorias de aprendizaje, FyD a la categoria fortalezas y dificultades,
IEC a la categoria interaccion del estudiante con el contenido, IE a la categoria intereses y
expectativas de aprendizaje, E hace referencia a evidencia de conocimiento y E* a una descripcion

que se volvié evidencia de conocimiento gracias a las respuestas de Adrian en el cuestionario.

Como se observa en la Tabla 4, Adrian no muestra conocimiento acerca de las categorias fortalezas
y dificultades, asi como en la categoria de intereses y expectativas de aprendizaje, contrario a las
categorias teorias de ensefianza e interaccién del estudiante con el contenido, lo cual se esperaba,
pues al tener como base la teoria APOE, la cual es una teoria de ensefianza, para disefar las

actividades, se considera una descomposicion genética que marca la forma en la que se desea que
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el estudiante interactde con el contenido para que logre la construccion del conocimiento sin tantas

dificultades, pues estas se consideran durante la creacion de la descomposicion genética.

Es importante aclarar que, para nosotros, Adrian muestra indicio de conocimiento acerca de las
dificultades y fortalezas que involucran el proceso de aprendizaje del concepto de limite, para
mostrar esto se presente la respuesta de Adrian a la pregunta 3 del cuestionario.

Pregunta 3: ¢COmo se relacionan las actividades y sus objetivos con lo que se espera
en el aprendizaje e interaccion del alumno?

Adrian; Que los alumnos construyan su aprendizaje de acuerdo con la secuencia
trazada, ya que una actividad va ligada con la otra, ademas de que no se
les complique trabajar en algunas de las representaciones en las que se

presentan dichas actividades

Como se observa, Adridn muestra saber que existen dificultades al mencionar “no se les complique
trabajar en algunas representaciones”, pero no las explicita, por lo que no se considera que muestre
evidencia de dicho conocimiento, ademas de que Adrian no disefid la descomposicién genética utilizada,
sino que se baso en la creada por Cottril y en las actividades de Pons. Este indicio de conocimiento no se

muestra en la Tabla 4, pues en ninguna descripcion se encontr6 referencia a dichas dificultades o
fortalezas.

Conocimiento De Los Estandares De Aprendizaje De Las Matematicas. Recordemos
que este subdominio incluye conocimientos relacionados con las categorias: contenidos que se

requieren ensefiar, nivel de desarrollo conceptual y procedimental y secuenciacién de los temas.

En cuanto a los conocimientos relacionados con la categoria, contenidos que se requieren ensefar,
afirmamos que Adrian muestra evidencia de poseer elementos correspondiente a dicha categoria,
pues durante la descripcion de las actividades, asi como de sus objetivos, Adridn menciona en
diversas ocasiones lo que se desea que los alumnos aprendan, es decir, dicho de otra forma, lo que
se les debe ensefiar. Es importante destacar que, aunque en las descripciones Adrian hace explicito
el contenido que se desea ensefiar con las actividades, la evidencia de dicho conocimiento por parte
de Adrian se encuentra en la descripcién de la poblacion a la que se le aplico la secuencia de
actividades (Ver Figura 27).
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Figura 27.

Descripcion de los temas por parte de Adrian.

El programa de estudios para Bachillerato Tecnologico para cuarto semestre marca la materia de
Calculo Diferencial y los temas a abordar se presentan en el siguiente orden: Pre-calculo (Numeros
reales, intervalos. desigualdades). Funciones (Dominio y confra dominio. clasificacion,
comportamiento, operaciones). Limites (Limite de una funcion. propiedades, continuidad de una
funcidn) v Derivada (Razon de cambio promedio de interpretacion geométrica, derivacion de
funciones, derivadas sucesivas, comportamiento). Cabe sefialar que el programa de estudios
menciona “Tratamiento intuitivo: numérico. visual y algebraico de los limites™ (SEP. 2017. p.13).
Podemos decir que se espera que el tema de limites se aborde desde una concepcion dinamica, que
no considera la concepeion métrica, no obstante, consideramos que si se guia a los estudiantes a la
construecion del concepto de limite incluyendo la concepeion métrica estarian mas proximos a la

comprension de la definicion formal del limite.

Nota. SEP significa Secretaria de Educacién Publica, institucion en México encargada de normar

la educacion.

Como se puede observar en la Figura 27, Adrian hace explicita que en el programa de estudios se
considera como contenido al tratamiento intuitivo: numérico, visual y algebraico de los limites, asi
como los temas especificos que corresponden a todos los temas considerados en la materia de
Calculo Diferencial. Lo anterior, ayuda a justificar la evidencia de conocimiento por parte de
Adrian con respecto a los contenidos que se desea ensefiar. Otro elemento que ayuda a evidenciar
este conocimiento es la propia descomposicion genética, la cual se construye teniendo como parte
central el concepto que se desea construir, asi como todo lo que lo rodee.

Por otro lado, como ya se mencion0, durante las descripciones de las actividades, Adrian también
hace mencion sobre los contenidos que se desean ensefiar. En un principio todas estas menciones
fueron catalogadas como indicio de conocimiento, pero después de lo descrito con la Figura 27 y

en la descomposicion genética utilizada por Adrian fueron cambiadas a evidencia de conocimiento.

A continuacion, se muestran algunos ejemplos de dichas descripciones. Los ejemplos se
presentaran en orden con respecto a las actividades que corresponde, y conforme se vayan
presentando los ejemplos, el lector podra observar que dichas descripciones también muestran el

proceso por el cual se pretende que el alumno construya el concepto de limite, dicho proceso
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corresponde a la ensefianza y construccién de conceptos que se necesitan para comprender las

concepciones de limite que Adrian espera construir con los alumnos.

Este primer ejemplo (Ver Figura 28) corresponde a una parte de la descripcion de las actividades
1y 2. En dichas actividades se le proporcionan al alumno tablas donde se muestra la imagen de
algunos valores proximos a 3 bajo ciertas funciones y se le pide que responda preguntas a partir de
dicha tabla.

Figura 28.

Parte de la descripcién de las actividades 1 y 2.

Las dos actividades anteriores pretenden
que los estudiantes logren lo siguiente:
eQue el estudiante observe que las
sucesiones numericas en €l dominio se
aproximan a un numero, en el caso de la
actividad 1 es a 3. y en la segunda
actividad es a 4. (DG3a)
® Que el estudiante asocie la aproximacion
en las imagenes de una sucesion
numerica a un numero fijo. en el caso de
la actividad 1 es a 15 y para la actividad
2 se busca que observe que la sucesion
numeérica se aproxima a 15.5 por la

izquierda y a 14 por la derecha. (DG3b)

En la Figura 28 se observa que el contenido al que se refiere en dicha descripcidn y que se pretende
atacar con las actividades 1y 2 es la idea de aproximacién incluyendo la aproximacién lateral, y

dichos contenidos forman parte del tema limite de una funcion y sus propiedades.

El siguiente ejemplo (Ver Figura 29) corresponde a una parte de la descripcion de las actividades
3,4 y5, en particular a las actividades 4 y 5, en dicha actividad, se le pide al estudiante completar
una tabla con las imagenes de nimeros proximos a 4 (en la actividad 4) y a 0 (en la actividad 5)

bajo ciertas funciones y a partir de esto responder preguntas.
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Figura 29.

Descripcion de actividad 4y 5

De la misma manera, en la actividad 4
pretendemos  estimular la capacidad de
coordinar la concepcion proceso de las
sucesiones numericas en el dominio, cuando
x tiende a 4. con la concepeion proceso de
las sucesiones numeéricas en las imdagenes
cuando f(x) tiende a -2. Finalmente, en la
actividad 5 se pretende estimular la
capacidad de coordinar la concepecion
proceso de las sucesiones numeéricas en el
dominio. cuando x tiende a O con la
concepeion proceso de las  sucesiones
numericas en las imagenes f(x) y note que
las imagenes se aproximan a dos numeros.

(DG3c)

En este ejemplo, como se puede notar en la Figura 29, Adrian explica que con la actividad se desea

estimular la coordinacion entre las concepciones procesos en el dominio y en las imagenes, es

decir, se pretende lograr que e

entre las aproximaciones que se observan en el dominio y las aproximaciones que se observan en

la imagen, lo cual es un contenido que se requiere ensefiar para poder comprender la definicién

formal de limite.

Otro momento donde se observa el conocimiento acerca de lo contenidos que se requieren ensefiar,

lo encontramos en una parte d

se le proporciona al alumno la gréfica de una funcion y se le pide responder preguntas a partir de

dicha gréafica, este ejemplo muestra que Adrian sabe que se debe ensefiar la relacion que hay entre

I alumno a partir de esta actividad comprenda la relacién que existe

e la descripcion de la actividad 6 (Ver Figura 30), en esta actividad

un punto, su imagen bajo una funcion y su grafica.
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Figura 30.

Parte de la descripcion de la actividad 6

La finalidad de la actividad 6 es:
e En el inciso a) que los estudiantes sean
capaces de determinar el valor de la

funcion en un punto dada su grafica.

(DG1) y (DG2)

El siguiente ejemplo, corresponde a una parte de la descripcion de la actividad 8 (Ver Figura 31),
en dicha actividad, de igual forma se le proporciona al alumno una grafica, en este caso de un
funcién constante, y se le pide responder preguntas utilizando dicha grafica, en este caso, el
contenido gque se muestra que se requiere ensefiar corresponde a la definicion de una funcién
constante y que se observe graficamente que en efecto, a cada valor del dominio le corresponde

siempre el mismo valor en las imagenes.

Figura 31.

Parte de la descripcion de la actividad 8

La actividad 8. al igual que la actividad 4.
pretende que el estudiante observe que
cualquier elemento del dominio evaluado en
la funcion siempre va a tener una imagen

constante.

Un ejemplo mas donde Adrian muestra conocimiento de conocer contenido que se requiere ensefar

se encuentra en la descripcion que introduce a las actividades 10, 11y 12 (Ver Figura 32)
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Figura 32.

Descripcion de introduccion a las actividades 10, 11y 12.

Las actividades del 10 al 12 se presentan en modo numerico y buscan favorecer la concepcion

meétrica del limite de una funcion en un punto a través de las aproximaciones laterales, tanto en

el dominio como en el rango. en términos de designaldades, segiin la propuesta de Pons (2014).

En la descripcion de la Figura 32, Adrian explica la representacion que es utilizada en las
actividades 10, 11 y 12 asi como el contenido que se busca ensefiar o construir con estas
actividades, el cual corresponde al concepto de aproximacién, pero ahora de manera métrica,

utilizando las desigualdades.

El siguiente ejemplo (Ver Figura 33), corresponde a una parte de la descripcion de la actividad 12,
en ella se le presenta al alumno una tabla con cuatro columnas, la cual debe completar, la primera
y la segunda columnas ya se encuentran llenas y corresponden a algunos valores cercanos a 2 y a
sus imagenes bajo la funcion x2 — 1, las columnas que el alumno debe completar corresponden a

las métricas entre los proximos a 2 y las iméagenes proximas a 3.
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Figura 33.

Parte final de la descripcion de la actividad 12

La pregunta 4 busca que el estudiante
manifieste formalmente la existencia del
limite teniendo en cuenta. que cuando los
valores de las diferencias en valor absoluto
entre los valores de x y 2 se aproximan a
0. los valores de las diferencias en valor
absoluto entre los wvalores de f(x) v 3
también se aproximan a 0, por lo tanto
cuando x tiende a 2. el limite de la funcion

f(x)es 3.(DG3)

En la Figura 33, Adridn muestra conocimiento acerca del contenido que se espera construir, en este
caso el del uso de la relacion entre las aproximaciones en el dominio y las aproximaciones en las
imagenes, como justificacién de la existencia de un limite, lo que ayudard a comprender los

cuantificadores y su relacion en la definicién formal de limite.

Como se menciond antes de comenzar a presentar los ejemplos previos, la forma en la que fueron
presentados corresponde al orden de las actividades, y se puede notar que las descripciones también
muestran el proceso por el cual se pretende que el alumno construya el concepto de limite, es decir
la secuenciacién de los temas y contenidos necesarios para concluir con la identificacion y
afirmacion de que un nimero sea o no sea el limite de una funcidn, lo cual nos permite afirmar que
existe evidencia de conocimiento por parte de Adrian correspondiente a la categoria secuenciacion

de los temas.

Otra evidencia sobre conocimiento en la secuenciacion de los temas también se encuentra en la
descripcion que da Adrian con respecto a los planes y programas de la SEP (Ver Figura 34), pues
en ella hace explicita dicha secuenciacion, ya que presenta el contenido de la materia de calculo
diferencial.
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Figura 34.

Descripcion del contenido de la materia de célculo diferencial

El programa de estudios para Bachillerato Tecnologico para cuarto semestre marca la materia de
Calculo Diferencial y los temas a abordar se presentan en el siguiente orden: Pre-calculo (Numeros
reales. intervalos, desigualdades). Funciones (Dominio y contra dominio, clasificacion.
comportamiento, operaciones). Limites (Limite de una funcion. propiedades. continuidad de una
funcion) y Derivada (Razon de cambio promedio de interpretacion geométrica. derivacion de

funciones. derivadas sucesivas, comportamiento). Cabe seflalar que el programa de estudios

menciona “Tratamiento intuitivo: numeérico, visual y algebraico de los limites™ (SEP. 2017, p.13).

Con respecto a la categoria que incluye el conocimiento acerca del nivel de desarrollo conceptual
y procedimental esperado, podemos afirmar que Adrian muestra evidencia del conocimiento
correspondiente a esta categoria, pues recordemos que, la secuencia de actividades se encuentra
basada en una Descomposicién Genética que marca la forma en la que se construye el concepto de

limite desde su concepcion métrica y dindmica.

La evidencia de dichos conocimientos se encuentra justificada en la misma Teoria APOE y en la
Descomposicion Genética utilizada (Ver Figura 35), pues, en ella se encuentra de manera explicita
en términos de la Teoria APOE (accion, proceso, objeto, esquema, encapsulacion y
desencapsulacion) el nivel conceptual y procedimental esperado con respecto a la construccion del
concepto de limite. Esto lo podemos encontrar en todas las descripciones de las actividades, pues
al final de cada una de ellas Adrian menciona la parte de la descomposicion genética a la que se

desea atacar.

62



Figura 35.

Descomposicion Genética utilizada por Adrian

1.- La accién de evaluar f en un solo punto x que se considera cercano o incluso igual a a.

2.- La accion de evaluar la funcién f en algunos puntos, cada uno sucesivamente mas cercano

a a que el anterior.

3 .- Construceion de un esquema coordinado de la siguiente manera.
a) Interiorizacion de la accion del Paso 2 para construir un proceso en el dominio en el cual
X € APTOXIMA A .
b) Construccion de un proceso en el rango en €l cual f(x) se aproxima a L.
¢) Coordinacion de (a), (b). mediante £ Es decir, la funcion f se aplica al proceso de x

aproximandose a a para obfener el proceso de f(x) aproximandose a L.

4 - Realizar acciones sobre el concepto de limite hablando, por ejemplo, sobre limites de
combinaciones de funciones. De esta manera, el esquema de 3 se encapsula para convertitse en un
objeto.

5.- Reconstnur los procesos de 3 (c) en térmunos de infervalos y designaldades. Esto se realiza
mtroduciendo estimaciones numericas de la cercania de las aproximaciones, en simbolos, 0 <
|x—al <dv|f(x)—L|<e

6.- Aplicar el esquema de los cuantificadores para reconstruir el proceso de los niveles anteriores
para obtener la definicion formal de limite.

7.- Una concepeion completa de € — & aplicada a situaciones especificas.

Para poder mostrar de mejor manera esta evidencia de conocimiento acerca del nivel de desarrollo
conceptual y procedimental, mostraremos a continuacion las descripciones que Adrian da con
respecto a lo que en su trabajo se entenderd como concepcion accion, concepcién objeto y

concepcidn proceso.

Con respecto a la concepcidn accion, Adrian describe lo que se tiene en la Figura 36.
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Figura 36.

Descripcion de Adrian sobre la concepcion accion

Siun estudiante desarrolla la capacidad de realizar in nmumero finifo de calculos, de manera exferna,

utilizando una funcién algebraica o grafica, habra construido una concepeion accidn.

En ofras palabras, un individuo presenta una concepcidn accion de limite, cuando no puede ir mas
alli de calcular un nimero finito de valores de la funcion en puntos cercanos a @, cuando una

variable se aproxima a una cantidad fija.

Una descripcion de actividades donde Adrian refiere a esta concepcidn accion, la encontramos para
la actividad 16 (Ver Figura 37), en esta se le proporciona al alumno la gréfica de una funcion por
partes, donde a partir de indicaciones donde se le pide que tome valores determinados de x cercanos

a 1y mencione a donde se aproximan sus imagenes y asi pueda determinar el limite de la funcion

cuando x tiende a 1.

Figura 37.

Descripcion de actividad 16.

Finalmente, el cuarto problema se
presenta de manera grafica.

Para que el esmdiante resuelva el
problema, debe ser capaz de detenminar el
valor aproximado de la imagen para cada
valor que toma x en el dominio,
apovandose en la grafica de la funcion
Por lo tanto. =1 el estudiante es capaz de
determinar los valores aproximados de las
imagenes para cada wvalor de x en el
dominio, diremos que el estudiante poses
una concepcion accion del concepto
limite. (DG3c)
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Adrian afirma que en esta actividad que para que el alumno resuelva la actividad 16, debe poseer
la concepcion accidén porque durante la descripcion de la Descomposicion Genética Adrian

comenta lo siguiente (Ver Figura 38):

Figura 38.

Actividades que permiten la concepcion accion.

Para Pons (2014) las actividades que permiten desarrollar este tipo de concepceion en los estudiantes
son en las que se les pide que realicen actividades como “completa la tabla™ o “Elige un valor de

la x, v calecula el valor de la funcion f((x) en ese punto™. Finalmente, un estudiante desarrolla una

concepcion accion al realizar actividades donde se le extige realizar un caleulo simple.

Con respecto a la concepcidn proceso de limite, Adrian nos describe lo siguiente (Ver Figura 39):

Figura 39.

Descripcion de la concepcion proceso.

51 un estudiante desarrolla la habilidad de ir mas alla del calculo de un numero finito de valores
aproximandose a un valor fijo, es decir, si es capaz de realizar calculos e imaginar lo que sucede
con un mimero infinito de pasos, entonces habra alcanzado una concepeion proceso. Por lo tanto,
los estudiantes deben desarrollar una concepcion proceso de las sucesiones de mimeros en el
dominio v una concepcion proceso de las sucesiones de mimeros en las imagenes de la funcion. En

este caso, segin Amon et al. (2013) se pueden crear nuevos procesos al coordinar dos o mas

[TOCEs0s.

Un estudiante desarrolla una concepcion proceso del limite cuando logra coordinar dos
concepciones proceso de las sucesiones mmmericas (1a del dominio, con la de las imagenes de 1a
funcion) empleando 1a funcion para coordinarlos mentalmente. En 1a descomposicion genética se

encuentra en el paso 3 denominado “esquema coordinado™
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Un ejemplo de lo mencionado en la Figura 39 se encuentra en la descripcién de la actividad 6, en
ella, se le proporciona al alumnos la gréfica de una funcién por partes, y se le pide que responda
preguntas a partir de dicha grafica, con el objetivo de que afirme la no existencia del limite al no

ser iguales las aproximaciones laterales (Ver Figura 40).

Figura 40.

Descripcion actividad 6

En el inciso a) que los estudiantes sean

capaces de deternunar el walor de la o . o .
En el inciso ¢) se busca estimular en los En el inciso d) se busca estimular en log

estudiantes la  coordinacion de 1z estudiantes la  coordinacion de la
la sucesion

funcion en un punto dada su grafica.

(DG1) ¥ (DG2)

concepcion proceso de la sucesion CODCEpcion proceso de

o . numérica en el dominio (DG3a) do numérica en el dominio (DG3a) cuando
En el imciso b) que los esmudiantes _ xse aproxima a 0. con la concepcién
di I . de la X S€ aproxima a 0 por la derecha con la B )
coordinen 1a CONCEPC1on proceso a B e 1 _ proceso de la sucesion numérica en las
. - - concepcion  proceso de la  sucesion

sucesion mumérica en el dominio (DG3a) P P imagenes f(x) (DG3b) y note que las

numérica en las imagenes (DG3b) cuando

cuando x se aproxima a 0 por la izquierda imAgenes se aproximan a dos numeros

con la concepcion proceso de la sucesion [ () se aproxima a -3. diferentes. (DG3c)
numerica en las imagenes (DG3b) cuando

fi(x) se aproxima a 1.

Como se observa, en esta descripcion Adridn muestra lo que referia en su explicacién de la
concepcidn proceso, pues menciona lo referente a esta concepcion tanto para el dominio como para
las imégenes, asi como la coordinacion de estas dos concepciones para lograr la concepcion

proceso del limite.

Las razones de las afirmaciones que Adrian realiza en aquellas actividades que promueven la
construccidn de esta concepcion proceso, se encuentran en lo menciona durante la descripcién de

la descomposicion genetica (Ver Figura 41).
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Figura 41.

Descripcion de la construccion de la concepcion proceso.

Pons (2014) menciona que las tareas o actividades que les permifen a los estudiantes desarrollar
una concepcion proceso de las sucesiones de nimeros, tanto en el dominio como en las imagenes.
son en las que se les pide que respondan preguntas como “; A qué nimero se aproxima x7° YA

qué nimero se aproxima la funcién f{x)7

En otras palabras, un estudiante desarrolla una concepeion proceso de las sucesiones numericas, al
realizar actividades en las que se les exige hacer un caleulo que va mas alla de calcular un nimero
finito de valores de la funcion.

Un estudiante desarrolla una concepcion proceso del limite couando logra coordinar dos
concepciones proceso de las sucesiones mumeéricas (la del dominio, con 1a de las imagenes de la
funcion) empleando 1a funcion para coordinarlos mentalmente En la descomposicion genética se

encuentra en el paso 3 denominado “esquema coordinado™.

Para Pons (2014) las tareas o actividades que les permiten a los estudiantes desarrollar una

concepcion proceso del limite, son en las que se les pide “Describe el comportamiento de 1a funcion

f(x) con relacion al comportamiento de la variable x™.

En cuanto a la concepcion objeto, Adrian en la Figura 42 nos explica a qué se refiere.

Figura 42.

Descripcion de la concepcion objeto

Ademas, se dice que un estudiante ha construido una concepeion de objeto de limite cuando logra

pensar en el limite en un punto de la suma de dos funciones como objetos, forma la suma

coordinado los procesos de las dos funciones y encapsula el proceso resultante para obtener el
limite de la funcion suma.
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Para este caso no se encontr6 algun ejemplo en la descripcién de las actividades, pero aun asi se
considera, pues en la Figura 42 Adrian explicita a que se refiere en términos de la teoria APOE y

de la Descomposicion Genética la concepcion objeto del limite.

En la Tabla 5, se muestra de manera resumida el conocimiento por parte de Adrian con respecto al

conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas

en las descripciones de las 16 actividades, recordando que las actividades 13, 14, 15 y 16

corresponden al cuestionario final propuesto por Adrian.

Tabla 5.

Distribucidn de los conocimientos de Adrian en las categorias del KMLS

Actividad CRE NDCP ST

1y?2 E*x E*
3,4y5 Ex  E*
6 Ex  E*
7 Ex  E*
8 Ex  E*
9 Ex  E*
10 Ex  E*
11 Ex  E*
12 Ex  E*
13 Ex  E*
14 Ex  E*
15 Ex  E*
16 E*x E*

Nota. CRE se refiere a la categoria contenido que se requiere ensefiar, NDCP a la categoria nivel
de desarrollo conceptual y procedimental, ST a la categoria secuenciacion de los temas y E* a una
descripcion que se volvio evidencia de conocimiento gracias lo descrito por Adrian previo a la

descripciones de las actividades.

Como se puede observar en la Tabla 5, aunque las actividades estdn ordenadas de manera
secuencial, ninguna actividad presenta conocimiento con respecto a la secuenciacion de los temas,
esto debido a que, la secuenciacién de las actividades esta basada en la descomposicion genética y

ademas la evidencia de conocimiento con respecto a esta categoria se encuentra en la descripcion
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que realiza Andrés sobre la materia del calculo diferencial en bachillerato. Por otro lado, con
respecto a la categoria de contenidos que se requieren ensefiar, todas las actividades muestran ser
evidencia de conocimiento, pues en todas las descripciones Adrian hace explicito el contenido que
se desea que el alumno construya, y dichas evidencias son apoyadas por la descripcion de la materia
de la materia de célculo, lo mismo sucede con la categoria nivel de desarrollo conceptual y
procedimental esperado, solamente que en este caso, la evidencia es apoyada por la

descomposicion genética de Cottril y la propuesta de Pons.

Conocimiento De La Ensefianza De Las Matematicas. Recordemos que este subdominio
incluye el conocimiento que se identifica con las categorias teorias de ensefianza de las
matematicas, recursos digitales y fisicos para la ensefianza y estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

para la ensefianza

Con respecto a la categoria teorias de ensefianza, se considera que Adrian presenta evidencia de
conocimiento, pues la descomposicién genética y la propuesta de Pons que utiliza como base para
su disefio, es considerada en el trabajo como un modelo de ensefianza, pues se convierte en una
guia que marca las caracteristicas que las actividades deben tener para poder lograr los objetivos

marcados en la descomposicion genética.

La evidencia de conocimiento mencionada en el parrafo previo se encuentra principalmente en las
respuestas de Adrian dadas en el cuestionario, en particular a las preguntas 1, 2 y 3. Dichas
preguntas y respuestas se presentan a continuacion.

Pregunta 1: Hemos notado que Pons (2014) es el principal referente en tu tesis e
incluso notamos que tu disefio tiene aportes de su trabajo. ¢Hasta qué
punto el disefio es fiel a lo propuesto por Pons y en qué medida propusiste
modificaciones en su disefio? Por favor comenta con detalle todos
aquellos elementos que permitan comprender a profundidad tus
propuestas o modificaciones.

Adrian: Pons aporta en el disefio de las actividades de la secuencia didactica,
digamos que es la mayor aportacion que tiene Pons dentro de mi tesis, es
precisamente en el disefio de las actividades, ya que, en el disefio de sus
actividades involucra los primeros tres pasos de la descomposicion

genética de Cottril, ademas hay una adaptacion del paso cuarto paso y un
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acercamiento al quinto paso, a lo que el llama la concepcion métrica, una
de las aportaciones que también en el trabajo de tesis es los modos de
representacion [...] mismas que también fueron consideradas en el disefio

de la secuencia didactica.

Pregunta2: ¢Coémo influyé la Descomposicion Genética en la generacion de los
objetivos que mencionas en tus actividades y qué elementos de los
objetivos no se relacionan con la Descomposicion Genética?

Adrian: La descomposicion genética, es la herramienta tedrica que permite
disefar las actividades de la secuencia didactica, y por ende de los
objetivos de cada una de ellas, por lo tanto, no puede haber objetivos en
dichas actividades que no estén en la descomposicion genética.

Pregunta 3: ;COmo se relacionan las actividades y sus objetivos con lo que se espera
en el aprendizaje e interaccion del alumno?

Adrian; Que los alumnos construyan su aprendizaje de acuerdo a la secuencia
trazada, ya que una actividad va ligada con la otra, ademas de que no se
les complique trabajar en algunas de las representaciones en las que se

presentan dichas actividades

Como se observa, en la respuesta de la pregunta 1, Adrian hace explicita la influencia que tiene la
propuesta de Pons en el disefio de las actividades, asi como los objetivos particulares con respecto
a la concepcion métrica de limite que se espera alcanzar con dichas actividades. En la pregunta 2,
se hace explicita la importancia de la descomposicion genética, y como el hecho de que esta es la
base principal para las actividades y sus objetivos, tomando asi el papel de guia que se menciond
previamente. Para la pregunta 3, Adrian explica la relacion entre los objetivos y las actividades,
haciendo explicito que la intencionalidad de la secuencia de las actividades y de las
representaciones en las que se presentan cada una de ellas, es la de lograr la construccion del
aprendizaje y evitar complicaciones en el proceso. Es por ello que en conjunto, estas tres respuestas
confirman la evidencia de conocimiento por parte de Adrian con respecto al uso de la propuesta de

Pons y la descomposicion genética como parte de una teoria de ensefianza.
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Por otro lado, dado que las actividades son disefiadas con un propdsito especifico, y que este
propdsito se encuentra relacionado con la descomposicion genética y su intencion, es justificado a
partir de que se basaron de la propuesta de Pons, todas las actividades se consideran como evidencia
de conocimiento por parte de Adrian con respecto a la categoria de estrategias, técnicas, tareas y

ejemplos para la ensefianza.

Un ejemplo de este conocimiento lo podemos observar en el inicio de la descripcion de las
actividades 3, 4 y 5 (Ver Figura 43).

Figura 43.

Inicio de la descripcion 3, 4y 5.

Las tareas 3. 4 v 5 se presentan en modo
algebraico-numeérico segun los tipos de
representacion considerados en (Pons,
2014).

Algebraico por la forma en que se presenta
la funcién y numeérico por los datos que
necesita el estudiante para lograr responder
la segunda pregunta. En las actividades 3 v
5. estan expresados en una tabla v se
diferencian en la coincidencia o no
coincidencia de las aproximaciones laterales
de sus imagenes.

En la actividad 4 pretendemos que el
estudiante observe que la imagen de

cualquier elemento del dominio evaluado en

la funcion siempre sera constante.

Como se observa en la Figura 43, Adrian afirma que las actividades 3,4 y 5 se disefiaron a partir
de los tipos de representacion que Pons considera, de igual forma, justifica lo que se espera lograr
con cada actividad, es por ello que esto se considera como evidencia de conocimiento acerca de

actividades y ejemplos para la ensefianza.

Otro ejemplo de evidencia de conocimiento con respecto a esta misma categoria la encontramos en

la descripcion de las actividades 10, 11y 12 (Ver Figura 44)
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Figura 44.

Inicio de la descripcion a las actividades 10, 11y 12

Las actividades del 10 al 12 se presentan en modo numeérico y buscan favorecer la concepeion

meétrica del limite de una funcion en un punto a traves de las aproximaciones laterales. tanto en

¢l dominio como en el rango. en términos de desigualdades., segun la propuesta de Pons (2014).

En la Figura 44 observamos que Adrian describe el registro en el que se presentan las actividades
10, 11y 12, ademés de explicitar lo que se busca favorecer al presentar dichas actividades de esa
forma a partir de la propuesta de Pons. Esta descripcion es considerada como evidencia de
conocimiento sobre la categoria de actividades y ejemplos para la ensefianza, pues, Fernando
justifica la razén por la que ese tipo de actividades presentadas de esa forma ayuda a alcanzar los
objetivos de la descomposicion genética, en particular la concepcién métrica de limite.

De igual manera, notamos que Adrian no solamente muestra evidencia de conocimiento con
respecto a ejemplos que sirven para la ensefianza, sino también de contraejemplos relacionados con
el tema de limites, ya que, en las actividades disefiadas por Adrian, se presentan ejemplos de
funciones que tienen limite cuando x tiene a un x, especifico, de igual forma se presenta una
funcion donde se afirma que el limite no existe, dado que los limites laterales son distintos. Es por
ello por lo que en todas las descripciones se puede encontrar dicho conocimiento, pues en cada
descripcion correspondiente a una actividad, Adrian explica, la intencionalidad de la actividad con

respecto a la funcion considerada en la misma.

En las siguientes descripciones que se presentan a continuacion, se muestran algunas donde se
encuentra la evidencia de lo mencionado previamente con respecto a las caracteristicas de ciertas

funciones y de la existencia del limite.

En esta descripcidon (Figura 45) se hace referencia a una funciéon constante presentada en la
actividad 4:
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Figura 45.

Inicio de la descripcidon de la actividad 4.

En la actividad 4 pretendemos que el

estudiante observe que la imagen de
cualquier elemento del dominio evaluado en

la funcion siempre sera constante.

Lo que corresponde a un ejemplo de evidencia de conocimiento sobre ejemplos que sirven para
ensefar funciones, pues durante la descripcion se observa que Adrian explicita la forma en la que

la actividad ayudara al alumno a comprender la definicion de una funcidn constante.

En el siguiente extracto (Figura 46) se hace referencia a la funcion por partes presentada en la

actividad 6 de forma grafica.

Figura 46.

Finalidad de la actividad 6.

La finalidad de la actividad 6 es: . .
* En el inciso d) se busca estimular en los

e En el inciso a) que los estudiantes sean . . . ——
)a ) 0o * En el inciso ¢) se busca estinmlar en los  estudiantes la  coordinacion de la

capaces de determinar el valor de la

estudiantes la coordinacion de la concepcion proceso de la  sucesion

funcion en un punto dada su grafica.

(DG1) y (DG2)

concepcion  proceso de la sucesidn numérica en el dominio (DG3a) cuando

e En el inciso b) que los estudiantes
coordinen la concepcidn proceso de la
sucesion numeérica en el dominio (DG3a)
cuando x se aproxima a 0 por la izquierda

con la concepcion proceso de la sucesion
numeérica en las imagenes (DG3b) cuando

fix) se aproxima a 1.

numerica en €l dominio (DG3a) cuando
x se aproxima a 0 por la derecha con la
concepcion proceso de la  sucesion
numérica en las imagenes (DG3b) cuando

f(x) se aproxima a -3.

xse aproxima a 0, con la concepcion
proceso de la sucesion numeérica en las
imagenes f(x) (DG3b) v note que las
imagenes se aproximan a dos numeros
diferentes. (DG3c)

En la figura 46 Adrian hace explicita la intencionalidad de la actividad, tanto para ejemplificar la
inexistencia de un limite a raiz de que sus limites laterales sean distintos, como para hallar el valor

de una funcion en un punto dado a partir de su grafica. Es por ello por lo que, esto es considerado
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como ejemplo de evidencia de conocimiento relacionado a la categoria de actividades para la

ensefanza.

Con respecto a evidencia de conocimiento correspondiente a estrategias y técnicas para la
ensefianza, dicha evidencia se encontro en las conclusiones del trabajo de Adrian, especificamente
en la seccién de sugerencias pedagogicas, un ejemplo de evidencia relacionado con este
conocimiento lo podemos encontrar en la Figura 47, donde Adrian realiza sugerencias con respecto

al refuerzo de conocimientos.

Figura 47.

Reflexiones finales de Adrian correspondientes al refuerzo de conocimientos.

Sefialamos que es de suma importancia que los profesores consideren reforzar las constricciones
de conceptos previos como lo es el concepto de fincion, frabajar con actividades en las que se
aborden diferentes tipos de funciones como la constante v las definidas por partes. También
recomendamos abordar el concepto de valor absoluto v la comparacion de canfidades decimales,
va que, sin ellas, los estudiantes no lograran concepciones solidas de objetos matematicos mas

complejos como lo es el limite de una funcion.

Otro ejemplo, de sugerencias pedagogicas, es la presentada en la Figura 48, en este caso,
corresponde a sugerencias relacionadas con modificaciones en la secuencia de actividades

disefiada.

Figura 48.

Reflexiones finales de Adrian con respecto a modificaciones en la secuencia

Lo anteriormente expuesto nos orientd a reflexionar que las actividades propuestas resultaron
adecuadas para la construccion de la concepcidn proceso de la nocion dinamica del limite
funcional, pero consideramos que es necesario cambiar el orden de implementacion de algunas
actividades de la secuencia. Una propuesta es el intercambio de 1a actividad 6 por la actividad 7. v
de la actividad 10 por la actividad 12. También consideramos gue 1a actividad 9 puede ser resuelta
antes de abordar 1a actividad 6. Recomendamos incorporar tareas para casa con ejercicios similares,

para reforzar v encaminarlos hacia 1a definicion formal de linute.
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En ambas (Figuras 47 y 48) Adrian menciona estrategias o acciones que sugiere al docente realizar
para complementar la secuencia, o incluso para realizar modificaciones en el orden de las
actividades para lograr reforzar la construccion de los objetivos de la descomposicion genética,
dado que estas reflexiones por parte de Adrian fueron reportadas después de aplicar la secuencia
de actividades y de analizar las respuestas de los estudiantes a las mismas, se consideran dichas

reflexiones como evidencia de conocimiento con respecto a estrategias y técnicas de ensefianza.

En la Tabla 6, se presenta un resumen sobre los conocimientos que Adrian puso en juego durante

el disefio de la secuencia de actividades, todos estos relacionados a las categorias del KMT.

Tabla 6.

Distribucion de los conocimientos de Adrian en las categorias del KMT

Actividad TEM RDyFE ETTyEE

1y?2 E* E
3,4y5 E* E
6 E* E
7 E* E
8 E* E
9 E* E
10 E* E
11 E* E
12 E* E
13 E* E
14 E* E
15 E* E
16 E* E

Nota. TEM se refiere a la categoria teorias de ensefianza de las matematicas, RDyFE refiere a la
categoria recursos digitales y fisicos para la ensefianza, las siglas ETTYEE se refiere a la categoria
estrategias, técnicas, tareas y ejemplos para la ensefianza, la sigla E hace referencia a las
descripciones que muestran evidencia de conocimiento y la sigla E* a las descripciones que dicha

evidencia de conocimiento es confirmada por las respuestas de Adrian en el cuestionario.

En la Tabla 6, se puede observar que, durante el disefio de la secuencia de actividades, Adrian

solamente mostré evidencia de conocimiento en las categorias correspondientes a teorias de
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ensefianza y a estrategias, técnicas, tareas y ejemplos de ensefianza, aunque en esta Ultima, la
evidencia de conocimientos solamente corresponde a tareas y ejemplos de ensefianza, pues la
evidencia de conocimiento con respecto a estrategias y técnicas de ensefianza, no se encontré en la

descripcion de las actividades, pero si, en las conclusiones del trabajo de Adrian.

Por otro lado, es importante mencionar que la razén por la que no se presente conocimiento
correspondiente a la categoria de recursos digitales y fisicos para la ensefianza radica en que no se
consider0 utilizar algin recurso digital y fisico en la secuencia de actividades, pues todas estas

corresponden a actividades que se realizan a lapiz y papel.
Identificacién de Conocimientos de Fernando

Recordemos que Fernando, disefi6 actividades para la construccién del concepto de sistemas de
ecuaciones lineales y su conjunto solucién basandose en una descomposicion genética propuesta
por Borja (2015). Fernando disefio actividades apoyadas por applets en GeoGebra. Para este caso
se analizaron las descripciones de un total de 21 actividades, las cuales, como ya se menciono, se

encuentran reportadas en el trabajo de grado de Fernando.
Conocimiento Matematico

Conocimiento de los Temas. Recordemos que este subdominio del MTSK considera a los
conocimientos del profesor relacionados con los procedimientos, la fenomenologia, los registros
de representacion, las definiciones, propiedades y sus fundamentos, en este caso con respecto a los

sistemas de ecuaciones lineales y su conjunto solucién.

Con respecto al conocimiento de las definiciones, propiedades y sus fundamentos, Fernando
muestra evidencia de conocimiento con respecto a las definiciones de conjunto solucién de un
sistema de ecuaciones, parametro, variable libre, incdgnita, grafica de una funcion, sistema de
ecuaciones lineales, sistema de ecuaciones equivalente, y tipos de sistemas de ecuaciones. La
evidencia radica en las descripciones de las actividades, pues en ellas, junto con la presentacion de
las mismas actividades se hace mencién literal de dichas definiciones, asi como en su formacion

profesional.

A continuacion, se presentan ejemplos de este conocimiento por parte de Fernando.
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Durante la descripcion de la actividad 1, en la cual se le presenta al alumno de manera literal la
definicién de conjunto solucion y un ejemplo concreto, Fernando describe lo siguiente (Ver Figura
49)

Figura 49.

Evidencia de conocimiento sobre el concepto de conjunto solucion.

Se miroduce el concepto de comjunto solucion de una
ecuacion lineal, se presenta una defimcion formal del
concepto v se da un ejemplo del conjunto solucidn de una
ecuacion lineal en [RZ, tambien se muestra la

representacion paramétrica del conjunto solucidén.

Como se observa, Fernando hace explicita que durante la actividad se le presentod la definicion
formal de conjunto solucidn a los alumnos, es por ello por lo que se considera como evidencia de
conocimiento por parte de Fernando, ademas de que en diferentes explicaciones Fernando hace
referencia a ella y algunas de sus propiedades, lo que también confirma la evidencia de dicho
conocimiento, un ejemplo de esto se presenta en la actividad 3, la cual es complementaria a la
actividad 1, pues en ella se le solicita al alumno que encuentre soluciones particulares a partir de
mover el deslizador del applet proporcionado en la actividad 2, la cual corresponde a la
representacion geomeétrica del ejemplo dado en la actividad 1 acerca de conjunto solucion o a partir

de la representacion de pareja ordenada del conjunto solucién (Ver Figura 50).
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Figura 50.

Evidencia de conocimiento sobre propiedades del conjunto solucién.

En la pnimera tarea se pretende que el estudiante “deshce”
el punto A en la construccion v seleccione tres soluciones
particulares e identifique que el punto siempre esti en la

recta.

En la sequmda tarea s2 espera que el estudiante venfique
que dichas coordenadas del pumto son solucién de la
ecuacion lineal ongmal (decion). es decir sustituya los
valores de las vanables v verifique si la ecuacion es un
emmciado verdadero (I3).

En la tercera tarea el estudiante debera venficar cuales de

las parejas ordenadas dadas corresponden a seluciones de
la ecuacion bneal v cuales no. nuevamente mediante

sustincion directa en la eouacion lineal (Acciom).

Nuevamente debera sustihor los valores de las vanables v
verificar 51 la ecuacion es ym emmeiado verdadero (I3), =1

&5 asl, la pareja ordenada sera solucion de la ecuacion.

Por iltimo se busca venficar que el estudiante es capaz de
idenfificar la n-ada gendrica dada como ma relacion
fimeional entre las vanables x y . v de encontrar el valor
de 1a vanable x dando valores al parémetro +; esta tarea
imvolocra identificar al paramefro + como mimeTo
general, y per lo tanto, asigne los valores propuestos, v
determine el valor de la vanable dependiente dado un
valor de la ndependiente (F2).

En la Figura 50, Fernando hace referencia a la propiedad geométrica del conjunto solucion, en este
caso, a una recta, es decir, Fernando sabe que cualquier punto que pertenece a la recta forma parte
del conjunto solucidn, lo que significa que, al sustituir las coordenadas de un punto de la recta, este
punto va a satisfacer la ecuacion. Por otro lado, también hace explicito el conocimiento
correspondiente a soluciones particulares de un sistema de ecuaciones a partir del valor del
parametro, cuando dicho conjunto solucidn se encuentra dado en su representacién como pareja
ordenada. De igual manera, en la Figura 50, notamos que Fernando posee evidencia de
conocimiento acerca de la definicidon de relacion funcional, pues al final hace referencia a una
relacion funcional y menciona “determine el valor de la variable dependiente dado un valor de la

independiente”.

Con respecto al conocimiento que involucra a la definicién y propiedades de parametro, en la
descripcion de la actividad 4, la cual, es continuacion de las actividades 1, 2 y 3, en esta ocasion se
le solicita a los alumno, encontrar la representacion paramétrica del conjunto solucién, Fernando

explica lo siguiente (Ver Figura 51).
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Figura 51.

Evidencia de conocimiento sobre parametro.

Por ultimo, esperamos que el estndiante pueda
proporcionar tres soluciones particulares. Para esta tarea
el estudiante debera interpretar el parametro como la
representacion de una entidad general mndeterminada que
puede asumir cualquier valor (G2), una vez identificado
esto el estudiante debera asignar distintos valores al

parametro v encontrar el valor de la otra vanable (14); en

En la descripcién de la Figura 51, se observa que Fernando da la definicidn de parametro, cuando
menciona “interpretar al pardmetro como la representacion de una entidad general indeterminada”,
también notamos que Fernando conoce propiedades del parametro, en particular el papel que juega
en el conjunto solucion para determinar soluciones particulares segtn su valor. Es por ello por lo
que se considera que Fernando muestra evidencia de conocimiento sobre definiciones y

propiedades del parametro.

Con respecto al conocimiento relacionado a la variable libre, la evidencia de conocimiento la
encontramos durante la descripcion (Ver Figura 52) de la actividad 6, (la cual es una continuacion
de la actividad 5, donde se explica como determinar lo que representa en R3 la ecuacion x + 2y =
4 con ayuda de su representacion paramétrica) donde se le pide al alumno que proporcione
soluciones particulares de la ecuacion lineal proporcionada en la actividad 5 y se le pregunta si

algunas ternas forman parte del conjunto solucién de la misma ecuacion.
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Figura 52.

Evidencia de conocimiento sobre la variable libre

Esperamos que realizar la accion de evaluar las ternas
proporcionadas ayude al estudiante a identificar que el
coeficiente numérico 0 (cero) que debid capturar en la

construccion permite asignar a la vanable 3 cualquier

valor.

En la descripcion de la Figura 52, Fernando hace explicito que al ser z una variable libre, se le
puede asignar cualquier valor, ademéas de mencionar la razén por la cual a z se le considera como
variable libre, lo que indica evidencia de conocimiento acerca de la definicion y propiedades

relacionados con el concepto de variable libre.

Otra descripcién donde se encuentra conocimiento sobre propiedades que generan a una variable
libre por parte de Fernando es en la descripcion de la actividad 13 (Ver Figura 53), dicha actividad
corresponde a un applet disefiado para que el alumno resuelva un sistema de ecuaciones consistente
con infinitas solucién y observe las modificaciones en su representacion gréafica al realizar las

operaciones entre reglones determinadas por el método de Gauss — Jordan.

Figura 53.

Evidencia de conocimientos de propiedades que generan a una variable libre

Aqui el estudiante se enfrenta a un SEL con tres
incognitas v dos ecuaciones Maxz | lo cual obligara a

tener al menos una variable libre como es el caso.

La propiedad a la que se hace referencia corresponde a identificar que cuando se tiene un sistema
de ecuaciones con mas incognitas que ecuaciones en automatica se sabe que se tendra una variable

libre, en la Figura 53, Fernando hace explicito dicho conocimiento, ya que lo describe.
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Con respecto al conocimiento relacionado con la definicion de gréafica de una funcién, la evidencia
de dicho conocimiento se encuentra en la siguiente descripcion de la actividad 8 (Ver Figura 54),
la cual corresponde al applet disefiado para ser auxiliar a la actividad 7, donde se presenta un

problema que puede ser resuelto por un sistema de ecuaciones.

Figura 54.

Evidencia de conocimiento del concepto de grafica de una funcion

La construccion presenta las graficas de las funciones fi(x)
v g(x). el deshzador “Km ciudad™ modifica los valores de
la vanable x | v por lo tanto, la ubicacion de cada uno de
los puntos que se encuentran en sus respectivas graficas,
los puntos estan determinados como (&, f(x)) v (x, g(x)),
por lo que el estudiante debera mampular el deslizador
hasta que los puntos se unan en la interseccion de las

rectas.

La evidencia mencionada se observa cuando Fernando menciona “los puntos que se encuentran en
sus respectivas graficas, los puntos estan determinados como (x, f(x)) Y (x, g(x))”, pues ve a la
gréafica de f como el conjunto de puntos de la forma (x, f(x)) y a la grafica de g como el conjunto

de puntos de la forma (x, g(x)).

Con respecto a los conocimiento que involucran a las definiciones y propiedades de los sistemas
de ecuaciones, asi como de los diferentes tipos de sistemas de ecuaciones, se presentan algunos
ejemplos de descripciones de actividades donde se observan dichos conocimientos por parte de
Fernando

Este primer ejemplo corresponde a una parte de la descripcion de la actividad 7 (Ver Figura 55),

en ella se le presenta al alumno un problema que es resuelto por un sistema de ecuaciones lineales.
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Figura 55.

Evidencia de conocimiento relacionado con la creacion de un sistema de ecuaciones.

Debido a que el objetive del presente estudio no es la
modelacion, se orienta al estudiante para plantear un
sistema de ecuaciones lineales tomando en cuenta las

restricciones que proporciona el problema.

El conocimiento relacionado con los sistemas de ecuaciones que se presenta en la Figura 55,
corresponde al conocimiento que permite modelar un problema como un sistema de ecuaciones

considerando las restricciones, la evidencia radica en que Fernando, hace explicita esta

caracteristica, como se observa al final de la descripcion.

Por otro lado, también se encuentra evidencia de conocimiento acerca de tipos de sistemas de

ecuaciones y de propiedades que corresponden a

encontramos en la descripcion de la actividad 9 (Ver Figura 56), donde se le pide al alumno que

cada uno de estos tipos, un ejemplo de ello, lo

resuelva un sistema de ecuaciones que es proporcionado en su representacion como n-adas.

Figura 56.

Evidencia de conocimiento sobre tipos de sistemas de ecuaciones y sus propiedades.

En esta actividad se presentan dos sistemas de ecuaciones
lineales, el primero inconsistente y el segundo consistente

con infinitas soluciones.

Esperamos que tras la comparacion de los conjuntos
solucion de cada una de las ecuaciones el estudiante pueda
establecer una igualdad e intente resolver la ecuacion
lineal encontrada; debido al tipo de sistemas propuestos el

estudiante se enfrentara a situaciones como:
0=-6, en el pimer sistema

0=0, en el segundo sistema

Debido a que puedan ser los pnimeros acercamuentos a
sistemas de ecuaciones mnconsistentes o consistentes con
infinmtas soluciones es probable que el estudiante deba
recurrir a la representacién grafica del sistema para

encontrar que:
En el primer caso, no es posible encontrar un punto de

interseccion debido a que las rectas son paralelas.

En el segundo caso. que ambas expresiones algebraicas
tienen la nusma representacion geométrica, es decir, que
ambas corresponden a la misma recta, por lo que el

conjunto solucion puede ser cualquera de las parejas

ordenadas dada.

En la Figura 56, observamos que Fernando sabe que hay sistemas de ecuaciones inconsistentes y

consistentes con infinitas soluciones, la evidencia de este conocimiento se encuentra, en que
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reconoce lo que este tipo de ecuaciones representa en términos algebraicos al mencionar que en el
primer sistema se encontrara “la situacion 0=-6"y en la segunda “0=0" asi como las caracteristicas
geométricas, pues menciona que “en el primer coso, no es posible encontrar un punto de
interseccion debido a que las rectas son paralelas” y que “en el segundo caso, que ambas

expresiones algebraicas tiene la misma representacion geométrica”.

En cuanto al conocimiento relacionado con sistemas de ecuaciones equivalentes y operaciones
elementales con renglones, el ejemplo correspondiente, lo encontramos en la descripcion de las
actividades 10 y 11 (Ver Figura 57), donde en ambas se le pide al alumno resolver un sistema de
ecuaciones ya establecido, en el caso de la actividad 10 se le pide hacerle a lapiz y papel y en el

caso de la 11 con ayuda de un applet.

Figura 57.

Evidencia de conocimiento sobre sistemas de ecuaciones equivalentes y operaciones elementales.

o ) Con el desarrollo de esta actividad esperamos que los
Se introduce el concepto de operaciones elementales ) . . o
estudiantes mediante la comprobacion repetitiva de
con renglones para &l método de Gauss — Jordan v el . . . -
verificar la validez del conjunto solucion de los

de sistema de ecuaciones equivalentes; esta actrvidad | ) i
sistemas de ecuaciones equivalentes encontrados.

se disefio para promover la coordinacion de registros = ) ) )
interionicen que un sistema de ecuaciones equivalentes

mediante el uso de la multi-representacion que pernute . ] .
comparte el mismo conjunto solucién, pero que el

el uso de tecnologia, no se espera que sea una actividad ) _ ) ]
sistema es equivalente mas no igual, v que lo visualice

de introduccion al algoritmo de Gauss — Jordan. . ] . i
a traves de las transformaciones que implican las

operaciones realizadas.

En la Figura 57, se nota, que Fernando posee conocimiento acerca de las operaciones elementales
asi como de un sistema de ecuaciones equivalente, pues hace explicito que se presentan dichas
definiciones durante la actividad, en este caso la actividad 10, por otro lado, también se observa
evidencia de conocimiento acerca de propiedades sobre ecuaciones equivalentes, pues menciona
que “un sistema de ecuaciones equivalentes comparte el mismo conjunto solucion pero que el

sistema es equivalente mas no igual”.

Por altimo, el ejemplo donde se muestra conocimiento por parte de Fernando, sobre la definicion

y propiedades de sistemas de ecuaciones homogeneos, se encuentra en la descripcion de la
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actividad 16 (Ver Figura 58), donde se le introduce al alumno dicha definicién ademas de un
teorema donde se afirma que si un sistema es homogéneo y dicho sistema tiene mas ecuaciones

que incognitas, entonces el sistema tiene una cantidad infinita de soluciones.

Figura 58.

Evidencia de conocimiento sobre sistemas homogéneos.

La actividad imicia presentando el concepto de SEL
Homogéneo esto con la intension de que el estudiante
verifique incluso geométricamente este teorema al

menos en R,

La evidencia de lo mencionado previamente es clara en la Figura 58, pues ahi Fernando explicita
que la definicién de sistema de ecuaciones lineales se da en la actividad ademas de que menciona
que el teorema puede ser verificado por el estudiante de manera geométrica, lo que implica
evidencia de conocimientos sobre propiedades relacionadas a los sistemas de ecuaciones

homogéneos.

Con respecto a los conocimientos por parte de Fernando relacionados con los registros de
representacion, se tiene como evidencia de dicho conocimiento dos elementos, el primero
corresponde a una respuesta dada por Fernando durante la entrevista que se le realizé y la segunda
al conjunto de descripciones donde menciona los tipos de representacion que se utilizan en la

secuencia de actividades.

La respuesta dada por Fernando que ayuda a confirmar la evidencia de este conocimiento se

presenta en el siguiente extracto.

Investigador: Durante la explicacion de los objetivos de cada una de las actividades,
mencionas cosas sobre registros de representacion, entonces, no
preguntabamos ¢en qué medida alguna teoria de registros de
representacion es considerada para el disefio de las actividades?

Fernando: Nosotros, consideramos un poco de esto de registros de representacion
de Duval, pero mas que nada, utilizamos este constructo de multi

representacion de la tecnologia, (...) en otro tipo de construcciones

84



(refiriendose a los applets) ellos tienen tres representaciones del mismo
objeto, una algebraica, una matricial, que ahi habria discusiones si es
otro tipo de registro o es el mismo, y la geométrica o grafica, por eso

utilizamos, mas bien el constructo de multi representaciones.

La evidencia de conocimiento se encuentra en la descripcion previa, pues Fernando explicita el uso
de una teoria de representacion para disefiar las actividades de la secuencia, en particular las multi
representaciones, lo que es evidencia de que Fernando debe conocer las distintas representaciones
que se utilizarén en las actividades, esto se confirma con las descripciones de las actividades de la

secuencia, algunos ejemplos de estos se presentan a continuacion.

En este primer ejemplo (Ver Figura 59) se muestra evidencia de conocimiento por parte de
Fernando con respecto a las distintas representaciones que tiene la ecuacion lineal, en particular, la
representacion parameétrica de la recta, este ejemplo corresponde a una parte de la descripcion de

la actividad 1.

Figura 59.

Evidencia de conocimiento sobre representaciones de la ecuacion lineal.

Consideramos que esta actividad permitita a los
estudiantes conocer una representacion de la ecuacion
lineal diferente a las utilizadas de manera convencional en
la matematica escolar, la representacion vectonal de una
recta o representacion parametrica. La intencion es
establecer esta representacion como punto de partida de
las construcciones que se promoveran con el resto de las

actividades.

Como ya se menciond, esta descripcion forma parte de la dada para la actividad 1, en ella, se le
presenta al estudiante un ejemplo de un conjunto solucién de una ecuacion particular, en este caso,
dicho conjunto solucién corresponde a una recta, y como lo describe Fernando, en la misma
actividad se proporciona la representacion parametrica de dicha recta, es por ello por lo que esto

se considera como evidencia de conocimientos sobre representaciones. Otra evidencia de
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conocimiento sobre distintas representaciones del concepto conjunto solucién de ecuacién lineal
(recta) se presenta en la descripcion de la actividad 3, que corresponde a la misma ecuacion dada
en la actividad 1, pero ahora con otra representacion, en este caso, visto como par ordenado (Ver
Figura 60).

Figura 60.

Evidencia de conocimiento de otra representacion de una recta.

[nicialmente se presenta al estudiante otra representacion

del conjunto solucion, como pareja ordenada.

Por otro lado, para ejemplificar lo mencionado por Fernando con respecto a las multi
representaciones utilizadas en las actividades, a continuacion, se muestra una de las actividades de

la secuencia, donde se observan estas multi representaciones (Ver Figura 61).

Figura 61.

Ejemplo de actividad donde se utilizan multi representaciones.

Esto corresponde al applet disefiado para la actividad 16, donde se le presenta al estudiante un

sistema de ecuaciones homogeneo con unica solucion, el objetivo es que el alumno opere sobre el
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sistema de ecuaciones para hallar un sistema equivalente que le permita observar que en efecto el
conjunto solucidn sigue es el mismo, aunque el sistema ya no, esto a partir de las diferencias en las
distintas representaciones, particularmente en la gréafica. Al considerar e incluir estas
representaciones en las actividades se considera como evidencia de conocimiento sobre las

representaciones, en este caso de un sistema de ecuaciones.

Con respecto a los conocimientos relacionados con la categoria de procedimientos, se encontraron
diversas evidencias de conocimiento por parte de Fernando. Un ejemplo de esto, lo encontramos
en la descripcion de la actividad 15, esta corresponde a un applet de GeoGebra, donde se le
proporciona al alumnos dos representaciones sobre la interseccion de dos planos, una de ellas es la
representacion vectorial y la otra la representacion grafica de dicha interseccion. Durante la

descripcion Fernando menciona lo siguiente (Ver Figura 62).

Figura 62.

Evidencia de conocimiento con respecto a procedimiento.

Para este caso el estudiante deberd identificar el espacio
minimo comiin que es B>, por lo que es necesario contar
con una concepcion (hjefe de SEL, e identificar que
existe una vanable libre, en este caso 3. Para construr el
CS-SEL el estudiante debera desencapsular el Sistema en
cada una de las ecuaciones que lo conforman v establecer
una relacion funcional para cada una de las vaniables que
cuentan con pivote v posteriormente sustituir la vanable
libre por un parametro, en este caso + e identificar que
con los elementos disponibles es posible construir la
ecuacién de la recta en B? con un punto v un vector
director, los cuales debera capturar en la construccion y
verificar que la recta propuesta es verdaderamente la

interseccion entre los planos.

Como se observa en la Figura 62, Fernando explicita el procedimiento que se debe realizar para

poder identificar la interseccidn de dos planos y generar su representacion algebraica de la misma,
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es por ello por lo que esto se considera como evidencia de conocimiento por parte de Fernando
acerca de procedimientos con respecto al conjunto solucion de un sistema de ecuaciones. Otro
ejemplo de conocimiento, con respecto a procedimientos relacionados con el conjunto solucion,
corresponde a la forma de hallarlo, asi como lo que este proceso genera en las representaciones
geomeétricas, esta evidencia la encontramos en la descripcion que Fernando realiza para la actividad
17 (Ver Figura 63), en ella se le proporciona al estudiante un sistema de ecuaciones homogéneo
con infinitas soluciones en un applet, y se le pide resolverlo con la intencion de que verifique si el

origen pertenece o no al conjunto solucion y que proporcione soluciones particulares.

Figura 63.

Evidencia de conocimiento sobre como hallar el conjunto solucién.

Ahora el estudiante se enfrenta a un SEL. Homogéneo
con mfinitas soluciones, en este caso al aplicar el
algoritmo de Gauss—Jordan se enfrentaran a la
“eliminacion” de una ecuacion, por lo que el sistema
tendra infinitas soluciones (es necesana la concepcion
Objeto de sistema de ecuaciones lineales para

escalonar el sistema correctamente).

La evidencia de conocimiento radica, en que en la Figura 63, se observa que Fernando refiere al
algoritmo de Gauss-Jordan como el algoritmo a seguir para hallar el conjunto solucién, ademas de
mencionar las situaciones a las que se enfrentara el alumno durante la aplicacién de dicho

algoritmo.

Con respecto a los conocimientos relacionados a la fenomenologia del concepto de sistema de
ecuaciones lineales, Fernando muestra evidencia de dicho conocimiento, pues como parte de sus
actividades se incluyen tres actividades de aplicacion de los sistemas de ecuaciones y para cada
uno ellos, Fernando explica la manera de resolverlos haciendo explicita la forma de utilizar los
sistemas de ecuaciones para su solucién. Ademas de ello, la evidencia de este conocimiento
también radica en una de la respuestas dadas por Fernando durante la entrevista, a continuacion, se

presenta dicha respuesta.
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Investigador: Al final, pones ejemplos de aplicacion, ¢qué consideraste para
seleccionarlos y disefiarlos?

Fernando: Muchos de estos problemas son los que aparecen en los libros de texto
que utilizamos regularmente en las carreras de ingenieria, realmente, la
tesis esta enfocada para estudiantes de ingenieria (...) son los problemas

tipicos que se presentan en los libros de texto que utilizamos.

Como se observa, el conocimiento de Fernando con respecto a la fenomenologia radica
principalmente en lo mostrado en los libros de texto que se utilizan en las carreras de ingenieria, y
dado que en el MTSK se considera también la experiencia y creencias de los docentes, esto se
considera como evidencia de conocimiento acerca de la fenomenologia correspondiente a los

sistemas de ecuaciones lineales.

En la Tabla 7, se muestra un resumen sobre las categorias correspondientes al conocimiento de

Fernando enmarcado en el subdominio del conocimiento de los temas.

Tabla 7.

Distribucién de los conocimientos de Fernando en las categorias del KoT

Actividad P DPYF RR FyA
1,2,3y4 E E Ex

5y6 E Ex

7,8y9 E E Ex

10y 11 E E Ex

12y 13 E E Ex

14y 15 E E Ex

16y 17 E E Ex

18 E E Ex
19,20y21 E E E*x E*

Nota. P hace referencia a la categoria de procedimientos, DPyF hace referencia a la categoria
definiciones, propiedades y sus fundamentos, RR a la categoria de registros de representacion y
FyA a la categoria fenomenologia y aplicaciones, E hace referencia a evidencia de conocimiento y
E* a una descripcion que fue confirmada como evidencia de conocimiento gracias a las respuestas
de Fernando en la entrevista
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Conocimiento De La Estructura De Las Matematicas. Recordemos que este subdominio
considera el conocimiento del profesor en el uso de conexiones de complejizacion, auxiliares,

simplificaciones y transversales.

Durante las descripciones de las actividades que Fernando disefio, solamente se pudo encontrar
evidencia de conocimiento sobre conexiones auxiliares, y dichas conexiones relacionadas con el
conocimiento del modelo 3 UV (3 usos de la variable), pues las conexiones que utiliza estan

relacionadas con estos usos, en particular el uso de incognita y el de relacion funcional.

Con respecto al primer uso, el de incognita, la evidencia de conocimiento de su uso como conexion
auxiliar se encuentra en la descripcién de la actividad 7 (Ver Figura 64), en este problema se le
plantea al alumno un problema que puede ser resuelto con un sistema de ecuaciones y se propone
una solucién utilizando el método de igualacion y se le pide al alumno concluir la Gltima parte de

dicho método.

Figura 64.

Evidencia de conocimiento del uso de la incAgnita como conexion auxiliar.

En este caso buscamos indagar sobre el dominio que tiene
sobre el uso de la wvarable como incognita,

especificamente los siguientes aspectos del modelo 3UV:

(I1) Reconocer e identificar en una situacion problematica
la presencia de algo desconocido que puede ser

determunado considerando las restricciones del problema.

(I4) Determunar la cantidad desconocida que aparece en
ecuaciones o problemas, realizando las operaciones

algebraicas o antméticas.

Como se nota en la Figura 64, Fernando hace referencia al modelo 3UV, (Ursini et al., 2016) en
especifico al uso de la variable como incognita, lo que permite asegurar que existe evidencia de
conocimiento por parte de Fernando del uso de la incdgnita como conexidn auxiliar para poder

modelar de forma correcta un problema y asi generar el sistema de ecuaciones que ayudara a
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resolverlo, ademas de que al conocer Fernando la forma de utilizar a la variable como incognita le

ayuda a indagar sobre el nivel de dominio de los alumnos con respecto a este uso.

Por otro lado, otro uso de la variable que se observa como conexion auxiliar por parte de Fernando,
es el correspondiente al uso como relacién funcional, un ejemplo de esto lo podemos observar en
la descripcidn de la actividad 15 (Ver Figura 65), en ella se le presenta al alumno los sistemas de
ecuaciones lineales donde se conforman por mas incognitas que ecuaciones y se le proporciona un
ejemplo junto con su solucion y un applet, para que el alumno identifique geométricamente el

conjunto solucién.

Figura 65.

Evidencia de conexion auxiliar del uso de la variable como relacion funcional.

Para este caso el estudiante debera identificar el espacio
minimo comuin que es B>, por lo que es necesario contar
con una concepcion (hjete de SEL, e identificar que
existe una vanable libre. en este caso z. Para construr el
CS-5EL el estudiante debera desencapsular el Sistema en
cada una de las ecuaciones que lo conforman v establecer
una relacion funcional para cada una de las variables que
cuentan con pivote v posteriorments sustituir la vanable
libre por un parametro, en este caso # e identificar que
con los elementos dispombles es posible construr la
ecuacién de la recta en B? con un punto v un vector
director, los cuales debera capturar en la construccidn y
verificar que la recta propuesta es verdaderamente la

interseccion entre los planos.

En la figura 65, se observa, que Fernando se apoya del uso de la variable como relacion funcional,
para poder lograr la conexion entre el registro algebraico y el registro geométrico del conjunto
solucion, y dado que esta conexidn se observa de manera explicita, es considerada como evidencia

de conocimiento acerca de dichas conexiones auxiliares.
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La Tabla 8 muestra un resumen de los conocimientos puestos en marcha por parte de Fernando

correspondientes al KSM durante el disefio de la secuencia de actividades.

Tabla 8.

Distribucion de los conocimientos de Fernando en las categorias del KSM

Actividad CC CA CsS CT
1,2,3y4 E

5y6 E

7,8y9 E

10y 11

12y 13

14y 15 E

16y 17

18

19,20y 21

Nota. CC hace referencia a las conexiones de complejizacion, CA a las auxiliares, CS a las de

simplificacion y CT a las, E hace referencia a evidencia de conocimiento

Conocimiento De La Practica Matematica. Recordemos que, este subdominio considera
los conocimientos relacionados con las categorias definir, demostrar, uso de heuristicos y, ejemplos

y contraejemplos.

Para el caso de Fernando, se encontré indicio de conocimiento solamente a la categoria que
corresponde a la accion de demostrar, dicho indicio radica en que, Fernando parece conocer
distintas formas en las que se puede presentar una demostracion y por ende identifica lo que podria

Ilegar a convertirse en una.

Un ejemplo de esto corresponde a una parte de la descripcién de la actividad 16, en donde al inicio
de ésta, se le proporciona a alumno un teorema acerca de la cantidad de ecuaciones e incognitas en
un sistema homogéneo vy la relacion de esto con la cantidad de soluciones de dicho sistema (Ver
Figura 66).
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Figura 66.

Parte de la descripcion a la actividad 16.

12 actividad Imicia presentando el concepto de SEL
Homogéneo esto con la mtension de que el estudiante
venfique incluso geométricamente este teorema al

menos en K.

En la Figura 66, Fernando menciona que el alumno puede verificar geométricamente el teorema
mencionado, lo cual nos muestra indicio de conocimiento sobre las diferentes formas en las que un
teorema puede ser verificado, aunque sabemos que, en matematicas una demostracion no puede ser
geomeétrica, pero si puede ayudar a comprender el camino de dicha demostracion, ademas de que

esto puede ayudar a la comprension del mismo teorema.

Basados en Campos-Cano y Flores-Medrano(2019) considerar el extracto previo como evidencia
de conocimiento, pues ellos marcan en la practica de demostrar una subcategoria relacionada con
el uso de los registros de representacién como parte o apoyo de dicha préctica, en este caso, el
registro geométrico. De igual manera se observa la subcategoria correspondiente a las funciones

de la demostracion, en particular a la fase de verificacion.

Como ya se menciond previamente, no se encontraron evidencias de conocimiento por parte de

Fernando con respecto al KPM. Esto se puede notar de mejor manera en la Tabla 9.
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Tabla 9.

Distribucién de los conocimientos de Fernando en las categorias del KPM

Actividad Dm Df UH EyC
1,2,3y4

5y6

7,8y9

10y 11

12y 13

14y 15

16y 17 E

18

19,20y 21

Nota. Dm se refiere a la categoria Demostrar, Df a la categoria Definir, UH a la categoria uso de

heuristicos, EyC a la categoria Ejemplos y contraejemplos e | refiere a un indicio de conocimiento.

Se cree que los observado en la Tabla 9, corresponde a que, como el KPM refiere a un
metaconocimiento, dicho metaconocimiento puede ser dificil de mostrarse en las descripciones de
Fernando, pues las actividades que se disefiaron son para una ingenieria, en donde la formalidad

matematica no es necesaria.
Conocimiento Didactico Del Contenido

Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendizaje de las Matematicas. En esta
seccién presentaremos los conocimientos relacionados con las categorias que este subdominio
considera, recordemos que dichas categorias son; teorias de aprendizaje de las matematicas,
fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las matematicas, interaccion del estudiante con el
contenido e intereses y expectativas del aprendizaje de las matematicas.

Con respecto a la categoria que involucra conocimiento relacionado con las teorias de aprendizaje,
se tiene evidencia de conocimiento por parte de Fernando en esta categoria, pues recordemos que,
las actividades de Fernando estan basadas en la Descomposicion Genética de Borja (2015) asi como
en los constructos de representacion multiple o multi-representaciones, y los correspondientes a la
teoria de los 3 usos de la variable (3UV), estas herramientas proveyeron informacion a Fernando
sobre cuestiones a considerar para lograr la construccion del objeto matematico en cuestion, el

sistema de ecuaciones y su conjunto solucion.
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Dicha evidencia de conocimiento radica principalmente en que, durante las descripciones de
Fernando, explicita las razones por las que se presentan distintas representaciones de un mismo
objeto dentro de la actividad, asi como de su intencionalidad con respecto a los objetivos de la

Descomposicion Genética y el modelo 3UV.

Un ejemplo de esto se presenta en la descripcion de la actividad 2 (Ver Figura 67), la cual, es una
continuacion de la actividad 1 donde se le pide al alumno que introduzca en un applet de GeoGebra
los coeficientes numericos de la representacion paramétrica del conjunto solucion de una ecuacion

lineal hallado en la actividad 1.

Figura 67.

Descripcion actividad 2.

La intencion es que el estudiante realice acciones en la
representacion  analitica (vectorial) que le permitan
obtener la representacion grafica de la recta que representa
(conversion) En caso de que sus resultados no coincidan

con la recta solicitada debera verificar v proponer

muevamente otra combinacion lineal para obtener la

grafica correcta.

En la descripcion (Figura 67), se observa que Fernando explicita la intencionalidad de que en esta
actividad se le presente al alumno un applet, justificando esto en términos de la teoria de registros
de representacion, pues hace mencion que se busca que el alumno realice una conversién de la
representacion analitica a la geométrica, buscando que durante dicha conversién el alumno observe
Si su respuesta es correcta 0 no, y en su defecto, realizar de nuevo el ejercicios para verificar la
solucion. Es por ello por lo que, esto es una muestra de evidencia de conocimiento con respecto a

teorias de aprendizaje.

Otra descripcién donde se observa evidencia de conocimiento acerca de teorias de ensefianza,
corresponde a la de la actividad 3 (Ver Figura 68), en ella se le da al alumno la representacion en
pareja ordenada del conjunto solucion de la actividad 1y se le pide que proporcione tres soluciones

particulares y por otro lado se le pide que identifique de una lista de parejas ordenadas, aquellas
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gue sean soluciones y también se le solicita que halle el valor de la variable dependiente a partir de

varios valores para el parametro.

Figura 68.

Descripcion actividad 3.

En la segunda tarea se espera que el estudiante venfique
que dichas coordenadas del punto son solucion de la
ecnacion lineal ongmal (decion). es decir sustituva los
valores de las vanables v venfique si la ecuacién es un
enunciado verdadero (I3).

En la tercera tarea el estudiante debera venficar cuales de
las parejas ordenadas dadas corresponden a soluciones de
la ecuacién hineal v cuiles no, nuevamente mediante
sustitucion directa en la ecuacion lineal (decion).
Nuevamente debera sustituir los valores de las vanables v
verificar s1 la ecuacion es un emumciado verdadero (I3), st

es asi, la pareja ordenada sera solucidn de la ecuacion.

Por nltimo se busca venficar que el estudiante es capaz de
identificar la n-ada genérica dada como una relacion
funcional entre las variables x v 4. v de encontrar el valor
de la variable x dando valores al parimetro +~; esta tarea
involucra identificar al parametro +~ como numero
general, v por lo tanto, asigne los valores propuestos, v
determine el valor de la variable dependiente dado un
valor de la independiente (F2).

En la descripcién que se muestra en la Figura 68, se observa como durante la descripcion Fernando
hace referencias a procesos conocidos de la Teoria APOE, en particular a la concepcion accion,
ambas veces que esto sucede refiere a la verificacion en primer lugar que las soluciones que
propone si corresponden a una solucion particular, y en un segundo momento que las parejas dadas
sean de igual forma una solucién particular. Por otro lado, también se puede notar que, Fernando
utiliza las siglas 13 y F2 durante su descripcion, y estas haciendo referencia a los usos de la variable
como incognita al sustituir la variable y como relacion funcional al determinar valores de la

variable independiente, respectivamente.
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Asi como el ejemplo previo, el recurso de Fernando, de describir la intencionalidad de las actividad
en términos de la Teoria APOE y del modelo 3UV, es utilizado en todas las descripciones de las

actividades, lo cual justifica la evidencia de conocimiento por parte de Fernando.

Otro ejemplo de descripcion donde se muestra evidencia de conocimiento sobre teorias de
ensefianza por parte de Fernando, la encontramos en las actividades que corresponden a la
manipulacion de un applet de GeoGebra por parte del alumno, en todas ellas, se encuentra la

siguiente parte de la descripcion (Ver Figura 69).

Figura 69.

Descripcion de las actividades con GeoGebra

Esperamos que el presentar al estudiante el mismo objeto
matemdtico en tres distintos registros de representacion
semidtica (algebraico, grafico y como combinacion lmeal)

se favorezca la construccion del concepto.

En esta descripcion, Fernando, explicita la intencionalidad de las multi-representaciones, dichas
multi-representaciones se presentan en cada uno de los applets de GeoGebra, la intencionalidad de

presentarlo en un applet, la explica Fernando en un comentario durante la entrevista.

Fernando: Estabamos buscando, que con el uso de tecnologia, que fue uno de los
aportes del trabajo, hicieramos actividades que pudieran motivar la

reflexion en los muchachos.

Lo que ayuda a confirmar la evidencia de conocimiento acerca del uso de las multi-
representaciones en el disefio de las actividades, de igual forma durante la entrevista, Fernando
también explicita la intencionalidad de algunas actividades para lograr objetivos marcados en la

Descomposicion Genética. Esto lo podemos notar en el siguiente comentario:

Fernando: En la Descomposicion, por ejemplo, una de las cosas que los muchachos
deben reflexionar es con el espacio en el que debe vivir un sistema de

ecuaciones, 0 sea, reconocer que, aunque las variables no estén de manera
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explicita en una ecuacion, si el sistema esta en R3, R* o R>, que las

variables ahi pueden quedar libres.

Una de las actividades que se encuentran con esta intencionalidad es la actividad 14 (Figura 70),
pues en ella se le proporciona al alumno en principio un sistema de ecuaciones de dos ecuaciones
y tres incognitas, y seguido de eso se le proporcional el sistema escalonado y se le pide que
encuentre la ecuacion vectorial de la interseccion de los dos planos, lo que hace pensar que se

espera que el alumno identifique que, aunque el sistema ya esta escalonado sigue viviendo en R3.

Figura 70.

Actividad 14.

Encuentre la ecuacion vectornial de la recta de mterseccion

Un sistema de ecuaciones lineales con menos ecuaciones de los dos planos y compruebe su respuesta enla siguiente

que mcognitas ocasionalmente se denommna sistema construccion.

subdeterminado.

Encuentre Ia recta de interseccién de los planos: La forma vectorial de la ecuacion de una recta en R o B*

x+2y+z=3 es:

2x+3g+z=1 x=td+p

Al aplicar la eliminacion de Gauss-Jordan a la matnz donde p es un punto especifico sobre £ y d=0 es un

aumentada y al sustituir variables se tiene: vector director para £.

£-g=_7 Las ecuaciones que corresponden a los componentes de la

y+z=5 forma vectorial de la ecuacion se llaman ecuaciones
paramétricas de £.

Con respecto a la categoria de interaccion del alumno con el contenido, afirmamos que se tiene
evidencia de que Fernando posee conocimientos relacionados con esta categoria. Un ejemplo de
esto, lo encontramos en la descripcion de la actividad 2 (Figura 71), en donde, como ya se ha
mencionado, se le proporciona al alumno un applet en GeoGebra, en donde podra verificar y

manipular el conjunto solucion de la ecuacion lineal propuesta en la actividad 1.
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Figura 71.

Descripcion de la actividad 2 de Fernando.

Agui el estudiante deberd capturar los coeficientes
numericos correspondientes dados en la representacion
parameétrica, ademas de poder venficar s los coeficientes
son comrectos al mostrar la recta v la solucidn
(seleccionando las casillas de verificacion

comrespondientes).

La intencion es que el estudiante realice acciones en la
representacion analitica (vectorial) que le permitan
obtener la representacion grafica de la recta que representa
(conversion) En caso de que sus resultados no coincidan

con la recta solicitada debera verificar v proponer
muevamente ofra combinacion lineal para obtener la

grafica correcta.

En esta descripcién (Figura 71), se observa como Fernando describe, la forma en la que se espera
que alumno se enfrente al contenido, incluso la forma en la que éste debe interactuar con el applet
para poder obtener la representacion grafica del conjunto solucion (realizar una conversion de
registro de representacion). Es por ello por lo que se considera que hay evidencia de conocimiento
por parte de Fernando con respecto a la interaccion del alumno con el contenido.

Otro ejemplo de evidencia de conocimiento relacionado a esta misma categoria, la encontramos en
la descripcion siguiente (Figura 72), la cual corresponde a la actividad 4, que es una actividad
complementaria a la actividad 1, pues en esta actividad a los alumnos se les pide que encuentren la
representacion paramétrica del conjunto solucion y que lo representen como pareja ordenada de y

en funcion de x y con base en esta representacion se les pide que den tres soluciones particulares.
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Figura 72.

Parte de la descripcién de la actividad 4.

Por ultimo, esperamos que el estudiante pueda
proporcionar tres soluciones particulares. Para esta tarea
el estudiante debera interpretar el parimetro como la
representacion de una entidad general indeterminada que
puede asumir cualquier valor (G2), una vez identificado
esto el estudiante deberd asignar distntos valores al
parametro y encontrar el valor de la otra vanable (I4); en
este caso si el estudiante necesita realizar todos los
calculos para encontrar los valores de la wvanable
dependiente en funcion de la independiente nuevamente
consideramos una concepcion Aecion. En caso de que el
estudiante identifique que las soluciones particulares que
encontrd en las actividades realizadas en el salon de clases
también son solucidn de la ecuacidn, no importando como
se establezca la relacion, consideramos que se encuentra

en un mvel Proceso.

En esta parte de la descripcion de la actividad 4 (Figura 72), Fernando explicita la interaccion que
se espera que el alumno tenga al momento de responder la tercera parte de dicha actividad, dicha
interaccidn es explicada en términos del modelo 3UV, pues menciona que el estudiante debe
realizar una interpretacion del parametro como una entidad general y asi poder darle valores

especificos para generar las soluciones particulares.

Al realizar el analisis del trabajo de Fernando, se observo que, al igual que en las descripciones
mostradas previamente, en todas las demas, se describe de manera explicita la forma en la que se
espera que el estudiante se desenvuelvay por tanto interactle con cada una de las actividades, tanto
si se resuelven a lapiz y papel (Figura 72) o con ayuda de un applet (Figura 71), es por ello que se
considera tener evidencia suficiente para firmar conocimiento por parte de Fernando
correspondiente a la categoria de interaccion del estudiante con el contenido; mas aun dicha

evidencia es confirmada por un comentario que nuestro informante realiza durante la entrevista.
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Fernando: Estabamos buscando, que con el uso de tecnologia, que fue uno de los
aportes del trabajo, hicieramos actividades que pudieran motivar la
reflexion en los muchachos (...) Por ejemplo, en la primera actividad que
esta reportada, lo que es sistema de ecuaciones equivalentes (...), por
ejemplo se espera que, el estudiante entienda que es un sistema de
ecuaciones equivalente, porque comparte el conjunto solucion, entonces
después de esta interaccion [refiriéndose a capturar en la representacion
matricial dentro del applet los coeficientes del sistema escalonado] hace
una operacion aqui, y deberian interpretar que si hicieron bien la
operacion, por la definicion de sistema de ecuaciones equivalentes,
entiendiendo que la interseccion es el conjunto solucion (...), esperamos

que ellos interioricen este concepto.

En este comentario, hace explicita la intencion de generar la reflexion de los estudiantes a partir
del uso de la tecnologia y menciona un ejemplo de reflexion que se espera que los alumnos realicen
a partir de la interaccion con el contenido, particularmente con el applet de GeoGebra. Es por esto,

que este comentario ayuda a confirmar la evidencia de conocimiento.

Con respecto a la categoria relacionada con los conocimientos de fortalezas y dificultades en el
aprendizaje de las matematicas, también Fernando presenta evidencia de conocimiento relacionado

con esta categoria, principalmente con relacién a las dificultades.

Un ejemplo de esto lo encontramos en la descripcion de la actividad 6 (Figura 73), la cual, es
complementaria a la actividad 5, en ella se le presenta una ecuacion lineal y se le pregunta al alumno
que es lo que dicha ecuacidn lineal representa en R3, en primera instancia se le presenta al alumno
la representacion paramétrica correspondiente al conjunto solucién en R3, seguido de esto, se le
presenta al alumno otra representacion del mismo conjunto, correspondiente ahora en su forma de
terna ordenada, y en la actividad 6, se le pide al alumno que proporcione tres soluciones particulares
después de manipular en el applet lo presentado con la ecuacion paramétrica y verificar que en

efecto corresponde a un plano.
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Figura 73.

Explicacién de la actividad 6.

En esta actividad esperamos que el estudiante sea capaz
de proporcionar soluciones particulares a partir de la terna
proporcionada (-2+~ + 4, 4~ &), asignando imicialmente
valores al parametro +, v encontrando el wvalor
correspondiente a la coordenada en x | en este caso se
espera que los estudiantes superen el obstiaculo que puede]
representar el tener la vanable libre z, representada por el

parametro 5.

Esperamos que realizar la gccidn de evaluar las ternas
proporcionadas ayude al estudiante a identificar que el
coeficiente numénco 0 (cero) que debio capturar en la

construccidon permite asignar a la vanable z cualquier

valor.

Como se puede ver en la descripcion (Figura 73), Fernando explicita una de las dificultades que
pueden presentar los alumnos, en este caso el significado tanto algebraico como geométrico que
corresponde de tener una variable libre que es generada por el hecho de tener una ecuacion lineal
con dos incdgnitas y buscar su conjunto solucién en un espacio de dimension tres, lo que obliga la
aparicion de un parametro que represente a dicha variable libre. Es por ello que este es un ejemplo
de evidencia de conocimiento por parte de Fernando con respecto a la categoria de dificultades y

fortalezas en el aprendizaje de las matematicas.

Por otro lado, durante la entrevista, también se encontrd evidencia de conocimiento con respecto a
esta categoria, para mostrar dicha evidencia se presenta un extracto de la respuesta que Fernando

da a una de las preguntas.

Investigador:  Con respecto a dificultades de los alumnos, ¢se consideraron algunos para
el disefio de las actividades?
Fernando: Pues digamos que la dificultad mas grande que tenemos, es un bajo

dominio del uso de la variable y del algebra el general, (...), la
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representacion de la recta, por ejemplo si tu les dices en R? x = 1 ;qué
es? Y los tienes 15 minutos rompiendose la cabeza no, y ya les dices,
metelos en Geogebra ;qué te dibuja?, una recta. (...), también los

vectores, mas ficifultades, creo que no, no consideré mas.

En el extracto previo se observa que Fernando identifica dificultades que los alumnos presentan
durante el proceso de aprendizaje de un sistema de ecuaciones, particularmente el relacionado con
un dominio bajo del uso de la variable y la representacion geométrica en un espacio con mayor
dimensién que incognitas en una ecuacion. Este extracto, permite confirmar la evidencia de
conocimiento por parte de Fernando en la categoria de dificultades y fortalezas en el aprendizaje

de las matematicas.

En la Tabla 10, se presenta un resumen, la distribucion de conocimiento por parte de Fernando en

las descripciones de las actividades disefiadas correspondientes a las categorias del KFLM.

Tabla 10.

Distribucion de los conocimientos de Fernando en las categorias del KFLM

Actividad TA FyD IEC IyE

1,2,3y4 E E

5y6 Ex E*  E*
7.8y9 E* Ex
10y 11 E* Ex
12y 13 E* Ex
14y 15 E* Ex
16y 17 E* Ex
18 E* Ex
19,20y21 E* E

Nota. TA se refiere a la categoria teorias de aprendizaje, FyD a la categoria fortalezas y dificultades,
IEC a la categoria interaccion del estudiante con el contenido, IyE a la categoria intereses y
expectativas de aprendizaje, E hace referencia a evidencia de conocimiento y E* a una evidencia

que es confirmada por respuestas de Fernando en la entrevista.
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Como se observa en la Tabla 10, Fernando presenta conocimiento relacionado con las categorias
de teorias de aprendizaje y la de interaccion del estudiante con el contenido, este fendmenos, era
uno que se esperaba, pues la Teoria APOE es una teoria en aprendizaje, y al basar el disefio de las
actividades en una descomposicion genetica, se esperaba encontrar evidencia en las descripciones
con respecto a esta teoria, en el caso de Fernando, también se encontr6 el uso de otras teorias de la
educacién matemaética, como lo es la teoria del modelo 3UV y la teoria de multi representaciones,
de igual manera, se esperaba una gran presencia de conocimiento con respecto a la interaccion del
alumno, pues al recurrir a las multi representaciones, se esperaba que Fernando explicitara la forma
en la que se deseaba que el estudiante interactuara con todas estas representaciones en pro de su
aprendizaje, esto se pudo notar, pues Fernando acudia a explicar esta interaccion en términos de la

teoria de representaciones (tratamiento, conversion).

Por otro lado, la razon por la que en la categoria de dificultades y fortalezas en el aprendizaje de
las matematicas solamente se presenta un evidencia en todas las actividades, corresponde a que, de
cierta manera, dichas dificultades son consideradas en el disefio de la descomposicion genética, lo
que de manera implicita ocasiona que se consideren en el disefio, lo que explicaria que no
apareciera evidencia sobre esto en las descripciones de Fernando méas que en una de ellas, pero
gracias a la entrevista y la respuesta ya presentada por parte de Fernando a la pregunta relacionada
con las dificultades, se puede asegurar que Fernando tiene conocimiento sobre esto, ademas de si

considerarlo dentro del disefio de las actividades.

Conocimiento De Los Estandares De Aprendizaje De Las Matematicas. Recordemos
que este subdominio considera los conocimientos relacionados con las categorias: contenidos que
se requieren ensefar, nivel de desarrollo conceptual y procedimental esperado y secuenciacion de

los temas.

Con respecto a la categoria contenidos que se requieren ensefiar, se encuentra evidencia de
conocimiento por parte de Fernando, pues durante la descripcion del método que utilizd en su
trabajo de investigacion, muestra el mapa de sitio correspondiente al ambiente virtual de

aprendizaje que disefio para fines de su trabajo (Figura 74).
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Figura 74.

Mapa de sitio del ambiente virtual de aprendizaje disefiado por Fernando

Curso de Algebra Lineal y Sistemas de
Ecuaciones Lineales

(VLE)
Vectores e Aplicacién de Recursos adicionales
Ecuaciones Lineales sistemas de
ecuaciones lineales
r‘\-'ecrores en Ry I (" *Conjunto solucién ) 4 M (" ] N
o de una ecuacion Ecuacion de la recta
Suma de Vectores lineal * Anilisis de redes en R*
Vector por escalar *Sistemas de * Asignacion de Ecuacion de la recta
Norma de un vector ecuaciones lineales TECUTS0S en R*
Angulo entre _m K *Ajuste polinomial Ecuacién desl plano
vectores *Sistema de de curvas en R
Distancia entre ecuacrones *Balanceo de —_—

vectores
Producto punto
Producto Cruz

Combinacién Lineal

equivalentes ecuaciones quinucas

*Tipos de sistemas
en R* \ J
*Sistema de
€cuaciones

subdeterminado

*Sistemas
homogéneos

*S E L. homogéneos
\ v 1o homogéneos J

Como se observa en el mapa de sitio (Figura 74), en el, Fernando explicita los contenidos gque se

requieren ensefiar con respecto al curso de algebra lineal en donde se aplicd la secuencia de

actividades, de igual forma aparecen en orden dichos temas acompafiados de sus subtemas, la parte

sombreada corresponde a los temas que se consideran en la descomposicion genéticas y de las

actividades reportadas en su trabajo de investigacion.

Por otro lado, en un comentario de Fernando durante la entrevista, hace mencién sobre algunos

temas gue no se consideran en el plan de estudios y su relacién con el curso.

Fernando:

El tema de vectores, no estd considerado en el programa, pero nosotros
sabemos que es indispensable para trabajar con sistema de ecuaciones
lineales, por ejemplo, no esta considerado en el programa pero nosotros
la incoporamos, por eso no esta reportado en la tesis, pero dentro de la
practica, cuando estas utilizando el disefio utilizas el tema de vectores

(...) por ejemplo, en el programa no se considera combinacion lineal de
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vectores pero tambipen es necesario que los estudiantes lo puedan hacer,
0 sea si hay varias actividades que incluyen varios conceptos en el plan
original pero que si se necesitan, pero el mas visible es el de vectores
(...), algunas cosillas que tuvimos que meter de geometria analitica, por
ejemplo, que tampoco se consideran en el plan, por ejemplo, como
encontrar la ecuacion de un plano, (...), la ecuacidn vectorial de una recta
tampoco se considera, eso también lo tuvimos que meter, pues no se esta
considerado en el plan, (...) no es comun que en la matemaética escolar

vean este tipo de represnetaciones.

Como se observa en el comentario de Fernando, es evidente que Fernando posee conocimiento
sobre contenido que se requiere ensefiar con respecto al tema de sistema de ecuaciones lineales, es
por ello por lo que se afirma tener evidencia de conocimiento por parte de Fernando con respecto
a la categoria de contenidos que se requieren ensefiar, ademas de confirmar dicha evidencia
encontrada en las descripciones de Fernando, pues como ya se ha mencionado previamente, en

todas las descripciones Fernando explicita lo que se desea que el alumno construya.

En cuanto a la categoria correspondiente al nivel de desarrollo conceptual y procedimental
esperado, se presentan evidencias de conocimiento a lo largo de las descripciones de Fernando.

Algunos ejemplos de estas evidencias son las siguientes.

En la Figura 75, se presenta una parte de la descripcion de la actividad 3, en dicha descripcion,
Fernando indica lo que espera que el alumno comprenda, asi como la forma en la que se espera que

proceda con respecto a la relacion entre una pareja ordenada y el conjunto solucion de una ecuacion.
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Figura 75.

Nivel conceptual y procedimental relacionado con el conjunto solucion y las parejas ordenadas.

En la segunda tarea se espera que el estudiante verifique
que dichas coordenadas del punto son sclucion de la
ecuacion lhineal ongmal (decion). es decir sustituya los
valores de las vaniables v venfique si la ecuacion es un
enunciado verdadero (I3).

En la tercera tarea el estudiante debera venficar cuales de
las parejas ordenadas dadas corresponden a soluciones de
la ecuacion lineal v cudles no. nuevamente mediante
sustitucion  directa en la ecuacion lineal (dccidn).
Nuevamente debera sustituir los valores de las vanables v
verificar s1 la ecuacion es un enunciado verdadero (I3), st

es asi. la pareja ordenada sera solucion de la ecuacién.

Por ultimo se busca verificar que el estudiante es capaz de
identificar la »n-ada genérica dada como una relacién
funcional entre las vanables x v 4. v de encontrar el valor
de la vanable x dando valores al parametro +; esta tarea
involucra identificar al parimetro - como numero
general, v por lo tanto, asigne los valores propuestos. v
determune el valor de la vanable dependiente dado un
valor de la independiente (F2).

En la Figura 75, se observa que Fernando describe que se desea que el alumno comprenda dos
cosas con respecto a las parejas ordenadas, en una primera instancia que estas pueden o no ser
soluciones particulares de una ecuacién, y en este caso el proceso que se espera que alumno realice
para verificar lo mencionado; en una segunda instancia, identificar este mismo par ordenado como
una relacion funcional entre sus elementos asi como la relacién del pardmetro con esta relacion
funcional, asi como la manera en la que se espera que el alumno proceda una vez comprendida las
relaciones mencionadas. Dado que esta descripcion es muy explicita con lo mencionado

previamente, es que es considerada como evidencia de conocimiento.

Otra evidencia de conocimiento por parte de Fernando correspondiente al nivel de desarrollo

conceptual y procedimental, lo encontramos en la descripcion de la actividad 4 (Figura 76), en esta
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descripcion, Fernando menciona lo que se espera que el alumno adquiera y realice con respecto al
pardmetro que se encuentra en la ecuacion paramétrica de un conjunto solucion (en este caso una

recta) y presentada en forma de pareja ordenada.

Figura 76.

Nivel conceptual y procedimental esperados para el parametro.

Por nltimo, esperamos que el estudiante pueda
proporcionar tres soluciones particulares. Para esta tarea
el estudiante debera interpretar el parametro como la
representacién de una entidad general indeterminada que
puede asumir cualquier valor (G2), una vez identificado
esto el estudiante deberd asignar distintos valores al
parametro v encontrar el valor de la otra vanable (14); en
este caso si el estudiante necesita realizar todos los
cilculos para encontrar los wvalores de la wvanable
dependiente en funcién de la mdependiente nuevamente
consideramos una concepcidn Accidn. En caso de que el
estudiante identifique que las soluciones particulares que
encontrd en las actividades realizadas en el salon de clases
también son solucién de la ecuacién, no importando como
se establezca la relacion, consideramos que se encuentra

en un mvel Proceso.

En la descripcién (Figura 76), se observa que Fernando, describe lo que espera que el alumno
construya (tanto conceptual como procedimentalmente) con respecto a las soluciones particulares
y el papel que tiene en ellas el parametro, es decir, que a partir de comprender al parametro como
una entidad general indeterminada y a la relacién que tiene el parametro para hallar soluciones
particulares como una relacion funcional, podra asignarle valores especificos al parametro para
poder hallar dichas soluciones particulares, este proceso, Fernando lo describe en términos de la
Teoria APOE.
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Otra descripcion donde Fernando explicita el nivel conceptual y procedimental esperado con
respecto al parametro y su relacion con las soluciones particulares se presenta en la de la actividad

6 (Figura 77), pero ahora correspondiente a un plano, donde tiene una variable libre.
Figura 77.

Nivel conceptual y procedimental esperados para el parametro en R3.

En esta actividad esperamos que el estudiante sea capaz
de proporcionar soluciones particulares a partir de 1a terna
proporcionada (-2¢ + 4, -, &), asignando inicialmente
valores al pardmetro +, v enconfrando el wvaler
correspondiente a la coordenada en x | en este caso se
espera que los estudiantes superen el obstaculo que puede
representar el tener la vaniable libre 3, representada por el
parametro 8.

Esperamos que realizar la accign de evaluar las ternas
proporcionadas ayude al estudiante a identificar que el
coeficiente nmumeérnico 0 (cero) que debid capturar en la
construccién permite asignar a la variable 3 cuvalgquier

valor.

Por ejemplo, el evaluar la pareja ordenada (6.-1), la cual

es solucidn en [R? pero no en [RY, obliga a los estudiantes a

Estas actividades toman en cuenta que la construceion del
concepto de una solucién a una ecuacién lineal se logra
comt la vinculacién de dos esquemas, por un lado el de n-
ada y por otro lado el de variable, mediante las acciones
de escribir la ecvacidn como vna foncion condicionada v
la de evaluar la funcién en las vanables del espacio
dominio. esperamos gue con el desamrollo de estas
actividades se favorezca en los estudiantes wuna
concepeién Proceso del conjunto solucion v permitan mis
adelante encapsular el concepto cuando necesiten operar
sobre el conjunto solucion de cada ecuacion lineal. como
de ecuaciones

encomtrar  sistemas

por  ejemplo,

equivalentes.

evaluar la funcién en las vanables del espacio dominio.

En esta descripcion (Figura 77), se observa como Fernando explica lo que se espera que el alumno
adquiera con respecto al parametro pero ahora en R3, y aqui se incluye también lo que se espera
que el alumno construya tanto procedimental como conceptualmente con respecto a las variables
libres y su relacién con el concepto de parametro, al final Fernando menciona que lograr esa nivel
procedimental y conceptual con respecto al pardmetro y la relacion funcional ayuda en la
construccién del concepto de conjunto solucion, todo esto es explicado en la descripcion (Figura
77) en términos de la Teoria APOE.

Un ejemplo mas, donde se encuentra evidencia de conocimiento con respecto al nivel conceptual

y procedimental esperado, también se encuentra en un comentario de Fernando en la entrevista.

Fernando: En la Descomposicion, por ejemplo, una de las cosas que los muchachos

deben reflexionar es con el espacio en el que debe vivir un sistema de
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ecuaciones, 0 sea, reconocer que, aungue las variables no estén de manera
explicita en una ecuacion, si el sistema esta en R3, R* o R>, que las

variables ahi pueden quedar libres.

El comentario previo de Fernando confirma la evidencia de conocimiento encontrada con respecto
a la identificacion por parte del alumno de la representacion geométrica en un espacio con mayor
dimension que el niamero de incognitas de la ecuacion, un ejemplo de esto se observé en la Figura

77 y también la observamos en la Figura 78.

Figura 78.

Identificacion de un plano.

En esta actividad se busca que el estudiante identifique la
ecuacién & + 24 = 4 en B® como un plano, para esto se
presenta la representacicm paramétrica del conjunto

solucion como la combinacion lineal de dos vectores.

Posteriormente se presenta el conjuoto solucién como

terna ordenada.

Las Figuras 77 y 78, pero principalmente el extracto presentado anteriormente, son herramientas
gue nos permiten afirmar la evidencia de conocimiento por parte de Fernando con respecto al nivel
de desarrollo conceptual y procedimental esperado en relacion con la identificacion de la

representacion geomeétrica que corresponde un conjunto solucion.

Todas las evidencias relacionadas a el nivel conceptual y procedimental esperado, también es
apoyada por la misma descomposicion genética de Borja (2015) y lo que en ella se menciona sobre
la construccién de los conceptos, dicha descomposicion geneética, Fernando la presenta en su
trabajo a partir de diversos esquemas creados por €l, dichos esquemas se presentan a continuacion
(Ver Figura 79).
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Figura 79.

Descomposicion genética utilizada por Fernando

Ecuacion lineal
Esquema n-ada
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(Proceso 7
J//
Funcién

N-ada que satisface todas la
ecuaciones del sistema
(Objeto - Sistema de
Ecuaciones Lineales)

condicionada
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Operar sobre el

sistema de
ecuaciones
Sistema de
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-
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|
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v
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Con respecto a la categoria de secuenciacion de los temas, la evidencia de conocimiento encontrada
por parte de Fernando se encuentra en el mapa de sitio del entorno virtual de aprendizaje disefiado
por el (Figura 80), pues en él, los temas aparecen en el orden en el que se presenta, recordando que
este orden es basado en la descomposicion genética de Borja (2015).
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Figura 80.

Mapa de sitio como evidencia de conocimiento sobre secuenciacion de los temas

Curso de Algeb_m Lineal y Sistemas de
Ecuaciones Lineales
(VLE)
Vectores Lo Aplicacién de Recursos adicionales
Ecuaciones Lineales sistemas de
ecuaciones lineales
' B _ " - e\ i 4 Yy
Vectores en * v R? Conjunto solqglon ( -
de una ecuacion Ecuacion de la recta
Suma de Vectores lineal * Analisis de redes en R*
Vector por escalar *Sictemas de *Asignacion de Ecuacién de la recta
Norma de un vector ecuaciones lineales TECUTS0S en
Angulo entre Enik *Ajuste polinomial Ecuacién del plano
vectores *Sistema de de curvas en R?
- - 1 -
Distancia entre :ﬂﬁ;}gﬁi:s *Balanceo de —
vectores a ecuaciones quimicas
- .
Producto punto dnEais Ststemas
] en R? \ J
Pro_ducr_o C.n..lz *Sistema de
Combinacién Lineal ecuaciones
subdeterminado
*Sistemas
homogéneos
*S E L. homogéneos
\_ v no homogéneos J

Por otro lado, dicha evidencia de conocimiento también es confirmada por comentarios realizados

por Fernando durante la entrevista, dichos comentarios se presentan a continuacion.

Fernando: El tema de vectores, no estd considerado en el programa, pero nosotros
sabemos que es indispensable para trabajar con sistema de ecuaciones
lineales, (...) en el programa no se considera combinacion lineal de
vectores pero también es necesario que los estudiantes lo puedan hacer, o
sea si hay varias actividades que incluyen varios conceptos en el plan
original pero que si se necesitan, (...) algunas cosillas que tuvimos que
meter de geometria analitica, por ejemplo, que tampoco se consideran en
el plan, por ejemplo, como encontrar la ecuacion de un plano, (...), la

ecuacion vectorial de una recta tampoco se considera, eso también lo

tuvimos que meter, pues no se esta considerado en el plan.
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En el extracto previo, Fernando hace referencia a temas previos que son necesarios para el tema de
sistema de ecuaciones lineales, incluso hace mencidn que esto no se considera en el plan, pero que

sabe que dichos temas son indispensables.

En otro momento de la entrevista Fernando describe de manera general la organizacién de los temas

en el cuso donde se aplicé la secuencia disefiada.

Fernando: Para el programa son como tres unidades, una creo que es operaciones
con los reales, después es un repaso de algebra en general y la Gltima
unidad es justamente la de algebra lineal, donde vemos estas cosas.

Ambos extractos nos permiten afirmar que hay evidencia de conocimiento por parte de Fernando

con respecto a la categoria de secuenciacion de los temas.

En la Tabla 11 se presenta un resumen del conocimiento por parte de Fernando correspondiente al
KMLS

Tabla 11.

Distribucion de los conocimientos de Fernando en las categorias del KMLS

Actividad CRE NDCP ST
1,2,3y4 E* E*
5y6 Ex  E*
7,8y9 Ex  E*
10y 11 Ex  E*
12y 13 Ex  E*
14y 15 Ex  E*
16y 17 Ex  E*
18 Ex  E*
19,20y21 E* E*

Nota. CRE se refiere a la categoria contenido que se requiere ensefiar, NDCP a la categoria nivel
de desarrollo conceptual y procedimental, ST a la categoria secuenciacion de los temas, E hace
referencia a evidencia de conocimiento y E* a una evidencia que es confirmada por respuestas de

Fernando en la entrevista o por otro elemento de su trabajo fuera de la descripcion de las actividades
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Como se puede observar en la Tabla 11, aunque las actividades disefiadas estdn ordenadas de
manera secuencial, ninguna actividad presenta conocimiento con respecto a la secuenciacion de los
temas, esto debido a que, la secuenciacién de las actividades estad basada en la descomposicion
genética y ademas la evidencia de conocimiento con respecto a esta categoria se encuentra en los
comentario que Fernando realizd durante la entrevista. Por otro lado, con respecto a la categoria de
contenidos que se requieren ensefiar, todas las actividades muestran ser evidencia de conocimiento,
pues en todas las descripciones Fernando hace explicito el contenido que se esta o se desea que el
alumno construya, y dichas evidencias son apoyadas por la descomposicion genética y los
comentarios de Fernando, lo mismo sucede con la categoria nivel de desarrollo conceptual y
procedimental esperado.

Conocimiento De La Ensefianza De Las Matematicas. Recordemos que este subdominio
considera a las categorias que identifican el conocimiento del profesor con respecto a teorias de
ensefianza, recursos materiales o virtuales de ensefianza y estrategias, técnicas y tareas para la

ensefianza.

Con respecto a la categoria teorias de ensefianza, se encuentra evidencia de conocimiento acerca
de esta categoria en el trabajo de Fernando, pues en la seccidn correspondiente al marco teérico,
menciona al ciclo en ensefianza ACE (por sus siglas en inglés, actividades, discusion en clase y

ejercicios), la descripcidn de dicho ciclo es explicado por Fernando en la Figura 81.

114



Figura 81.

Ciclo de ensefianza ACE, explicado por Fernando.

El ciclo de enseiianza ACE (por sus siglas en inglés) es una estrategia pedagdgica que consiste en
tres componentes: (A) Actividades, (C) Discusion en Clase y (E) Ejercicios. Para las Actividades,
que constituyen el primer paso en el ciclo. los estudiantes trabajan colaborativamente en equipos
en tareas disefiadas para ayudar a los estudiantes a realizar las construcciones mentales propuestas
por la descomposicién genética. El objetivo de estas tareas es promover la abstraceién reflexiva

mas que las respuestas correctas.

La discusion en clase. que corresponde a la segunda parte del ciclo. involucra a un pequeiio grupo
v a un instructor que dirigira la discusién. basandose en los trabajos realizados por los estudiantes
ya sca a lapiz y papel o. en su caso. actividades desarrolladas en laboratorio de cémputo. La
discusién en clase y el trabajo dentro del salén proporeiona a los estudiantes la oportunidad de
reflexionar sobre su trabajo. particularmente de las actividades realizadas en el laboratorio. La labor
del instructor consiste en guiar la discusién. proveer definiciones. ofrecer explicaciones. y/'o

presentar un punto de vista para unir lo que los estudiantes han estade pensando y trabajande.

Los cjercicios de tarca, que corresponde a la tercera parte del ciclo, consisten en una seric de
problemas tipicos disefiados para reforzar las actividades y la discusién en clase. Los ejercicios
ayudan como soporte para cl continuo desarrollo de las construcciones mentales sugeridas por la

descomposicion genética.

De igual forma, en la Figura 81, se observa que Fernando describe la relacion de este ciclo de
ensefianza con la descomposicién genética, también durante el proceso de analisis de las
descripciones de Fernando, se logré observar que las actividades se presentan utilizando este ciclo
de ensefianza, pues varias actividades corresponden a un mismo problema o tarea especifica, y para
cada actividad se busca desarrollar uno de los momentos del ciclo de ensefianza, es por ello que

esto corresponde a una evidencia de conocimiento con respecto a teoria de ensefianza.

Por otro lado, al igual que con Adrian, consideramos que Fernando, también hace uso de la Teoria
APOE como referente para la ensefianza y en su caso, también el modelo 3UV vy la teoria de multi
representaciones, pues los constructos de estas tres teorias en unién con el ciclo de ensefianza ACE
y el entorno visual de aprendizaje, conforman la base del disefio instruccional e intencional de cada
una de las actividades planteadas en la secuencia, asi como en la aplicacion de estas. Las evidencias
con respecto a la descomposicion genética, el modelo 3UV vy la teoria de multi representaciones ya
han sido presentadas previamente, asi como con respecto al ciclo de ensefianza ACE. En cuanto al

entorno virtual de aprendizaje, Fernando justifica su uso para la ensefianza en la Figura 82.
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Figura 82.

Justificacion de Fernando para utilizar un entorno virtual de aprendizaje

Dentro de las tendencias de desarrollo discutidas en su articulo encontramos aspectos de interés
para esta investigacidn. Por ejemplo, la disponibilidad de recursos de aprendizaje de matematicas
en linea (como las bibliotecas digitales y los objetos de aprendizaje) permite que muchos
estudiantes ahora puedan recurrir a estas herramientas antes de consultar a un maestro o un libro
de texto. Esto plantea preguntas sobre como organizar los recursos para facilitar el acceso v cémo
disefiarlos pedagdgicamente para fomentar la comprension de los conceptos. Por otra parte, €l uso
de propuestas de aprendizaje mixto (blended learning) para ampliar y complementar el aprendizaje
en el aula, con exploracion y discusion en linea, o para emplear un modelo de aula invertido para
hacer que el aula sea un lugar de extension y elaboracion, en lugar de instruccidn directa, plantea
preguntas sobre la necesidad de investigar los diversos modelos utilizados en educacion
matematica (Borba et al.. 2016).

El presente trabajo contiene elementos que podemos enmarcar en el disefio de un Ambiente Virtual
de Aprendizaje. VLE por sus siglas en inglés, utilizando un modelo de aprendizaje mixto. ya que
se contara con sesiones en el salén de clases, en laboratorio de computo acompaifiados por el
docente y tareas a realizar en linea fuera de clase. El ambiente virtual de aprendizaje cuenta con

applets desarrollados en la plataforma GeoGebra.

Esta justificacion con respecto al uso de un ambiente virtual de aprendizaje es basada en un articulo
de Borboa et al. (2016), lo descrito en la Figura 82, se considera como evidencia de conocimiento
con respecto a Teorias de ensefianza, pues en ella se observa que Fernando menciona su uso
pedagdgico para lograr ampliar y complementar el aprendizaje a partir de la organizacién de las

actividades.

Por otro lado, dado que las actividades son disefiadas con un propdsito especifico, y que este
propdsito se encuentra justificado con la descomposicion genética, asi como en el modelo 3UV y
pensadas para incorporar el ciclo de ensefianza ACE vy el entorno virtual, todas las actividades se
consideran como evidencia de conocimiento por parte de Adrian con respecto a la categoria de

estrategias, técnicas, tareas y ejemplos para la ensefianza.

Ejemplos de esta evidencia de conocimiento se presentan a continuacion, el primero corresponde
a la descripcién de la actividad 1, donde se le presenta al alumno la definicion de conjunto solucién

(Ver Figura 83).
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Figura 83.

Evidencia de conocimiento acerca de ejemplos relacionados con el conjunto solucion

Se mtroduce el concepto de comjunte scluciin de uma
ecuacion lmeal se presenta uma definicion formal del
concepto v se da wn ejemplo del conjunto sclucion de yma
ecuacion lneal en RF, también se mmestra la

representacion paramétnica del conjumto solucidn.

Como se observa en la Figura 83, Fernando hace explicito que se usara un ejemplo de conjunto
solucion relacionado a una ecuacion lineal en R?, lo que también es evidencia de conocimiento por

parte de él con respecto a ejemplos de ecuaciones en R2.

Otro ejemplo relacionado a esta categoria la encontramos en la descripcion de la actividad 9 (Ver
Figura 84), donde se le presentan al alumno n-adas que representan a un sistema de ecuaciones y

se les pide resolverlo.

Figura 84.

Evidencia de conocimiento relacionado a los ejemplos de tipos de sistema de ecuaciones

En esta actividad se presentan dos sstemas de ecuaciones
lineales, el primero meonsistente v el seqmdo consistente

con mfinitas soluciones.

Se puede observar que, Fernando durante la descripcion explicita la evidencia de conocimiento con
respecto a los tipos de sistemas de ecuaciones, consistente e inconsistente. Por otro lado, en la
Figura 85, se observa conocimiento por parte de Fernando, pero ahora con respecto a ejemplos

correspondientes a sistemas de ecuaciones homogéneos con Unica y con infinita solucion.
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Figura 85.

Evidencia de conocimiento sobre ejemplos de sistemas de ecuaciones homogéneos

La actiidad imcia presentando el concepto de SEL |
Homogéneo esto con la intensién de que ] estudiante
venfique incliso geométnicamente este teorema al

menos en R

Se pide al estudiante cque resuelva dos =sistemas
homogéneos, uno con tmica solucidn vy ofro con
infinitas soluciones, el estudiante deberd resolver el
sistema a lipiz v papel y postenommente utilizar el
applet para capturar los coeficientes mmnénicos en la
representacion matricial del sistema de ecuaciones y
observe las transformaciones que suffen los planos
después de las opermciones realizadas sobre el sistena.

De igual forma, se puede observar en la descripcion previa que Fernando posee conocimiento
también sobre ejemplos que ayudan a mostrar un teorema con respecto a sistema de ecuaciones
homogéneos, pues por lo mencionado al inicio de la descripcion, la actividad 16 fue disefiada con

la intension de que el ejemplo, junto con el applet ejemplificaran dicho teorema.

En los ejemplos mostrados previamente, se ejemplifica como es que las actividades son utilizadas
como estrategias, técnicas y tareas para la ensefianza, pues se logra observar la aparicion de todos
los elementos que basaron el disefio de la secuencia de actividades con el fin de perseguir los

objetivos planteados en la descomposicion genética.

Con respecto a la categoria recursos materiales y virtuales de ensefianza, se esperaba hallar
evidencia de conocimiento relacionado a esta categoria, pues como ya se ha mencionado, Fernando
utilizé un entorno virtual de aprendizaje mixto, dentro del cual utilizo GeoGebra, un programa que

es considerado como software de matematica dinamico.

En principio de identifico indicio de conocimiento sobre esta categoria, pues las actividades van
acompariadas de applets disefiadas por Fernando para enriquecer las reflexiones de los alumnos,
pero dicho indicio se convierte en evidencia, gracias a que Fernando durante la entrevista menciona
diversas caracteristicas sobre la razon por la que se decidié utilizar GeoGebra y muestra conocer
el software incluyendo las limitaciones que este tiene. Todo lo anterior lo podemos observar en los

siguientes extractos.
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En este primer extracto mostramos la respuesta de Fernando con respecto a una de las preguntas
que se le plantearon, el objetivo de esta pregunta era investigar sobre los conocimientos de

Fernando con respecto a GeoGebra.

Investigador: ¢Qué conocimientos acerca de GeoGebra pusiste en juego durante el
disefio de las actividades?

Fernando: Mucho de las construcciones, fueron prueba y error, y estar trabajando
muchisimo (...). Yo tomé un diplomado en el INAOE (...) sobre el uso
de tecnologia y la primera parte es con GeoGebra, ahi aprendi bastantes
cosillas, pero todo lo deméas pues fue, estar trabajando de manera
autodidacta, para hacer esto, tuve que aprender a escribir en latex, yo no
sabia que se podia meter latex en GeoGebra, sabia que se pueden meter
casillas de entrada, fue mucho estar probando y mucho estar también
explorando que mas se podia hacer (...). La pagina de GeoGebra tiene un
wiki que te ayuda bastante, en como ocupar algunos comandos y cosas
asi (...) realmente no es muy complicada la construccion, solamente es

mucha talacha.

Como se observa en la descripcion previa, Fernando explicita los conocimientos que ya tenia sobre
GeoGebra y las dificultades a las que se enfrent6 para lograr disefiar las actividades. Mas adelante,
durante la entrevista Fernando muestra el applet correspondiente a la actividad 13, en donde se le
presenta al alumno la representacion matricial, algebraica y geométrica de un sistema de ecuaciones
inconsistente y se le pide aplicar el método de Gauss-Jordan para resolverlo y que a la par vaya
observando lo que sucede en la representacion geométrica. Mientras lo muestra Fernando menciona

lo siguiente.

Fernando: Aqui en esta hay un punto en el que, bueno en esta no tarda tanto, te
muestro, porgue esto por ejemplo falta, hay algunas cosillas que adn le
podrian faltar ;no? [comienza a resolver la actividad], pero por ejemplo,
algo que falta, es que despues d ehaber hecho dos operaciones, ya tienes
un par de planos paralelos y en la siguiente operacion, pues tendrias la
incosistencia, algo que todavia le hace falta es esto, como esta

incosistencia 0=-2 nos devolviera algo en la parte geométrica, no se me
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ha ocurrido como, no debe de sar tan complicado, pero debes poner algun

objeto que este condicionado a que no fuera una fila nula.

El extracto previo, también nos muestra mas sobre el conocimiento de Fernando acerca de
GeoGebra, pues aunque describe una dificultad en uno de sus disefios, hace explicito que tiene
alguna idea de cbmo mejorar, ademas de que seguido de ese comentario, Fernando mostro el cddigo
de dicho applet y menciono como es que los profesores pueden editar dicho applet, lo cual también

forma parte del uso de dicha herramienta.

Més adelante en la entrevista, mientras Fernando explica algunas actividades que se tuvieron que
considerar para ayudar con los conocimientos necesario de los alumnos para su objetivo, muestra
un applet en donde se construye un plano a partir de la combinacion lineal de 3 vectores, y dicho
applet es animado, pues tiene la opcion de activar un deslizador que ayude a generar distintas

combinaciones lineales, mientras muestra este applet Fernando menciona.

Fernando: Los deslizadores despues de asignar valores aleatorios a los escalares de
la combinacidn lineal, van a generar un plano, la intenicén es que si se
deja esto mucho tiempo [refieriéndose a la animacion], ya se puede ver
de alguna manera que todos esos pequefios puntitos que se estan
mostrando estan contenidos o deberian estar contenidos en el plano
[mientras esto menciona, en el applet activa mostrar el plano que se
genera], aqui el plano bueno, las restricciones de la tecnologia, pues esta

marcado ahi en un espacio muy pequefio.

Este extracto, nos permite afirmar que Fernando conoce algunas de las restricciones que el mismo
GeoGebra puede tener, lo cual también confirma el conocimiento con respecto a esta categoria, de
igual forma, algo que también ayuda a confirmar la evidencia de conocimiento con respecto a los
recursos materiales o virtuales de ensefianza, es que gracias a GeoGebra Fernando pudo incorporar
en el disefio de las actividades la teoria de multi representaciones, pues como ya se ha mencionado,
le permitié presentar en un mismo applet la representacién algebraica, matricial y grafica y se
esperaba que esto ayudara a la construccion de los objetos matematicos, dado que esto lo explicita

en las actividades donde hay un applet (Figura 86)
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Figura 86.

Evidencia del uso de multi representaciones en la descripcion de actividades.

Esperamos que el presentar al estudiante el mismo
objeto matematico en distinfos registros  de
representacion semidtica (algebraico, matricial, como
combinacion lineal y geométrice) favorezea la

constroccion del conocimiento.

Por las respuestas de Fernando presentadas previamente y por lo mostrado en la Figura 86, se
considera que las actividades que son conformadas por un applet también forman parte de la
evidencia de conocimientos acerca de Fernando con respecto a la categoria de recursos materiales

0 virtuales de ensefianza.

En la Tabla 12, se presenta un resumen sobre los conocimientos que Fernando puso en juego

durante el disefio de la secuencia de actividades, todos estos relacionados a las categorias del KMT.
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Tabla 12.

Distribucién de los conocimientos de Fernando en las categorias del KMT

Actividad TEM RDyFE ETTYEE

1,2,3y4 E* E* E*
5y6 E*  E* Ex
7,8y9 E*x E* E*
10y 11 E*  E* Ex
12y 13 E* E* E*
14y 15 E*  E* Ex
16y 17 E* E* E*
18 E*  E* E*
19,20y21 E*  E* E*

Nota. TEM se refiere a la categoria teorias de ensefianza de las matematicas, RDyFE refiere a la
categoria recursos digitales y fisicos para la ensefianza, las siglas ETTYEE se refiere a la categoria
estrategias, técnicas, tareas y ejemplos para la ensefianza, la sigla E* a las descripciones que dicha
evidencia de conocimiento es confirmada o apoyada por las respuestas de Fernando en la entrevista

0 por otros elementos del trabajo de Fernando diferentes a las descripciones de las actividades.

Como se observa en la Tabla 12, Fernando conocimiento muy marcado con respecto al KMT,
aunque toda la evidencia de conocimiento se encuentra justificada de mejor manera por las
respuestas de la entrevista y otras secciones de su trabajo que por las descripciones de las
actividades, pero dichos elementos que sirven para apoyar o confirmar la evidencia fueron
considerados por Fernando para el disefio de la secuencia de actividades y todos ellos basados
principalmente en los constructos de la Teoria APOE.
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Conclusiones

Durante el andlisis, para cada uno de nuestros informantes, después de presentar las evidencias e
indicios de conocimiento, se presentd una tabla que resume la aparicion de conocimiento
correspondiente a cada subdominio durante el disefio de las actividades. Dichas tablas nos permiten
afirmar que ambos informantes ponen de manifiesto conocimiento didactico del contenido, asi

como del matematico.

Apoyados en estas tablas, junto con los comentarios correspondientes a evidencias de conocimiento

encontrados fuera del disefio de actividades, se presentan las siguientes conclusiones.

Durante nuestro andlisis podemos afirmar que, disefiar una secuencia de actividades basas en la
teoria APOE, pone en practica conocimiento relacionado con el conocimiento de los temas, ya que,
se presenta conocimiento relacionado a la categoria de procedimientos. Esto en el hecho de que la
teoria APOE es una teoria constructivista y las actividades basadas en ella permiten proponer

procedimientos que favorecen la construccion de los conceptos

De igual manera, se presenta conocimiento con respecto a la categoria definiciones, propiedades y
sus fundamentos, particularmente en lo referido a definiciones y propiedades, puesto que, conocer
las definiciones matematicas del objeto a estudiar, asi como sus propiedades, permiten que el
docente piense de mejor manera las actividades, asi como su intencionalidad, también basadas en

la descomposicion genética.

Por otro lado, podemos afirmar que al trabajar con la teoria APOE para disefiar actividades a partir
de una descomposicion genética, permite la puesta en practica de conocimientos relacionados con
los registros de representacion del objeto a estudiar y que permiten su construccién. En el caso de
nuestros informantes, en todas sus actividades se logré encontrar evidencia de conocimiento con
respecto a lo mencionado, esto justificado en que, Adrian complementd su disefio con los registros
de representacion mencionado en Pons y Fernando en los considerados en el constructo de multi-
representaciones, en ambos casos haciendo énfasis en los registros graficos, algebraicos y
numéricos. Ademas, ambos mencionan la importancia de la presentacion de estos registros en un

mismo ejercicio en el proceso de construccion del conocimiento.

Con respecto a la categoria de fenomenologia y aplicaciones, podemos afirmar que la presencia de

dicho conocimiento es muy débil, puesto que, de nuestros dos informantes, solamente uno de ellos
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presento evidencias de conocimiento con respecto a esta categoria, la razén a la que le atribuimos
dicho fendmeno, corresponde a que en el caso de Adrién, su secuencia didactica es enfocada al
nivel de bachillerato y en el caso de Fernando, es dirigida a estudiantes de ingenieria. Esto permite
que Fernando, pueda incursionar mas a fondo en la fenomenologia y aplicacion del concepto que

trato, los sistemas de ecuaciones.

Refiriéndonos al subdominio del conocimiento de la estructura de las matematicas, podemos
afirmar que es uno de los subdominios que presenta una practica discreta, puesto que, solamente
se encontrd evidencia de conocimiento en ambos informantes, para conexiones auxiliares y en uno
de ellos en conexiones de complejizacion. Adrian utiliza como conexiones auxiliares la idea de
sucesion como lista de nimeros y el valor absoluto como métrica, para el caso de Fernando la idea
de variable a partir del modelo 3UV (Ursini et al., 2016).

El fendmeno descrito previamente se lo atribuimos al hecho de que ambos informantes solamente
explicaron en su trabajo la forma en la que estas actividades apoyaban a la descomposicion genética
en la que se basaron y que las instrucciones son dirigidas a estudiantes en formacion en el area de

las matematicas, particularmente a nivel bachillerato e ingenieria.

Por otro lado, con respecto a la practica matematica, se observd que la Unica practica matematica
considerada durante el disefio y durante la descripcion de la secuencia didactica, corresponde a la
practica de demostrar.

Las evidencias de conocimiento mencionadas se sustentan en el intento de categorizacion del KPM
realizado por Campos-Cano y Flores-Medrano (2019), donde caracterizan a dicha préctica, con
subcategorias como usos de los registros de representacion en la demostracion, fases cognitivas de
la demostracion, funciones de la demostracion, entre otros, siendo estas subcategorias las que nos

permiten afirmar que existe evidencia de conocimiento por parte de nuestros informantes.

Es importante mencionar que la aparicion de este conocimiento es muy discreta, esto se lo
atribuimos al hecho de que, ambos informantes dedicaron sus disefios para niveles educativos

(bachillerato e ingenieria) donde la formalidad matematica no es considerada como prioridad.

Con respecto al dominio del conocimiento didactico del contenido, también podemos afirmar que,
durante el disefio de actividades que tienen como base una descomposicién genética construida a

partir de la teoria APOE, se ponen en practica conocimiento relacionado a dicho dominio,

124



mencionando que dicho dominio tiene mayor presencia que el correspondiente al conocimiento

matematico.

Refiriéndonos al subdominio de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas, se afirma
que existe evidencia suficiente de conocimiento, puesto que, para el caso de ambos informantes,
se presentan evidencias con respecto a las categorias, teorias de aprendizaje, interaccion del

estudiante con el contenido y dificultades y fortalezas.

Con respecto a la categoria teorias de aprendizaje, se esperaba encontrar evidencia suficiente de
conocimiento en nuestros informantes por dos razones, la primera, que la teoria APOE es unateoria
institucionalizada relacionada con el aprendizaje de las matematicas y la segunda, que las
secuencias de actividades estdn basadas en una descomposicion genética, y esta es creada
considerando el proceso de aprendizaje basado en el constructivismo. Lo anterior se observa en
ambas secuencias, pues el orden de las actividades va en relacion a las descomposiciones genéticas
y éstos basados en el proceso de construccion del conocimiento relacionado con el objeto

matematico en cuestion.

En cuanto a la categoria interaccion del estudiante con el contenido, la evidencia de conocimiento
por parte de nuestros informantes corresponde a que, durante las descripciones de las actividades,
como se pudo observar, cada uno de ellos describia, no solamente la actividad, sino también su
intencion y al describirla también mencionaban la manera en la que se esperaba que el alumno se

involucrara con cada uno de estos y por tanto con el contenido a aprender-ensefar.

Algo importante de mencionar es que, aunque en las tablas correspondientes al KFLM no se
encuentra marcada la evidencia con respecto a la categoria de dificultades y fortalezas, dichas
evidencias existen dentro de otras secciones del trabajo de nuestros informantes. Como se
menciond, estas se encuentran descritas previamente y durante la presentacion de la
descomposicion genética, ya que la construccion de dicha descomposicion se basa principalmente
en estas dificultades y fortalezas, por lo que tambiéen de manera indirecta fueron consideradas en
el disefio de las actividades. De igual manera, nuestros informantes mostraron conocimiento con
respecto a las fortalezas y dificultades en sus respuestas dadas ya sea para el cuestionario o la

entrevista que se les realizo.
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Pasando ahora, al subdominio correspondiente al conocimiento relacionado con las caracteristicas
de aprendizaje de las matematicas, que recordemos, hace alusion a todo lo marcado en el curriculo
de matematicas, podemos afirmar que también se hace presente durante el disefio de actividades

basadas en la teoria APOE.

Lo anterior, enmarcd principalmente en las categorias contenido que se requiere ensefiar, desarrollo
conceptual y procedimental esperado y secuenciacion de los temas. Como se observé durante el
analisis, ambos informantes presentaron evidencia de conocimiento en todas las categorias ya

mencionadas.

Con respecto a la categoria de desarrollo conceptual y procedimental esperado, ya se pensaba hallar
dicha evidencia de conocimiento, pues la descomposicion genética tiene marcada en cada uno de
sus pasos el nivel de desarrollo cognitivo que se desea del concepto junto con el proceso, esto en
sus propios mecanismos Yy estructuras mentales, las cuales podemos considerar como una

profundizacién de lo que en el curriculo se propone como aprendizajes esperados.

De igual manera podemos decir que la evidencia de conocimiento correspondiente a la categoria
del contenido que se requiere ensefiar se encuentra justificada tanto por la descomposicion genética
como por los programas de las materias. También es importante mencionar que estas evidencias
de conocimiento fueron confirmadas y apoyadas por los comentarios de nuestros informantes

durante la entrevista y el cuestionario correspondiente.

Con respecto a la categoria secuenciacion de los temas, como se menciond durante el analisis, no
se encontro evidencia de conocimiento durante el disefio de actividades, pero si fuera de ella. Dicha
evidencia se encontro en el trabajo de nuestros informantes previo a que comenzaran a presentar y
describir su secuencia de actividades. Lo anterior nos permite confirmar que se pone en practica
conocimiento en relacidn con esta categoria, puesto que es importante conocer los conocimientos
previos necesarios para el tema y asi poder realizar un buen disefio, ademas de que estos

conocimientos previos son considerados en el disefio de la descomposicion genética.

Pasando ahora al subdominio del conocimiento de la ensefianza de las matematicas, es importante
mencionar que, durante el proceso de anélisis, pudimos observar que nuestros informantes no

solamente utilizaron algunas teorias auxiliares en relacion con la ensefianza (modelo 3UV, registros
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de representaciones semioticas, multi-representaciones), sino también interpretaron a la teoria

APOE como una teoria de ensefianza.

Lo anterior basado en el ciclo de ensefianza ACE (actividades, discusion en clase y ejercicios). Este
fendmeno es més claro en la secuencia de Fernando, puesto que en ella se explicita el momento del
ciclo de ensefianza al que se hace referencia, en el caso de Adrian, no es muy claro puesto que no
se da referencia de manera explicita, pero al revisar las actividades y los comentarios se puede

observar que se pasa por cada uno de los momentos del ciclo de ensefianza.

Con respecto a la categoria de recursos digitales y fisicos (recordemos que se hace referencia a
material didactico) solamente se hall6 evidencia de conocimiento por parte de uno de nuestro
informantes (Fernando), puesto que utiliz6 a GeoGebra como complemento en todas sus
actividades, esto basado en la teoria de multi-representaciones que utiliza en su marco tedrico. Es
importante mencionar que, en el caso de Adrian, se considera que no se encuentra evidencia con
respecto a esta categoria, puesto que su disefio de actividades se centra en comprender la definicion

de limite con ayuda de graficas y tablas que se le presentan al alumno en papel.

En contraste, la categoria estrategias, técnicas, tareas y ejemplos correspondiente al KMT, también
tiene una puesta en practica muy presente durante el disefio, y consideramos que es una de las mas
importantes, puesto que nuestros informantes tuvieron que proponer actividades que no solamente
permitieran la construccién de procesos y su coordinacién, sino también la interiorizacion de
acciones y que se ajustaran a la descomposicion genética en cuestion. Lo anterior implicaba buscar
ejemplos que evidenciaran ciertas propiedades (existencia o0 no de un limite, existencia o no del
conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales) de los conceptos a trabajar y ejercicios y
tareas que propiciaran el aprendizaje de los alumnos.

Como se menciono al principio de esta seccion, nuestros informantes presentaron conocimiento
con respecto a todos los subdominios que se enmarcan en el MTSK, algunos con mayor presencia

que otros. Esto ultimo se presenta en las siguientes tablas de colores (Ver Tablas 13 y 14).
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Tabla 13.

Distribucién de los conocimientos en el MK

Dominio Subdominio Categoria
Procedimientos

Conocimiento de los  Definiciones, propiedades y fundamentos

temas (KoT) Registros de representacion

Fenomenologia y aplicaciones

Conexiones de simplificacion

Conocimiento de la  Conexiones de complejizacion
estructura de las

matematicas (KSM)™ ~ Conexiones auxiliares

Conexiones transversales

~
X
=
N—r
Q
(&)
=
N
S
T
o
S
P
o
e
c
<
=
(&)
o
c
S
@)

Demostrar

Otras practicas (definir, ejemplificar)

Como se observa en la Tabla 13, el subdominio con mayor presencia corresponde al KoT, seguido
del KSM vy terminando con el KPM, teniendo como categorias mas presentes, como ya se
describid, las de definiciones, propiedades y fundamentos, registros de representacion y conexiones
auxiliares.

Por otro lado, podemos observar que hay presencia nula de las categorias correspondientes a
conexiones de simplificacion, transversales y otras practicas matematicas como la de definir y
ejemplificar.

Lo anterior ocasionado porque ambas secuencias de actividades estan dirigidas a niveles donde la
formalidad matematica no es necesaria ni solicitada en el plan de estudios.
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Tabla 14.

Distribucién de los conocimientos en el PCK

Dominio Subdominio Categoria

Teorias de enseflanza de la matematica

Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Teorias de aprendizaje de las matematicas

Conocimiento de las
caracteristicas del
aprendizaje de las Interaccion del estudiante con el contenido
matematicas (KFLM)

Intereses y expectativas del aprendizaje de las

matematicas
Contenidos que se requieren ensefiar

Nivel de desarrollo conceptual y procedimental
esperado

)
X
O
o
N—r
(@]
=
=
(5]
+—
=
o
(&)
©
©
o
(&)
=}
Q
Nas}
=
©
(@]
+—
=
=
E
(S]
o
c
o
O

En la Tabla 14 se puede observar que, a diferencia del MK, se tiene presencia en principio del
KFLM seguido del KMT y KMLS, lo que nos permite afirmar que existe, aunque con una pequefia

diferencia, mayor presencia del PCK que del MK en nuestros informantes.

Las categorias que se involucran con mayor fuerza son las correspondientes a las teorias de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, las estrategias, técnicas, tareas y ejemplos, asi como
la de contenidos que se requieren ensefiar junto con la de nivel de desarrollo conceptual y
procedimental esperados. La razon por la que se atribuye la mayor presencia de estas categorias es
porque todo lo que se considera en ellas también se considera en la construccion de la
descomposicion genética y, por tanto, en las secuencias de actividades, por esto, podemos afirmar
que el utilizar la teoria APOE pone en practica con mayor fuerza a los conocimientos relacionados
con las categorias ya mencionadas.
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La razén por la que el conocimiento en relacion con los recursos de ensefianza, no tiene una mayor
presencia, es porque solamente uno de nuestros informantes utilizd herramientas de este tipo,
aseguramos que si ambos informantes hubieran utilizado algin recurso didactico esta categoria

tendria la misma presencia que las ya mencionadas en el parrafo previo.

Otra cosa importante de mencionar es que, durante nuestro analisis, pudimos observar que
nuestros informantes interpretan y ponen en practica una descomposicion genética en una tendencia
de ensefianza de tipo tecnoldgica, ya que, como ya se ha mencionado en varias ocasiones, la misma
descomposicion genética guia el disefio de las actividades para lograr la construccion del

conocimiento.

Por tanto, se afirma que, con lo descrito en los parrafos previos se describe la manera en la que el
uso de la teoria APOE repercute en el desarrollo y préctica del conocimiento especializado del

profesor de matematicas, dando asi respuesta a nuestra pregunta de investigacion.

A partir de lo ya reportado durante este trabajo, podemos reflexionar acerca de futuras
investigaciones que partan de este trabajo. Uno de los temas que llegaron a causar interés, es el
relacionado con lo que podria pasar con el conocimiento especializado del profesor después de
haber tenido una formacion formal en una teoria institucionalizada, ya que el objetivo de este
trabajo fue solamente caracterizar el conocimiento que se pone en practica durante el disefio de
actividades, es decir, mientras aln se tenia la formacién formal en la teoria, mas no en la practica
diaria del docente. Esto podria permitir modificar o confirmar las conclusiones que en este trabajo

Se reportaron.

De igual manera, para poder dar respuesta a una pregunta mas general acerca de la repercusion de
una teoria institucionalizada en el conocimiento especializado del profesor de matematicas, seria
necesario realizar un estudio similar, pero utilizando otra teoria, ya sea de ensefianza o aprendizaje,
aplicada por el docente, ya sea durante el disefio de actividades o durante el proceso de ensefianza.
Realizarla durante el disefio de actividades permitiria completar este trabajo, puesto que, permitiria

hacer mas explicito el conocimiento utilizado al basarse en la Teoria APOE.

Otra reflexion que surgio durante la investigacion hace referencia al conocimiento especializado
que un profesor de matematicas pone en practica al disefiar una descomposicion genetica, se piensa

que dicho conocimiento, en contraste con los resultados obtenidos en este trabajo, tendra mas
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presencia del conocimiento matematico que del conocimiento didactico del contenido. Dicha

investigacion también podria ser una que podria complementar este trabajo.
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