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RESUMEN

En este trabajo de investigacion se presenta el disefio, implementacion y analisis de dos
bloques de actividades didacticas sobre el concepto de limite de una funciéon en un punto
desde la concepcion dinamica y métrica fundamentadas en la Teoria APOE (estructuras
mentales: Accion, Proceso, Objeto y Esquema) y en especifico en la descomposicion genética
propuesta por Cottrill, Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas y Vidakovic (1996),

como modelo que describe la construccion de conceptos matematicos de nivel superior.

Para tal efecto se realizd un curso denominado “Curso de ensefianza-aprendizaje de los
conceptos de limite y derivada de una funcidén” dividido en dos secciones donde la primera
correspondio al limite y se desarroll6 en cuatro sesiones de dos horas cada una. La segunda
seccion se dedico al concepto de derivada y constituye otro trabajo de investigacion que no

se abordara aqui.

Una vez aplicadas las actividades se procedid con sus respectivos andlisis para determinar

las estructuras mentales iniciales y finales de los maestros asistentes al mencionado curso.

Palabras claves: Teoria APOE, pensamiento matematico avanzado y limite de una funcion.



ABSTRACT

In this research work, the design, implementation and analysis of two blocks of didactic
activities on the concept of the limit of a function at a point from the dynamic and metric
conception based on the APOS Theory (mental structures: Action, Process, Object and
Scheme) are presented and specifically on the genetic decomposition proposed by Cottrill,
Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas and Vidakovic (1996), as a model that describes

the construction of higher level mathematical concepts.

For this purpose, a course called “Teaching-learning course on the concepts of limit and
derived from a function” was carried out, divided into two sections where the first

corresponded to the limit and was developed in four sessions of two hours each

Once the activities were applied, we proceeded with their respective analyzes to determine

the initial and final mental structures of the teachers attending the course.

Key words: APOS Theory, Mathematical Advanced Thinking and limit of a function.
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Introduccion

En el marco de la Maestria en Educaciéon Matematica dictada por la Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas de la Benemérita Universidad Autébnoma de Puebla (BUAP) se debe
realizar un Examen Final de Tesis de Grado como fin tltimo y esencial para la obtencion del
titulo de Maestro.

En ese orden de ideas se planifica ir avanzando en su desarrollo en aras de propiciar su
culminacién junto con los estudios regulares, en consecuencia, se planted un “Foro de
Avance” al final de cada semestre con el objetivo de que cada alumno presentara los
resultados de su investigacion tedrico-practica a medida que el tiempo transcurria.
Recordando el titulo de la investigacion “La reconstruccion del concepto de limite en un
grupo de profesores de matemadticas del nivel medio superior utilizando la Teoria APOE”,
presentado junto con una introduccidn a través de un cartel en verano de 2018 como primer
paso, un segundo en diciembre a través de un foro contentivo de antecedentes, marco tedrico
y procedimientos metodoldgicos, un tercero en julio de 2019 con un primer reporte y analisis
preliminares de resultados y un ultimo en diciembre del mismo afio con la presentacion del
informe del coloquio donde se afinaron detalles, como preambulo al Examen Final.

Dicho coloquio tuvo por objetivo dar forma casi definitiva a la Tesis de Grado al fortalecer
los antecedentes, el marco tedrico y metodoldgico, asi como presentar los resultados de la
investigacion llevada a cabo con sus respectivos analisis, corregir o incluir las observaciones
planteadas por parte de los profesores involucrados en el desarrollo de la Tesis y los
sinodales.

En este caso se tiene el andlisis concerniente a una actividad diagnostica y luego una de
refuerzo, consolidacion o desarrollo del concepto de limite en cuanto al andlisis de las
estructuras mentales se refiere, ambos en el marco de un curso de veinte horas llevado a cabo
en cinco sesiones de cuatro horas cada una, con un grupo de maestros de media superior a
quienes se les aplico tomando como base su respectiva descomposicion genética.

En primera instancia, sienta su base la justificacion de la presente investigacion en que se
han llevado a cabo muchos estudios en el tema del aprendizaje y pocos dirigidos a la
ensefanza impartida por parte de los maestros quienes también forman parte del tridngulo

didactico y por ende también son dignos de estudio.



Surge asi la idea de hacer un diagnostico de las concepciones mentales del concepto de limite
de una funcién en un grupo de docentes y luego en la requisicion de hacer una propuesta
fundamentada en la actualizacion o formacion de los mismos, esto en el marco de contribuir
con la mejora u optimizacion de su ensefianza respecto al tema y por ende del sistema
educativo actual.

En todo caso las propuestas estan fundamentadas en el andlisis de las estructuras y
mecanismos mentales mostrados por los profesores de matemadticas al enfrentarse a
situaciones problematicas cotidianas donde el concepto de limite esté involucrado.

Respecto a la referencia, se toma en cuenta la relacionada con la Teoria APOE en cuanto a
la descomposicion genética (DG) llevada a cabo en el estudio del concepto de limite,
haciendo un andlisis del estado del arte, asi como lo relativo a su estudio desde el punto de
vista de las dificultades en la ensefanza y aprendizaje del célculo diferencial propiamente
dicho.

Se espera contribuir a la formacion y mejoramiento profesional de un grupo de docentes de
matematicas en un tema fundamental del calculo diferencial como lo es en este caso
especifico el limite de una funcion para su posterior proyeccion. La Tesis ha sido estructurada
en cuatro capitulos, unas conclusiones y sugerencias pedagogicas, donde sus ideas
principales se resumen a continuacion.

El Capitulo 1 tiene por titulo planteamiento del problema y contiene todo lo derivado respecto
al mismo como objetivos, pregunta de investigacion, objeto de estudio, justificacion e
hipotesis planteada con sus respectivos argumentos tedricos.

En el Capitulo 2 llamado Antecedentes y Marco Tedrico se presenta en primera instancia un
analisis de los estudios realizados o estado del arte en el campo del concepto del limite de
una funcion como aproximacion dinamica y desde la perspectiva APOE y los elementos
principales de la Teoria como abstraccion reflexiva, estructuras y mecanismos mentales
necesarios para la comprension de conceptos matematicos, su Ciclo de Investigacion y la
descomposicion genética como herramienta importante en el disefio de estrategias de
ensefnanza y diagnostico.

En cuanto al Capitulo 3 denominado M¢étodo se describe la poblacion de maestros

participantes en el curso como parte de la investigacion, el contenido e intencionalidad para



la seleccion y aplicacion de las actividades y el anélisis de ambos bloques por separado, en
todo caso conforme a la descomposicion genética.

El Capitulo 4 presenta el andlisis de las respuestas al describir las estructuras y mecanismos
mentales presentados por los maestros tanto en la actividad de diagnostico, como en la de
desarrollo por separado, con cuadros conclusivos de cada actividad y uno de resumen en cada
caso.

Las conclusiones representan la tltima parte del trabajo, originadas una vez se concluyo el
analisis de los datos obtenidos con la aplicacion del par de actividades, asi como las

sugerencias pedagogicas del caso.



CAPITULO 1
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La comprension de cualquier concepto matematico para su posterior puesta en practica a
través del analisis y la resolucion de ejercicios o problemas ha sido un campo de desafio e
interés en cuanto a la investigacion desarrollada por la Educacion Matematica, es decir, a la
par del analisis matematico funcional propiamente dicho, se ha desarrollado una corriente de
estudio de su ensefnanza y aprendizaje desde el punto de vista didactico educacional con el
surgimiento de la Didactica de la Matematica como ciencia.

Esto dado por las dificultades relacionadas con pensamientos de orden superior implicados
en procesos internos como la demostracion, abstraccion, andlisis e induccidn, entre otros; en
este caso particular se centra el estudio en el concepto del limite de una funcion real estudiado

a nivel de educacion media superior como tdpico base fundamental en el célculo.

1.1 Objetivo general
Determinar las estructuras mentales construidas por un grupo de profesores del nivel medio
superior, relacionadas con el concepto de limite de una funcion, antes y después de la

aplicacion de una secuencia de actividades basadas en la Teoria APOE.

1.2 Pregunta de Investigacion
(Cuadles son las estructuras mentales presentadas por un grupo de profesores de nivel medio

superior después de realizar una secuencia de actividades basadas en la Teoria APOE?

1.3 Objeto de estudio

El objeto de estudio fueron las actividades didécticas. Luego viene su aplicacion y andlisis
de su efecto en los profesores, momento en el cual éstos pasan a ser el sujeto de investigacion
pues se busca observar el efecto provocado en ellos por dichas actividades, es decir, si
realmente se produce un cambio en la concepcion del limite de una funcion.

En definitiva, secuencialmente hablando son las actividades, el concepto de limite y los

profesores, siempre desde la optica de la Teoria APOE.



1.4 Justificacion

El hecho de ser fundamental el concepto de limite de una funcidén en un punto o en el infinito
tanto a nivel pre como universitario, ha llevado a muchos investigadores a estudiar su
naturaleza en el campo del proceso de su ensefianza y aprendizaje. Cornu (1991) afirma al
respecto que el limite “mantiene una posicion central que abarca todo el analisis matematico,
como fundamento de la teoria de la aproximacion, la continuidad y el calculo diferencial e
integral” (p.153).

Surge asi la idea de realizar una investigacion de su comprension por parte de profesores de
Educacion Media Superior desde la perspectiva de la Teoria APOE, al disefiar y evaluar una
secuencia de actividades didacticas en funcidon de contribuir a enfrentar de manera Optima
situaciones problemadticas donde se encuentre inmerso el concepto.

En consecuencia, sienta su base la justificacion de la realizacion del presente proyecto de
Tesis en la problematica del aprendizaje del calculo en general y en este caso especifico de
los estudiantes del nivel medio superior y sus bajos resultados reportados en cuanto a su
desempefio académico.

Como parte del tridngulo didactico se ha optado por seleccionar a los profesores como sujeto
de investigacion, esto en aras de hacer un diagndstico de sus concepciones mentales acerca
del concepto de limite y, luego, sobre esa base hacer propuestas fundamentales para su
actualizacion, formacioén o promocion al siguiente nivel.

La Teoria APOE se fija en un concepto y establece qué problema puede presentar el mismo
como para que se haga dificil de entender por parte del sujeto de estudio, en vista de esto, se
considerd importante disefar y aplicar una secuencia didactica basada en las aproximaciones
tedricas existentes para ponerla a prueba en los profesores y hacer un aporte a la teoria

referente a la ensefianza del concepto de limite.

1.5 Hipotesis planteada
La primera hipdtesis planteada es que los profesores van a mostrar o evidenciar las
estructuras mentales reportadas en la descomposicion genética igual o mejor que las de los

estudiantes del mismo nivel.



En tal sentido se espera que evidencien las mismas estructuras o en un nivel mas avanzado,
si los estudiantes reflejan Accidon y Proceso, se espera de parte de los profesores que se
encuentren en la estructura de Proceso u Objeto.

El trabajo plantea como segunda hipotesis que las actividades que han sido reportadas en la
literatura acerca de la construccion del concepto de limite con la Teoria APOE podrian
favorecer la construccion de las estructuras en los profesores.

En funcion de esto se ha llevado a cabo un Taller de veinte horas sobre la Teoria APOE en
cuanto a la ensefianza del limite y la derivada, dirigido a profesores de la preparatoria donde
se ha elaborado un primer cuestionario diagnéstico de tareas para ubicar su estructura inicial
y otro posterior en donde se incorporaron nuevas o modificaron actividades del primer
cuestionario con el objetivo de fortalecer, promover o mejorar su estructura inicial del

concepto de limite de una funcioén en este caso.



CAPITULO 2
ANTECEDENTES Y MARCO TEORICO

APOE es una Teoria constructivista desarrollada por Dubinsky y basada en el concepto de
abstraccion reflexiva planteado por Piaget para describir la construccion de conceptos
matematicos especificos en la educacion superior. En tal sentido plantea, tal como se ha
sefialado, cinco tipos de abstracciones o mecanismos mentales que conducen a la

construccion de las estructuras mentales.

2.1 Antecedentes

En términos generales, el estudio del concepto de limite de una funcién y luego de una
sucesion se ha llevado a cabo con interés desde la matematica griega en tiempos ancestrales
hasta la actualidad, originando corrientes de andlisis que se pueden resumir inicialmente en
tres etapas mencionadas mas adelante.

Dichas etapas han sido marcadas de acuerdo a la concepcion planteada respecto al mismo
para el momento y en muchos casos surgidas o motivadas por exigencias de otras ciencias
como la mecanica, astronomia o fisica entre otras.

No ha sido facil el establecimiento y fortalecimiento del concepto de limite a través de la
historia por su caracter complejo y relacional con otros conceptos, lo cual indica que no se
ha desarrollado de forma autéonoma, independiente o automatica, sino que mas bien ha sido
obtenido y refinado gracias a la interaccion e interdependencia con el numero, el continuo
numérico, la variable, la funcién y con la continuidad entre otros, llegando incluso a ser
influenciado por el pensamiento o tendencia matematica de cada época, algunas veces a favor
y otras lamentablemente en detrimento de su avance o posible consolidacion.

En todo caso, alguna razon de peso ha tenido el concepto como para que varios de los
connotados matematicos y fisicos de la historia se hayan abocado a su estudio, como
referencia, cronoldégicamente se pueden mencionar entre otros a Newton, Leibnitz, Euler,
Cauchy, Bolzano y a Weierstrass con su formulacion métrica de caracter estatico presentando

una definicion que se puede considerar como cercana a la utilizada en la actualidad.



En tal sentido Tall (1991) sefiala que la comprension del esquema de limite de una funcién
real de variable real es un aspecto importante para que los estudiantes de educacion post
secundaria comprendan los elementos de célculo tal como se sefiala anteriormente.
Partiendo de la definicidén de concepto matematico planteado por Vergnaud (1982) el cual se
considera determinado por una terna constituida por un conjunto de situaciones que le dan
sentido, el conjunto de invariantes que constituyen al concepto en si y el conjunto de
representaciones simbdlicas empleadas para presentarlo junto con sus propiedades y
situaciones a las que se refiere, de forma analoga una concepcion esta constituida por dicha
terna considerada en un momento dado por la evolucidn del concepto, es asi como entre otras
se pueden mencionar en especifico la concepcion geométrica heuristica de aproximacion
cinética infinitesimal de Newton (1643-1727), la metafisica algebraica infinitesimal de
Leibnitz (1646-1716) y la geométrica heuristica que abarca tres épocas: rigurosa (época
clasica), heuristica rigurosa (época greco-alejandrina) y heuristica de aproximacion finita
(Renacimiento) (Baron, 2003).

De igual forma la concepcion métrica es definida en términos de desigualdades como: “Sea
f una funcidn y @ un namero real, el nimero L es el limite de la funcién fen el punto a, y se

debiera escribir Lim f(x), si cuando |x —a| en valor absoluto se aproxima a cero,
xX—a

|f(x) — L| también se aproxima a cero”. Se tiene también la concepcion dinamica del limite
como “aproximacion optima” definida mas adelante.

Sierpinska (1985) manifiesta que la simbolizacion de la operacion del paso al limite con el
signo "=" hace que se asimile con el dlgebra escondiendo las diferencias y llevando de esta
forma a una pérdida de significado, en muchos casos seria ideal usar el signo de tiende a, en
vez del igual como cuando el limite tiende a infinito, por citar un ejemplo.

Para identificar las dificultades en el proceso de ensefanza y aprendizaje es importante
conocer su génesis y evolucion a través de la historia, en tal sentido se tiene que el concepto
ha tenido multiples concepciones (Medina, 2001), pudiendo los estudiantes manifestar
durante su estudio cualquiera de ellas conforme a la vision o posicidon de sus maestros.

En cuanto al anélisis del concepto de limite funcional desde la perspectiva de la Teoria APOE
se tiene que ha venido evolucionando con diferentes investigaciones al respecto, partiendo
de un analisis tedrico de sus conocimientos matematicos y de la Teoria en cuestion, Cotrill

et al. (1996) se constituyen en los primeros en plantear desde esta perspectiva una DG sobre



dicho concepto haciendo luego una mejora o refinacion de la misma a siete pasos y luego
tomando como base la misma disefian e implementan una estrategia de su ensefianza.

Por otro lado, Swinyard y Larsen (2012) plantean un refinamiento dejando los tres primeros
pasos iguales y reformulando a partir del cuarto, esto conforme a tabla comparativa mostrada
como Anexo 1.

Finalmente, se tiene que Tomas (2014) realiza varias investigaciones junto con un grupo de
colegas de Espaiia incluyendo su Tesis Doctoral donde buscan mejorar la comprension de
los estudiantes de ensefianza postobligatoria sobre el concepto de limite de una funcion luego
de concluir su curso de célculo diferencial.

En consecuencia, utiliza los tres primeros pasos de la DG de Cotrill referentes a la concepcion
dindmica, haciendo una adaptacion del cuarto que se enfoca en la concepcion métrica en
términos de desigualdades al introducir un apartado nuevo sobre la formalizacion del
concepto en si. Para tal efecto disefia y aplica diez actividades considerando los modos de
representacion numérico, algebraico-numérico y grafico.

El analisis de los datos producto de su aplicacion refleja que los estudiantes acceden de mejor
forma a la concepcion dindmica de limite al usar el modo de representacion grafica cuando
coinciden las aproximaciones laterales, luego progresan al trabajar en el modo numérico y

finalmente consolidan el concepto con el algebraico-numérico.

2.2 Aproximacion dinamica de limite

En este caso se hace referencia a la concepcion dindmica del limite de una funciéon como una
aproximacion 6ptima definida por Blazquez y Ortega (2002) como: “Sea f una funcién y a
un namero real, el nimero L es el limite de la funcion f'en un punto a y se debiera escribir

Lim f(x), si cuando x se acerca al nimero @ mas que cualquier otra aproximacion fijada, sus
xX—a

imagenes f(x) se acercan a L mas que cualquier otra aproximacion fijada” (Pag. 67).

Es decir, la concepcion dindmica de limite de una funcidon en un punto implica construir un
proceso en el dominio donde la variable x se aproxima a un valor a y otro en el rango donde
f (x) se aproxima al valor del limite L, y utilizar la funcioén para coordinar ambos procesos.
Cabe sefialar aqui la definicion de concepcion métrica del limite de una funcién en términos

de desigualdades proporcionada por Weierstrass: “sea f una funcion y el valor ¢ un nimero
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real, el nimero L es el limite de la funcion f'en el punto a y se debiera escribir Lim f(x), si
xX—a

cuando |x — a| se aproxima a 0 se tiene que |f(x) — L| se aproxima igualmente a 0”.

2.3 El limite y la Teoria APOE

La importancia de la ensefianza y aprendizaje del concepto de limite se basa en su caracter
estructural y utilidad de aplicacion como herramienta para los siguientes objetos de estudio
en el célculo tales como continuidad, diferenciacion e integracion, asi como en otras ciencias.
Al conjunto de adaptaciones experimentadas por el conocimiento desde su estado de saber
cientifico hasta convertirse en saber escolar y en el saber del alumno en un sentido amplio,
proceso en donde intervienen las adaptaciones del maestro y la relacion didactica, se le
denomina Transposicion Didéctica por Chevallard (1991).

La busqueda de la comprension como construccion y apropiacion de significados relativos a
elementos constitutivos de los conceptos matematicos por parte de los estudiantes se
constituye en uno de los elementos esenciales del educador matematico, generando respecto
a sus actividades preguntas como ;Qué concepciones o imagenes del concepto se forman?
(Dichas concepciones los aproximan al concepto? Y ;Como aprenden el concepto? entre
otras (Sierpinska, 1998).

Estas interrogantes cobran importancia en el caso especifico del presente estudio respecto a
limite donde investigaciones indican por ejemplo que “la definicion de un concepto no
garantiza la comprension del mismo” (Tall y Vinner, 1981, p.153) pues la definicién formal
encapsula las situaciones y procesos que le dan sentido al concepto, ocultando algunas veces
su complejidad, comprension y significado.

En el marco del estudio del concepto de limite existen multiples investigaciones las cuales
permiten concluir que los estudiantes presentan dificultades que retrasan su proceso de
aprendizaje en la escuela (Hitt, 2003; Vrancken, Gregorini, Engler, Muller y Hecklein, 2006).
En cuanto a la Teoria APOE se tiene que nace de la reflexion de Dubinsky sobre la

abstraccion reflexiva planteada por Piaget en cuanto a las matematicas de educacion superior.

2.4 Abstraccion reflexiva
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La propuesta de Piaget consta de una primera parte planteada sobre la reflexion en un sentido
estatico de la conciencia y del pensamiento contemplativo, llamado contenido y las
operaciones sobre dicho contenido en un nivel cognitivo inferior.

La segunda se ubica en un ambiente dinamico de reconstruccion y reorganizacion del
contenido convirtiéndolo en aquel al cual se le pueden aplicar nuevas operaciones.

Lo anterior lleva a Dubinsky a considerar la abstraccion reflexiva como una herramienta
solida con la cual se puede describir el desarrollo mental de los conceptos matematicos
avanzados.

Al contrario del pensamiento general de que las ideas provienen de extraer caracteristicas
comunes de un conjunto de objetos (los objetos pueden ser mentales y no fisicos
necesariamente) Piaget consideraba que el desarrollo del conocimiento de un objeto requiere
que el sujeto actie sobre el mismo y viceversa, es decir, el objeto y sujeto no pueden estar
separados.

Las acciones mentales y operaciones interiorizadas constituyen las diferencias entre las
estructuras mentales de Accion y Proceso, asi como los mecanismos mentales de
interiorizacidon y encapsulacion que conducen a la formacion de las concepciones de Accion,
Proceso, Objeto y Esquema correspondientes al acronimo APOE que forma la Teoria.
Piaget considera que la “abstraccion reflexiva consiste en traducir una sucesion de acciones
materiales en un sistema de operaciones interiorizadas” (Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktac,
Fuentes, Trigueros y Weller, 2013, p.7, traduccién propia). Dubinsky interpreta a las
“acciones materiales” como las acciones que son llevadas a cabo por el sujeto, pero que son
externas a él.

Dentro de la Teoria APOE, las “operaciones interiorizadas” de Piaget se convirtieron en el
mecanismo mental de interiorizacion en el cual una accion fisica externa se reconstruye en
la mente del sujeto en un proceso, es decir, se realiza la misma accion, pero completamente
en la mente del sujeto. Esta nocion de la abstraccion reflexiva influyo en el desarrollo de la
Teoria, analizando cémo un proceso (accion interiorizada) se transforma en un objeto
(operacion en la cual, en etapas superiores se le pueden realizar nuevas operaciones) a traveés

del mecanismo mental de la encapsulacion.
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2.5 ;Qué es la Teoria APOE?

Tal como se ha sefialado, APOE es el acronimo de las llamadas estructuras mentales: Accion,
Proceso, Objeto y Esquema. Dubinsky en su etapa inicial entre 1989-1995 desarrolla esta
Teoria de aprendizaje constructivista que pasa de las ideas de Piaget sobre la teoria de
abstraccion reflexiva al analisis cognitivo de un concepto matematico estudiado en un nivel
escolar superior (Dubisnky, Stenger y Vidakovic, 2008). En tal sentido, resaltan que Piaget
sefala una relacion estrecha entre la naturaleza matematica de los conceptos y su desarrollo
en la mente del individuo, permitiendo asi indicar que el anélisis basado en la Teoria es a su
vez de caracter epistemologico y psicoldgico.

Cinco tipos de abstracciones o mecanismos mentales (interiorizacion, coordinacion,
encapsulacion, desencapsulacion y generalizacion) que conducen a la construccion de las
estructuras, son planteados por la Teoria (Arnon et al., 2014) los cuales se presentan en la

figura 1.

Esquema

interiorizacion

acciones
Procesos

coordinacidn

objetos
reversion

encapsulacion

des-encapsulacion

Figura 1. Teoria APOE (Arnon et al., 2013).

Al estudiar desde la optica de la Teoria como un individuo puede aprender un concepto
matematico en particular, un ingrediente esencial que debe ser provisto por el investigador
es el analisis del mismo en términos de esas estructuras especificas, la descripcion resultante
de dicho andlisis es la llamada descomposicion genética del concepto en cuestion la cual no
es unica y debe ser validada y de ser necesario refinada a partir del trabajo con diferentes
individuos (Villabona y Roa, 2016).

La Teoria cuenta con su propio paradigma de investigacion mostrado en la figura 2, el cual
ha sido aplicado a cursos de pre-célculo, calculo, matematicas discretas y algebra abstracta.
Tal como se sefialo anteriormente, una de esas investigaciones es la presentada por Cotrill et

al. (1996), quienes, luego de hacer un andlisis tedrico, presentan una descomposicion
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genética la cual busca que los estudiantes construyan una definicion formal del concepto de

Analisis Teorico

limite.

Coleccion y andlisis de Disefio e implementacion

datos de instruccién

Figura 2. El Ciclo de Investigacién (Adaptado de Asiala et al., 1996).

Determinar los resultados de los diferentes experimentos no es facil, pues como se indica en
la hipdtesis basica mencionada, un individuo solamente tiene una tendencia a responder a
situaciones o problemas matematicos en términos de las construcciones mentales que ha

hecho o pueda hacer.

2.6 Descomposicion genética del concepto de limite de una funcion

Al estudiar como un individuo puede aprender un concepto matematico en particular, un
ingrediente esencial que debe ser provisto por el investigador en el campo de la Teoria APOE,
es el analisis de las estructuras mentales especificas necesarias para construirlo. La
descripcion resultante de dicho analisis es la llamada descomposicion genética (DG) del
concepto en cuestion, la cual como se dijo anteriormente no necesariamente es Unica
pudiendo ser mejorada o refinada.

Tal como se ha mencionado en el objetivo especifico, se tom6 como base para el desarrollo
del presente trabajo la descomposicion genética de Cotrill et al. (1996) planteada en funcion
de que el individuo construya su definicion formal y la cual consta de siete pasos
mencionados, cabe sefalar de nuevo que luego Swinyard y Larsen (2012) plantean un
refinamiento dejando igual los tres primeros pasos iguales y reformulando a partir del cuarto,
conforme a tabla comparativa mostrada como Anexo 1.

En el analisis de las actividades y de acuerdo con la descomposicion genética sefialada, se

toma como referencia que la estructura Accioén implica tener una concepcion de limite cuando
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una variable se aproxima a una cantidad fija a, cuando no puede ir mas alla de calcular un
nimero finito de valores de la funcidon en puntos cercanos a los valores del valor de a. La
distincion entre preconcepcion y accion se da cuando el estudiante solo es capaz de evaluar
un valor tnico antes de concluir cual es el limite.
Se describe a continuacion la descomposicion genética planteada por Cotrill et al. (1996)
quienes plantean seis pasos en una preliminar (P) y siete luego de un refinamiento (R), los
mismos son detallados a continuacion:
IR: la Accion de evaluar la funcion f'en un solo punto x considerado cercano o incluso igual
a un valor a.
2R: la Accién de evaluar la funcidn f'en unos pocos puntos, donde cada punto sucesivo esta
mas cercano al valor de a.
3R: construccion de un Proceso coordinado de Esquema:

a) Interiorizacion de la Accion del paso 2R para construir un Proceso en el dominio

donde x se aproxima al valor a.

b) Construccion de un Proceso en el rango en el cual y se aproxima a L.

¢) Coordinacion de los pasos a y b via la funcion.
4R: encapsulacion del Proceso del paso 3R(c) de tal forma que el limite se convierte en un
Objeto al cual se le puede aplicar una Accion.
5R: reconstruccion del Proceso del paso 3R(c) en términos de los intervalos y desigualdades.
Esto es hecho al introducir estimados numéricos del enfoque de proximidad de la forma 0 <
[x —a| <6 yO<|f(x)—L|<e
6R: aplicacion de una cuantificacion de dos niveles de Esquema para conectar el Proceso
descrito en el Paso 5R a la definicion formal.

7P: aplicacion de una concepcion finalizada de -0 para situaciones especificas.

2.7 ;Cémo se utiliza la Teoria APOE?

Tal como se puede observar en la figura 2, el mencionado Ciclo de Investigacion esta
formado por tres componentes: el andlisis teorico, el disefio e implementacion de
instrumentos de ensefianza y el disefio de instrumentos para la observacion y analisis de

datos.
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De acuerdo con el paradigma, el trabajo comienza con un analisis tedrico que es un
componente de cualquier trabajo de investigacion general y desarrollo curricular, basado
inicialmente en el conocimiento de los investigadores del concepto en cuestion y de la
investigacion de la Teoria. Las mismas recorren los pasos de este paradigma y, cuando se
repiten, el andlisis tedrico hace uso de los datos obtenidos del ciclo anterior.

La aplicacion del ciclo permite obtener una descripcion mas detallada y cercana a la forma
como un individuo puede construir un determinado concepto matematico, esto porque tanto
el analisis tedrico como los instrumentos se van refinando y por ende mejorando como
resultado del analisis de los datos, producto del desarrollo de la tercera componente.

Una vez establecido el modelo hipotético que describe las estructuras mentales y los
mecanismos que un individuo podria necesitar para construir un concepto matematico
especifico, es decir, la descomposicion genética preliminar, el Ciclo propone el disefio de un
modelo de ensefianza con la idea de seguir la ruta o camino cognitivo descrito por la misma
de tal forma que se pueda construir el concepto basado en los principales elementos descritos

en el analisis teodrico.

2.8 Estructura mental del individuo de acuerdo a la descomposicion genética

En el analisis de las actividades y de acuerdo con la descomposicion genética sefialada, se
toma como referencia que la estructura Accidén implica tener una concepcion de limite cuando
una variable se aproxima a una cantidad fija, cuando no puede ir mas alld de calcular un
nimero finito de valores de la funcidon en puntos cercanos a los valores del valor de a. La
distincion entre preconcepcion y accion se da cuando el estudiante solo es capaz de evaluar
un valor tnico antes de concluir cual es el limite.

Cuando una Accion es repetida y el individuo reflexiona sobre ella, puede ser interiorizada
en un Proceso. Se produce una construccion interna que realiza la misma Accion, pero ahora
no necesariamente dirigida por un estimulo externo. Quien ha construido un Proceso puede
reflexionar sobre ¢l, describirlo o reinvertir los pasos del mismo sin necesidad de volver a
realizarlos. Segun Cotrill et al. (1996) al realizar un calculo que incluye un niimero infinito
de operaciones, un individuo ha interiorizado las Acciones y su comprension entra a la etapa
de Proceso. En este caso, Dubinsky (1991) dice que se podrian crear nuevos procesos al

“coordinar dos o mas procesos”.
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Cuando una persona reflexiona sobre operaciones que se aplican a un Proceso particular,
toma conciencia del Proceso como una totalidad, realiza transformaciones (Acciones o
Procesos) que puedan actuar sobre él y puede construir esas transformaciones, entonces
piensa en el Proceso como un Objeto. Aqui decimos que el Proceso ha sido encapsulado
(mecanismo) en un Objeto. De acuerdo con Cotrill et al. (1996) esta concepcion se da cuando
el individuo piensa en el limite de la suma de dos funciones como Objetos, forma la suma
coordinando los Procesos de las dos funciones y encapsula el proceso resultante para obtener
el limite de la funcion suma.

Finalmente, una coleccion de Procesos y Objetos pueden ser organizados de forma
estructurada para formar un Esquema. Estructurada en el sentido de proveer al individuo con
una forma de decidir qué estructura mental utilizar al tratar con situaciones matematicas
problemaéticas referentes al concepto en cuestion, en este caso al limite. En fin, las tareas
propuestas permiten analizar el tipo de concepcion de los profesores o si fuera el caso de los

alumnos o de cualquier individuo.
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CAPITULO 3
METODO

En primera instancia fueron revisadas y modificadas las actividades propuestas por Tomas
(2014) con el objetivo de implementarlas a un grupo de profesores del nivel medio superior.
Se cuido6 que al ser respondidas evidenciaran o mostraran los mecanismos y las estructuras
mentales que sefiala DG planteada por Cotrill et al. (1996). La cantidad de actividades y la
decision de dividirlas en dos bloques responde a la idea de aplicarlas en un curso de ocho
sesiones denominado “Ensefianza-Aprendizaje de los conceptos de limite y derivada de una
funcion” subdividido en una primera parte para estudiar el limite de una funciéon y una

segunda para la derivada.

3.1 Contenido e intencionalidad de las actividades

En las actividades se utiliza la representacion analitica, tabular y gréafica del concepto de
funcion, las cuales sirven como recurso para que los profesores construyan o re-construyan
la concepcidn de aproximacion y métrica del limite de una variedad de funciones dadas. En
algunos casos se estima que los docentes observen la aproximacion de las imagenes de una
funcion mientras los valores del dominio se aproximan a un nimero dado en una tabla y en
otros casos se presenta este proceso de forma grafica.

En resumen, se plantean para analizar las estructuras y mecanismos mentales necesarios para
la construccion del concepto de limite en dos bloques de seis actividades cada uno, con los
sistemas de representacion numérico, algebraico-numérico y graficos presentes; el primer
bloque a manera de diagndstico y el segundo de desarrollo propiamente dicho.

Las actividades de ambos bloques se pueden clasificar en tres grupos conforme a su
intencion. En un primer grupo las actividades (de la uno a la cuatro) tienen el objetivo de
evaluar la concepcion del limite de una funcién, pero como aproximacion dindmica. Las
producciones de los docentes nos permiten saber si ellos se ubican en la concepcion Accion
o Proceso del concepto en cuestion, pero en el sentido de aproximacion.

El segundo grupo lo constituye la actividad 5 del segundo bloque que hace referencia a los
elementos de la aproximacion métrica del limite de una funcion. Aqui se pretende obtener

informacion sobre la capacidad de coordinar (o no) las aproximaciones en términos de
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desigualdades al ser presentadas como estimaciones numéricas de la proximidad (vecindad)
en el punto de interés.

El tercer grupo lo constituye la actividad 6 de ambos bloques, pensadas para identificar si
quienes han encapsulado la nocidon dinamica de limite son capaces de desencapsular dicho
proceso revirtiéndolo. Es decir, se pretende analizar si los maestros que comprendan el limite
de una funcién como Proceso (Dubinsky y Tall, 2002), son capaces de resolverlas partiendo
de unos limites conocidos, para tal efecto, deben encontrar la grafica de la funcion que
cumpla las condiciones, esto al poner en funcionamiento el mecanismo cognitivo de
“inversion” en el sentido de desempaquetar la informacion dada por la representacion
analitica del limite para obtener informacion del comportamiento de la grafica de la funcion.
En cuanto a la primera actividad del diagnostico, es planteada en términos tedricos al pedir
definir el limite de una funcion y qué se entiende al sefialar que un limite no existe, pudiendo
esperar tres posibilidades de acuerdo con el lenguaje natural, simbolico o grafico utilizado
para responder.

En general, al pedir que respondan a preguntas como “Elige un valor de la x, y calcule el
valor de la funcion f(x) en ese punto”, solo se le exige hacer un calculo simple, manifestando
asi con su respuesta acertada tener una concepcion de Accion.

Preguntas como “; A qué ntimero se aproxima x o f(x)?”, donde el individuo va mas alla de
calcular un nimero finito de valores de la funcion, conllevan a decir que se tiene una
concepcion de Proceso (Cottrill et al., 1996).

Preguntas del tipo “describe el comportamiento de la funcion f(x) en relacion al
comportamiento de la variable x”, donde se pide que construya un doble proceso, uno en el
dominio y otro en el rango, utilizando la funcion para coordinarlos mentalmente, permiten
inducir que el individuo tendria un conocimiento como Proceso si es capaz, por una parte, de
comprender la idea de aproximacion, y por otra cuando sea capaz de comprender y coordinar
dos aproximaciones (la aproximacion en el dominio con la del rango).

La actividad 6 pide representar la grafica de una funcion que debe cumplir tres condiciones.
Para ejecutarla se deberian coordinar las tres condiciones después de haber desempaquetado
(inversion) el significado del limite y manejarlo como Proceso. Es decir, coordinar el valor

de la funcién en un punto con la doble coordinacion de la aproximacion en el dominio y en

18



el rango. En este caso ya se encuentra en el nivel Esquema donde maneja los criterios y

mecanismos establecidos por la DG como tal.

3.2 Analisis de contenido del primer bloque de actividades

1. Definir el concepto de limite de una funcion en un punto y ;qué se entiende al sefialar que
un limite no existe?

Su planteamiento busca tener una percepcion inicial del dominio o recuerdo del concepto o
la no existencia de limite. Las respuestas de los profesores se clasifican como natural que a
su vez puede utilizar el concepto de aproximacion y la simbdlica en términos de vecindades
o de épsilon y delta.

De las posibles conceptualizaciones de limite funcional, la informal ha sido mas perdurable
en la memoria de sus estudiosos, luego se tienen la métrica y de optimizacién como posible
respuesta mas esperada (Blazquez, Gatica y Ortega, 2008).

Resulta evidente que los procesos de ensefianza-aprendizaje tienen que ver con el registro y
almacenamiento de la informacidn cuyo uso sera posible si se accede en el momento y forma
apropiada y requerido guardando relacion con las estructuras mentales presentadas en cada

caso de resolucion o definicion del concepto en cuestion.

La segunda actividad es planteada de modo representativo numérico:

2. Dada la Tabla 1 para f(x) = —1, analizarla, completaria y responder.

x 39 [ 399 | 3999 | 4 4.0001 4.001 4.01
f)

Tabla 1. Actividad 2 del diagnostico.

Por ser una constante busca determinar si se presenta dificultad en determinar el valor
de la funcidn en dicho caso, en su anélisis para completar la tabla se lleva a cabo una Accidén

conforme a la DG. Ademas, contiene un inciso:

1. {COomo es el comportamiento de la funcién f(x) con relacion al de la variable, al ésta crecer

o decrecer?
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La idea es coordinar o no el proceso de aproximacion en el dominio cuando x tiende a 4 con
el proceso de aproximacion en el rango cuando f(x) tiende a —1 con el detalle de su

comportamiento homogéneo por ser constante.

La tercera actividad es presentada en modo de representacion algebraico-numérico:

. _(2x+1 x<0 )
3. Dada la funcion f(x) = { ) >0 completar la tabla 2.
X -0.1 -0.01 -0.001 | -0.0001 0 0.0001 | 0.001 0.01 0.1

f()

Tabla 2. Actividad 3 del diagnostico.

Luego se pide:
i) Calcular el Lim f(x)

x-0
Para responder y explicar si:
i1) ( Es igual el comportamiento de la imagen a medida que la variable “x” se aproxima a cero
por la izquierda que por la derecha?
Al igual que el ejercicio anterior se debe realizar la Accion de evaluar una funcién en algunos
valores del dominio que se aproximan a 0 al calcular el limite que permite determinar su
existencia o no. Luego se coordina o no el proceso de aproximacion en el dominio cuando x
tiende a 0, manifestando la existencia de los limites laterales al indicarlos expresamente.
Formulada para describir el desempeiio de la variable dependiente respecto a la
independiente y para determinar si hay coordinacion o no en el proceso de aproximacion en
el dominio cuando x tiende a 0 por la izquierda con su respectiva aproximacion en el rango

cuando f(x) tiende a 1 o cuando tiende por la derecha con el proceso de aproximacion en el

rango cuando f(x) tiende a 2.
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La cuarta actividad es planteada en el modo de representacion grafica con la Figura 3.

Figura 3. Grafica de actividad 4 para ser analizada.

Para responder tres items:

1y ii. Cuando x tome sucesivamente los valores establecidos de 0.5, 1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9,...
en el primer caso y de 3.5, 3, 2.7, 2.5, 2.3, 2.1,... en el segundo, ;/a qué nimero se aproximan
los valores de la funcion f(x) correspondiente?

Planteadas para establecer la coordinacion o no del proceso de aproximacion en el dominio

cuando x tiende a 2 tanto por la izquierda como por la derecha, al igual que el tercer inciso.

1ii. {COémo es el comportamiento de la imagen con relacién a la variacion de x?
Planteada con el mismo objetivo de las dos anteriores, pero de forma grafica pudiendo
concluir si existe o no el limite al analizar el proceso de acercamiento hacia un punto de

discontinuidad.

La quinta actividad es de modo algebraico:

,  4+7x—5x>2
5. Calcular el Lim ——
x—o00o —1—10x2

Explicando el procedimiento aplicado para determinar si ha interiorizado el caso de funcién
racional con iguales exponentes en el numerador y denominador pudiendo aplicar teoria de

limites o Regla de L"Hopital si fuera el caso para su resolucion.
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La sexta actividad fue presentada en modo algebraico-numérico.

2x+1 x<0
—2x—3 x>0’

toma los valores sefialados en la Tabla 3 y completar el resto de valores calculando los

6. Dada una funcion f(x) = { calcular los valores de la misma cuando x

valores absolutos indicados.

X f) lx—=0] |[f(x)+3]

0,1
0,01
0,001
0,0001

-0,0001
-0,001
-0,01
-0,1

Tabla 3. Actividad 6 del diagnostico.

Luego se plantean dos preguntas:

i. (Qué tan proéximos a cero deben de estar los valores de x, para que la diferencias de f(x) +
3, en valor absoluto, sean menores que 0.002?

ii. Con la informacion obtenida hasta ahora, ;podrias indicar cual es el limite de la funcién
f(x) en el punto x = 0?

Se busca determinar la coordinacidon o no de las aproximaciones en el dominio con las del
rango en términos de desigualdades, los valores de x deberian estar a 0.0002 de 3 por la
izquierda y deben ser mayores a 3.9998 por la derecha, ademas por la derecha la diferencia
no es menor a 0.0002 en ningln caso.

Manifiestan (o no) formalmente la existencia del limite afirmando al tener en cuenta que
cuando los valores de la diferencia en valor absoluto entre los valores de x y 3 se aproximan

a 0, los valores de la diferencia en valor absoluto entre los valores de f(x) y 3 también se
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aproximan a 0 por la izquierda, pero no por la derecha, entonces cuando x tiende a 3, el limite

de la funcién f(x) no existe, o manifiestan la existencia del limite por la izquierda.

3.3 Analisis de contenido del segundo bloque de actividades

Una vez analizado el bloque de diagnéstico se hace lo pertinente con el de desarrollo,
tomando en cuenta que también fueron seis actividades y a pesar de que algunas tienden a
guardar relacion respecto al diagndstico, se ha hecho su analisis por separado.

Las preguntas 1 y 4 son planteadas en modo algebraico por la forma en que se presenta la
funcion y numérico por el manejo de la informacion requerida por el maestro para completar
la tabla mostrada, su propdsito es promover las estructuras y mecanismos mentales de los
tres primeros pasos de la DG, ademas de que la primera actividad cuenta con cuatro incisos
y la segunda con cinco y de que son funciones diferentes, la diferencia entre ambas preguntas
radica en los limites laterales en cuanto a su coincidencia en el primer caso y la no

coincidencia en el segundo.

La primera actividad suministra una funcion:

1. Si f(x)= ;;_24 completar la Tabla 4.
x tiende a... > <« x tiende a...
X 1.9 1.99|1.999 | 1.9999 2.0001 | 2.001 | 2.01 | 2.1
f(x)

f(x) tiendea...———» <4+———f(x) tiende a...
Tabla 4. Actividad 1 del desarrollo.

De igual forma la cuarta actividad:

2x+1 x<O0

—2x—3 x>0 completar la Tabla 5:

4. Siendo f(x) = {

-0.1 -0.01 0.001 | -0.0001... [ 0.0001 | 0.001 0.01 0.1

X
fx)

Tabla 5. Actividad 4 del desarrollo.

El andlisis de los incisos de las actividades 1 y 4 se hara de conjuntamente, asi se tiene:
1. (A cual valor se aproxima x?
Tiene por objetivo evaluar si los maestros son o no capaces de determinar el valor de la

funcién en mas de un punto. Luego se tiene el segundo inciso:
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il. ;A qué nimero se aproxima la funcion f(x)?
Busca analizar si asocian o no la aproximacion en el dominio de una secuencia numérica a

un valor a, a 2 en el caso de la primera actividad y a 0 en el de la cuarta. Luego se pide:

1ii. Describir el comportamiento de la funcioén con relacion al de la variable x.

Esto para determinar si pueden asociar o no el proceso de aproximacion en el rango a partir
del cual los valores de f(x) se aproximan cada vez mas a 0.25 en la primera actividad; en
cuanto a la cuarta, la aproximacion es diferente, por la izquierda es hacia uno y por la derecha

a—3.

iv. Describa el comportamiento de la funciéon f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.

El cuarto inciso permite determinar si hay o no coordinacion en el proceso de aproximacién
en el rango cuando f(x) tiende a 0.25 en la primera actividad, de igual forma en la cuarta, si
coordinan o no el proceso en el dominio cuando x tiende a cero por la izquierda con el de
aproximacion en el rango cuando f(x) tiende a uno o en el dominio cuando x tiende a cero

por la derecha con el proceso de aproximacion en el rango cuando f(x) tiende a —3.

v. Decir si es posible, ;cudl es el limite de la funciéon en x = 0?
El quinto inciso incluido solo en la cuarta actividad evaltia si manifiesta la no existencia del
limite mismo cuando x tiende a cero o en su defecto la existencia de los limites laterales no

coincidentes para concluir que el limite no existe.

La segunda actividad planteada en modo numérico, donde se suministra la Tabla 6 de datos
completos y mostrada a continuacion, la cual debe ser analizada para responder sus cuatro
1ncisos.

2. A partir de la tabla 6, responder con claridad en cada caso

x 3.99 3.999 | 3.9999 | 3.99999 |...| 4.00001 | 4.0001 | 4.001 | 4.01

f(x) | 15.530 | 15.5254 | 15.5015 | 15.50001 | ... | 14.00003 | 14.0003 | 14.003 | 14.03
Tabla 6. Actividad 2 del desarrollo.

1. (A cudl valor se aproxima x?
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Tiene por objetivo evaluar si los maestros asocian o no la aproximacion en el dominio de una
secuencia numeérica, a 4 en este caso.

ii. (A qué niimero se aproxima la funcion de f(x)?

Con esta pregunta se busca la asociacion o no de la aproximacion en el rango de una

secuencia numérica por la izquierda a 15.5 y por la derecha a 14.

iii. Describir el comportamiento de la funcién f(x) con relaciéon al comportamiento de la
variable x.

En tal sentido se coordina o no el proceso de aproximacion en el dominio cuando x tiende a
4 por la izquierda, con el proceso en el rango cuando f(x) tiende a 15.5, o en el dominio
cuando x tiende a 4 por la derecha con el proceso de aproximacion en el rango cuando f(x)

tiende a 14.

iv. De ser posible decir jcual es el Ll"l’ﬁl f(x)?
x—

Planteada para que manifiesten formalmente en este caso, la no existencia del limite cuando

x tiende a 4 pues las aproximaciones laterales no coinciden.

La actividad 3 es hecha de modo grafico al presentar una funcién f(x) como la mostrada en
la figura 4 para responder y explicar cuatro incisos, los dos primeros coinciden con andlisis

anteriores:

Figura 4. Grafica de actividad 3 para ser analizada.
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iii. Describir el comportamiento de la funcion f(x) en relacion con el comportamiento de la
variable x.

Planteada para evaluar si coordinan o no el proceso de aproximacion en el dominio cuando
x tiende a 4 por la izquierda con el proceso en el rango cuando f(x) tiende a 15 o en el
dominio cuando x tiende a 4 por la derecha cuando f(x) tiende a 10, al tener funciones por
partes, el esquema encapsulado en los incisos 1 y ii permite en este caso realizar acciones

sobre el concepto de limite.

iv. De ser posible mencione /cudl es el limite de la funcion en x = 47?
En este Gltimo inciso se busca la manifestacion formal de la no existencia del limite cuando
x tiende a 4, el proceso de aproximacion de funciones por partes y la no coincidencia de los

limites laterales permite determinar si el maestro se encuentra en la estructura Objeto.

Se presenta la quinta actividad de modo numérico con una tabla a ser completada y dos
incisos, haciendo referencia a la coordinacion métrica en términos de desigualdades del limite

de una funcion en un punto:

x f) [ 125—x [ 135—f()
2.45 3.35
2.49 3.47
2.499 3.497
2.4999 3.4997
2.49999 | 3.49997
2.499999 | 3.499997
2.500001 | 2.000002
2.50001 | 2.00002
2.5001 2.0002
2.501 2.002
2.51 2.020
2.55 2.1

Tabla 7. Actividad 5 del desarrollo.

Al completar la tabla se avalua la capacidad de evaluar sucesiones de valores que resultan de

las diferencias en valor absoluto tanto respecto a x como a f'(x). El primer inciso pregunta:
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i. ¢ Cuan préximos han de estar los valores de x a 2.5 para que la diferencia de 3.5 — f(x) en
valor absoluto sea menor a 0.001?

Esta pregunta es planteada para evaluar si coordinan o no el proceso de reconstruccion de
aproximacion en el dominio con el del rango en términos de desigualdades, realizado con la
introduccion de estimaciones numéricas en la cercania de dichas aproximaciones al valor en
estudio, en este caso 2.5.

Aqui los valores de x han de estar a 0.0001 de 2.5 por la izquierda o ser mayores a 2.4999

por la derecha donde la diferencia nunca podra ser menor que 0.0001.

ii. Con la informacién del anterior inciso, /cudl es el limite de la funcién f(x) en el punto
donde x=2.5?

Es decir, calcular el Lirzn5 f(x). Su objetivo es evaluar si manifiesta o no la existencia del
X—4.

limite con el atenuante de que cuando los valores de las diferencias en valor absoluto entre
los valores de x y 2.5 se aproximan a cero, los valores de las diferencias en valor absoluto
entre f(x) y 1.5 también se aproximan a cero por la izquierda mas no por la derecha, esto

indica que x tiende a 2.5 y que el limite de la funcion no existe.

La ultima actividad se presenta en modo grafico pidiendo:

6. Representar una funcion que cumpla con las tres condiciones siguientes: i) f(2) = 2, ii)
Lim f(x) =3 y iii) Lim f(x) =1

x—2% x—2~

Tiene como principal objetivo evaluar la capacidad de realizar el mecanismo de inversioén
del concepto del limite de una funcidén en un punto dado en forma analitica al coordinar los
procesos de aproximacion en el dominio con la aproximacion en el rango con sus respectivas
inversiones, esto al llevar a cabo la accion de plantear la grafica que representa el valor de la
funcion en un punto y que coordina los procesos de aproximacion cuando x tiende a 2 en el

dominio con el de f(x) cuando tiende a 3 por la derecha o a 1 por la izquierda.
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CAPITULO 4
ANALISIS DE RESULTADOS

El andlisis de resultados se hace conforme al orden del desarrollo de los dos bloques de
actividades llevados a cabo en el curso con once maestros en el primero y catorce en el
segundo. Para tal efecto, en aras de resguardar su identidad, cada uno de los once maestros
que participaron en ambos bloques, sobre quienes en definitiva se llevara a cabo el analisis,
ha sido identificado con las etiquetas M1,...,M11, donde en primera instancia, de ser
necesario, se clasifican sus respuestas en correctas (1), incorrectas (0) y no respondidas (NR),

empezando con la de diagndstico.

4.1 Analisis del bloque de diagnostico

1i. Definir el concepto de limite de una funcion en un punto.

Su planteamiento busca tener una percepcion inicial del dominio o del recuerdo del concepto
de limite. Las respuestas de los profesores se categorizaron como natural que a su vez puede
utilizar el concepto de aproximacion y la definicion simbolica en términos de vecindades o
de épsilon y delta.

De las posibles conceptualizaciones de limite funcional, la informal ha sido mas perdurable
en la memoria de sus estudiosos, luego se tienen la métrica y de optimizacién como posible
respuesta mas esperada (Blazquez, Gatica y Ortega, 2008).

Resulta evidente que los procesos de ensefianza-aprendizaje tienen que ver con el registro y
almacenamiento de la informacion cuyo uso sera posible si se accede en el momento y forma
apropiada y requerido. Surge asi el llamado por Sierpinska (1987) como acto de comprension
del concepto el cual es proporcionado por el binomio formado por el aprendizaje y la
memoria que constituyen una aproximacion de las estructuras mentales requeridas para

internalizar un concepto matematico.

Lii. ;Qué se entiende al sefialar que el Lim f(x) no existe?
x—-a

Con el segundo inciso de la primera actividad respecto a su inexistencia tanto desde el punto

de vista del registro verbal (conceptual) al distinguir caracteristicas, como del simbolico y
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formal o incluso una combinacion de ambos de acuerdo a como lo expresa de forma correcta
o incorrecta.

Fue respondida por la totalidad de los maestros como era de esperar, para tal efecto seis,
respondieron en el registro verbal, un ejemplo de esto es el M8 cuya respuesta se muestra en
la Figura 5:

. 1) Definir el concepto de !umte de una funcion en un pur& Xk \ jT
OPTT X 1MOC (O POE Legoier Qo Lﬁ/o P \adered o @ on P70
goe borma parte de o ofotica de oo CUI\C‘,!.D(\ ogneT o es
c;l‘sc:mlcunua, 28 & Qu‘hm'ka determirar M Dnﬁ)?)uedo OORFCEaENE yor

\o\ R Cr ?, por \a \ZQU‘QT’ C\ G L= oo courre VYo Al bnoy
(o coa Iscovnente o prootico - @ermi e \on
H) t,Oué se cnucndc al sefalar que el llm f(.:g no existe? ?Ve_d A ON Cila ComMper \Dﬂ\\tﬂli%

CE—.S*'O €< i FlQB\L Yiere v \>0\(>\ d,\(-\elef\\‘e %\65
Jieites Le:\-erc\eS‘ gQUo e n @ske cocepte esha celacie
nodo o la aon \n,ulc\caé A L S e

Figura 5. Respuesta de M8 a la actividad 1.

A continuacion (Figura 6), se presenta la respuesta del M10 quien se constituye en el tnico
en hacer un intento de definicién dindmica del concepto, pero limitada a la aproximacién en

el dominio, respondiendo de la siguiente forma:

L. i) Definir el concepto de limite de una funcién en 1Lun punto.
E[ Mn;?’c oo e fga.zcuw }()L)
/I)’}’ZI‘I’C Pl o0 e LUt Jo ot (om_;,dcrz.'uzd'o

pr0x1m0> a n_ Vi lor QA acercaudo e3tos valor
0F (A r2Gecerde épr ler Aereblc ,ga;u lo> valores 2 de (a

) ( Qué se entiende al senalar que el lim f(x) no existe? C s .
P&\-a uvidl Mbuv\ »f(ls e\ \{W\\’\Q &: 'L\AU 'tUVLL Ltuw \ \/ -\C
: \05 \\W\.\.’\C—5 Lw\&ﬂl\es y en \an Tuv\(_t()v» %} \“ﬂ { (’1.\ al Awy

r—pa

ol lceritee
¢ )72 10>

exustc, S\ exwten

‘Po% \Sl .IZ(Tutc(dc( D Qcﬂ \at cicftchu MNo f.xv;ﬁ\c’,

Figura 6. Respuesta de M10 a la actividad 1.

Los restantes cinco maestros intentan definir parcialmente en términos de épsilon y delta,
llamando la atencioén que todos incluyen el valor absoluto, sin relacionar por completo sus

13

elementos. Por ejemplo, el M2 responde “...si dada una épsilon es posible encontrar una
delta...”. Basta con una épsilon, de acuerdo a lo que sefiala y resulta que es: para toda épsilon
es posible encontrar una delta, no uno en particular. En fin, este maestro recuerda la
definiciéon de limite en términos de épsilon y delta, pero no relaciona bien todos sus

elementos, presentando la siguiente respuesta (figura 7):
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1. i) Definir el concepto de limite de una funcién en un punto.
Jelar 2| < & ~ e e —————
£0 1miTe de €(%) ex .L) cuvanwdo X Se aproximia. o Xa, sk:\\lﬂc.é-g
Vi & es Pas:b!g tucnmﬁar ol a ch Talas gUe :
ii) ;Qué se entiende al senalar que el J1‘1_.rr; f(x) no existe?
En ""ehg—mn\na: = Jap;vuux_:-_« Rleribr 5’“

Deode Gua = re 3% Poqsl(dl“_ E‘V\ﬂn\—tr\’di’ U A
2

Figura 7. Respuesta de M2 a la actividad 1.

Respecto a la segunda respuesta del M2 al sefialar “dada una €psilon, no es posible encontrar
una delta” permite inducir que guarda una idea general del concepto dando una respuesta

parcial (no completa) acerca del mismo.

A continuacion, se presenta un cuadro resumen de la primera actividad.

Actividad 1. Representacion tedrica

Estructura Mental Numero de maestros Tipo de respuesta

No aplica 6 Registro verbal conceptual

) Registro verbal
No aplica 5

(concepcion métrica)

Cuadro 1. Resumen actividad 1 del diagnostico.

La actividad 2 se presenta en modo de representacion numérica:
2. Dada la siguiente tabla para f(x) = —1, analizarla, completarla y responder.

Dados los valores de x que se aproximan a 4 tanto por la izquierda como por la derecha, dicha

tabla es:

x 39 (3993999 [ 4 | 4.0001 | 4.001 4.01
f(x)

Tabla 8. Actividad 2 del diagnostico.

Nueve de los once maestros llevaron a cabo la Accion de evaluar correctamente la funcion

en unos cuantos puntos cercanos a 4 al completar pertinentemente la tabla, uno la dejo en
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blanco (el M8, no respondid) y otro contestd mal (M4) al asignar errobneamente 1 en vez de

—1 al valor de las imagenes.

2.i. ;Como es el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al de la variable, al ésta
crecer o decrecer?

La idea de su planteamiento es coordinar o no el proceso dado de aproximacion en el dominio
cuando x tiende a 4 con el proceso de aproximacion en el rango cuando f(x) tiende a —1
con el detalle de su comportamiento homogéneo por ser constante, como se ha sefialado
anteriormente.

De acuerdo a sus respuestas se clasifican en tres grupos, uno mayoritario de siete maestros
quienes responden acertadamente que el comportamiento es constante o continuo sin
argumentar, un segundo grupo conformado por tres maestros quienes responden en términos
de aproximacion, construyendo en ambos grupos un esquema, al coordinar la aproximacién
en el dominio con la del rango; el tercer grupo lo constituye el M8 quien responde sin concluir
acerca del esperado comportamiento constante, se detallan y analizan a continuacion algunas
de las respuestas.

Tal como se ha indicado, siete responden que el comportamiento de la funcion es constante,
por ejemplo, el maestro M1 con “Es continua. La grdfica es una linea horizontal”, el M5
responde por su parte que “no importa la variable si ésta crece o decrece todos van a dar -
1” dando evidencia de que ha internalizado el concepto de funcion.

En el caso del M9 quien responde que “no hay ninguna relacion pues f(x) no depende del
valor de x, f(x) es una funcion constante” se considera que si hay relacion, pero la misma
permanece constante por la caracteristica de la funcion.

Del segundo grupo se menciona al M7 quien plantea que en ambos casos, el limite de f(x)
cuando x—4 como igual a -/ (figura 8), lo cual indica que hace una coordinacion entre lo
acontecido en el rango y el dominio de la funcion, dando pie a considerar una coordinacion
en ambos procesos, ubicandose en consecuencia en la estructura de Proceso.

Finalmente se tiene al M8 como integrante del tercer grupo quien deja la tabla sin responder
constituyéndose en el tnico en sefialar que “al crecer x la funcion decrece y viceversa” dando

indicios de que no concreta la accion solicitada en la pregunta y de no coordinar ambos
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procesos de aproximacion, ni por el dominio ni por el rango como se esperaba pues la funcion

permanece constante.

¢ Cémo es el comportamiento de la funcion f{x) con relacion al de la variable, al crecer o decrecer

“x”?
<> é&x v/

"EV\ GM‘DD) (“Z.Ljoﬁ-) cuavv,c)«c_\ Y,.q L‘ ) Q C)\) q_.

Figura 8. Respuesta de M7 al inciso i de la actividad 2.

Actividad 2. Representacion numérica

Estructura Mental Maestros Comentarios

Un maestro (M8) no rellend la tabla y
Accion de evaluar la

9 otro (M4) lo hizo erréneamente al

funcion.

colocar que f(x) = 1 en vez de -1.

Siete coordinan el proceso por el

dominio y el rango de una funcién
Coordinar el proceso de constante realizando la accién
aproximaciéon por el esperada, tres lo hace en términos de
rango y por el dominio 10 aproximacion.
(21) El M8 no es capaz de observar el

comportamiento constante de la

funcion.

Cuadro 2. Resumen actividad 2 del diagnostico.

La tercera actividad es presentada en modo algebraico-numérico:

. _(2x+1 x<0 o .
3. Dada la funcién f(x) = { 9 x>0 completar la siguiente tabla:
x 0.1 | -0.01 [-0.001 [-0.0001 [ 0 |0.0001[ 0.001 | 0.01 | 0.1
f)

Tabla 9. Actividad 3 del diagnostico.
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La accion esperada de evaluar una funcion por partes en algunos puntos cercanos a cero y
rellenar la tabla fue llevada a cabo pertinentemente por siete maestros, tres (M6, M7 y MS)
lo hicieron de forma incorrecta y el M4 la dej6 en blanco. Esta accidon cobra valor en el
sentido de que al ser completada la tabla se puede inferir que las aproximaciones laterales

son diferentes.

3.i. Calcular el Liq)l fx)
X

En las respuestas se generan tres grupos, el primero constituido por cuatro maestros
respondiendo que no existe, de ellos, tres (M5, M7 y M9) argumentan algebraicamente al
realizar la accion de calcular los limites laterales y concluir la no coincidencia (se muestra
por ejemplo en figura 9 la respuesta del M9), el M4 lo hace graficamente (figura 10) lo cual

puede ser asumido como que hizo la coordinacion mental de forma grafica, aun con el detalle

de haber dejado la tabla sin responder.

Figura 9. Respuesta de M9 a inciso i de la actividad 3.

3. Dada la funcién f(x) = 2x2+ : i : g completar la siguiente tabla:

--0.1 0.01_[-0.001 -0.0001- 00001 [ 0001 o001 |01 |
| | |

i Calmlarclii_l;rtl}f(x)
Wa‘ oXv/le. .

Figura 10. Respuesta de M4 a inciso i de la actividad 3.
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En el segundo grupo tres (M2, M11 y M12) hacen el calculo de los limites laterales de forma
correcta con el detalle de que no terminan de coordinar el par de procesos como para llegar
a concluir que el limite no existe por tener valores diferentes en sus aproximaciones laterales,
tal como se ha sefialado. Por ejemplo, M 11 luego de calcular bien los laterales, responde “por
la derecha es 2 y por la izquierda es 1” sin concluir como era de esperar.

Un tercer grupo lo conforman tres maestros quienes respondieron erradamente, M1 y M8
diciendo que el limite es igual a uno y M6 que es igual a dos, finalmente por su parte el M10
no respondio.

De dicho tercer grupo se menciona al M8 quien completa mal la tabla y sin embargo sefiala
respecto a esta pregunta que “se dice que el limite lateral derecho existe, el limite general no
existe’” lo cual permite inducir que esta terminando de coordinar ambos procesos tanto por la
izquierda (atn sin escribirlo) como por la derecha en el dominio, con su aproximacién
respectiva en el rango, el detalle en la respuesta que finalmente plasma escribiendo que el

limite es igual a 1, se muestra a continuacion en la figura 11.

: 'S@ A\C‘C“ Q}I‘ @\
\SJ(“"-‘—, e\ llmite of

S

Figura 11. Respuesta de M8 a inciso i de la actividad 3.

3.ii. ;Es igual el comportamiento de la imagen a medida que la variable “x” se aproxima
a cero por la izquierda que por la derecha? Explique.

Presenta tres categorias de respuestas, siete que responden “no” con argumento, uno (M4) de
igual forma “no” pero sin explicar y quienes dan una explicacion, pero no concluyen (M2,
M5 y M8).

El primer grupo hace ver que esta coordinando los procesos de acercamiento tanto en el
dominio como en el rango, por ejemplo, el M10 luego de un anélisis inicial asevera que “son

diferentes” tal como se muestra en la Figura 12.
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ii. ¢Esigual el comportamiento de la imagen a medida que la variable “x” se aproxima a cero por la
izquierda que por la derecha? Explique.

Cw&‘:’ o Y\u(;mtﬁ)&'%c QUcveu G cero
\a wagen - €S dyeremte = 3 akrew  pof

los valofes pava la vavalle "W z0n dyereddes

por \u ,l’cqu\crclq
lu devechq

Figura 12. Respuesta de M10 a inciso ii de la actividad 2.

En el caso del tercer grupo que explican sin llegar a concluir que efectivamente el
comportamiento no es igual, se puede sefialar que han reconstruido el proceso en términos
de intervalos que en el dominio se aproximan a cero, con tendencias laterales diferentes en
el rango, se muestra por ejemplo la respuesta del M5 (figura 13).

1. ¢Es igual el comportamiento de la imagen a medida que la variable “x” se aproxima a cero por la
izquierda que por la derecha? Explique.

/gi L&mm[ﬁo& ‘[)(I{JIM??W »‘M—#
&{LI WC ANeyed cf‘z.(_q) Qensd !A-c QreLrtitn A (;i(_:_’nﬁ
& o 2hewmeuls (ewciae) dila prunagen e lo e
_Hhewealbp Al Aoy mayows o 1guelo a U 20 =

Figura 13. Respuesta de M5 a inciso ii de la actividad 3.

Actividad 3. Representacion algebraico-numérica

Estructura Mental Maestros Comentarios

Un maestro (M4) no rellend la tabla y

Accion de evaluar 'y o
7 tres (M6, M7 y MS) lo hicieron

rellenar la tabla
erroneamente.

Encapsulamiento del .
) Cinco maestros (M3, M4, M5, M7 y
proceso (31) .
M9) a través de coordinar las
aproximaciones laterales determinan
que el limite no existe.

Dos maestros (M2 y MI12) no

terminan de coordinar efectivamente
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el par de procesos pues no concluyen
acerca de la no existencia del limite.
M1, M6 y M8 responden con error y
M10 no responde.

Coordinar el proceso de
aproximacion lateral por

el rango y por el dominio

Tres maestros (M2, M5 y MS)
explican sin concluir, el M4 responde

que no sin argumentar y los otros 7

maestros que responden bien.

(3ii)

Cuadro 3. Resumen actividad 3 del diagnostico.

En cuanto a la cuarta actividad planteada en modo de representacion grafica tal como se ha

sefialado anteriormente, contiene tres incisos.

4. Tomar como base la grafica de una funcion fdada a continuacion para responder:

7.

Figura 14. Gréfica de actividad 4 del diagnostico.

4.i. Cuando x toma sucesivamente los valores 0.5, 1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9... ;a qué numero
se aproximan los valores de la funcién f(x)?
4.ii. Cuando x toma sucesivamente los valores 3.5, 3, 2.7, 2.5, 2.3, 2.1... ;a qué nimero
se aproximan los valores de la funcién f(x)?
En este caso se hace el analisis de ambos incisos en conjunto, para tal efecto un primer grupo

de nueve maestros coordinan la aproximacion tanto por la izquierda como por la derecha de
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dos, al responder bien que se aproxima a 3 en el rango en ambos incisos, solo dos maestros
(M1 y M10) responden erroneamente que se aproxima a dos.

Del primer grupo llama la atencion el M2 quien manifiesta de forma pertinente que “no es 3,
pero se aproxima a 3", mostrando tener claro el concepto de aproximacion, tal como se puede
observar en la figura 15.

i.. Cuando x tome sucesivamente los valores 0.5, 1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9,... ja qué namero se aproximan
los valores de la funcién f(x)? s1 wnTeiprel.

qu & \(<2,

‘W‘T‘u“ceb g_‘(v.\.ne P 3J fr.\—o‘.Sc
a proximo O

ii.. Cuando x tome, sucesivamente, los valores 3.5, 3,2.7, 2.5,2.3,2.1,... ;aqué numero s¢ aproximan

los valores de la funcién f(x)? o Vet ..P.—.T:.
que x> z 3

gwlownees F(J‘-\ v €S 3_, grwe S

QpEvexXiwio o |\ D

Figura 15. Respuesta de M2 a incisos iy ii de la actividad 4.

4.iii. ;Como es el comportamiento de la imagen con relacion a la variacion de x?

Se reporta a nueve maestros coordinando en términos graficos de crecimiento o
decrecimiento, o geométricos a la izquierda o derecha de dos, esto en el sentido de que el
comportamiento es que se aproxima a 3.

M1 y M10 por su parte manifiestan erroneamente que “los limites laterales cuando x—2 no
existen”, por su parte el M7 escribe acertadamente al coordinar ambos procesos, tanto por la
izquierda, como por la derecha y concluir que “en ambos casos, tienden a 3, podemos decir,

que el limite existe y es 3.

Actividad 4. Representacion grafica

Estructura Mental Maestros Comentarios

Dos maestros (M1 y M10) responden

errbneamente que se aproxima a dos,
Proceso en el rango en
9 el resto coordinan bien el proceso de
donde f (x) se aproxima a 2 o o
aproximacion tanto por la izquierda

como por la derecha.
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Proceso que surge de la Dos maestros (M1 y M10) senalan

coordinacion  de  dos errobneamente que el limite no existe y
procesos de aproximacion, 9 los otros 9 maestros responden
uno en el dominio y otro en acertadamente.

el rango (4iii)

Cuadro 4. Resumen actividad 4 del diagnostico.

4+7x-5x%
5. Calcular el Lim———-
x—oo —1-10x

explicando el procedimiento seguido para su respuesta.

En esta actividad se asocia la existencia de un limite con la capacidad de continuar o no el
proceso para siempre al tender a infinito, para tal efecto dos maestros (M1 y M10) la dejan
sin responder, ocho lo hacen correctamente al dar como resultado el /2 esperado, explicando
relativamente el procedimiento aplicado al usar teoria de limites y un tltimo (M8) responde
de forma errdnea (figura 16), al no ejecutar la técnica algebraica para el calculo de limites en
funciones racionales al llevar a cabo la operacion de dividir por el término con mayor

exponente, tal como se sefiala a continuacion:

8, Calcuhu el hm —%—% ;xphcande el pmcedxmmmo seguido para ﬁu rc%pue‘;ta

'E'é‘/} d«ac*tw*\xméar v o o muwa mu)y wnmf\a@ “O PO"
cc\ comen te ‘}: v QA O CerO Ve p,\ Lot szq\.n(ﬁrc\:)

Figura 16. Respuesta de M8 a la actividad 5.

Luego de operar algebraicamente el maestro realiza o no la Accién de coordinar la
aproximacion del dominio hacia el infinito para obtener el proceso de f(x) aproximandose

al.

Actividad 5. Representacion algebraica
Estructura Mental Maestros Comentarios
Se analiza  técnica Dos maestros (M1 y M10) no responden,
algebraica para el célculo el M8 lo hace erroneamente y el resto
de limites en funciones s coordinan el resultado esperado de V5.
racionales y la

38



coordinacion del
esquema de
aproximacién de x hacia
el infinito mientras f(x)

lo hace hacia 1/2.

Cuadro 5. Resumen actividad 5 del diagnostico.

2x+1 x<0

6. Dada la funcién f(x) = {—Zx _3 x>0° calcular los valores de la misma cuando

x toma los valores sefialados en la tabla. Completa el resto de valores de la tabla

calculando los valores absolutos indicados.

x f(x) Ix—0| |If(x)+3]
0,1

0,01
0,001
0,0001

-0,0001
-0,001
-0,01
-0,1

Tabla 10. Actividad 6 del diagnoéstico.

La accion de completar la tabla en términos de intervalos y desigualdades fue ejecutada de
manera correcta por los once maestros, esto se realiza mediante la introduccién de

estimaciones numéricas de la cercania de las aproximaciones en valor absoluto.

6i. ;Qué tan proximos a cero deben de estar los valores de x, para que la diferencias de
f(x) + 3, en valor absoluto, sean menores que 0.002?

Diez de los once maestros responden correctamente, siendo el M10 quien no responde. Las
respuestas correctas sefialando que las diferencias de |f(x) — (—3)| son menores a 0,002,
dan evidencia de que han coordinado dos procesos, uno en el dominio y otro en el rango, en

términos de distancias y desigualdades.
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Es asi como el esquema desarrollado al coordinar la construccion del proceso de
aproximacion en el rango y en el dominio da evidencia de una concepcion Proceso en

términos de desigualdades.

6.ii. Con la informacion obtenida hasta ahora, ;podrias indicar cual es el limite de la
funcion f(x) en el punto x = 0?

Aqui cuatro maestros (M1, M4, M6 y M11) no realizan el proceso esperado sobre el concepto
en el caso de funcidn por partes al responder errbneamente que es igual a -3, tres (M2, M8 y
M10) no llegan a concluir como tal pues se limitan a indicar que los limites laterales no
coinciden, sin coordinar pertinentemente la no existencia, por ejemplo el M10 expresa que
“parece que el limite no existe, ...” y el M2 llega a representar graficamente sin concluir,

como se muestra a continuacion en la figura 17:

Con la informacién obtenida hasta ahora, indicar cudl es el limite de la funcién f(x) en el

cuawdo X —» o <l ‘rv.qlt_e t‘&
P -
evan o x —» Qo e\ lav‘vﬂTE Q-S
—
o ’ivyalts

}aht—(\-e.\c‘s !J\ Fk\rt:\—'l_cs

punto x = 0

Figura 17. Respuesta de M2 a inciso ii de la actividad 6.

Por otra parte, tres maestros (M5, M7 y M9) muestran una concepcion Proceso al responder
correctamente que el limite “no existe” , el M3 responde igual pero al justificar sefiala que
“... debido a que los limites laterales no existen”, 1o cual no es correcto pues si existen pero
no coinciden, esto al presentarse la funcion definida por partes, en este caso el maestro (M5)
en su justificacion utiliza una concepcion métrica a través del valor absoluto de las

diferencias x — 0 y f(x) —3 (figura 18).
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Figura 18. Respuesta de M5 a inciso ii de la actividad 6.

Actividad 6. Representacion numérica (métrica)

Estructura Mental Maestros Comentarios
Accion de evaluar la funcién Realizada mediante la introduccion de
y calcular distancias tanto en estimaciones numéricas de la cercania de
el dominio como en el rango 11 las aproximaciones en valor absoluto.
para valores de x cercanos a
cero.
Reconstruccion del proceso Dejada sin responder por el M 10, el resto
de coordinacion de 10 respondi6 de acuerdo al esquema
aproximacioén tanto en el desarrollado al coordinar la construccion
dominio como en el rango en del proceso de aproximacion en el rango
términos de intervalos y y en el dominio.
desigualdades (61).
Proceso  resultante  de Cuatro maestros (M1, M4, M6 y M11)
coordinar dos procesos, uno 3 responden erroneamente que es igual a -

en el dominio y otro en el

rango (4iii).

3, los M2, M8 y M10 no coordinan la no
existencia y los M3, M5, M7 y M9
indican como debe ser que el limite no

existe.

Cuadro 6. Resumen de actividad 6 del diagnostico.
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4.2 Resumen del analisis del bloque de diagndstico.

Una vez analizadas en conjunto las respuestas de los maestros de acuerdo a la primera
actividad de diagnostico se tienen que siete maestros M1, M2, M4, M6, M8, M10 y M11
presentaron la estructura Accion mientras que el resto M3, M5, M7 y M9 presentaron la

estructura de Proceso.

4.3 Analisis del bloque de desarrollo.

A continuacion se hace el andlisis del segundo bloque de actividades llamada de desarrollo
la cual se llevo a cabo en las dos sesiones siguientes del curso mencionado anteriormente,
cabe volver a sefnalar que dichas actividades fueron llevadas a cabo por 14 maestros de los
cuales once estuvieron en la primera de diagnoéstico, por lo que se hace el andlisis en
definitiva con los once comunes por su continuidad en el curso, para poder concluirlo y
evaluar el posible avance en funcion de su antes (diagnostico) y su después (desarrollo), para
tal efecto se les asignd la misma notacion desde M1 hasta M11.

La primera actividad es planteada en modo algebraico-numérico, consiste en realizar la

accion de evaluar f(x) en unos puntos y rellenar la tabla pertinentemente.

1.Sif(x) = ;__24 complete la tabla siguiente:
x tiende a... > < x tiende a...
x [1.9]1.99]1.999]1.9999 | |2.0001 |2.001 |2.01]|2.1
fx)
f(x) tiendea... ——» <«— f(x)tiendea...

Tabla 11. Actividad 1 del desarrollo.

Luego se tienen cuatro incisos donde se pide responder y explicar en cada caso:

a. ;A cual valor de a se aproxima x?
La Accion de rellenar la tabla y responder el inciso “a” fue llevada a cabo por los once
maestros, se resefia por ejemplo la respuesta completa del M3 “ya sea por la izquierda

(aumentan) o derecha (disminuyen) se aproxima a 2”.

b. (A qué numero se aproxima la funcion f(x)?
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Fue respondido bien que se aproxima a 0.25 ( % ) por diez maestros. Una vez mas se resefia
la respuesta del M3 “a % pasa lo mismo que en el inciso anterior, por la izquierda aumentan
las imdgenes hasta aproximarse a % y por la derecha disminuyen hasta aproximarse también
a %y donde ademas solo el M6 no realizd la Accidn de construir el proceso en el rango en

donde y se aproxima a un valor numérico, respondiendo de forma erronea que a cero.

¢. Describir el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.

En tal sentido nueve maestros responden en términos generales que se acerca a 0.25 cuando
x tiende a 2, el M8 no concluye pues no termina de coordinar las aproximaciones laterales
coincidentes al responder con duda “a medida que x se acerca a 2, f(x) se acerca a cero o
0.25” y una vez mas el M6 no responde correctamente como se muestra en la siguiente figura
19.

‘. Describa i ;
iy el comportamiento de la funcién Jx)

Vel 19 o\ | qqa9 N decehenl ®
De_l 2000‘ q\ 2 \

con relacién al comportamiento de la

W ey, k e e (malm'\:\(

Figura 19. Respuesta de M6 a inciso c de la actividad 1 del desarrollo.

De este inciso se mencionan algunas respuestas, por ejemplo, el M4 “mientras mas cercano
el valor es a 2, mas cercano el valor de f(x) a 0.25” y el M10 “cuando x aumenta, f(x)
disminuye y viceversa”, las cuales hacen notar la coordinacion de la Accidon de aproximacion

en ambos sentidos, tanto por el dominio como en el rango.

d. Es suficiente la informacion para determinar ;cudl es el limite de la funcion en x=2?
Siete maestros expresaron que si, por otra parte el M1 que “la informacion no es suficiente”,
el M4 que “formalmente no”, el M10 responde dubitativamente con “de acuerdo al andlisis
en la tabla parece que si es suficiente la informacion” y finalmente el M5 sefala lo mostrado
en la figura 20, con lo cual se induce que no realiza la construccion del esquema coordinado

por completo con f(x) aproximandose a 0.25, esto al responder:
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d. Es suficiente la informacion para determinar jcual es limite de la funcion en x=27

/KM

-

f,w' de Lieiy zlteu fée) @0

T /w—— PN 008
F x>z

Figura 20. Respuesta del M5 a inciso d de la actividad 1 del desarrollo.

Actividad 1. Representacion algebraico-numérica

Estructura Mental Maestros Comentarios

Accion de evaluar f(x) en Todos los maestros realizaron la Accion de

puntos proximos a 2 y de 11 completar la tabla correctamente.

rellenar la tabla.

Construccion de un proceso Interiorizacion de la accion anterior para la

en el dominio donde x se 11 construccion del proceso en el dominio

aproxima a 2 (1a). donde x se aproxima a 2 realizada
correctamente por los 11 maestros.

Construccion de un proceso Respondida erroneamente por el M6 al decir

en el rango donde f(x) se 10 que se aproxima a cero, el resto respondid

aproxima a % (1b). de acuerdo al esquema esperado al
coordinar la construccién del proceso de
aproximacion en el rango.

Coordinacion de ambos El M8 no concluye pues no termina de

procesos de aproximacion, 9 coordinar las aproximaciones laterales

tanto del dominio como del coincidentes al responder con duda, el M6

rango (1c). no responde correctamente.

Encapsulacién del esquema Cuatro maestros (M1, M4, M5 y M10) no

desarrollado en 1b y lc para 7 alcanzar a construir el esquema de

convertirlo en Objeto (1d).

aproximacion completo al no realizar la

accion sobre el concepto.

Cuadro 7. Resumen de actividad 1 del desarrollo.
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La segunda actividad fue planteada en modo numérico con una tabla completada, la cual

sirve de base para responder con claridad cuatro incisos de acuerdo a la instruccioén dada:

3,99 3,999 | 3,9999 | 3,9999 | ... | 4,00001 | 4,0001 | 4,001 | 4,01

X
ftx) | 15,530 | 15,5254 | 15,5015 | 15,50001 | ... | 14,00003 | 14,0003 | 14,003 | 14,03
Tabla 12. Actividad 2 del desarrollo.

a. ;A cual valor se aproxima x?
Fue respondido de manera coordinada y acertada por los once maestros, por ejemplo, el M3

sefala que “ya sea por la derecha o izquierda se aproxima a 4”.

b. (A qué niimero se aproxima la funcién f(x)?

Respondida por nueve maestros pertinentemente que a 14 por la derecha y a 15.5 por la
izquierda; el M4 sefala por su parte que “a un solo numero no se acerca’, lo cual es cierto y
finalmente M1 y M6 no alcanzan a coordinar la aproximacion con limites diferentes al

responder que se aproxima a 5.

c. Describir el comportamiento de la funciéon f(x), con relacion al comportamiento de
la variable x.

Al igual que en el inciso anterior los M1 y M6 responden de forma insuficiente que tiende a
cuatro, al no lograr coordinar los incisos a y b anteriores.

Los nueve maestros restantes coinciden con que a medida que se acerca a 4 por la izquierda
los valores de la imagen se van aproximando a 15.5 y cuando los valores de x se aproximan
a 4 por la derecha, las imagenes correspondientes se aproximan a 14, la respuesta del M4 es
que para “Valores menores que cuatro sus imagenes se acercan a 15.5 y valores mayores

que cuatro sus imdgenes se acercan a 14”.

d. De ser posible, decir ;cual es el LIIT f(x)?
x—

Aqui ocho maestros coordinan la aproximacion por ambos lados para concluir efectivamente
al responder de una u otra forma que el limite no existe, por ejemplo, el M2 “si por definicion,

el limite es unico, entonces el limite no existe”.
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El M4 no responde, mientras que M6 lo hace erroneamente al sefialar que “podria ser 15"y

finalmente se tiene al M1 diciendo que “no es posible”.

Actividad 2. Representacion numérica

Estructura Mental

Maestros

Comentarios

Construccion de un proceso
en el dominio donde x se

aproxima a 4 (2a).

11

Construccion del proceso en el dominio
donde x se aproxima a 4 realizada

correctamente por los 11 maestros.

Construccion de un proceso
en el rango donde f(x) se
aproxima a 15.5 por la
izquierda y a 14 por la

derecha (2b).

Respondida erroneamente por M1 y M6 al
decir que se aproxima a 5, el resto respondio
de acuerdo al esquema esperado al
coordinar la construccién del proceso de

aproximacion en el rango.

Coordinacién de ambos
procesos de aproximacion,
tanto en el dominio como en

el rango (2c).

M1 y M6 responden que tiende a 4, los
nueve restantes coordinan 2a y 2b a través
de f(x) para obtener el proceso de
aproximacion integral al indicar que no

existe.

Encapsulacioén del esquema
desarrollado en 2b y 2¢ para

convertirlo en Objeto (2d).

Tres maestros (M1, M4 y M6) no alcanzar a
construir el esquema de aproximacion
completo al no realizar la accion sobre el

concepto.

Cuadro 8. Resumen de la actividad 2 del desarrollo.

La tercera actividad es planteada en modo grafico, para responder y explicar cuatro incisos

al analizarla, asi se tiene que:

3. Dada la funcion f(x) mostrada en la siguiente grafica (Figura 21):
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Figura 21. Grafica de funcion f(x) de la actividad 3

a. Elija un valor para la x y calcula el valor de la funcién f(x) en ese punto.
Esta accion de evaluar graficamente en un punto fue llevada a cabo por los once maestros de
forma pertinente, tomando diferentes valores de x para evaluar su respectiva imagen, es decir,

asociaron de forma correcta un valor en el dominio con su respectivo valor en el rango.

b. ;A cudl nimero se aproxima la funcién f(x) cuando x toma sucesivamente los valores
3.9, 3.99,3.999, ...?

Respondida bien por diez maestros entre quienes se puede sefialar al M2 con “en el intervalo
propuesto, f(x) es constante e igual a 15" y el M10 con “cuando x toma los valores
anteriores parece que se aproxima a 15 lo cual puede interpretarse como dudoso al acotar
que “parece”, finalmente el M6 se constituye en el inico maestro en responder mal al no

coordinar la aproximacion y sefalar que se aproxima a 4.

¢. Describir el comportamiento de la funcion f(x) en relacion con el comportamiento de
la variable x.

Presenta varias respuestas, los M8, M10 y M11 sefalan que es una funcion definida a trozos,
por ejemplo el M8 con “es una funcion a trozos donde se observan tres comportamientos
cuando x<0 U 0<x<4 U x>4”, por otro lado se tiene el M4 “Para valores menores que 4 y
muy cercanos a 4 las imagenes son 157 sin senalar el comportamiento para los mayores a 4

y el M6 “de (-0 a 0) la funcion es lineal, de [0,4) es constante y de [4,+8) es continua” que
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coincide con el M5 palabras mas o menos. El resto de los maestros, es decir, los M1, M2,
M3 y M7 también responden bien el comportamiento dentro de lo esperado.
El M1 responde erradamente que “y tiende a cero cuando x tiende a -...” y de igual forma

el M9 con “cuando x—4, f(x)—15”

d. De ser posible mencionar ;cual es el limite de la funcion en x=4?

Para tal efecto se presentan diversidad de respuestas por ejemplo M4 “no es posible”, M5
“no puedo”, M6 “no tiene limite”, los M7, M8 y M 11 “el limite no existe ya que en la grafica
se observa que los limites laterales son diferentes”, el M10 “en la grafica el valor del limite
no es el mismo cuando los valores de x se aproximan por la izquierda y por la derecha”
dejando en si sin responder la pregunta pertinentemente al no concluir sobre su no existencia.
Las respuestas del M2 y M3 son contradictorias pues inicialmente sefialan que no es posible
pero luego argumentan para concluir que “no existe” tal como se muestra en las figuras 22 y

23, finalmente se tiene que los M1 y M9 dejan sin responder este ultimo inciso.

- .
bcjuv« s TCM(WO) (Amrl‘acq l&MCn“f‘c \ e X Pvt":)'c-~\ﬁ <
Tavea 4 7 £ (>) b e
awa It Trcas pava e >
» J o a ( )
Y pece pava 2 T B ES fm "
Q A 2Tt pev e ola) wh 26 O ‘>u§;'thx»n <
ca}c\){a‘v' Fchc(WEVL\tf &) (¢u§. < . o L
ST TR 57 Y Wy . S A ES SOF/den
AR M0 i cobayr, S0, o ch GRATISA ES TOF

Figura 22. Respuesta de M2 a inciso d de la actividad 3.
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Figura 23. Respuesta de M3 a inciso d de la actividad 3.
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Actividad 3. Representacion grafica

Estructura Mental Maestros Comentarios
Accion de evaluar f(x) en un Asociacion de un punto en el dominio con
solo punto (3a). 11 su respectivo valor en el rango realizada
correctamente por los 11 maestros.
Construccion de un proceso Respondida erroneamente por el M6 al decir
en el rango donde f(x) se 10 que se aproxima a 4, el resto respondi6 de
aproxima a 4 por la izquierda acuerdo al esquema esperado al coordinar la
(3b). construccion del proceso de aproximacion
en el rango.
Coordinacion de  ambos M1 y M9 responden erradamente, los nueve
procesos de aproximacion, 9 restantes coordinan los procesos para
tanto en el dominio como en obtener el proceso de aproximacion
el rango (3c). integral.
Encapsulaciéon del esquema M1 y M9 dejan sin responder este inciso.
desarrollado para convertirlo 3 M2 y M3 primero dicen que no se puede
en Objeto (3d). calcular el limite y luego de analizar
concluyen que “no existe”.
Tres maestros (M4, M5 y M6) no alcanzan
a construir el esquema de aproximacion
completo al no realizar la accion sobre el
concepto.
M7, M8, M10 y M11 responden

Cuadro 9. Resumen de la actividad 3 del desarrollo.

La cuarta actividad es planteada en modo algebraico-numérico presentando la funcién:

. _2x+1 x<0
4. Siendo f(x) = {—Zx 3 x>0
a. Completar la tabla:
-0,1 -0,01 0,001 |-0,0001... | 0,0001 | 0,001 0,01 0,1

X
f)

Tabla 13. Actividad 4 del desarrollo.
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Accion que fue realizada correctamente por nueve maestros, solo los M2 y M6 tuvieron
errores en rellenarla, luego se pide responder y explicar donde considere necesario los

siguientes cuatro incisos.

b. ;A cual nimero a se aproxima x?
Accidn realizada de analizar la tabla para responder que a cero por los once maestros con el

detalle del M6 quien responde que “por la izquierda a cero”.

¢. ;A cual nimero se aproxima la funcion f(x) cuando x se aproxima al valor de a
calculado en anterior inciso?

Fue respondido bien por ocho de los maestros, se resefia en la figura 24 la respuesta del M4;
por otro lado, los M2, M6 y M11 no respondieron acertadamente, por ejemplo, el M11 dice

que a “ningun numero’.

e a ‘e a o C/OS mupenerosS
- TR e f(&) se q/ro,k/lua ‘
xS Sex) se aproxiata — 3

Figura 24. Respuesta de M4 a inciso ¢ de la actividad 4.

d. Describir el comportamiento de la funcion con relacion al comportamiento de la
variable x.

El M10 la deja sin responder, los M2, M6 y M11 responden errobneamente, por ejemplo el
MI11 dice que “no se aproxima a ningun valor en especifico f(x) con x—=07; el M5 plantea
la grafica de la funcidn sin entrar en detalle respecto a la respuesta propiamente dicha y el
resto, es decir, seis maestros coordinan pertinentemente los procesos de aproximacion
anteriores al responder que por la izquierda las imégenes se aproximan a 1 y por la derecha

a -3, por ejemplo el M8 contesta lo mostrado en la figura 25.
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d. Deﬁcriba el comportamiento de la funcién f(x) con relacién al comportamiento de 1a
/_\\/arlalﬂ;c.x; . L o l e -(”)
Luarce X se@ Qeeveo. (o W eolerQa . G Cero & Q) .

S@ oPfoRtn O CL i ‘ ‘__3 i g f-'xr'{(.":.& X rie 00erco Sl
\O\ (:Lw r-(_n(;\\r\g i | 5 C\q)v Dy irey 5

Figura 25. Respuesta de M8 a inciso d de la actividad 4.

Finaliza la cuarta actividad con el inciso e donde se pide:

e. Decir si es posible ;cual es el limite de la funcion en x = 0?

Cinco maestros M1, M4, M5, M6 y M9 respondieron que no es posible, un ejemplo de este
grupo lo constituye el M5 quien responde “no puedo decir cual es el limite”; por su parte los
M3, M7, M8 y M11 responden que el limite no existe porque los limites laterales no son
iguales, respuesta del M3 de este caso mostrada en Figura 27; M2 responde
contradictoriamente, al afirmar que no es posible y luego de argumentar concluir que si, tal

como se muestra en las figuras 26. Finalmente se tiene que el M10 la deja sin contestar.

go F S Post BZ b
; ]
N EeETTANBS L P EXPRESISN

ﬁﬂfqé,’T(Cﬂ

sr Towitawvtea &t cx.)cu_\h: cLe @5(_‘;;\%—;6_5

¢ Ky -—
(ewyczauc‘a guL(OHCC-‘ S —?UFIC‘CL"T;
A
P &
lex  fwdeoicisc nhowmwterica

Figura 26. Respuesta de M2 a inciso e de la actividad 4.

l;m_ C(K) - 31 + v Q’(n) = - 3
)(-4>O )(—DO*
oa- .‘: b gl gC{) Y\ C c’-K'\bXG"-
x> o

Figura 27. Respuesta de M3 a inciso e de la actividad 4.
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Actividad 4. Representacion algebraico-numérica

convertirlo en Objeto (4e).

Estructura Mental Maestros Comentarios
Accion de evaluar f(x) en Todos los maestros realizaron la Accion de
puntos proximos a 0 y de 9 completar la tabla correctamente, salvo los
rellenar la tabla. M2 y M6 quienes responden con errores.
Construccion de un proceso Interiorizacion de la accion anterior para la
en el dominio donde x se 11 construccion del proceso en el dominio
aproxima a 0 por los lados donde x se aproxima a 0 realizada
(4b). correctamente por los 11 maestros.
Construccion de un proceso Respondida erroneamente por los M2, M6 y
en el rango donde f(x) se 8 M11, el resto respondié de acuerdo al
aproxima a | por la esquema esperado al coordinar la
izquierda y a -3 por la construccion del proceso de aproximacion
derecha (4c). en el rango.
Coordinacion de ambos M2, M6 y M11 no responden correctamente
procesos de aproximacion, 6 al no coordinar las aproximaciones laterales
tanto del dominio como del no coincidentes, M10 no responde y M5 no
rango (4d). concluye pues no termina de coordinar lo

expuesto.

Encapsulacién del esquema Cinco maestros (M1, M4, M5, M6 y M9) no
desarrollado en 4c y 4d para 3 alcanzar a construir el esquema de

aproximacion completo al no realizar la

accion sobre el concepto.

Cuadro 10. Resumen actividad 4 del desarrollo.

La quinta actividad es planteada en modo numérico donde se pide:

5. Completar la tabla siguiente:

X f(x) |2,5-X| I3,5'_f(3€)|
2,45 3,35
2,49 3,47
2,499 3,497
2,4999 3,4997
2,49999 | 3,49997
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2,499999 | 3,499997

2,500001 | 2,000002
2,50001 | 2,00002
2,5001 2,0002

2,501 2,002
2,51 2,020
2,55 2,1

Tabla 14. Actividad 5 del desarrollo.

Los once maestros ejecutaron la Accion de completar la tabla pertinentemente en términos

de desigualdades. Para luego sobre su analisis responder dos incisos:

a. ;Cuan préximos han de estar los valores de x a 2.5 para que la diferencia 3.5 — f(x)
en valor absoluto sea menor a 0.001?

Respondida en los términos esperados por nueve maestros en el caso de la diferencia por la
izquierda, porque respecto a la derecha solo los M2 respondiendo “solo por la izquierda” y
el M4 con “no hay tal valor, pues para valores mayores que 2.5 no se puede” hicieron
acotacion expresa a este caso, finalmente se tiene que fue dejada sin responder por los M7 y

MS.

b. Con la informacion del item anterior ;podria indicar cual es el limite de la funcion
f(x) en el punto donde x=2.5?
Lim f(x) =?

x—2.5

Los maestros M3, M6 y M8 logran interiorizar la concepcion dindmica del concepto de limite
al sefialar que el limite no existe, por ejemplo el M8 “no existe el limite porque los limites
laterales no son iguales”, por otro lado el M10 en el mismo orden de ideas sefiala una vez
mas sin aseverar que “...parece que el limite no existe...” conforme a lo mostrado en la figura
28, el M2 senala errébneamente que el limite es 3.5, mientras que los M1, M4, M5, M7, M9

y M11 (seis maestros) respondieron que no es posible.
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Figura 28. Respuesta de M10 a inciso b de la actividad 5.

Actividad 5. Representacion numérica

proceso reconstruido en S5a y

obtener la definiciéon formal

(5b).

Estructura Mental Maestros Comentarios

Accién de evaluarx y f(x) en Todos los maestros realizaron la Accion de

puntos proximos a 2.5 y 3.5 11 completar la tabla correctamente.

rellenando la tabla.

Reconstruccion del proceso de Dejada sin responder por los M7 y MS.

aproximacién tanto en el 9 Respondida en términos completos de

dominio como en el rango (5a). aproximacion por la derecha y por la
izquierda por M2 y M4, los otros nueve
hacen alusion solo a las diferencias por la
izquierda.

Aplicacion del esquema de M2, M6 y M8 interiorizan al reconstruir el

cuantificadores para conectar el 3 proceso de coordinacion tanto en el dominio

como en el rango. Seis maestros
respondieron que no es posible, el M2
responde erroneamente y el MI10 no

concluye.

Cuadro 11. Resumen de la actividad 5 del desarrollo.

La ultima pregunta fue planteada de modo gréfico.

6. Representar la grafica de una funcion que cumpla a la vez con tres condiciones:

) f2)=2, ii) Lim f(x) = 3 y iii) Lim f(x) = 1.
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Bien respondida por siete maestros, dentro de quienes se puede resefiar al M2 cuya respuesta

se muestra en la figura 29, por otro lado, los M1, M4, M6 y M12 la dejaron sin responder.

2 > A
y A “N
Loy
I . LS. e 4
x=2
Figura 29. Respuesta de M2 a la actividad 6
Actividad 6. Representacion algebraica
Estructura Mental Maestros Comentarios
Desencapsular la Siete maestros responden bien al
informacion dada por la suministrar informacién acerca del
7
representacion  analitica comportamiento de la grafica de la
del limite. funcion; cuatro la dejan sin responder.

Cuadro 12. Resumen de la actividad 6 del desarrollo.

4.4 Resumen del analisis del bloque de desarrollo.

Una vez analizada en conjunto las respuestas de los maestros y comparando al primer bloque
de diagndstico se tiene que de los seis maestros iniciales que presentaron estructura Accidén
solo tres se mantuvieron en la misma, los M6, M8, y M 10, mientras que el resto M1, M2 y
M11 se promueven a la siguiente de Proceso.

En cuanto al segundo grupo de maestros, los M3, M4 y M5 muestran evidencia de haber
mejorado su estructura para promoverse al siguiente nivel de Objeto, los otros dos M7 y M9

permanecen en su estructura inicial de Proceso.
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Cabe destacar que a pesar de que estos dos ultimos permanecen en su estructura inicial, son
mas quienes lograron una promocion o reconstruccion de sus estructuras, evidenciado a

través del analisis de sus desempefios del antes y del después de las dos actividades.
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CONCLUSIONES

Las actividades didécticas disefiadas y aplicadas a once maestros de educacion media
superior han sido adecuadas en cuanto a la determinacién de sus estructuras mentales, de
igual forma han tenido éxito en cuanto a dar a conocer la Teoria APOE gracias al curso
llevado a cabo, esto especificamente al realizar actividades sobre limites de una funcion en
un punto en un primer bloque de actividades de diagndstico y en un segundo de desarrollo.
En el segundo bloque de desarrollo llevado a cabo en la segunda y tercera sesion se evidencia
una mejora en cuanto a las estructuras mentales presentadas por los maestros con respecto a
su comportamiento inicial reflejado con la actividad de diagnoéstico lo cual indica que la
misma tuvo el efecto esperado.

No existen patrones de comparacion en cuanto a resultados se refiere pues los estudios hechos
a la fecha se han orientado hacia los estudiantes, pudiendo en consecuencia decirse que ha
sido novedoso al incluir a los maestros como parte del tridngulo didactico en esta
investigacion.

Como referencia al respecto se puede mencionar el analisis hecho por Hardy (2009) en el
sentido de corroborar la conceptualizacion y formalizacion de la nocién de limite y su
tratamiento en la ensefianza al indicar que hay diferencias entre las percepciones de los
profesores generadas desde las praxis llevadas a cabo en las instituciones de ensefianza y las
percepciones de los estudiantes generadas a partir de las estrategias creadas de manera
espontanea para superar las evaluaciones sobre la materia.

En cuanto a lo planteado por Tomas (2014) quien sefiala a la funcidon como conocimiento
previo requerido por los estudiantes para el buen desarrollo del concepto de limite se observo,
en este caso, que los maestros no tuvieron problema con respecto a su concepcion de la
misma.

Uno de los hallazgos en la investigacion de Cotrill et al. (1996) es que los estudiantes no
terminan o logran conectar la relacion del comportamiento en el dominio con la del rango,
llegando incluso a observarse que lo toman como un proceso diferente e independiente
situacion ésta que no se presento en los maestros, con seguridad, basados en su conocimiento

de funcién y su relacion conforme a lo sefialado.
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Se hace importante iniciar entre los profesores de matematicas de ensefianza media una
discusion sobre el infinito potencial (designando la posibilidad de ir mas lejos, continuacion
indefinida,...) y el infinito actual el cual tiene que ver con la idea de verlo como un proceso
terminado y disefiar nuevas actividades en aras de afianzar o mejorar la ensefianza de este
importante tema de matematicas.

Algunos de los profesores de este estudio no realizaron una lectura correcta de una grafica.
Es posible que los mismos profesores de matematicas restrinjan su instruccién a una
ensefnanza de corte algebraico.

Dada la complejidad del concepto se hacen necesarios otros acercamientos de ensefianza en
donde las tablas y las graficas de funciones jueguen un mejor rol. Una opcion podria ser la
de introducir los procesos algebraicos utilizados hasta ahora, acompafiados de un
acercamiento que promueva tareas de conversion entre las representaciones numérica,
grafica y algebraica de un problema de calculo de limites. La prediccion del limite se puede
obtener por medio del uso de una tabla o de la lectura correcta de una grafica (este
acercamiento parece ser desdefiado por la instruccion).

Una vez realizada la prediccion se puede pasar al calculo algebraico de la sustitucion de
valores con el antecedente de haber comprendido el principio dindmico del concepto de por

medio.
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ANEXO 1

Tabla comparativa entre la descomposicion genética planteada por Cotrill y la de Swinyard.

Paso Descomposicion genética Cottrill et all.,1996 Paso Descomposicion genética: Swinyard, 2012

1 La accion de evaluar f en un solo punto x que se considera 1
cercano, o incluso igual a a.

2 La accion de evaluar la funcion f en unos pocos puntos, cada 2
punto sucesivo mas cercano a ¢ que el anterior.
Construccion de un esquema coordinado de la siguiente manera:
(a) Interiorizacion de la accion del paso 2 para la construccion
de un proceso en el dominio en el que x se aproxima a a.

3 (b) Construccién de un proceso en el rango en el que y se 3
aproxima a L.
(c) Coordinacion de (a), (b) a través de f. Es decir, la funcion f
se aplica al proceso de x aproximandose a a para obtener el
proceso de f(x) aproximandose a L.
Realizar acciones sobre el concepto de limite hablando, por Construir un proceso mental en el cual uno prueba si un
ejemplo, sobre limites de combinaciones de funciones. De esta candidato es un limite:
manera el esquema desarrollado en el paso 3 es encapsulado a) Elegir una medida de proximidad al valor limite L a lo
para convertirse en un objeto. largo de ¥;

4 4 b) Determinar si hay un intervalo alrededor del punto en
el cual uno esta tomando el limite ( es decir a) para el
cual el valor de la funcién , aparte del que esta en ese
punto, esta lo suficientemente cerca de L;

¢) Repitiendo esto para cada vez mas pequeiias medidas
de cercania.
Reconstruir el proceso de 3(c) en términos de intervalos y Asociar la existencia de un limite con la capacidad de continuar

5 desigualdades. Esto se realiza mediante la introduccién de 5 (tedricamente) este proceso para siempre, sin dejar de producir

el intervalo deseado sobre a, o de manera equivalente con la

62



estimaciones numéricas de la cercania de las aproximaciones,
en simbolos, 0<|x—a| <0y |f(x)—L < 8|

observacion de que no hay un punto en el que serd imposible
encontrar dicho intervalo.

Aplicar el esquema de los cuantificadores para conectar el
proceso reconstruido del paso anterior para obtener la definicion
formal de limite.

Encapsulando este proceso a través de la nocidon de cercania
arbitraria. Esto implica darse cuenta de que se puede establecer
que el proceso en el paso 4 funcionara para todas las medidas
de cercania demostrando que funcionard para una medida
arbitraria de cercania.

Una concepcion completa &£—¢0 aplicada a situaciones
especificas.
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Actividades de diagnostico sobre limites de una funcion en un punto.

ANEXO 2

CURSO ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LOS CONCEPTOS DE
LIMITE Y DERIVADA DE UNA FUNCION

1. 1) Definir el concepto de limite de una funcién en un punto.

i) /Qué se entiende al senalar que el Lim f (x) no existe?
xX—a

2. Dada la siguiente tabla para f(x) = —1, analizarla, rellenarla y responder.

X

3.9

3.99 | 3.999 4

4.0001

4.001

4.01

f)

1. (Coémo es el comportamiento de la funcién f(x) con relacion al de la variable, al

crecer o decrecer “x”?

3. Dada la funcion  f(x) = {Zx +1 x<0 completar la siguiente tabla:
2 x=0
X -0.1 -0.01 -0.001 | -0.0001 0 0.0001 | 0.001 |0.01 0.1
fx)

1.

1l

Calcular el LiTBl f(x)
X—

a cero por la izquierda que por la derecha? Explique.

(Es 1gual el comportamiento de la imagen a medida que la variable

€C, 9

X’ se aproxima
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4. Tomar como base la grafica de una funcién f'dada a continuacion para responder:

1. Cuando x tome sucesivamente los valores 0.5, 1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9,... ;a qué nimero
se aproximan los valores de la funcion f(x)?

ii. Cuando x tome, sucesivamente, los valores 3.5, 3,2.7,2.5, 2.3, 2.1,... ja qué nimero
se aproximan los valores de la funcion f(x)?

iii. ;Coémo es el comportamiento de la imagen con relacion a la variacion de x?

447x-5x2

v, explicando el procedimiento seguido para su respuesta.

5. Calcular el Lim

x—o0 —1—
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6. Dada la funcion f(x) = {

2x+1

—2x—3

toma los valores sefialados en la tabla. Complete el resto de valores de la tabla calculando

los valores absolutos indicados.

il

x<0
x>0’

calcular los valores de la misma cuando x

f(x)

|x — 0]

f (x) + 3

0.1

0.01

0.001

0.0001

-0.0001

-0.001

-0.01

-0.1

funcién f(x) en el punto x = 0?

de |f(x) + 3], en valor absoluto, sean menores que 0.002?

(Qué tan proximos a cero deben de estar los valores de x, para que las diferencias

Con la informacion obtenida hasta ahora, ;podrias indicar cudl es el limite de la
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ANEXO 3 (Segundo bloque)
Actividades sobre limites planteadas para su respectivo andlisis durante la sesion 3.
ACTIVIDAD 1 (modo algebraico - numérico)
Sif(x) =

x-=2
x2—4

completar la tabla siguiente:

x tiende a... » <« xtiendea...
X 1.9 1.99|1.999 | 1.9999 | | 2.0001 | 2.001 | 2.01 | 2.1

f)

f(x) tiende a... > < f(x) tiende a...

Responder y explicar en cada caso:
a. (A cual valor de a se aproxima x?

b. (A qué niimero se aproxima la funcion f(x)?

c¢. Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la

variable x.

d. Es suficiente la informacion para determinar ;cual es limite de la funcion en x=2?

ACTIVIDAD 2 (modo numérico)

A partir de la tabla:
x 3.99 3.999 | 3.9999 | 3.9999 | ... | 4.00001 | 4.0001 | 4.001 | 4.01
fx) | 15.530 | 15.5254 | 15.5015 | 15.50001 | ... | 14.00003 | 14.0003 | 14.003 | 14.03

Responder con claridad en cada caso:
LA cudl valor de a se aproxima x?

b. (A qué niimero se aproxima la funcion f(x)?

c. Describe el comportamiento de la funcion f(x), con relacion al comportamiento de

la variable x.

d. De ser posible, decir ;, Cual es el LiTZl f(x)?
X—
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ACTIVIDAD 3 (Modo grafico)

Dada la funcion f(x) mostrada en la grafica siguiente:

20

15

Responder y explicar donde considere necesario:

a. Elige un valor para la x y calcula el valor de la funcion f(x) en ese punto.

b. (A cudl nimero se aproxima la funcién f(x) cuando x toma sucesivamente los valores

3.9,3.99,3.999, ...7

c. Describir el comportamiento de la funcidon f(x) en relacion con el comportamiento

de la variable x.

d. De ser posible mencione ;cudl es el limite de la funcién en x=4?
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ACTIVIDAD 4 (Modo algebraico-numérico)

. _(2x+1 x<0
Siendo f(x) = {—Zx 3 x>0
a. Completa la tabla:
X -0.1 -0.01 0.001 -0.0001... | 0.0001 | 0.001 0.01 0.1
f(x)

Responder y explicar donde considere necesario:

b.

C.

(A cudl nimero a se aproxima x?

LA cudl nimero se aproxima la funcion f(x) cuando x se aproxima al valor de a

calculado en el item a?

Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la

variable x.

Decir si es posible, ;cual es el limite de la funcion en x=0?
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ACTIVIDAD 5 (modo numérico)

Alba una estudiante de 1ro de bachillerato con la ayuda de una hoja de calculo, ha ido

sustituyendo valores en una funcién y ha obtenido las dos primeras columnas de la tabla.

Luego pretende construir dos columnas mas de diferencias en valor absoluto:

|3.5-f(x)| en valor absoluto sea menor a 0.001?

X f() |2.5-x| 3.5/
2.45 3.35
2.49 3.47
2.499 3.497
2.4999 3.4997
2.49999 | 3.49997
2.499999 | 3.499997
2.500001 | 2.000002
2.50001 | 2.00002
2.5001 2.0002
2.501 2.002
2.51 2.020
2.55 2.1

a. (Cuan proximos han de estar los valores de x a 2.5 para que la diferencia de

b. Con la informacion del item anterior ;podrias indicar cudl es el limite de la

funcion f(x) en el punto donde x=2.5?

ACTIVIDAD 6 (Modo grafico)

Si es posible, representa la grafica de una funciéon que cumpla con las siguientes tres

condiciones a la vez:

a.

b.

f0)=4

ApSe=1

Limf(x) =0
x—-3~
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