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RESUMEN

Este trabajo presenta un Ambiente Virtual de Aprendizaje (VLE por sus siglas en inglés) basado en
un disefio instruccional para la ensefianza-aprendizaje de Sistemas de Ecuaciones Lineales y su
Conjunto Solucién bajo el enfoque de la teoria APOE. El disefio de las actividades se orient6 por
la descomposicién genética propuesta por Borja (2015). Se presenta el andlisis de contenido de
diez actividades presentes en el VLE, un instrumento para la recoleccion de informacion, andlisis
de resultados obtenidos y algunas reflexiones finales. La principal aportacion del presente trabajo
es la incorporacion de tecnologia a través de applets desarrollados en GeoGebra que permiten al
estudiante enfrentarse a tareas disefiadas en representaciones multiples del objeto matematico y
que pretenden promover las estructuras y mecanismos mentales sugeridos por la descomposicion

genética.

ABSTRACT

This thesis presents a Virtual Learning Environment (VLE) based on instructional design for the
teaching-learning of Linear Equation Systems and its Solution Set under the APOS theory
approach. The design of activities has been guided by the genetic decomposition proposed by Borja
(2015). The content analysis of ten activities present in the VLE, an instrument for the collection
of information, analysis of results and some final reflections is presented. The main contribution
of this work is the incorporation of technology through applets developed in GeoGebra that allow
the student to face tasks designed in multiple representations of the mathematical object and that

seek to promote the mental structures and mechanisms suggested by genetic decomposition.






INTRODUCCION

Los sistemas de ecuaciones lineales constituyen un tema de estudio en diferentes niveles escolares,
generalmente, a partir del nivel secundario en muchos paises del mundo (Oktag, 2018), distintos
autores han investigado el tema desde diferentes enfoques (Borja, 2015; DeVries & Arnon, 2004;
Ochoviet, 2009; Oktag, 2018; Possani, Trigueros, Preciado, & Lozano, 2010; Ramirez-Palacios,
Oktag, & Garcia, 2002; Segura, 2004; Trigueros, Oktag, & Manzanero, 2007). A diferencia de otras
investigaciones, este trabajo presenta un ambiente virtual de aprendizaje (VLE por sus siglas en
inglés) el cual contiene el disefio de un tratamiento instruccional basado en la descomposicion

genética de Borja (2015).

La descomposicion genética de Borja (2015) integra el modelo 3UV y la teoria APOE. La
aportacion principal del trabajo fue incorporar tecnologia al disefio, la cual permite el desarrollo de
nuevos entornos en donde las restricciones habituales del papel y ldpiz cambian radicalmente
(Arzarello & Robutti, 2010). Una de las ventajas de la tecnologia es el uso de representaciones
multiples, ya que ofrece numerosas ocasiones para comprender mejor la "realidad" de los objetos

matematicos y, por lo tanto, para nuevas formas de ensefiar y aprender matematicas (Aldon, 2015).

En el Capitulo 1 se presenta el planteamiento del problema, los objetivos de la investigacion y
algunos antecedentes de investigaciones sobre el tema. En el Capitulo 2 se presenta el marco teoérico
constituido por el modelo 3UV, la teoria APOE, algunos planteamientos sobre el uso de la
tecnologia en la ensefianza de las matematicas y la importancia de la coordinacion entre registros
de representacion semidtica. El Capitulo 3 presenta la metodologia del trabajo, la cual, esta de
acuerdo con el ciclo de investigacion que propone la teoria APOE, ademads, un analisis de contenido
de diez actividades, las cuales a su vez pueden incluir distintas tareas y, por tltimo, se presenta un
instrumento diseflado para recolectar informacion con la intencion de refinar el tratamiento
instruccional. El Capitulo 4 presenta el andlisis de los resultados obtenidos y por ultimo

presentamos algunas reflexiones.

El Ambiente Virtual de Aprendizaje esta disponible en https://sites.google.com/quadrivium-

puebla.mx/algebra-lineal/pagina-principal. Cabe sefialar que con motivo de acotar el presente




trabajo solo se presenta el analisis de diez actividades aun cuando en el sitio se presentan veintiocho

actividades (al dia 1 de diciembre de 2019).



Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Los sistemas de ecuaciones lineales constituyen un tema de estudio en diferentes niveles escolares,
generalmente a partir del nivel secundario en muchos paises del mundo. Aunque la profundidad y
los métodos de estudio de este tema varian, se considera importante principalmente por dos
razones: 1) la comprension de los sistemas de ecuaciones lineales constituye un paso importante
para estudios posteriores en matematicas en general y en algebra lineal en particular; 2) muchas
aplicaciones en los campos de la ingenieria y las ciencias sociales involucran modelos que hacen

uso de este tema (Oktag, 2018).

Distintos autores reportan dificultades en la comprension de los sistemas de ecuaciones lineales y
su solucion en estudiantes de educacion media, media superior y superior; incluso algunos
estudiantes que han llevado un curso introductorio de algebra lineal presentan dificultad al resolver
problemas de aplicacion en materias como fisica, quimica y otras para solucionar e interpretar el

conjunto solucioén de un sistema de ecuaciones lineales.

Un ejemplo de la situacion anterior es el balanceo de ecuaciones quimicas por el método algebraico,
al que comunmente se enfrentan los estudiantes de ingenierias, en el cual, el estudiante debe
plantear un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de m ecuaciones lineales con # variables,
donde n > m, con al menos una solucion: la soluciéon cero o trivial, o un numero infinito de
soluciones. Esto implica que el individuo debe proponer un conjunto solucion que satisfaga al
sistema de ecuaciones lineales asociado y posteriormente busque soluciones enteras positivas,

debido a que el problema no admite una interpretacion fisica para valores decimales o negativos.

Ante este escenario respecto de la ensefianza y aprendizaje de los sistemas de ecuaciones lineales,
este trabajo pretende aportar a la investigacion en este tema proponiendo un disefio instruccional
que permita fomentar las construcciones mentales necesarias para comprender el conjunto solucion

de un sistema de ecuaciones lineales en estudiantes de carreras de ingenieria.



1.1  Objetivo
Proponer un disefo instruccional en un ambiente virtual de aprendizaje que fomente las
construcciones mentales necesarias para la comprension del conjunto solucion de un sistema de

ecuaciones lineales desde la perspectiva de la teoria APOE y el uso de diferentes representaciones

semioticas.

1.2  Antecedentes

En esta seccion se presenta una breve revision sobre algunas investigaciones que han abordado el

tema de Sistemas de Ecuaciones Lineales y su solucion, observar la Tabla 1.

Tabla 1. Revision de investigaciones sobre Sistemas de Ecuaciones Lineales.

Nivel L
Autores Enfoque Educativo Marco Teoérico
Ramirez - Palacios, M., Oktac, A. Dlﬁcultades enla representacion grafica de . Modqs de
. Sistemas de Ecuaciones Lineales con dos Superior pensamiento —
Garcia, C., (2002) ) S
variables Sierpinska
., . . Formativo
DeVries D., Armon L, (2004) Solucion de un Sllstema de Ecuaciones para APOE
Lineales
Profesores

Construccion de una secuencia didactica

i - Regist
para la ensefianza de Sistemas de , egistros de
Media

Segura de Herrero, S. M. (2004) Ecuaciones Lineales - dos ecuaciones con representacion -
TR Duval
dos incognitas
Trigueros, M., Oktag A. y Descomposicion Genética - Sistemas de .
Manzanero, L. (2007) Ecuaciones Lineales Superior APOE
U . Solucién de un Sistema de Ecuaciones Nivel Medio MOdO.S de
Ochoviet Filgueiras, T.C. (2009) . L . pensamiento -
Lineales con dos incognitas Superior S
Sierpinska
Trigueros, M., Possani, E., Modelacion como estrategia para la
Lozano, M.D., Sandoval, I., ensefanza de Sistemas de Ecuaciones Superior Modelo 3UV
(2009) Lineales
Barrera, J., Bautista, L., Pérez- Sistemas de Ecuaciones Lineales Superior eﬁzﬁigfo i
Campos, A., (2015) Homogéneos P pensam
Sierpinska
Borja, I. (2015) Descomposwlor} Genetllca - Sistemas de Superior APOE
Ecuaciones Lineales

Disefio de tareas y situaciones de modelado
Trigueros M. (2018) para introducir conceptos de algebra lineal - Superior APOE
SEL (entre otros)

Concepcion de Sistemas de Ecuaciones ~ Basica, Media Modos de
Oktag, A., (2018) Lineales y su solucion que desarrollan los Superior y pensamiento -
estudiantes, recomendaciones pedagogicas Superior Sierpinska




Descomposicion Genética (4) - Sistemas de Media

Hernandez - Jaramillo, D., (2018) APOE

Ecuaciones Lineales y su solucion. Superior
Moreno, O., Gallo, H., Arguello, Descomposicion Genética - Sistemas de .
M., Herrera, C., (2018) Ecuaciones Lineales Superior APOE
Rodriguez Jara, M. A., Mena Formacion
Lorca, A., Mena Lorca, J., Conjunto Solucion de Sistemas de ° arz N APOE
Vasquez Saldias, P. y Del Valle Ecuaciones Lineales con dos incognitas prort)“esores

Leo, M. E. (2019)

Fuente: Elaboracion propia

A partir de esta revision podemos identificar tres grandes grupos, uno que utiliza el enfoque de los
modos de pensamiento propuestos por Sierpinska, un segundo grupo que ha utilizado como marco
teorico a la Teoria APOE y algunas otras investigaciones que han adoptado otros modelos o teorias
para analizar sus resultados, como la teoria de las representaciones de Duval o el Modelo 3UV de
Ursini y colaboradores. Igualmente, con respecto al nivel educativo en que se han realizado dichas
investigaciones encontramos aquellas que se han realizado en nivel basico, medio superior,
superior e incluso con profesores en formacion. Cabe sefialar que, aunque en su gran mayoria, estas
investigaciones han tomado una unica teoria como marco teorico, distintas investigaciones han
adoptado mas de un enfoque, como es el caso de Borja (2015) quien integra al modelo 3UV con la
teoria APOE. A diferencia de las investigaciones referidas anteriormente, en este trabajo nos
enfocamos en proponer un tratamiento instruccional apoyado en el disefio de un ambiente virtual
de aprendizaje, ademds, se abordan sistemas de ecuaciones lineales en R* y R*, los cuales permiten
pueden ser representados de manera grafica, o sistemas en R* que, si bien no permiten su
representacion grafica (con la tecnologia disponible), si podemos verificar su solucion en

problemas como el de ajuste polinomial de curvas.



Capitulo 2

MARCO TEORICO
2.1 El Modelo 3 Usos de la Variable (Modelo 3UV)

Ursini y Trigueros (2006) reportan que aunque se ha encontrado que los estudiantes no alcanzan
una comprension aceptable del uso de la variable y manifiestan serias dificultades al trabajar con
sus distintos usos, estas dificultades no se tienen en cuenta en los niveles universitarios cuando se
imparten los cursos de matematicas avanzadas. Por esta razon es importante considerar el
fortalecimiento de la comprension del uso de las variables en los cursos de nivel superior como el

de algebra lineal.

El Modelo 3 Usos de la Variable (3UV) es el resultado de varios afios de trabajo conjunto,
principalmente, entre Sonia Ursini y Maria Trigueros (Ursini, Escarefio, Montes, & Trigueros,
2016), y puede ser usado como una guia para el disefio y andlisis de diagnosticos, diseno de

actividades para los alumnos y analisis de libros de texto.

De manera general, el Modelo 3UV plantea que, en un nivel elemental, las habilidades que deben
desarrollarse para tener una comprension basica de las variables son:
e Realizar calculos sencillos operando con variables
e Comprender por qué es posible operar con las variables y por qué estas operaciones
permiten llegar a un resultado, sea este numérico o no
e Darse cuenta de la importancia que tiene lograr la capacidad de usar las variables para
modelar matematicamente situaciones de distinto tipo
e Distinguir entro los distintos usos que se les da a las variables en algebra
e Transitar con flexibilidad entre los distintos usos de las variables
e Integrar los diversos usos para verlos como caras distintas de un mismo objeto matematico,
que se revelan dependiendo de la situacion particular
Ursini et al. (2016) proponen que para cada uno de los usos mas comunes de las variables
(incognita, nimero general y relacion funcional) se contemplen distintos aspectos que

corresponden a los distintos niveles de abstraccion en los que la variable puede ser manejada. Estos



aspectos, constituyen requisitos para que los estudiantes trabajen exitosamente con problemas y

gjercicios que involucran la variable en estos tres usos (ver Tabla 2).

Tabla 2. Usos de la variable segiin el Modelo 3UV (Ursini et al., 2016, p. 22)

Uso de la Variable

Numero General

Incognita

Relacion Funcional

(G1) Reconocer patrones, percibir
reglas y métodos en secuencias y en

familias de problemas.

(G2) Interpretar un simbolo como la
representacion de una entidad
general indeterminada que puede

asumir cualquier valor.

(G3) Deducir reglas y métodos
generales en secuencias y familias

de problemas.

(G4) Manipular (simplificar,

desarrollar) la variable simbolica.

(GS5) Simbolizar enunciados, reglas

o métodos generales.

(I1) Reconocer e identificar en una

situacion problematica la presencia

de algo desconocido que puede ser
determinado considerando las

restricciones del problema.

(I2) Interpretar los simbolos que
aparecen en una ecuacion como la
representacion de valores

especificos.

(I3) Sustituir la variable por el valor
o los valores que hacen de la

ecuacion un enunciado verdadero.

(I4) Determinar la cantidad
desconocida que aparece en
ecuaciones o problemas, realizando
las operaciones algebraicas o

aritméticas.

(I5) Simbolizar las cantidades
desconocidas identificadas en una
situacion especifica y utilizarlas

para plantear ecuaciones.

(F1) Reconocer la correspondencia
entre variables relacionadas,
independientemente de la
representacion utilizada (tablas,
graficas, problemas verbales,

expresiones analiticas).

(F2) Determinar los valores de la
variable dependiente, dados los

valores de la independiente.

(F3) Determinar los valores de la
variable independiente, dados los

valores de la dependiente.

(F4) Reconocer la variacion
conjunta de las variables
involucradas en una relacion
funcional, independientemente de la
representacion utilizada (tablas,
graficas, problemas verbales,

expresiones analiticas).

(F5) Determinar los intervalos de
variacion de una de las variables,
dado el intervalo de variacion de la

otra.

(F6) Simbolizar una relacion
funcional, basados en el analisis de

los datos de un problema.




Por otra parte, Ursini y Trigueros (2004) sefialan que la dificultad que presentan los estudiantes
con el uso de pardmetros puede ser analizada desde la perspectiva del modelo 3UV, para esto es
necesario centrarse en su capacidad para interpretarlos, simbolizarlos y manipularlos en diferentes
contextos, uno de estos contextos sera el uso de la variable como parametro en el caso de sistemas

de ecuaciones lineales con infinitas soluciones.

En este trabajo utilizaremos la perspectiva de Ursini y Trigueros (2004) que definen a los
parametros como numeros generales de segundo orden, los cuales pueden asumir el papel de

variables desconocidas o relacionadas dependiendo del contexto.

2.2 Teoria APOE

El acronimo APOE de Accion, Proceso, Objeto y Esquema es una teoria que estudia como se
pueden aprender los conceptos matematicos. Esta teoria estd basada en el trabajo de Jean Piaget,
cuyas ideas fundamentales se introdujeron por primera vez a principios de la década de 1980, y
desde ese momento, investigadores, desarrolladores de planes de estudio y profesores han llevado

a cabo un extenso desarrollo y aplicacion en muchos paises del mundo (Arnon et al., 2014).

La teoria APOE es principalmente un modelo para describir como los conceptos matematicos
pueden ser aprendidos; es un marco de referencia que busca explicar como los individuos

construyen mentalmente su comprension de contenidos matematicos (Arnon et al., 2014).

La postura de investigacion general vinculada a la teoria APOE es reconocida como un paradigma,
ya que (1) difiere de la mayoria de las investigaciones en educacion matematica en su enfoque
teorico, metodologia y tipos de resultados ofrecidos; (2) contiene componentes tedricos,
metodoldégicos y pedagodgicos que estan estrechamente relacionados entre si; (3) continta
atrayendo a los investigadores que encuentran util responder preguntas relacionadas con el
aprendizaje de numerosos conceptos matemadticos, y (4) continlia proporcionando preguntas

abiertas que deben ser resueltas por la comunidad de investigacion (Arnon et al., 2014).



2.2.1 Estructuras y mecanismos mentales

Dubinsky (2002) analiza cinco tipos de mecanismos mentales (interiorizacidon, coordinacion,
reversion, encapsulacion y generalizacion) que conducen a la construccion de estructuras mentales:
acciones, procesos, objetos y esquemas. La Figura 2.1 ilustra las relaciones entre estos mecanismos
y estructuras.

Esquema

inteorizacion

acciones

\L Procesos

Objetos encapsulacion

Coordinacion
Reversion

des -encapsulacién

Figura 2.1 Estructuras y mecanismos mentales para la construccion del conocimiento matematico, (Arnon et al.,
2014, p. 18)

2.2.2  Acciones

La Teoria APOE propone que un concepto se concibe primero como una Accion, es decir, como
una transformacion dirigida externamente de un Objefo u Objetos concebidos previamente. Una
accion es externa en el sentido de que cada paso de la transformacion debe realizarse explicitamente
y guiarse por instrucciones externas. Ademas, cada paso indica el siguiente, es decir, los pasos de

la Accion atn no se pueden imaginar y ninguno se puede omitir (Arnon et al., 2014).

2.2.3 Interiorizacioén y procesos
Los Procesos se construyen utilizando uno de dos mecanismos mentales: interiorizacién o

coordinacioén. Cada uno de estos mecanismos da lugar a nuevos procesos.

A medida que las Acciones se repiten y se reflexionan, el individuo pasa de depender de estimulos
externos a tener control interno sobre ellas. Esto se caracteriza por la capacidad de imaginar la

realizacion de los pasos sin tener necesariamente que realizar cada uno de manera explicita y poder



omitir los pasos, asi como revertirlos. La interiorizaciéon es el mecanismo que hace posible este
cambio mental, ademas permite hacerse consciente de una accion, reflexionar sobre ella y

combinarla con otras acciones (Arnon et al., 2014).

2.2.4 Encapsulacion y objetos

La encapsulacion ocurre cuando un individuo aplica una Accion a un Proceso, es decir, ve una
estructura dindmica (Proceso) como una estructura estatica a la que se pueden aplicar Acciones.
Cuando un individuo se da cuenta del proceso como una totalidad, se da cuenta de que las
transformaciones pueden actuar en esa totalidad y realmente pueden construir tales
transformaciones (explicitamente o en la imaginacion), entonces decimos que ha resumido el

proceso en un objeto cognitivo (Arnon et al., 2014).

2.2.5 Desencapsulacion, coordinacion y reversion de procesos

Una vez que un Proceso se ha encapsulado en un Objeto mental, se puede desencapsular, cuando
sea necesario, volver a su Proceso subyacente. En otras palabras, al aplicar el mecanismo de
desencapsulacion, un individuo puede volver al Proceso que dio origen al Objeto (Arnon et al.,

2014).

El mecanismo de coordinacion es indispensable en la construccion de algunos objetos. Se pueden
desencapsular dos objetos, coordinar sus procesos y encapsular el proceso coordinado para formar

un nuevo objeto (Arnon et al., 2014).

2.2.6 Tematizacion y esquemas

La interaccion de los elementos presentados en la Figura 2.1 da lugar a los Esquemas. Segun
Dubinsky (2002), un esquema se caracteriza por su dinamismo y su reconstruccion continua segun
lo determinado por la actividad matematica del sujeto en situaciones matematicas especificas. La
coherencia de un esquema estd determinada por la capacidad del individuo para determinar si se
puede utilizar para tratar una situacién matematica particular. Una vez que un esquema se construye
como una coleccién coherente de estructuras (acciones, procesos, objetos y otros esquemas) y

conexiones establecidas entre esas estructuras, se puede transformar en una estructura estatica
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(objeto) y/o usarse como una estructura dindmica que asimila otros objetos o esquemas

relacionados (Arnon et al., 2014).

2.2.7 Ciclo de ensefianza ACE

El ciclo de ensefianza ACE (por sus siglas en inglés) es una estrategia pedagogica que consiste en
tres componentes: (A) Actividades, (C) Discusion en Clase y (E) Ejercicios. Para las Actividades,
que constituyen el primer paso en el ciclo, los estudiantes trabajan colaborativamente en equipos
en tareas disefiadas para ayudar a los estudiantes a realizar las construcciones mentales propuestas
por la descomposicion genética. El objetivo de estas tareas es promover la abstraccion reflexiva

mas que las respuestas correctas.

La discusion en clase, que corresponde a la segunda parte del ciclo, involucra a un pequefio grupo
y a un instructor que dirigird la discusion, basandose en los trabajos realizados por los estudiantes
ya sea a lapiz y papel o, en su caso, actividades desarrolladas en laboratorio de computo. La
discusion en clase y el trabajo dentro del salon proporciona a los estudiantes la oportunidad de
reflexionar sobre su trabajo, particularmente de las actividades realizadas en el laboratorio. La labor
del instructor consiste en guiar la discusion, proveer definiciones, ofrecer explicaciones, y/o

presentar un punto de vista para unir lo que los estudiantes han estado pensando y trabajando.

Los ejercicios de tarea, que corresponde a la tercera parte del ciclo, consisten en una serie de
problemas tipicos disefiados para reforzar las actividades y la discusion en clase. Los ejercicios
ayudan como soporte para el continuo desarrollo de las construcciones mentales sugeridas por la

descomposicion genética.

El ciclo ACE y su relacion con la descomposicion genética se ilustra en la figura 2.2:
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‘ Descomposicion Genética ‘

Actividades P—»{ Discusion en Clase

\/

‘ Ejercicios ‘

Figura 2.2. Ciclo de Ensefianza ACE (Arnon et al, 2014)

2.2.8 Descomposicion Genética

Una Descomposicion Genética es un modelo hipotético que describe las estructuras mentales y los
mecanismos que un estudiante podria necesitar para aprender un concepto matematico especifico.
Por lo general, comienza como una hipotesis basada en las experiencias de los investigadores en el
aprendizaje y la ensefianza del concepto, su conocimiento de la Teoria APOE, su conocimiento
matematico, la investigacion previamente publicada sobre el concepto y el desarrollo historico del
concepto. Hasta que se prueba experimentalmente, una descomposicion genética es una hipotesis

y se conoce como preliminar (Arnon et al., 2014, p. 27).

2.2.9 El paradigma de investigacion de la teoria APOE
De acuerdo a Arnon et al. (2014), un proyecto de investigacion basado en APOE involucra tres
componentes: analisis tedrico, disefio e implementacion del tratamiento instruccional y recoleccion

y analisis de datos. La figura nlimero 2.3 muestra como se relacionan estos componentes.

Analisis Teo6rico

Recoleccién y analisis Disefio e implementacion
de Datos del tratamiento instruccional

Figura 2.3. Marco de investigacion de la teoria APOE
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Segun este paradigma, la investigacion comienza con un andlisis tedrico de la cognicion del
concepto matematico bajo estudio. Esto da lugar a una descomposicion genética preliminar del
concepto. Una descomposicidon genética es una descripcion de las construcciones mentales y los
mecanismos mentales que un individuo podria hacer al construir su comprension de un concepto

matematico (Arnon et al., 2014).

Como lo indican las flechas en la figura 2.3 los tres componentes del ciclo de investigacion influyen
entre si. El analisis tedrico dirige el disefio y la implementacion del tratamiento instruccional a
través de actividades destinadas a fomentar las construcciones mentales propuestas en el analisis.
Las actividades y ejercicios estdn disefiados para ayudar a los estudiantes a construir acciones,
interiorizarlas en procesos, encapsular procesos en objetos y coordinar dos o mas procesos para
construir nuevos procesos. Una variedad de estrategias pedagogicas, como el aprendizaje
cooperativo, la resolucion de problemas en grupos pequeiios e incluso algunas clases tradicionales,
pueden ser muy efectivas para ayudar a los estudiantes a aprender el contenido matematico. La
implementacion del tratamiento instruccional brinda una oportunidad para la recopilacion y el

analisis de datos, los cuales se recolectaran y analizaran bajo la lente de la teoria APOE.

El proposito del andlisis es responder dos preguntas: (1) ;Los estudiantes hicieron las
construcciones mentales requeridas por el analisis tedrico? (2) (Qué tan bien aprendieron los
estudiantes el contenido matematico? Si la respuesta a la primera pregunta es negativa, la
instruccion se reconsidera y revisa. Si la respuesta a la primera pregunta es positiva y la respuesta
a la segunda pregunta es negativa, el analisis teorico es reconsiderado y revisado. En cualquier
caso, el ciclo se repite hasta que estas preguntas sean respondidas positivamente y el instructor /
investigador esté satisfecho de que los estudiantes hayan aprendido los conceptos mateméticos
suficientemente bien. En otras palabras, el ciclo continia hasta que la evidencia empirica y el
analisis tedrico apuntan hacia las mismas construcciones mentales. Finalmente, como parte de sus
conclusiones, cada estudio ofrece sugerencias pedagogicas para la implementacion y direcciones

para futuras investigaciones.
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2.3 Descomposicion genética para el concepto conjunto solucion de un sistema de ecuaciones
lineales.

El presente trabajo de investigacion partird del andlisis tedrico presentado en Borja (2015), en la

cual se destaca que:
La principal aportacion de esta investigacion es una descomposicion genética sobre las construcciones
cognitivas y los elementos matematicos involucrados en la resolucion de un sistema de ecuaciones
lineales que puede dar luz sobre aquellas construcciones que juegan un papel clave esencial para el
aprendizaje significativo de los conceptos asociados a la solucion de un sistema de ecuaciones lineales
(Borja, 2015, pp. 272-273).

En las siguientes secciones se hard una transcripcion de la Descomposicion Genética de Borja

(2015).

2.3.1 Construccion del concepto Sistema de Ecuaciones Lineales.

La construccion del concepto de la solucion de un sistema de ecuaciones lineales empieza con la
construccion del concepto Sistema de Ecuaciones Lineales (SLE) en si. Esta construccion se logra
cuando los estudiantes consideran una lista de 72 ecuaciones como un conjunto de ecuaciones que
tiene la caracteristica de compartir un dominio comun de solucion, Re. Para ello, los estudiantes
interiorizan las acciones de evaluacion de una funcion lineal de R* en R en un Proceso, que
coordinan con el proceso de establecer una igualdad entre dos valores, a saber, la evaluacion de la
funcion y el valor que la ecuacion establece. Dicha coordinacion da lugar a la construccion de una
ecuacion lineal como Proceso. Este proceso se encapsula en el objeto ecuacion lineal, al realizar
acciones o transformaciones con o sobre él, por ejemplo, transformar la ecuacion en una relacion
funcional explicita. Cuando los estudiantes consideran los distintos dominios apropiados a una
ecuacion (Proceso) y los coordinan mediante la comparacion para establecer un valor apropiado
de n, que permita a todas las ecuaciones de la lista tener un dominio de evaluacion comun y las
agrupan bajo esa caracteristica, construyen el concepto de un conjunto de ecuaciones lineales con
dominio comin R» (Proceso). Al pensar en este conjunto como un todo que es susceptible a
transformaciones, los estudiantes pueden preguntarse cuantas y qué z -adas existiran en el dominio
comun que satisfagan todas las ecuaciones del conjunto; de esta manera construyen el Objeto

Sistema de Ecuaciones Lineales (Borja, 2015).
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Borja (2015) propone que una concepcion Objeto del concepto Sistema de Ecuaciones Lineales
implica que los estudiantes pueden operar con y sobre el sistema de ecuaciones lineales de la
manera que lo requieran, por ejemplo, para construir sistemas de ecuaciones lineales equivalentes

0 encontrar la solucidn al sistema.

Una vez construido el concepto de Sistema de Ecuaciones Lineales, el estudiante puede construir
el concepto de solucion de éste. Esta construccion inicia con la construccion del conjunto solucion
de cada ecuacion. La construccion de estos conjuntos implica, en primer lugar, desencapsular el
sistema las ecuaciones que dieron origen al sistema. Una vez que los estudiantes ejecutan acciones
nuevamente sobre cada ecuacion, sin perder de vista el dominio comun que comparten todas las
ecuaciones como parte del sistema, los estudiantes relacionan el esquema de funcidon con el
esquema de conjunto para construir el conjunto solucion de cada una de las ecuaciones (Borja,

2015).

Ecuacion lineal

Transformaciones

Ecuacion lineal .
(Objeto) m ecuaciones

Valor apropiado n (R")

Conjunto de ecuaciones lineales
{Dominio comun de solucion}
(Proceso)

N-ada que satisface todas la
ecuaciones del sistema
(Objeto - Sistema de
Ecuaciones Lineales)

Operar sobre el
sistema de
ecuaciones

Figura 2.4. Descomposicion Genética para el concepto Sistema de Ecuaciones Lineal, elaboracion propia con datos
de Borja (2015)
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2.3.2 Construccion del concepto Conjunto Solucion de una Ecuacion Lineal

La construccion del concepto de una solucion a una ecuacion lineal se logra con la vinculacion de
dos esquemas, por un lado el de n-ada y por otro lado el de variable, mediante las acciones de
escribir la ecuacién como una funciéon condicionada y la de evaluar la funcion en las variables del
espacio dominio, para lo cual se debe des-encapsular la 7n-ada (percibida como el objeto 7 -
dimensional sobre el que actua la funcion) en las variables — o coordenadas — que la componen. La
accion de evaluar la funcidn en distintos puntos permite a los estudiantes recuperar la informacion
sobre las variables reales que satisfacen la funcion y la ecuacion. Estas acciones se interiorizan al
considerar una # -ada solucién como una 7 -ada genérica (variable) cuyas coordenadas guardan

la relacién impuesta por la ecuacion (que es una condicion a la evaluacion de la funcion).

Borja (2015) también explica, en términos de la variable, la construccion del conjunto solucion de
una ecuacion lineal: Si la ecuacion involucra s6lo una coordenada, los estudiantes requeriran
reconocer e identificar la presencia de algo desconocido que puede ser determinado (I1) realizando
operaciones algebraicas o aritméticas (I4), mientras que las demés variables deben interpretarse
como numeros generales (G2), cuya presencia en la ecuacion es tacita. Esto implica que los
estudiantes reconozcan mentalmente que ai = 0 para todas las xi cuya presencia en la ecuacion no
es explicita en la funciéon de R™ en R que actua sobre la n-ada, f(x;,...,x,) = a;x;+... +a,x, +
q. Los estudiantes pueden plantear asi una 72-ada solucion genérica (GS5), una de cuyas coordenadas

conocen especificamente.

Si la ecuacion involucra mas de una coordenada, entonces los estudiantes requeriran reconocer que
la ecuacion expresa una relacion funcional entre las coordenadas (F1). La accion de evaluar la
funcion de una 7 -ada implica determinar los valores de la variable dependiente, dados los valores
de las variables independientes (F2) y, en consecuencia, obtendrian ejemplos de 7 -adas solucion.
Si los estudiantes han construido un proceso son capaces de reconocer la variacion conjunta de las
variables involucradas de manera general (F4) y transformar la ecuacion en una relacion funcional
explicita para alguna de las coordenadas (F6), y asi determinar una 7-ada genérica que revela la
dependencia explicita de una de las coordenadas en términos de las otras. Este proceso requiere, a

su vez, que los estudiantes puedan escribir la 7-ada genérica como un arreglo ordenado de nimeros
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generales (G2), uno de los cuales se expresa en términos de los otros (G5), pues al momento de
escribir la n-ada se debe utilizar inicamente la informacion de la coordenada como una expresion
abierta, ya no como una ecuacion entre variables relacionadas. Este proceso se encapsula en una
mn-ada, que al compararse con otras que también son solucion de la ecuacion, puede ser agrupada

en un conjunto, el conjunto solucién de la ecuacion.

Esquema n-ada

Desencapsular

_ {Dominio comun
N-ada en variables de solucién}

0 coordenadas

\ / N-ada solucién N-ada solucion

Evaluar ——= (Objeto)

/ (N-ada genérica)

Funcion
condicionada

!

Esquema variable

Figura 2.5. Construccion de la solucion de una ecuacion lineal, elaboracion propia con datos de Borja (2015)

2.3.3 Construccion del concepto Conjunto Solucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales.

Una vez construido el concepto conjunto solucidon de cada ecuacion del sistema, la construccion
del Conjunto Solucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales (CS-SEL) requiere que los
estudiantes reflexionen sobre el significado de resolver el sistema de ecuaciones en si. Para ello
deben partir de los procesos desde los que se construyd el sistema (considerar un conjunto de
ecuaciones y encontrar un dominio comun de solucion para ellas) y coordinarlos en el proceso
mediante el cual es posible determinar que una solucion que estd en un conjunto solucion, pero no
en los demads, no es solucion del conjunto de todas las ecuaciones, por tanto no es solucion del
sistema, es decir: la(s) solucion(es) del sistema de ecuaciones lineales esta(n) en todos los conjuntos
solucion simultdneamente. Este proceso es encapsulado en un Objeto cuando se requiere realizar

acciones sobre la(s) solucion(es), como describir sus coordenadas, ubicarla(s) en un espacio
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cartesiano apropiado (si la dimension de la n-ada lo permite), descomponerla(s) como suma de dos

0 mas n-adas, o agruparla(s) en un conjunto.

Sistema de
Esquema n-ada Ecuaciones Lineales
(Objeto)

Desencapsular

Desencapsular

_ {Dominio comin
N-ada en variables de solucién}

0 coordenadas

\ / N-ada solucion N-ada solucion . Conjunto solucion de

Evaluar ==\ ada genérica) (Objeto) cada ecuacion

- |

Ecuacion Lineal (m)

Funcion
condicionada Comparacion n-adas
T (Que también son solucion)
Esquema variable \l/

Agrupan en Conjunto solucién

Figura 2.6. Construccion del concepto de conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales, elaboracion propia
con datos de Borja (2015)

2.4 Uso de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas
En esta seccion abordaremos algunos de los aspectos del uso de la tecnologia en la ensefianza de

las matematicas que son tomados en cuenta para el disefio del tratamiento instruccional.

2.4.1 Ambientes Virtuales de Aprendizaje

Borba et al. (2016) mapearon el desarrollo de la investigacion sobre la interfaz entre la tecnologia
digital y la educacion matematica, dentro de su trabajo identificaron cinco tendencias que
presentaron en el Congreso Internacional sobre Educacion Matematica (ICME 13) y que aqui

presentamos en la figura 2.7.
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Tecnologias moviles y
aprendizaje movil

Cursos masivos abiertos en linea
(MOOC’s) en educacion
matematica — Comunidades de Practica (CoP)

Bibliotecas digitales y disefio de
objetos de aprendizaje en educacion

matematica
Uso de la tecnologia en el Entornos de aprendizaje personal
aprendizaje colaborativo (PLE)

| | Redes de aprendizaje personal
Aprendizaje Mixto (PLN)

(Blended Learning)
—| Mashups |

—| Mupples |

Figura 2.7. Interfaz entre la tecnologia digital y la educacion matematica, Fuente: elaboracion propia con datos de
Borba y colaboradores (2016)

Dentro de las tendencias de desarrollo discutidas en su articulo encontramos aspectos de interés
para esta investigacion. Por ejemplo, la disponibilidad de recursos de aprendizaje de matematicas
en linea (como las bibliotecas digitales y los objetos de aprendizaje) permite que muchos
estudiantes ahora puedan recurrir a estas herramientas antes de consultar a un maestro o un libro
de texto. Esto plantea preguntas sobre como organizar los recursos para facilitar el acceso y como
disefarlos pedagdgicamente para fomentar la comprension de los conceptos. Por otra parte, el uso
de propuestas de aprendizaje mixto (blended learning) para ampliar y complementar el aprendizaje
en el aula, con exploracion y discusion en linea, o para emplear un modelo de aula invertido para
hacer que el aula sea un lugar de extension y elaboracion, en lugar de instruccion directa, plantea
preguntas sobre la necesidad de investigar los diversos modelos utilizados en educacion

matematica (Borba et al., 2016).
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El presente trabajo contiene elementos que podemos enmarcar en el disefio de un Ambiente Virtual
de Aprendizaje, VLE por sus siglas en inglés, utilizando un modelo de aprendizaje mixto, ya que
se contara con sesiones en el salon de clases, en laboratorio de computo acompafiados por el
docente y tareas a realizar en linea fuera de clase. El ambiente virtual de aprendizaje cuenta con

applets desarrollados en la plataforma GeoGebra.

2.4.2 GeoGebra
GeoGebra es un software de matemadticas para todo nivel educativo. Reline dindmicamente
geometria, algebra, estadistica y calculo en registros graficos, de analisis y de organizacion en hojas

de calculo (https://www.geogebra.org/about).

2.4.2.1 Una categorizacion de applets de GeoGebra
Jiménez (2018) resalta la necesidad de contar con una clasificacion de las distintas aplicaciones

que se pueden generar o usar con GeoGebra, ver Tabla 2.

Tabla 3. Clasificacion de aplicaciones generadas o usadas en Geogebra, Jiménez (2018)

Applets de conjetura Applets de evaluacion
Su proposito es ejemplificar hipotesis o | Como su nombre lo indica, este tipo de aplicativos
supuestos asociados a un objeto o situacion,de son actividades que le permiten al docente evaluar

manera que,a  partir de su exploracion se | procesos, conocimientos o habilidades.

ratifiquen o invaliden los supuestos planteados.

Caracteristicas:
Caracteristicas: . . .
e Contienen preguntas de seleccion multiple,
e Ausencia de textos que indique el numéricas, emparejar, completar, graficar,
proceso a seguir. No se dan instrucciones al entre otras.
usuario.

e Se define la variable Grade (en su mayoria).
e Se encuentran activas tanto la vista . . .,
e Contiene una breve retroalimentacion
algebraica como la de ejecucion (grafica,

3D, tabla o CAS).

(puede ser una nota).

e No hay botones ni casillas de ingreso.

e  Si hay deslizadores, aparecen en Ssu

forma usual.
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Applets de aprendizaje autébnomo

Applets calculadoras

Estas construcciones estan disefiadas para que el
usuario caracterice algiin concepto o procedimiento
sin acompafiamiento obligatorio de un docente; en
general se evidencia un esfuerzo adicional en el

disefio de la interfaz.
Caracteristicas

e En su disefio se incluyen botones o casillas
que le permiten al usuario interactuar con el

applet.

e Se incluyen indicaciones para el uso del

applet.

e Su construccion permite al usuario

reproducir una amplia gama de casos.

e No aparece la vista algebraica

Este tipo de aplicativos le permiten al usuario
efectuar diversos tipos de calculo en los diferentes

campos disciplinarios que el software ofrece.
Caracteristicas

e Su disefio incluye botones y casillas que le
permiten al usuario interactuar con el

aplicativo.

e Permite realizar una gran cantidad de

calculos.

e Contiene indicaciones breves acerca de su

uso.

e Se particularizan funciones de GeoGebra
para que el usuario no asuma el proceso de

programar

Applets de acompafiamiento

el autor es el usuario.

Caracteristicas

manipula la construccion.

Su proposito es ser un material de apoyo o soporte a las explicaciones dadas por el docente. En su gran

mayoria son representaciones graficas, no aparecen indicaciones de uso puesto que en la mayoria de los casos

e No aparecen textos que indiquen el uso de las herramientas, pero en ocasiones si sefiales para quien

e Los casos que se pueden reproducir son limitados.
e Lostitulos en general sefialan un concepto o procedimiento.

o Lautilidad de los mismos carece de sentido sin el acompafamiento del docente.

2.4.3 Entornos de representacion multiple o multi-representacion

El uso de herramientas tecnoldgicas permite el desarrollo de nuevos entornos en donde las
restricciones habituales del papel y lapiz cambian radicalmente; de hecho, los entornos
tecnologicos ofrecen mas de una opcion para que los estudiantes puedan interactuar, con la

posibilidad de integrar y utilizar simultdneamente registros diferentes (como numéricos,
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simbdlicos, graficos) con la misma herramienta (pantalla de la herramienta tecnoldgica), o
diferentes herramientas (las pantallas de las diferentes herramientas presentes en el aula). Estos
entornos los consideraremos de representacion multiple, en el sentido de que los estudiantes tienen
dos o més representaciones de los mismos objetos matematicos a su disposicion (Arzarello &

Robutti, 2010).

El uso de una tecnologia no significa una repeticion de las actividades tradicionales realizadas en
papel y lapiz, sino que introduce una nueva metodologia que puede dar diferentes enfoques a las
matematicas. Esto tiene consecuencias para las diferentes modalidades de comportamientos
activados simultaneamente por los estudiantes durante sus procesos de aprendizaje. Por ejemplo,
en sus producciones verbales, escritas y gestuales. Dichas caracteristicas representan una novedad
en el panorama de los entornos tecnoldgicos, y es natural preguntarse si dichas innovaciones
modifican los procesos y los productos de las personas que aprenden matematicas y como podrian

cambiar las practicas de los docentes (Arzarello & Robutti, 2010).

Con respecto a las contribuciones de la tecnologia a la construccion de conocimiento matematico:
Se puede considerar que el desarrollo de una parte experimental de las matematicas vincula
representaciones y objetos, asi como medios y contenidos. La posibilidad de representaciones
multiples inherentes a la tecnologia ofrece numerosas ocasiones para comprender mejor la
"realidad" de los objetos matematicos y, por lo tanto, para nuevas formas de ensefiar y aprender

matematicas (Aldon, 2015, p. 380).

2.5 Importancia de la coordinacion entre registros de representacion

Como mencionamos anteriormente el uso coordinado de las dos teorias como un solo marco no es
algo nuevo, por ejemplo Romero y Oktag (2015) proponen que el uso de la teoria APOE y la teoria
de representaciones semioticas de Duval (1999) permitiria ganar precision y entendimiento sobre
varios aspectos del aprendizaje de las transformaciones lineales: sobre el desarrollo de las
estructuras mentales, el papel de la semiosis en el aprendizaje y la naturaleza de varias dificultades

de aprendizaje.

Al respecto Arnon et al. (Arnon et al., 2014, p. 181) resaltan que:
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La razon por la cual los estudiantes tienen tantos problemas para realizar transiciones entre una
representacion y otra es que ellos van directamente de una representacion a la otra (y asi son
ensefiados) sin pasar por el significado cognitivo del concepto (dado por la descomposicion

genética.
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Capitulo 3

METODOLOGIA

En apego al ciclo de investigacion que propone la teoria APOE esta investigacion parti6 del andlisis

teorico propuesto por Borja (2015) el cual orientd el disefio del tratamiento instruccional,

posteriormente se implemento dicho disefo y se aplico un instrumento para la recoleccion de datos

para su posterior andlisis. Cabe mencionar que, como objetivo del presente trabajo, no se planted

llegar a proponer un refinamiento a la descomposicion genética.

A continuacion describimos las fases en las que se desarroll6 la investigacion:
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Primera fase: Revision de literatura, esta fase inicid durante el primer semestre del afio 2018
y continué durante el desarrollo de toda la investigacion; de la revision de literatura y
partiendo de la descomposicion genética de Borja (2015) se identificaron aquellas
construcciones mentales que era necesario desarrollar en los estudiantes para promover la
comprension de SEL y su CS-SEL, lo anterior sirvid para fundamentar el disefio del
conjunto de actividades y tareas.

Segunda fase: Disefio de actividades y construccion del VLE. Durante todo el afio 2018 se
continuo con el disefio de actividades y construccion del VLE, inicialmente en el dominio
de la Universidad Politécnica de Puebla y posteriormente se migré al sitio
https://sites.google.com/quadrivium-puebla.mx/algebra-lineal/pagina-principal en el mes

de julio de 2019.

Tercera fase: Pilotaje de actividades. Esta fase se realiz6 durante el cuatrimestre Agosto-
Diciembre 2018 en la Universidad Politécnica de Puebla, con tres grupos de la materia de
Algebra Lineal. Esta fase sirvio para probar las actividades con la finalidad de detectar
dificultades que podrian presentarse tanto con las tareas propuestas como con el uso de las
applets desarrolladas.

Cuarta fase: Aplicacion de actividades y recoleccion de informacion. Se realizo durante el
cuatrimestre Enero-Mayo de 2019 en la Universidad Politécnica de Puebla en el programa
académico de Ingenieria en Biotecnologia, con un grupo de estudiantes que no acreditaron
el curso de Algebra Lineal en el cuatrimestre inmediato anterior, con un total de 24 horas

(de las cuales 12 horas fueron utilizadas para el tema de Sistemas de Ecuaciones Lineales).



Es importante mencionar que el tratamiento instruccional considerd algunos de los
elementos propuestos por la metodologia ACE, pero su aplicacion no fue en estricto apego.

En esta etapa se aplicd un instrumento de evaluacion al finalizar el curso.

3.1 Disefio del tratamiento instruccional

En esta seccion se presentan las caracteristicas del disefio instruccional: 1) se describen las
caracteristicas generales del VLE como son su ubicacion digital, contenidos disponibles y cuales
de estos contenidos forman parte del presente estudio, 2) se presenta el andlisis de contenido de las

actividades disenadas.

3.1.1 Ambiente virtual de aprendizaje (VLE)

A continuacion se presenta el “mapa del sitio” del VLE que contiene las actividades y tareas
disefiadas, y que pueden servir de apoyo en un curso de algebra lineal de diversos programas de
ingenieria. Cabe sefialar que debido al alcance del presente trabajo solo se analizaradn las
actividades que aportan directamente a la construccion de las estructuras y mecanismos mentales
mencionadas en la DG de partida, aunque el VLE contiene también otro conjunto de actividades
relacionadas con la construccion de estructuras previas que se consideran necesarias en la

descomposicion genética.

El VLE consiste en una pagina web hospedada en el sitio: https://sites.google.com/quadrivium-

puebla.mx/algebra-lineal/pagina-principal. Cada una de las sub paginas presenta uno de los

subtemas que se mencionan en la figura 7, marcado con un asterisco; contienen una breve
descripcion del concepto a abordar, una applet de acompanamiento, segiin lo que propone Jiménez
(2018), y se asignan tareas que el estudiante debe realizar, ya sea durante la sesion o como trabajo

para casa.
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Curso de Algebra Lineal y Sistemas de
Ecuaciones Lineales

(VLE)

Vectores

Sistemas de
Ecuaciones Lineales

(Vectores en R?y R?
Suma de Vectores
Vector por escalar

Norma de un vector

Angulo entre
vectores

Distancia entre
vectores

Producto punto
Producto Cruz

Combinacion Lineal

( *Conjunto solucion h
de una ecuacion
lineal

*Sistemas de
ecuaciones lineales
en R?

*Sistema de
ecuaciones
equivalentes

*Tipos de sistemas
en R3

*Sistema de
ecuaciones
subdeterminado

*Sistemas
homogéneos

*S.E.L. homogéneos

\_ Y no homogéneos

Aplicacion de
sistemas de
ecuaciones lineales

Recursos adicionales

(

.

*Analisis de redes
* Asignacion de
recursos
*Ajuste polinomial
de curvas

*Balanceo de
ecuaciones quimicas

\

7

J

Figura 3.1. Mapa del Sitio (VLE), Fuente: elaboracion propia.

\.

Ecuacion de la recta
en R?

Ecuacion de la recta
en R3

Ecuacion del plano
en R?

\

J

Los recuadros sombreados son justamente los que se analizardn detenidamente a la luz de la

descomposicion genética de Borja (2015).

Es importante mencionar que varias actividades promueven el uso de los vectores debido a que la

descomposicion genética resalta la importancia de que los estudiantes coordinen los procesos

algebraicos y los procesos geométricos involucrados, cuando la geometria de los espacios en que

se insertan las ecuaciones lo permita, para que los estudiantes logren una mejor comprension de

los sistemas con que trabajan y la solucién que obtienen.

3.1.2  Descripcion y andlisis previo de actividades

Las siguientes actividades se desarrollaron para servir de apoyo a las sesiones realizadas en el salon

de clase, se desarrollaron en los laboratorios de computo de la Universidad Politécnica de Puebla
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y estas tareas tuvieron la funcién de Actividades de acuerdo con el ciclo de ensefianza ACE que
propone la teoria APOE, pero a diferencia de lo que propone el ciclo los estudiantes trabajaron de
manera individual y posteriormente se discutid en la misma sesion sobre las actividades realizadas

en clase.

La figura 3.2 ejemplifica el uso de multi-representacion en el ambiente virtual de aprendizaje, por
ejemplo, del lado izquierdo de la pantalla el estudiante cuenta con la representacion algebraica y
matricial de un SEL i3y, ademas de la representacion vectorial del CS-SEL y un deslizador que
asigna valores al pardmetro 7~. Del lado derecho de la pantalla el estudiante puede observar la
representacion geométrica del sistema, asi como las transformaciones que provocan las
modificaciones a la representacion matricial. Ademas, se cuenta con la representacion geométrica
del conjunto solucién que, en este caso, es la recta determinada por el vector director y el punto de
la pantalla izquierda, asi como soluciones particulares del sistema calculadas a partir de los valores

asignados al parametro 7~ al mover el deslizador.

Ec.1:(1)x;+ (2)xs+(—1)xs = 3

Mostrar Solucién

T 5 -7
Tyl =r|-3|+ |5 |,reR
T3 -1 0

2

r=2.

Figura 3.2 Ejemplo del uso de multi-representaciones utilizado en el VLE, Fuente: elaboracion propia
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3.1.2.1 Conjunto solucién de una ecuacion lineal

Introduccion — Descripcion de la actividad

Analisis / Justificacion

Una solucion de una ecuacion lineal en 7 variables es una
sucesion de 72 nimeros reales s, s2, S3, ...,Sn ordenados

de modo que la ecuacion se cumple cuando los valores

X1=81,X2=82,X3=83,...,%Xn=Sn

se sustituyen en ésta. Por ejemplo, la ecuacion x1 + 2x2 =
4. Se cumple cuando x1=2 y x»=1. Otras soluciones son

x1=-4y x22=4, y también x1=0 y 22=2, y 21=-2 y x=3.

El conjunto de todas las soluciones de la ecuacion lineal
se denomina conjunto solucion y cuando se determina este
conjunto, se dice que se ha resuelto la ecuacion. Para
describir todo el conjunto soluciéon de una ecuacion lineal,
a menudo se utiliza la representacion paramétrica.
Ejemplo:

Resuelva la ecuacion lineal x + 24 = 4;

Por lo tanto: x=4 - 27, y=r,  ER.

Se introduce el concepto de conjunto soluciéon de una
ecuacion lineal, se presenta una definicion formal del
concepto y se da un ejemplo del conjunto solucion de una
en R?2 también se muestra la

ecuacion lineal

representacion paramétrica del conjunto solucion.

Consideramos que esta actividad permitirda a los
estudiantes conocer una representacion de la ecuacion
lineal diferente a las utilizadas de manera convencional en
la matematica escolar, la representacion vectorial de una
recta o representacion paramétrica. La intencion es
establecer esta representacion como punto de partida de
las construcciones que se promoveran con el resto de las

actividades.

Por otra parte, en el caso de sistemas de ecuaciones
lineales en R® con infinitas soluciones el conjunto
solucion puede representarse como una recta en R3, por lo
cual es necesario que el estudiante pueda identificar y

representar dicho conjunto solucion.

Construccion en GeoGebra

| Mostrar Conjunto Solucién
Soluciones particulares

("] Mostrar Punto

Aqui el estudiante deberd capturar los coeficientes
numéricos correspondientes dados en la representacion
paramétrica, ademas de poder verificar si los coeficientes
son correctos al mostrar la recta y la solucion
casillas de verificacion

(seleccionando las

correspondientes).

La intencion es que el estudiante realice acciones en la
representacion analitica (vectorial) que le permitan
obtener la representacion grafica de la recta que representa
(conversion) En caso de que sus resultados no coincidan

con la recta solicitada debera verificar y proponer
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nuevamente otra combinacion lineal para obtener la

grafica correcta.

Actividades en salon de computo

Justificacion

Otra forma de representar el conjunto solucion es como la
pareja ordenada (4 - 277, #7), en este caso representa la

pareja ordenada (x,) como relacion de x en funcion de ¢.
Actividades:

Proporciona tres soluciones particulares de la ecuacion
lineal (sugerencia: desliza el punto A sobre la recta e
identifica la pareja ordenada que es solucion de la

ecuacion lineal).

Verifica las soluciones particulares obtenidas en la
ecuacion inicial.
(Cuales de las siguientes parejas ordenadas son solucion

de la ecuacion?; (0,4); (4,0); (0,0), (6,-1).

Encuentra el valor de la variable dependiente cuando 7~ es

igual a: -2, 0y 2.

Inicialmente se presenta al estudiante otra representacion

del conjunto solucion, como pareja ordenada.

En la primera tarea se pretende que el estudiante “deslice”
el punto A en la construccion y seleccione tres soluciones
particulares e identifique que el punto siempre estd en la

recta.

En la segunda tarea se espera que el estudiante verifique
que dichas coordenadas del punto son soluciéon de la
ecuacion lineal original (Accion), es decir sustituya los
valores de las variables y verifique si la ecuacion es un

enunciado verdadero (I3).

En la tercera tarea el estudiante debera verificar cuales de
las parejas ordenadas dadas corresponden a soluciones de
la ecuacion lineal y cudles no, nuevamente mediante
sustitucion directa en la ecuacion lineal (Accion).
Nuevamente debera sustituir los valores de las variables y
verificar si la ecuacion es un enunciado verdadero (I3), si

es asi, la pareja ordenada sera solucion de la ecuacion.

Por ultimo se busca verificar que el estudiante es capaz de
identificar la n-ada genérica dada como una relacion
funcional entre las variables x y ¢, y de encontrar el valor
de la variable x dando valores al pardmetro 7~; esta tarea
involucra identificar al parametro #~ como numero
general, y por lo tanto, asigne los valores propuestos, y
determine el valor de la variable dependiente dado un

valor de la independiente (F2).

Tareas

Justificacion

Encuentra la representacion paramétrica del conjunto
solucion de la ecuacion lineal dada como ¢ en funcion de

x (de ser necesario verifica tu solucion en la construccion)

En esta actividad esperamos que el estudiante sea capaz
de encontrar el conjunto solucién como relacion funcional
(F1) de ¢ en funcién de x y pueda expresarlo como pareja

ordenada. Si el estudiante es capaz de encontrar el
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Representa el conjunto solucion como pareja ordenada de

1 en funcion de x.

Proporciona tres soluciones particulares asignando
valores a la variable independiente y representa dichas

soluciones como pareja ordenada.

conjunto solucion utilizando exclusivamente métodos
analiticos se considerara evidencia de que ha alcanzado
una concepcion Proceso del concepto conjunto solucion
de una ecuacion lineal. En caso de que requiera verificar
su respuesta en la construccion se considerard que el

estudiante estd en concepcion Accion.

Por ultimo, esperamos que el estudiante pueda
proporcionar tres soluciones particulares. Para esta tarea
el estudiante debera interpretar el parametro como la
representacion de una entidad general indeterminada que
puede asumir cualquier valor (G2), una vez identificado
esto el estudiante deberd asignar distintos valores al
parametro y encontrar el valor de la otra variable (14); en
este caso si el estudiante necesita realizar todos los
célculos para encontrar los valores de la variable
dependiente en funcion de la independiente nuevamente
consideramos una concepcion Accion. En caso de que el
estudiante identifique que las soluciones particulares que
encontro en las actividades realizadas en el salon de clases
también son solucion de la ecuacion, no importando como
se establezca la relacion, consideramos que se encuentra

en un nivel Proceso.

Introduccion — Descripcion de la actividad

Analisis / Justificacion

(Qué representa la ecuacion x + 2y = 4 en R3?

La representacion paramétrica del conjunto solucion de la

ecuacion en R?

+s|0] + |0
0 1 0

Otra forma de representar el conjunto solucion es como
terna ordenada (-27~ + 4, 7, 8). En este caso se representa
la terna ordenada (x, 4, z) como relacion funcional de x

en funcion de ¢ y z como variable libre.

En esta actividad se busca que el estudiante identifique la
ecuacion x + 2¢ = 4 en R* como un plano, para esto se
presenta la representacion paramétrica del conjunto

soluciéon como la combinacion lineal de dos vectores.

Posteriormente se presenta el conjunto soluciéon como

terna ordenada.

Esperamos que el presentar al estudiante el mismo objeto
matematico en tres distintos registros de representacion
semidtica (algebraico, grafico y como combinacion lineal)

se favorezca la construccion del concepto.
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Construccion en GeoGebra

Sea (a)x+(b)y+(c)z=(d)
at b1 ci d1

(Mx+(1)y+(1)z=1

[ wostear Piano

0 0 0

X =" =+ s |o =+ [0

0 0 0

IMostrar vector u |Mostrar Vector v

®©

En esta construccion el estudiante debera capturar los
coeficientes a, b, ¢, d, Al capturar los coeficientes
numéricos y activar la casilla de verificacion “Mostrar
Plano”, podra observar el plano que representa la

ecuacion dada.

Por otra parte, el estudiante debera capturar las
coordenadas de los vectores y el punto que generaran el
plano, y activar “Aleatorio r y s” con lo cual se mostrara
una serie de puntos que estaran contenidos en el plano que

representa a la ecuacion.

Actividades en salon de computo

Justificacion

Proporciona tres soluciones particulares de la ecuacion

lineal.

Cuales de las siguientes ternas ordenadas son solucion de

la ecuacion?; (0,4,0); (4,0,1); (6,-1), (0,0,0).

En esta actividad esperamos que el estudiante sea capaz
de proporcionar soluciones particulares a partir de la terna
proporcionada (-27~ + 4, 7+, 8), asignando inicialmente
valores al pardmetro #7, y encontrando el valor
correspondiente a la coordenada en x , en este caso se
espera que los estudiantes superen el obstaculo que puede
representar el tener la variable libre 3, representada por el

parametro 3.

Esperamos que realizar la accion de evaluar las ternas
proporcionadas ayude al estudiante a identificar que el
coeficiente numérico 0 (cero) que debié capturar en la
construccion permite asignar a la variable z cualquier

valor.

Por ejemplo, el evaluar la pareja ordenada (6,-1), la cual
es solucion en R? pero no en R?, obliga a los estudiantes a

evaluar la funcién en las variables del espacio dominio.

Estas actividades toman en cuenta que la construccion del
concepto de una solucidon a una ecuacion lineal se logra
con la vinculacion de dos esquemas, por un lado el de n-
ada y por otro lado el de variable, mediante las acciones
de escribir la ecuacion como una funcion condicionada y

la de evaluar la funciéon en las variables del espacio
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dominio, esperamos que con el desarrollo de estas

actividades se favorezca en los estudiantes una

concepcion Proceso del conjunto solucion y permitan mas
adelante encapsular el concepto cuando necesiten operar
sobre el conjunto solucién de cada ecuacion lineal, como
encontrar sistemas de ecuaciones

por ejemplo,

equivalentes.

Recurso disponible en:

https://sites.google.com/quadrivium-puebla.mx/algebra-lineal/pagina-principal/conjunto-

solucion-de-una-ecuacion-lineal

3.1.2.2 Sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2

Presentacion del problema

Analisis / Justificacion

Dentro de la ciudad, cierto automoévil rinde 6 kms por
litro; en cambio en carretera rinde 8.5 kms por litro. Si el
automovil consumi6 90 litros en un recorrido de 690 kms

determinese qué parte del recorrido fue en la ciudad.

Se presenta un problema tipico que puede resolverse
utilizando cualquier método de resolucion de sistemas
lineales e incluso otras estrategias, como por ejemplo

tanteo.

Propuesta de solucion

Analisis / Justificacion

Para resolver este problema debemos considerar las dos

condiciones que propone el problema:
1) el total del recorrido fue de 690 kilémetros
2) el consumo de combustible fue de 90 litros

Si establecemos a x como los kilometros recorridos en
ciudad y ¢ como el total de kiléometros recorridos en
carretera podemos plantear dos ecuaciones, una para cada

condicion dada por el problema:
x+ 4 =690
(Y6) 2+ (Ys.5) 4 =90

Recordando que el conjunto solucién de una ecuacion

lineal es aquel que contiene todas las soluciones de dicha

Debido a que el objetivo del presente estudio no es la
modelacion, se orienta al estudiante para plantear un
sistema de ecuaciones lineales tomando en cuenta las

restricciones que proporciona el problema.

Una vez propuestas las ecuaciones que conforman el SEL
se presenta el CS-SEL como pareja ordenada genérica de
ambas ecuaciones y se propone buscar la interseccion
entre estos conjuntos solucion mediante el método de
resolucion de sistema de ecuaciones lineales por

igualacion.

El hecho de establecer la igualdad entre las dos ecuaciones
que forman el sistema de ecuaciones lineales requiere que

el estudiante encapsule el objeto ecuacién lineal para
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ecuacion lineal podemos representar lo conjuntos de las
ecuaciones anteriores como las siguientes parejas

ordenadas:
(2,690 -x)
(x,8.5(90 - s x))

Ya que tenemos ambos conjuntos lo que estamos
buscando es la interseccion entre ellos, es decir aquel
punto en que ambas ecuaciones se solucionan de manera

simultanea, por ejemplo en aquel en que las x son iguales:

690 —x = 8.5(90 - /s x)

permitirle realizar acciones o transformaciones sobre el
como es, por ejemplo presentarla como una pareja

ordenada o relacion funcional.

En este caso, debido a que se le dan instrucciones precisas
al estudiante sobre las acciones y transformaciones que
debera realizar al sistema esperamos que alcance una

concepcion Accion del Sistema de Ecuaciones Lineales.

Actividad

Justificacion

Resuelve de manera algebraica la ecuacion lineal

propuesta en el punto anterior.

En este caso buscamos indagar sobre el dominio que tiene

sobre el uso de la variable como incognita,

especificamente los siguientes aspectos del modelo 3UV:

(I1) Reconocer e identificar en una situacion problematica
la presencia de algo desconocido que puede ser

determinado considerando las restricciones del problema.

(I4) Determinar la cantidad desconocida que aparece en
ecuaciones o problemas, realizando las operaciones

algebraicas o aritméticas.

Si los alumnos son capaces de encontrar el valor de la

incognita se orientara la discusion grupal para:

(F2) Determinar los valores de la variable dependiente,

dados los valores de la independiente.

Y finalmente proponer la solucion al problema en los

términos del planteamiento contextualizado.

Introduccion — Descripcion de la actividad

Analisis / Justificacion

Otra forma de resolver este problema es por el método
grafico, es decir representamos ambas ecuaciones como

por ejemplo:

f(x)= 690 — x

Ahora se propone resolver el sistema de ecuaciones
utilizando el método grafico con la ayuda de una

construccion dinamica en GeoGebra
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g(x)=8.5(90-1/6 x)

Construccion en GeoGebra

Km Ciudad
®©

f(x) = 690 —x, (0 < x < 690)

(x,690 — z) = (10,680)

g() = 85 (90 ;) (0 <

(a‘,?%?;(‘)t)—ér )) = (10,751)

x < 540)

La construccion presenta las graficas de las funciones f(xx)
y g(x), el deslizador “Km ciudad” modifica los valores de
la variable x , y por lo tanto, la ubicacion de cada uno de
los puntos que se encuentran en sus respectivas graficas,
los puntos estan determinados como (%, f(x)) y (%, g(x)),
por lo que el estudiante debera manipular el deslizador
hasta que los puntos se unan en la interseccion de las

rectas.

Ademas de la interseccion grafica cuentan con las parejas
ordenadas de cada punto que se modifican de acuerdo al

valor del deslizador.

Esperamos que el presentar al estudiante el mismo objeto
matematico en distintos registros de representacion
semidtica (algebraico, como pareja ordenada y grafico)

favorezca la construccion del concepto.

Actividades en salon de computo

Justificacion

Las siguientes 7n-adas genéricas representan a cada una de
las dos ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales,
encuentra su interseccion y por lo tanto la solucion del

sistema:
(%, 22+3) y (%, 2x - 3)
(x, 3-2) y (x, (9-3x)/3)

Si es necesario grafica las rectas que representan cada una
de las parejas ordenadas y encuentra su interseccion si es

que existe.

En esta actividad se presentan dos sistemas de ecuaciones
lineales, el primero inconsistente y el segundo consistente

con infinitas soluciones.

Esperamos que tras la comparacion de los conjuntos
solucion de cada una de las ecuaciones el estudiante pueda
establecer una igualdad e intente resolver la ecuacion
lineal encontrada; debido al tipo de sistemas propuestos el

estudiante se enfrentara a situaciones como:
0 = -6, en el primer sistema
0 =0, en el segundo sistema

Debido a que puedan ser los primeros acercamientos a
sistemas de ecuaciones inconsistentes o consistentes con
infinitas soluciones es probable que el estudiante deba
recurrir a la representacion grafica del sistema para

encontrar que:
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En el primer caso, no es posible encontrar un punto de

interseccion debido a que las rectas son paralelas.

En el segundo caso, que ambas expresiones algebraicas
tienen la misma representacion geométrica, es decir, que
ambas corresponden a la misma recta, por lo que el
conjunto solucion puede ser cualquiera de las parejas

ordenadas dada.

Recurso disponible en:

https://sites.google.com/quadrivium-puebla.mx/algebra-lineal/pagina-principal/sistemas-de-

ecuaciones-lineales-2-x-2

3.1.2.3 Sistemas de ecuaciones equivalentes

Introduccion de conceptos

Analisis / Justificacion

Operaciones elementales con renglones
Las operaciones permisibles, llamadas operaciones

elementales con renglones, corresponden a las
operaciones que pueden realizarse sobre un sistema de
ecuaciones lineales para transformarlo en un sistema
equivalente.
Las siguientes operaciones elementales con renglones
pueden realizarse sobre una matriz:

1. Intercambiar dos renglones.

2. Multiplicar un renglén por una constante distinta de

cero.

3. Sumar un multiplo de un renglén a otro renglon.
En cada paso del proceso anterior se obtiene un sistema
equivalente; es decir, comparten el mismo conjunto

solucion.

Se introduce el concepto de operaciones elementales
con renglones para el método de Gauss — Jordan y el
de sistema de ecuaciones equivalentes; esta actividad
se disefi6 para promover la coordinacion de registros
mediante el uso de la multi-representacion que permite
el uso de tecnologia, no se espera que sea una actividad

de introduccion al algoritmo de Gauss — Jordan.

Actividad

Analisis / Justificacion

Resuelve a lapiz y papel el siguiente sistemas de
ecuaciones lineales por el método de Gauss - Jordan
X1+t 2, +23=06
221- X2 T x3= -4

3x1-x3: 1

En esta actividad se pide al estudiante resuelva a lapiz
y papel el sistema de ecuaciones dado, es importante
que cuente con el desarrollo completo del algoritmo ya

que se utilizara en la siguiente actividad.
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Construccion en GeoGebra e instrucciones

Justificacion

La siguiente construccion muestra la representacion
algebraica y matricial (del lado izquierdo) y la
representacion grafica del sistema de ecuaciones lineales
del punto anterior, captura los coeficientes numéricos de
cada uno de los sistemas equivalentes obtenidos al
resolver el sistema por Gauss - Jordan en la representacion
matricial y observa las transformaciones al sistema.

De acuerdo a la definicion de Sistema de Ecuaciones
Equivalentes, si la operacion elemental sobre los
renglones del sistema fue correctamente realizada esto

quiere decir que compartiran el mismo conjunto solucion.
Be.d : (1)ag + (1)3s + (1)z5 = 6

Ec.3: (8)a + (0)zg + (—1)s = 0

(] Mostar interseccion

Aqui el estudiante debera modificar los coeficientes
numéricos en la representacion matricial del sistema de
ecuaciones de acuerdo a las operaciones realizadas
sobre el sistema y observar las transformaciones que
genera en los planos, si la operacion fue correctamente
realizada el estudiante podra verificar visualmente que
comparten el mismo conjunto solucién, el cual esta
representado por el punto amarillo en la construccion,
de acuerdo a la D.G.

La tercera ecuacion permitird evaluar si el estudiante
es capaz de establecer el dominio comun de la solucién
de todas la ecuaciones ya que ésta ultima s6lo cuenta
con dos variables, si el estudiante es capaz de
establecer un dominio comin, en este caso R® , se
considerara una concepcion Proceso del Sistema de
Ecuaciones Lineales.

Si el estudiantes logra una concepcion Objeto del SEL
podra operar sobre el sistema y encontrar Sistemas de
Ecuaciones Equivalentes y finalmente encontrar la
solucion del sistema.

Con el desarrollo de esta actividad esperamos que los
estudiantes mediante la comprobacion repetitiva de
verificar la validez del conjunto soluciéon de los
sistemas de ecuaciones equivalentes encontrados,
interioricen que un sistema de ecuaciones equivalentes
comparte el mismo conjunto solucidn, pero que el
sistema es equivalente mas no igual, y que lo visualice
a través de las transformaciones que implican las
operaciones realizadas.

Esperamos que el presentar al estudiante el mismo
objeto matematico en distintos registros de
representacion semidtica (algebraico, matricial y

geométrico) favorezca la construccion del concepto.

Construccion en GeoGebra e instrucciones

Analisis / Justificacion

Adicionalmente se ofrece al estudiante wuna

“calculadora” para verificar que el sistema de
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x=3 y=2

ecuaciones obtenido es verdaderamente un sistema de
ecuaciones equivalentes al compartir el mismo

conjunto solucién mediante la ecuacién matricial AX =

b.

Recurso digital disponible en:

https://sites.google.com/quadrivium-puebla.mx/algebra-lineal/pagina-principal/sistemas-de-

ecuaciones-equivalentes

3.1.2.4 Tipos de Sistemas

Actividad

Analisis / Justificacion

Operaciones elementales con renglones
Actividad:

e Determine si los siguientes sistemas son o no

consistentes (argumenta tu respuesta).

Para realizar la tarea deberds resolver los sistemas de
ecuaciones lineales propuestos a lapiz y papel, puedes ir
reescribiendo el sistema equivalente que obtengas
después de aplicar alguna de las operaciones elementales
hasta lograr que la solucion (en caso de existir) sea

evidente.

En esta actividad se pide al estudiante resuelva a lapiz
y papel tres SEL, es importante que cuente con el
desarrollo completo del algoritmo ya que se utilizara
para capturar los coeficientes numéricos en la

representacion matricial.

Sistema consistente con unica solucion

Analisis / Justificacion

le + X - X3— -1
X1- sz + x3= 5
3x1- Xo - 2x3: 0

Ec.1:(1)xy+ (0)x2+ (0)xs = 1

i

Ec.3:(0)x;+ (0)zs + (1)z3 = 2

(] Mostrar interseccion

Esta actividad es practicamente idéntica a la anterior,
el objetivo de esta actividad es que el se enfrente a un
SEL consistente con Unica solucion como aquellos que

tradicionalmente se le presentan a los estudiantes.

Si el estudiante han logrado una concepcion Objeto del
SEL sera capaz de encontrar la solucion del sistema, si
no es asi y necesita la orientacion del docente para

construirlo el estudiante estard en concepcion Accion.
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Sistema inconsistente

Analisis / Justificacion

Ecd:(1)x;+ (—1)zs+ (1)xzs= 0
Ec.2:(—1)x;+(3)xs+ (1)zs = 5

Ec.3:(3)xy+ (1)xs+ (7)xs = 11

Ec.1:(1)x;+ (—1)xs+ (1)xg = 0
Ec.2:(0)x; + (2)xs+ (2)xs = &

Ec.3:(0)x;+ (2)xs + (2)x3 = 1

En este caso el estudiante se enfrentara a un SEL
inconsistente, si el estudiante tiene una concepcion
Objeto del SEL sera capaz de obtener Sistemas de
Ecuaciones Equivalentes y encontrara la inconsistencia
en la ultima operacion que realice sobre el sistema.

Es probable que aqui el estudiante requiera orientacion
por parte del docente al enfrentarse a sistemas
equivalentes que contengan expresiones como por
ejemplo 0=-4, con el apoyo de la herramienta
tecnologica sera util pedirle al estudiante que
“reescriba” el sistema equivalente un paso antes de
llegar a la inconsistencia y observe los planos,
justamente ahi el estudiante debera reflexionar si existe
algiin espacio comin en que los planos puedan

coincidir y por lo tanto ser solucion del SEL.

Sistema consistente con infinitas soluciones

Analisis / Justificacion

Ec.1:(1)x;+ (2)xs+ (—1)xs = 3

Ec.2:(2)x; + (8)zs + (1) = 1

[ Mostrar Solucién

[#) Mostrar Solucien

ERERHES

Ee.1:(1)zg+ (0)zz + (5)2s = =7 .

Ec.2:(0)z; + (1)xs + (—8)zy = 5 3

. 2
10 5 s7
o 1 3 15

Aqui el estudiante se enfrenta a un SEL con tres
incognitas y dos ecuaciones Msxz , lo cual obligara a
tener al menos una variable libre como es el caso.
Nuevamente esperamos que el estudiante pueda operar
sobre el sistema y encontrar un sistema de ecuaciones
equivalentes si cuenta con una concepcion Objeto del
SEL, ademas debera identificar que la solucion estara
en el dominio comiin de ambas ecuaciones que es R>.

En este momento no esperamos que construya el
conjunto solucién del sistema y por lo tanto se presenta
la ecuacion de la recta que contiene el conjunto
solucion del sistema.

Esperamos que el presentar al estudiante el mismo
objeto matematico en distintos registros de
representacion semiotica (algebraico, matricial, como
combinacion lineal y geométrico) favorezca la

construccion del conocimiento.

Recurso digital disponible en:
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https://sites.google.com/quadrivium-puebla.mx/algebra-lineal/pagina-principal/tipos-de-sistemas

3.1.2.5 Sistemas de ecuaciones lineales (n > m)

Actividad

Analisis / Justificacion

Un sistema de ecuaciones lineales con menos ecuaciones
que incognitas ocasionalmente se denomina sistema
subdeterminado.
Encuentre la recta de interseccion de los planos:
x+2y+2z=3
2x+3y+3z=1

Al aplicar la eliminacion de Gauss-Jordan a la matriz
aumentada y al sustituir variables se tiene:

x-3=-7

Yy+z3=5
Encuentre la ecuacion vectorial de la recta de interseccion
de los dos planos y compruebe su respuesta en la siguiente

construccion:

La forma vectorial de la ecuacion de una recta en R? o R?
es:
x=td+p
donde p es un punto especifico sobre £ y d#0 es un
vector director para €.
Las ecuaciones que corresponden a los componentes de la
forma vectorial de la ecuacion se llaman ecuaciones

paramétricas de €.

En esta actividad se pide al estudiante resuelva a lapiz y
papel tres sistemas de ecuaciones lineales, es importante
que cuente con el desarrollo completo del algoritmo ya
que se utilizard para capturar los coeficientes numéricos

en la representacion matricial.

Construccion en GeoGebra e instrucciones

Justificacion

ISP
I
<
o o o
-+
o o

o

/| Mostrar Recta

En esta actividad a diferencia del SEL consistente con
infinitas soluciones de la actividad anterior se pide al
estudiante que identifique que los dos planos tienen como
interseccion una recta en R?. Para ayudar al estudiante se
desarrollo material de apoyo para las construcciones

previas como el de Recta en R® (http:/bit.ly/2n94gCB ).

Para este caso el estudiante debera identificar el espacio
minimo comun que es R®, por lo que es necesario contar

con una concepcion Objeto de SEL, e identificar que
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+

o

|| Mostrar Recta

existe una variable libre, en este caso z. Para construir el
CS-SEL el estudiante debera desencapsular el Sistema en
cada una de las ecuaciones que lo conforman y establecer
una relacion funcional para cada una de las variables que
cuentan con pivote y posteriormente sustituir la variable
libre por un parametro, en este caso 7~ ¢ identificar que
con los elementos disponibles es posible construir la
ecuacion de la recta en R® con un punto y un vector
director, los cuales debera capturar en la construccion y
verificar que la recta propuesta es verdaderamente la
interseccion entre los planos.

Esperamos que el presentar al estudiante el mismo objeto
matematico en distintos registros de representacion
semidtica (algebraico, como combinacion lineal y

geométrico) favorezca la construccion del conocimiento.

Recurso digital disponible en:

https://sites.google.com/quadrivium-puebla.mx/algebra-lineal/pagina-principal/sistemas-de-

ecuaciones-lineales-n-m

3.1.2.6 Sistemas de Ecuaciones Lineales Homogéneos

Actividad

Analisis / Justificacion

Un Sistema de Ecuaciones Lineales se denomina
homogéneo si el término constante en cada ecuacion es
cero.

Un sistema homogéneo siempre tendra solucion, una
solucion unica (la solucion cero o trivial) o un numero
infinito de soluciones. El siguiente teorema dice que el
ultimo caso debe ocurrir si el nimero de variables es
mayor que el nimero de ecuaciones.

Teorema: Si [A | 0] es un sistema homogéneo de m
ecuaciones lineales con 7 variables, donde m>n,
entonces el sistema tiene un numero infinito de
soluciones.

Analice el siguiente sistema de ecuaciones lineales y

encuentre su solucion.

La actividad inicia presentando el concepto de SEL
Homogéneo esto con la intension de que el estudiante
verifique incluso geométricamente este teorema al

menos en R3.

Se pide al estudiante que resuelva dos sistemas
homogéneos, uno con tUnica soluciébn y otro con
infinitas soluciones, el estudiante debera resolver el
sistema a lapiz y papel y posteriormente utilizar el
applet para capturar los coeficientes numéricos en la
representacion matricial del sistema de ecuaciones y
observe las transformaciones que sufren los planos

después de las operaciones realizadas sobre el sistema.
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x1t+x,+2x3=0
-x1+ 325 + 225=0
dx+2,=0
Analice el siguiente sistema de ecuaciones lineales y
encuentre su solucion.
264t x5 -23=0
21+ 25 + 225=0

X1+ 2x2 + 7x3= 0

Sistema Homogéneo con tnica solucién

Analisis / Justificacion

Ec.1:(1)z; + (1)zs + (1)zs = 0

Ec.3: (4)z1+ (1)zs + (0)zs = 0

[) Mostrar interseccion

Ec.1:(1)z;+ (0)vz+ (0)xs = 0

Ec.83:(0)xs + (0)zs + (1)z5 = 0

Mostrar interseccion

En este caso se trata de un SEL Homogéneo con unica
solucion, en el cual el estudiante puede verificar en la
representacion geométrica del sistema, en la expresion
algebraica y en la representacion matricial que la inica
solucion para el sistema de ecuaciones lineales esta
dada por el punto (0,0,0).

Nuevamente se espera que el estudiante pueda operar
sobre el sistema y encontrar un sistema de ecuaciones
equivalentes si cuenta con una concepcion Objeto del
SEL, ademas esperamos que el estudiante reflexione
sobre el efecto de los términos independientes en los

planos que describen estas ecuaciones.

Construccion en GeoGebra

Justificacion

Ec.1:(2)z+(1)y+(—1)z= 0
Ec.2:(1)z+(1)y+(2)z= 0

Ec.3:(1)z+(2)y+(7)z= 0

Ahora el estudiante se enfrenta a un SEL Homogéneo
con infinitas soluciones, en este caso al aplicar el
algoritmo de Gauss—Jordan se enfrentardin a la
“eliminacion” de una ecuacion, por lo que el sistema
tendra infinitas soluciones (es necesaria la concepcion
Objeto de sistema de ecuaciones lineales para

escalonar el sistema correctamente).
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Ec.1:(1)z+(0)y+(—3)z= 0
Ec.2:(0)z+ (1)y+(5)z= 0

Ec.3:(0)x+(0)y+(0)z= 0

[} Mostrar solucién

- (-

Actividad

Justificacion

Actividad: tomando en cuenta que la construccion

proporciona el conjunto solucion del Sistema de

Ecuaciones Lineales Homogéneo con infinitas soluciones:

e ;Lasolucion trivial (0, 0, 0) esta contenida dentro del
Conjunto Soluciéon dado?

e Proporciona tres soluciones particulares al sistema

En esta actividad se proporciona la solucion del
sistema, a partir de la solucion el estudiante debera
verificar si la solucion trivial forma parte del conjunto
solucion propuesto, por lo que debera realizar acciones
sobre el conjunto solucion para evaluar si esta forma
parte del conjunto solucion, esto sera encontrando el
valor de 7~ de tal forma que la terna (x1, x2, x3) sea (0,
0, 0); esta es la primera ocasion en que se pide al

estudiante realizar Acciones sobre el CS-SEL.

Recurso digital disponible en:

https://sites.google.com/quadrivium-puebla.mx/algebra-lineal/pdgina-principal/sistemas-

homogéneos

3.1.2.7 Sistemas homogéneos y no homogéneos

Actividad

Analisis / Justificacion

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales a
lapiz y papel ...
3x4t+ S5x, - 4x3 =7
3xq 22, +4x3=-1
6x1 tx,-8x3=-4
Ahora resuelva el Sistema de Ecuaciones Lineales
Homogéneo Asociado ...
3x4t+ 5x5 - 425 =0
3xq 2%, +4x3=0

6x1+x2-8x3:0

En esta actividad se presenta al estudiante dos SEL, uno
homogéneo y uno no homogéneo en el cual la matriz del

sistema es idéntica mas no la matriz aumentada.
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Compare los resultados...
En la siguiente construccion puede visualizar ambos
Sistemas de Ecuaciones Lineales (homogéneo y no

homogéneo), asi como capturar los coeficientes

numéricos del conjunto solucion.

Construccion en GeoGebra

Justificacion

3x,+5%,-4x5=7 b7 )
__| Homogéneo

-3X,-2Xy+4xg=-1 by -1 [/ No homogéneo

bg-4

[ Mostrar vector || Mostrar Recta || Mostrar Punto

e 0

x=r ||+ o

o 0

3x,+5%,-4x5=7 by 7

|| Homogéneo
-3Xy-2Xp+4xg=-1 b, -1 (] No homogéneo
by-4

/] Mostrar vector (/] Mostrar Recta /] Mostrar Punto

El desarrollo de esta actividad consiste en que el
estudiante resuelva ambos sistemas y que compare los
resultados. Si el estudiante necesita resolver ambos
sistemas de manera individual y no interioriza que lo
unico que se modificara seran los términos independientes
se considera que el estudiante atin esta en un nivel Proceso
del concepto SEL, en cambio si el estudiante identifica
que los pasos para escalonar el sistema que utilizé en el
sistema no homogéneo pueden ser exactamente los
mismos para resolver el sistema homogéneo
consideraremos que el estudiante se encuentra en una
concepcion Objeto del concepto SEL.

Una vez que el estudiante cuenta con los dos conjuntos
solucion de los sistemas anteriormente resueltos se pide
que los compare, en este caso esperamos que el estudiante
sea capaz de evaluar e identificar el efecto que tienen los
términos independientes sobre cada uno y de los planos y
por tanto sobre el sistema, es decir, que el vector director
de la recta que representa la interseccion entre los planos
no se vera afectado, pero si tendran efecto en el punto de

posicion donde se proyectara la recta.

Presentacion del concepto

Justificacion

Soluciones de un sistema lineal no homogéneo:

Si xp es una solucion particular del sistema no
homogéneo Ax = &, entonces toda solucion de este
sistema puede escribirse en la forma x=xp + xh, donde
xh es una solucion del sistema homogéneo Ax = 0

correspondiente.

Finalmente se presenta el concepto de manera formal para

dar oportunidad a la discusion en clase.

Recurso disponible en:

43




https://sites.google.com/quadrivium-puebla.mx/algebra-lineal/pdgina-principal/sistemas-

homogéneos-y-no-homogéneos

3.1.2.8 Problemas de aplicacion

Ahora se presentan algunas de las actividades desarrolladas para abordar algunos de los usos mas
comunes de los Sistemas de Ecuaciones Lineales, consideramos importante esta seccién ya que
ahora el estudiante debera evaluar soluciones particulares del conjunto de tal forma que ayuden a

resolver una situacidén contextualizada.

Ajuste polinomial de curvas

Suponga que 7 puntos en el plano x,y

(X1,91), (X2,42), - - ., (Xn,Yn)
representan un conjunto de puntos de datos y se le pide encontrar una funcioén polinomial de grano n -1
(P)x = ag + arx + ax* + ... + dn1x™!

cuya grafica pasa por los puntos dados. Este procedimiento se denomina ajuste polinomial de curvas. Si todas las
coordenadas x de los puntos son distintas, entonces hay precisamente una funcion polinomial de grado n -1 (o

menor) que se ajusta a los 7z puntos.

Para determinar los 7 coeficientes de (p)x sustituimos cada uno de los 7 puntos en la funcién polinomial para

obtener 7 ecuaciones lineales en 7 variables aq, a4, a,, ..., an-1
(p)x =adgtax,t+ alez +...+ a/n—lxln_l

(p)x =dgt+ax,+ azxzz +...+ a/n—lxzn_l

(p)x =ao + aixn+ axn® + ... + an-lxnn-1
Actividad:
e Determine el polinomio ((p)x = a¢ + a1x + a,x* cuya grafica pasa por los puntos (2,5), (3,2) y (4,5)

Para encontrar los coeficientes numéricos del polinomio se debera resolver un Sistema de Ecuaciones Lineales de

3 x 3, siendo la primera ecuacion por ejemplo:

Ya que el punto 1 es (2,5), determinamos la primera ecuacion como ag + a1(2) + a,(2)*=5.
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e Una vez que resuelvas el sistema y encuentres los valores para a, a1 y 4, captura los valores en las casillas
correspondientes y seleccion la casilla de verificacion de "Graficar" y verifica que la grafica efectivamente

incluye a los tres puntos dados

a0

a0 o' °

J Graficar 4

Actividad:

Determine el polinomio (p)x = ay + a1x + a,x> + asx* cuya grafica pasa por los puntos (-1,3), (0,0), (1,1) y (2,9)

10
p(z) = 0+ (0)z + (0)a” + (0)a o

a,0 8
a, 0
a,0 ¢
a0

4
i Graficar .}:v1

2

o3
P,
8 6 -4 -2 0 2 4

Desarrollo de la Actividad y Analisis

Para desarrollar correctamente esta actividad el estudiante debera proponer un sistema de ecuaciones lineales Mx3,
si el estudiante es capaz de construir por si mismo el sistema de ecuaciones lineales se considerara que cuenta con

una concepcion Objeto de SEL. Aqui presentamos la matriz aumentada del sistema:

1 2 4|5
1 3 9 |2
1 4 16 |5

Ya que el estudiante cuente con la representacion matricial del SEL el estudiante debera resolver el sistema por el

método que prefiera y encontrar que se trata de un SEL consistente con tUnica solucion, la cual esta dada por:
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I 29
T9 = —18
T3 3

Si el estudiante resuelve correctamente, encuentra el conjunto solucion y captura los coeficientes numéricos en el

applet deberd visualizar la parabola que contiene a los tres puntos iniciales:

10
p(z) =29 + (—=18)z + (3)z*
8
ay29
a,;-18 ]
p.
a,3 3
J Graficar 4
2
s % p 2 o 2 4 6

En este caso si el estudiante es capaz de resolver correctamente el SEL y encontrar su conjunto solucion
consideraremos que cuenta con una concepcion Objeto de SEL, en este caso por ser consistente con unica solucion

no permite evaluar el nivel de comprension del CS-SEL.

Analisis de Redes

Consideremos una red como un numero finito de nodos conectados mediante una serie de aristas dirigidas llamadas
ramas o arcos. Cada rama se marcara con un flujo que representa la cantidad de algin objeto que puede fluir a lo
largo o a través de cada rama en la direccion indicada. La regla fundamental que gobierna el flujo a través de una

red es la conservacion del flujo: En cada nodo, el flujo de entrada es igual al flujo de salida.
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Describa los posibles flujos a través de la red de tuberias de agua que se muestra en la figura, donde el flujo se mide

en litros por minuto.

En cada nodo, escriba la ecuacion que representa la conservacion del flujo. Luego reescriba cada ecuacion con las

variables a la izquierda y la constante a la derecha, para obtener un sistema lineal en forma estandar.

Nodo A: 15=f1+f 4
NodoB: f1=f,+10
Nodo C: f,+ f3+5=30

Nodo D: f ,+20=f 3

Una vez que encuentre el conjunto solucion del sistema de ecuaciones que resuelve el problema verifique su

respuesta en la siguiente construccion:

40
t=11.8

35

30

Desarrollo de la Actividad y Analisis
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En este caso esperamos que el estudiante sea capaz de construir un Sistema de Ecuaciones Lineales de cuatro

ecuaciones con cuatro incognitas y representarlo en notacion matricial:

1 0 0 1 |15
1 -1 0 0 |10
0 1 1 0 |25
0O 0 1 -1120

El Sistema de Ecuaciones Lineales ha construir consta de cuatro ecuaciones, es decir =4 y el numero de
incognitas es 71=4 por lo que tenemos un matriz Maxs . Si el estudiante es capaz de construir por el mismo el SEL
y representarlo correctamente en notacion matricial considerarnos que el estudiante ha logrado una concepcion
Proceso del concepto SEL, si no es asi y requiere orientacion por parte del docente para construir el sistema el

estudiante estara en concepcion Accion.

Una vez construido el Sistema serd necesario escalonar el sistema mediante el algoritmo de Gauss — Jordan

resultando en un Sistema de Ecuaciones Lineales consistente con tnica solucion:

1 0 0 1 |15
01 0 115
0 01 —-11]20
0 00 01O

Ya que se ha escalonado el SEL el estudiante debera identificar el conjunto solucion, ya sea como combinacion

lineal:
f1 1 15
fo | -1 5
£l = t 1 + 20 ,tE€R
fa 1 0

O como n-ada genérica de cuatro dimensiones:
(15-4,5-1,20+11)

Aunque matematicamente 1 € R, es necesario que el estudiante evaliie si todos los valores del parametro ¢
proporcionan soluciones reales al problema en contexto, pare realizar esta evaluacion es necesario que el estudiante
desencapsule el CS-SEL y verifique los intervalos en que el parametro ¢ no “produce” flujos negativos, los cuales
carecen de sentido en cada una de las ecuaciones originales. Para esto debera identificar el pardmetro como un
numero general y proponer una inecuacion donde cada una de éstas siempre tenga resultados positivos y por ltimo

comparar los intervalos de cada una de las inecuaciones e identificar sus intersecciones.

Si el estudiante solamente proporciona soluciones particulares, incluso si estas no tienen correspondencia con la

realidad, por ejemplo =10, donde el flujo 2 seria 2=-5 consideramos que el estudiante estd en nivel Accion del
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concepto CS-SEL, si el estudiante verifica distinto valores buscando encontrar soluciones particulares las cuales
estén dentro de los intervalos donde no genera flujos negativos consideramos que el estudiante esta en concepcion
Accion, por ultimo si el estudiante reflexiono sobre el intervalo en que el pardmetro ¢ no produce flujos negativos,
ya sea revisando cada una de las ecuaciones o identificando cual es la que presenta mayor restriccion consideramos

que el estudiante estd en concepcion Proceso.

Asignacion de Recursos

En una fabrica de ropa se producen tres estilos de camisas que llamaremos 1, 2, 3. Cada prenda pasa por el proceso
de cortado, cosido, planchado y empaquetado. Las camisas se elaboran por lote. Para producir un lote de camisas
del tipo | se necesitan 30 minutos para cortarlas, 40 minutos para coserlas y 50 minutos para plancharlas y
empagquetarlas. Para el tipo 2, 50 minutos para cortar, 50 minutos para coser y 50 minutos para planchar y
empagquetar. Para el tipo 3, 65 minutos para cortar, 40 minutos para coser y 15 minutos para planchar y empaquetar.
(Cuantos lotes se pueden producir si se trabajan 8 horas en cortar, 8 horas en coser y 8 horas en planchar y

empaquetar?

Sean:

x=lotes de la camisa 1 al dia
y~= lotes de la camisa 2 al dia

z= lotes de la camisa 3 al dia

Actividad Camisa 1 Camisa 2 Camisa 3 | Tiempo disponible
por actividad
Corte x | 30 y | 50 z| 65 480
Cosido 40 50 40 480
Planchado y empaquetado 50 50 15 480

Ec.1:(30)z + (50)y + (65)z = 480

Ec.3:(50)z + (50)y + (15)z = 480

40 50 40 480

50 50 15 480

Desarrollo de la Actividad y Analisis
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En esta actividad el estudiante debe escalonar el sistema mediante el algoritmo de Gauss — Jordan resultando en un

SEL consistente con infinitas soluciones:

1 0 -5/2| 0
0 1 14/5 | 48/5
00 0 0

Ya que se ha escalonado el Sistema de Ecuaciones Lineales el estudiante debera identificar el conjunto solucion en

su forma vectorial:

x 5/2 0
y | =t| —14/5 | + | 48/5 | ,t€R
z 1 0

O como n-ada genérica de cuatro dimensiones:
Cl2t, st + %5, 1)

Aunque matematicamente t & R, es necesario que el estudiante evaliie si todos los valores del parametro ¢
proporcionan soluciones reales al problema en contexto, pare realizar esta evaluacion es necesario que el estudiante
desencapsule el SEL y verifique los intervalos en que el parametro ¢ no genera lotes incompletos idealmente. Para
esto debera identificar el parametro como un nimero general, esta actividad puede realizarla mediante prueba y
error, asignando al parametro distintos valores hasta que el estudiante identifique el valor de ¢ que proporciona una
solucion al problema, la cual es =2, que propone que fabriquen 5 lotes de la camisa tipo I, 4 lotes de la camisa tipo

1T y dos de la camisa tipo III.

Si el estudiante solamente proporciona soluciones particulares, incluso si estas no generan lotes completos, por
ejemplo =1 o incluso lotes negativos consideramos que el estudiante esta en nivel Accion del concepto CS-SEL, si
el estudiante verifica distintos valores buscando encontrar soluciones particulares las cuales generan lotes completos

consideramos al estudiante en nivel Proceso.

3.2 Disefio del instrumento de evaluacion

Como se menciond anteriormente, durante el cuatrimestre Enero—Abril de 2019 se realizdo un
pilotaje del uso del VLE y se disef6 el siguiente instrumento de evaluacion con la intencion de
recolectar informacion para refinar el tratamiento instruccional. El cuestionario que se presenta a

continuacion fue aplicado a 6 estudiantes de recurso de la materia Algebra Lineal.
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Tarea 1:

El conjunto solucion de una ecuacion lineal en R2 es el siguiente:

z -3 2
=T —|—
Y 1 0
1. Enel siguiente plano cartesiano identifica: a) el vector director, b) el punto y c) la recta que genera.

2. Encuentra la ecuacion lineal de la forma ax + by =c

3. (Cuantas soluciones tiene esta ecuacion lineal?, proporciona tres ejemplos.

Analisis previo

En el primer item esperamos que el estudiante pueda realizar las siguientes acciones: 1) identificar
el vector director y dibujarlo en el plano proporcionado, 2) identificar el punto (2,0) en el plano
cartesiano, 3) Dibujar la recta correspondiente al conjunto solucidon proporcionado. Cuando el
estudiante sea capaz de identificar alguno de los elementos descritos anteriormente pero no sea
capaz de identificar la recta que representa consideraremos que tiene una concepcion Accion del
concepto Conjunto Solucion de una Ecuacion Lineal, como puede ser trazar una recta o un

segmento que incluya a los puntos (-3,1) y (2,0).

Para responder al segundo item el estudiante deberd desencapsular el objeto Conjunto Solucion de
la Ecuacion Lineal dado en su representacion vectorial en las dos ecuaciones que dieron origen, es
decir:

=37 +2

Yy=1r

que sustituyendo la variable ¢ en la primera ecuacion (I3) sea capaz de identificar la ecuacion
lineal que comparte el conjunto solucién propuesto, es decir:

=-3y+20 x+3y=2

Si el estudiante cuenta con una concepcion Objeto del concepto Conjunto Solucion de una

Ecuacion Lineal sera capaz de realizar con fluidez las actividades propuestas.
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Con respecto a la tercera tarea, si el estudiante obtuvo la ecuacion de la forma ax + by =c, es capaz
de identificar que la ecuacion tendra un numero infinito de soluciones, proporciona los tres
ejemplos a partir de asignar valores a alguna de las variables y encuentra los valores de la variable
dependiente (F3, F4), entonces consideraremos que el estudiante se encuentra en una concepcion
Objeto. Si el estudiante no fue capaz de obtener la ecuacion de la forma ax + by =c, pero fue capaz
de proporcionar tres soluciones particulares a partir de dar valores al parametro #~, entonces
consideraremos que el estudiante tiene una concepcion Accion del concepto Conjunto Solucion de

una Ecuacion Lineal.
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Tarea 2:

En seguida se presenta la representacion grafica de algunos sistemas de ecuaciones lineales en RZ, analiza
sus representaciones y contesta las preguntas propuestas:
Sistema I Sistema II Sistema II1
- 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
’ " /
o ] 7 3 P 5 5 UmmL 1 2 3 4 & L) 1 2 16 1 2 3 4 5 6 7
Sistema IV Sistema V Sistema VI
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 —]
/ 2 2
1 —] 1
1 0 n 2 3 4 5 6 1 0 n 2 3 4 5 6 7 1 0 1 2 3 4 5 6
-1 -1 1
(Cuantas soluciones tiene cada uno de los sistemas de ecuaciones lineales anteriores?

Analisis Previo:

En esta tarea el estudiante puede realizar las acciones de identificar las intersecciones de las rectas
que conforman el sistema. En caso de que el concepto SEL se encuentre en una concepcion Accion
el estudiante puede considerar cada una de las intersecciones de las rectas como posible solucion
del sistema, esta respuesta puede ser correcta en sistemas 2x2 con unica solucion, pero en sistemas
del tipo m>n el estudiante debera reflexionar si cada una de las intersecciones, como pareja
ordenada, forma parte del conjunto solucion de todas y cada una de las ecuaciones que conforman
el sistema. Posteriormente, el estudiante debera identificar si el sistema es consistente o

inconsistente.

53



Para considerar que el estudiante ha alcanzado una concepcion Proceso del concepto SEL ¢l tendra
que reflexionar si cada una de las intersecciones encontradas en la representacion grafica del
sistema de ecuaciones pertenece al conjunto solucion de todas y cada una de las ecuaciones que
conforman el sistema, es decir, debera coordinar el Proceso mediante el cual es posible determinar
que una solucion que estd en un conjunto solucion, pero no en los demds, no es solucion del
conjunto de todas las ecuaciones, todo esto exclusivamente con la informacion presentada en las

representaciones graficas.

Por otra parte, para que el estudiante verifique si cada una de las intersecciones es una solucion del
sistema o no, debe desencapsular el sistema y analizar, en cada una de las ecuaciones que lo
conforman, si esa interseccion pertenece al conjunto solucion de dicha ecuacion lineal o no. Si a
partir de esto, ¢l logra concluir que el SEL es inconsistente o consistente y cuantas soluciones tiene,
entonces diremos que ha alcanzado una concepcion Objeto del concepto Sistema de Ecuaciones

Lineales.

Con respecto al concepto Conjunto Solucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales, si el estudiante
determina correctamente la cantidad de soluciones para algunos de los sistemas, entonces
consideramos que el estudiante cuenta con una concepcion Accion del concepto CS-SEL. En caso
de que el estudiante haga esto para todos los sistemas, consideraremos que da evidencia de una

concepcion Proceso del concepto CS-SEL en el registro grafico.
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Tarea 3:

Las siguientes imagenes corresponden a distintos sistemas de ecuaciones lineales en RS, analiza sus

representaciones y contesta la pregunta propuesta:

Sistema I Sistema I1 Sistema 111

(Cuantas soluciones tienen cada uno de los sistemas de ecuaciones lineales anteriores?

Analisis Previo

En este item el estudiante puede realizar las acciones de identificar las intersecciones de los planos
que conforman el sistema, en caso de que el concepto SEL se encuentre en una concepcion Accion
el estudiante puede considerar que el Sistema II y III pueden tener una solucién en el primer caso,
considerando como una sola solucion toda la recta que se forma en la interseccion de los dos planos
y no considerar como un sistema consistente con infinitas soluciones. En el caso III igualmente
podria considerar que este sistema cuenta con dos soluciones al identificar que dos de los planos

intersecan con el tercero en dos rectas.

Para considerar que el estudiante ha alcanzado una concepcion Proceso del concepto SEL (en su
representacion grafica) esperamos que el estudiante reflexione sobre qué tipo de objeto puede
representar la interseccion de tres planos en R3. Por ejemplo, esperamos que note que en el caso I
los tres planos intersecan en un solo punto, y por lo tanto el sistema es consistente con Unica
solucion, en el caso II esperamos que el estudiante identifique que dos planos al intersecar forman
una recta en R® En este caso el estudiante deberd reflexionar sobre cudntas posibles ternas
ordenadas estan incluidas en dicha interseccion. Por ultimo, en el caso tres esperamos que el
estudiante identifique que se trata de un par de planos paralelos y uno transversal, el cual los

interseca en una recta con cada uno de ellos, lo que genera un par de rectas las cuales no se
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intersecan entre si por ser paralelas. Asi, el estudiante debera reflexionar si las dos rectas que se
forman por la interseccion de los tres planos forman parte de todos y cada uno de los conjuntos
solucion de los planos, y en caso de que el estudiante identifique que este no es el caso debera

responder que el sistema es inconsistente.

Al igual que en el item anterior, para que el estudiante verifique si cada una de las intersecciones
es una solucion del sistema ¢l debe desencapsular el sistema y analizar en cada una de las
ecuaciones que lo conforman si esa interseccion pertenece al conjunto solucion de dicha ecuacion
lineal o no. En caso de que ¢l lo logre, esto implicaria que ha alcanzado una concepcion Objeto del

concepto Sistema de Ecuaciones Lineales en el registro grafico 3D.
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Tarea 4:

La matriz escalonada de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo por el método de Gauss es la

siguiente:

0 -11]0
1 2 |0
0 0 0|0
1. Proporciona el conjunto solucion en su forma vectorial.

2. Proporciona dos soluciones particulares del sistema.

3. Da un ejemplo de un sistema de ecuaciones lineales equivalentes que podria compartir el mismo

conjunto solucion.
La matriz escalonada del sistema de ecuaciones lineales no homogéneo es la siguiente:
1 0 —-1]-1
0O 1 2 1
0 0 O 0

4. Proporciona el conjunto solucion en su forma vectorial.

Andlisis previo
En este caso es necesario que el estudiante sea capaz de desencapsular el Objeto Sistema de
Ecuaciones Lineales para identificar las ecuaciones que dan origen a este sistema en su
representacion matricial, ademas de identificar que la variable z es una variable libre, es decir:
x-3=0
y+2z=0
z =7
Ahora, el estudiante debera sustituir a la variable z por el pardmetro #~ y representar a cada una de
las variables en una relacién funcional con respecto al parametro (F4):
x-r=0
y+2r=0

Por ultimo, deberd representar el Conjunto Solucion en su forma vectorial:
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Si el estudiante es capaz de obtener la representacion vectorial del Conjunto Solucion y es capaz
de proponer soluciones particulares del sistema, entonces consideraremos que se encuentra en la

concepcion Objeto del concepto Conjunto Solucion del SEL.

El tercer item indaga nuevamente sobre el concepto Sistema de Ecuaciones Lineales, y
especificamente sobre sistemas de ecuaciones equivalentes. Para responder a esta tarea el
estudiante debera realizar cualquiera de las operaciones elementales sobre el sistema. Si el
estudiante es capaz de proporcionar cualquier ejemplo, siempre y cuando este sea correcto,
consideraremos que el estudiante se encuentra en la concepcion Objeto de sistema de ecuaciones

lineales, ya que para realizar dicha tarea debera operar sobre el sistema.

El ultimo item busca indagar acerca de la concepcién que tiene el estudiante sobre un SEL
homogéneo y un SEL no homogéneo asociado al primero, es decir, identificar si el estudiante es
capaz de considerar el efecto de los términos independientes en el conjunto solucién. Por lo tanto,
si el estudiante identifica que el vector director del SEL homogéneo y el no homogéneo son iguales
y considera el punto (-1, 1, 0) en el conjunto solucion del sistema, entonces consideraremos que el
estudiante da evidencia de una concepcion Objeto del CS-SEL. En caso de que el estudiante realice
todo el procedimiento para encontrar el conjunto solucion, y lo haga correctamente, dara evidencia

de una concepcion Objeto del SEL en el registro matricial-algebraico.
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Tarea 5:

El conjunto solucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales en R* es el siguiente:

fE nwwe 8§
OO =
O = O N

1. Proporciona tres soluciones particulares del sistema.
2. Daun ejemplo de como se habria visto la matriz escalonada con el método de Gauss

de este sistema.

Andlisis previo

El primer item nos permitira evaluar si el estudiante identifica la correspondencia entre las variables
relacionadas (F1), reconoce las variables libres, representadas con los parametros 7 y s, los
cuales deberan ser interpretados como niimero generales (G2), asigna valores a dichos pardmetros

y, por ultimo, determina el valor de las otras dos variables (14).

Para la ultima tarea el estudiante debera desencapsular el objeto Conjunto Soluciéon en las
ecuaciones que dieron origen, es decir:

x=r -8 +12

Yy=7r
z2=38 +1
w =238

Ahora, el estudiante debera sustituir a las variables libres y representar las ecuaciones de la forma
ax + by + cz + dw= e, es decir:
x=y -w +2
z=w +1
Por lo tanto:
x-y tw =2

z-w =1
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Después, representar el sistema de forma matricial considerando el dominio minimo comun que es
R* pudiendo representar al sistema como una matriz cuadrada o rectangular, siempre y cuando

respete el dominio comun, por ejemplo:

Si el estudiante logra proponer un Sistema de Ecuaciones lineales en su forma matricial del cual es
solucion el conjunto dado, consideraremos que tiene una concepcion Objeto del concepto Sistema
de Ecuaciones Lineales y su Conjunto Solucion. En caso de que el estudiante solo pueda
proporcionar soluciones particulares a partir de asignar valores a los parametros 7 y 8

consideramos que el estudiante cuenta con una concepcion Proceso del concepto CS-SEL.

60



Capitulo 4

RESULTADOS

4.1  Analisis de resultados de la tarea 1

El estudiante 106 (figura 4.1) no identificé el vector ni el punto de la representacion paramétrica
del conjunto solucidn, pero identifico la recta que representa. Al parecer el estudiante interpreta
correctamente la funcion del pardmetro #-, ya que proporcioné las tres soluciones particulares
asignando valores al parametro de 0, -1 y 1, ocupd estas soluciones particulares para identificar la
recta que representa y posteriormente la trazd. Podemos considerar que el estudiante cuenta con
una concepcion Proceso del conjunto solucién de una Ecuacion Lineal, ya que identifico la recta
que representa dicho conjunto solucién. Ademas, proporciond adecuadamente tres soluciones
particulares a partir de asignar distintos valores al parametro, pero no realizé transformaciones
sobre €l, es decir, no proporcioné la ecuacion de la recta de la forma ax + by = c, o identifico el

vector director y el punto, y a partir de ellos trazar la recta que representa el conjunto solucion.

1. En elsiguiente plano cartesiano identifica: a) el vector director, b)el puntoyc) la

recta que genera.
2. Encuentra la ecuacion lineal de la forma ax + by =c 17
3. ¢Cudntas soluciones tiene esta ecuacion lineal?, proporciona tres ejemplos.(.2 ;) ) \C 1

Figura 4.1 Respuestas del estudiante 106 a la tarea 1.

El estudiante 102 (figura 4.2) no identificé el vector, el punto o la recta, tampoco proporcion6
soluciones particulares, da evidencia de intentar transformar el conjunto solucién de la forma

paramétrica a la ecuacion de la recta de la forma ax + by = c, pero no reconocid que el pardmetro
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7 (x = —=3r + 2), correspondia a la variable ¢, por lo tanto, consideramos que el estudiante se

encuentra en concepcion Accion del concepto conjunto solucion de una ecuacion lineal.

R
S NS Wy

<
v\< 4 <

Figura 4.2 Respuestas del estudiante 106 a la tarea 1

El estudiante 098 identifico en la representacion paramétrica cudl es el vector director (figura 4.3)
en el conjunto solucion proporcionado, incluso identifico el punto (-3,1) pero trazé el vector como
el segmento de recta dirigido del origen a dicho punto; al parecer confunde el efecto que produce
el punto (2,0) e incluso su ubicacion en el plano es errénea ya que sefiala en el plano el punto (0,2),
una vez que cuenta con estos dos puntos los une formando una recta, la cual no corresponde a la

representacion geométrica del conjunto solucidon propuesto.

Figura 4.3 Respuestas del estudiante 098 a la tarea 1

Con respecto a las soluciones particulares el estudiante 098 encontr6 adecuadamente tres de ellas
asignando valores al parametro 7~, aunque no identifica que dichas soluciones deben formar parte
de la recta que traz6. Dadas las evidencias que proporciona el estudiante consideramos que cuenta

con una concepcion Accion del concepto conjunto solucién de una ecuacion lineal.
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Figura 4.4 Respuestas del estudiante 098 a la tarea 1(segunda parte)

El estudiante 141 (figura 4.5) transformo el conjunto solucion en la ecuacion de la recta, aunque
en el procedimiento muestra algunos errores de notacion, la ecuacion es correcta. Estos errores
pueden deberse a que el estudiante tratd de operar por el “método de la balanza”, como se fomento
durante el curso, pero todavia no es claro para él. Por otra parte, la representacion geométrica de la
recta es equivocada, ademads, parece que solo considera un segmento de recta de los puntos (-3,1),
la coordenada del vector director y el punto (2,2). Aunque logré operar y transformar el conjunto
solucion consideramos que cuenta con una concepcion Accion del concepto conjunto solucion de

una ecuacion lineal, ya que no proporciond soluciones particulares.

Figura 4.5 Respuestas del estudiante 141 a la tarea |
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El estudiante 058 propone una ecuacion lineal arbitraria y asigna valores tanto a x, como a 4,
identifica que se trata de una recta, aunque el trazo es erréneo, traza un vector y un punto (-2,1), el
cual no esta contenido en la recta que traz6. Consideramos que el estudiante se encuentra en una

concepcion Accion del conjunto solucion de una ecuacion lineal.

o P

-3

Figura 4.6 Respuestas del estudiante 058 a la tarea 1

El estudiante 070 identific6 el punto (-3,1) como el punto final del vector director, trazé dicho
punto en el plano cartesiano pero no lo trazé como el segmento dirigido del origen a dicho punto,
tampoco identificé la funcidon de este como director, al contrario, identifico el punto (2,0) y trazo
un segmento de recta que une dichos puntos. Dadas las evidencias proporcionadas por el estudiante

consideramos una concepcion Accion del concepto conjunto solucion de una ecuacion lineal.
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Figura 4.7 Respuestas del estudiante 070 a la tarea 1

4.2  Analisis de resultados de la tarea 2

En la Tabla 4 presentamos la transcripcion de las respuestas de los estudiantes y el analisis de la

tarea 2.
Tabla 4. Analisis de resultados de la tarea 2
Estudiante Transcripcion Analisis
106 Sistema 1 = Una sola solucion En este caso el estudiante cuenta con una concepcion
. . . Objeto del concepto SEL ya que reconoce cuales de los
Sistema II = No tiene solucion 4 P yaq
sistemas propuestos tienen solucion (Unica o infinitas) y
Sistema IIT = Una sola solucién cuales de ellos son indeterminados. Asi mismo,
Sistema IV = No tiene solucion consideramos que el estudiante da evidencia de contar
. . ., con una concepcion Proceso del concepto CS-SEL al
Sistema V = No tiene solucién P P
contestar adecuadamente al niimero de soluciones de
Sistema VI = infinitas soluciones todos los sistemas propuestos.
102 Sistemal: 2 Debido a la poca informaciéon que aportan sus respuestas

Sistema I1 - 1 y que ninguna de ellas es correcta, no da evidencia de
poder realizar acciones del SEL en la representacion

Sistema I11: 3 ,
grafica.
Sistema IV : 2

Sistema V : 2
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098

En el sistema I si tiene solucidn, tiene dos

soluciones

En el sistema II no tiene solucion dado

que son paralelas y no se intersectan

En el sector 3 si tiene solucion tiene 3
posibles soluciones dado que las 3 rectas

se intersecan en un punto del plano.

El sistema IV No tiene solucion dado que
no se intersectan las 3 rectas, al igual
sucede con el sistema V son paralelas y
tiene una linea transversal que las corta.
Sin embargo las rectas no se tocan las 3

en ningun punto.

En el ultimo sistema solo tiene 1 solucion.

El estudiante respondi6 correctamente que el sistema II
no tiene solucion al identificar al par de rectas como
paralelas, ademas identifica que el sistema III si tiene
solucion debido a que las tres rectas se intersecan en un
punto en el plano, aunque identifica que es un tnico punto
menciona que existen tres soluciones. Ademas, identifica
correctamente que los sistemas IV y V no tienen solucion.
Por otra parte, comete errores al identificar el nimero de
soluciones del sistema [ y el sistema VI. La evidencia que
proporciona el estudiante indica que tiene cierto grado de
desarrollo en la concepcion Accion del concepto SEL en

su representacion grafica.

141

I interseccion en determinado punto
II Son paralelas en la misma direccion

IIT interseccion en el mismo punto del
plano, la misma solucién de tres puntos

(sistema equivalente)

IV interseccion en distintos puntos del

plano con diferente solucion

V dos lineas paralelas donde una tercera

recta interseca

VI xa + yb =c en donde la suma de sus
valores en forma ascendente tiende a

cambiar su valor c.

El estudiante identifica correctamente el nimero de
soluciones en los sistemas I, I y ITI. Cabe mencionar que
aun presenta dificultades con respecto al uso del lenguaje
matematico al confundir un sistema consistente con un
sistema equivalente (sistema III). Comete errores al
identificar el sistema IV, ya que menciona tener tres
distintas soluciones y en los casos V y VII se enfoca en
describir mas bien las caracteristicas de los sistemas que

en contestar sobre el numero de soluciones.

Lo anterior nos permite interpretar que el estudiante
cuenta con una concepcion Accion, ya que en los tres
primeros casos reconocio las interseccion de las rectas en
el plano cartesiano, al parecer atin no logra una adecuada
coordinacion entre la representacion algebraica de una
recta y su representacion grafica, es evidente que aun no
interioriza el concepto pero puede identificar casos con
los que estd mas familiarizado como pueden ser los

sistemas de ecuaciones lineales cuadrados en R2.
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058

Sistema I: Son dos ecuaciones que dan
dos rectas y estas se intersectan en un

punto (1 solucién)

Sistema II: Son dos ecuaciones similares
que dan dos rectas paralelas (ninguna
solucion por que no se tocan en ningun

punto)

Sistema III: Son tres sistemas de
ecuaciones las cuales diferentes con un
mismo término comun que hace que estas
se encuentren en un punto (tiene tres

soluciones)

Sistema IV: Son tres sistemas de
ecuaciones con distintas coordenadas que
se tocan en alguno de sus puntos (2

soluciones)

Sistema V: Son tres sistemas de
ecuaciones con dos ecuaciones similares
y una distinta. La ecuacion distinta toca en
uno de sus puntos a las ecuaciones

similares (tiene una solucion)

El estudiante 058 no tiene ninguna dificultad en
interpretar los dos sistemas cuadrados y diferenciar entre
un sistema consistente y uno inconsistente (sistemas I y 11

respectivamente).

Con respecto a los sistemas del tipo m.n el estudiante
confunde las ecuaciones con sistemas de ecuaciones e
incluso el namero de soluciones que tiene el sistema, por
lo tanto, consideramos que cuenta con una concepcion
Accion del concepto SEL, ain no interioriza estas
acciones y por lo tanto no identifica a cada una de las
ecuaciones lineales como un conjunto que debe compartir
una solucién comun, al menos en su representacion

grafica.

070

En el sistema I tiene infinitas soluciones

En el sistema II no tiene solucidon, es

inconsistente
En el sistema III, tiene una tinica soluciéon
En el sistema IV tiene una Unica solucién

En el sistema V no tiene solucion

El estudiante 070 identifica correctamente el nimero de
soluciones en los sistemas II, IIl y V, pero responde
correctamente sobre el niimero de soluciones de los
sistemas I, IV y VI Debido a que el estudiante no
interpreto correctamente, incluso el caso mas tipico, un
sistema 2x2 con Unica solucion, nos hace pensar que el
estudiante cuenta con una concepcion Accion del
concepto SEL vy, por lo tanto, no reconoce el numero de
soluciones a partir de la representacion grafica de un

sistema de ecuaciones lineales.

4.3 Analisis de resultados de la tarea 3

En la Tabla 5 presentamos la transcripcion de las respuestas de los estudiantes y el andlisis de la

tarea 3.
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Tabla 5. Analisis de resultados de la tarea 3

Estudiante

Transcripcion

Analisis

106

Sistema I: Tiene una sola solucion

Sistema II: . . . (se observa que borrd

indefinido)

Sistema II1: No tiene soluciéon

El estudiante 106 es identificod correctamente el ntimero de
soluciones en los sistemas [ y III, en el caso del sistema II,
aunque no da respuesta, da evidencia de que rectifico su
respuesta, ya que inicialmente habia considerado que era
un sistema inconsistente. La evidencia que proporciona el
estudiante es consistente con el analisis de los sistemas en
R?, motivo por el cual consideramos que el estudiante

cuenta con una concepcion Objeto del concepto SEL.

102

En los sistemas I y II tiene muchas

soluciones

En el sistema III: hay menos soluciones

El estudiante 102 no especifica el nimero de soluciones de
los sistemas, en lugar de eso utiliza los términos muchas y
menos soluciones, haciendo evidente que no puede realizar
acciones del concepto SEL en el registro grafico. Sus
respuestas son consistentes con la evidencia proporcionada
en la interpretacion de sistemas en R? en su representacion

grafica.

098

El sistema I tiene tres soluciones, ya que
hay un punto en que se cruzan los 3

datos.

El sistema I si tiene solucion puesto que
se llegan a tocar en un punto las 2 notas
o planos que se forman y tiene 2

soluciones.

En el sistema III no tiene solucion dado
que son paralelos y no hay punto en el

que se crucen estas rectas.

El estudiante 098 interpreta correctamente la
representacion grafica de un sistema inconsistente en R?,
aunque presenta dificultades al confundir que son planos
en lugar de rectas en el espacio. Con respecto a los
sistemas consistentes con unica soluciéon y con infinitas
soluciones no reconocid el niimero de soluciones que
contendra el conjunto solucién, nuevamente estas
respuestas son consistentes con las respuestas en el item
anterior, lo que nos permite reforzar la idea de que el

estudiante no ha interiorizado el concepto SEL.

141

I ecuaciones lineales de 3x3 donde hay
una interseccion de las tres en un mismo

punto
II ecuaciones lineales de 2x2

III ecuaciones lineales de 3x3 donde son

paralelas y una tercera las interseca

El estudiante 141 no da respuesta sobre el nimero de
soluciones que tiene cada uno de los sistemas, en lugar de
eso describe la representacion grafica del sistema, incluso
confunde el tamaio del sistema con el dominio comin. Lo
anterior permite afirmar que realiza las acciones de
describir correctamente los sistemas I y III, en cuanto a su

tamafio, es decir sistemas 3x3, pero no manifiesta haber
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interiorizado el nimero de soluciones que tiene cada uno
de ellos, esto permite ubicar al estudiante en una

concepcion Accion del concepto SEL.

Sistema I: tiene dos soluciones

058 Sistema II: tiene una solucion

Sistema III: tiene una solucion

Dado que todas sus respuestas son incorrectas, no tenemos
evidencias de ninguna construccion del concepto SEL en

el registro grafico

El sistema I tiene una tnica solucion
El sistema II tiene infinitas soluciones

El sistema III no tiene solucion, es

070 inconsistente

Aunque en esta tarea el estudiante responde
adecuadamente al tipo de solucion de los tres sistemas, sus
respuestas no son consistentes con la tarea anterior
(Sistemas en R?). Esto nos invita a interpretar que el
estudiante ha alcanzado una concepcion Proceso del
concepto SEL, al poder identificar solo en algunos casos
el tipo y numero de soluciones que puede presentar un

SEL.

4.4  Analisis de resultados de la tarea 4

El estudiantes 106 realiz6 una conversion en el registro de representacion matricial al algebraico,

ademas logro identificar que la variable x3 es una variable libre, esto implico desencapsular el

Objeto SEL en las ecuaciones que lo conforman y posteriormente reescribirlas en funcién de la

variable libre x3, a la cual asign6 el parametro 7 (figura 4.8. Respuestas del estudiante 106 a la

tarea 4.1 y 4.2).

Una vez realizadas las tareas anteriores el estudiante 106 proporciond el CS-SEL en su forma

vectorial, aunque comete un error en el “despeje” de la variable x, da suficiente evidencia para

considerar que cuenta con una concepcion Objeto del CS-SEL, ya que ademas de proponerlo

proporciono soluciones particulares. Con respecto al item 3 de la tarea no dio respuesta.
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La matriz escalonada de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo por el método de

Gauss es la siguiente:
PR
1 0 —1]|07] A%30 elERE
0 0 Y2 ~2x32 0 Xz 1 ©

1.2 et
0% 07]0 | =k
=2 Ai‘
1. Proporciona el conjunto solucién en su forma vectorial.
Proporciona dos soluciones particulares del sistema. (1, 2, 1) (2,4,2)
3. Daun ejemplo de un sistema de ecuaciones lineales equivalentes que podria
compartir el mismo conjunto solucion.

b

Figura 4.8. Respuestas del estudiante 106 a la tarea 4.1 y 4.2

En el item 3 el estudiante identific6 que dado que el segundo sistema comparte idénticos
coeficientes numéricos en las columnas de las variables x1, x2 y x3, pero no asi en los términos
independientes logra asociarlo al sistema de ecuaciones homogéneo anterior e identifica que el
nuevo conjunto solucion se encuentra desplazado por el efecto de los términos independientes
sobre el conjunto solucion (figura 4.9). Esto nuevamente nos da suficiente evidencia de que el

estudiante ha alcanzado una concepcion Objeto del concepto CS-SEL.
X (8 -

B Tl o [ L
&4 0

Figura 4.9. Respuesta del estudiante 106 a la tarea 4.3

En este caso el estudiante 098 intentd seguir operando sobre el sistema aun cuando la instruccion
era encontrar el conjunto solucién en su forma vectorial ya que el sistema propuesto ya se

encontraba escalonado, por lo que se encuentra en un nivel Accion para SEL y CS-SEL (figura
4.10).
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Figura 4.10. Respuesta del estudiante 098 a la tarea 4

El estudiante 141 se limit6 a transformar la matriz del sistema en una combinacion lineal, por lo
que no da evidencia de comprension de los dos conceptos, motivo por el cual consideramos una

concepcidn Accion de ambos conceptos.

Figura 4.11. Respuestas del estudiante 141 a la tarea 4.

El estudiante 070 realizd la transformacién de la representacion matricial del SEL a su
representacion algebraica, razon por la cual consideramos una concepcion Proceso del concepto
SEL. Con respecto al CS-SEL consideramos una concepcion Accion, debido a que (probablemente
por el poco dominio del uso de las variables) en lugar de establecer una relacion funcional de las
variables x y ¢, o en su defecto x4, x, con respecto al parametro que selecciond, en este caso,
simplemente iguald las expresiones a la variable xi, aunque reconoce el efecto de los términos

independientes en el SEL no homogéneo, no logr6 construirlo correctamente (figuras 4.12 y 4.13).
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Figura 4.12. Respuesta del estudiante 070 a la tarea 4.1 y 4.2

Figura 4.13. Respuesta del estudiante 070 a la tarea 4.3

4.5 Analisis de resultados de la tarea 5

El estudiante 106 identifica el dominio comun para todas las ecuaciones R* y propone un SEL
cuadrado de tamafio 4x4, incluyendo un par de filas nulas para completar la matriz, ademas,
cometid un par de errores al realizar la reversion del CS-SEL a la matriz extendida del sistema, por
lo anterior consideramos que cuenta con una concepcion Proceso del concepto SEL. Para el CS-
SEL el estudiante propone dos soluciones particulares correctas y en la restante comente un error
de signo para la variable x por lo que consideramos una concepcion Proceso de CS-SEL (figura
4.14).
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Figura 4.14. Respuestas del estudiante 106 a la tarea 5

El estudiante 070 da evidencia de comprender el valor de los parametros y encuentra dos soluciones
particulares correctas a partir de asignar valores a dicho parametros, por lo tanto consideramos una
concepcidon Proceso del CS-SEL, por otra parte no ejemplificdé como se observaria la matriz
escalonada del sistema, por lo tanto consideramos que se encuentra en una concepcion Accion de

SEL.

Figura 4.15. Respuestas del estudiante 070 a la tarea 5
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En la tabla 6 mostramos un resumen sobre la concepcion alcanzada por cada uno de los estudiantes

en cada tarea:
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Tabla 6. Resumen de resultados

ID Tareal Tarea 2 Tarea3 Tarea4 Tarea 5
Conjunto solucion  SEL R? SELR® SELyCS-SEL  SELy CS-SEL
Ecuacion lineal CS-SEL

106  Proceso Objeto - Proceso  Objeto  Objeto - Objeto  Proceso-Proceso

102 Accion Accion - - -

098  Accion Accion Accion  Accion - Accion -

141  Accion Accion Accion  Accion - Accion -

058  Accion Accion - - -

070  Accion Accion Proceso  Proceso - Accion  Accion - Proceso




CAPITULO 5

REFLEXIONES

Con relacion a la primera tarea es importante destacar que, no obstante que se trabajo con
estudiantes de ingenieria ellos siguen presentando dificultad con el objeto matematico ecuacion
lineal, esto lo justificamos en el hecho de que solo uno de los seis estudiantes propuso
adecuadamente soluciones particulares, aunque no contestd que cuenta con una infinidad de
posibles soluciones como esperdbamos. Podemos suponer que estas dificultades se agravan al
enfrentarse a la ecuacion vectorial de una recta, la cual no es una representacion tipica utilizada en

la matematica escolar, aun cuando se abord¢ el tema durante el tratamiento instruccional.

Aun cuando el disefo instruccional y su aplicacion consideré muy importante el que los estudiantes
pudieran interactuar entre distintas representaciones, especialmente la grafica, solo uno de los
estudiantes pudo resolver adecuadamente las tareas 2 y 3, en la cuales se pedia que, a partir de la
informacién que podian obtener de la representacion grafica de distintos sistemas de ecuaciones
lineales, respondieran la cantidad de elementos que tendria el conjunto solucién de cada uno de los
sistemas. A pesar del poco éxito obtenido, con el grupo de estudiantes con que se trabajo durante
el desarrollo de la investigacion, consideramos pertinente trabajar el transito entre diferentes
representaciones de un sistema (lenguaje verbal, grafico, algebraico) tal como lo proponen distintas

investigaciones (Ochoviet, 2009; Ramirez-Palacios et al., 2002; Segura, 2004).

Por otra parte compartimos con Romero y Okta¢ (2015) la utilidad de las representaciones
dindmicas, las cuales pueden favorecer la articulacion entre registros de representacion graficos y

algebraicos.

Con respecto a la tarea 4, en la cual los estudiantes debian trabajar con la representacién matricial
de dos sistemas de ecuaciones, uno no homogéneo y uno homogéneo asociado al primero,
solamente uno de los seis estudiantes dio evidencia de contar con una concepcion Objeto del
concepto Sistema de Ecuaciones Lineales y Proceso de su Conjunto solucion. En este caso

podemos afirmar que el estudiante desarrolld las estructuras mentales propuestas por la
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Descomposicion Genética y logroé poner en juego su conocimiento matematico para resolver las
tareas propuestas. El estudiante identificado como 070 realiz6 algunas transformaciones a la

representacion matricial pero no identifico o representd el conjunto solucion del sistema.

Por ultimo, la tarea 5 presentaba el conjunto solucion de un sistema en R%, aunque en este caso el
espacio no permite la representacion grafica del sistema, era importante verificar si los estudiantes
eran capaces de resolver el problema, ya que las construcciones mentales requeridas son las mismas
que las de un sistema 2x2, como lo propone Borja (2015, p. 108) “cognitivamente las
construcciones requeridas son las mismas ya sea un sistema de 2x2 o de 5x6. Matematicamente,
en cambio, el trabajo es mas complejo con un sistema que con otro”. En este caso, nuevamente uno
de los seis estudiantes dio evidencia de haber construido una concepcion Proceso tanto del

concepto Sistema de Ecuaciones Lineales como de su Conjunto Solucion.

Recordando el objetivo de la tesis, que es el disefio de un tratamiento instruccional en un ambiente
virtual de aprendizaje que fomente las construcciones mentales necesarias para la comprension del
conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales, como resultado se tiene el VLE disponible

en la pagina https://sites.google.com/quadrivium-puebla.mx/algebra-lineal/pagina-principal,

mismo que se encuentra bajo la Licencia Creative Commons Atribucion — No Comercial —

Compartir Igual 4.0 Internacional.

Como se mencion6 anteriormente, el conjunto de estudiantes con los que se probo el diseno
instruccional correspondia a un grupo de estudiantes que repetian el curso de algebra lineal con un
numero reducido de horas a la semana (2 horas por semana, 3 horas menos en comparacién con un
curso regular que consta de 5 horas por semana). No obstante lo anterior, uno de seis de los
estudiantes construyd adecuadamente el concepto en estudio, esto nos da pie a pensar en validar el
tratamiento instruccional en investigaciones futuras con un grupo regular de algebra lineal y en su

caso proponer un refinamiento a la Descomposicion Genética.

Conclusion
En esta tesis se presentd una secuencia de actividades en un ambiente virtual de aprendizaje que

utiliza aplicaciones construidas en GeoGebra. Mediante un analisis de contenido de dichas
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actividades se mostré que éstas podrian fomentar la construccién de las estructuras y los
mecanismos mentales propuestos en una descomposicién genética de los conceptos Sistema de
Ecuaciones Lineales y de su Conjunto Solucién elaborada por Borja (2015). También se reporta la
aplicacion de cinco tareas que se disefiaron para evidenciar las concepciones que un grupo de
estudiantes logré construir después de haber seguido la secuencia didactica propuesta. El analisis
de las producciones de estos estudiantes confirmo que las actividades son adecuadas para promover
la comprension de los conceptos en estudio y el uso de diferentes representaciones de estos
conceptos. Sin embargo, no se obtuvieron las respuestas esperadas. Algunos factores que se detectd
que pudieron influir en estos resultados podrian ser, un tiempo reducido de trabajo (24 horas
totales) y la falta de conocimientos y habilidades previos indispensables para la construccion de

los conceptos.

Como mencionamos anteriormente, aun cuando durante el tratamiento instruccional se promovid
el transito entre distintas representaciones como algebraicas, matricial y grafica, solo uno de seis
estudiantes reconocié de forma correcta el nimero de soluciones que deberia tener un sistema de

ecuaciones lineales a partir de su representacion grafica en R? y R3.

Cabe mencionar que durante el curso los estudiantes dieron evidencia suficiente de poder resolver
sistemas de ecuaciones lineales mediante distintos algoritmos, pero esto no significa forzosamente

que tengan una comprension del concepto sistema de ecuaciones lineales o su conjunto solucion.

Aun cuando el estudio se realizd con estudiantes de ingenieria concordamos con lo que reportan
Ursini y Trigueros (2006), es decir, la capacidad de pensamiento algebraico de los estudiantes no

estd tan desarrollada como seria deseable, esto dificultd obtener los resultados esperados.

Una de las problematicas enfrentadas en el desarrollo del presente trabajo fue el poco tiempo
disponible (24 horas) para implementar el desarrollo instruccional, no obstante, esto seria
importante considerar en los planes de asignatura ya que, en el plan de asignatura de la materia de
Algebra Lineal, solo se consideran 25 horas de 90 totales del curso para topicos de algebra lineal
en si como son, sistemas de ecuaciones lineales, matrices, matrices inversas, operaciones con

matrices y determinantes.
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Por 1ultimo, consideramos oportuno que en investigaciones posteriores se implemente el
tratamiento instruccional con el objetivo de recolectar informacion y en su caso proponer un

refinamiento a la Descomposicion Genética de Borja (2015).
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