BENEMERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FiSICO MATEMATICAS
MAESTRIA EN EDUCACION MATEMATICA

TITULO DE LA TESIS

CONOCIMIENTO DE PROFESORES SOBRE LA NOCION DE LIMITE: UN
ANALISIS DESDE LA PERSPECTIVA DE ALGUNOS ASPECTOS DEL MODELO
DEL CONOCIMIENTO DIDACTICO-MATEMATICO

TESIS
PARA OBTENER EL TiTULO DE

MAESTRO EN EDUCACION MATEMATICA

PRESENTA
LIC. REYNALDO IGLECIAS ANTONIO

DIRECTOR DE TESIS

DRA. LIDIA AURORA HERNANDEZ REBOLLAR
CO-DIRECTOR DE TESIS
DR. ERIC FLORES-MEDRANO

PUEBLA, PUE. Abril 2019







DRA. LIDIA AURORA HERNANDEZ REBOLLAR
SECRETARIA DE INVESTIGACION Y
ESTUDIOS DE POSTGRADO, FCFM-BUAP
PRESENTE:

Por este medio le informo que el C:

LIC. REYNALDO IGLECIAS ANTONIO

Estudiante de la Maestria en Educacion Matematica, ha cumplido con las
indicaciones que el Jurado le sefialé en el Coloquio que se realizé el dia 10 de
diciembre de 2018, con la tesis titulada:

“Conocimiento de profesores sobre la nocién del limite: Un andlisis desde

la perspectiva de algunos aspectos del Modelo del conocimiento

diddctico-matemdtico”

Por lo que se le autoriza a proceder con los tramites y realizar el examen de grado
en la fecha que se le asigne.

ATENTAMENTE.
H. Puebla de Z. a 05 de abril de 2018

Ccep. Archivo.
DR JSI/I'agm*

1if. FM1

A\v. San Claudio y 18 sur, ¢

le Ciencias Ciudad Universitaria, Col. San

la, Pue. C.P. 7257(
) 55 00 Ext. 7550y 7552






Agradecimientos Institucionales

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT) por el financiamiento otorgado,

en el periodo de enero 2017 a diciembre 2018, para la realizacion de esta investigacion.
CVU: 816734

Al cuerpo académico de Aprendizaje y Ensefianza de las Ciencias de la Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas (FCFM), BUAP, por el apoyo recibido para la difusion de este trabajo.

A la Vicerrectoria de Investigacion y Estudios de Posgrado (VIEP) por el financiamiento

para la participacion y asistencia a congresos nacionales e internacionales.

A la Direccion General de Desarrollo Internacional (DGDI) por el apoyo complementado
para poder realizar la de estancia de investigacion en la Universidad de Los Lagos, con sede en
Osorno, Chile en el mes de agosto de 2018.



Vi



Agradecimientos personales

A mis padres, Santa y Reginaldo, por todo el apoyo y comprension durante este tiempo tanto
en lo personal como en lo académico. Por la confianza puesta en mi para lograr cada una de las
metas que me propuesto. A pesar de la distancia siempre han estado conmigo aportandome

consejos para seguir mejorando como persona. A ellos dedico esta tesis.

A mis siete hermanos, Marco Antonio, Julio, Melisa, Erik, Rey Fernando, Natividad y Santa
Isabel, quienes a pesar de no verlos todos los dias son una inspiracion para seguir progresando,
siendo un ejemplo de personas muy trabajadoras. A mis cufiados y sobrinos que forman parte de la

familia. A mi amigo J. Pablo por estar en las buenas y las malas.

A mi director de tesis, la Dra. Lidia Aurora Hernandez Rebollar por todo el apoyo, la
confianzay la paciencia que me brindé durante estos dos afios de maestria. Por los buenos consejos

y conocimientos que aportd para mi formacion tanto profesional como personal.

A mi codirector de tesis, el Dr. Eric Flores-Medrano por todas las observaciones puestas en

el trabajo de investigacion y los consejos de como mejorar.

Al Dr. Luis R. Pino-Fan por haberme aceptado en una estancia de investigacion para aportar
su experiencia en el modelo utilizado en esta tesis. Por el conocimiento, la orientacion y los

consejos que me brindé.

A mis sinodales, Dra. Estela de Lourdes Juarez Ruiz, Dr. José Antonio Juérez, Dr. Eric
Flores-Medrano y Dr. Luis R. Pino-Fan por aceptar formar parte del jurado y tomarse el tiempo
para revisar esta tesis, ademas de realizar las observaciones pertinentes y sugerencias para mejorar

este trabajo de investigacion.

A la Lic. Abigail Garcia Martinez por todo el apoyo durante la maestria, pero algo mas

valioso, la amistad durante estos dos afos.

A mis amigos, en especial a Alma, Mago y Gloria Aragén, con quienes comparti varias

experiencias, buenas y malas, pero que al final nunca se alejaron de mi.

Vil



\h



Indice General

INEFOTUCCION ...tk b bbbt bbbt b b n et n e ns 1
Pregunta de INVESTIJACION ..ottt ettt 3
(0] 0] 13 {10 T T USSP TPV U PP URPRRPRPIN 3
ReSUMEN del CONENTAD . ..ottt 4

Capitulo 1. IMArCO tEONICO. .. . cuiieiieiieie ettt b et b e et e en s 5
1.1 Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) .......cccoveiviiiininciee e, 6
1.2 Configuracion de objetos y procesos (Enfoque ONntoSemiotiCo) ..........covvevvereneirciierennenns 11

OF: 1o 11 (U] (o TN\ I=1 (oo (o] (oo | I- VNS ROPOSPRRPI 13
A STV 1] (0SSPSO 13
2.2 CUBSTIONAITO ...ttt b bbbtk b et bbbttt nr et n e en s 14

2.2.1 Disefio y analisis de tareas (primer DIOQUE) .......cccvecveeiiiiicic e 14
2211 TArE L ..o 14
2212 TABA 2 ..ot 18
2.2. 1.3 TAIBA 3 ..ot s 22

2.2.2 Disefio y analisis de tareas (5egundo BlOQUE) .........ccceveiriieiieieere e 26
2.2 2.1 TAIA A ..ot 26
2.2.2.2 TATBAD ..ottt 30
2.2.2.3 TAIBA B ..ottt 34
2.2. 2.8 TAIBA T .ottt 38
2.2.2.5 TABA 8 ...t 43

Capitulo 3. APlICACION Y ANALISIS .......couviiiieii ettt sre s 49
3.1 ANALISIS (DIOGUE 1)ttt be e s re et e re e aeesbeeneenneas 49

Conocimiento Comun del CoNtENITO .........coueiveiriirieieire e 49



FACELA EPISTEMICA. .. c.ecviteeeiee ettt ettt b e ne s 54

Aspectos de 1a faceta COGNITIVA ........ccueiiiiiiiieieiee s 56

3.2 ANALISIS (DIOGUE 2).....eeieieeieiieieie ettt ettt taene e neenens 57
Conocimiento Comun del CONtENIO .........coveiuriririeiei e e 57

FACELA EPISTEMICA. .. .ttt ettt sttt b e enas 64

FACELA COGNMITIVA......iiuieiiieiice sttt et e e e e te et e sreesteeeesneesreeneeanes 69
Capitulo 4. RefleXiones fINAIES ........c.ooiiiiei i nreas 71
Referencia DIDIOGrATICA ..........coviiiie e 75



Indice de Tablas

Tabla 1. Representacion tabular para la funcion g(x) delatarea l.......cccovviniiiiniinininnniennnn, 15
Tabla 2. Representacion tabular para la funcion k(x) delatarea 2 .........cccoccevvveveiieieececciennnn, 19
Tabla 3. Representacion tabular para la funcion k(x) de latarea 4 ........ccccccoecevveveiveieecncciennnn, 27
Tabla 4. Representacion tabular para la funcion f(x) de latarea 5.........cccccevevveveicciiese e, 32
Tabla 5. Representacion tabular para la funcion h(x) de latarea 6..........ccccecevevvviviivsveiierienen, 36
Tabla 6. Representacion tabular para la funcion f(x) de latarea 8.........ccocevevvvvivcivicieieienen, 44

Indice de Figuras

Figura 1. Conocimiento matematico para la ensefianza (MKT) (Hill, Ball y Schilling, 2008,

R T TSP TO TP U TPV PRPRPRPRPO 6
Figura 2. Dimensiones y componentes del CDM (Pino-Fan y Godino, 2015, p. 103) .................. 7
Figura 3. Practicas, objetos y procesos matematiCosS ...........cceveieeieerieiiieieere e 12
Figura 4. Representacion gréafica para la funcion g(x) de latarea 1........cccocevveiiincicncnnne, 16
Figura 5. Representacion gréfica para la funcion k(x) de latarea2........cccocoeveieiiccieneenn, 20
Figura 6. Solucion utilizando el método graficoenlatarea 3..........cccccooevvevecccicie e 24
Figura 7. Representacion gréfica para la funcion k(x) de latarea4.........ccocooveieiiicicnnennn, 28
Figura 8. Representacion gréfica para la funcion f(x) de latarea 8 ..........ccocoeeveieiiiicneenn, 44
Figura 9. Representacion gréfica de la funcion h(x) de latarea 8.........cccocevevineieincieieenn, 45
Figura 10. Procedimiento algebraico del Profesor 7 enlatarea l ........ccccoooviiiiiiiininicnenn, 50
Figura 11. Procedimiento algebraico del Profesor 1 enlatareal........cccccooiviiiiiiiiicieennenne. 50
Figura 12. Procedimiento algebraico del Profesor 1 enlatarea2.........ccccccooeeveiveiecicinennenn, 51
Figura 13. Procedimiento algebraico del Profesor 1 enlatarea 3 ..........cccccoeiiiiiiiininicnenn, 52
Figura 14. Procedimiento del Profesor 5enlatarea 1...........ccoooiiiiiiiniiienenc e, 53
Figura 15. Procedimiento del Profesor 2 en latarea 2..........cccocveveeiiiiiiiiie e 53
Figura 16. Procedimiento del Profesor 2 en latarea 3..........ccccccoeveiiiii i iie e 54
Figura 17. Procedimiento propuesto por el Profesor 8 enlatareal.......ccccoooiiiniiniiiinninnnnnn, 55
Figura 18. Procedimiento propuesto por el Profesor 1 enlatareal.......ccccoovviniiiiinininnnnnnn, 55

Xl



Figura 19.
Figura 20.
Figura 21.
Figura 22.
Figura 23.
Figura 24.
Figura 25.
Figura 26.
Figura 27.
Figura 28.
Figura 29.
Figura 30.
Figura 31.
Figura 32.
Figura 33.
Figura 34.
Figura 35.

Procedimiento propuesto por el Profesor 8 en latarea2.........cccocovvevveivicnineniene. 56

Practica matemética desarrollada por el Profesor 8 en latarea4 ...........ccccceeveenen. 58
Tabla completada por el Profesor 9 en latarea........ccccccevvviiiieiieve e 59
Procedimiento desarrollado por el profesor 7 en latareab..........ccccceevevviicivennnne. 59
Tabla completada por el profesor 4 en latarea 6.........ccoceeveeeiiniinieneseene e 60
Practica matemética desarrollada por el Profesor 6 en latarea 7 ...........ccccevvennen. 61
Practica matematica desarrollada por el Profesor 3enlatarea 7 .........cccccoveneenne. 62
Practica matematica desarrollada por el Profesor 2 en la tarea 8 (inciso b) ........... 63
Conceptos y procedimientos mencionados por el Profesor 5en latareal............... 64
Conceptos y procedimientos mencionados por el Profesor 1 en latarea3............... 64
Gréfica de la funcion k(x) realizada por el Profesor 1 en latarea 4 ..........ccceeue.. 65
Gréfica de la funcion k(x) realizada por el Profesor 7 en latarea 4 ..........cccee.... 65
Argumento del Profesor 7 en latarea s ........ccccoiiiiiiiiiiineeee e, 66
Argumento del Profesor 1 en latarea b ......c.ccccoceiiiiieii i 67
Elementos proporcionados por el Profesor 3 para las funciones en latarea 7......... 68
Elementos proporcionados por el Profesor 1 para las funciones en la tarea 7......... 68
Representacion analitica del Profesor L en latarea 7......cccccoevevevevvinivevceesiennn, 69

X



Resumen

En este trabajo de investigacion se exploré el conocimiento sobre la nocion de limite de una
funcion que poseen un grupo de profesores de matematicas de nivel medio superior. Se utilizé
como marco tedrico la dimensién matematica y la faceta epistémica de la dimension didactica del

modelo del conocimiento didactico matematico (CDM).

Para desarrollar esta tesis se disefiaron dos bloques de tareas las cuales se sometieron a dos
tipos de validacién. La primera, validacion de contenido, se utilizo la configuracion de objetos y

procesos del enfoque Ontosemiético. La segunda validacion fue por expertos en el area de estudio.

Las tareas disefiadas se aplicaron a nueve profesores de matematicas de nivel medio superior

que pertenecen a distintos sistemas escolares y se desempefian en un contexto rural.

El primer blogue contiene tres tareas las cuales se trabajaron de manera individual en una
sesion de dos horas. EI segundo bloque contiene cinco tareas que se trabajaron de forma individual

y luego grupal.

Posteriormente, se analiz6 cada una de las producciones de los profesores utilizando el marco

tedrico propuesto en esta investigacion.

Se reporta que la mayoria de los profesores participantes tienen un nivel basico del
conocimiento comudn del contenido y que no suelen utilizar representaciones semidticas ni
procedimientos alternativos para resolver problemas relacionados con la nocion de limite de una

funcion.
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Abstract

In this research work we explored the knowledge about the notion of the limit of a function
that is possessed by a group of high school mathematics teachers. It was used as a theoretical
framework the mathematical dimension and the epistemic facet of the didactic dimension of the
model of didactic-mathematical knowledge (DMK).

To develop this thesis, two task blocks were designed, which were subjected to two types of
validation. The first, content validation, used the configuration of objects and processes of the

Onto-semiotic approach. The second validation was by experts in the study area.

The designed tasks were applied to nine high school mathematics teachers who belong to

different school systems and work in a rural context.

The first block contains three tasks which were worked individually in a two-hour session.
The second block contains five tasks that were worked individually and group.

Subsequently, we analyzed each of the productions of teachers using the theoretical

framework proposed in this research.

It is reported that most of the participating teachers have a basic level of common knowledge
of the content and that they do not usually use semiotic representations or alternative procedures

to solve problems related to the notion of the limit of a function.
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Introduccion

En el célculo, la nocién de limite juega un papel importante en la ensefianza, debido a que da
pautas para el conocimiento de otros conceptos u objetos matematicos, ademas, es la base del
calculo diferencial e integral (Vrancken, Gregorini, Engler, Muller, y Hecklein, 2006;
Parameswaran, 2007; Elia, Gagatsis, Panaoura, Zachariades y Zoulinaki, 2009; Kim y Lim, 2017,
Medina, 2017).

Debido a la complejidad de este concepto, se ha convertido en objeto de estudio y diversos
trabajos han arrojado que existen grandes dificultades en su ensefianza y aprendizaje, incluso por
al gran niumero de estas, se han llegado a establecer categorias de las mismas (Artigue, 1995; Hitt
y Péez, 2005; Vrancken, et al, 2006; Moru, 2009).

Investigadores como Artigue (1995) han hecho reagrupaciones de las diversas dificultades
que se han detectado a raiz de los trabajos realizados. Por ejemplo, aquellas asociadas con la
complejidad de los objetos basicos del calculo; aquellas asociadas a la conceptualizacion y a la
formalizacion de la nocion de limite, centro del campo del célculo; y aquellas vinculadas con las
rupturas necesarias con relacion a los modos de pensamiento puramente algebraico, muy familiares

y, a las especificidades del trabajo técnico en el calculo.

De acuerdo con Hitt y Paez (2005) la historia de la matematica nos ha mostrado que, en el
calculo, el concepto de limite es complejo y, probablemente, los obstaculos que tuvieron algunos
matematicos para entenderlo y formalizarlo apareceran en el aula de matematicas. Ademas, es de

suponerse que algunos profesores de matematicas pudieran tener problemas para su compresion.

Dentro del &mbito educativo, y en particular en matemaéticas, el profesor debe poseer los
conocimientos necesarios para contribuir al desarrollo de los temas dentro y fuera del aula. El rol
que tiene el profesor siempre ha sido esencial en la ensefianza, en especial del calculo, por su
importancia en el curriculo oficial y porque necesita de diversos conocimientos, asi como de
estrategias para lograr un ambiente en el cual el estudiante pueda desenvolverse y desarrollar su

conocimiento del tema.



Conocimiento de profesores sobre la nocién de limite:
un analisis desde la perspectiva de algunos aspectos del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico

En el proceso de ensefianza-aprendizaje el profesor de matemaéticas representa un papel
importante, debido a que es un orientador del conocimiento. Se espera que el profesor tenga un
conocimiento profundo del objeto en estudio en el nivel que se desenvuelve, ya que el desarrollo
del pensamiento y competencias matematicas de los estudiantes dependen esencialmente de él
(Pino-Fan, Font y Godino, 2013; Nyikahadzoyi, 2015).

Si bien es cierto, el profesor de matematicas debe poseer cierto conocimiento de los temas
del curriculo que va a ensefiar, desde hace algunos afios la formacion de profesores ha constituido
un campo de investigacion, siendo uno de sus objetivos el determinar y caracterizar el complejo
conocimiento que poseen los profesores de matematicas acerca de un tépico en particular (Pino,
Font y Godino, 2013; Pino-Fan y Godino, 2015).

En la actualidad, existen diversos modelos que aportan pautas para retomar y proponer

actividades que favorezcan la formacion de profesores.

En el campo de la formacion de profesores existen diversos modelos que estudian ciertos
aspectos del conocimiento del profesor de matematicas. Uno de ellos es el modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) (Pino-Fan y Godino, 2015) que establece criterios a
partir de los cuales podemos caracterizar el conocimiento del profesor de matematicas. Dicho
modelo esta determinado por la dimension matemaética, la dimension didactica y la dimension meta
didactico-matematica, a su vez estas categorias presentan subcategorias que permiten llevar a cabo

la caracterizacion del conocimiento del profesor.

En este trabajo nos centramos en explorar el conocimiento que poseen un grupo de profesores

respecto a la nocion de limite de una funcion.



Introduccion

Pregunta de investigacion

Descrito lo anterior, la pregunta de investigacion que se planted para realizar esta tesis es:

¢ Qué conocimientos sobre la nocion de limite de una funcion poseen un grupo de profesores
de nivel medio superior relacionados con la dimension matematica y la faceta epistémica de la

dimensién didactica del modelo CDM?

Objetivo

Explorar el conocimiento relativo a la dimension matematica y la faceta epistémica del CDM

de un grupo de profesores de ensefianza media superior sobre la nocion de limite de una funcion.
Para lograr el objetivo general se propusieron los siguientes objetivos especificos (OE):

OEZ1: Disefar un instrumento que permita evaluar los conocimientos de los profesores
relativos a la faceta epistémica y la dimension matemética del CDM sobre la nocién de

limite de una funcion.

OE2: Determinar las configuraciones epistémicas que se espera que movilicen los

profesores.

OE3: Estudiar la fiabilidad y validez del instrumento, mediante el anélisis de contenido y

juicio de expertos.
OE4: Implementar el instrumento en un grupo de profesores de matematicas de bachillerato.

OES5: Analizar el conocimiento sobre la nocion de limite funcional que evidencian los

profesores participantes en el estudio utilizando el CDM.



Conocimiento de profesores sobre la nocién de limite:
un analisis desde la perspectiva de algunos aspectos del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico

Resumen del contenido

En el primer capitulo de esta tesis se presenta el marco tedrico que se utilizé para la
investigacion. Se describe el modelo del Conocimiento Didactico-Matemético (CDM) vy la
configuracién de objetos y procesos el cual pertenece al Enfoque Ontosemidtico (EOS).

En el segundo capitulo se describe la metodologia que se utilizd. Se mencionan los sujetos
que participaron en el estudio, el cuestionario empleado y el anélisis de cada una de las tareas

utilizando la configuracion de objetos y procesos.

En el tercer capitulo, se presenta el analisis de las producciones realizadas por los profesores,
empleando el modelo CDM. En cada una de las categorias del CDM se menciona el conocimiento

relativo que poseen los profesores participantes.

Finalmente, en el cuarto capitulo se presenta una reflexion final sobre este trabajo de

investigacion.



Capitulo 1. Marco tedrico

La formacion de profesores juega un papel muy importante para la ensefianza y constituye
un campo esencial en la investigacion en Didactica de las Matematicas. Desde hace algunos afios
uno de los problemas que méas se ha estado atacando es determinar cual es el Conocimiento
Didactico Matematico que un profesor debe tener para poder ensefiar matematicas (Pino-Fan, Font
y Godino, 2013).

Un factor importante que el profesor de matematicas debe considerar para la ensefianza, en
su area de trabajo, es su propio conocimiento matematico. Tener claro dicho conocimiento puede
permitirle un anélisis sobre la dificultad de un estudiante, el uso habil de diagramas o modelos,
explicaciones claras, preguntas bien planteadas, seleccion y uso estratégico de tareas y ejemplos
(Suzuka, Sleep, Ball, Bass, Lewis y Thames, 2009).

Se espera que el profesor de matematicas sea capaz de imaginarse lo que sus estudiantes
harian ante un problema matematico. Conocer todas las situaciones que pudieran ocurrir le ayudaria
a generar espacios propicios de trabajo. Se trata de que conozca los temas que va a ensefiar, pero
no solo desde el punto de vista matematico sino también del didactico. Los profesores deberian ser
capaces también de organizar la ensefianza, disefiar tareas de aprendizaje, usar los recursos
adecuados y, comprender los factores que condicionan la ensefianza y el aprendizaje (Godino,
2009).

Véasquez y Alsina (2015) mencionan que un profesor tiene que ensefiar solo lo que sabe, y no
lo que no sabe bien. Dentro de la matematica educativa se desarrolla una linea de investigacion
sobre el conocimiento del profesor de matematicas. Esta se encarga de explorar los conocimientos
propios que un docente debe tener para ensefiar las matematicas. Los modelos propuestos ayudan
al investigador a establecer pautas para el disefio de los instrumentos de investigacion de tal forma

que le permita indagar sobre el conocimiento del profesor.



Conocimiento de profesores sobre la nocién de limite:
un analisis desde la perspectiva de algunos aspectos del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico

1.1 Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM)

Uno de los modelos que da inicio a los trabajos enfocados al analisis de los conocimientos
de profesores de matematicas es el modelo del Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT
por sus siglas en inglés), que en Hill, Ball y Schilling (2008) se define como “El conocimiento
matematico que usan los maestros en las aulas para producir instruccion y crecimiento en el
estudiante” (p. 374). El modelo anterior se divide en dos grandes grupos, el cual se puede apreciar

en la Figura 1.
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contenido del contenido
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Figura 1. Conocimiento matematico para la ensefianza (MKT) (Hill, Ball y Schilling, 2008, p.377)

A partir del modelo anterior surgieron nuevas propuestas enfocadas al analisis del
conocimiento que posee un profesor de matematicas. Uno de ellos es el modelo del Conocimiento
Didéactico-Matematico (CDM), el cual responde a la necesidad de encontrar y proporcionar pautas
y criterios que permitan analizar y caracterizar el conocimiento didactico-matematico requerido
por los profesores para la ensefianza de temas especificos de matematicas (Pino, Font y Godino,
2013).

Este modelo esta integrado por la dimensién matematica, dimension didactica y dimension

meta didactico-matematica (Figura 2).



Capitulo 1. Marco Teorico
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Figura 2. Dimensiones y componentes del CDM (Pino-Fan y Godino, 2015, p. 103)

En la figura anterior, observamos a la Dimension Matematica, la cual se refiere al

conocimiento matematico que debe poseer un profesor para resolver un problema o tarea para luego

implementarlo en el aula, ademéas de poder relacionarlo con algln otro objeto matemaético. Esta

dimensidn se divide en dos subcategorias:

e Conocimiento comdn del contenido. Esta subcategoria trata del conocimiento de un

objeto matematico en especifico, que se considera suficiente para resolver problemas y

tareas establecidas en el plan de estudios de matematicas de un determinado nivel

educativo; este es un conocimiento compartido entre el maestro y los estudiantes.

e Conocimiento ampliado de contenido. Es aquel conocimiento que debe tener el profesor

sobre las nociones matematicas que, tomando como referencia la nocion matematica




Conocimiento de profesores sobre la nocién de limite:
un analisis desde la perspectiva de algunos aspectos del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico

que se esté estudiando en un momento puntual (por ejemplo, la derivada), estdn méas
adelante en el curriculo del nivel educativo en cuestion, o en un nivel siguiente (por
ejemplo, la integral en bachillerato, o el teorema fundamental del calculo y ecuaciones

diferenciales en universidad), (Pino-Fan y Godino, 2015, p.97).

Los autores de este modelo mencionan que la dimension matemaética del CDM que le permite

al profesor resolver tareas y problemas matematicos, no es suficiente para la practica de ensefianza.

De acuerdo a las diversas investigaciones realizadas por distintos autores, se ha llegado a la

coincidencia que se necesita algo mas que conocimiento matematico. En este sentido, la dimension

didactica del CDM considera seis subcategorias o facetas (Pino-Fan y Godino, 2015; Pino-Fan,
Godino y Font, 2015):

Faceta epistémica. Esencialmente alude al conocimiento especializado de la dimensién
matematica. Es decir, establece que el profesor ademéas de movilizar de forma adecuada
la dimensién matematica, debe poseer cierto conocimiento matemaético ligado a la
ensefianza. El profesor debe ser competente en movilizar representaciones de un objeto
matematico, resolver una tarea a través de diferentes procedimientos, vincular el objeto
matematico con otros objetos matematicos del nivel educativo en el cual se trabaja o
desde niveles anteriores o posteriores, para comprender y movilizar la diversidad de

significados parciales para un mismo objeto matematico (Pino-Fan y Godino, 2015).

Faceta cognitiva. Se refiere al conocimiento sobre los aspectos cognitivos de los
estudiantes. Se consideran los conocimientos necesarios para "reflejar y evaluar” la
proximidad o el grado de ajuste de los significados personales (conocimiento de los
estudiantes) con respecto a los significados institucionales (conocimiento desde el punto
de vista del centro educativo). Para ello, el docente debe ser capaz de prever (durante la
etapa de planificacion / disefio) e intentar (durante la etapa de implementacion), las
piezas de trabajo de los alumnos, o los trabajos esperados, las posibles respuestas a un
problema determinado, conceptos erroneos, conflictos o errores que surgen del proceso
de resolucion del problema, enlaces (matematicamente correctos o incorrectos) entre el
objeto matematico que se esta estudiando y otros objetos matematicos que se requieren

para resolver el problema.
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Faceta afectiva. Esta faceta apunta al conocimiento sobre los aspectos afectivos,
emocionales y de comportamiento de los estudiantes. Se trata del conocimiento
requerido para comprender y tratar los cambios de humor de los estudiantes, los
aspectos que los motivan a resolver un determinado problema o no. En general, se
refiere al conocimiento que ayuda a describir las experiencias y sensaciones de los
estudiantes en una clase especifica o con un determinado problema matematico, en un
nivel educativo especifico, teniendo en cuenta los aspectos que estan relacionados con
la faceta ecoldgica. Las facetas cognitivas y afectivas como las definidas por el “enfoque
Ontosemiodtico” (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007; Godino, 2009), juntas
proporcionan una mejor aproximacion y comprensién del conocimiento que los
profesores de matematicas deberian tener sobre las caracteristicas y aspectos que estan
conectados a la forma en que los estudiantes piensan, saben, actGan y sienten en la clase

mientras resuelven un problema matematico.

Faceta interaccional. Se refiere al conocimiento de las interacciones que ocurren dentro
de un aula. Esta subcategoria implica el conocimiento requerido para prever,
implementar y evaluar secuencias de interaccion, entre los agentes que participan del
proceso de ensefianza y aprendizaje, orientados a la fijacién y negociacién de
significados (aprendizaje) de los estudiantes. Estas interacciones no solo ocurren entre
el maestro y los estudiantes (maestro-estudiante), sino que también pueden ocurrir entre

los estudiantes (estudiante-estudiante).

Faceta mediacional. Se refiere al conocimiento de los recursos y los medios que pueden
fomentar el proceso de aprendizaje de los estudiantes. Se trata del conocimiento que un
docente debe tener para evaluar la pertinencia del uso de materiales y recursos
tecnoldgicos para fomentar el aprendizaje de un objeto matemaético especifico, y

también la asignacion de tiempo para las diversas acciones y procesos de aprendizaje.

Faceta ecoldgica. Se refiere al conocimiento de los aspectos curriculares, contextuales,
sociopoliticos, econdémicos... que influyen en la gestion del aprendizaje de los alumnos.
9
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En otras palabras, los profesores deben tener conocimiento del plan de estudios de
matema@ticas de acuerdo al nivel que considera el estudio de un objeto matematico, los
vinculos que pueden existir con otros planes de estudios, las relaciones que dicho
curriculum tiene con los aspectos sociales, politicos y econdémicos que apoyan y

condicionan el proceso de ensefianza y aprendizaje.

En nuestro trabajo nos enfocaremos en explorar el conocimiento comdn de los profesores
respecto al calculo de limite de una funcién, ademas, algunos aspectos parciales de la faceta

epistémica.

10
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1.2 Configuracion de objetos y procesos (Enfoque Ontosemiotico)

Para el disefio y andlisis de cada uno de los problemas nos basamos en algunos aspectos del
“enfoque Ontosemidtico” (EOS) del conocimiento y la instruccion matematica (Godino, 2009;
Godino, Batanero y Font, 2007). Este enfoque tedrico, utilizado en la investigacion en educacion
matematica, permite el analisis de las categorias que pueden ser usadas como herramientas para
identificar y clasificar los conocimientos requeridos para la ensefianza de las matematicas, Yy, por

tanto, para analizar los conocimientos puestos en juego por el profesor.

Godino (2009) menciona que el EOS es un marco tedrico que propone articular diferentes
puntos de vista y nociones tedricas sobre el conocimiento matematico, su ensefianza y aprendizaje.
Se adopta un panorama global, teniendo en cuenta las diversas dimensiones implicadas y las
interacciones entre las mismas. Ademas, se menciona que dichas nociones tedricas que pertenecen

al EOS pueden ser empleadas por los docentes para examinar su propia practica en el aula.

En el EOS se proponen facetas (epistémica, cognitiva, afectiva, mediacional, interaccional y
ecologica) y niveles para el analisis didactico (practicas matematicas y didacticas, configuraciones
de objetos y procesos, normas y metanormas, idoneidad), cada una de sus componentes permite un

analisis del como interpretar categorias 0 componentes del conocimiento que posee un profesor.

Nuestro interés se enfoca en el nivel de las configuraciones de objetos y procesos, el cual
permite la descripcion de objetos y procesos matematicos que intervienen en el desarrollo de las
practicas. El proposito de este nivel es explicar la complejidad de objetos y significados de las
practicas matematicas y didacticas que intervienen como componente explicativo de los conflictos

en el trabajo y en la progresion del aprendizaje.

En la Figura 3 se observa que los tipos de objetos primarios que se ponen en juego en la
solucion del problema son los siguientes: elementos linguisticos, conceptos, procedimientos,

propiedades y argumentos.

11
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CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES
ComLInicacio‘n

o { 0"‘-' N
| PROBLENAS |

\(Problematizacién

Figura 3. Practicas, objetos y procesos matematicos
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Este estudio estd basado en la dimensiébn matematica y aspectos parciales de la faceta
epistémica que pertenece a la dimensién didactica del modelo CDM que exploran el conocimiento

del profesor de matematicas. Ademas, es un estudio de corte cualitativo y de tipo exploratorio.

2.1 Sujetos

El instrumento que se disefi0 para realizar la investigacion fue aplicado a nueve profesores
en ejercicio de nivel medio superior (es decir, ensefian matematicas a estudiantes cuyas edades
oscilan entre 15 y 18 afos). De estos profesores, tres de ellos estaban impartiendo la asignatura de
calculo diferencial y los otros seis no. Todos ellos imparten clases en el municipio de Tepexi de
Rodriguez perteneciente al estado de Puebla por lo que se desenvuelven en un contexto rural.
Ademas, en ocasiones, no solo imparten asignaturas relacionadas con matematicas sino de alguna
otra area, ya que pertenecen a distintos sistemas escolares (Telebachillerato Comunitario,
Bachillerato digital y Bachillerato tecnoldgico) y no todos tienen un perfil con terminacién en el

area de las matematicas.

Para los efectos de los resultados que presentamos en este estudio, se considerd necesario
distinguir a los profesores por un alias, por lo que nos referimos a ellos como Profesor 1, Profesor
2, Profesor 3, Profesor 4, Profesor 5, Profesor 6, Profesor 7, Profesor 8 y Profesor 9.

13
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2.2 Cuestionario

El disefio del instrumento se dividid en dos bloques, el primero constd de tres tareas y el
segundo de cinco. La validacion que se utilizo para el instrumento fue por contenido basado en las
suposiciones teodricas y herramientas teérico-metodologicas del marco teérico del EOS, utilizando

las précticas, objetos y procesos matematicos. Ademas, se realizé la validacion por expertos.

2.2.1 Diseilo y analisis de tareas (primer blogue)

A continuacion, se presenta el analisis de contenido que se realizé para cada una de las tareas
enfocadas a explorar el conocimiento que poseen los profesores participantes en el tema de limites.
Para lo anterior se utilizaron las herramientas tedricas que se proporcionan en el EOS; los objetos
matematicos primarios, sus significados y los procesos involucrados en las practicas matematicas.

En cada uno de los problemas se anexa el analisis del contenido y las soluciones plausibles.

2.2.1.1Tareal

La intencidn de este problema es indagar los siguientes aspectos: para el inciso a) se desea
explorar el conocimiento comdn de contenido del profesor acerca del céalculo del limite de una
funcién racional cuando se indetermina en x = 10, utilizando la notacion formal o alguna

representacion del tipo tabular o gréafica.

En el inciso b) se busca analizar aspectos parciales de la faceta epistémica, es decir, el
profesor deberia poder usar otros sistemas de representacion como tablas o graficas, y proporcionar
otros procedimientos que den paso a soluciones plausibles, es decir, utilizar los diferentes registros
semioticos. Segun Duval (2006) en toda actividad matematica se requiere de transformaciones en

los diferentes registros semioticos, haciendo conversiones y tratamientos.
En los incisos a) y b) se espera que el profesor movilice una configuracion técnica o grafica.

En el inciso ¢) se busca explorar aspectos relacionados con la faceta epistémica y la faceta

cognitiva, el profesor debe detectar posibles dificultades que el alumno puede presentar en la tarea.

14
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Por altimo, con en el inciso d) se pretende explorar aspectos de la faceta interaccional, es decir,
estrategias que el profesor plantearia para solucionar las posibles dificultades del inciso c).

x%2-100

Dada la funcion g(x) = ——

a) Calcule el limite de g(x) cuando x tiende a 10

b) Si conoce algun otro método para resolver el problema desarréllelo aqui.

c) ¢Que dificultades cree que tendrian los estudiantes para encontrar el limite de la funcién
en el punto dado?

d) ¢Qué estrategias didacticas utilizaria para ayudar a los estudiantes a superar las
dificultades detectadas?

Las respuestas plausibles para la tarea son las siguientes:

e Meétodo directo, utilizando factorizacion, llegar a una expresion equivalente a la funcion

racional se sustituye y se obtiene: lir{xog(x) =20
xX—

e Representacion tabular: Realizar una tabla con algunos valores infinitamente pequefios
del dominio cercanos a x = 10, relacionandolos con sus respectivas imagenes se
observa que se van aproximando a 20 tanto por la derecha e izquierda, sin embargo

g(10) # 20, esto se puede ver en la Tabla 1.

Tabla 1. Representacion tabular para la funcion g(x) de latarea 1

x 975 98 985 99 995 10 10.05 10.1 10.15 10.2 10.25
g(x) 19.75 19.8 19.85 19.9 19.95 Indef 20.05 20.1 20.15 20.2 20.25

e Representacion grafica: Realizar la grafica de la funcién y usando flechas hay que
sefialar que cuando valores del dominio se aproximan a x = 10, las imagenes

correspondientes se aproximan a g(x) = 20 tanto por la derecha e izquierda, ver Figura
4.
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1905

1985

a8 /f 2.85 290 295 10 1005 101 10.15 102

Figura 4. Representacion grafica para la funcién g(x) de la tarea 1

e Usar la Regla de L'Hépital para limites indeterminados, es decir:

2 2
. x%2-100 . x2-100)/ . 2x
lim = 100y lim =—=20
x—-10 x—10 x—10 (x—10)/ x—10 1

Ahora se presenta el analisis de contenido considerando las posibles soluciones mediante la

descripcion de los objetos y procesos primarios.

Elementos lingiisticos previos

x%—

y 100 . .. . ..
e Laexpresionde g(x) = 5 5e refiere a la representacion algebraica de una funcién

o
racional.

e La expresion “Calcule el limite de g(x) cuando x tiende a 10", solicita un
procedimiento para calcular el limite de la funcién g(x) en el valor solicitado, este
puede ser por el método algebraico, tabular o grafico.

e La expresion, “Si conoce algiin otro método para resolver el problema desarrollelo

aqui”, sentencia que solicita un procedimiento distinto al usado en el inciso a).
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Elementos linglisticos emergentes

e Lanotacion lir{log(x) = 20, es una solucion al problema la cual representa un método
X—

algebraico.

e La representacion tabular de la funcion g(x) muestra que para valores en el dominio
préximos a 10, sus imagenes correspondientes se van aproximando a un valor, se puede
determinar que es 20, ademas se observa que en x = 10 la funcion no esta definida.

e La representacion grafica de la funcion g(x) ilustra que cuando los valores en el
dominio se aproximan a 10 (por la derecha e izquierda), sus imagenes correspondientes
se aproximan a 20, ademas se observa que en x = 10 la funcidn no esta definida.

e Usar la regla de L'Hopital para limites indeterminados, muestra otro tipo de

representacion simbolica para resolver el problema.

Conceptos previos

Funcion racional: una funcion racional f es un cociente de dos funciones, g(x) =

PG
Q(x)

que Q(x) no sea cero.

donde P y Q son polinomios. EI dominio consiste de todos los valores de x tales

Dominio (variable independiente). Conjunto de todos los valores de x para los cuales la

funcién g(x) esté definida.

Imagen (variable dependiente). Conjunto de todos los valores posibles de g(x)

conforme x varia a través de todo el dominio.

Limite de una funcién. El limite de g(x), cuando x tiende a a, es igual a L

(lim g(x) = L) si podemos hacer que los valores de g(x) estén arbitrariamente
x—a

cercanos a L, tomando valores de x suficientemente cerca de a, pero no iguales a a.

Proposiciones

. h . . ., . .
o llm%, el calculo del limite de una funcion racional en la que se obtiene una
X—a

indeterminacion, remite a que se recurra a otro método para encontrar la solucion.

17



Conocimiento de profesores sobre la nocién de limite:
un analisis desde la perspectiva de algunos aspectos del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico

Procedimientos

e Caélculo del limite de una funcion racional. El procedimiento algoritmico muestra que
se indetermina en x = 10, posteriormente, para realizar la sustitucion se prosigue a una
expresion equivalente de la funcion original obteniendo una expresion lineal.

e La representacion tabular exige que se consideren valores infinitesimales proximos a
10 para que sus imagenes correspondientes se aproximen a 20. Observando la tabla se
tiene que para x = 10 la funcion no tiene asignado ningun valor.

e Representacion grafica. Para realizar esta representacion se puede recurrir al apoyo de
la representacion tabular, representando cada una de las coordenadas. Otra forma de
obtener la gréafica es obtener primero una expresion lineal equivalente a la funcién
racional, luego obtener los puntos de interseccion con los ejes, sefialando que en x =

10 la funcion no esté definida.

Argumentos

e “La funcion g(x) se indeterminaen x = 10”
e “El limite de la funcion g(x) es 20”
e “Cuando los valores en el dominio se aproximan a x = 10, sus imagenes

correspondientes se aproximan a 20 por la derecha e izquierda”
2.2.1.2 Tarea?2

La finalidad de este problema es examinar los siguientes aspectos: para el inciso a) explorar
el conocimiento comun de contenido del profesor acerca del calculo del limite de una funcion por
partes cuando esta presenta un cambio en x = —1, ademas que no esta determinada en dicho punto,

utilizando la notacion formal o alguna representacion del tipo tabular o gréfica.

En el inciso b) nos centramos en analizar aspectos parciales de la faceta epistémica, es decir,
el profesor deberia poder usar otros sistemas de representacion como tablas o graficas, y
proporcionar otros procedimientos que den paso a soluciones plausibles. En los incisos a) y b) se

espera que el profesor movilice una configuracion técnica o gréafica.
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Para el inciso c) explorar aspectos relacionados con la faceta epistémica y la faceta cognitiva,
el profesor debe detectar posibles dificultades que el alumno puede presentar ante el problema. Por
ultimo, con en el inciso d) se pretende explorar aspectos de la faceta interaccional, es decir,

estrategias que el profesor plantearia para solucionar las posibles dificultades del inciso anterior.

x+1 six< -1

Sea k(x) = {(x + 1)3 six>—1

a) Calcule el limite de k(x) cuando x tiende a —1

b) Si conoce algun otro método para resolver el problema desarréllelo aqui.

c) ¢Qué dificultades cree que tendrian los estudiantes para encontrar el limite de la funcién
en el punto dado?

d) ¢Qué estrategias didacticas utilizaria para ayudar a los estudiantes a superar las

dificultades detectadas?

Dentro de las respuestas plausibles para esta tarea estan las siguientes

e Utilizar la proposicion de limites laterales. Es decir: si XEI_% k(x) = 0y, por otro lado
lim k(x)=0
x—->—-1"
Entonces, dado que los limites laterales coinciden, el limite de la funcién k(x) cuando
los valores en el dominio se aproximan a x = —1 es cero.
e Representacion tabular: Realizar una tabla con valores infinitamente pequefios del

dominio cercanosa x = —1, relacionados con sus respectivas imagenes observando que

estas se van aproximando a 0, ademas, observar que k(0) # 0, ver Tabla 2.

Tabla 2. Representacion tabular para la funcion k(x) de la tarea 2

x 125 -120 115 -110 121 -1 -095 -090 -0.85 -0.80 -0.75
k(x) 0.25 020 -0.15 -0.10 -0.1 0.0001 0.0010 0.0034 0.0080 0.0156

x+1. (x< —1) (x+1), (x>-1)
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e Representacion gréfica: Realizar la gréfica de la funcion y usando flechas hay que
sefialar que cuando los valores del dominio se aproximan a x = —1, las imagenes
correspondientes se aproximan a 0 tanto por la derecha e izquierda, es decir el limite de

la funcion cuando x se aproxima a —1 es 0, sin embargo k(x) # 0, ver Figura 5.

x+1. (x< —1)
(x+1)Y. (x>-1)

a

Figura 5. Representacion grafica para la funcion k(x) de la tarea 2

A continuacion, se presenta el andlisis de contenido considerando las posibles soluciones

mediante la descripcion de los objetos y procesos primarios.

Elementos lingiisticos previos

x+1 six < -1

(x+1)° six>-1 se refiere a la representacion algebraica

e La expresion k(x) = {

de una funcién a trozos (por partes), construida a partir de dos funciones polinomiales.
e La expresion “Calcule el limite de k(x) cuando x tiende a —1 ", solicita un
procedimiento para calcular el limite de la funcién k(x) en cierto valor, este puede ser
por el método algoritmico, tabular o gréafico.
e La expresion, “Si conoce algin otro método para resolver el problema desarréllelo

aqui”, solicita un procedimiento distinto al usado en el inciso a).
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Elementos linglisticos emergentes

e Las expresiones lirri+ k(x)=0y lirq k(x) = 0, representan a los limites laterales
X—— x—->-1"

de la funcion cuando x tiende a —1.

e La representacion tabular de la funcién k(x) muestra que para valores en el dominio
préximos a x = —1 (por la derecha e izquierda), sus imagenes correspondientes se van
aproximando a un valor, se puede llegar a determinar que es 0, ademas, se observa que
en x = —1 la funcidén no esta definida.

e La representacion gréfica de la funcion k(x) ilustra que cuando los valores en el
dominio se aproximan a x = —1 (por la derecha e izquierda), sus imagenes
correspondientes se aproximan a 0, ademas, se observa que en x = —1, la funcién no

esta definida.

Conceptos previos

e Funcion por partes: funcion construida a partir de dos funciones 0 mas que estan bien
definidas.

e Dominio (variable independiente). Conjunto de todos los valores de x para los cuales la
funcion k(x) esta definida.

e Imagen (variable dependiente). Conjunto de todos los valores posibles de k(x)
conforme x varia a traves de todo el dominio.

e Limitelateral. lim k(x) = L, el limite izquierdo de k(x), cuando x tiende a a, es igual
X—a

a L si podemos hacer que los valores de k(x) estén arbitrariamente cercanos a L,
tomando valores de x suficientemente cerca de a, pero menores a a. En el caso de

lim k(x) = L, tomando valores de x suficientemente cerca de a, pero mayores a a

x—at

Conceptos emergentes

e Limite funcional. Valor L al que se aproxima k(x) conforme x se aproxima a un cierto

valora € R, en este caso a = —1.
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Proposiciones

Una funcion construida a partir de dos funciones polinomiales puede llegar a tener
limite en un punto a, si los limites laterales existen aun cuando k(a) no esté definido.
Esta proposicion es usada para reconocer que el limite de k(x) cuando x tiende a a

existe.

Procedimientos

El calculo del limite de una funcion por partes se obtiene del procedimiento algebraico

del calculo de limites laterales, es decir, el linbk(x) =0y lini_k(x) =0,
xX—>— x——

posteriormente se decide si existe o no el limite de la funcion k(x).

La representacion tabular exige que se consideren valores infinitesimales proximos a
x = —1 para que sus imagenes correspondientes se aproximen a 0. Luego de realizar la
tabulacion se observa que en x = —1 no se le asigna ninguna imagen.

Para realizar la representacion grafica se puede hacer uso de la representacion tabular,
representando cada una de las coordenadas.

Argumentos

“La funcion k(x) no esta definidaen x = —1”
“El limite de la funcion k(x) es 0”
“Cuando los valores en el dominio se aproximan a x = —1, sus imagenes

correspondientes se aproximan a 0 tanto por la derecha e izquierda”

2.2.1.3Tarea 3

El proposito de esta tarea es explorar los siguientes aspectos: En el inciso a) el conocimiento

comun de contenido que posee el profesor acerca del calculo del limite de una funcién a partir de

su gréafica, cuando valores en el dominio se aproximan a x = g Se espera que el profesor movilice

una configuracion del tipo gréfico.
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En el inciso b) aspectos relacionados con la faceta epistémica y la faceta cognitiva, es decir,
el profesor debe detectar posibles dificultades que el alumno puede presentar ante el desarrollo de

la solucion.

Por ultimo, con en el inciso ¢) se pretende explorar aspectos de la faceta interaccional, es
decir, estrategias que el profesor plantearia para solucionar las posibles dificultades del inciso

anterior.

Dada la grafica de la funcion f(x)

—4

a) Calcule el limite de f(x) cuando x tiende a — g Justifique su respuesta

b) ¢Qué dificultades cree que tendrian los estudiantes para encontrar el limite de la
funcién en el punto dado?
c) ¢Qué estrategias didacticas utilizaria para ayudar a los estudiantes a superar las

dificultades detectadas?

Las respuestas plausibles para la tarea son las siguientes:

e Analisis grafico 1: Observando la grafica de la funcion y utilizando la notacion de limite
se concluye lo siguiente:
lim f(x) no existe debido a que los limites laterales no coinciden:

x>
2
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Conocimiento de profesores sobre la nocién de limite:
un analisis desde la perspectiva de algunos aspectos del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico

lingnﬁf(x) =-1y lim_f(x)=0

xX-—7 Y
e Analisis grafico 2: Luego de observar la grafica, usando flechas (ver Figura 6) se puede

sefialar que cuando los valores en el dominio se aproximan a x = —g por la izquierda,

sus imagenes correspondientes se aproximan a cero. Por otro lado, cuando se aproximan

ax = —g por la derecha sus imagenes se aproximan a —1.

Entonces, dado que los limites laterales no coinciden, el limite de la funcion f(x) no

existe.

[N

b

Figura 6. Solucion utilizando el método grafico en la tarea 3

Ahora se presenta el analisis de contenido considerando las posibles soluciones mediante la
descripcidn de los objetos y procesos primarios.

Elementos lingiiisticos previos

e Lagréficade f(x) representa una funcion por partes, con discontinuidad en x = —g.
e La expresion “Calcule el limite de f(x) cuando x tiende a — g", solicita un analisis de

la grafica en el que se debe observar que existe un cambio en x = —g.
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Capitulo 2. Metodologia

Elementos lingiisticos emergentes

e Lasexpresiones lim f(x) =—1y lim_f(x) = 0, representan la forma de justificar

xXo= X==

que no existe el limite de la funcion f(x).
e La representacion gréafica de la funcion f(x) ilustra que cuando los valores en el
dominio se aproximan a —% por la izquierda y por la derecha, sus imagenes
correspondientes se aproximan, por un lado, a 0 y por otro a —1, ademas se observa que

enx = — % la funcion no esta definida.

Conceptos previos

e Funcion por partes: funcion construida a partir de dos o0 mas funciones que estan bien
definidas.

e Dominio (variable independiente). Conjunto de todos los valores de x para los cuales la
funcion k(x) esta definida.

e Imagen (variable dependiente). Conjunto de todos los valores posibles de f(x)
conforme x varia a través de todo el dominio.

e Limite lateral. lim k(x) = L, el limite izquierdo de k(x), cuando x tiende a a, es igual

x—a~

a L si podemos hacer que los valores de k(x) estén arbitrariamente cercanos a L,
tomando valores de x suficientemente cerca de a, pero menores a a. En el caso de

lim k(x) = L, tomando valores de x suficientemente cerca de a, pero mayores a a.
X—a

Conceptos emergentes

e Discontinuidad
e Limite indeterminado

e Limite funcional
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Proposiciones

e El analisis de la gréafica de la funcion obliga a observar que la funcion presenta una

discontinuidad (salto) en x = —g, por lo tanto, los limites laterales no coinciden

Ilegando a la conclusion que el limite en x = —g no existe.

Procedimientos

e Andlisis gréfico. Observando la gréfica de la funcion f(x), se tiene, en primer lugar,
que la funcion no es continua en x = —g, luego, que para valores cercanos a x = —%
por la izquierda sus imagenes correspondientes se aproximan a 0 y por la derecha se

aproximan a —1. Finalmente se llega a la conclusién que el limite de la funciéon no

existe.

Argumentos

e “Lafuncién f(x) es discontinuaen x = — =

e “El limite de la funcion f(x) no existe debido a que los limites laterales no coinciden”

« .- . T P
e “Cuando los valores en el dominio se aproximan a X =—=, Sus Imagenes

correspondientes se aproximan por la izquierda a 0 y por la derecha a —1, por lo tanto,

el limite de la funcién no existe”

2.2.2 Diseio y andlisis de tareas (segundo bloque)

2.2.2.1 Taread

El objetivo en este problema es explorar los siguientes aspectos: para el inciso a) el
conocimiento del profesor en el célculo valores del dominio cercanos a x = 20 utilizando una
expresion algebraica y colocandolos en una tabla. Se espera que movilice una configuracion
técnica.
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Capitulo 2. Metodologia

En el caso del inciso b), la idea de aproximacién mediante el analisis de los datos de la
representacion tabular. En ambos incisos, a) y b), se analiza el conocimiento comun del contenido

del profesor.

Para evaluar los aspectos parciales de la faceta epistémica, es decir, aspectos del
conocimiento especializado del contenido, se propusieron los incisos ¢) y d). En el caso del inciso
¢) conocimientos acerca de los conceptos y procedimientos puestos en juego durante la resolucién
del problema. Para el inciso d) con el apoyo de la funcion y la representacion tabular, hacer la

conversion a la representacion grafica.

Seak(x) =1+ 2x,

a) complete la tabla cuando los valores de x se acercan por la izquierda y por la derecha

a 20, pero nunca son 20.
x |52 |0 |2 |4 |8 |16 |19 [20 |21 |24 (32 |36 |38 |39
k(x) | -9 1 |5 17 | 33 49 73 |77

b) ¢Qué sucede con los valores de k(x) cuando los valores de x se acercan tanto por la
izquierda como por la derecha a 20?

c) ¢Que conceptos y procedimientos matematicos se ponen en juego en la solucion de
los incisos a) y b)?

d) Represente la situacion anterior usando la gréfica de la funcion.

Las respuestas plausibles para la tarea son las siguientes:

a) Obtener las imagenes correspondientes para: x = =2, x = 4, x = 19, x = 21, x = 32,

x = 39, posteriormente, ubicarlos la tabla proporcionada (ver Tabla 3).

Tabla 3. Representacion tabular para la funcion k(x) de la tarea 4

X 5 -2 0 2 4 8 |16 |19 |20 | 21 | 24 | 32 | 36 | 38 | 39

k(x) | -9 | -3 1 5 9 |17 | 33 | 39 43 | 49 | 65 | 73 | 77 | 79
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b) Cuando los valores en el dominio se aproximan a x = 20 tanto por la derecha e
izquierda sus imagenes correspondientes se aproximan a 40.
c) Se pueden identificar los siguientes conceptos
v Funcion lineal
v Aproximacion

d) Bosquejo de la grafica de la funcion k(x) = 1 + 2x, (Figura 7).

80

ag

20

LT

e / > 20 0 €0
|

Figura 7. Representacion grafica para la funcion k(x) de la tarea 4

A continuacion, se presenta el andlisis de contenido considerando todas las posibles
soluciones mediante la descripcién de los objetos y procesos primarios.

Elementos lingiiisticos previos

e Laexpresionde k(x) = 1 + 2x se refiere a la representacion algebraica de una funcion

lineal.
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Capitulo 2. Metodologia

La expresion “complete la tabla cuando los valores de x se acercan por la izquierda y
por la derecha a 20, pero nunca son 20", solicita un procedimiento para calcular los
valores faltantes y completar la tabla.

La expresion, “¢Qué sucede con los valores de k(x) cuando los valores de x se acercan
tanto por la izquierda como por la derecha a 20?”, da pauta a observar los datos de la
tabla y dar una posible respuesta, en este caso decir que los valores de las imagenes se

aproximan a 41.

Elementos linglisticos emergentes

La notacion k(—2)= -3, k(4) =9, k(19) =39, k(21) =43, k(32) =65,
k(39) = 79, representan los valores que completan la tabla.

La representacion tabular de la funcion k(x) muestra que para valores en el dominio
préximos a x = 20 (tanto por la izquierda y derecha), sus imagenes correspondientes
se van aproximando a 41.

El bosquejo de la representacion grafica de k(x) se puede llegar a determinar a partir

de la expresion algebraica o utilizando los datos de la tabla.

Conceptos previos

Funcion lineal: una funcion lineal k es del tipo k(x) = mx + b donde m representa el
valor de la pendiente y b la interseccidn con el eje Y, ademas, es un polinomio de primer
grado.

Dominio (variable independiente). Conjunto de todos los valores de x para los cuales la
funcidn k(x) esta definida.

Imagen (variable dependiente). Conjunto de todos los valores posibles de k(x)

conforme x varia a través de todo su dominio.

Proposiciones previas

Intuitivamente la funcion k(x) es continua en todo R.
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Proposiciones emergentes

o k(—2)=-3,k(4) =09, k(19) = 39, k(21) = 43, k(32) = 65, k(39) = 79, son los

valores que complementan la tabla.

Procedimientos

e La representacion tabular permite observar que para valores proximos a 20 sus
imagenes correspondientes se aproximan a 41.

e Representacion grafica. Para realizar esta representacion se puede recurrir al apoyo de
la representacion tabular, representando cada una de las coordenadas. Otra forma de
obtener la grafica por medio de la expresion algebraica, graficando los puntos de
interseccion con el eje Y y X, posteriormente se traza un rayo que pasa por dichos

puntos.

Argumentos

e “La funcion k(x) es continua en todo R”
e “Cuando los valores en el dominio se aproximan a x = 20 tanto por la derecha e

izquierda sus imagenes correspondientes se aproximan a 40.”
2.2.2.2 Tarea5

El propdsito de este problema es explorar los siguientes aspectos: en el inciso a) que el
profesor calcule, usando una funcién racional, las imagenes de algunos valores del dominio
préximos a x = 4 utilizando una expresion algebraica y colocandolos en una tabla, ademas,
observar que la funcién no esta definida para x = 4. Se espera que él movilice una configuracion

técnica.

En el inciso b), explorar la idea de aproximacion en x = 4 mediante el analisis de los datos
de la representacion tabular. Ambos incisos se refieren al conocimiento comun del contenido del

profesor.
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Capitulo 2. Metodologia

Respecto a los aspectos parciales de la faceta epistémica, es decir, aspectos del conocimiento
especializado del contenido, se propusieron los incisos ¢) y d). En el inciso ¢) se exploraran
conocimientos acerca de cada uno de los conceptos y procedimientos que se ponen en juego durante

el proceso de la resolucion del problema.

En el inciso d), poder pasar de un registro a otro haciendo una conversion entre las
representaciones algebraica, tabular y grafica, es decir, poder identificar la grafica que esta asociada

a la funcion proporcionada.

Y, por altimo, con los incisos e), f) y g), se busca explorar las dificultades que podria detectar

el profesor en sus estudiantes.

Sea f(x) =

x%2-16

x—4

a) complete la siguiente tabla cuando los valores de x se acercan por la izquierda y por la

derecha a 4, pero nunca son 4.

x |35(36(37]38[39[4 [41[42[4344]45
f() |75 7.7 8.2 85

b) ¢Qué sucede con los valores de f(x) cuando los valores de x se acercan por la izquierda

y por la derecha a 4 pero nunca son 4?

c) ¢Qué conceptos y procedimientos matematicos se ponen en juego en la solucion de los

incisos a) y b)?

d) ¢Cuél de las siguientes graficas corresponden a la funcién f (x)? Argumente su respuesta
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i) i) iD) iv)

e) ¢Qué dificultades cree que tendrian los estudiantes al llenar la tabla del inciso a)?
f) ¢Qué dificultades cree que tendrian los estudiantes al responder el inciso b)?
g) ¢Qué dificultades cree que tendrian los estudiantes para identificar la gréfica de la

funcidn del inciso d)?

Las respuestas plausibles para la tarea son las siguientes:

a) Obtener las imagenes correspondientes para los valores: x = 3.6, x = 3.8, x = 3.9,
x=41,x=43,x=4.4

Luego ubicarlos en la tabla proporcionada, (Tabla 4).

Tabla 4. Representacion tabular para la funcion f(x) de la tarea 5

X 35 |36 |37 |38 |39 |4 (41 |42 |43 |44 |45

f(x) (75 |76 |77 |78 [7.9 81 |82 |83 (84 |85

b) Cuando los valores en el dominio se aproximan a x = 4 tanto por la derecha e izquierda
sus imagenes correspondientes se aproximan a 8.
¢) Los conceptos que se pueden identificar son los siguientes.
v Funcion racional
v Discontinuidad de una funcién en un punto

v Aproximacion
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Capitulo 2. Metodologia

d) Gréfica IV. Para llegar a esta respuesta observemos lo siguiente: se trata de una funcion

racional que se indefine en x = 4, por lo tanto, se descartan las gréaficas | y Il. Luego,
observando los pares ordenados en la tabla, y analizando la grafica Il y 1V, se tiene que
las imagenes de los valores en el dominio cercanos a x = 4 se aproximana8ynoa 12,
por lo tanto, se descarta la grafica I, llegando a que la gréfica correspondiente a f(x)

eslalV.

Ahora se muestra el analisis de contenido considerando las posibles soluciones mediante la

descripcion de los objetos y procesos primarios.

Elementos lingiisticos previos

x2-16 . L. . .,
—, o Se refiere a la representacion algebraica de una funcién

La expresion de f(x) =
racional.

La expresion “complete la siguiente tabla cuando los valores de x se acercan por la
izquierda y por la derecha a 4, pero nunca son 4", solicita un procedimiento para calcular
los valores de g(x) que faltan.

La expresion, “;Cudl de las siguientes graficas corresponden a la funcién f(x)?”, da

pauta a analizar cada una de las gréficas y decidir cual representa a la funcion.

Elementos linglisticos emergentes

La notacion f(3.6) =7.6, f(3.8) =7.9, f(3.9) =7.9, f(4.1) = 8.1, f(4.3) = 8.3,
f(4.4) =84, representan los valores que completan la tabla. Esta notacion
complementa la representacion tabular de la funcion f(x).

La representacion tabular muestra que para valores en el dominio préximos a x = 4
(por la derecha e izquierda), sus imagenes correspondientes se van aproximando a 8.
La grafica IV representa a la funcion f(x), ilustra que cuando los valores en el dominio
se aproximan a x = 4 (por la derecha e izquierda), sus imagenes correspondientes se

aproximan a 8, ademas, se observa que en x = 4 la funcién no esta definida.
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Conceptos previos

Funcion racional: una funcién racional f es un cociente de dos funciones f(x) =

%donde Py Q son polinomios. EI dominio consiste en todos los valores de x tales

que Q(x) # 0.

Dominio (variable independiente). Conjunto de todos los valores de x para los cuales la
funcion f(x) esta definida.

Imagen (variable dependiente). Conjunto de todos los valores posibles de f(x)

conforme x varia a través de todo el dominio.

Procedimientos

Célculo de valores de una funcién racional. En primer lugar, el procedimiento
algoritmico muestra que la funcion se indetermina en x = 4, posteriormente, para
completar la tabla se realiza el célculo de los valores faltantes. Se podria trabajar con
una expresién equivalente, en este caso una funcién lineal.

La representacion tabular permite no solo calcular valores para nimeros enteros, sino
también con algunos decimales. Ademas, para x = 4 no se solicita asociar ningun valor.
Representacion gréafica. Para identificar qué grafica representa a la funcion f(x) se debe
tener en cuenta que la funcién no es continua en un punto, ademas, haciendo algunas
operaciones algebraicas se tiene una funcion lineal que es equivalente a la funcién

racional, por lo tanto, la grafica correspondiente es la IV.

Argumentos

“La funcion f(x) se indeterminaen x = 4”
“Cuando los valores en el dominio se aproximan a x =4, SuUS imagenes

correspondientes se aproximan a 8 tanto por la derecha e la izquierda”

2.2.2.3 Tarea b

La finalidad de esta tarea es indagar los siguientes aspectos: a) el calculo de valores

empleando una funcion por partes para valores del dominio préximos a x = 6 utilizando una
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Capitulo 2. Metodologia

expresion algebraica y colocdndolos en una tabla. Se espera que movilice una configuracion técnica

y grafica.

Para el caso del inciso b), la idea de aproximacion a x = 6 mediante el analisis de los datos
de la representacion tabular. Ambos incisos son para explorar el conocimiento comun del contenido

que posee el profesor.

Respecto a los aspectos parciales de la faceta epistémica, se propuso el inciso c), donde el
profesor debera determinar los conceptos y procedimientos puestos en juego durante la resolucion

del problema.

El inciso d) considera aspectos de la faceta cognitiva. El profesor debe ser capaz de prever
posibles dificultades que pudieran surgir en los estudiantes durante la resolucion del problema
matematico. Por Ultimo, en el inciso e) nos enfocamos en el conocimiento del profesor relacionado
con la faceta interaccional, ya que debera proponer algunas estrategias didacticas luego de haber

proporcionado algunas dificultades.

x—1 six<6

Sea h(x) = {(x —7)2six>6

a) complete la siguiente tabla cuando los valores de x se acercan por la izquierda y por la
derecha a 6, pero nunca son 6. Ademas, realice la gréfica de la funcion h(x).
x |55|56|57|58|59|6 |[61|62 |63|64|6.5
h(x) 4.6 4.8 0.64 0.25

b) ¢Qué sucede con los valores de h(x) cuando los valores de x se acercan por la izquierda
y por la derecha a 6 pero nunca son 6?

c) ¢Qué conceptos y procedimientos matematicos se ponen en juego en la solucion del
inciso a)?

d) ¢Qué dificultades cree que tendrian los estudiantes para responder el inciso a)?

e) ¢Qué estrategias didacticas utilizaria para ayudar a los estudiantes a superar sus

dificultades detectadas en el inciso d)?
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Las respuestas plausibles para el problema son las siguientes:

a)

b)

c)

Para obtener las imagenes de los valores: x = 5.5, x = 5.7, x = 5.9, dado que son
valores menores a 6, corresponde usar x — 1. Y paralos valores x = 6.1, x = 6.3, x =
6.4 dado que son mayores a 6, corresponde usar (x — 7)?

Luego ubicarlos correctamente en la tabla proporcionada, (Tabla 5).

Tabla 5. Representacion tabular para la funcion h(x) de la tarea 6

x |55]56|57|58|59|6 61 |62 [63 |64 |65
h(x) |45|4.6 |47 48 49 0.81 | 0.64 | 0.49 | 0.36 | 0.25

Cuando los valores en el dominio se aproximan a x = 6 por la derecha, sus imagenes
correspondientes se aproximan a 1, y cuando se aproximan por la izquierda, sus
iméagenes correspondientes se aproximan a 5.
Algunos posibles conceptos que se involucran en el problema son:

v Funcion por partes

v" Discontinuidad
v Funcion lineal
v

Funcién cuadratica

A continuacion, se presenta el andlisis de contenido considerando las posibles soluciones

mediante la descripcion de los objetos y procesos primarios.

Elementos lingiiisticos previos

x—1 Six <6

La expresion h(x) = { Xx=7) six>6

se refiere a la representacion algebraica de

una funcion construida a partir de dos funciones polinomiales, una lineal y otra
cuadratica.

La expresion “complete la siguiente tabla cuando los valores de x se acercan por la
izquierda y por la derecha a 6, pero nunca son 6”, indica calcular las imagenes

correspondientes y ubicarlos en la tabla.
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El enunciado “ademas, realice la gréfica de la funcion h(x)”, apunta representar un
bosquejo de h(x).

La expresion “;Qué sucede con los valores de h(x) cuando los valores de x se acercan
por la izquierda y por la derecha a 6 pero nunca son 6?", solicita un analisis de la funcion

apoyandose con los datos de la tabla.

Elementos linglisticos emergentes

La expresion x — 1 si x < 6, requiere usar la funcion lineal para el céalculo de valores
estrictamente menores que 6. Por otro lado (x — 7)? si x > 6, se utiliza para el clculo
de valores estrictamente mayores que 6.

La representacion tabular de la funcion h(x), luego de haberla completado, muestra que
las imagenes de valores en el dominio proximos a x = 6, pero menores que 6, se van
aproximando a 5 y las imagenes de los valores proximos a x = 6 pero mayores que 6
se aproximan a 1. Ademas, en x = 6, la funcidn no esta definida.

La representacion grafica de la funcion h(x) ilustra que cuando los valores en el
dominio se aproximan a x =6 por la derecha e izquierda, sus imagenes
correspondientes no convergen al mismo valor, por la derecha se aproximan a 0 y por

laizquierda a 5, ademaés, también se observa que en x = 6, la funcion no esta definida.

Conceptos previos

Funcion por partes: funcion construida a partir de dos funciones 0 més que estan bien
definidas.

Dominio (variable independiente). Conjunto de todos los valores de x para los cuales la
funcion h(x) esta definida.

Imagen (variable dependiente). Conjunto de todos los valores posibles de h(x)
conforme x varia a través de todo el dominio.

Discontinuidad de salto. La discontinuidad en un punto de una funcién h(x) es en la

cual sufre un "salto" o cambio "brusco" de valor.
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Proposiciones

e Intuitivamente la funcion h(x) no es continua en todo su intervalo, presenta una
discontinuidad de salto en x = 6. Por lo tanto, para valores cercanos a 6, sus imagenes

correspondientes por la derecha se aproximan a 1 y por la izquierda se aproximan a 5.

Procedimientos

e Para completar la tabla, dada la funcién h(x), se debe decidir qué parte utilizar debido
a la restriccion para valores mayores y menores que x = 6. Posteriormente, realizar los
calculos necesarios.

e En la representacion tabular se consideran algunos valores con decimales para hacer
notar una mejor aproximacion cuando los valores de x se acercan a 6 por la derecha y
por la izquierda, de tal forma que se analice que sus imagenes correspondientes se
aproximan a 1 por la derecha y a 5 por la izquierda. Ademas, en x = 6 no se asocia
ningun valor.

e Para realizar la representacion grafica se puede hacer uso de la representacion tabular,
representando cada una de las coordenadas y uniendo los puntos que corresponden, de

acuerdo a la naturaleza de las funciones definidas en cada intervalo.

Argumentos

e “La funcion h(x) no esta definidaen x = 6”
e “Cuando los valores en el dominio se aproximan a x =6, SUS imagenes

correspondientes se aproximan a 1 por la derecha y a 5 por la izquierda”
2.2.2.4 Tarea 7

El objetivo de esta tarea es indagar los siguientes aspectos: con el inciso a) centrarnos en el
conocimiento comun del contenido del profesor. Se proporcionan las graficas de las funciones
f(x), g(x), h(x) y k(x), posteriormente, se solicita que determine a qué valor se aproximan las
imagenes de cada funcidon, cuando los valores en el dominio se aproximan a x = 1 tanto por la

derecha e izquierda. Se espera que movilice una configuracién grafica.
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En el inciso b) y e) se busca explorar aspectos parciales de la faceta epistémica, es decir, el
profesor en el b) debera determinar las caracteristicas que poseen cada una de las graficas de las
funciones, haciendo una conversion del registro grafico al verbal, y en el inciso €) deberé realizar
una conversion de la representacion grafica a la algebraica usando la notacién de limite. Para el
inciso b) se espera que movilice una configuracion verbal y para el inciso e) una configuracion

técnica.

En el inciso c) se consideraron aspectos de la faceta cognitiva. El profesor debe ser capaz de
prever posibles dificultades que pudieran surgir durante la resolucion del problema matematico.
Por ultimo, en el inciso d) nos enfocamos en el conocimiento del profesor relacionado con la faceta
interaccional, ya que debera proponer algunas estrategias didacticas luego de haber identificado
algunas dificultades.

Dadas las gréficas de las funciones f(x), g(x), h(x) y k(x)
a) Determine a qué punto se acercan los valores de cada funcién cuando los valores

de x son cercanos a 1.

) g(x) h(x) k(x)

T
4 2 1 4\\

i

b) Mencione las caracteristicas de las funciones anteriores dada sus graficas.

c) Enelinciso a), ¢qué dificultades cree que tendrian los estudiantes para responder
respecto a la grafica de la funcion k(x)?

d) ¢Que estrategias didacticas utilizaria para ayudar a los estudiantes a superar las
dificultades detectadas en el inciso c)?

e) Exprese los limites de las funciones dadas en el inciso a) cuando x tiende a 1

utilizando la notacion formal de limite.
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Las respuestas plausibles para el problema son las siguientes:

a) Para este inciso se tienen las siguientes respuestas plausibles:

v’ Grafica de f(x). Cuando los valores de x son proximos a 1 (por la derecha e

v

v

v

izquierda) sus imagenes correspondientes se aproximan a 2.

Gréfica de g(x). Cuando los valores de x son proximos a 1 (por la derecha e
izquierda) sus imégenes correspondientes se aproximan a 1.

Gréfica de h(x). Cuando los valores de x son proximos a 1 (por la derecha e
izquierda) sus imégenes correspondientes se aproximan a 0.5

Gréfica de k(x). Cuando los valores de x son proximos a 1 por la derecha sus
imagenes correspondientes se aproximan a 1y, por la izquierda se aproximan a
4.

b) En este inciso se tienen las siguientes respuestas plausibles:

v
v

Gréfica de f(x). Es continua y decreciente en el intervalo (—1,2),y f(1) = 1.
Gréfica de g(x). Es discontinua en x = 0, aunque continua de (0,3) y
decreciente en ese mismo intervalo. Por ultimo, f(1) = 1.

Gréfica de h(x). Es continua casi en todo el intervalo de (0, 1.5) excepto en
x =1, es decir, en (1) no esta definido.

Gréfica de k(x). Es una funcidn por partes, es discontinua en x = 1, presenta
un salto de discontinuidad. Se observa que es continua en el resto de la gréafica,

también f(1) no esta definido.

e) Utilizando la notacion de limites para cada funcion, tenemos lo siguiente:

v

v
v
v

Para la gréafica de f(x). chiiri f(x)=2

Para la grafica de g(x). Li_r)r%g(x) =1

Para la grafica de h(x). Li_r)r% h(x) = 0.5

Para la gréfica de k(x). x“l{‘— k(x) =4y xliﬁr?+ k(x) =1, por lo tanto }}E} k(x)

no existe

A continuacion, se presenta el analisis de contenido considerando las posibles soluciones

mediante la descripcion de los objetos y procesos primarios.
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Elementos lingiiisticos previos

Las gréficas de f(x), g(x), h(x) y k(x) se refieren a funciones de distinto tipo, cada
una presenta caracteristicas diferentes, por ejemplo, se visualiza continuidad o
discontinuidad.

La expresion “mencione las caracteristicas de las funciones anteriores dada sus
gréficas”, indica analizar cada una de las graficas y posteriormente mencionar sus
cualidades.

El enunciado “exprese los limites de las funciones... cuando x tiende a 1 utilizando la
notacién formal de limite”, encamina a aplicar la notacion de limite que se trabaja en

bachillerato.

Elementos linglisticos emergentes

La representacion grafica de cada una de las funciones requiere de la observacion y
andlisis de su comportamiento para determinar a qué punto se acercan los valores de

cada funcion cuando los valores de x son cercanos a 1.

lim f(x) =2

x-1

limg(x) =1

x—-1

lim h(x) = 0.5

x-1

Para la gréfica de k(x). lir?_ k(x)=4y lir{l+ k(x) =1, por lo tanto lirq k(x) no
X— X— X—>

existe.

Conceptos previos

Funcion por partes: funcion construida a partir de dos funciones 0 mas que estan bien
definidas.

Dominio (variable independiente). Conjunto de todos los valores de x para los cuales la
funcion h(x) esta definida.

Imagen (variable dependiente). Conjunto de todos los valores posibles de h(x)

conforme x varia a través de todo el dominio.
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e Continuidad de una funciéon. Una funciéon es continua en un ndmero x = a Si
lim h(x) = h(a)
x—-a

e Discontinuidad de salto. La discontinuidad en un punto de una funcién h(x) es en la

cual sufre un "salto" o cambio "brusco" de valor.

Proposiciones

e Se observa que las funciones f(x) y g(x) son continuas en el intervalo (0,2) y (0,3)

respectivamente.

e Gréaficamente las funciones h(x) y k(x) presentan un tipo de discontinuidad en x = 1.

Procedimientos

e Para mencionar las caracteristicas de cada una de las funciones, se debe observar el

comportamiento de estas en su grafica correspondiente.
e Paraexpresar los limites de las funciones cuando x tiende a 1, primero se debe analizar

y observar si, por ejemplo, es continua o no.

Argumentos

e “La funcion f(x) es continua en el intervalo (0,2) yen f(1) = 2”.

e “Cuando los valores en el dominio de la funcién f(x) se aproximan a x = 1, sus
imagenes correspondientes se aproximan a 2 tanto por la derecha e izquierda”.

e “La funcion g(x) es continua en el intervalo (0,3) yen g(1) = 1”.

e “Cuando los valores en el dominio de la funcion g(x) se aproximan a x = 1, sus
imagenes correspondientes se aproximan a 1 tanto por la derecha e izquierda”.

e “La funcion h(x) presenta una discontinua x = 1”.

e “Cuando los valores en el dominio de la funcion h(x) se aproximan a x = 1, sus
iméagenes correspondientes se aproximan a 0.5 tanto por la derecha e izquierda, aunque
h(1) no esté definido”.

e “La funcion k(x) es discontinuaen x = 1”.
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e “Cuando los valores en el dominio de la funcidn k(x) se aproximan a x = 1, sus
iméagenes correspondientes se aproximan a 4 por la derecha y a 1 por la izquierda,

ademas, k(1) no esté definido”.
2.2.25Tarea8

El proposito de esta tarea es indagar los siguientes aspectos: para el inciso a) y b) se solicita
que se calcule el limite correspondiente usando exclusivamente la grafica de la funcion, en estos
incisos nos enfocamos en el conocimiento comun del contenido que posee el profesor para calcular

el limite de cada una de las funciones. Se espera que movilice una configuracion grafica.

En el inciso c) nos enfocamos en aspectos parciales de la faceta epistémica, dichos aspectos
se refieren a que el profesor debera determinar los conceptos y procedimientos matematicos que se

ponen en juego en la solucién del problema.

El inciso d) considera aspectos de la faceta cognitiva, es decir, debe ser capaz de prever
posibles dificultades que pudieran surgir durante la resolucion del problema matematico en los
estudiantes. Por ultimo, el inciso e) se enfoca en el conocimiento del profesor relacionado con la
faceta interaccional, debera considerar algunas estrategias didacticas luego de haber proporcionado

algunas dificultades.

Dadas las siguientes funciones, encuentre sus respectivos limites usando la grafica de la funcion.

a) lim (x2—1) =

x—1 \x—1

2x —3 six < 2
b) Seah(x) = o~ , entonces limh(x) =

x2—2xsix>5 x>

c) ¢Qué conceptos y procedimientos matematicos se ponen en juego en la solucion de los
incisos a) y b)?

d) ¢Que dificultades cree que tendrian los estudiantes para encontrar el limite de cada una
de las funciones de los incisos a) y b)?

e) ¢Qué estrategias didacticas utilizaria para ayudar a los estudiantes a superar las

dificultades detectadas en el inciso d)?
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Las respuestas plausibles para la tarea son las siguientes:
a) Para resolver este inciso, se observa que la funcion se indetermina en x = 1, por lo que

para ver su comportamiento se podria realizar una representacion tabular con algunos

valores para x, (ver Tabla 6).

Tabla 6. Representacion tabular para la funcion f(x) de la tarea 8

x -05 -025 0 025 05 075 1 125 1.5 175 2 225 2.5
f(x) 05 075 1 125 15 175 ? 225 25 275 3 3.25 3.5

Para realizar la representacion tabular se podria hacer un tratamiento a la expresion
algebraica, lo cual generaria una expresion equivalente a la original. Posteriormente se procede a

pasar al siguiente registro grafico (ver Figura 8).

05 [+] 0.8 1 1.5 2 2.5

Figura 8. Representacion gréafica para la funcion f(x) de la tarea 8
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Gréaficamente podemos observar que para valores proximos a x = 1, tanto por la derecha

como por la izquierda, sus imagenes correspondientes se aproximan a 2. Por lo tanto,
. 21

lim (x )=2.

x-1 \x—1

a) En este inciso, se observa que se trata de una funcion por partes y que h(z) no esta

definido. Para visualizar su comportamiento se podria realizar el mismo proceso que en

.. . o 9
el inciso a), una representacion tabular con algunos valores proximos a x = >

Tabla 6. Representacion tabular para la funcion h(x) de la tarea 8

X 3.9 4 41 42 43 44 45 46 47 48 49 5 5.1
h(x) 4.8 5 |52 |54 | 56|58 7 12 13 1344 14 15 16

Posteriormente, se procede a pasar al siguiente registro grafico, ver Figura 9.

Figura 9. Representacion grafica de la funcion h(x) de la tarea 8
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/g .y ;- 9
Gréaficamente podemos observar que las imagenes de valores proximos a x = 5 por la

derecha se aproximan a 11.25 y, por la izquierda se aproximan a 6. Lo anterior se podria escribir

de la siguiente manera: lim h(x) = 6 y lim h(x) = 11.25, por lo tanto, dado que los limites
9

x—= oo
2 2

laterales no coinciden, el lirq k(x) no existe.
X—

b) Algunos de los conceptos involucrados son los siguientes

v Funcién racional

Funcidn por partes

Limite de una funcion
Continuidad de una funcién

Discontinuidad de una funcién

NN

Aproximacion

A continuacion, se presenta el analisis de contenido considerando las posibles soluciones

mediante la descripcion de los objetos y procesos primarios.

Elementos lingiisticos previos

., x%-1 . . . . . . .
La funcion ’;Tl es del tipo racional construida a partir de dos funciones polinomiales.

S 21 - .. ., .
La expresion lim (x_1> solicita calcular el limite de la funcion racional en el punto

x—1

dado utilizando su gréfica.

. 9
2x—3 six< > . )
h(x) = o~ representa una funcion por partes o a trozos construida a
x? —2xsix> -
partir de dos funciones polinomiales.

La expresion lim h(x) se refiere al calculo del limite de la funcion h(x) cuando x

=2
X732

. 9 . .z ]
tiende a 5 utilizando su representacion gréfica.
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Elementos lingiisticos emergentes

La representacion tabular de la funcién f(x) sirve de orientacion para realizar un
bosquejo de su grafica. Posteriormente con la representacion gréfica se observa que
conforme los valores en el dominio se aproximan a x =1, sus imagenes
correspondientes se aproximan a 2. Este comportamiento también se observa en la

representacion tabular.

S 21 ..
La expresion hrq (’;—1) = 2 responde a lo solicitado en el problema.

xX—> -

Realizar la representacion tabular de la funcién h(x) sirve de apoyo para representar
un bosquejo de su gréafica. Posterior a ello se observa en la tabla que cuando los valores

.. . 9 -y . .
en el dominio se aproximan a x = 5 Sus imagenes correspondientes no se aproximan a
un mismo valor. En su grafica podemos observar con mayor detalle dicho

- ,les o= 9 . .

comportamiento. Por Gltimo, para valores proximos a x = 5+ por la derecha e izquierda

se tiene que sus imagenes correspondientes se aproximan a 11.25 y a 6 respectivamente.

La expresion lirq h(x) no existe, se justica debido a que lim h(x) =6y lim h(x) =
X— 9

x—-2 52
2 x 2

11.25, los limites laterales no coinciden.

Conceptos previos

Funcion por partes: funcion construida a partir de dos funciones que estan bien
definidas.

Funcién racional: una funcién racional h es un cociente de dos funciones, h(x) =

PG
Q(x)

que Q(x) # 0.
Dominio (variable independiente). Conjunto de todos los valores de x para los cuales la

donde P y Q son polinomios. El dominio consiste en todos los valores de x tales

funcion h(x) esta definida.
Imagen (variable dependiente). Conjunto de todos los valores posibles de h(x)

conforme x varia a través de todo el dominio.
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Limite de una funcién. El limite de h(x), cuando x tiende a a, es igual a L

(limh(x) =L) si podemos hacer que los valores de h(x) estén arbitrariamente
xX—-a
cercanos a L, tomando valores de x suficientemente cerca de a, pero no iguales a a.
Limite lateral. lim h(x) = L, el limite izquierdo de h(x), cuando x tiende a a, es igual
xX—a~

a L si podemos hacer que los valores de h(x) estén arbitrariamente cercanos a L,
tomando valores de x suficientemente cerca de a, pero menores a a. En el caso de

lim h(x) = L, tomando valores de x suficientemente cerca de a, pero mayores a a.
X—a

Argumentos

e ., x%-1 , . .
La funcién —no esta definidaen x = 1”.

tim () = 27

x—1 \x—1

“lirq h(x) no existe, debido a que sus limites laterales no coinciden lim h(x) =6y
X—

xX—=
2

lim h(x) = 11.25".
9t

x—>=
2

.. .o x2-1 .
“Cuando los valores en el dominio de la funcién );T se aproximan a x = 1, sus

imagenes correspondientes se aproximan a 2 tanto por la derecha como por la
izquierda”.

“Cuando los valores en el dominio de la funcidén h(x) se aproximan a x = g sus
imagenes correspondientes se aproximan a 11.25 por la derecha y a 6 por la izquierda,

ademas, h(g) no esta definido”.
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En este capitulo se presenta el analisis de las producciones realizadas por los profesores

participantes en la investigacion.

Como se menciond anteriormente, se disefiaron dos bloques de tareas, su aplicacion se llevo
a cabo de la siguiente manera: el bloque uno se aplicd en una sesion de dos horas y el segundo en

cinco sesiones (un problema por sesion) de dos horas cada una.

La participacion de los profesores en el primer bloque fue responder las tres tareas para
conocer el conocimiento sobre la nocion de limites de una funcion. Para el segundo bloque, se
trabajo una tarea por sesion, primero el profesor respondio individualmente y posteriormente se
discutio en grupo para enriquecer o corregir sus respuestas con las aportaciones de los demas. En

la seccion 3.2 se analizan las producciones individuales de este bloque.
3.1 Andlisis (bloque 1)

Conocimiento Comun del Contenido

En el inciso a) de las tareas 1, 2 y 3, se busco6 explorar este tipo de conocimiento que poseen
los profesores acerca del calculo de limite de una funcion (dada su representacion algebraica o
grafica). A continuacién, se presenta el analisis de las producciones realizadas por algunos

profesores participantes.

En la tarea 1 tenemos que cinco profesores llegaron a la respuesta esperada, en su
procedimiento movilizaron una configuracion técnica (algoritmica) la cual se centrd en el uso y
manipulacion de los elementos simbdlicos de los objetos matematicos involucrados, por ejemplo,

el uso de factorizacion, ver Figuras 10 y 11.

Respecto a la Practica matematica podemos observar que la actividad desarrollada por el
Profesor 7 y el Profesor 1, requiere el uso de la factorizacion, la cual utilizaron para representar la
funcion g(x) con unaexpresion equivalente. Finalmente, sustituyeron el punto al que tiende x para

obtener el limite correspondiente.
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En el andlisis de las respuestas se observo que tres de los cinco omitieron la notacion de
limite, en la Figura 10 se puede ver esta omision en la respuesta del Profesor 7. En la Figura 11

podemos apreciar la produccion de uno de los profesores que si utilizo la notacion de limites.

2_
Dada la funcién g(x) = ===
. : v 1O) ( %| O\
a) Calcule el limite de g(x) cuando x tiende a 10 2 _ 0% (~ Yy
- - ‘
fom 7 !
—p o

Figura 10. Procedimiento algebraico del Profesor 7 en la tarea 1

9 —
N l'm %(A) l!'ﬁ J—(‘ .' po&ﬂnpvs Jecuf L‘,U(ro
x—40 [ xTTWTT
| ,fflf.!if.ffj&m,:m(wzc)
j(x),: ,2,'(:2'__"_—;1'_,!,;'_,,;’4 x —lo X=10. X
X =10 ,
| » i / . : =X —-'00 = (0t/C
S = _(MM / gl
' S <
. | oo | AT S S S A R R T -q 'Z-/CD _ C
Jox) = -to. K{ljlo—lxj? = 2
i = ‘ _ «V'

Figura 11. Procedimiento algebraico del Profesor 1 en la tarea 1

En cuanto a la configuracion cognitiva, se puede observar en las Figuras anteriores que en la

actividad matematica desarrollada por el Profesor 7 y 1, utilizaron algunos elementos lingtisticos

2_
simbélicos. Se puede apreciar que uno de ellos es la expresion lim = = lim x + 10, la cual
x—>10 x—10 x—>10

esta relacionada con los conceptos de limite y de funcién racional.

En la tarea 2 un profesor obtuvo la respuesta que satisfacia al inciso a), en su procedimiento

moviliz6 una configuracién algoritmica y grafica, en la que se centrd en el uso y ejecucion de los
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elementos simbolicos de los objetos matemaéticos involucrados, por ejemplo, el uso de los limites
laterales. La Figura 12 muestra el procedimiento de este profesor el cual representa un ejemplo de

una configuracion algoritmica y grafica para el inciso a).

En la practica matemética del profesor 1, podemos observar que para el desarrollo de la
actividad recurrié al calculo de limites laterales, ademas, realiz6 la gréfica de la funcion k(x),

aungue no considerd las restricciones del dominio (Figura 12). Por ultimo, expresd que

lim k(x) = 0.
x—--—1

i I P S ) o e o e e ]
5| ;’ﬁ"'uulzgx“tzi;x = N R (O 1
PP T e ke A <R T
T o 2 L
AESREN Y A
1 NN R R .
] ] J ’ [ D .—/’/K(‘ 5Ll ijﬂ' S T e T R
T e
' o UL
T TT7T “'!/ NN Jo ?
[Tz
T Lt P le dpelbd (xS

i >
1TV ANICY = [=h 4
T I g
_F_ S ‘ = el il == ' ya e S _r__.) —

J m | (X) -
Ir f | I /i.“ :t, K= _¢ o
NN SRNNEENE i 5
Ht Tk KA =0
IR EPEEEE
BERN S

Figura 12. Procedimiento algebraico del Profesor 1 en la tarea 2

Respecto a la configuracion cognitiva, se puede observar en la actividad matematica del
Profesor 1, el uso de algunos elementos linguisticos simbdlicos y graficos en el desarrollo de su
practica. Se puede apreciar que uno de ellos es la expresion x < —1 (por la izquierda)

limlk(x) = 0, el cual esta relacionado con los conceptos de limite lateral y de funcion por partes.
x——

En la tarea 3 el Profesor 1 llegd a la conclusion de que el limite de la funcion (dada su
gréfica) no existe. En su procedimiento movilizo una configuracion técnica (algoritmica) y verbal,
la cual se centro en el uso y manipulacion de los elementos simbdlicos de los objetos matematicos
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involucrados, por ejemplo, el uso de limites laterales. La Figura 13 muestra el procedimiento que

utilizd en la que se observa una configuracion técnica para la solucion al inciso a).

En cuanto a su practica matematica podemos observar que en el desarrollo de la tarea
recurrio al uso del calculo de limites laterales de una funcion. Finalmente, expresé que el limite

por la derecha e izquierda es —1 y 0 respectivamente. Concluyé que “no se cumple el limite no,

existe en dicho valor x = —%

/ ﬁ(,‘) L T ‘% Vi 1,1"‘ i_‘ | 1 } e ’l‘l'll I
W u-_,‘ *\,‘ = k;ﬁ EPAUL v‘:)f_ﬂi = ——| ‘—';—ﬁlrji ’ .|

o e === O
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nwo. Bz r:r;—% {,f%i_,dl,/ﬁmi ;-,erg;;;@,ﬁ{“l‘ é“ﬁi(“lﬁ;ul‘ \:l,_l\),\{,,;l'l:'%_
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Figura 13. Procedimiento algebraico del Profesor 1 en la tarea 3

Configuracién cognitiva, en la actividad matematica que desarrolld el Profesor 1, se puede

observar el uso de elementos linguisticos simbdlicos tales como el manejo de lim f(x) = k el cual
x->"a

esta relacionado con el concepto de limite lateral, aunque presenta algunos detalles en la notacién

que deben ser corregidos. Ademas, su justificacion no resulta ser tan clara al decir que no se cumple
en dicho valor.

Ahora bien, de los profesores que no llegaron a la respuesta esperada en estas tareas se tiene
lo siguiente:

En el procedimiento de las tareas 1, 2 y 3, movilizaron una configuracion técnica

(algoritmica) la cual consistio principalmente en sustituir el valor al que tiende x y operar.

En la Figura 14 podemos observar la practica matematica realizada por el Profesor 5 en la

. , ., -, 0
tarea 1, en donde sustituyo el valor de x = 10 en la funcién g(x) llegando a la expresion 5 lo cual
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es incorrecto. Respecto a los conceptos que falté movilizar se encuentra el de limite de una funcion

racional.

x2-100

1.- Dada la funcién g(x) = —

a) Calcule el limite de g(x) cuando x tiende a 10
- 2
Ox) = X' =100 _(i¢f-100 _

_’,”7 ) X,(O [Q—-Q

e ll_)

bOO—th e
iD—H,) O

Figura 14. Procedimiento del Profesor 5 en la tarea 1

En la tarea 2, en su procedimiento matematico, el Profesor 2 sustituyo el valor de x = —1
en cada una de las partes de la funcidon, aunque en sus operaciones cometié errores algebraicos, por

ejemplo, no movilizé correctamente el concepto del binomio al cubo, ver Figura 15.

a) Calcule el limite de k(x) cuando X tlende a—-1

(e N H+T (1\—1\7 O |
X = -1 e

[
L

Figura 15. Procedimiento del Profesor 2 en la tarea 2

Por Gltimo, en la tarea 3, algunos profesores en su procedimiento matematico determinaron
las funciones involucradas en la grafica que se les proporciond, identificaron que la funcion a trozos
0 por partes estaba construida por las funciones Seno(x) y Coseno(x) (ver Figura 16). Y aunque

uno de ellos calcul6 los limites por partes, no dio una conclusion.
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a) Calcule el limite de f (x) cuando x tiende a

iy sSen X E s )
— 2
X P ‘—l.l._ — - 7
9 S
it C X
Y - T 2
- = O (/- o 3 - }
S | R At s

Figura 16. Procedimiento del Profesor 2 en la tarea 3.

De acuerdo con el conocimiento comun del contenido del concepto de limite que se deseaba
explorar con el apoyo de los incisos a) de las tareas 1, 2 y 3, se obtuvo que solo un profesor mostro
evidencia de este conocimiento al responder correctamente a las tres tareas. En su préctica
matematica moviliz6 algunos elementos lingtisticos (simbolicos y gréficos que presentan algunos
detalles que deben ser corregidos) relacionados con conceptos necesarios para responder a cada

una de las tareas.

Otros profesores al intentar calcular el limite de la funcion olvidaron ciertos elementos
linglisticos al escribir la notacion de limite, algunos mas no movilizaron conceptos matematicos
(factorizacion, limite de una funcion racional, entre otros) necesarios para resolver cada una de las

tareas.

Faceta epistémica

En cuanto a esta faceta, en las tareas 1 y 2 con el inciso b) se busco explorar este tipo de
conocimiento que poseen los profesores acerca del concepto de limite. A continuacion, se presenta

el andlisis de las producciones de algunos profesores participantes.

Como se menciono anteriormente, la faceta epistémica esencialmente alude al conocimiento
especializado de la dimensién matematica. Es decir, establece que el profesor ademés de movilizar
de forma adecuada la dimension matematica, debe poseer cierto conocimiento matematico ligado

a la ensefianza.
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Enelinciso b) de la tarea 1, el Profesor 8 expresd como procedimiento para calcular el limite

de la funcion g(x) lo siguiente: “tabular la grdfica de la funcion sustituyendo el valor de x en

2-100,, , ~ 1z . L. .
glx) = xx——lo , a pesar de ello, no la completd y sefialé como podria obtener el limite a partir de

la tabla, ver Figura 17.

b) Si conoce algin otro método para resolver el problema desarréllelo aqui.
=T O e | e %‘V‘&(‘ttc\ e e, t't-:'-\f-‘c;"" SRR g w ey 'LJLC}

6\ J et k(/\/ al\e ¢ | ‘fj (7(] - X i- 100 ' ~ 'j‘ ol
K - 10 102 |
5.1 |
4O

Figura 17. Procedimiento propuesto por el Profesor 8 en la tarea 1

Por su parte el Profesor 1, en su propuesta para calcular el limite de g(x) (Figura 18) utilizd
elementos linguisticos simbdlicos, en ella introdujo el parametro h, este método representa una
expresion en la que introduce el concepto de la derivada de una funcién. Sin embargo, no dio un

procedimiento o argumento que justificara su propuesta.

HEREVEERRYEERNEEN
15 réjx Ir‘ ‘/m KGN SHISCSLIN
LAENE T dehdse [ 1
g T T T T f'( T T
ENEREREYENEEN AN
Loigte} L | ot i
i '—-jcx =1 e M ’_)}thrlp. -
EREREN ‘_l"ll’
L M| (2 b LT
| . ‘ | _\,,l, h_loy |
' . i BEER
ERRVAREICINYE
| 1’ [ '[ x:[”‘f';oi

Figura 18. Procedimiento propuesto por el Profesor 1 en la tarea 1
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En cuanto a la tarea 2 el Profesor 8 expres6 una vez mas, como procedimiento, el tabular la
funcion con valores menores y mayores a x = —1, cuyo decremento e incremento fue de 0.1
respectivamente. EIl profesor manipulé el concepto de dominio y de una funcién por partes al
considerar las restricciones para cada una de las partes de k(x). En cuanto a su practica matematica

no termind el proceso para encontrar el limite deseado, ver Figura 19.

b) Siconoce algin otro método para resolver el problema desarréllelo aqui.
labdav (a ﬁf“““"’{“ <. ==t K (x) = =+1 Se>x <=7

rk(")'—(%f1>3 S o T -1

=

{
SRS 4 | \ |
11z ‘. x o
—11% \ 1 I
--99
: \ - .98
| 93

Figura 19. Procedimiento propuesto por el Profesor 8 en la tarea 2

En este inciso, la mayoria de los profesores no dieron algun procedimiento alterno para
calcular cada uno de los limites. Hubo ausencia de argumentos, procedimientos, y conceptos. Se
esperaba de los profesores que poseen un conocimiento comdn del contenido hubieran podido dar

otro método de solucidn.

Aspectos de la faceta cognitiva

Hay que recordar que esta faceta se refiere al conocimiento sobre los aspectos cognitivos de
los estudiantes. El profesor debe ser capaz de prever las posibles respuestas a un problema
determinado, conceptos erroneos, conflictos o errores de los estudiantes en el proceso de resolucién

del problema.

En el dltimo punto del instrumento se tratd de explorar el conocimiento que tienen los
profesores acerca del contenido en relacion con los estudiantes. En las tres tareas se solicité que
mencionaran las dificultades que podrian presentar los alumnos para encontrar el limite de la

funcién en el punto solicitado.

56



Capitulo 3. Aplicacion y Analisis

En latarea 1, uno de los profesores escribi6 lo siguiente respecto al caso de la division entre
cero: “necesita conocer los casos de factorizacion para evitar la division entre cero”. Otros
mencionaron que la dificultad de los estudiantes seria no recordar los métodos de factorizacion, no
conocer temas de algebra (productos notables), incluso hubo quien escribi6 que el no conocer los

conceptos seria una dificultad, sin embargo, no especifico cuéles.

En la tarea 2 uno de los profesores mencioné como dificultad la siguiente pregunta, “;Cudl
funcion deben considerar, yaquesi x < —1 k(x) =x+ 1 ysix > —1 k(x) = (x + 1)3?”, otro
profesor menciono: “deben considerar que para que exista el limite ambas funciones de k(x) debe
coincidir en el mismo valor a la hora de evaluar el limite”. En este caso la dificultad del estudiante
recae en entender una funcién a trozos y recordar la propiedad de los limites laterales para conocer

si existe o no el limite de k(x).

Respecto a la tarea 3 la dificultad que uno de los profesores detect6 fue el reconocer la
gréafica asociada a una funcién dada. Hubo quien escribié “conocer la graficacion de las funciones
trigonométricas”’, SU respuesta creemos se debe a que él mismo tuvo la necesidad de identificar las

funciones involucradas en el problema, lo cual no era necesario.
3.2 Analisis (bloque 2)

Conocimiento Comun del Contenido

En cada una de las siguientes tareas (4, 5, 6, 7 y 8) se presentan los incisos que buscaban
explorar este tipo de conocimiento que poseen los profesores acerca del calculo de limite de una

funcién (dada su representacion algebraica o grafica).

En latarea 4, en el inciso a) constd de completar la tabla dada la expresion algebraica con
valores cercanos a x = 20, la mayoria de los profesores (8 de ellos) no presentaron dificultad
alguna. En su procedimiento movilizaron una configuracion algoritmica la cual se centrd en la
evaluacion de la imagen para algunos valores de x solicitados. En la Figura 20 se muestra un

ejemplo representativo del Profesor 8.
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En cuanto a la Practica matematica podemos observar que la actividad desarrollada por el
Profesor 8, requiere del uso de la evaluacion de valores en la funcion k(x) para obtener su imagen
correspondiente. En el anélisis de las respuestas se observd que algunos profesores no escribieron
el procedimiento para obtener la imagen correspondiente de cada valor de x, pareciera que

realizaron un calculo mental.

1.-Sea k(x) = 1 + 2x,

a) complete la tabla cuando los valores de x se acercan por la izquierda y por la

derecha a 20, pero nunca son 20.

e P A T
x [-S[-270 [2 |4 |8 |16 ]19 [20]21 (24 |32 |36 |38 |39
k) [0 [-z[1 |5 [q [17]33 [2q |41 |49 (65|73 |77 |39

Kt = 1+ 2(-2}
Ki-2)z { &+ {4}
i-2)s 1+ 4
Kt-2)e -3
1 = | as

f.:"*)-; 14 25

h | L. . | 1 o + s wm e

Figura 20. Practica matematica desarrollada por el Profesor 8 en la tarea 4

Respecto a la configuracion cognitiva, se puede observar en la figura anterior que en la
actividad matematica desarrollada por el Profesor 8, entre los elementos linglisticos simbdlicos
que utilizo se encuentran la expresion analitica de la funcion k(x) = 1 + 2x y la representacion
tabular (representa un simbolo codificado), los cuales se encuentran relacionados con el concepto

de imagen de una funcién.

Ahora bien, en el inciso b) se presentaron algunos elementos linglisticos verbales. Cinco
profesores argumentaron que cuando los valores de x se acercan tanto por la izquierda como por
la derecha a 20, los valores de k(x) aumentan por la izquierda y disminuyen por la derecha, lo cual
se vincula con el concepto relacion funcional. La actividad como tal solicitaba que el profesor

evocara el concepto de aproximacion.

En comparacion con el argumento anterior, el Profesor 1 argumento lo siguiente “la funcion
f(x) se aproxima a un valor R comprendido en el intervalo (39,43)”, el profesor cambio la
notacion de la funcion k(x) a f(x), luego, aunque su respuesta no es muy clara y no menciona a

queé valor se aproximan los valores de k(x), tiene la idea de que se trata de un valor real y este se
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encuentra en el intervalo (39,43). Este profesor si movilizé el concepto de aproximacion, ademas,
de los conceptos de funcion e intervalo.

En la tarea 5, en el inciso a), se solicité completar la tabla con valores de x cercanos a 4, sin
tomar dicho valor, usando la funcién f(x). La mayoria de los profesores, nuevamente en este
inciso, no mostraron problema alguno para completar la representacion tabular con los valores
cercanos a x = 4. En su procedimiento movilizaron una configuracion algoritmica la cual se centrd

en la evaluacion de la imagen para algunos valores de x solicitados. En la Figura 21 se muestra un
ejemplo representativo del Profesor 9.

x |35(36(37|38(39|4 [(41[42 434445
f(x) |75 1.712. 3 3-9/82 (8 | .,i 8.5
£ I |

Figura 21. Tabla completada por el Profesor 9 en la tarea 5

Respecto a la practica matematica, algunos profesores utilizaron la factorizacién y luego
evaluaron cada punto de x en la funcion para obtener su imagen correspondiente. En la Figura 22

podemos observar el procedimiento matematico que desarrollé el Profesor 7.

2.- Sea f(x) = %

a) complete la siguiente tabla cuando los valores de x se acercan por la izquierda y
por la derecha a 4, pero nunca son 4.

Ocney = 36412 0e
x |35[36[3.7[38[3914 41/42(43]44[45 {33y = dote =33

fG) |75 -6 77|T8[1al |8.|82[85]8.v|85| £ (3.a)z »te= 7.9
’ L (g = ‘-Ll*u‘:%.'

)= q3bv =83
b) ;Qué sucede con los valores de f(x) cuando los valores de%c s(eleic’e’:r\can por la

izquierda y por la derechaa 4 pero nuncason4? . _corcan o 8 Lep)=yv by
]
= 8.

Figura 22. Procedimiento desarrollado por el profesor 7 en la tarea 5
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Respecto a la configuracion cognitiva, se puede observar en la Figura anterior que en la
actividad matematica desarrollada por el Profesor 7 los elementos lingiisticos simbdlicos que

S ., .- ., 2-16 .,
moviliz6 son la expresion analitica de la funcion f(x) = xxT y la representacion tabular, ambos

estan relacionados con el concepto de imagen de una funcion racional.

Ahora bien, en el inciso b) de esta tarea la mayoria de los profesores respondieron de la
misma forma que en la tarea 4, en la que se manifestd el concepto de relacion funcional. Dos
profesores proporcionaron una respuesta diferente, manifestando que los valores de las imagenes
se aproximan a 8. Uno mas agregd que los valores se acercan a un valor R comprendido en el

intervalo [7.9, 8.1]. Estos Gltimos estan relacionados con el concepto de aproximacion e intervalo.

En latarea 6, en el inciso a) todos los profesores completaron la tabla sin presentar problema
alguno. En su procedimiento movilizaron una configuracion algoritmica la cual se centr6 en la
evaluacion de la imagen para algunos valores de x solicitados. En la Figura 23 se muestra un

ejemplo representativo del profesor 4.

En su practica matematica el concepto que moviliz6 es la evaluacion de algunos valores del

dominio en una funcion por partes.

e - ST X 8]

> — x » =
3.- Sea h(x) = {(x 7)¥4six >6

a) complete la siguiente tabla cuando los valores de x se acercan por la izquierda y
por la derecha a 6, pero nunca son 6. Ademas, realice la grafica de la funcién h(x).

x |55]56[57]58[59f6]6.1[62 [63]64]6.5
h(x) [y <| 46| 47|48 ol 064 [ uq | 16]025

'aC ® ® -

Figura 23. Tabla completada por el profesor 4 en la tarea 6

Ahora bien, en el inciso b) de esta tarea la mayoria de los profesores respondieron de la
misma forma que en la tarea 4, en la que se manifestd el concepto de relacion funcional (variacion

conjunta). En esta tarea ademas el concepto de aproximacion lateral.

60



Capitulo 3. Aplicacion y Analisis

En la tarea 7 en el inciso a), dada las gréaficas de cuatro funciones (f(x), g(x), h(x) k(x))
los profesores tuvieron que determinar a qué punto se acercan los valores de las imagenes de cada
funcién cuando los valores de x se acercan a 1. En su procedimiento movilizaron una
configuracion gréfico-verbal, algunos profesores ademés de expresar el punto, dieron algunos
argumentos para justificar su respuesta. En la Figura 24 se muestra un ejemplo representativo del

Profesor 6.

Respecto a la Practica matematica podemos observar que la actividad desarrollada por los
profesores requiere de una conversion del registro grafico al registro analitico o verbal, asi como
del uso de la notacion de limites para expresar el punto al que se acercan los valores de la funcion.

En las Figuras 24 y 25 se muestran ejemplos representativos de dos profesores.

a) Determine a qué punto se acercan los valores de cada funcion cuando los valores
de x son cercanos a 1.

f) g(x)

&

Figura 24. Practica matematica desarrollada por el Profesor 6 en la tarea 7
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Dadas las gréficas de las funciones f(x), g(x), h(x) y k(x)

a) Determine a qué punto se acercan los valores de cada funcién cuando los valores
de x son cercanos a 1.

a boe n € —

an a L o i ~

PO 2o roa g )

Figura 25. Practica matematica desarrollada por el Profesor 3 en la tarea 7

En cuanto a la configuracion cognitiva, en la Figura 24 podemos observar que, en la actividad
matematica desarrollada por el Profesor 6, entre los elementos linguisticos simbdlicos que utilizd

se encuentran la expresion analitica del limite de una funcion, por ejemplo, lin}f(x) =2yla
X—

representacion grafica, los cuales se encuentran relacionados con el concepto de limite de una

funcién y el de aproximacion.

En esta tarea 8, en general, la configuracién movilizada por los profesores es del tipo
algoritmico-grafico. En su procedimiento ellos realizaron una conversion del registro analitico al
grafico. En la Figura 26 presentamos un ejemplo representativo de la produccion realizada por el
Profesor 2.
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Figura 26. Préactica matematica desarrollada por el Profesor 2 en la tarea 8 (inciso b)

En cuanto a la Practica matematica podemos observar que en la actividad desarrollada por
el Profesor 2 (inciso b), requiere del uso de diversos conceptos para realizar la conversion de un
registro a otro. En el registro analitico podemos observar que en el tratamiento utilizé diversos
conceptos como el de funcidn por partes, funcién lineal, limites laterales, dominio. En el registro
grafico entre los conceptos que se observa que movilizé se encuentran el de discontinuidad, funcion

lineal, dominio, codominio y variacion conjunta.

En el andlisis de las respuestas se observo que los profesores no realizaron la gréafica para
calcular el limite de la funcion, como se solicitd en este inciso, sino que recurrieron a un

procedimiento algebraico.

Respecto a la configuracion cognitiva, se puede observar en la Figura anterior que en la
actividad matematica desarrollada por el Profesor 2, entre los elementos linguisticos simbolicos

que utilizo estan los siguientes:
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lim h(x) # lirgn+h(x), h(x) = 2x —3 parax < g, h(x) = x? — 2x para x > g :
X<
2

xX—o=
2

Los cuales estan relacionados con los conceptos de limites laterales (teorema de los limites

laterales), de funcion por partes y dominio, respectivamente.

Faceta epistémica

En las tareas 4, 5, 6 y 8 se buscaba explorar este tipo de conocimiento con el inciso c), es
decir, el profesor debia de identificar los conceptos y procedimientos puestos en juego para la
solucién. De los pocos profesores que respondieron a este inciso, en cada una de las tareas
identificaron que uno de los conceptos que siempre estuvo presente fue el de funcion, en algunos
casos especificaron que se trataba de una lineal, cuadratica o racional. En la tarea 8 cuatro

profesores mencionaron ademas el concepto de limite de una funcién.

Ahora, en el caso de los procedimientos, mencionaron con mayor frecuencia la sustitucion

de valores de x en la funcion para obtener su imagen correspondiente.

En las Figuras 27 y 28 podemos observar algunas de las respuestas representativas de dos

profesores.

¢) ¢Qué conceptos y procedimientos matematicos se ponen en juego en la solucién
de los incisos ) y b)? arif e b rca | Q\aebm .

' d
a) Forein yariable procedimienlo Sush hocw e et valos o

) Choevvgadn 5&(}3}

X o \u f«mﬁ

Figura 27. Conceptos y procedimientos mencionados por el Profesor 5 en la tarea 1

¢) ¢Qué conceptos y procedimientos matematicos se ponen gn juego en la solucién
s o ceditred €S
del inciso 2)? ¢\, cc ‘,»L;:, SN (rocedimiade. "
— Q\?(r\'g(m\\c") oW S\Ce) RN XU G L

T\) n (.\b.p ‘_)Q\ \)Cl‘.t(:j‘

1 | A Y
Ade e gVl

Figura 28. Conceptos y procedimientos mencionados por el Profesor 1 en la tarea 3
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Ahora, seis profesores que respondieron el inciso d) de la tarea 4, representaron la gréafica
de la funcién (registro gréafico) utilizando la expresion algebraica (registro analitico). Primero
realizaron algunos tratamientos en el registro analitico encontrando en la mayoria de los casos los
puntos de interseccion con el eje y y x, luego hicieron la conversiéon al registro grafico ubicando

los puntos y trazando un segmento de recta que presentara a la funcion k(x), ver Figura 29.

d) Represente la situacién anterior usando la gréfica de la funcién.
A

) KG=t112x
T S ic. toRBes
Lo K, A=-d
/,/ \ P‘(’:n') " Peil {,(‘)
RIS W S - >
¢ 1‘/?2("‘,}0)
/'/ i
/

/

Figura 29. Gréfica de la funcion k(x) realizada por el Profesor 1 en la tarea 4

En comparacion con lo anterior, en la Figura 30 podemos observar que el Profesor 2 ubicd
algunas parejas ordenadas tomadas de la representacion tabular y posterior a ello unio los puntos
para trazar un segmento de recta. En otras palabras, el profesor hizo una conversion del registro

tabular al gréafico, que era como se esperaba.

() - : A i,
d) Represente la situacion anterior usande’la grafica de la funcion.
L

)
® i,

Figura 30. Gréfica de la funcion k(x) realizada por el Profesor 7 en la tarea 4
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En la tarea 5, ademas del inciso c), otro inciso relacionado con este tipo de conocimiento es
el d). Respecto a este inciso, cinco profesores seleccionaron la grafica que corresponde a la funcion
f(x). En los elementos linguisticos verbales de sus argumentos aparecen los conceptos de funcion

lineal, aproximacion e indeterminacion de una funcion, en las Figuras 31 y 32 se muestra el ejemplo

de dos profesores.

or dermde
’/ (_ars"’
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Figura 31. Argumento del Profesor 7 en la tarea 5
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respuesta
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Figura 32. Argumento del Profesor 1 en la tarea 5

Para seleccionar la grafica correspondiente a la funcion algunos profesores tuvieron que

hacer una conversion del registro algebraico al gréafico y otros del tabular al gréfico. Para justificar

su respuesta hicieron la conversion del registro gréafico al verbal.

También, en las figuras anteriores se puede observar que los profesores hicieron un analisis

en cada una de las graficas proporcionadas, descartando las que no correspondian a la funcion dada.

Los cuatro profesores restantes no respondieron este inciso.

En la tarea 7, con los incisos b) y e) se buscé explorar este tipo de conocimiento. En el inciso

b) las respuestas de los profesores son del tipo verbal, mencionaron algunas caracteristicas de las

funciones proporcionadas. Respecto a los elementos linguisticos observamos que movilizan

conceptos como el de funcién cuadratica, funcion racional, funcidén por partes, continuidad,

discontinuidad en un punto, entre otras, ver Figuras 33 y 34, a través de una conversion del registro

gréfico al verbal.
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b) Mencione las caracteristicas de las funciones anteriores dada sus graficas.
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Figura 33. Elementos proporcionados por el Profesor 3 para las funciones en la tarea 7

b) Mencione las caracteristicas de las funciones anteriores dada sus gréficas.
ANV Y
7 O wenibi £ SR Liei - il
\S(F) " Coctrtice, § el (\-‘x(.r‘f{_,«/ cbie hacia ("“\l“(l
G TS 'vr, .4_‘ £
Q}(r\ Fonan ¢ r,«&wm“ Ccon GOSN "{c‘ en X0
)\(,/'!;.;\ NG gon (-‘ (\\'/'U“‘mur" cn X~ \

Wx) S )
I((ﬂ) - ?’i}:‘\( n 1:‘\,0‘- \"‘U\"f} , (l\"_:/; 1\"\“\)(_: en X7 ‘ /

Figura 34. Elementos proporcionados por el Profesor 1 para las funciones en la tarea 7

En el inciso €) tenemos que 6 profesores dieron una respuesta a este inciso. Para ello
realizaron una conversion del registro grafico al analitico utilizando elementos linguisticos

simbolicos como los siguientes: limf (x) = 2, lim (x) # lim k(x), los cuales estan relacionados
x—1 x—1~ x—-1t

con el concepto de limite de una funcion y limites laterales, ver Figura 35.
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e) Exprese los limites de las funciones dadas en el inciso a) cuando x tiende a 1
utilizando la notacién formal de limite.
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Figura 35. Representacion analitica del Profesor 1 en la tarea 7

Faceta cognitiva

En las tareas 5, 6, 7'y 8 se plantearon consignas dirigidas a explorar este tipo de conocimiento
que poseen los profesores en cuanto a las posibles dificultades que podrian presentar los estudiantes

y estrategias didacticas que podrian aplicar para superarlas.

En general, las principales dificultades mencionadas por los profesores son: la sustitucion de
valores, el andlisis de los datos, identificar el tipo de funcidn (lineal, cuadratica, por partes),
manipulacion de conceptos como el de factorizacion, limite de una funcion, por mencionar algunos.
Ademas, identificar el tipo de funcion a través del método grafico, asi como realizar la grafica dada

la expresion analitica.

En cuanto a las posibles estrategias que proporcionaron se encuentran: repasar algunos

conceptos en clase, realizar ejercicios de factorizacion, de tabulacion y de funciones.

Respecto a esta faceta se observd que fueron pocos los profesores que mencionaron
dificultades y estrategias didacticas en cada una de las tareas, la mayoria de los profesores no

respondieron.
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Capitulo 4. Reflexiones finales

En esta investigacion se realizé un andlisis del conocimiento relacionado con el concepto de
limite de una funcion de un grupo de profesores del nivel medio superior. Para ello se utiliz6, como
marco teorico, al modelo del Conocimiento Didactico Matematico (CDM) (Pino-Fan y Godino,

2015), en lo que se refiere a la dimension matematica y algunos aspectos de la faceta epistémica.

La investigacion se dividié en dos bloques. En el primero se disefiaron tres tareas y en el
segundo cinco. Se realizaron dos tipos de validacion, el primero mediante el analisis de contenido
utilizando la configuracion de objetos y procesos del EOS; el segundo mediante el juicio de

expertos.

Posteriormente se aplicé ambos blogues a nueve profesores que trabajaron de manera

individual, y en el segundo blogue, ademas, se fomentd la discusion grupal.

Los resultados obtenidos en el primer blogue mostraron que la mayoria de los profesores
tienen ausencia de conocimiento comun del contenido y de algunos aspectos involucrados en la
faceta epistémica. Lo anterior se evidencio en el escaso nimero de respuestas correctas, en el uso

inapropiado de la notacién y en la falta de procedimientos y de registros semioticos alternativos.

Con respecto a la dimension matematica, se report6 que la mayoria de los profesores dejaron
en blanco las preguntas en las que se les solicitaron posibles dificultades de los estudiantes ante la

tarea propuesta y posibles estrategias didacticas para superarlas.

En el segundo bloque de tareas se evaluaron los mismos elementos del modelo CDM a través
de tareas muy similares a las del primer bloque. En cuanto al conocimiento comun del contenido,
se observo que, en su practica matematica, los profesores movilizaron conceptos necesarios para
lograr un procedimiento que los llevara, en la mayoria de los casos, a la solucion, (por ejemplo, en

las tareas 4 y 8 movilizaron el concepto de factorizacion).

También, en este tipo de conocimiento, evidenciaron el uso de transformaciones en los
diferentes registros semioticos, por ejemplo, hicieron conversiones del registro analitico al tabular,

como en el inciso a) de las tareas 4, 5 y 6 o del grafico al verbal.
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Por otra parte, hubo conceptos que no movilizaron los profesores al momento de trabajar de
forma individual. Por ejemplo, en el inciso b) de las tareas 4, 5y 6 respondieron que los valores de
la funcion aumentaban o disminuian segun fuera el caso, pero se esperaba que se manifestara el

concepto de aproximacion.

También se observo que los profesores prefirieron trabajar en el registro analitico méas que
en el grafico, como fue el caso de la tarea 8 (incisos a y b) en el que se solicitoé encontrar el limite
de la funcion por medio del método gréfico. En este caso, los profesores recurrieron a realizar

tratamientos en el registro analitico y posteriormente pasaron al registro grafico.

Respecto a la faceta epistémica, se contemplé que los profesores mencionaran y movilizaran
conceptos necesarios para la solucion de las tareas, ademas, en su procedimiento se esperaba que

movilizaran algunas transformaciones en los diferentes registros semidticos.

En particular, el inciso c) solicitaba proporcionar directamente conceptos y procedimientos
puestos en juego en la solucion de las tareas 4, 5, 6 y 8, en la mayoria de los casos mencionaron el

concepto de funcion y como procedimiento sustituir o evaluar.

Asimismo, en los otros incisos dirigidos a explorar este tipo de conocimiento, tareas 4 d), 5
d) y 7 b) y e), se observo que algunos profesores movilizaron distintos conceptos (por ejemplo,
discontinuidad, los diferentes tipos de funcién, limite de una funcién, aproximacion, entre otras) y
emplearon transformaciones en los diferentes registros semioticos, por ejemplo, pasar del registro

analitico al grafico. Sin embargo, la mayoria de este grupo dejo6 en blanco estos incisos.

Por otro lado, a pesar de que algunos profesores movilizaron algunos conceptos en los
distintos registros semioticos, se observd, una vez mas, que eligieron trabajar en el registro
analitico. Tal fue el caso del inciso d) de la tarea 4, en el que se esperaba que representaran la idea
de aproximacion en el registro grafico. Sin embargo, los profesores realizaron la grafica de la

funcion sin representar la situacion solicitada.

En este trabajo de investigacion se evidencid que los conocimientos explorados sobre la
nocion de limite de una funcidn, en este grupo de profesores, son basicos de acuerdo con el nivel

en el que se desempefian y no estan acostumbrados a trabajar este concepto en diferentes registros
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semioticos. Ademas, no tienen presentes dificultades que podrian tener los estudiantes al enfrentar
estas tareas ni estrategias que podrian implementar para ayudarlos. En el segundo blogue de tareas

se buscd que los profesores participantes reflexionaran sobre estos aspectos.

Como continuacion del trabajo realizado se podrian analizar las producciones de los
profesores con la finalidad de determinar el efecto que produjo la forma de trabajar las tareas en el
segundo bloque, la cual consistio en lo siguiente: Después de responder las tareas de manera
individual se discutian las respuestas grupalmente, se resolvian dudas y se compartian los diferentes
procedimientos implementados. La hipotesis de esta investigacion futura seria que, los profesores
participantes, lograron un desarrollo, en los distintos tipos de conocimiento que se pusieron en
juego en las tareas, debido a la discusion grupal. Lo anterior coincidiria con lo reportado por

Gobmez, Batanero y Contreras (2014).
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