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RESUMEN

En este trabajo de investigacion presentamos el disefio e implementacion de una secuencia
didactica, cuya finalidad es guiar a los estudiantes de nivel medio superior a la comprension del
concepto de limite de una funcién desde la concepcién dindmica y métrica. Para tal fin, tomamos
como base la descomposicion genética propuesta por Cottrill, Dubinsky, Nichols, Schwingendorf,
Thomas y Vidakovic (1996) y el trabajo de Pons (2014). Es importante mencionar que dichos
trabajos se basan en la teoria APOE (Acciones, Procesos Objetos y Esquemas) y que la
descomposicion genética es un modelo que describe la construccién de conceptos de matematicas
de nivel superior, por lo que la consideramos como una alternativa para disefiar actividades para el

aprendizaje de este concepto.

Los datos que se obtuvieron al finalizar la secuencia y del cuestionario final fueron analizados
mediante la descomposicidn genética con el propdsito de determinar qué estructuras mentales del
concepto de limite lograron construir los estudiantes. El analisis realizado mostré conocimientos
previos necesarios que no se habian considerado, ademas de algunas carencias en la comprension
del concepto de funcion y del impacto que tiene este hecho al tratar de ensefiar el concepto de limite

funcional.
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ABSTRACT

In this research work we present the design and implementation of a didactic sequence, in order to
guide students in the upper intermediate level to the understanding of the limit of a function concept
into the dynamic and metric conception. For this purpose, we take as a basis the genetic
decomposition proposed by Cottrill, Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas and Vidakovic
(1996) and the work of Pons (2014). It is important to say that these works are based on the theory
APQOS (Actions, Processes Objects and Schemes) and that the genetic decomposition is a model
that describes the construction of the higher level mathematics concepts, for that we consider as an

alternative for learning this concept.

The data obtained at the end of the sequence and the questionnaire were analyzed by means of
genetic decomposition with the purpose of determining which are the mental structures of the
concept of limit achieved by the students. The analysis carried out showed necessary previous
knowledge that had not been considered, as well as some deficiencies in the understanding of the
function concept and the impact that this fact has when trying to teach the concept of functional
limit.
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INTRODUCCION

Si bien es cierto que el calculo diferencial presenta conceptos matematicos sumamente importantes,
uno de los primeros con el que el estudiante se enfrenta es el de limite de una funcién en un punto.
Varias investigaciones han reportado diversas dificultades que presentan los estudiantes en su
camino a la comprension. Por ejemplo, Hitt (2003) muestra diversos problemas de aprendizaje
ligados tanto a profesores de matematicas como a estudiantes, en los conceptos de funcion, limite,

continuidad, derivada y de integral.

Para el concepto de funcion sefiala que los problemas que presentan los estudiantes y profesores
de nivel medio superior para desarrollar un conocimiento profundo del concepto, se deben a que

generalmente se restringen a una manipulacion algebraica.

En cuanto al aprendizaje del concepto de limite funcional comenta que, parte de las dificultades
que tendran los estudiantes, se deben a la manera en que el profesor introduce el tema; la mayoria
de los profesores reducen dicho concepto a una simple sustitucion, dicha idea prevalece a lo largo
de los estudios y son muy pocos los que logran sobre pasar dicha dificultad.

En el trabajo de Cottrill et al. (1996) que se presenta mas adelante, sefiala que en la mayoria de las
investigaciones reportan que los estudiantes presentan diversas dificultades para comprender los
conceptos funcion, limite y continuidad. Ademas, menciona hasta esa fecha no habian encontrado
algn informe de éxito para apoyar a los estudiantes a superar dichas dificultades. Incluso, algunos
autores como Tall (1992), Li y Tall (1993) y Monaghan, Sun y Tall (1994) reportaron que el uso

de la tecnologia no ha tenido éxito.

La investigacion de Vrancken, Gregorini, Engler, Muller & Hecklein (2006) se centrd en detectar
las dificultades y analizar los errores de los contenidos basicos de la materia de calculo en
estudiantes que cursan carreras universitarias en areas de ciencias exactas. Para ello se plantearon
el siguiente objetivo “detectar dificultades relacionadas con el concepto de limite y sus diferentes

representaciones y evaluar el grado de comprension alcanzado por los alumnos (p.13)”.

En la investigacion realizada por Hitt y Paez (2004) disefiaron un grupo de actividades para que se

resolvieran en un ambiente de aprendizaje cooperativo, debate cientifico y autorreflexién, con la
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intencion de generar un conflicto cognitivo en los estudiantes que los llevara a un cambio de
pensamiento. Con esta investigacion concluyeron que se tienen dos problemas, el primero tiene
que ver con la complejidad del concepto matematico en cuestion, y el segundo con los obstaculos

que el mismo profesor genera entre sus estudiantes.

Blazquez, Ortega, Gatica y Benegas (2006) presentan una investigacion en la que contrastan la
conceptualizacion métrica del limite proporcionada por Weierstrass con la conceptualizacién como
aproximacion optima, la cual fue dada por Blazquez y Ortega (2002). La finalidad fue establecer
cuél de las dos es mas sencilla y apropiada para la docencia-aprendizaje inicial de tal nocién. Los
datos obtenidos se analizaron con la teoria de Duval, dicha teoria en palabras de los autores
establece que “la comprension integral de un concepto se encuentra basada en la coordinacion de

al menos dos registros de representacion” (p. 191).

Ademas, la formulacion propuesta por Blazquez y Ortega (2002) permite definir el limite
secuencial y funcional, evitando el formalismo, pero no el rigor. La definicion que proponen es: El
limite de la funcion f en x = a es L si para cualquier aproximacion K de L, K # L, existe un

entorno reducido de a, tal que las imagenes de todos sus puntos estan mas proximas a L que a K.

Los autores concluyen que los alumnos comprenden mejor la conceptualizacién basada en la
aproximacion optima que la métrica, por lo que debe ser mas apta para los aprendizajes iniciales

universitarios de andalisis matematico.

La mayoria de las propuestas didacticas se han centrado en que los estudiantes construyan la
definicion formal de limite, y para ello han buscado que los estudiantes superen ciertas dificultades
que se presentan durante el proceso de comprension, no obstante, los estudiantes siguen

presentando falta de comprensién y de sentido del concepto.

Son escasas las investigaciones que se centran en superar las dificultades que presentan los
estudiantes para el aprendizaje de este concepto en el nivel medio superior. Por tal motivo,
consideramos pertinente orientar nuestra investigacion en este nivel, ademas, es aqui, donde el
estudiante se encuentra por primera vez con la nocion de limite. Lograr que el estudiante en este
grado construya una comprension reflexiva del concepto de limite le permitira en cursos futuros

comprender su definicion formal dada por Weierstrass.



La presentacion de nuestro trabajo lo hemos organizado en cinco capitulos que describimos a

continuacion:

Capitulo 1. Planteamiento del Problema. En este capitulo presentamos los dos trabajos de
investigacion que se han realizado empleando la teoria APOE, asi como la descomposicién
genética del concepto de limite desde la definicion formal dada por Weierstrass. De estos
antecedentes nace nuestro objetivo de investigacién relacionado con la construccion del concepto
de limite en estudiantes de nivel medio superior desde la concepcion dindmica y métrica explorada
por Pons (2014). Ademéas de una reflexion de la importancia que tiene el concepto en la

construccion de otros conceptos propios del calculo diferencial.

Capitulo 2. Marco teérico. En esta seccion, presentamos los elementos principales de la teoria
APOE como lo es la abstraccién reflexiva, asi como las estructuras y 1os mecanismos mentales
necesarios para la comprension de conceptos matematicos. También presentamos el ciclo de la
investigacion de APOE vy la descomposicidn genética como la herramienta principal para el disefio

de estrategias de ensefianza y de diagndstico.

Capitulo 3. Método. En este capitulo se describe a la poblacion que participd en la investigacion,
el cuestionario y su relacion con la descomposicion genética, asi como la secuencia didactica
fundamentada en la descomposicion genética y en las actividades propuestas por Pons (2014). De

igual forma se describe la manera en que se trabajaron dichas actividades en el aula.

Capitulo 4. Analisis de resultados. En esta seccion presentamos el analisis de las respuestas de los
estudiantes, describiendo las estructuras y mecanismos mentales que se presentaron, asi como las
dificultades para resolver la actividad. Es importante mencionar que el analisis se realiz

considerando la concepcion dinamica, la concepcidén métrica y el cuestionario final.

Capitulo 5. Conclusiones. En esta seccion se presentan las conclusiones a las que llegamos una vez
finalizados los analisis de los datos obtenidos de la secuencia didactica y el cuestionario final
comparando con los resultados obtenidos por Pons (2014) y Cottrill et al. (1996). También se hacen

algunas sugerencias pedagogicas relacionadas con la ensefianza del concepto de limite.
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Capitulo 1
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Antecedentes

Los antecedentes de este trabajo son las investigaciones de Cottril et al. (1996) y Pons (2014).

Cottril et al. (1996) parten de su conocimiento de las matematicas y de la teoria APOE para el
disefio de una descomposicién genética del concepto de limite funcional, posteriormente,

basandose en ella disefiaron e implementaron una estrategia de ensefianza.

Es importante mencionar que en su trabajo, durante la discusién de la literatura, sefialan dos tipos
de concepciones del limite funcional, una de ellas es la concepcion dinamica o de procesos de
limites y la otra es la concepcion estatica o formal. De la misma manera comentan que algunos
autores sefialan que la primera concepcion parece indicar que es facil y natural para algunos
estudiantes. Segun este punto de vista, la principal dificultad es que los estudiantes pasen de esta
concepcidn dindmica a una comprension formal del limite. Por otro lado, otras posturas consideran

que dicha concepcidn les impide su desarrollo hacia una concepcion formal.

Sin embargo, los que respaldan la primera postura afirman que el desarrollo de una concepcién
dindmica fuerte es necesaria para una comprension formal, y que esta debe basarse en la concepcion
dindmica del estudiante. Desde este punto de vista, la dificultad surge al construir la concepcion

dindmica y este es el mayor obstaculo para el entendimiento del limite.

Segun los autores, la dificultad mas comun en los estudiantes cuando construyen la nocion
dindmica de limite es su percepcion de un limite como algo que nunca se alcanza. Ademas, sefialan
que la nocién formal y dindmica de los valores de una funcion que se aproximan a un valor limite,
cuando los valores en el dominio se aproximan a cierta cantidad, es mas complicada de lo que se

podria haber pensado, ya que no solo es un proceso, sino un par de procesos coordinados.

Finalmente, mencionan que, segun la literatura, hay dos razones para las dificultades de los
estudiantes para comprender el concepto formal (entendida en términos de € — §). La primera de
ellas se debe a que el esquema del proceso coordinado es dificil en si mismo y no todos los
estudiantes pueden construirlo de manera inmediata. En segundo lugar, es necesario que los

estudiantes tengan una comprension de la cuantificacion. Desafortunadamente, diversas



investigaciones reportan que la mayoria de los estudiantes no tienen una concepcion de
cuantificacion que esté lo suficientemente desarrollada para tratar el concepto de limite de manera

formal.

Como lo sefialamos con anterioridad, el andlisis teorico realizado les permitio disefiar una
descomposicion genética preliminar, en la cual se describe la manera en la que el estudiante puede

construir dicho concepto en seis pasos.

1.- La accion de evaluar la funcion f en algunos puntos, cada punto sucesivo mas cercano a a que

el punto anterior.

2.- Interiorizacion de la accion del Paso 1 a un unico proceso en el que f (x) se aproxima a L cuando

X Se aproximaa a.

3.- Encapsula el proceso de 2 para que, por ejemplo, al hablar de propiedades de combinacion de
limites, el proceso limite se convierta en un objeto al que se le pueden aplicar acciones (por

ejemplo, determinar si una determinada propiedad se mantiene).

4.- Reconstruir el proceso de 2 en términos de intervalos y desigualdades. Esto se hace mediante
la introduccion de estimaciones numéricas de la cercania de aproximacion, en simbolos, 0 <

lx —al <dyl|f(x)—L| <e.

5.- Aplique un esquema de cuantificacion para conectar el proceso reconstruido del paso anterior
para obtener la definicién formal de limite. Como indicamos en nuestros comentarios sobre la
literatura, aplicar esta definicién es un proceso en el que uno imagina iterar a través de todos los
nimeros positivos y, para cada uno llamado &, visitar cada nimero positivo, llamando § esta vez,
considerando cada valor, llamado x en el intervalo apropiado y verificando las desigualdades. La

implicacion y la cuantificacion conducen a una decision sobre si la definicidn se cumple.
6.- Una concepcion € — § completa aplicada a situaciones especificas.

Basandose en la descomposicidn genética preliminar, disefiaron una estrategia de ensefianza, la
cual fue aplicada a 25 estudiantes de un curso de célculo. Los autores sefialan que la principal
contribucion de dicha estrategia fue sugerir construcciones mentales especificas que se pueden

desarrollar en el aprendizaje del material.



La estrategia pedagogica utilizada consistié en una combinacion de actividades informaticas que
se disefiaron para ayudar a los estudiantes en las construcciones mentales que se contemplan en la

descomposicion genética.

Para la recoleccidn de datos usaron diversos métodos que van desde examenes escritos a entrevistas
a profundidad. El andlisis de los datos obtenidos encontré que algunos estudiantes pueden
interiorizar la accion de reemplazar sucesivamente x por varios valores a un proceso de x que se
aproxima a a, pero en sus imagenes aun estan pensando en un solo valor para f(a). No logran
conectar que el comportamiento del rango proviene de la aplicacion de la funcion a lo que esta
sucediendo en el dominio. Para los estudiantes son procesos diferentes y aunque puedan empezar
a establecer que hay una conexion entre ellos, no parecen entender que es la funcion y su proceso
lo que hace esta conexion.

Ademas, reportan que muy pocos estudiantes mostraron evidencias de poseer un nivel objeto del
concepto de limite, debido a que mostraron indicios de lo que podria ser un proceso de
desencapsulacion de acuerdo a su descomposicion genética, esto se debi6 a que muy pocos lograron
resolver problemas en los que se les pedia determinar el limite en un punto de la suma de dos
funciones. Por lo que concluyen que la gran mayoria no presentaron indicios de que estuvieran

pensando en los limites en un nivel objeto.

Solo pocos estudiantes presentaron algun indicio de pasar muy por encima de los primeros cuatro
pasos de esta descomposicion genética. Pero en general, solo tienen una idea vaga de las

desigualdades que intervienen de la descripcion del limite € — §.

Finalmente, reportan que no hubo estudiantes que manifestaran evidencias de haber alcanzado los

ultimos dos niveles descritos en su descomposicion genética preliminar.

Por lo tanto, el analisis de los resultados los condujo a proponer un refinamiento de la
descomposicion genética, misma que sera presentada en el capitulo dos, debido a que fue tomada
como base para el disefio de nuestra secuencia didactica.

Los autores difieren de algunos investigadores que creen que una concepcion dinamica puede
dificultar el progreso hacia el desarrollo de una comprensién formal del concepto de limite, ya que
piensan que la dificultad de pasar a una concepcion méas formal del concepto es, al menos

parcialmente, el resultado del desarrollo insuficiente de una fuerte concepcion dinamica.



Las consideraciones realizadas en su investigacion los llevan a pensar que el concepto formal de
limite no es estatico como comunmente se cree, Sino que es un esquema muy complejo con aspectos
dindmicos importantes y requiere que los estudiantes hayan construido fuertes concepciones de

cuantificacion.

Es por ello que la investigacidn sobre la forma en que los estudiantes aprenden los conceptos de
cuantificacion, junto con los refinamientos de la descomposicion genética propuesta, podria
contribuir al disefio de estrategias de ensefianza que ayuden a los estudiantes a comprender dicho

concepto.

Otra de las investigaciones que se ha realizado sobre el concepto de limite funcional, desde la
perspectiva de la teoria APOE, es la que realizd Pons (2014). El buscé profundizar en la
comprension que los estudiantes de ensefianza postobligatoria tienen del concepto de limite de una

funcién después de haber concluido un curso de célculo diferencial.

Para tal fin, Pons (2014) retoma los tres primeros pasos y hace una adaptacion del cuarto apartado
de la descomposicidn genética de Cottril et al. (1996), el cual se refiere a la concepcion métrica en
términos de desigualdades e introduce un nuevo apartado sobre la formalizacion del concepto. Es
importante sefialar que los tres primeros pasos constituyen lo que algunos llaman la concepcion

dindmica del limite.

Para el disefio de actividades, este autor incorpora unos elementos matematicos, como producto de
una segregacion de los pasos de la descomposicion genética, y su relacion entre ellos; considera
diferentes modos de representacion (numeérico, algebraico- numérico y grafico) y con todo lo

anterior caracteriza el esquema de limite para su investigacion.

Finalmente, propone que las relaciones que se deben de considerar en el esquema de limite de una
funcion en un punto son la coincidencia y no coincidencia de las aproximaciones laterales y la

coordinacion cognitiva de estos elementos matematicos que seran presentados mas adelante.

Por tanto, para Pons (2014) la caracterizacion general del desarrollo del esquema de limite de una
funcion en los niveles INTER, INTRA Y TRANS deberd estar en funcion de los elementos
matematicos, las relaciones de coincidencia y no coincidencia establecidas entre ellos, y los

diferentes modos de representacion.



El esquema definido le permiti6 disefiar un cuestionario de diez preguntas y una entrevista, que
fueron aplicados a 129 estudiantes de Bachillerato de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud,
durante el curso 2010-2011. De los cuales, 66 eran estudiantes de primer curso, y 63 eran
estudiantes de segundo curso. Dicha poblacion no reunia ninguna caracteristica especial y su
participacion fue voluntaria. Es importante resaltar que las actividades propuestas en esa

investigacion sirvieron de base para las que se utilizaron en esta tesis.

Del analisis de los datos obtenidos se destacan los siguientes resultados: los estudiantes acceden al
significado dinamico de limite mediante la utilizacion del modo de representacidn grafico cuando
las aproximaciones laterales coinciden, se progresa en modo numérico y se consolida en modo
algebraico— numérico. Es decir, segun Pons (2014) los limites presentados en modo grafico son

mas fuertes que las ideas de limite mostradas en modo numérico.

Por otro lado, destaca que el concepto de funcion es uno de los conocimientos previos que el
estudiante debe poseer si quiere construir el concepto de limite, esto debido a que cometen mas
errores para encontrar a qué valor tiende la variable dependiente que para determinar a qué valores
se aproxima la abscisa. Ademas, los estudiantes tienen mayor éxito en la relacién que hace
referencia a la “coincidencia de las aproximaciones laterales”, y la que mas dificultades presenta

es la “no coincidencia de las aproximaciones laterales”.

Otro de sus resultados indica que los estudiantes tienen dificultades para realizar la coordinacién
métrica en términos de desigualdades. Solo en los niveles inter (apoyandose en la sucesion de
valores de x y f(x)) y trans (haciendo uso de las diferencias|x — a| y |f(x) — f(a)|) algunos

estudiantes empiezan a establecerla.

Manifiestan dificultades para manejar adecuadamente las situaciones en las que los limites laterales
no coinciden. Un aspecto que parece dificultar la construccion de los valores de la funcién es que

las sucesiones del rango y el dominio tengan o no el mismo signo.

Presentan dificultades en manejar la coordinacion de las aproximaciones en el dominio y en el
rango. En este nivel o no coordinan las aproximaciones, o solamente realizan dicha coordinacion

en un unico modo de representacion cuando las aproximaciones laterales coinciden.



En general, el autor considera que dentro de los conocimientos previos que debe tener el estudiante
son: saber evaluar los valores del dominio en una funcién definida por partes, saber realizar lectura
de graficas, saber manejar las situaciones en las que las sucesiones de los valores de la funcion
tengan diferentes signos a la izquierda y a la derecha del valor de la variable independiente donde
queremos calcular el limite, no coincidiendo dichas aproximaciones laterales, y comprender la
lateralidad en el sentido de diferenciar las aproximaciones por la derecha y las aproximaciones por
la izquierda. En particular, si la funcidn tiene limites laterales no coincidentes plantea dificultades
para construir la coordinacion de los procesos de aproximacion en el dominio y en el rango.

Finalmente, el autor comenta que 59 estudiantes se encuentran en el nivel intra, 47 en el nivel inter

y 23 en el nivel trans, del nivel esquema del concepto de limite.

1.2 Justificacion

Se ha reportado en diversas investigaciones que cuando se aborda la ensefianza y aprendizaje del
concepto de limite se presentan diversas dificultades en los estudiantes (Hitt, 2003; Vrancken,
Gregorini, Engler, Muller y Hecklein, 2006). Por ejemplo, Hitt y Paez (2004) enumeran once
dificultades que presentan los estudiantes cuando intentan comprender el concepto de limite, de las

cuales solo mencionaremos algunas.

Ideas primitivas del limite, la cual tiene su origen en los conocimientos previos que poseen los

estudiantes en relacién con la palabra limite: algo que se prohibe alcanzar, “limites humanos”.

Idea de limite como aproximacion. Una de dichas ideas intuitivas que prevalece en estudiantes

universitarios es la de pensar que el limite nunca es alcanzado o es alcanzado en el infinito.

Conflictos con la idea de limite como una simple sustitucion. La mayoria de los profesores orientan
el tema de limites a un enfoque algebraico donde solamente los estudiantes realizan sustituciones,
reduciendo el concepto a un simple algoritmo operatorio. Para tal fin el profesor Unicamente trabaja
con funciones continuas, dejando fuera la exploracion de funciones no continuas o funciones que

no estan definidas en ciertos puntos del dominio.

Conflictos en la lectura de graficas con respecto al limite. Algunos estudiantes presentan una

confusion entre el concepto de limite y su relacion con los limites laterales. Esto es debido a que el



estudiante considera que graficamente el limite es donde esta definida la funcion, sin considerar
que la funcién sea o no continua. Al respecto Hitt y Paez (2004) comentan “Este suceso es el reflejo
de la fuerte influencia del proceso de sustitucion en el calculo de limites” (p. 145). Conflictos con

la idea de que una funcidn discontinua no tiene limite.

Algunas de las propuestas didacticas se han centrado en que los estudiantes construyan la definicién
formal de limite (Weierstrass), buscando que se superen ciertas dificultades que se presentan
durante su comprension; no obstante, los estudiantes siguen presentando falta de comprension y de
sentido del concepto.

Ademas, son escasas las investigaciones que se centran en superar las dificultades que presentan
los estudiantes en el nivel medio superior. Por tal motivo, consideramos pertinente orientar nuestra
investigacion en este nivel, pues es aqui donde el estudiante se encuentra por primera vez con la
nocion de limite.

La teoria APOE presenta un modelo que describe la construccion de conceptos de matematicas de
nivel superior, por lo que la consideramos como una alternativa para disefiar actividades para el
aprendizaje del limite de una funcion en un punto, ademas, en la investigacion realizada por Pons
(2014) solo cubre dos etapas del ciclo de investigacion de la teoria dejando abierta la posibilidad
de investigar su tercera etapa “disefio e implementacién de la ensefanza”, lo que en parte ha

motivado la presente investigacion.

1.3 Preguntas de investigacién y Objetivo

Nuestra finalidad es guiar a los estudiantes en la comprensidn del concepto de limite de una funcién
desde la concepcion dinamica y métrica. Para tal fin, tomamos como base la descomposicion
genética propuesta por Cottril et al. (1996) y el trabajo de Pons (2014) para el disefio e

implementacion de una secuencia didactica.
Con esto en mente nos proponemos dar respuesta a las siguientes preguntas:

¢Qué actividades didacticas permiten a los estudiantes construir el concepto de limite desde la

concepcion dindmica?

¢Qué actividades didacticas permiten a los estudiantes desarrollar una concepcién métrica del

concepto de limite utilizando desigualdades?



¢Qué estructuras mentales del concepto se logran construir mediante la implementacion de una

secuencia didactica basada en la teoria APOE?

Objetivo. Implementar y valorar una secuencia didactica para el aprendizaje del concepto de limite
de una funcidén en un punto basada en la teoria APOE en un grupo de estudiantes del nivel medio

superior.



Capitulo 2
MARCO TEORICO

2.1 Abstraccion Reflexiva

Para conocer la teoria APOE es necesario trasladarse hasta sus inicios. La teoria nace de la reflexion
de Dubinsky sobre la aplicacion de la abstraccion reflexiva de Piaget en las matematicas de
educacion superior. Pero, ¢qué es la abstraccion reflexiva?, la respuesta de Piaget consta de dos
partes, la primera es sobre la reflexion en un sentido del pensamiento contemplativo y de la
conciencia, al cual llam6 contenido y las operaciones en dicho contenido, todo ello en un nivel
cognitivo inferior. Podriamos decir que la conciencia y el pensamiento se encuentran en un estado
estatico. En la segunda parte nos encontramos en un ambiente dindmico, es decir, la reconstruccion
y reorganizacion del contenido, asi como las operaciones en esta etapa superior, convirtiendo al
contenido en aquel que se le pueden aplicar nuevas operaciones. Esto llevo a Dubinsky a considerar
que la abstraccion reflexiva es una herramienta sélida para describir el desarrollo mental de los

conceptos matematicos avanzados.

Piaget no creia que la ideas més abstractas y generales provenian de extraer caracteristicas comunes
de un conjunto de objetos (los objetos pueden ser mentales, no necesariamente fisicos), consideraba
que el desarrollo del conocimiento de un objeto, requiere que el sujeto actle sobre él y viceversa,

es decir, que el objeto y sujeto no pueden estar separados.

Dichas ideas, sientan las bases de las distinciones més sutiles, como lo son las acciones materiales
y operaciones interiorizadas, ambas constituyen las diferencias entre las estructuras mentales de
accion y proceso, asi como los mecanismos mentales como la interiorizacion y la encapsulacion
que conducen a la formacion de las diferentes concepciones que constituyen la progresion Accion,
Proceso, Objeto, Esquema (A—P— O—E).

Piaget considera que la “abstraccion reflexiva consiste en traducir una sucesion de acciones
materiales en un sistema de operaciones interiorizadas” (Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktac, Fuentes,
Trigueros y Weller, 2013, p.7, traduccion nuestra). Dubinsky interpreta a las “acciones materiales”
como las acciones que son llevadas a cabo por el sujeto, pero que son externas a él. Dentro de la

teoria APOE, las “operaciones interiorizadas” de Piaget se convirtieron en el mecanismo mental



de interiorizacion en el cual una accién fisica externa se reconstruye en la mente del sujeto en un
proceso, es decir, se realiza la misma accién pero completamente en la mente del sujeto. Esta
nocion de la abstraccion reflexiva influyd en el desarrollo de la teoria APOE, de como un proceso
(accidn interiorizada) se transforma en un objeto (operacion en la cual, en etapas superiores se le

pueden realizar nuevas operaciones) a través del mecanismo mental de la encapsulacion.

Pareciera que la propuesta progresiva en la teoria es de la forma A—P— O—E. Sin embargo, aunque
se presente en esta forma lineal, el desarrollo no siempre procede asi, mas bien, un individuo puede

avanzar y retroceder dentro de las etapas.

2.2 Estructuras mentales y mecanismos mentales

Dubinsky considera cinco tipos de abstraccion reflexiva o mecanismos mentales (Interiorizacion,
coordinacion, encapsulacion, desencapsulacion y la generalizacion) que conducen a la
construccion de las estructuras mentales (acciones, procesos, objetos y esquemas). Todos ellos se

presentan en el siguiente diagrama:

Esquema

interiorizacion

acciones
procesos

coordinacidn

objetos
TEVErsIomn

encapsulacion

des-encapsulacion

Figura 1. Teoria APOE (Arnon et al., 2013)

Nuevas investigaciones tienen en cuenta la posible etapa de la totalidad, sin que hasta la fecha
exista investigacion solida al respecto. A continuacion presentamos una descripcion de los

mecanismos mentales:

e Interiorizacion: Se puede considerar como la transferencia de una actividad especifica del
mundo externo al mundo interno del individuo, en otras palabras el individuo pasa de tener
ayudas externas para tener un control interno. El individuo posee la capacidad de imaginar
la realizacion de los pasos sin realizarlos de manera explicita, puede saltar los pasos e

incluso revertirlos.
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Coordinacion: Este mecanismo es descrito como la coordinacion general de acciones, se
refiere a todas las maneras de emplear una o mas acciones para formar nuevas acciones u

objetos. Dos 0 mas procesos pueden coordinarse para formar nuevos procesos.

Encapsulacion: Ocurre cuando un individuo aplica una accion a un proceso, de manera
general, consiste en la conversion de un proceso (estructura dindmica) en un objeto
(estructura estatica). En otras palabras es la transformacion mental de un proceso a un
objeto cognitivo. Este objeto cognitivo puede ser considerado como un objeto (fisico o

mental) y a su vez ser transformado por acciones y procesos.

Desencapsulacion: Una vez que un individuo ha encapsulado un proceso en un objeto, este
puede ser desencapsulado para regresar al proceso que lo generd, en otras palabras,
reinvertir el mecanismo que lo generd. Asi, el individuo puede regresar al proceso siempre

que lo desee.

Generalizacion: Se relaciona con la capacidad del individuo para aplicar un determinado
esquema en un contexto distinto, se caracteriza por determinar los alcances de sus
construcciones. En este mecanismo los esquemas no cambian, pero los objetos pueden ser
asimilados por un esquema para ser contextualizados en otros contextos. Por ejemplo,
cuando un estudiante utiliza el esquema de la factorizacion, puede generalizar dicho

esquema para factorizar polinomios.

Dentro de la teoria APOE, los términos concepcién y concepto, aunque estan relacionados,

presentan diferentes ideas. McDonald (2000) citado en Arnon et al., (2013) menciona lo siguiente:

“La distincion entre la concepcion y el concepto esta dada en que la primera es intrapersonal (es
decir, es la idea que el individuo tiene para comprender) y la segunda es comunal (es decir, un

concepto es el resultado de un acuerdo hecho por matematicos)” (p.78).

Es por ello que cuando un estudiante construye un concepto particular se dird que ha logrado una
concepcién de dicha construccién. Estamos entendiendo una concepcién como la idea que un

estudiante posee de un determinado concepto que puede ser cercana o no a la definicion.
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Enseguida presentamos una descripcion especifica de las construcciones mentales tomando como

ejemplo el concepto de funcion:

Acciones: Diremos que un estudiante posee una concepcion accion si realiza las
transformaciones de un objeto dirigido externamente, la accion es externa debido a que
cada paso de dicha transformacion debe realizarse explicitamente y guiado por
instrucciones externas, estableciendo una analogia se puede relacionar como cuando un
individuo realiza una actividad mediante un instructivo. Por ejemplo, un estudiante con una
concepcion acciéon del concepto de funcion relaciona el concepto con la accion de
reemplazar valores dados en una expresion para obtener otros valores, por ejemplo, la
expresion F(x) = 3x + 1. Podemos concluir que un individuo que esta limitado a una

concepcion accidn se basa en sefiales externas.

Procesos: Es la estructura mental en la que se realiza la misma operacion que la accion solo
que totalmente en la mente del individuo, permitiendo que sea capaz de imaginar la
realizacion de la trasformacion sin tener que realizar cada paso de manera explicita. Puede
realizar la transformacion sin la necesidad de llevar a cabo cada paso. Por ejemplo, una
concepcién proceso del concepto de funcion puede llevar acabo la composicion de
funciones sin estar limitado por su representacion. Un ejemplo, puede determinar la

composicion de la funcion f o g donde:

x%+10,x <0;

— .3 =
f(x)=x>+10y g(x) _{1 + cosx,x > 0;

Objetos: Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso
como un todo y puede identificar las transformaciones, ademas de construirlas (acciones o
procesos) diremos que el proceso ha sido encapsulado en un objeto, por tanto, el individuo
posee una concepcion objeto del concepto. EI mecanismo de desencapsulacion es tan
importante como el de encapsulacion, debido a que puede regresar al proceso que genero
dicho concepto. Por ejemplo, la concepcion objeto del concepto de funcion se presenta
cuando el estudiante puede tomar dos o méas funciones y componerlas obteniendo asi una
nueva funcion. Podemos decir que la naturaleza del objeto depende del proceso por el cual

fue encapsulado.
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e Esguemas: Un esquema se construye como una coleccion coherente de las estructuras de
accion, proceso, objeto y otros esquemas y las conexiones que se establecen entre ellas.
Ademas, se caracterizan por su dinamismo, es decir, su reconstruccion continta debido a

la actividad matematica del individuo en situaciones especificas.

Estas construcciones son la base de las estructuras matematicas de un individuo, las cuales
fundamentan la construccién de esquemas. Los esquemas no son estructuras estaticas, mas bien,
son dindmicas debido a que evolucionan constantemente cada vez que un nuevo objeto matematico
es agregado a sus estructuras previas, con esto podemos decir que un esquema no es una estructura

terminada, sino que se encuentra constantemente en desarrollo.

Los esquemas pueden ser mas o0 menos coherentes, lo cual esta relacionado con la capacidad del
individuo para determinar si un esquema le permite solucionar un determinado problema. Al
respecto, Trigueros (2005) comenta lo siguiente: “Se define un esquema para una parte de la
matematica como la coleccidn de acciones, procesos, objetos y otros esquemas de un individuo que

estan ligadas, consciente o inconscientemente, en un marco coherente en la mente de un individuo”

(p.15).

En un trabajo titulado “Psicogénesis ¢ historia de la ciencia” se propone que los esquemas
evolucionan y se pueden distinguir tres fases o etapas, los niveles intra, inter y trans, dichas etapas
se caracterizan por el grado de construccion de relacion entre los elementos que constituyen el

esquema.
Una mejor descripcion de estas etapas dentro de los esquemas se presenta en seguida:

[...] “En los trabajos publicados se asocia el nivel intra- con la construccién de relaciones entre
procesos, objetos y esquemas relacionados con un mismo concepto, el nivel inter- con la existencia
de relaciones entre diferentes conceptos relacionados con una misma area de las matematicas y el
nivel trans- con el hecho de que el estudiante demuestra, a lo largo de su trabajo, de utilizar una
estructura coherente de relaciones entre los conceptos y de ser capaz de determinar cuando es

aplicable dicha estructura y cudndo no” (Trigueros, 2005, p.16).

2.3 Ciclo de Investigacion de la teoria APOE
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La investigacién basada en la teoria APOE implica tres componentes: el analisis teorico, el disefio

e implementacion de ensefianza y observacion, ademas de la verificacion de datos.

Analisis tedrico

« "\

Observacion, analisis y Disefio e implementacion

verificacion de datos de ensefianza.

Figura 2. Ciclo de investigacion (Arnon et al., 2013)

Este ciclo de investigacion permite obtener una descripcion mas detallada y cercana a los conceptos
matematicos mediante su repeticion. A continuacion se presenta un breve desglose de cada uno de

los elementos del ciclo de investigacion:

e Analisis tedrico: La investigacion se inicia con un analisis tedrico sobre el concepto
matematico, en el cual se toma en cuenta el analisis de libros de texto y la experiencia de

los investigadores para determinar un camino viable en la construccion del concepto.

“Este analisis permite mediante la descripcion de las construcciones mentales modelar la

epistemologia y cognicion del concepto matematico estudiado” (Roa y Oktag, 2008, p.35).

Esto da lugar a una descomposicidn genética preliminar del concepto, que determine un camino
viable para gque los estudiantes construyan un concepto determinado, mediante una descripcion de
las construcciones mentales y mecanismos mentales que un estudiante puede realizar para la
construccion de su comprension de un concepto matematico. Cabe sefialar que una descomposicion
genética de un concepto no es Unica, ya que en ella dependen los caminos de construccion del
concepto y de las estructuras definidas en los estudiantes. Cada descomposicion genética debe ser
el resultado de la aplicacion completa de los tres componentes del ciclo de la investigacion lo que

permite documentarla con los datos empiricos y refinarla.

e Disefio e implementacion de la ensefianza: El andlisis tedrico conduce al disefio e
implementacion de la ensefianza, cuyas actividades estan destinadas a fomentar las

construcciones mentales requeridas por el analisis. Actividades y ejercicios estan
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encaminados a ayudar a los estudiantes a construir acciones, interiorizarlas en procesos,
encapsular procesos en objetos y la coordinacion de dos 0 mas procesos para la construccion
de nuevos procesos. Asi también, una gran variedad de estrategias pedagogicas como el
aprendizaje cooperativo y la resolucion de problemas en grupos pequefios entre otras. Estos
disefios que fueron construidos con base en la descomposicion genética, deben reflejar las
construcciones expuestas en ella y los mecanismos de construccién mediante los cuales los

estudiantes pueden realizar dichos conceptos.

Analisis y verificacion de datos: La ejecucion de la ensefianza permite la oportunidad de
recolectar datos y analizarlos, los resultados obtenidos mediante la aplicacién de los
instrumentos deben ser analizados desde la descomposicion genética preliminar detectando
qué elementos no han sido considerados y cuéles de las construcciones dadas
hipotéticamente no se perciben, el propdsito es responder a dos preguntas: ¢ Los estudiantes
hacen las construcciones mentales requeridas por el analisis teérico? ;Qué tan bien los
estudiantes aprenden el contenido matematico?, si la respuesta a la primera pregunta es
negativa, la instruccion es reconsiderada y revisada. Ahora bien, si la respuesta a la primera
pregunta es positiva y la segunda negativa, el analisis tedrico es reconsiderado y revisado.
En cualquiera de los casos el ciclo se repite hasta que las respuestas de ambas sean
afirmativas y el instructor/investigador estd convencido de que los estudiantes han
aprendido los conceptos matematicos suficientemente bien. En otras palabras, el ciclo
continta hasta que la evidencia empirica y el andlisis tedrico compartan las mismas

construcciones mentales.

En conclusion, podemos decir que una descomposicion genética refinada para esta etapa de la

investigacion puede ser mejorada mediante la repeticion de este ciclo de investigacion.

Weller et al., (2003) clasifica los estudios de investigacion en tres tipos:

Estudios comparativos: este estudio compara el rendimiento de los estudiantes que
recibieron instruccion usando la teoria APOE vy el ciclo de la ensefianza ACE (Actividades
en la computadora, Discusiones en el salon de clase y Ejercicios), con los estudiantes que

completaron un curso de matematicas de manera tradicional.
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e Estudios no comparativos: miden el rendimiento de los estudiantes que completaron un

curso utilizando la teoria APOE v el ciclo de la ensefianza.

e Estudios sobre el nivel de desarrollo cognitivo: son aquellos en los que los estudiantes
completaron un curso basado en la teoria APOE vy el ciclo de la ensefianza o un curso de
modelo tradicional.

Comparaciones de las actitudes de los estudiantes a largo plazo en cursos basados en APOE y
(ACE): el proposito es investigar el efecto de las estrategias pedagdgicas basadas en la actitud de
los estudiantes en comparacion con los estudiantes que completaron el curso de matematicas

basado en la instruccion de manera tradicional. (p.98).

2.4 Descomposicion genética

Antes de abordar la descomposicion genética propuesta para nuestra investigacion, es necesario

conocer lo que se entiende por descomposicion genética.

Una descomposicion genética la definen Arnon et al., (2013) de la siguiente manera: “Una
descomposicion genética es un modelo hipotético que describe las estructuras mentales y los
mecanismos que un estudiante podria necesitar construir para aprender un concepto matematico
especifico” (p.27). Por lo general, una descomposicion genética comienza como una hipotesis
basada en la experiencia de los investigadores. Una descomposicion, hasta que no se prueba
experimentalmente, es una hipotesis y se conoce como preliminar. Es posible que un concepto
pueda constar de varias acciones diferentes, procesos y objetos, la descomposicidn genética puede
incluir una descripcidn de como estas estructuras estan relacionadas y organizadas dentro de una
estructura mental mas grande Ilamada esquema. Ademas, describe coémo un concepto podria
construirse mentalmente, de igual manera podria incluir una descripcion de las estructuras pre-
requisito que un individuo necesita haber construido previamente, los cuales podrian explicar
diferencias en el desarrollo de los estudiantes en el rendimiento matematico. Una descomposicién

genetica preliminar puede guiar el desarrollo de la instruccion del concepto.

Algunas descomposiciones genéticas se han disefiado considerando las descripciones matematicas

de un concepto, junto con las experiencias de los investigadores (como estudiantes o profesores).
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Otras han sido disefiadas a partir de los datos de la educacion matematica, no necesariamente
utilizando la teoria APOE, sino més bien, considerando las dificultades de los estudiantes en el
aprendizaje de un concepto particular. Otras mas, basadas en los datos obtenidos por medio de las
observaciones de los estudiantes que estan aprendiendo un concepto matematico. El disefio de una
descomposicion genética también se puede basar en el desarrollo histérico del concepto o mediante

el andlisis de materiales de texto.

Una descomposicion genética necesita ser probada experimentalmente, con el propdsito de
responder la siguiente pregunta: ¢ Los estudiantes hacen las construcciones mentales requeridas por
el modelo tedrico?, si se observan las construcciones descritas, se apoya el modelo. Si los resultados
obtenidos difieren de lo que se describe en la descomposicion genética, entonces se refina. Por otro
lado, si las diferencias son demasiado grandes el modelo se desecha a favor de una nueva

descomposicion genética.

Una descomposicion genética no es unica, es decir, no proporciona una tunica forma en la que todos
los estudiantes construyan un concepto matematico especifico, su valor reside en que describe
aquellas construcciones que se encuentran en los estudiantes y que son requeridas por la mayoria
en el aprendizaje de un concepto. Una descomposicion genética pude ser disefiada por diferentes
investigadores, para describir el aprendizaje de un concepto particular. Si estas descomposiciones
genéticas son apoyadas por los estudios empiricos en las construcciones realizadas por los
estudiantes, todas ellas podrian considerarse como razonables.

Ademas de ser un modelo tedrico para la investigacion, la descomposicion genética puede guiar la
instruccién de un concepto. En un disefio de ensefianza basado en la teoria APOE se proponen
actividades para que los estudiantes trabajen colaborativamente y cada actividad esta disefiada para
fomentar la interiorizacion de acciones en procesos, para ayudar a la coordinacion y la reversion
de procesos, asi como apoyar la encapsulacion de procesos en objetos. También se busca la
construccion de relaciones entre las diferentes acciones, procesos, objetos y esquemas previamente

construidos.

2.5 Descomposicion genética del concepto limite

En esta seccion presentamos la descomposicion genética y el trabajo de Pons (2014) en los cuales

nos basamos para disefiar e implementar una secuencia didactica a un grupo de estudiantes del
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nivel medio superior. De la misma manera, seran una herramienta que nos permitira analizar los
datos empiricos que se obtendran después de aplicar un cuestionario al finalizar la aplicaciéon, esto
con la finalidad de hallar evidencia de las construcciones y mecanismos mentales que lograron

construir.

2.5.1 Construcciones previas necesarias

Consideramos que el estudiante debe haber construido con anterioridad el concepto de funcion, al
menos en una concepcion proceso dentro de la teoria APOE. Para nuestro caso, las actividades
contemplan funciones definidas por partes, continuas y no continuas. Las cuales se presentan de

manera algebraica, tabular y grafica.

Es por ello que el estudiante debe tener la capacidad de que, dado un valor de x debe hallar su
respectiva imagen f(x), en otras palabras, debe ser capaz de evaluar los valores del dominio y
determinar sus respectivas imagenes, esto incluso para las funciones definidas por partes, mas aun,
debe de realizar estas mismas acciones para un conjunto de valores de x que se presentan en una

tabla o en una grafica.

Lo anterior implica que un estudiante tenga la capacidad de evaluar funciones en diferentes
representaciones, ya sea para un intervalo determinado, para un conjunto de valores del dominio
que se presentan en una tabla o determinar una aproximacion de las imagenes para ciertos valores

de x cuando se presenta de manera gréfica.

Es relevante que el estudiante tenga una nocion elemental del infinito, debido a que debe ser capaz
de realizar la evaluacion de ciertos valores finitos en el dominio y posteriormente realizar esta

misma accion completamente en la mente para valores infinitos del dominio.

2.5.2 Descomposicion genética en la que se apoya nuestra investigacion

En primer orden de ideas presentamos la de descomposicion genética de Cottrill et al. (1996) el
cual fue el resultado de un refinamiento de una descomposicion genética preliminar. Es importante
sefialar que para el disefio de las actividades de la secuencia didactica, nos apoyamos en el trabajo
de Pons (2014) en el que se involucran los primeros tres pasos de la descomposicion genética de

Cottrill, et al. (1996), una adaptacion del paso cuatro y un acercamiento al quinto paso.
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Enseguida presentamos la descomposicion genética, asi como una breve descripcién de cada uno

de sus elementos.
1.- La accion de evaluar f en un solo punto x que se considera cercano o incluso igual a a.

2.- La accion de evaluar la funcion f en algunos puntos, cada uno sucesivamente méas cercano

a a que el anterior.

3.- Construccidn de un esquema coordinado de la siguiente manera.
a) Interiorizacion de la accion del Paso 2 para construir un proceso en el dominio en el cual
X Se aproximaa a.
b) Construccion de un proceso en el rango en el cual f(x) se aproximaa L.
c) Coordinacion de (a), (b), mediante f. Es decir, la funcion f se aplica al proceso de x

aproximandose a a para obtener el proceso de f(x) aproximandose a L.

4.- Realizar acciones sobre el concepto de limite hablando, por ejemplo, sobre limites de
combinaciones de funciones. De esta manera, el esquema de 3 se encapsula para convertirse en un

objeto.

5.- Reconstruir los procesos de 3 (c) en términos de intervalos y desigualdades. Esto se realiza
introduciendo estimaciones numéricas de la cercania de las aproximaciones, en simbolos, 0 <

lx —al <dy|f(x)—L| <e.

6.- Aplicar el esquema de los cuantificadores para reconstruir el proceso de los niveles anteriores

para obtener la definicién formal de limite.
7.- Una concepcion completa de e — & aplicada a situaciones especificas.

Si un estudiante desarrolla la capacidad de realizar un nimero finito de calculos, de manera externa,

utilizando una funcidn algebraica o gréfica, habra construido una concepcion accion.

En otras palabras, un individuo presenta una concepcion accion de limite, cuando no puede ir mas
alla de calcular un nimero finito de valores de la funcidn en puntos cercanos a a, cuando una

variable se aproxima a una cantidad fija.
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Para Pons (2014) las actividades que permiten desarrollar este tipo de concepcion en los estudiantes
son en las que se les pide que realicen actividades como “completa la tabla” o “Elige un valor de
la x, y calcula el valor de la funcién f(x) en ese punto”. Finalmente, un estudiante desarrolla una

concepcidn accion al realizar actividades donde se le exige realizar un calculo simple.

Si un estudiante desarrolla la habilidad de ir mas alla del calculo de un nimero finito de valores
aproximandose a un valor fijo, es decir, si es capaz de realizar calculos e imaginar lo que sucede
con un namero infinito de pasos, entonces habra alcanzado una concepcion proceso. Por lo tanto,
los estudiantes deben desarrollar una concepcion proceso de las sucesiones de numeros en el
dominio y una concepcién proceso de las sucesiones de nimeros en las imagenes de la funcion. En
este caso, segin Arnon et al. (2013) se pueden crear nuevos procesos al coordinar dos 0 méas

procesos.

Pons (2014) menciona que las tareas o actividades que les permiten a los estudiantes desarrollar
una concepcion proceso de las sucesiones de nimeros, tanto en el dominio como en las imagenes,
son en las que se les pide que respondan preguntas como “;A qué numero se aproxima x?” “; A

qué numero se aproxima la funcién f(x)?”

En otras palabras, un estudiante desarrolla una concepcion proceso de las sucesiones numeéricas, al
realizar actividades en las que se les exige hacer un célculo que va més alla de calcular un nimero

finito de valores de la funcion.

Un estudiante desarrolla una concepcion proceso del limite cuando logra coordinar dos
concepciones proceso de las sucesiones numeéricas (la del dominio, con la de las imagenes de la
funcion) empleando la funcion para coordinarlos mentalmente. En la descomposicion genética se

encuentra en el paso 3 denominado “esquema coordinado”.

Para Pons (2014) las tareas o actividades que les permiten a los estudiantes desarrollar una
concepcion proceso del limite, son en las que se les pide “Describe el comportamiento de la funcién

f (x) con relacion al comportamiento de la variable x”.

Ademas, se dice que un estudiante ha construido una concepcién de objeto de limite cuando logra

pensar en el limite en un punto de la suma de dos funciones como objetos, forma la suma
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coordinado los procesos de las dos funciones y encapsula el proceso resultante para obtener el

limite de la funcién suma.

2.6 La propuesta de Pons (2014)

La investigacion desarrollada por Pons (2014) basa el desarrollo de esquema de limite de una
funcién en tres aspectos: los elementos matematicos, las relaciones entre ellos y los modos de

representacion.

Los elementos matematicos entendidos como una disociacion o una segregacion en el interior del
concepto y los cuales estan fundamentados en los primeros 3 pasos de la descomposicion genética
de Cottril et al. (1996).

Pons (2014) hace una adaptacion del cuarto apartado de la descomposicion genética de Cottril et
al. (1996) que se refiere a la concepcion métrica en términos de desigualdades e introduce un nuevo

apartado sobre la formalizacion del concepto. Esto es lo que diferencia a ambas propuestas.

Los primeros tres pasos de la descomposicion genética de Cottril (y que retoma Pons) describen la

construccion de lo que algunos llaman la concepcidn dindmica del limite funcional.

El limite como concepcidn dindmica.
La concepcidn dinamica de limite de una funcion supone construir un proceso en el dominio
en el cual x se aproxima a a, construir otro proceso en el rango en el cual f(x) se aproxima

a L y utilizar la funcién para coordinarlos (Pons, 2014, p. 101).

Los elementos matematicos que se pueden segregar de esta nocién matematica son:
a) Idea de funcion.
b) Idea de aproximacion, al ser el primer encuentro que los estudiantes tienen con el concepto
de limite a traves de la nocion dinamica.

c) Coordinacién de los dos procesos de aproximacién en el dominio y en el rango.

El limite como aproximacion métrica.
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Hemos considerado como concepcidén métrica en términos de desigualdades aquella que se
deriva de la construccion de un proceso en el dominio en el cual x — a en valor absoluto se
aproxima a 0, construir otro proceso en el rango en el cual f(x) — L en valor absoluto se
aproxima a 0, y coordinarlos. En este caso, el elemento matematico segregado es la
coordinacion métrica (coordinacién en términos de desigualdades) (Pons, 2014, p. 102).

En consecuencia, los elementos que se toman en cuenta en su investigacion son:

e Laidea de funcién

e Laaproximacion numérica

e La coordinacion dinamica (coordinacion de la aproximacion del dominio con la
aproximacion en el contra dominio)

e La coordinacion metrica (coordinacion en téerminos de desigualdades)

e La manifestacion formal del limite

En cuanto a las formas de representacion consider6 el modo gréfico, el algebraico-numeérico y el
numérico debido a que la nocién de limite en sus elementos constituyentes presenta estas
componentes. Este tipo de representaciones también fueron consideradas para nuestra

investigacion.

Las relaciones que consideraron los investigadores en el esquema de limite de una funcion son: la
coincidencia y no coincidencia de las aproximaciones laterales y la coordinacion cognitiva,

entendida de la siguiente forma:

1.- La coincidencia en las aproximaciones laterales entendida como la relacion que surgen entre
los elementos matematicos, como lo es, la aproximacion numérica, la coordinacion dinamica y la
manifestacion formal del limite. En otras palabras, es necesario que el estudiante establezca que

tanto por la derecha y por la izquierda las aproximaciones laterales son las mismas.

2.- La no coincidencia de las aproximaciones laterales entendida como la relacion que surge entre
los elementos matematicos, como lo es, la aproximacion numérica y la coordinacion dinamica. En
otras palabras, es necesario que el estudiante establezca que tanto por la derecha y por la izquierda

las aproximaciones laterales no son las mismas.
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De lo anterior se tiene que la caracterizacion del desarrollo de esquema del limite de una funcion,
debera estar en funcion de los elementos matematicos, de las relaciones de coincidencia o0 no

coincidencia establecidas entre ellos y los diferentes modos de representacion como se indica:
e Nivel INTRA: No se establecen relaciones entre los elementos.

e Nivel INTER: Se establecen relaciones entre los elementos pero con limitaciones en

relacion con los modelos de representacion.

e Nivel TRANS: En este nivel se establecen relaciones sin que los modos de representacion

sea un obstaculo para ello.

(Pons, 2014, p. 103).
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Capitulo 3
METODO

3.1 Poblacion

La secuencia didactica disefiada se implementd en un grupo de 34 estudiantes que cursaban la
materia de célculo diferencial en un Bachillerato Tecnoldgico en el ciclo escolar 2017-2018. Dicho
Bachillerato se encuentra en una comunidad del estado de Puebla.

Es importante sefialar que debido a las diferentes actividades que tienen los estudiantes en la
escuela, varios de ellos no estuvieron presentes en todas las sesiones en las que se implemento la
secuencia didactica, pero al menos el 80% acudi6 a un 85% del total de las sesiones programadas,

y Unicamente dos estudiantes estuvieron presentes en todas las sesiones.

Ademas, los estudiantes ain no iniciaban el tema de limite de una funcion, ya que el profesor a
cargo del grupo se encontraba impartiendo el tema de funciones. Por otro lado, los estudiantes no
relnen una caracteristica especial y su participacion fue voluntaria. La estrategia implementada en
el aula para la solucién de las actividades fue de manera colaborativa, integrados en equipos para

intercambiar opiniones y estrategias de solucion.

El programa de estudios para Bachillerato Tecnoldgico para cuarto semestre marca la materia de
Caélculo Diferencial y los temas a abordar se presentan en el siguiente orden: Pre-calculo (NUmeros
reales, intervalos, desigualdades), Funciones (Dominio y contra dominio, clasificacion,
comportamiento, operaciones), Limites (Limite de una funcion, propiedades, continuidad de una
funcién) y Derivada (Razon de cambio promedio de interpretacion geométrica, derivaciéon de
funciones, derivadas sucesivas, comportamiento). Cabe sefialar que el programa de estudios
menciona “Tratamiento intuitivo: numérico, visual y algebraico de los limites” (SEP, 2017, p.13).
Podemos decir que se espera que el tema de limites se aborde desde una concepcion dindmica, que
no considera la concepcion métrica, no obstante, consideramos que si se guia a los estudiantes a la
construccion del concepto de limite incluyendo la concepcion métrica estarian mas proximos a la

comprension de la definicion formal del limite.

Durante las sesiones, a los estudiantes se les apoyo resolviendo dudas relacionadas con las

actividades o conceptos involucrados que no conocian y que les impedian resolverlas. Al finalizar
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las primeras ocho actividades, es decir, las primeras cinco sesiones, se les presentd la definicion de

limite mediante aproximaciones laterales.

3.2 Descripcion de la secuencia didactica implementada

En esta seccidn se presenta la secuencia didactica inspirada en las actividades propuestas por Pons
(2014) y se describe la forma en que se espera que estas contribuyan a las construcciones y

mecanismos mentales planteados en la descomposicion genética (Cottrill et al, 1996).

La secuencia didactica se compone de 12 actividades, las cuales fueron aplicadas en 8 sesiones con

una duracién de 50 minutos cada una.

Utilizaremos las etiquetas DG1, DG2,.... para denotar los pasos 1, 2,... que corresponden a las
construcciones mentales de la descomposicién genética que se pretenden desarrollar con cada una

de las actividades de la secuencia didactica.

Actividad | Las actividades 1 y 2 se presentan en modo
A partir de la tabla responde:

020 199 | 9% | 2999 o a0 | 300|300
)| 21| 19o0r | 149900t oot || oot [ Gowt s | | Y en o la no  coincidencia de las

aproximaciones laterales.

numérico y se diferencian en la coincidencia

¢ A qué numero se aproxima x | L .
v ;A nimer s spoiman o el d i 1)) Las dos actividades anteriores pretenden

+ Describe ¢l comportamiento de Ja fincidn f () con relacion al comportamiento de Ja que los estudiantes logren lo siguiente:
variable x. .
Actvidd) eQue el estudiante observe que las
A parti de Ja tabla responde: sucesiones numéricas en el dominio se
% | 399 | 3999 | 39999 | 399999 1.1 400001 | 40001 | 4001 | 401 aproximan a un niimero, en el caso de la
flx)| 13.330| 155254 | 153015 | 1550001 1400003 | 14.0003 | 14.003 | 14.03
actividad 1 es a 3, y en la segunda
* A qué nimero se aproxima x actividad es a 4. (DG3a)

¢ ;A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f (x) 7 | di o | . .,
v Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la *Que el estudiante asocie la aproximacion

variable ¥ en las imagenes de wuna sucesion
numérica a un numero fijo, en el caso de
la actividad 1 es a 15 y para la actividad
2 se busca que observe que la sucesion
numérica se aproxima a 15.5 por la

izquierda y a 14 por la derecha. (DG3b)
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oEn la actividad 1 se pretende desarrollar
la coordinacion de la concepcion proceso
en el dominio cuando x tiende a 3, con la
concepcion proceso en las imagenes
cuando f(x) tiende a 15. En la actividad
2, pretendemos que el estudiante observe
que las imagenes se aproximan a dos

nameros. (DG3c)

Actividad 3
Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = x* - 1 .

x 19 [199
fx)

Con la informacion que reuniste contesta las siguientes preguntas:

1999 | 19999 | 2 | 20001 | 2001 | 2.01

¢ A qué nimero se aproxima x 7

+ A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f(x) 7

¢ Describe ¢l comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x

Actividad 4
Completa la siguiente tabla para la funcién f(x) = —2.

x 391399399 4 4.0001
fx)

Con la informacion que reuniste contesta las siguientes preguntas:

4.001 401

» ;A qué nimero se aproxima x 7

o ;A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f{x)?

¢ Deseribe el comportamiento de la funeidn f(x) con relacién al comportamiento de la
variable x.

Las tareas 3, 4 y 5 se presentan en modo
algebraico-numérico segun los tipos de
representacion  considerados
2014).

Algebraico por la forma en que se presenta

en (Pons,

la funcion y numerico por los datos que

necesita el estudiante para lograr responder

la segunda pregunta. En las actividades 3 y

5, estan expresados en una tabla y se

diferencian en la coincidencia 0 no

coincidencia de las aproximaciones laterales
de sus imagenes.

En la actividad 4 pretendemos que el

estudiante observe que la imagen de

cualquier elemento del dominio evaluado en
la funcion siempre sera constante.

Las actividades 3, 4 y 5 pretenden que los

estudiantes logren lo siguiente:

e Al solicitar que completen la tabla
pretendemos que el estudiante recupere
de sus conocimientos previos la manera
de evaluar diversos valores en una

funcion, lo que le permitira desarrollar
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Actividad 3

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = [

2r+1
—2x-3

r<0
x20

0.1

0.01

-0.001

-0.0001

0

0.0001

0.001

0.01

0.1

f)

Con la informacién que reuniste contesta las siguientes preguntas:

v A qué nimero se aproxima x 7

v ;A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?
¢ Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la

variable x.

una concepcion accion del concepto de
limite. (DG1)

Que el estudiante observe que las
sucesiones numeéricas en el dominio se
aproximan a un niamero, en el caso de la
actividad 3 es a 2, en la actividad 4 es a
4 y en la actividad 5 es a 0. (DG2) y
(DG3a)

Que el estudiante asocie la aproximacion
en las imagenes de wuna sucesion
numeérica a un namero, en el caso de la
actividad 3esa 3 yen laactividad 4 es a
-2; ademas esperamos que note que, en la
actividad 4, las imagenes f(x) son
constantes. Finalmente, en la actividad 5
se busca que observe que la sucesién
numérica e aproxima a 1 por la izquierda
y a -3 por la derecha. (DG3b)

En la actividad 3 se busca estimular la
capacidad de coordinar la concepcion
proceso de las sucesiones de nimeros en
el dominio cuando x tiende a 2, con la
concepcidn proceso de las sucesiones de
nimeros en las imagenes cuando f(x)
tiende 3, empleando la sucesion
numérica  que

encontrado. (DG3c)

previamente  haya
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De la misma manera, en la actividad 4
pretendemos estimular la capacidad de
coordinar la concepcion proceso de las
sucesiones numeéricas en el dominio, cuando
x tiende a 4, con la concepcion proceso de
las sucesiones numéricas en las imagenes
cuando f(x) tiende a -2. Finalmente, en la
actividad 5 se pretende estimular la
capacidad de coordinar la concepcién
proceso de las sucesiones numéricas en el
dominio, cuando x tiende a O con la
concepcion proceso de las sucesiones
numéricas en las imagenes f(x) y note que
las imagenes se aproximan a dos nimeros.

(DG3c)

Actividad 6
A confinuacion se muestra la gréfica de cierta funcion, apdyate en ella v contesta las sigutentes
preguntas:

a) Elige un valor para la x v calcula el valor de la funcion

A () en ese punto.

b) Cuando x tome sucesivamente los valores -2, -1.5, -1,
IR ) 0.3,-0.1...... ja qué mimero se aproxima la funcion f (x)7

/ \
¢) Cuando x tome sucestvamente los valores 0.1, 0.5, 1,

1.3, 2,...., ja qué nimero se aproxima la funcion f(x)?

d) Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la

variable x.

Las actividades 6, 7 y 8 se presentan de
manera grafica, y se diferencian en la
coincidencia (actividad 7 y 8) y no
(actividad 6) de las

aproximaciones laterales.

coincidencia

La finalidad de la actividad 6 es:

e En el inciso a) que los estudiantes sean
capaces de determinar el valor de la
funcién en un punto dada su grafica.
(DG1) y (DG2)

e En el inciso b) que los estudiantes
coordinen la concepcion proceso de la
sucesion numeérica en el dominio (DG3a)
cuando x se aproxima a 0 por la izquierda

con la concepcion proceso de la sucesion
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, Actividad 7
|

numérica en las imagenes (DG3b) cuando
f(x) se aproximaa 1.

e En el inciso c) se busca estimular en los

estudiantes la coordinacion de la

concepcion proceso de

la sucesion
numérica en el dominio (DG3a) cuando

x se aproxima a 0 por la derecha con la

concepcion proceso de la sucesion

numérica en las imagenes (DG3b) cuando
f(x) se aproxima a -3.

e En el inciso d) se busca estimular en los

estudiantes la coordinacion de la

concepcién proceso de

la sucesion
numérica en el dominio (DG3a) cuando

x se aproxima a 0, con la concepcion
proceso de la sucesion numeérica en las
imagenes f(x) (DG3b) y note que las

imagenes se aproximan a dos numeros
diferentes. (DG3c)

A continuacion se muestra la grafica de cierta funcion,
| apayate en ella y contesta las siguientes preguntas:
1

\ . a)  Eligeunvalor parala x y calcula el valor de la funcion
‘\ f(x) en ese punto.

\ ; / b) Cuando x tome sucesivamente los valores 0.3, 1, 1.2,
‘ 1.5, 1.7, 19,... ja qué nimero se aproxima la funcién f(x)?

Cuando x tome sucesivamente los valores 3.5, 3.2, 3,

\//.-.‘C)

27,23,23,21.... {a qué nimero se aproxima la funcion

f)?

d) Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.

La finalidad de la actividad 7 es:

e En el inciso a), que los estudiantes sean

e En el
estudiantes la

concepcién

capaces de determinar el valor de la

funcibn en un punto dada su

representacion gréfica. (DG1) y (DG2)

inciso b), estimular en los

coordinacion de la

proceso de la sucesién

numérica en el dominio (DG3a) cuando
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x Se aproxima a 2 por la izquierda con la
concepcién proceso de la sucesion
numérica en las imagenes (DG3b) cuando

f(x) se aproximaa 3.

e Enelinciso c), estimular en los estudiantes
la coordinacion de la concepcion proceso
de la sucesién numérica en el dominio
(DG3a) cuando x se aproxima a 2 por la
derecha con la concepcion proceso de la
sucesion numerica en las iméagenes

(DG3b) cuando f(x) se aproxima a 3.

e Finalmente, en el inciso d), que los
estudiantes coordinen la concepcion
proceso de la sucesion numérica en el
dominio cuando x se aproxima a 2, con la
concepcion proceso de la sucesion
numeérica en las imagenes, cuando f(x) se

aproxima a 3. (DG3c)
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Actividad §
A continuacion se muestra la grafica de cierta
funcion, apdyate en ella y contesta las sigutentes

preguntas

a)  Elige un valor para la v v caleula el
valor de [a funcion f (x) en ese punto.

b)  Cuando x tome sucesivamente los
valores 0.3, 1,13,1.5,17,19,... jaqué nimero
se aproxima la funcion f(x)?

¢) Cuando x tome, sucesivamente, los
valores 3.5,3,27,25,23, 11,... jaqué nimero
se aproxima [a funcion f (x)?

d) Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiznto de la
vartable x

La actividad 8, al igual que la actividad 4,

pretende que el estudiante observe que

cualquier elemento del dominio evaluado en

la funcion siempre va a tener una imagen

constante.

Los objetivos de la actividad 8 son:

eEn el inciso a), que los estudiantes sean
capaces de determinar el valor de la
funcibn en un punto dada su

representacion gréfica. (DG1) y (DG2)

estimular en los

e En el inciso b),

estudiantes la coordinacion de la

concepcion proceso de la sucesion
numérica en el dominio (DG3a) cuando
x se aproxima a 2 por la izquierda con la
concepcion proceso de la sucesion
numeérica en las imagenes (DG3b) cuando

f(x) esigual a 5.

e Enelinciso c), estimular en los estudiantes
la coordinacion de la concepcidn proceso
de la sucesién numérica en el dominio
(DG3a) cuando x se aproxima a 2 por la
derecha con la concepcion proceso de la
sucesiéon numérica en las iméagenes
(DG3b) cuando f(x) esigual a 5.

e Finalmente, en el inciso d, que los
estudiantes coordinen la concepcion

proceso de la sucesion numérica en el

dominio cuando x se aproxima a 2, con la
la sucesion

concepcion  proceso de
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numeérica en las imagenes, cuando f(x) es
igual a 5. (DG3c)

Al finalizar este primer bloque de actividades, el profesor debe conducir al estudiante hacia la

definicion de limite de una funcién en un punto mediante la coincidencia de los limites laterales.

Dentro de las actividades anteriormente propuestas se encuentran funciones definidas por partes,

en donde se hace evidente que las aproximaciones laterales en las imagenes son distintas. A

medida que se avance en la solucion de las actividades, se puede hacer explicito que la palabra

aproximacion puede ser sustituida por “tiende a”.

Actividad 9

La actividad 9 se presenta de manera grafica.
Observa la siguiente grafica correspondiente a cierta funcion
g(x). apoyate de los trazos y nota lo siguiente

Six =005, el valor de g(x)

Six =3, elvalor de g(x) = 19

Realiza los trazos necesarios para completar los siguientes
enunciados:

Six=1clvalordeg(x)=___

Six =32, el valor de g(x) =

Six =15, el valor de g(x) =

Six =25, el valor de g(x) =

Six =175 elvalorde g x] -
Six=125¢lvalordeg(x)=__

—

Qué valor aproximadament tomara g(x), cuando x = 1.9 7

i Qué valor aproximadamente tomara g(x), cuando x = 2.17

La actividad 9 se presenta de manera grafica
y se busca que los estudiantes refuercen las
ideas centrales de las actividades que

realizaron previamente.

¢ Se busca que los estudiantes sean capaces

de determinar el valor de la funcion en
determinados puntos, dada su
representacion grafica, mediante el apoyo
de trazos de rectas, en otras palabras, se
busca que el estudiante determine los
valores de las imagenes de la funcion para
ciertos valores del dominio con el apoyo
de la grafica. (DG1)

Las actividades del 10 al 12 se presentan en modo numérico y buscan favorecer la concepcion

métrica del limite de una funcién en un punto a través de las aproximaciones laterales, tanto en

el dominio como en el rango, en términos de desigualdades, segun la propuesta de Pons (2014).
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Actividad 10
En la siguiente tabla te presentamos los valores que toma la funcion f(x) =
{xl -1 x<2
x+1 x22
para ciertos valores. Ademas, se han construido dos columnas més con los valores de diferenci:
en valor absoluto de [x — 2| y |f(x) — 3|. Analiza detenidamente los datos presentados v contes!

las siguientes preguntas.

x f&) | k=2 | I3l
19 261 0.1 039
199 2,960 0,01 0,040
1.9%9 29960 | 0001 | 0004

1.9999 299960 | 00001 0.0004

2,0001 3,0001 0.0001 0.0001

2,001 3.001 0.001 0.001
201 3,01 0.01 0,01
21 31 0.1 0.1

:Qué tan proximos deben de estar los valores de x de 2, para que la diferencias de f(x) — 3 en
valor absoluto sean menor que 0.0047

Con la informacién que posees hasta ahora, ;podrias indicar cudl es el limite de la funcién f (x)
en el punto x = 27 Justifica tu respuesta

La actividad 10 busca que los estudiantes
reconozcan las nuevas sucesiones de valores
que resultan de las diferencias en valor
absoluto entre 2 y x por una parte y por otra
la diferencia en valor absoluto entre 3 y
f ().

La finalidad de la actividad 10 es:

e En la pregunta 1 se busca que los
estudiantes coordinen las
aproximaciones en el dominio con las
aproximaciones de las iméagenes en
términos de desigualdades, para que
logren observar que los valores de x
deben estar 0.0001 de 2, o que los valores
de x que debe tomar deben ser mayores
que 1.999 y menores que 2.0001, para
que la distancia de f(x) —3 en valor
absoluto sea menor que 0.004 (DG5)

e La pregunta 2 busca que los estudiantes
manifiesten la existencia del limite, ya
sea mediante argumentacién de las
aproximaciones laterales coincidentes,
pero que sean capaces de desarrollar un
argumento mas mediante la coordinacion
de las aproximaciones métricas en el
dominio y codominio de la funcién, en
otras palabras, se busca que los
estudiantes noten que los valores de las
diferencias en valor absoluto entre los
valores de x y 2 se aproximan a 0, cando

x se aproxima a 2. Una interpretacion
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similar puede surgir con las distancias en
valor absoluto de f(x) y 3, y que por lo
tanto, si determinamos que tan proximos
deben estar los valores de f(x) a 3 en
valor absoluto, esto determina que
siempre es posible hallar un conjunto de
de

dominio que

valores de x en términos
desigualdades en el
satisfacen la condicion solicitada en el
codominio. Por lo tanto, en caso de que
no se cumpla la restriccion solicitada para
ningln conjunto de valores de x en
términos de desigualdades, podemos
decir que la funcién no tiene limite en el

punto determinado. (DG5)

Actividad 11
En la actividad 4 calculaste los valores que toma la funcion f(x) = —2 cuando la variable x toma

ciertos valores, te presentamos en la siguiente tabla los valores que toma f(x). Ademas se han
construido dos columnas mas de diferencias en valor absoluto, en la cuarta columna se han
calculado los valores absoluto de [f(x) + 2/. Con ayuda de tu calculadora encuentra los valores de
[ — 4.

Una vez que hayas completado la tabla contesta las siguientes preguntas

x f&) | x-4 |If()+2
39 2 0
3.99 2 0
3,999 2 0
3.9999 2 0
40001 2 0
4,001 2 0
4,01 2 0
41 2 0

1 Qué sucede con las distancias de |x — 4/cudndo x toma valores cada vez mas proximos a 47

i Qué sucede con las distancias de [f(x) + 2| cudndo f(x) toma valores cada vez més proximos a
27

i Qué tan proximos deben de estar los valores de x de 4. para que la diferencias de f(x) — (—2),
en valor absoluto, sea menor qué 0.00017

Con la informacién que posees hasta ahora, ; podrias indicar cual es el limite de la funcién f(x) en
el punto x = 47

La actividad 11 se presenta de manera

numérica debido a que se pide a los

estudiantes que calculen las distancias en

valor absoluto entre x y 4 cuando x se

aproxima a 4.
La finalidad de la actividad 11 es:

En la pregunta 1 y 2 se busca que los

estudiantes reconozcan las nuevas
sucesiones de valores que resultan de las
diferencias en valor absoluto entre 4 y x
por una parte y de -2 con f(x) por otra.
La pregunta 3 busca que los estudiantes
coordinen las aproximaciones en el
dominio con las aproximaciones en sus

imagenes en terminos de desigualdades,
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guiandolos a la reflexion de que para
cualquier valor que tome x en la tabla
siempre se cumplira que la distancia en
valor absoluto de f(x) y 4 es menor que
0.0001.

e La pregunta 4 busca que el estudiante
manifieste formalmente la existencia del
limite, teniendo en cuenta que cuando
los valores de las diferencias en valor
absoluto entre los valores de x y 4 se
aproximan a 0, los valores de las
diferencias en valor absoluto entre los
valores de f(x) y -2 son cero, por lo
tanto cuando x tiende a 4, el limite de la
funcion f(x) es 4. (DG5)

Actividad 12
En la actividad 1 calculaste los valores que toma la funcién f(x) = x* — 1 cuando la variable x

toma ciertos valores, te presentamos en la siguiente tabla los valores que toma f(x). Ademds se
han construido dos columnas mds de diferencias en valor absoluto, en la tercera columna se han
calculado los valores absoluto de |x — 2|. Con ayuda de tu calculadora encuentra los valores de

|f(x) = 3.
Una vez que hayas completado la tabla contesta las siguientes preguntas
x f) | k=2 | Ifx)-3
19 2.61 0.1
199 2.9601 0,01
1.999 2.996001 | 0,001
1.9999 2.95960001] 0,0001
2,0001 3,00040001| 0.0001
2,001 3,004001 | 0001
201 3.0401 0.01
21 34 0.1

Qué sucede con las distancias [x — 2| cuando x toma valores cada vez mds proximos a 27

:Qué sucede con las distancias de [f(x) — 3| cuando f(x) toma valores cada vez mds proximos a
37

:Qué tan préximos deben de estar los valores de x de 2, para que la diferencias de f(x) — 3, en
valor absoluto, sea menor qué 0.03997

Con la informacion que posees hasta ahora, jpodrias indicar cudl es el limite de la funcidn f(x)

en el punto x = 27

Finalmente, la actividad 12 se presenta de
manera numérica y pide a los estudiantes
que calculen las distancias en valor absoluto
entre x y 2 cuando x se aproxima a 2.

La finalidad de la actividad 12 es:

e En la pregunta 1 y 2 se busca que los
estudiantes reconozcan las nuevas
sucesiones de valores que resultan de las
diferencias en valor absoluto entre 2 y x
por una parte y de 3 con f(x) por otra.

e La pregunta 3 busca que los estudiantes
coordinen (o no) las aproximaciones en el
dominio con las aproximaciones en sus
imagenes en términos de desigualdades,
afirmando que los valores de x deben de

estar a 0.001, o los valores de x deben ser
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mayores que 1.99 y menores que 2.01,
para que la diferencia en valor absoluto
entre f(x) y 3 sea menor que 0.0399.

e La pregunta 4 busca que el estudiante
manifieste formalmente la existencia del
limite teniendo en cuenta, que cuando los
valores de las diferencias en valor absoluto
entre los valores de x y 2 se aproximan a
0, los valores de las diferencias en valor
absoluto entre los valores de f(x) y 3
también se aproximan a 0, por lo tanto
cuando x tiende a 2, el limite de la funcion
f(x)es3.(DG5)

3.3 Descripcion del cuestionario final

En esta seccion se presenta un andlisis del cuestionario que se aplicé una semana después de
finalizar la secuencia didactica con la finalidad de determinar qué estructuras y mecanismos

mentales lograron construir los estudiantes.

Es importante resaltar que los problemas del cuestionario se disefiaron considerando el tiempo que

dura una sesion, la cual es de 50 minutos.

El primer problema se presenta en modo

L. A partir de la tabla responde: numeérico.

fla)] 98 | 998 | 9.998 | 99998 10.00002 | 10.0002 | 10.002 | 10.02

o Cuales el limite de la funcion en x = 57 Justifica tu respuesta,

problema es necesario que primero asocie
la aproximacion en el dominio de una
sucesion numeérica a un namero fijo, en
este caso 5. Por otro lado, deberd asociar
la aproximacion de una sucesion

numeérica por la derechay por la izquierda
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en las imagenes a un namero fijo, en este
caso 10. Esto le permitira manifestar la
existencia o0 no existencia del limite de
una funcién en un punto.

Finalmente, deberd coordinar estas dos
concepciones proceso de las sucesiones
numeéricas tanto en el dominio como en el
codominio mediante la funcién. Por lo
tanto, si el estudiante logra resolver el
problema exitosamente y muestra indicios
de haber asociado ambas concepciones de
sucesiones numéricas en el dominio y
codominio, diremos que el estudiante
muestra evidencia de poseer una
concepcion proceso del concepto limite
de una funcion en un punto como

concepcién dindmica. (DG3c)

2.- A parti de la tabla responde;

17

13

199

199

2001

201

23

)

39

4

4.960

49960

4001

401

42

43

o Cudles el imite de la funcion en x = 27 Justifica tu respuesta.

El segundo problema se presenta de modo
numerico.

Nuevamente, para que el estudiante
resuelva dicho problema es necesario que
primero asocie la aproximacion en el
dominio de una sucesion numérica a un
namero fijo, en este caso 5. Por otro lado,
deberd asociar la aproximacién de una
sucesion numerica por la derecha y por la
izquierda en las imagenes a un ndmero
fijo, en este caso 5. Esto le permitird
manifestar la existencia 0 no existencia

del limite de una funcion en un punto.
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Finalmente, deberd coordinar estas dos
concepciones proceso de las sucesiones
numéricas tanto en el dominio como en el
codominio mediante la funcién. Por lo
tanto, si el estudiante logra resolver el
problema exitosamente y muestra indicios
de haber asociado ambas concepciones de
sucesiones numéricas en el dominio y
codominio, diremos que el estudiante
muestra evidencia de poseer una
concepcion proceso del concepto limite
de una funcidn en punto como concepcion

dinamica. (DG3c)

3.~ Completa la siguiente tabla para la funcion f (x) = 6.

x| 292992999 30001 | 3.001

301

f)

Con la informacion que reuniste contesta la siguiente pregunta;
o Cul es el limite de la funcion en x = 37 Justifica tu respuesta.

El tercer problema se presenta de modo
algebraico-numérico.

Para que el estudiante resuelva el
problema es necesario, en primer lugar,
gue pueda evaluar los valores que toma x
en latabla en la funcion proporcionada. Si
el estudiante logra realizar exitosamente
este primer paso, diremos que el
estudiante posee una concepcién accién
del concepto limite funcional.

Una vez que el estudiante ha localizado
los valores de las imagenes en la tabla,
sera necesario que asocie la aproximacion
en el dominio de una sucesion numérica a
un numero fijo, en este caso 3. Por otro
lado, debera asociar la aproximacion en
las imagenes de una sucesion numérica a

un numero fijo, en este caso 6.
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Finalmente, debera coordinar estos dos
procesos involucrados empleando la
funcién, esto le permitira manifestar
formalmente la existencia o no del limite
de una funcion en un punto. Por lo tanto,
si el estudiante logra resolver el problema
exitosamente y muestra indicios de haber
asociado ambas concepciones de
sucesiones numéricas en el dominio y
codominio diremos que el estudiante
muestra evidencia de poseer una
concepciéon proceso del limite de una
funcién en un punto como concepcion

dinamica. (DG3c)

4.- A continuacion se muestra la grfica de cierta funcion, apayate en ella y confesta Las siguienes
preguntas: |

o Cuando x tome sucesivamente os valores -0.3, 0,03, 0.5,09,..., ;2 qué nimero se aproxima la
funcion f (x)?
+Cuando x tome sucesivamente los valores 3, 25,2, 15, L.1,..., ja qué nimero se aproxima la

funcion f(x)?
o Cudl s limite de la funcion en x = 17 Tustifica t respuesta.

Finalmente, el cuarto problema se
presenta de manera grafica.

Para que el estudiante resuelva el
problema, debe ser capaz de determinar el
valor aproximado de la imagen para cada
valor que toma x en el dominio,
apoyandose en la grafica de la funcion.
Por lo tanto, si el estudiante es capaz de
determinar los valores aproximados de las
imagenes para cada valor de x en el
dominio, diremos que el estudiante posee
una concepcion accion del concepto

limite. (DG3c)

Por otro lado, para que responda la primera y segunda pregunta es necesario que asocie el proceso

de aproximacion en el dominio de una sucesion numérica a un numero fijo, en este caso a 1, con el
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proceso de aproximacion en las imagenes de una sucesion numerica en f(x), y con base en esto,
observe que se aproxima a dos numeros diferentes, en este caso por la derechaa 2 y por la izquierda
a 0.

Si el estudiante es capaz de responder las primeras dos preguntas diremos que el estudiante posee
una concepcion proceso del concepto de limite. (DG3c)

Por otro lado, si el estudiante solamente es capaz de determinar el valor al que se aproximan los
valores de x en el dominio o el valor al que se aproximan los valores de f(x), pero de manera
aislada, diremos que el estudiante posee una concepcidn proceso de las sucesiones numéricas en el
dominio o en las imagenes (DG3a) o (DG3b).

Por ultimo, para que el estudiante responda la tercera pregunta, debera primero asociar la
aproximacion en el dominio de una sucesion numérica a un numero, en este caso 1, ademas, debera
asociar la aproximacion en las imagenes de una sucesion numeérica, en este caso se aproxima a dos
nameros, a 2 por la derecha y a 0 por la izquierda. Finalmente, debera coordinar estos dos procesos
tanto en el dominio como en el codominio, empleando la funcion, lo que le permitird manifestar
formalmente la existencia o no del limite de una funcién en un punto. Por lo tanto, si el estudiante
logra resolver el problema exitosamente y muestra indicios de haber asociado ambas concepciones
de sucesiones numéricas en el dominio y codominio diremos que el estudiante muestra evidencia
de poseer una concepcidn proceso del limite de una funcidn en un punto como concepcion dindmica
(DG3c).
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Capitulo 4
ANALISIS DE RESULTADOS

4.1 Actividades relacionadas con la concepcién dindmica

Las actividades 1 y 2 la realizaron 31 estudiantes de los 34 que presentaron el cuestionario final.
En la primera actividad 29 estudiantes respondieron, ya sea que x se aproxima a 3y f(x) se
aproximaa 15 o con valores muy cercanos a ellos, por lo que afirmamos que sus acciones han sido
interiorizadas en los procesos descritos en los pasos DG3a y DG3b de la descomposicidn genética,

que corresponden a un proceso en el dominio y otro en el rango de la funcion.

Solamente 3 de los 31 estudiantes presentaron indicios de establecer una coordinacion de la

concepcion proceso de las sucesiones numéricas entre x y f(x) (DG3c).

Actividad 1
A partir de la tabla responde:

x 2.9 2.99 2.999 2.9999 3.0001 3.001 | 3.01 '
f(x) | 1421 | 14,9201 | 14.992001 | 14.99920001 15.00080001 | 15.0801 | J5.81 |

e Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.

™ { )

I
] f ~a
Vepen !‘mz do lay cifras camela © L\

} | / ! A
abecta el resultade L

Figura 3. Respuesta del estudiante E12

Es decir, estos estudiantes mostraron indicios de establecer una relacion de dependencia de los

valores de f(x) con respecto a los valores de x.

Otros estudiantes basaron sus respuestas en un patron que lograron detectar en los digitos de las

sucesiones de nimeros.
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X

| 29 | 299 | 2999 | 29999 [..| 30001 | 3.001 | 3.01
W)

| 1421 | 149201 13992001 | 14.99920001 | | 15.00080001 | 15.0801 | 15.81 |
* A qué nimero se aproxima x ?
X=2.99999 o 3 .po00l
e /A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f{x) ?
F( X} |4M94qe00001 o 15.0000000001
“x [ 29 | 299 | 2999 | 29999 |..| 30001 | 3.001 | 3.01 |
f(l)J 14.21 | 149201 14.992001 ‘ 1499920001 i 15.00080001 \ 15.0801 | 15.81 |

e ;A qué nimero se aproxima x ?

299999

* ;A qué numero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

14. 999 200001

Figura 4. Ejemplo de las respuestas de los estudiantes E2 y E5

Los estudiantes observaron que en la sucesion numérica de valores de x, que van de izquierda a
derecha, los términos difieren en un nueve, y que en la sucesion de derecha a izquierda se agrega
un cero después del punto decimal. Para la sucesion de la izquierda, los estudiantes también

identificaron un patron para las imagenes.

En la segunda actividad, 23 estudiantes respondieron que x se aproxima a 4, y 16 respondieron que

f(x) se aproxima a 14 o con valores muy cercanos.

Los que presentaron respuestas con valores cercanos se basaron en el patrén que detectaron en los

digitos.

x 3.99 3.999 | 3.9999 | 3.99999 | .| 4.00001 40001 | 4.001 | 4.01
f(x) 15.530 15.5254 15.5015 ! 15.50001 14.00003 14.0003 14.003 14.03

¢ ;A qué numero se aproxima x ?

X-3.999999 . Y.000001

e ;A qué niimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

F(x)- 1549 4 |4,000003

Figura 5. Ejemplo de la respuesta del estudiante E2.

Sin embargo, aunqgue el estudiante identifica que la funcién se aproxima a dos valores, realmente
no esta considerando una sola aproximacion, es decir, esta viendo dos sucesiones por separado, lo
que lo lleva a concluir que sus imagenes también se aproximan a valores diferentes. No logro

relacionar las acciones en un proceso de aproximacion a un mismo valor del dominio.
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En conclusidn, los estudiantes no muestran indicios de una concepcion proceso del concepto limite

de una funcion en la nocion dinamica (DG3C).

La tercera actividad fue realizada por 28 alumnos de los 34 que presentaron el cuestionario final,
de los cuales, 23 evaluaron de manera correcta los valores de x en la funcion. Esto les permitio

responder que x se aproximaa 2y f(x) a 3.

Podemos decir que las acciones realizadas por los estudiantes van encaminadas a la construccion
de DG3a y DG3b.

Tres estudiantes presentaron problemas al evaluar los valores de x mayores a 2 en la funcién.

Ademas, no describieron de manera explicita a qué nimero se aproximan xy f (x).

Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = x? — 1 |

x 1.9 | 1.99 | 1.999 | 1.9999 | 2 2.0001 | 2.001 | 2.01
fx) 2.6] [296]|2.94 (2299 | 3 [3.04 [3.00M]|3.000p¢

Con la informacion que reuniste contesta las siguientes preguntas:

e /A quénumero se aproxima x 7 & UN DO Ve

e A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

Y8 Y17 | 4

Figura 6. Ejemplo de la respuesta del estudiante E29.

Por lo anterior podemos decir que las acciones de los estudiantes ain no les permiten identificar

un proceso de aproximacion a un nimero especifico, o no lo indicaron.

Ahora, para la descripcion que se solicita acerca del comportamiento de las imagenes f(x) con
relacion al comportamiento de la variable x, tres estudiantes intentan establecer alguna relacion

llegando a describir la regla de asociacién entre ellas.

e Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relaciéon al comportamiento de
la variable x. \{ '
{ ¢\ ¢

, 3 iy rdvee 1 ¥ el

~ . 1

Figura 7. Ejemplo de la respuesta del estudiante E18

A pesar de que los estudiantes logran describir la regla de correspondencia, no se cuenta con

evidencias de que alguin estudiante se acercara a la coordinacion de las dos concepciones proceso
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de la sucesion de numeros, uno en el dominio y otro en el rango (DG3c), lo cual les hubiera
permitido construir la concepcion proceso del concepto limite de una funcion de la nocién

dinamica.

La actividad cuatro la realizaron 28 estudiantes de los 34 que presentaron el cuestionario final, de
los cuales, trece evaluaron de manera correcta los valores de x en la funcion f(x) = —2. Esto les
permitié determinar que los valores en el dominio se aproximan a 4 y los valores en el codominio
a-2.

El resto de los estudiantes no tuvo éxito al evaluar los valores que toma x en la funcién, en ellos se

presentaron las siguientes situaciones:

e Restaron 2 a los valores que toma x en la tabla, el signo menos lo interpretaron como la

operacion resta. En otras palabras, la funcion f(x) = —2 la reescribieron mentalmente como

fx) =x—-2.

Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = =2
[ 39 | 399 | 3.999 ‘T‘} 4.0001 [ 4001 | 401 |
FE= .9 NAT RN 2 [2 0001 [1.C01 3.«

Figura 8. Ejemplo de la respuesta del estudiante E22.

Esto los llevo a determinar erroneamente que los valores en el codominio se aproximan a 2.

« Otra de las modificaciones que hicieron a la regla de correspondencia fue sustituirla por

f(x) = x% — 2. Para estos estudiantes el signo menos también significa la operacion resta.

Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = —2.
X 39 | 3.99 | 3.999 4 4.0001 4.001 4.01 ’
f(x) r»“."' 13.4, ‘1“0'/‘: . ‘I 1y )L '. [ DA l

Figura 9. Ejemplo de la respuesta del estudiante E30.

Esto los llevo a determinar erroneamente que los valores en el codominio se aproximan a 14.

En conclusion, ninguno de los estudiantes presentd indicios de una concepcién proceso de la nocién
dindmica (DG3c), ya que, a lo mas, realizaron una descripcion de la regla de correspondencia. Por
ejemplo, E10 respondio: “3.9 se le restan 2 y sale el resultado, asi sucesivamente 4.01 se le resta 2

va de menor a mayor y de mayor a menor”.
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De los trece estudiantes que lograron evaluar correctamente los valores de x en la funcidn constante
y, con base en ello, determinar las aproximaciones del dominio, asi como de la imagen, podemos

decir que sus acciones van encaminadas a la construccion de DG3a y DG3b.

La quinta actividad la realizaron 25 alumnos de los 34 que presentaron el cuestionario final, de los
cuales, el estudiante E21no la realizé y el estudiante E13 calcul6 los valores de las imagenes de la
funcién de manera correcta, sin embargo, no responde las preguntas de la actividad, de los valores
que presenta en la tabla conjetura que f(x) se aproxima a 1. Por lo anterior, nuestro analisis se

centra en las respuestas proporcionadas por 23 estudiantes.

Es importante sefialar que al comienzo de la actividad a los estudiantes se les complic6 realizarla,
al cuestionarles el por qué, manifestaron que nunca habian trabajado con este tipo de funciones

(por partes).

Por ello, el profesor tomo algunos minutos para orientarlos en la manera en que deberian trabajar
con dicha funcion y la forma en que deberian evaluar los valores de x, en f(x) considerando las

condiciones establecidas.

La respuesta en la que el 100% de los estudiantes coinciden es en la respuesta de la primera
pregunta, es decir, el total de los alumnos mencionan x se aproxima a cero, sin embargo, algunos
difieren en los valores en las imagenes, y esto se debe a que muchos de ellos cometieron errores al

evaluar los valores de x en f(x) dados en la tabla.

Cuatro estudiantes (E26, E27, E29 y E30) responden que f(x) se aproxima a 1.5 e incluso 2 de
ellos coinciden en los valores de las imagenes, uno difiere por los signos y el otro por los valores
de f(x) cuando x toma valores mayores e iguales a cero, un ejemplo de lo anterior lo presentan los

estudiantes E27 y E30 respectivamente:
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2x+1 x<0
-3 x=20

-0001 oogo‘l_Lo__“’qoomJo_om 0.01 0.1

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = {
|

-0.1 ’{-001
_[S?e), I o

(A qué namero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

—_’__',f;‘ A.50\ -

A M . .
\ "l"‘\l"}.\‘

N ¥ vl

Figura 10. Ejemplo de la respuesta del estudiante E27.
[ 2x+1 x<O0
2x—-3 x=0

x |[-01 [-0.01 [-0.001 [-0.0001 [0  [o0.0001[0001 [001 [O1
[fe | 1-q]1.9a] 1-99%]1-922a[=3 [-2,294-2.208]-243 2.2

L~ 1
oA qué nimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x)

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = {_zz'lxt 13 i ; g -
[ x [-001 T[-001 [-0.001 |[-0.0001 [0 0.0001 [0.001 [0.01 [oO.l
[ 76 |-/ 4 |T-%5q [1.9%4@ I.49a3 -3 | 2999 2-999[d¥[ 2.

(A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

g < QETOXx!t Ma 8l S

Figura 11. Ejemplo de la respuesta del estudiante E30.

No contamos con mas informacion para determinar evaluaron x en la funcion. De las respuestas
que presentan es evidente que los alumnos se basaron en una sola sucesion de valores en las
iméagenes, en este caso de izquierda a derecha, para determinar el valor al que se aproxima la
funcion, en otras palabras, no consideraron la otra sucesién de nimeros en las imagenes para
determinar la aproximacién. Es evidente que si un estudiante presenta problemas para evaluar
valores del dominio en la funcion esto le conducira a conclusiones erroneas. Finalmente, dichos

estudiantes no lograron establecer una dependencia entre los valores de las imagenes y del dominio.

Por otro lado, doce estudiantes conjeturan que los valores de f(x) se aproximan a un unico valor,
por lo que algunos responden que se aproxima a 3, algunos mas a -3 y otros a 1. Nuevamente,
muchos de los errores cometidos se deben a que evaltan incorrectamente los valores de x en la
funcién o que unicamente consideran una sucesion de valores en algunos de los extremos de f(x).
Por ejemplo, los estudiantes E1, E3, E4, E5, E12, E16, E17, E18 y E33 respondieron que f(x) se

aproxima a -3, de los cuales, tres estudiantes (E3, E12 y E33) logran evaluar de manera correcta
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los valores que toma x en el dominio, sin embargo, Unicamente consideran la sucesion de valores
de las iméagenes de derecha a izquierda sin prestarle mayor importancia a los valores que toman las

iméagenes de izquierda a derecha.

2x+1 x<0

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = {—2x 3 x>0

x -0.1 -0.01 [-0.001 [-0.0001 [0 0.0001 [ 0.001 | 0.01 0.1
f(x) | 0.8 [0.98 |0.2948[06.9948|~3 [-3.0003-3.,002| -3.02|-3.2

&A qué numero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?
e D

Figura 12. Ejemplo de la respuesta del estudiante E12.

Ademas, cuatro estudiantes (E4, E16, E17 y E18) logran evaluar en f(x) adecuadamente los
valores particulares en el dominio proporcionado en la tabla, cuando x < 0, sin embargo, para los
valores que toma x mayores a cero no logran tener éxito. No contamos con informacion suficiente
para determinar la manera en que evaluaron estos valores de x en la funcion, pero consideramos
que valoraron x = 0 en la condicién —2x — 3 lo que los lleva a conjeturar que dicha sucesion se
aproxima a -3, nuevamente hay evidencias de que no consideraron la sucesion de valores en las

iméagenes de derecha a izquierda.

2x+1 x<O0

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = {——Zx il

X
f@ (0.3 1093 [0.9981)9993 =5 0.0

-0.1 -0.01 -0.001 | -0.0001 [0 0.0001 | 0.001 [ 0.01 0.1

&A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

Figura 13. Ejemplo de la respuesta del estudiante E16

De este grupo de cuatro estudiantes, solamente el E4 presenta una sucesion de valores en las
iméagenes de izquierda a derecha diferentes a sus otros tres compafieros, como se puede notar en

los valores que presenta en la tabla:

2x+1 x<0
—2% —3 %20

X -0.1 -0.01 -0.001 | -0.0001 | O 0.0001 | 0.001 0.01 0.1
f) | o.w ) .G 2 O 1973 ~3 -2.9999-9. 978 -9 .v% [-2.9
A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

=
il .

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = {

Figura 14. Ejemplo de la respuesta del estudiante E4
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Como se puede observar, la sucesion de valores en las imagenes que crea a la derecha del cero no
corresponde con las imagenes de x mayores o iguales a cero. No se tiene informacion sobre como
determind la aproximacion de las imagenes a -3, sin embargo, tampoco considera la sucesion de

valores de las imagenes a la izquierda del cero.

Finalmente, los estudiantes E1 y E5 presentaron problemas para evaluar los valores de x en la
funcion, sin embargo, logran responder que los valores de f(x) se aproximan a -3 debido a que

consideran la sucesién de valores de las imagenes que construyeron por la izquierda.

2x+1 x<0

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = {—Zx -3 x>0

X -0.1 -0.01 -0.001 | -0.0001 | O 0.0001 | 0.001 * | 0.01 0.1
Gt 2981299 1.999 [:8" [0 .00 1.9

(A qué nimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

Figura 15. Ejemplo de la respuesta del estudiante E5.

En general este grupo de estudiantes logran determinar que ciertas sucesiones de nimeros en las
imagenes se aproximan a un valor fijo ya sea que evaluaron total o parcialmente los valores
particulares del dominio en la funcidén o que no tuvieron éxito al evaluar todos los valores del
dominio en la funcion. Sin embargo, todos ellos presentaron indicios de realizar el proceso de
aproximacion en su mente de manera infinita, no obstante, no hay evidencias de que establezcan
una relacion de dependencia de los valores del codominio con los del dominio, ya que a lo mas

logran describir la manera de evaluar ciertos valores del dominio.

Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la

variable x.
S(z SoOSANNUYe d\e [/‘L»:\Ll‘ P;\dc; S X #£s Men or Ay
) ) ' MCYor
O S N Sy - < e i ’
- ISue e O (¥ +1 o —lv—33 c@s‘f‘ﬁ\cl’mv
: tYle

S &S S SeG maYer o Menos

Figura 16. Ejemplo de la respuesta del estudiante E1.
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Es importante mencionar que el estudiante E2 responde que f(x) se aproxima a 3, sin embargo,
evalua de manera correcta los valores de x en la funcion, por lo que concluimos que simplemente

falla en colocar el signo, ver la figura 17.

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = { 2x+1 x<0

—-2x—-3 x=0
X -0.1 -0.01 -0.001 | -0.0001 |0 0.0001 | 0.001 0.01 0.1
7G| .8 1.98 | .aas|.qqaBl -3 |-3.000 3,001 .00
(A qué nlimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

3

Figura 17. Ejemplo de la respuesta del estudiante E2

Como podemos observar, el estudiante solamente determina la aproximacion de la funcion
basandose en la aproximacion de la sucesion de valores en las imagenes por la derecha, restandole

importancia a la sucesion de valores de la funcion por la izquierda.

Finalmente, solo dos estudiantes comentan que f(x) se aproxima a 1. Por ejemplo, el estudiante
E31 evalla correctamente los valores que toma x en la funcion, sin embargo, solamente considera
la sucesion de valores de las imagenes por la izquierda como una fuerte razén para afirmar que se

aproximan a 1, e ignora los que estan a la derecha del cero, ver figura 18.

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = { 2+l x<0

—2x—3 x20
x |-01 [-001 [-0.001 [-0.0001 [0 0.0001 | 0.001 |[0.01 |01
fG) 1 0.9 10.9810.99D /04998 [ 1, [3.0000-3002|~ 3.0 -3.2,

(A qué niimero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

1

Figura 18. Ejemplo de la respuesta del estudiante E31.

Por otro lado, el estudiante E14 presenta errores al evaluar algunos valores que toma x en la
funcion, pero la sucesion de valores en las imagenes que logra encontrar por la izquierda los
considera como una fuerte razon para determinar que la sucesion se aproxima a 1. Por lo anterior,
su estrategia coincide con algunos de sus comparieros al no considerar las dos sucesiones de valores

en las imagenes. Ver la figura 19:
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. L . . oy [ 2x+1 x<O0

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = {—2x 3 F=0
2 -0.1 -0.01 -0.001 | -0.0001 0 0.0001 | 0.001 0.01 0.1
f(x) O 0.9 ] .0 lee)ay \ - 240002 | = .0/ 3.0 ;

oA qué numero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

|
|

Figura 19. Ejemplo de la respuesta del estudiante E14.

Por todo lo anterior, podemos decir que este grupo de estudiantes no tiene claro que para determinar
la aproximacion de la funcion es necesario que consideren las dos sucesiones de valores de las
iméagenes tanto por la izquierda como por la derecha, lo que los conduce a afirmar que la funcion
se aproxima a un unico valor, ademas, algunos presentan problemas para evaluar los valores de x
llevandoles a resultados erroneos. De este grupo, solamente cinco alumnos evaluaron de manera

correcta los valores que toma x en f(x).

Es por ello que decimos que las acciones realizadas por los estudiantes van encaminadas a la
construccion de DG3a. Por otro lado, muestran evidencias de a una concepcion proceso de las
sucesiones de nimeros en el codominio pero solamente por uno de los lados, como una fuerte razén
para determinar la aproximacion de f (x). Dicha concepcidn proceso ain no estd completa, no han
construido la etapa DG3b. Ninguno de los estudiantes muestra evidencias de establecer una
relacion de dependencia entre x y f(x), por lo que no se muestran indicios de construir la etapa
DG3c.

Por ultimo, de los 23 estudiantes que presentaron la actividad, 7 conjeturan que f(x) se aproxima
a dos valores, es decir, consideran las dos sucesiones de valores de las imagenes (izquierda y
derecha), sin embargo, dos estudiantes (E15 y E9) afirman que f (x) se aproximaa 1 por la derecha

y a 3 por la izquierda, ver figura 20.

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = {_22xx+_13 i i g

x |-01 [-001 [-0.001 [-0.0001 [O  [0.0001]0.001 |0.01 [0l
| f(x) | 0.8 |0.9% { :

A qué numero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

Figura 20. Ejemplo de la respuesta del estudiante E25
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Como podemos notar, las aproximaciones de los valores de las imagenes, tanto por la izquierda y
por la derecha son correctos, por lo que consideramos que su error se encuentra no colocar el signo

negativo del 3 en su respuesta.

Los cinco estudiantes restantes (E7, E22, E23, E24, E25) responden correctamente que f(x) se
aproxima a 1 por la derechay a -3 por la izquierda, ver la figura 21.

2x+1 x<0

Completa la siguiente tabla para la funcion  f(x) = {—2x g T

x |-0.1 0.0l [-0.001 [-0.0001 [0 0.0001 [ 0.001 [001 [oO.1
f@) 108 1048109980499 1,
(A qué numero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

)

=3 I 3.0001-3.002 | =

Je L

Figura 21. Ejemplo de la respuesta del estudiante E7.

Por todo lo anterior, decimos que las acciones de los siete estudiantes van encaminadas a la
construccion de DG3a y DG3b. Ademas, ninguno de los estudiantes presentd indicios de haber
construido el paso DG3c, debido a que no lograron establecer una relacion de dependencia entre x
y f(x), a lo mas realizaron una descripcion de la regla de correspondencia. Un ejemplo es la
respuesta que presenta el estudiante E7 en la tercera pregunta “para poder obtener los resultados
de f(x) se tuvieron que utilizar dos formulas diferentes tanto para los menores que 0, como para

los que eran mayores a 0.

Es importante sefialar que al inicio de la sexta actividad algunos estudiantes se acercaron al profesor
para expresar que no sabian cdmo realizarla. Por ejemplo, no sabian cémo realizar la indicacién

del inciso a) Elige un valor para la x y calcula el valor de la funcién f(x) en ese punto.

Concretamente, no sabian como determinar el punto y el valor de su imagen, por lo que el profesor
les comentd que una estrategia seria trazar rectas perpendiculares al eje de las abscisas y con base
en ello determinar el punto de interseccion con la grafica, posteriormente, trazar una recta

perpendicular del punto de interseccién al eje de las ordenadas.

Es posible que los estudiantes no hayan trabajado la representacion grafica de diversas funciones,
y que dada una tabla de valores unieran puntos para obtener la grafica, pero no se trabajé que, dada

una gréafica, hallaran los valores de las imagenes para ciertos valores de x.
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La sexta actividad la realizaron 25 alumnos de los 34 que presentaron el cuestionario final, cuatro
de ellos no respondieron la actividad (E5, E18, E26 y E27) y uno de ellos (E30) solamente
respondio el inciso a), es decir, solamente realiza una accion en el concepto de funcion, por lo que
no brinda mayor informacién sobre el concepto de limite en su concepcion dindmica, por lo

anterior, el analisis se centra en las respuestas proporcionadas por 20 estudiantes.

Siete estudiantes presentan problemas para determinar la imagen de f(x) para un valor
determinado de x, en la representacion grafica. Posterior a la orientacion que el profesor presenta
al grupo, seis de los estudiantes son capaces de determinar las iméagenes para un conjunto de valores
particulares de x, para ello emplean el trazo de lineas perpendiculares para el eje las abscisas. Ver

la siguiente figura.

Figura 22. Ejemplos de las respuestas de los estudiantes E15 y E33.

De los 20 estudiantes que analizamos sus respuestas, solamente un estudiante (E17) no muestra

evidencias que explicitamente haya trazado rectas para localizar las imagenes de la funcion.

Es importante sefialar que cuatro estudiantes (E4, E7, E13, E33) presentan problemas para

determinar que para x = —0.5, f(x) = 0.
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Figura 23. Ejemplos de las respuestas de los estudiantes E4 y E7.

Ademas el 33% de los estudiantes (E9, E12, E13, E15, E16, E17 y E33) presentan errores en la

notacion de los valores de las imagenes debido a que emplean incorrectamente el signo (=).

b) Cuando x tome sucesivamente los ¢) Cuando x tome sucesivamente los
valores -2,-1.5, -1, -0.5,-0.1,..., éa qué valores 0.1, 0.5, 1, 1.5, 2,..., éa que

ndmero se aproxima la funcion f(x)? numero se aproxima la funcién f(x)?

9 0,1 = - 3.4
1.5 -2 Jv |
1 = B o
) ) 1,')"\(:-
0.1 = 0.4 2 =~7

Figura 24. Ejemplo de la respuesta del estudiante E12.

Como podemos observar, dichos estudiantes no tienen clara la notacién de funcion, lo que los

conduce a establecer igualdades que carecen de sentido.

Es importante sefialar la respuesta que presenta el estudiante E17, en la que propone una
representacion analitica del comportamiento de ciertos valores de x en la grafica, ademas, logra
localizar las imagenes de la funcidn para ciertos valores del dominio sin que recurra al trazo de
lineas en el grafico. De la propuesta analitica realizada tiene errores en una condicion para los
valores de x > 0, finalmente, como lo mencionamos con anterioridad tiene problemas con la

notacion de funcion.
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B Cuando x tome sucedivamente bos
3) Elige un valor para la x y caleula el valores -2, 1.5, .1, 0.5,0.1,... 4a qu c} Cuando x tome sucesivamente los

vakorde la fL.IEIDI'Iff.‘L‘J &N 05e punto. ndimero s apreodkma ka funcidn f{x)? valores 0.1, 0.5, 1, 1.5, 2,...., éa qué

nimero se aproxima la funcidn f(x)?

Figura 25. Ejemplo de la respuesta del estudiante E17.

A pesar de que el estudiante logra proponer una expresion analitica que describe parcialmente el
comportamiento de los valores de f(x) en la grafica, no logra responder a qué valores se aproximan
las sucesiones de nimeros del dominio y del codominio, es decir, no logra realizar este proceso de
manera infinita en su mente y tampoco logra establecer un valor de dependencia entre x y f(x).

En otras palabras, las acciones que realiza quedan dentro del concepto de funcion.

A manera de conclusion general podemos decir que la mayoria de los estudiantes presentan
diversos problemas cuando trabajan en una representacion grafica de una funcién, uno de ellos es
la dificultad que tienen para hallar el valor aproximado de las imagenes para ciertos valores del
dominio de la funcion, otros presentan problemas para determinar que para algun valor de x,
f(x) = 0, ademas, algunos mas presentan dificultad para asignar el signo (-) a la imagen segin

corresponda.

Algunos de los estudiantes logran localizar los valores de f(x) para un nimero finito de valores
de x, sin embargo, no son capaces de imaginar este proceso infinitamente para seguir hallando los
valores de las imagenes y con base a esto determinar a qué cantidad se aproximan las sucesiones
de nameros para el dominio y el codominio. Ademas de que no logran establecer una relacion de

dependencia entre los valores de f(x) y x.

Por todo lo anterior, podemos decir que los estudiantes muestran haber construido acciones del
concepto de funcidén encaminadas a la construccion de la concepcidn accion del concepto de limite

en su concepcion dinamica presente en su representacion gréafica.

Es importante resaltar que Unicamente dos de los estudiantes lograron establecer que los valores de
la sucesion de las imagenes se aproximaban a 1 y -3 cuando x se aproxima a 0, uno de ellos es el

estudiante E2, el cual responde en el inciso d) “Que por un lado se aproximan a 1 y por el otro a -
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3”. Por otro lado, el estudiante E22 responde “cuando la funcion 0.1 se aproxima al nimero -3.1'y
cuando la funcion es -0.1 se aproxima al 1, por lo tanto, las diferentes funciones se aproximan a
diferente nimero”. ES importante destacar que la respuesta que proporciona este Ultimo estudiante
pareciera que las sucesiones de nimeros presentes en las imagenes las esta llamando funciones, lo
que evidentemente es un error, por lo que muestra evidencias de que no tiene claro el concepto de
funcion. Ademas, ambos estudiantes no logran establecer una dependencia de los valores de f(x)

respecto de x.

Por todo lo anterior, podemos decir que estos dos estudiantes muestran indicios de comenzar a
construir la etapa DG1, las cuales estan en caminadas a desarrollar una concepcién proceso de las

sucesiones de nameros en el rango donde f (x) se aproxima a un namero.

La séptima actividad la presentaron 31 estudiantes de los 34 que presentaron el cuestionario final,
de los cuales solamente un estudiante no respondio (E17). Por lo que nuestro analisis se centra en
las respuestas de 30 estudiantes. Cuatro de ellos (E8, E9, E26 y E33) presentan complicaciones
para responder la actividad. Dos de estos (E8 y E26) presentan problemas para hallar las iméagenes
de la funcién en su representacion gréfica, aunque emplean el trazo de las lineas verticales y
horizontales. Por ejemplo, el estudiante E26 responde que la funcién es constante (f(x) = 3) sin
que proporcione mas informacién para justificar su respuesta y el estudiante E8 presenta problemas
con la notacion de funcién, ademas de presentar algunos problemas para hallar las imagenes de x

cuando se aproxima 2 por la izquierda.

b} Cuando x tome sucesivamente Cuando x tome suceshvaments
los valores 0.5, 1, 1.2, 1.5, 1.7, bt valores 05, 1, 13, 15, 1.7,
19, iz qué ndmeros  se 19 . 3 gt f6umeng S8
aprexima la funcidn f{x)? apraxima la funcién f (x}?

) Eri b LY -
4 - c'r-:' l'l
+ W ' \ 3,
N WA E
LA LS |3
=7 W1

Figura 26. Ejemplos de las respuestas de los estudiantes E4 y E7.
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Los estudiantes E9 y E33 se limitan Gnicamente a hallar las imagenes de la funcién para un nimero
finito de valores de x, ademas, el estudiante E9 presenta problemas en el empleo de la notacion de

funcién y solamente se limita hallar valores de f(x), cuando x se aproxima 2 por la izquierda.

b) Cuando x tome sucesivamente
los valores 0.5, 1, 1.2, 1.5, 1.7,

1.9,... éa qué numero se
aproxima la funcién f(x)?
oO.5 = —-l.2
1 =0
1.2=0. &
le S= \ « 3
1. = L

A -

i- 4
Figura 27. Ejemplo de la respuesta del estudiante E9.

Por todo lo anterior, podemos decir que muestran haber construido acciones del concepto de
funcién encaminadas a la construccion de la concepcion accion del concepto de limite en su

concepcion dindmica presente en su representacion grafica.

Dos estudiantes, E15 y E30, presentan problemas con la notacién de funcion, pero a pesar de ello
son capaces de hallar los valores de f(x) para un nimero finito de valores de x, lo que les permite
identificar que las imagenes se aproximan a ciertos valores. Es importante mencionar que ambos
estudiantes presentan problemas para identificar que f(x) = 0 para x = 1 en la representacion

grafica, lo anterior se puede observar en la respuesta del estudiante E15.

¢} Cuando x tome sucesivamente 1os valores 35,32, 3, 2.7, 25, 2.3, 2.1, {2 qué nimero se b) Cuando X tome sucesivamente
2proxma 12 funcién ”x)? 2 A 2 los valores 05, 1, 1.2, 1.5, 1.7
u )L (‘F Ohima @ ? 19, éa qué ndmero  se
. y 3 7) - 2 y - apraxima la funcién f(x)?
35 L. 3-8 S 65 =DE
N | $ z L
2 1.2= 0.6
3, y s =1.3
1.7= |2
U 5 l""";:‘?-
1.5 = 71 3

S U@V O R a\ T / a\ 3

Figura 28. Ejemplo de la respuesta del estudiante E15.
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Por otro lado, el estudiante E30 presenta problemas para identificar las imagenes de la funcion. Lo
anterior lo conduce a afirmar que la funcion se aproxima a dos valores diferentes, por la izquierda
a 2y por la derecha al 3.

b) Cuando x tome sucesivamente

¢) Cuando x tome sucesivamente los valeres 3.5, 3.2, 3, 2.7, 2.5, 2.3, 2.3, ¢ qué nimero s¢
los valores 05, 1, 1.2, 15, 1.7,

aproxima la funcidn [(x)?

19, 2 qQué ndmero se b )
aproxima la funcidn f(x)? 3 A} ’Liu (’
® -y ‘-: 2 . ¢
(;l'; V2 Ye L\ S¢ (‘}*‘"‘“X”‘n Qa (4‘ 3
t 10O 3 .
le2 |'p73 3.4
= 3 ?-3.\
‘ 3 (e 2 2. AN
P Ze3 20k,
. 2.37 34
1.4 /.9 2.1°3

funcion F (X) 2.

Figura 29. Ejemplo de la respuesta del estudiante E30.

Por todo lo anterior, podemos decir que estos dos estudiantes muestran indicios de comenzar a

construir la etapa DG3b.

Nueve estudiantes presentan problemas con la notacion de funcion (E5, E10, E13, E18, E19, E20,
E21, E27, E28 y E29), debido a que algunos emplean " = " para sefialar el valor de f(x) para un
valor particular del dominio, solo el estudiante E19 presenta problemas para identificar que f(x) =
0 para x = 1. De este grupo de estudiantes, cinco de ellos (E10, E13, E19, E28, E20 y E21)
solamente se limitan a proporcionar el valor de las imagenes para los valores dados de x, pero no
son capaces de seguir realizando este proceso en la mente de manera infinita ya que no responden
a que valor o valores se aproxima f(x). Un ejemplo de lo anterior es la respuesta proporcionada

por el estudiante E19:

b) Cuando x tome sucesivamente
los valores 0.5, 1, 1.2, 1.5, 1.7,
1.9,. ¢a qué ndmerc se
aproxima la funcion f(x)?

05 - 09
1:0  11:29
1.3=1.%
V5=
Las=1

AR
'

'

1
"
Figura 30. Ejemplo de la respuesta del estudiante E15.
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Por todo lo anterior, podemos decir que los estudiantes muestran haber construido acciones del
concepto de funcidén encaminadas a la construccion de la concepcidn accion del concepto de limite

en su concepcion dinamica presente en su representacion gréafica

Por otro, lado los estudiantes E5, E18, E27 y E29, aunque presentan problemas con la notacion de
funcién, son capaces de proponer que los valores de las imagenes se aproximan a ciertos valores
de acuerdo con lo que observan en la sucesion de valores de f (x). Es importante mencionar que el
estudiante E29 realiza una lectura de la sucesion de valores de izquierda a derecha para valores de

x > 2 en el dominio llevandole a afirmar que se aproxima a 4.

¢) Cuando x tome sucesivamente los valores 3.5, 3.2, 3, 2.7, 2.5, 2.3, 2.1,... {2 qué ndmero se b) Cuando x tome sucesivamente
los valores 0.5, 1, 1.2, 1.5, 1.7,

19,.. ¢a qué ndmero se
aproxima la funcién f(x)?

aproxima la funcién f(x)?
“] - - g F

ol
-

e : |

Figura 31. Ejemplo de las respuestas de los estudiantes E29 y E27.

Por lo anterior, podemos decir que estos estudiantes muestran indicios de comenzar a construir la
etapa DGL, las cuales estan encaminadas a desarrollar una concepcion proceso de las sucesiones

de nameros en el rango.

Es importante mencionar la respuesta que proporciona el estudiante E3, ya que muestra indicios de
establecer una relacién de dependencia entre x y f(x), sin que tenga claro quien depende de quién,

si x depende de f(x) o f(x) depende de x.

d) Describe el comportamiento de la funcién f (x) con relacion al comportamiento de la variable
X.

_ademMy de au A0 v 0\ ot xeirco

Figura 32. Ejemplo de la respuesta del estudiante E3.
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Sin embargo, en la notacion que emplea para presentar los valores de f(x) respecto de los valores
dados en el dominio no es la apropiada, ademas, no responde a qué cantidad se aproximan los
valores de las sucesiones de las imagenes, por lo tanto, podemos decir que el estudiante muestra

indicios de comenzar a construir la etapa DGL.

Otros estudiantes (E1, E4, E7, E14, E22, E34 y E31) no presentan problemas al emplear una
notacion apropiada para mostrar los valores de f(x) respecto a los valores particulares de x. Del
presente grupo de estudiantes, cinco de ellos (E7, E14, E34 y E31) solamente se limitan a
proporcionar el valor de las imagenes para los valores dados de x, pero no son capaces de seguir
realizando este proceso en la mente de manera infinita, debido a que no responden a qué valor o
valores se aproxima f(x), un ejemplo de lo anterior es la siguiente respuesta:

b Cuando x Rome suceshraments

¢ Cuando x tomie suceshamente los valores 35,32,3,27,25,23, 1.1,.. {a qué nilmero se ey Ssp gy

aproxima la funcidn f(x)? 'A ; 19, 2a qué nimers s
4. t.4 aprowama s furcidn fi{x)?
4. X [_Fx}

Figura 33. Ejemplo de la respuesta E7.

Por otro lado, los estudiantes E4 y E22 presentaron problemas para determinar que f(x)=0 cuando
x = 1, mientras que el estudiante E1 no presentd ese problema, los tres estudiantes intentaron
realizar los célculos de manera infinita de las sucesiones de nimeros en las imégenes para
determinar a qué cantidad se aproximaban, pero los dos primeros conjeturan erroneamente que
f(x) se aproxima a dos cantidades 3 y 4. Por otro lado, para el dominio mencionan que x se

aproximaa 2.

¢) Cuando x tome sucesivamente los valores 3.5,3.2, 3, 2.7, 2.5, 2.3, 2.1,... ¢a qué nimero se

b) Cuanda x tome sucesivamente 2
aproxima la funcién f(x)?

los valores 0.5, 1, 1.2, 1.5, 1.7, 3 C
19, i3 qué  nimers s ch) A 3 .
aoroxima la funcion F(x)? - ’)—_)‘——
> . Fexd % ; “~
P - o3 L] 3.4 4 )
\ | A
\- y N O0-2
1eS \e: 4 e e |
o 2. 1 d) Describe ol comportamiento de la funcide f(x) con relacién al comportamiento de la varisk
wQ P |
e Que \a yavabe ¥ €3 mency jre Iq /x‘,m(.}(x)
9. y 3/ pexC amPas se  aqproxyman a un ""'/ﬂc’u z ol 43
3 Y 4
— Y ! a Seqyun d a al 9

Figura 34. Ejemplo de la respuesta E22.
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Sin embargo, no hay mas informacion que nos permita justificar por qué afirman que las sucesiones
de las imagenes se aproximan a 3 y 4, especialmente en 4. Finalmente, el estudiante E1 concluye
que las sucesiones de las imagenes se aproximan a 3, pero presenta problemas para presentar

adecuadamente su respuesta.

b) Cuando x tome sucesivamente
los valores 0.5, 1, 1.2, 1.5, 1.7,
1.9,... éa qué nuamero

¢} Cuanco x tome sucesivamente los valores 3.5, 3.2, 3, 2.7, 2.5, 2.3, 2.1,... ¢2 qué nUmero s¢
aproxima la funcidn f(x)?

aproxima la funcion f(x)?

>4

d) Describe el comportamiento de la funcién f(x) con relacional comportamiento de la variable
5 )

o . e«
§

Figura 35. Ejemplo de la respuesta del estudiante E1.

Lo anterior nos dice que los estudiantes muestran indicios de comenzar a construir la etapa DG,
las cuales estan en caminadas a desarrollar una concepcidn proceso de las sucesiones de niumeros

en el rango.

Finalmente, los estudiantes E12, E16, E23, E24 y E25 presentan mejor desempefio en la actividad
que el resto de los estudiantes. Unicamente tres de ellos presentan problemas para determinar que
f(x) = 0 parax = 1. Es decir, tienen problemas para identificar que las imagenes de una funcién
pueden ser cero, ya que responden que f (1) = 1, sin embargo, no presentan problemas para hallar
el resto de los valores del dominio. Ademas, aproximan los valores de las imagenes en un proceso
infinito lo que los lleva a determinar que x se aproxima a 2 y que f(x) se aproxima a 3. Es
importante mencionar que solamente dos estudiantes E12 y E16 presentan problemas con la

notacion de funcién, como lo muestra la siguiente imagen:

b) Cuando x tome sucesivamente ¢} Cuando x tome sucesivamente los valores 3.5, 3.2, 3, 2.7, 2.5, 2.3, 2.1,... ¢éa qué nuUmero se
los valores 0.5, 1, 1.2, 1.5, 1.7, aproxima Ia funcién f(x)?
19.. ¢éa qué némero se

aproxima la funcion f(x)? 3.5 = 4.3

3.2 = 1
0.5 Jed B |

a g - 1 R

Figura 36. Respuesta del estudiante E12.
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Como podemos notar, emplea el signo igual erroneamente, sin embargo, logra observar de manera
acertada las aproximaciones en el dominio y en el codominio, lo anterior se pone en evidencia
cuando describe el comportamiento de la funcion f(x) con relaciéon al comportamiento de la
variable x, ya que responde: “En que los 2 se aproximan a un numero igual al 2 pero en x Se

aproximaal 2y f(x) al 3”.

Un razonamiento similar presenta el estudiante E24, solo que emplea una mejor notacion de

funcién para presentar sus resultados como podemos observar:

by Cuando x tome swoesivamente ¢] Cuando x tome sucesivamente bos valores 35, 3.2,3, 27,25, 23, 1.1, {2 qué numero se

los valores 0.5, 1, 1.2, 1.5, 1.7, JproEma |u‘- J_Lm-_.éﬂlfrl}j
19, {a qué nomeros e i_

aprowdma la funcidn f{x)?

*

Figura 37. Ejemplo de la respuesta del estudiante E24.

Cuando se le pide que describa el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al
comportamiento de la variable x responde: “La variable x se aproxima al 2 y la funcion f(x) se

aproximaa 3”.

Por lo anterior, podemos decir que los dos estudiantes muestran indicios de comenzar a construir
los pasos DG3a y DG3b.

Solamente un estudiante (E2) presenta indicios de construir un esquema coordinado, debido a que
muestra evidencias de poseer una concepcion proceso del concepto de limite en su concepcién
dindmica, lo anterior debido a que en la Gltima pregunta responde lo siguiente: “En los valores;
mientras que x se aproxima al 2, f, se aproxima al 3”. Es decir, logra establecer una dependencia

de f(x) respecto a x, mas aun, muestra un avance en la notacion de sus resultados.
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b) Cuando x tome sucesivamente c) Cuando x tome sucesivamente los valores 3.5, 3.2, 3, 2.7, 2.5, 2.3, 2.1,... {2 qué numero se

los valores 05, 1, 1.2, 1.5, 17, aproxima la funcién f(x)?
19,.. é qué nimero se

aproxima la funcidn f(x)?

Figura 38. Respuesta del estudiante E2.

En conclusion, un estudiante muestra indicios de haber construido la etapa DG3c, el resto de los
estudiantes presentan problemas para establecer un proceso de aproximacion de las sucesiones de
valores en las imagenes lo que los lleva Gnicamente a hallar las imagenes para ciertos valores de x,
algunos maés intentan este proceso infinito, sin embargo, solamente realizan afirmaciones en las

que f(x) se aproxima a dos valores.

Por otro lado, algunos de los estudiantes presentan problemas con la notacion de funcién, debido a
que no presentan de manera adecuada sus resultados, algunos incluso emplean mal el signo igual,
por lo que afirmamos que la gran mayoria muestran indicios de comenzar a construir la etapa DG,
las cuales estan encaminadas a desarrollar una concepcion proceso de las sucesiones de nimeros

en el rango en el cual f(x) se aproxima a ciertos valores.

La octava actividad la presentaron 31 estudiantes de los 34 que presentaron el cuestionario final,
de los cuales tres estudiantes (E4, E8 y E29) no respondieron la actividad. Por lo anterior, nuestro

analisis se centra en las respuestas de 28 de ellos.

De los 28 estudiantes, dos de ellos presentaron problemas para hallar las imagenes de la funcién
debido a que consideran que f (x) toma diferentes valores e incluso siguen presentando problemas
con la notacion de funcion ya que siguen implementado el signo igual para presentar que cierto
valor de x le corresponde un valor f(x). Unicamente el estudiante E27 intenta responder a qué
valores se aproximan las sucesiones de nimeros, pero solamente se centra en el dominio como se

puede observar en la siguiente figura.
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g Cuando r© pomss Luf ethy s nke, ot valores 3%, 3, 2.7, 25, 2.3 L1 Al Gl PTG :J: |:Lli-|":l:l T Bome sucessmamenie los valores
apironima la funcidn fi(x)? . 0.5. 1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9, {a qué miimero sc

apecirr I funcidn f(x)?

Figura 39. Ejemplo de la respuesta del estudiante E27

No obstante, no hay informacion suficiente para conocer por qué los estudiantes estan considerando

que las imagenes toman diferentes valores.

Por otro lado, trece estudiantes presentaron problemas con la notaciéon de funcion, es decir, no
presentaron de manera correcta los valores que toman las imagenes para determinado valor de x.
Cinco de ellos (E9, E17, E15, E28 y E33) Unicamente se limitaron a hallar las imagenes de los
valores particulares en el dominio, pero no fueron capaces de realizar mentalmente este proceso de
manera infinita, lo anterior debido a que no responden a qué valor se aproximan las iméagenes,

como se puede observar en la siguiente figura.

‘ d) Describe el comportamiento de La funcién [(x) con relacién al comportamiento de la variable

x
Sa  ApYOfmayy QA Cer Foo NUmevas

Figura 40. Ejemplo de la respuesta del estudiante E15.

Por lo anterior, podemos decir que los estudiantes muestran haber construido acciones del concepto
de funcion encaminadas a la construccién de la concepcion accion del concepto de limite en su

concepcion dindmica presente en su representacion grafica.

El resto de los ocho estudiantes logran proponer a qué nimero se aproximan las imagenes, algunos
de ellos como E10, E18, E19 y E20. Por las respuestas que presentan muestran indicios de
conjeturar que las imagenes siempre se aproximan a 5, sin embargo, este hecho ain es muy

ambiguo debido a que no tienen claro quién es el dominio y el rango, lo anterior se aprecia en las
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respuestas que presentan los estudiantes E10 y E18, ya que en el inciso b, respectivamente
responden: “La variable x siempre se aproxima a 5”, “Todos los nimeros te manda al 5”. Algunos
otros (E13 y E30) proporcionan una respuesta que se podria interpretar que tanto la sucesion de
valores del dominio y el codominio se aproximan a un mismo valor, esto por la manera en que

29 ¢¢

responden: “Que se aproximan al mismo nimero”, “Que ambas se aproximan al mismo nimero”.

Finalmente, dos estudiantes proporcionan respuestas un poco mas claras, debido a que especifican
qué variables estan considerando. Por ejemplo, el estudiante E16 responde “Los nimeros se
aproximan a un solo valor que es dos” es evidente que solo esta observando la sucesion de numeros
en el dominio. Por otro lado, el estudiante E12, responde que “comparten el mismo numero de
aproximacion en la que x es el niUmero 2, mientras que en la f(x) no cambia” es evidente que esta

considerando las dos sucesiones de valores tanto en el dominio y el codominio.

Por lo anterior, decimos que estos dos estudiantes muestran indicios de comenzar a construir la
etapa DG1, las cuales estdn encaminadas a desarrollar la etapa DG3b donde f(x) se aproximaa un

ndamero.

De los 28 que respondieron la prueba, 13 estudiantes (E2, E24, E25, E23, E7, E14, E34,
E31,E26,E21, E1, E3y E28) no presentan problemas con la notacion de funcion, es decir, presentan
sus respuestas de una manera apropiada, mas adn, no tienen dificultad para hallar los valores de las
iméagenes, lo que les permite llegar a observar que las imagenes de la funcion siempre seran una
constante (incluso algunos de ellos mencionan que es 5), y que los valores que cambian o varian
son los del dominio, pero solo tres de ellos consideran que la sucesion de valores en el dominio se

aproxima a 2, el resto de ellos solo centran su atencion en la sucesion de valores del rango.

De estos estudiantes que solo centran su atencion en la sucesion de valores en el dominio podemos

decir que las acciones que realizaron van encaminadas a la construccion del paso DG3a.

Finalmente, del grupo de los trece estudiantes, solamente tres de ellos presentaron un mejor
desempefio en la actividad, ya que a diferencia de algunos de sus comparfieros también centraron
su atencion en la sucesion de valores en el dominio, es decir, observan que x se aproximaa 2 y que

f(x) es constante, como se puede observar en la siguiente respuesta.
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0 I
d) Describe el comportamiento de la funcion f (x) con relacion al comportamiento de |a variable

v Nn\o Miept 1@ qQUE€

(xX) ‘en COMMAQO T \ hyCh
\ ( | le mane

Y

Figura 41. Ejemplo de la respuesta del estudiante E3.

Sin embargo, no muestran evidencias de establecer una dependencia entre x y f(x), por lo anterior
decimos que las acciones de tres estudiantes van encaminadas a la construccion del paso DG3a y
DG3b.

La novena actividad la realizaron 24 estudiantes de los 34 que presentaron el cuestionario final, de
los cuales dos (E5, E18) no realizan la actividad. Por lo anterior el analisis se centra en las
respuestas de 22 de ellos.

De los estudiantes que responden la actividad, siete de ellos (E2, E15, E21, E29, E3, E9 y E33)
encuentran las imégenes para ciertos valores del dominio, pero no para los valores. Uno de ellos
presenta problemas para identificar ciertos valores de las imagenes, esto posiblemente se debe a

que no realiza un trazo adecuado de las rectas horizontales y verticales para apoyarse.

Six=1,elvalordeg(x)=____ /
Six = 3.2, el valor de g(x) = @_]_
Six = 1.5, el valor de g(x) = 10
Six = 2.5, el valor de g(x) = _1,_7
Si x = 1.75, el valor de g(x) = _U’_,)
Six = 1.25, el valor de g(x) :éﬂ_.

|
Figura 42. Respuesta del estudiante E33.

El resto de los 6 estudiantes presentan mejor desempefio en localizar las imagenes de la funcion en
su representacion grafica, algunos de ellos siguen apoyandose con el trazo de rectas horizontales y

verticales como se puede observar en la siguiente imagen.
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Six =1, el valor de g(x) =

| Six =32, elvalorde g(x) = =

Six = 1.5, el valor de g(x) =

| Six = 2.5, el valor de g(x) = __
| ] Six = 1.75, el valor de g(x) = "

:[ 3 Six = 1.25, el valorde g(x) = ____

Figura 43. Respuesta del estudiante E9.

Finalmente, consideramos que la curva que presenta en la actividad crece muy rapido, es decir, sus
pendientes cada vez mas son verticales, posiblemente podria ser un motivo que lleve a los
estudiantes a establecer las imagenes de la funcion de manera equivocada. Esto se refleja en que
no hay una mejor aproximacion de los valores en las imagenes como se puede observar en la

siguiente imagen.

Six =1, elvalords g(x) = 5.6 zof] " {

Six = 3.2, el valor de g(x) = 20 ..
¢ Qué valor aproximadamente tomaré g(x), cuando x = 1.9 7 f
" /
"w.% {

¢Que valor aproximadamente tomara g(x), cuando x = 2.1 7

13.2 o |4

Figura 44. Respuesta del estudiante E3.

Por todo lo anterior podemos decir que los estudiantes muestran evidencias de haber construido
acciones del concepto de funcion encaminadas a la construccion de la concepcién accion del

concepto de limite en su concepcién dindmica presente en su representacion gréfica.

Por ultimo, quince estudiantes intentan hallar todas las imagenes de los valores dados en el
dominio, de los cuales un estudiante (E10) presenta problemas para hallar ciertos valores de las
imagenes, es decir, estd muy lejos de ser una buena aproximacion de las imagenes. Por otro lado,
diez estudiantes (E14, E30, E19, E1, E17, E13, E16, E27, E31 y E34) presentan errores al
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proporcionar las imagenes para los valores dados en el dominio, sin embargo, presentan una mejor

aproximacion, como se puede observar en la siguiente imagen.

Six =1, &l valor de glx) = _ 1 & Que valor aproximadamente tomara glx), cuando x 1.9 %
Six = 3.2, el valor de g(x) = 19 11
Six = 1.5, el valor de glx) = B, L Qué valor aproximadaments temara glx), cuando x = 2.1 7.
Six = 25, el valor de gix) = A

Six = 1.75, al valor da glx)

1 x = 1.25, el valor de glx) =

Figura 45. Respuesta del estudiante E34.

Finalmente, cuatro estudiantes (E7, E12, E20 y E29) presentan una mejor aproximacion en los

valores de las imagenes, como se puede observar en la siguiente respuesta.

Six =1, el valor de glx) = {4 ¢ Qué valor aproximadamente tomara g(x), cuando x = 19 ?
Six = 3.2 alvalor de gix) = _408, 3 11. 8 .
Six = 1.5 alvalor de gx) = 8,1 S

Six =25 elvalorde g(x) = 19, 3 & Qué valor aproximadamente tomara g(x), cuando x = 2.1 7

Six = 175, el valor de gc) = __ 8 1d. L

Six = 1.25, el valor de gix) = _1.3.

Figura 46. Respuesta del estudiante E12.

Por todo lo anterior podemos decir que estos dos estudiantes muestran indicios de comenzar a

construir la etapa DG1 en la representacion grafica.

En conclusion, respecto a la actividad 9, la mayoria de los estudiantes siguen empleando el trazo
de lineas verticales y horizontales como una estrategia para hallar las imagenes de los valores en
el dominio, algunos de ellos presentan una mejor aproximacion de dichas imagenes, otros mas
presentan un mejor margen de aproximacion pero no adecuado y unos pocos presentaron respuestas
con mayor desfase. Por lo que consideramos que las respuestas de algunos estudiantes se
encuentran influenciados por la curva que presenta la funcion, debido a que crece muy répido. Es
por ello que si el trazo de la linea de apoyo no es lo suficientemente delgada los valores seran

desfasados.

4.2 Actividades relacionadas con la concepcion métrica
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En esta seccién presentamos el analisis de las respuestas de los estudiantes de las actividades 10,

11y 12. Las cuales fueron disefiadas para desarrollar la concepcion métrica en los estudiantes.

Es importante mencionar que antes de que los estudiantes resolvieran la décima actividad se les
habia presentado la definicion de limite mediante las aproximaciones laterales. Sin embargo, es
importante recalcar que el propoésito de esta actividad fue desarrollar la concepcion métrica del

limite propuesto por Pons (2014) en los estudiantes.

En esta actividad los estudiantes presentaron varias dificultades para responder, por ejemplo, una
de ellas fue que no comprendian la primera pregunta, esto debido posiblemente a que no lograron
establecer la condicion |f(x) — 3| < 0.004.

Se detectd que algunos presentaron problemas para comparar cantidades con decimales, por
ejemplo, algunos de ellos no podian determinar quién era mayor 0.001 o 0.004, por lo que el
profesor sugirié que construyeran una recta y ubicaran los puntos en ellas, esto les permitié que

algunos de ellos lograran identificar el menor y el mayor.

La décima actividad la presentaron 27 estudiantes de los 34 que presentaron el cuestionario final,
de los cuales dos (E19, E27) de ellos no responden las preguntas, sin embargo, en las tablas intentan
establecer a qué valores se aproximan las sucesiones de valores en las cuatro columnas, uno de
ellos, observa que la sucesion de valores en el dominio se aproxima a 2, las imagenes a 3, las
distancias en valor absoluto de los valores de x a 2 se aproxima a cero, lo mismo que las diferencias
en valor absoluto de f(x) al 3. Es importante mencionar que uno de los dos responde conforme

algin patrén encontrado, en las sucesiones de valores como se puede observar en la siguiente

imagen.
1:.999 2.9960 0.001 0.004
1,.9999 2.99960 0.0001 0.0004
2.0000 | 2.89990 O.0001 © DHOOY
2.0001 3.0001 0.0001 0.0001
2.001 3.001 0.001 0.001 |

Figura 47. Respuesta del estudiante E19.

Cinco estudiantes (E14, E7, E28, E30, E10) no presentan evidencias de haber comprendido las dos

preguntas, ya que sus respuestas carecen de sentido, solo dos de ellos muestran evidencias de
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establecer alguna relacion de las actividades anteriores con la sucesién de valores que se presentan
en las cuatro columnas de valores proporcionados ya que escriben en la tabla valores a los que
consideran que se aproximan, por ejemplo, el estudiante E14, considera que la sucesion de valores
en el dominio se aproxima a 2, las imégenes a 3, las distancias en valor absoluto de los valores de
x a2 se aproximaa 0.2 y que la sucesion de valores de las diferencias en valor absoluto de f(x) al
3 se aproxima a 0.3, sin embargo, con esta informacion de las sucesiones de valores del dominio y

el codominio no lo consideraron suficiente para determinar el limite.

Por lo anterior podemos decir que estos estudiantes muestran haber construido acciones del
concepto de funcién encaminadas a la construccion de la concepcién accion del concepto de limite

en su concepcion dindmica presente en su representacion algebraico-numérica.

Por otro lado, cinco estudiantes (E8, E9, E15, E33 y E34) no responden quien es el limite, sin
embargo, realizan un intento por responder la primera pregunta considerando la orientacion del
profesor, muestran indicios de haber comprendido parcialmente la pregunta, ya que se pueden leer
respuestas como “que x — 2 se aproxima a 0.0001 para que se cumpla el valor de f(x) —3” un
estudiante mas presenta una respuesta directa, ya que solamente escribe “0.0001”, sin embargo,
escribe en la tabla que la sucesion de valores en el dominio se aproxima a 2, las imagenes a 3, las
distancias en valor absoluto de los valores de x a 2 se aproxima a cero, lo mismo que las diferencias
en valor absoluto de f(x) al 3 pero esta informacién no la considera suficiente para determinar el

limite.

Por todo lo anterior, decimos que las acciones de los cinco estudiantes van encaminadas a

desarrollar el paso DG5.

Es importante mencionar la respuesta que presenta el estudiante E26 debido a que a la primera
pregunta responde que “0.0001”, sin embargo, en la segunda pregunta responde que ‘“No hay
limite” sin que proporcione mas argumentos para su respuesta, solamente se limita a presentar la
siguiente expresion: |x — 2| = 0.001 |f(x) — 3| < 0.004, consideramos que muestra indicios de
haber comprendido parcialmente la pregunta 1, pero no asocia de qué manera esta informacion le
permite determinar el limite, mas aln no es capaz de considerar la sucesion de valores de las

iméagenes y del dominio para determinar la existencia del limite.
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Dos estudiantes (E20 y E31) centran su atencion en la sucesion de valores en una aproximacion
lateral ya que responden que “f (x) = 2.9960 es una aproximacion (x) = 1.999 en el nimero que
sigue” es decir, considera que cuando x se aproxima a una cantidad por la derecha f (x) se aproxima
a otra. Sin embargo, no son capaces de determinar quién seria el limite de la funcion, es importante
resaltar que en la sucesion de valores presentes en la tabla detectan algin patron en la sucesion
debido a que consideran que la sucesion de valores en el dominio se aproxima a 1.9999, las
iméagenes a 2.9960, las distancias en valor absoluto de los valores de x a 2 se aproxima a 0.001 y
que la sucesion de valores de las diferencias en valor absoluto de f(x) al 3 se aproxima a 0.004,

en otras palabras, solo considera la sucesion de valores por la derecha.

Podemos decir que estos estudiantes muestran haber realizado acciones encaminadas a desarrollar

el paso DG5, presente en su representacion algebraica-numeérica.

Ademas, doce estudiantes (E13, E12, E4, E17, E5, E16, E18, E22, E25, E1, E23 y E24) responden
las dos preguntas, donde la respuesta a la primera pregunta consideran que la diferencia en valor
absoluto de x — 2 debe ser 0.0001 para que |f(x) — 3| < 0.004, sin embargo, este hecho no lo
asocian con el limite, debido a que responden que el limite es 3, aunque lo hacen considerando las
sucesiones de valores en los laterales de las imagenes. Esto se refuerza con lo que algunos
estudiantes responden: “El limite seria 3 porque de los laterales se estan aproximando a un numero
que es el 37, “El limite seria 3 ya que en la tabla se estan aproximando al 3, “El limite seria 3™,
“El limite seria 3 ya que en la tabla se muestra su aproximacién”. Por todo lo anterior podemos
decir que las acciones realizadas por los estudiantes van encaminadas a desarrollar una concepcion
métrica en términos de desigualdades, en nuestra descomposicion genética marcada en el paso 5

de la nocion métrica del concepto limite de una funcién

Solo dos (E23 y E24) de los doce estudiantes presentan evidencias de haber construido una
concepcidn proceso del limite ya que logran coordinar dos concepciones proceso de las sucesiones
numéricas (la del dominio, con la del codominio) como se muestra en las respuestas que presentan:
“el 3 por que la variable x se aproxima al 2 mientras que la funcién f(x) al 37, “el 3 por que la

variable x se aproxima al 2”
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Por otro lado, solo un estudiante (E3) muestra indicios de establecer una relacion de la respuesta a
la primera pregunta con el limite, pero no considera las aproximaciones laterales. Como se puede
observar en la siguiente imagen.

Con la informacién que posees hasta ahora, ;podrias indicar cual es el limite de la funcion
f(x) en el punto x = 2? Justifica tu respuesta

€\ timde Setta uo que \O 0.000 1
564  pot lo tantay nple e\ himite’

\
dorana G £ 3 T

Q \ 02 - | , 6.

Figura 48. Respuesta del estudiante E3.

Podemos concluir que el estudiante muestra haber construido acciones del concepto de funcion
encaminadas a la construccion de la concepcion accion del concepto de limite en su concepcion

métrica.

Finalmente el resto de los estudiantes no realizan acciones dentro de la concepcion métrica, pero

si dentro de la concepcion dinamica.

Por otro lado, los estudiantes presentan mayor dificultad para resolverla la actividad once, esto se
puede notar debido a que hay una menor participacion en la solucién de la actividad, dentro de las
dificultades que se encontraron fue que varios de ellos no estaban familiarizados con el valor
absoluto, dificultad para comprender la tercera pregunta de la actividad y dificultad para comparar
cantidades decimales. Otros, sin embargo, presentan errores en sus célculos para hallar las

distancias.

La actividad once la realizaron 28 estudiantes de los 34 que presentaron el cuestionario final, de
los cuales once (E17, E16, E26, E8, E9, E15, E28, E30, E27, E31 y E33) de ellos no responden las
preguntas, no obstante, solo dos (E31 y E33) intentan calcular las distancias entre x y 4, aunque

presentan errores en sus calculos, como se puede observar en la siguiente imagen.

LT e [ Tx=4 @+
39 2 +OJ | o |

o |
|

1

L piry

olo

2
4.001 2. [P
401 | 2 |,
-

Figura 49. Respuesté del estudiante E33.
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Como podemos observar no tienen claro el concepto de valor absoluto, lo anterior debido a que en

algunos de sus calculos aparecen distancias negativas.

Dos estudiantes (E10 y E20) presentan respuestas que carecen de sentido, mostrando evidencia de
no haber comprendido la pregunta, méas adn, presentan errores al calcular las distancias cuando x
se aproxima a 4. Ademas, dos estudiantes (E7 y E14) presentan evidencia de tener poca claridad
sobre el concepto de valor absoluto debido a que nuevamente algunas de las distancias son
negativas, no obstante, son capaces de notar que las distancias de x a 4 disminuyen cada vez mas,
ademas de que la distancia de f(x) a -2 siempre es constante, pero, con todo lo anterior no son

capaces de deducir si la sucesion de valores se aproxima a un valor particular.

Los estudiantes E19 y E34 responden en la primera pregunta que las distancias x a 4 van
disminuyendo sin que determinen alguna aproximacion particular, en cuanto a la segunda pregunta
solo responden que las distancias de f(x) a -2 son constantes, lo anterior se pone de manifiesto en
sus respuestas: “se mantiene el valor” esto les permite responder que el limite de la funcion es -2.
Consideramos que para determinar el limite emplean las aproximaciones laterales, pero no logran
establecer una relacion entre la sucesion de valores de las distancias tanto de x a 4 como de f(x)

a -2 con el limite de la funcién.

Por otro lado, dos estudiantes (E5 y E18) responden que el limite de la funcién es cero, sin embargo,
no proporcionan mas informacion del por qué consideraron dicha respuesta. Posiblemente
contemplaron la distancia |f(x) — 2| como la sucesion de valores de f(x), lo que los llevaria a
dicha respuesta. Ambos presentan de manera Unica una respuesta adecuada para la segunda
pregunta donde describen que |f(x) — 2| = 0, sin embargo, para el resto de las preguntas de la
actividad presentan problemas para responder, e incluso anexan valores que no se encuentran
establecidos en la tabla. Un ejemplo de lo anterior es la respuesta que proporcionan a la primera
pregunta “se realiza una ecuacion con la férmula e indica que se hace una resta y 4-4=0 (cero)” sin
que haya mas evidencia del por qué resta 4, no obstante, los valores que calcularon en la tabla no
se justifican con esta operacion. Nuevamente se presentan problemas con el concepto de valor
absoluto debido a que presentan distancias negativas como se puede observar en la siguiente

imagen.
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3.9 -2 - (\A 0
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< 3.999 -2

3.9999 2

oo ©
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21 2
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Figura 50. Calculos realizados por el estudiante E5 y presentados en la tabla.

Por otro lado, cuatro estudiantes (E22, E23, E24 y E25) determinan que el limite de la funcién es
5, sin que proporcionen mayor informacion del porqué de su respuesta. En cuanto a la primera
pregunta responden que |x — 4| se aproxima a 1, debido a que erréneamente deducen que la

sucesion de valores en las distancias se aproximan a 1.

Lo anterior muestra evidencias de problemas para comparar cantidades decimales, mas aun, siguen
presentandose problemas sobre el concepto de valor absoluto debido a que se siguen presentando

distancias negativas.

Por otro lado, la respuesta que proporcionan en la segunda pregunta muestra evidencia de haber
notado que la distancia en valor absoluto de f(x) a -2 siempre sera constante, en este caso cero, lo
anterior se refuerza con las respuestas que proporcionan algunos estudiantes. Por ejemplo, el
estudiante E23 responde: “las distancias |f (x) + 2| siguen constantes no cambia”, o la respuesta
del estudiante E25 “|f(x) + 2| no cambia”. En cuanto a la tercera pregunta pudieron elegir
cualquier distancia debido a que siempre sucedera que |f(x) + 2| < 0.0001 para cualquier valor
que tome x en el dominio, sin embargo, se limitaron a contemplar una aproximacion de 0.001, pero

no hay evidencia contundente de que exista verdadera comprension de la situacion.

Dos estudiantes (E12 y E13) determinan que el limite de la funcién planteada es -2, incluso a la
tercera pregunta pudieron elegir cualquier distancia debido a que siempre sucederd que
|f(x) + 2| < 0.0001 para cualquier valor que tome x en el dominio. En cuanto a la segunda
pregunta responden que la sucesion de valores de |f(x) + 2| no cambia, sin embargo, presentan
una conjetura errénea como respuesta en la primera pregunta: “cuando la variable de x se va
aproximando a |x — 4| va aumentando” es decir, las distancias aumentan conforme x Se aproxima
a 4, lo anterior puede estar influenciado en los valores que localizaron en la tabla, ademas de que

presentan errores de célculo, como se muestra en la siguiente imagen.
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x fx) [x—4] |1f()+2]

3.9 -2 t 0.4 0
399 2 | 0.01 0
3.999 ENEE 0
3.9999 2 { 0

4 -2 - [2)
4.0001 2 { 0
4001 | 2 A 0
4.01 2 .01 0
41 -2 0. 0

Figura 51. Respuesta del estudiante E13

Es importante destacar algunas de las respuestas que se hicieron presentes, por ejemplo, el
estudiante E4 no responde las primeras tres preguntas, Unicamente responde que el limite de la
funcién es -2, por lo que consideramos que centra su atencién en la sucesion de valores en las
imagenes, al notar que los valores son constantes lo lleva a deducir el limite mediante
aproximaciones laterales, ademas no presenta errores en los calculos al hallar las distancias cuando

X se aproximaa 4.

Por otro lado, el estudiante E1 acertadamente responde que el limite de la funcion es — 2, mas aun,
responde que las distancias en valor absoluto de f(x) a 2 es siempre constante, no presenta
respuesta a la tercera pregunta y en relacién a la primera pregunta responde que no tiene limite, lo
anterior contradice su respuesta en la cuarta pregunta, ya que escribe: “no tiene limite porque tanto
por la derecha y por la izquierda se aproximan a diferentes niimeros”, en otras palabras, esta
asociando la sucesion de valores de las distancias en valor absoluto cuando x se aproxima a 4. Sin
embargo, su conjetura es errénea debido a que presenta errores en sus calculos de las distancias, lo

anterior se puede notar en la siguiente imagen.

x f(x) =4 A2k
39 - 0
399 0
3.999 : 0
3.9999 2 0
4.0001 : 0
4001 | 2 0

T a0r | 2 o

4.1 2 0 7_i

Figura 52. Respuesta del estudiante E1.
Mas aun, asocia el limite con la sucesion de valores tanto de f (x) como de las distancias de [x — 4/.
Por ultimo, el estudiante E3 presenta errores conceptuales del valor absoluto, esto debido a que

proporciona distancias negativas en la tabla, ademas comenta erréneamente que la sucesion de
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valores de las distancias de |x — 4| se aproximan a 1, sin que proporcione mas argumentos de su
respuesta, en cuanto a la segunda pregunta responde acertadamente que la distancia de |f (x) + 2|

es constante. Sin embargo, no hay respuestas al resto de preguntas.

Por todo lo anterior, solo 6 estudiantes de los que presentaron la actividad concluyeron que el limite
es -2, pero es evidente que para proporcionar dicha respuesta emplearon acciones dentro de la
nocién dinamica, es decir, emplearon su concepcion proceso de las sucesiones numéricas en el
dominio y el codominio (DG3a y DG3b). Sin embargo, solamente nueve estudiantes realizan
acciones encaminadas a la construccion de una concepcidn proceso de las sucesiones numeéricas en
las distancias en valor absoluto tanto cuando x se aproxima a 4 y f(x) se aproxima a -2 en la

concepcion métrica (DG5).

Dos estudiantes determinan erréneamente el valor al que se aproximan las sucesiones de valores
de las métricas involucradas, diversos factores son lo que influyeron, uno de ellos fue haber
realizado erréneamente el célculo de las distancias, no tener claridad sobre el concepto de valor
absoluto, fallar al comparar nimeros decimales, en general, no haber comprendido la segunda

pregunta, por lo que no logran establecer la condicién planteada.

Por todo lo anterior, podemos decir que los estudiantes muestran haber realizado acciones

encaminadas a la construccién de la etapa DG5.

La actividad doce la presentaron 27 estudiantes de los de los 34 que presentaron el cuestionario
final, de los cuales dos estudiantes (E2 y E12) no responden las preguntas planteadas, por lo que el
andlisis se centra en las respuestas de 25 de ellos. Es importante sefialar que a diferencia de la

actividad anterior los calculos que realizaron son de las distancias en valor absoluto de f(x) a 3.

El estudiante E26 realiza los calculos de las distancias de manera correcta, mas aun, identifica que
la sucesion de valores de las distancias tanto |x — 2| y [f(x) — 3| se aproximan a cero, sin
embargo, alin no son capaces asociar dichas sucesiones con el limite, ya que en la tercera pregunta
presenta una respuesta que carece de sentido: “pues sea diferente”, lo anterior nos informa que no
hay una comprension clara de la pregunta y mucho menos ha logrado establecer la condicion
solicitada. Sin embargo, afirma que el limite de la funcion es cero, lo que nos dice que no es capaz

de asociar las sucesiones laterales de valores en las imagenes con el limite.
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En conclusién dichas acciones van encaminadas a desarrollar la etapa DG5.

Siete estudiantes (E8, E9, E20, E29, E30, E17 y E33) no presentan respuesta sobre el limite de la
funcion, uno de ellos (E33) presenta errores al realizar los célculos de las distancias, sin embargo,
a pesar de ello, logra identificar que la sucesion de valores en las distancias en valor absoluto tanto

dex a2y f(x) a3 seaproximan a cero.

o f@ | k=2 | e =3I

\ 19 261 01 0,34
199 [ 20600 | o001 | 1.Of
1.999 2996001 | 0001 |(084Y
‘ 1.9999 299960001 | 0.0001 _|Q.40q422
[ e
20001 [3.00040001 | 0.0001 |4,
2001 3.004001 0001 | ¥4,/0
201 3.0401 001 |o.6%0/
21 341 0.1 o4l

Figura 53. Respuesta del estudiante E33.

Del mismo grupo, el estudiante E17 no presenta problemas para realizar los calculos de las
distancias, también logra identificar que la sucesion de valores de la distancia de |f(x) — 3| se
aproxima a cero, sin embargo, no sucede lo mismo para a distancia |x — 2| debido a que responde:
“cuando x se aproxima a 2 el otro se aproxima a otro”, como podemos notar la respuesta queda
muy general e incluso pareciera que detecta una relacion respecto a otra cantidad, pero no hay mas

informacion al respecto debido a que no responde las demaés preguntas.

De este mismo grupo dos (E17 y E29) estudiantes presentan razonamientos similares, por ejemplo,
el estudiante E17 responde que la distancia de |x — 2| se aproxima a cero, pero en relacién a la
distancia |f (x) — 3| su respuesta es muy general ya que escribe “‘se aproximan sucesivamente” sin

gue mencione a qué valor o valores se aproximan.

Por otro lado, el estudiante E29 deduce que tanto las distancias de |x — 2| y |f(x) — 3| se

aproximan a Cero.

Finalmente, para el resto de las preguntas ambos presentan respuestas muy generales o carentes de
sentido, lo que nos indica que no hay una comprension total de ellas. Un caso particular de esta
situacion se encuentra en la tercera pregunta ya que presentan las siguientes respuestas: “En que

99 ¢¢

procede que se aproximan a un solo valor” “si por que se aproximara” en la primera respuesta no
especifica de que sucesion de valores esta considerando, por lo que desde nuestro analisis a un no

ha logrado identificar que la sucesion de valores en las iméagenes y del dominio le permiten
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determinar el limite en la nocién dinamicay respecto a la segunda respuesta no se encontrd relacion

con la pregunta.

El resto de los estudiantes (E8, E9 y E29) de este grupo solo se limitan a realizar los célculos de
las distancias, lo que los lleva a identificar que tanto las distancia de |x — 2| y [f(x) — 3] se

aproximan a cero, pero no presentan respuestas para el resto de las preguntas.

Por otro lado, cinco estudiantes responden que el limite de la funcién es 2, consideramos que su
respuesta se basa en la sucesion de valores del dominio, mas no del codominio. Es importante
destacar que no presentan errores en los calculos de las distancias de |f (x) — 3|, No obstante, una
vez que obtienen los valores de las distancias, mencionan que las sucesiones de valores se
aproximan a dos cantidades diferentes como se muestra su respuesta: “se acercan a 2 numeros
distintos que seria el 3 y el 4” dicha respuesta no se debe a una carencia para comparar ciertos

numeros decimales, esto se puede observar en los valores que presenta en la tabla.

R fG) [ Ix=2] |19 -3l

19 261 0.1
77777 1.99 29601 0.01
1.999 2.996001 | 0.001 }
1.9999 299960001 | 0.0001 (YN
= = e AL T Y
). L &) (
20001 3.00040001 [ 00001 ]
2001 3.004001 0.001 X
2.01 3.0401 0.01 040l
2.1 341 0.1 oNall

Figura 54. Respuesta del estudiante E18.

Esta situacion no se repite para la distancia de |x — 2|debido a que responden que la sucesion de

valores se aproxima a cero.

Finalmente, no hay evidencia contundente de una comprension adecuada de la tercera pregunta
debido a que sus respuestas no tienen relacion con ella, por ejemplo, responden: “que x debe
aproximarse a 1.2 y f(x) a 3.09”, como podemos notar no estan considerando la condicion

establecida.

Otro grupo de doce estudiantes (E13, E7, E14, E15, E22, E23, E24, E25, E27, E31, E21 y E34)
responden que el limite de la funcidn es 3, de los cuales cinco estudiantes siguen presentado
problemas con el concepto de valor absoluto, debido a que presentan distancias negativas. Uno de
ellos es el estudiante E27, no obstante, lograr deducir que la sucesion de valores de la distancia

|x — 2| se aproxima a cero, sin embargo para la distancia de |f(x) — 3| no es asi, debido a que
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responde que la sucesién de valores se aproxima a 1 sin que proporcione mas argumentos del
porqué de su respuesta. Finalmente, en la tercera pregunta intenta establecer la condicién solicitad
mostrando indicios de contemplar el resto de las variables, por ejemplo, centra su atencion en los
valores f(x) aunque la notacion que emplea no es adecuada como se puede notar en la siguiente

figura.

X

flx)

[ x-2|

IR

19
1.99

261

25601 |

|01
|

10.034
001 ).0

Qué tan proximos deben de estar los valores de x de 2, para que la diferencias de f(x) -3,
999 en valor absoluto, sea menor qué 0.0399?

1.999

12956001

0.00

0. 00034 - 2

19999

2 99560001

0.0001

4]

2.0001
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| 00001
0.00

201

001

21 0]

Figura 55. Respuesta del estudiante E27.

Finalmente, decimos que el limite que propone lo determina considerando la sucesion de valores

de las iméagenes.

Del mismo grupo, el estudiante E31 muestra evidencias de no comprender sobre quien recaen las
preguntas ya que en la primera pregunta responde lo siguiente: “Se aproxima, cuando x Se aproxima
a 2” es decir, esta considerando la sucesion de valores en el dominio, méas no la de las distancias
de |f(x) — 3|, unasituacion similar ocurre con la métrica de | f (x) — 3| debido a que en la segunda
pregunta responde “cuando f(x) se aproxima a 3 f(x) se aproxima a 3”, en otras palabras, centra
su atencion en la sucesion de valores en las im&genes. Finamente no responde la tercera pregunta,
por lo que decimos que el limite 3 que propone lo determina considerando la sucesién de valores

de las imagenes.

Dos estudiantes (E21 y E34) presentan un razonamiento similar para responder la segunda
pregunta, ya que comentan que la sucesion de valores de |f(x) — 3| disminuye a 0.000400, es
decir, responden conforme al patron detectado en la sucesion, la cual es una estrategia similar a lo
que muchos estudiantes empleaban en la actividad 1, es importante destacar que no presentan
errores en los calculos de la distancia, ademas, acertadamente deducen que las distancias de |x — 2|
se aproximan a cero, finalmente no responden la tercera pregunta, por lo que consideramos que el

limite 3 que propone lo determina considerando la sucesion de valores de las iméagenes.
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Por ultimo, ocho estudiantes (E7, E13, E14, E15, E22, E23, E24 y E25) presentan un mejor
desempefio debido a que no presentan errores al calcular las distancias, solo algunos presentan
distancias negativas. Resaltamos que logran deducir que la sucesion de valores de las distancias de
|x — 2| y |f(x) — 3| se aproximan a cero, mas aun, realizan un intento de responder la tercera
pregunta, sin embargo, uno (E15) de ellos esta considerando valores que no permiten que se cumpla
la condicion solicitada, ya que responden que los valores de x deben estar préximos en un 0.1 pero
esto no cumple que |f(x)— 3| <0.0399. Por otro lado, cinco de los estudiantes estan
considerando la distancia de |f(x) — 3| mas no de |x — 2| lo que muestran evidencias de no haber

comprendido la pregunta.

Destacamos las respuestas de los estudiantes E7 y E13 debido a que muestran evidencias de haber
comprendido la tercera pregunta, ya que presentan las siguientes respuestas: “que cuando el valor
se encuentra 0.001 la distancia es menor” aunque no es tan explicita consideramos que
mentalmente estd considerando la situacién que cuando |x —2| =0.001 se cumple que
|f(x) — 3] < 0.0399, una situacion similar considera el estudiante E13 ya que responde “seria

0.001 y 0.00017, lo anterior se puede observar en la siguiente imagen.

Una vez que hayas completado la tabla contesta las siguientes preguntas
x £ x—2| | If6)=3i
( ]

1.9 261 0.1
1.99 29601 0.01 l
1.999 2.996001 0.001

1.9999 12.99960001 | 0.0001
[ @

20001 |3.00040001| 0.0001
" T 2001 | 3004001 0,001
} 201 ‘; 3.0401 0.01
L2t [ 34 | o

Queé tan proximos deben de estar los valores de X de 2, para que la diferencias de f(x) - 3,
cn valor absoluto, sea menor que 0.03997

\
) ~\

Figura 56. Respuesta del estudiante E7.

Por ultimo, decimos que el limite 3 que proponen lo determinan considerando la sucesion de
valores de las imagenes, esto se refuerza con la respuesta que presenta el estudiante E23: “como se

aproxima por arriba y abajo al 3 el limite es 3”.

Por todo lo anterior podemos decir que los estudiantes muestran haber realizado acciones

encaminadas a la construccién de la etapa DG5.

4.3 Anélisis del cuestionario final
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En esta seccidn se presenta el analisis del cuestionario final para determinar qué estructuras y
mecanismos mentales lograron construir los estudiantes una vez finalizada la secuencia didactica.
Es relevante mencionar que el cuestionario final se disefié para explorar la concepcion dindmica
debido a que en las actividades de la concepcion métrica los estudiantes presentaron diversas
dificultades, por lo que consideramos pertinente determinar si las actividades lograron que el

estudiante haya construido la nocién dinamica de limite.

4.3.1 Analisis representacién numérica

Las preguntas 1 y 2 del cuestionario final se presentan en una representacion numérica y se
diferencian en que las sucesiones de nimeros de las imagenes en la pregunta 1 se aproximan a un

valor y en la pregunta 2 se aproxima a 2 valores.

El estudiante E8 no presenta respuesta a las preguntas 1 y 2, por lo que el andlisis se centra en las

respuestas de 31 estudiantes.

Tres estudiantes (E11, E21, y E26) no presentan respuestas concretas sobre el limite de la funcion
ya que solo proporcionan respuestas muy generales en las dos preguntas, por ejemplo, uno de ellos
responde en la primera pregunta “es la aproximacion en la funcioén x”, otro mas responde “por qué
es la aproximacion de los nimeros, son mas cercanos a los de a lado”. En cuanto a la segunda
pregunta algunas respuestas que se presentan son “una aproximacion mas cercana”. Dos escriben
en la tabla a qué valor consideran que las sucesiones tanto del dominio como del codominio se
aproximan, otros consideran la sucesién de valores en las imagenes ya sea por la derecha o por la
izquierda pero no en ambas, lo que los lleva a deducir que se aproximan a un tnico valor.

{anls.00001 [ 50001 [ s.001 [ 5.0
/| 1000002 | 100002 | 10002 | 1002

999 [ ] 2001 | 201 | 22 | 23 |
4990 |41 aoor | aor a2 43
199 | 1999 [ye] 2001 | 201 22 23

.
L ] |
39 | 424|480 |

17 | 18 | 1.99
3.9’ 424 | 4960

T

49960 | 40 4001 aot | 42 | a3 |
x [ 49| 499 | 4999 | 49999 [5] 500001 | 50001 [ 5001 [ 501
G| 98 | 998 | 9998 | 99998 | 7| 1060002 | 100002 | 10.002 | 1007 |

Figura 57. Respuesta de los estudiantes E11, E21, y E26.
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Por otro lado, ocho estudiantes (E13, E14, E15, E20, E27, E28, E29 y E30) consideran la sucesion
de valores en el dominio tanto por la derecha como por la izquierda para determinar el limite, es
decir, determinan el limite solo considerando la sucesion de valores en el dominio, ademaés, no
establecen una relacion de dependencia entre x y f(x), esto se puede observar en algunas
respuestas que los estudiantes presentan en la primera pregunta, por ejemplo, el estudiante E20
responde ““ El limite es 4.999 por que para pasar de 4.999 a 5.00001 en medio tiene que ser 5, una
respuesta similar presenta el estudiante E15: “5 es limite ya que del lado derecho y del lado
izquierdo se acercan a un numero y es 5.”

Solo un estudiante (E14) no responde la primera pregunta.

Respuestas similares se pueden notar para la segunda pregunta, por ejemplo, el estudiante E15
responde “2 es el limite por que en ambos lados al nimero que se acerca es 27, E28 responde: “2
es el punto medio entre los demas niimeros”. Algunos mas consideran la sucesion de valores de
izquierda a derecha, siendo el Gltimo elemento de ellos como el limite, un ejemplo de lo anterior
es la respuesta del estudiante E14: “El limite es 1.999 porque se acerca” y que ademas podemos
notar que su nocién de limite es aquello que no se alcanza.

Otros estudiantes realizaron una lectura de izquierda a derecha y consideraron que el limite es el
ualtimo valor de la columna, ejemplo de esto es la repuesta del estudiante E30: “es 2.3 por que €s
donde termina la funcion 2”, mas aun, algunos de ellos determinaron a qué valores se aproxima la
sucesion de valores en las imégenes, sin que consideraran esta informacion para determinar el
limite.

Es importante mencionar que ninguno de ellos dedujo en la pregunta dos que f(x) se aproxima a
dos valores, consideramos que esto se debe a que solo se enfocaron en una sucesion de valores de

los laterales como se puede observar en la siguiente figura.

2001 | 201 2.2 23
4001 | 401 4.2 43

f@] ln' } 60 }

Figura 58. Respuesta de los estudiantes que consideraron las sucesiones del
dominio como informacidn suficiente para determinar el limite.

Por todo lo anterior podemos decir que estos estudiantes muestran indicios de haber construido una

concepcion proceso de las sucesiones numeéricas en el dominio (DG3a).

81



Por otro lado, diez estudiantes no presentan problemas para determinar en la primera pregunta que
el limite de la funcion es 10, es decir, basan su respuesta en la sucesion de valores de las imagenes,
lo anterior se puede observar en algunas respuestas de los estudiantes, por ejemplo, E31 escribe:
“El limite es 10 ya que es el que se aproxima al limite tanto del lado derecho tanto del izquierdo”,
algunos mas muestran indicios de establecer una relacion entre el dominio y el codominio
empleando la funcion, por ejemplo, E22 escribe: “mientras x = 5 la funcion f (x) su limite es 10”,
mientras que E34 escribe: “10, por que el 10 se encuentra entre el 9.9998 y el 10.000002 y el 5 se
va entre el 4.9999 y el 5.00001, y mientras se va alejando del 9 se acerca mas al 10”, otra respuesta
es la del estudiante E28: “5 por que tanto en los niimeros de la izquierda y la derecha se aproximan

al 5y la funcién f(x) se aproximan al 10”.

Sin embargo, esto no sucede con las respuestas de la segunda pregunta debido a que solo consideran
una sucesion de valores ya sea por la izquierda o por la derecha més no ambas para determinar el
limite, asi por ejemplo, los estudiantes E9, E23 y E34 consideran que el limite de la funcion es 5
debido a que consideran la sucesion de valores de izquierda a derecha, ejemplo de ello es la
respuesta del estudiante E34 el cual escribe: “por qué se aleja del 4 y se acerca al 5”.

Un dato que se debe destacar es que el estudiante E23 considera las sucesiones de valores en el
dominio por la izquierda y derecha, sin embargo, lo anterior no lo considera para las sucesiones en
las iméagenes, por lo que solo contempla una aproximacién lateral, lo anterior se observa en la
respuesta que proporciona “2 porque los nimeros de la izquierda y la derecha se aproximan al 2 y
la funcion f(x) se aproximan al 5”. Una situacion similar lo presentan los estudiantes (E32, E22,
E25, E24, E19 y E12) los cuales consideran la sucesion de valores de las imagenes de derecha a
izquierda lo que los lleva a deducir que el limite de f(x) es 4, esto se puede observar en las
respuestas que proporcionan algunos estudiantes, por ejemplo, el estudiante E24, escribe “lo mismo
como el anterior la funcién f(x) es 4” por otro lado E22 escribe: “mientras x = 2 su funcion f(x)
su limite es 4”, E19 responde “en los 2 lados se aproxima a 4”.

Es importante destacar que el estudiante E34 considera la sucesion de valores en el dominio tanto
por la derecha e izquierda para determinar el limite, ya que responde “el limite es 1.9999 por que
se acercaa2yesendonde se desea llegar”. Lo anterior pone en evidencia que varios de estudiantes

no consideran las sucesiones de valores de las imagenes para determinar el limite de la funcion.
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Por todo lo anterior podemos decir que estos estudiantes muestran indios de comenzar a construir
los pasos DG3a y DG3b.

En otro orden de ideas, dos estudiantes responden a la primera pregunta en términos de
aproximacion y el cual considera que el limite de la funcién se encuentra entre 9.9998 y 10.00002,
gjemplo de lo anterior es la respuesta del estudiante E18, el cual escribe “el limite de la funcion
x = 5 seria entre 9.9998 y el 10.00002 por que es menor que ellos y es el mas cercano a ellos”,
como podemos notar no propone un limite en particular, pero reflexiona que dicho limite de debe
de encontrar entre ese intervalo, por lo que consideramos que sus respuestas presentan mejores
argumentos que el resto de sus comparieros.

En cuanto a la segunda pregunta son capaces de deducir que la sucesion de valores en las imagenes
tanto por la derecha y por la izquierda se aproximan a dos valores en este caso 5y 4. Lo que los
lleva a deducir que la funcién no tiene limite. Un ejemplo de lo anterior es la respuesta del
estudiante E5: “No hay limite por que del lado izquierdo se aproxima a 5 y del lado derecho se
aproxima a 4”.

Por todo lo anterior podemos decir que estos estudiantes muestran evidencias de haber construido
los pasos DG3a y DG3b.

Finalmente, 10 estudiantes (E33, E3, E17, E16, E10, E7, E6, E4, E1 y E2) muestran evidencias de
haber el paso DG3c, debido a que consideran las sucesiones de valores en las imagenes para
determinar que el limite es 10 en la primera pregunta, de igual manera en la segunda pregunta
consideran las sucesiones de valores tanto por la izquierda y por la derecha por lo que observan
que se aproximan a dos cantidades diferentes el 5y el 4 lo que les permite determinar que la funcion

no tiene limite, lo anterior se puede observar en la siguiente figura.
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| 4smgmy ] 500001 | 50001 | 5001 | 5.01
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Figura 59. Respuesta del estudiante E2.

En conclusion tres estudiantes muestran evidencias de haber construido el paso DGL1. Por otro lado,
veintiuno de los estudiantes muestran evidencias de haber construido el paso DG3a o DG3b.

Finalmente, solo diez estudiantes mostraron evidencias de haber construido DG3c.

Tabla 1.
Estructuras mentales que los alumnos construyeron de la representacion numérica en la

concepcion dinamica.

Concepcidén dinamica
Representacion numerica
NUmero de
Estructura mental | Estudiantes Observaciones
Los estudiantes solo hallan las iméagenes de la funcién
Acciones 3 para ciertos valores en el dominio.
Concepcion proceso Los estudiantes consideran las sucesiones de valores en
de las sucesiones de las imagenes para determinar el limite de las funciones,
numeros en el algunos de ellos centran su atencion en la sucesion de
dominio 21 valores en el dominio lo que los lleva a determinar limites
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Concepcion proceso erréneos, es decir, no consideraron la sucesion de valores

de las sucesiones de en las imagenes. Otros mas modifican la regla de
numeros en el correspondencia y consideran la sucesion de valores ya
codominio. sea del dominio, codominio 0 ambas.

Consideran las sucesiones de valores en las imagenes
Concepcion proceso para determinar la existencia o no del limite, mas aun,

del limite. 10 establecen una relacion de dependencia entre x y f(x).

4.3.2 Analisis representacion algebraico-numérica

De los 34 estudiantes, dieciocho (E24, E13, E12, E25, E7, E17, E10, E6, E1, E4, E33, E14, E23,
E31, E22, E16, E2, y E3) evaluaron de manera correcta los valores de x en la funcién f(x) = 6.
Esto les permitio determinar que el limite de la funcién es 6, ya que las sucesiones de valores son
constantes, algunas de las respuestas que presentaron son: “el limite de la funciénen x = 3 es6 ya
que en la indicacion ya nos da el valor de f(x)”, “El limite es 6, porque es una constante”, 6,
mientras x = 3 la funcidn de x es constante=6”, entre otras respuestas similares, por lo que

podemos decir que estos estudiantes muestran evidencias de haber construido el paso DG3c.

El resto de los estudiantes no tuvieron éxito en determinar el limite de la funcion, por lo que se

presentaron las siguientes situaciones:

El estudiante E21 no responde concretamente quien es el limite, solo presenta una afirmacion muy
general ya que escribe “es la aproximacion que a simple vista se conoce”, pero no especifica si se

trata de la sucesion constante de las imagenes o si se trata de la sucesion del dominio.

Dos estudiantes (E8 y E11) suman a la constante la parte decimal de los valores proporcionados en

la tabla, como se puede observar en la siguiente figura.

3.~ Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = 6.

| x| 2977299 [ 2399 § oo 30001 3.001 301
[ 7™ PRI

M
.9 |

Figura 60. Respuesta del estudiante E8.
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Incluso como podemos notar cuando se toma la sucesion de valores del lado derecho se le suma
una unidad pasando de seis a siete, esta situacion no les permite determinar quién es el limite de la
funcién. Una vez que obtienen la sucesion de valores en las imagenes con este procedimiento
determinan que la sucesion de valores en las imagenes se aproximaa 7, sin embargo dicha respuesta
no se hace explicita por el estudiante, esto lo podemos deducir de los valores que presenta en la
tabla.

Una situacion similar presenta el estudiante E19 el cual resta una unidad a la constante y
posteriormente le suma la parte decimal de los valores propuestos en el dominio (f(x) =6 — 1+
parte decimal de los valores propuesto en el dominio), lo anterior no les permite determinar
el limite de la funcién, lo anterior se puede observar en la respuesta que presenta “en los 2 lados se
aproximan los 2 numeros” sin que quede claro a que nimeros se refiere. Por otro lado, determina

que la sucesion de valores del dominio es 3.

Por todo lo anterior decimos que estos estudiantes muestran evidencias de haber construido el paso

DG3a y DG3b, aunque no haya una comprension adecuada de la funcion constante.

Otro estudiante (E20) erroneamente determina que el limite de la funcion esta determinada por el
ultimo valor de la sucesion de valores en el dominio ya que responde “el limite es de 2.999 por que

3 es donde se quiere llegar”
Para este estudiante decimos que muestra evidencias de haber construido el paso DG3a.

En esta pregunta nuevamente los estudiantes modifican la regla de correspondencia, ya que la
sustituye por f(x) = 6x, esto los lleva a determinar erroneamente que la sucesién de valores de

las imagenes se aproximan a 18.

3.- Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = 6.

IR N RN
|~ e A-ad jp.aaq
- - . RG] LIS SR, I (2.1 g

30001 | 3.001 3.q1

118000 10.000618.006 | 18.06

Figura 61. Respuesta del estudiante E29 en la tabla.
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Lo anterior lo escriben en la tabla de valores, pero no lo consideran en la respuesta que
proporcionan al final. Por ejemplo, dos estudiantes (E29 y E30) consideran que el limite de la
funcidn es 3.0001, es decir, consideran la sucesion de valores del dominio mas no de las imagenes
para determinar el limite, incluso describen la operacion que realizaron con los valores de la tabla,
por ejemplo, el estudiante E30 responde “3.0001 por que multiplica con f(x) = 6 , otro estudiante
(E32) prefiere no responder la pregunta, uno mas presenta una respuesta que no encontramos
relacion con los valores en la tabla debido a que responde que el limite es cero sin que proporcione
mayores argumentos de su respuesta. Finalmente, con la sucesion de valores de las imagenes bajo

esta operacion un estudiante determina erroneamente que el limite de la funcion es 18.

Por todo lo anterior decimos que estos estudiantes muestran evidencias de haber construido los
pasos DG3a, DG3b 0 ambos.

Otra de las modificaciones que hicieron a la regla de correspondencia fue sustituirla por f(x) =
6 + x. Esto lleva a dos estudiantes (E5 y E18) a determinar erroneamente que el limite es 9, incluso
en las respuestas que proporcionan describen la operacion que realizaron, lo anterior se observa en
la respuesta del estudiante E5 “El limite de la funcion en x = 3 es el 9 por que es el mas cercano
al sumar 8.0001 mas 6, del resultado que da”. Lo anterior incluso se puede observar en la siguiente

figura.

3.- Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = 6.

} x 29 1 299 [ 2,999 ] l 3.0001 3.001 3.01

| AR Il
¥ ]
|

@ [8.979989 |

sl Sy, T Be 3 Ve 3T dlcad 0k

Figura 62. Respuesta del estudiante E5 en la tabla.

Dos estudiantes (E15 y E27) basan su respuesta en la sucesion de valores del dominio para
determinar el limite, es decir, no consideran la sucesion de valores de las imagenes como
informacion relevante para determinar el limite, lo anterior se puede observar en la respuesta del
estudiante E15 “el limite es 3 por que en ambos lados se aproxima al 3”. Por otro lado, el estudiante

E18 no presenta respuesta.

Es importante resaltar que el estudiante E9 considera que la funcion tiene dos limites, uno de ellos

es la sucesion de valores del dominio los cuales se aproximan a 3 y el otro es la sucesion de valores
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de las imagenes que se aproximan a 9, después de haber sumado a la constante los valores del
dominio presentes en la tabla, ya que responde “3 y 9 por que llegan a ese limite”, es evidente que

dicho estudiante no tiene claro la nocion de limite dentro su concepcion dinamica.

Por todo lo anterior decimos que estos estudiantes muestran evidencias de haber construido los
pasos DG3a, DG3b 0 ambos.

En conclusion dieciséis estudiantes muestran evidencias de haber construido el paso DG3a 0 DG3b.

Finalmente, solo dieciocho estudiantes mostraron evidencias de haber construido el paso DG3c.

Tabla 2.
Estructuras mentales que los alumnos construyeron de la representacion algebraica-numérica en
la concepcidn dinamica

Concepcion dinamica

Representacion algebraico-numérico

NUmero de
Estructura mental Estudiantes Observaciones
Acciones 0
Concepcion proceso de las Los estudiantes consideran las sucesiones de
sucesiones de numeros en el valores en las imagenes para determinar el limite
dominio de las funciones, algunos de ellos centran su

atencion en la sucesién de valores en el dominio
lo que los lleva a determinar limites erréneos, es

decir, no consideraron la sucesion de valores en

Concepcion proceso de las las imagenes. Otros mas modifican la regla de
sucesiones de nameros en el correspondencia y consideran la sucesion de
codominio 16 valores ya sea del dominio, codominio o ambas.

Consideran las sucesiones de valores en las
iméagenes para determinar la existencia o no del
limite, mas aln, establecen una relacion de

Concepcion proceso del limite 18 dependencia entre x y f(x).
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4.3.3 Anélisis representacion grafica

Cuatro estudiantes (E8, E11, E21 y E28) no responden la actividad por lo que el analisis se centra
en 30 estudiantes, de los cuales 15 estudiantes (E1, E4, E5, E6, E10, E15, E18, E19, E26, E27,
E29, E30, E32, E33, E34) no hallan las imagenes de los valores particulares de x propuestos en el
problema, simplemente se limitan a responder las preguntas de ¢a qué nimero se aproxima la
funcion f(x)? cuando x toma valores alrededor de 1, es decir, se esperaba que los estudiantes
consideraran la sucesion de valores de las imagenes tanto por la derecha como por la izquierda,
para que pudieran determinar la existencia o no del limite. A dicha pregunta responden que la
sucesion de valores tanto por la derecha como por la izquierda se aproximan a 1, esto lleva a 5
estudiantes a determinar que el limite de la funcion es 1, como se puede observar en algunas
respuestas que presentaron. Por ejemplo, los estudiantes E27 y E15 responden respectivamente “su
limite es 1” y “cuando llega a 1 el limite es 1 ya que se aproximaron al nimero 1”. Su respuesta se
basa en considerar la sucesion de valores en el dominio de la funcion para determinar el limite de
la funcion, como se puede observar las construcciones que realizaron en la grafica, ver siguiente

figura.

Figura 63. Construcciones de los estudiantes E27 y E6 en la gréafica.
Por lo anterior decimos que estos estudiantes muestran evidencias de haber construido el paso

DG3c en su representacion grafica.

Ademas, el estudiante E32 no responde la pregunta, uno mas (E30) proporciona una respuesta

general.

Por otra parte, dos estudiantes (E33 y E34) responden que el limite es cero, sin que proporcionen

un argumento a su respuesta, consideramos que su respuesta se basan en que cuando los valores de
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x se aproximan a 1, por la izquierda f(x) se aproxima a cero, pero no tenemos suficiente

informacion para sustentar lo anterior.

Solo cuatro estudiantes responden que f(x) no tiene limite, pero esto se debe a razonamientos
erroneos, tres de ellos (E4, E5 y E18) responden que la sucesion de valores de f(x) se aproxima a
2, cuando x toma valores muy préximos a 1 por la izquierda. Consideramos que dichos estudiantes
observan gque un segmento de la funcion inicia en el punto (1,2) por lo que consideran la coordenada

2 como el valor al que se aproxima la sucesién de las imagenes.

El anterior razonamiento surge debido a que no hallan los valores de las imagenes de manera
particular para los valores de x que se proporcionan. En cuanto a la sucesion de valores de las
imagenes cuando x toma valores muy préximos a 1 por la derecha, dicen que se aproxima a 1, es
decir, nuevamente centran su atencién en la sucesion de valores del dominio, mas no del

codominio. Lo anterior los lleva a determinar la no existencia del limite.

Por otro lado, el estudiante E1 responde que cuando x toma valores muy proximos a 1 por la
izquierda f(x) se aproxima a 1, el cual es un error. En esta respuesta consideramos que el
estudiante considera la sucesion de valores en el dominio por la izquierda, en cuanto a la sucesién
de valores de las imagenes cuando x toma valores muy proximos a 1 por la derecha, comenta que
se aproxima a 2, es decir, en esta respuesta considera la sucesion de valores de las imagenes, lo

anterior lo lleva a determinar que el limite no existe.

Finalmente, para cerrar el andlisis de este grupo de estudiantes, dos mas (E26 y E29) responden
que cuando x toma valores muy proximos a 1 por la izquierda f(x) se aproxima a 0.1, sin que
proporcionen mas informacion, en cuanto x toma valores muy préximos a 1 por la derecha, difieren
en sus respuestas ya que uno comenta que se aproxima a 1 y otro responde que se aproxima 0.3.
Para la primera pregunta decimos que uno de los estudiantes esta considerando la sucesion de
valores en el dominio, sin embargo, en su respuesta del limite parece que esta informacion no es
relevante ya que escriben que el limite es 4, sin que proporcione un argumento del por qué
considera esta respuesta. En cuanto a la segunda respuesta no hay informacién suficiente del por
qué considera que se aproxima 0.3, mas aun, esta informacion no la considera relevante ya que

responde que el limite es 2.
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Es importante mencionar que de este grupo de 14 estudiantes, solamente dos de ellos intentaron

apoyarse en el trazo de lineas verticales.

Por todo lo anterior decimos que estos estudiantes muestran evidencias de haber construido el paso
DG3a 0 DG3b pero no ambas.

En otro orden de ideas 15 estudiantes (E9, E7, E14, E22, E2, E3, E20, E23, E24, E25, E12, E13,
E16, E17 y E31) hallan los valores de las imagenes de la funcion para los valores particulares de x
que se proporcionaron en la actividad, tres de ellos (E7, E9 y E14) no responden quien es el limite
de la funcion solo intentan hallar las iméagenes de los valores particulares, dos de ellos aln presentan
problemas para proporcionar una adecuada aproximacion de las imagenes e incluso el estudiante
E9 presenta problemas con la notacion de funcion ya que aun emplea el (=). Por lo que decimos
que estos estudiantes aun presentan una concepcion accion del concepto de limite en la nocion

dindmica.

Tres estudiantes mas responden que el limite de la funcién es 1, debido a que nuevamente
consideran la sucesion de valores en el dominio y no consideran la sucesion de valores en las
iméagenes para determinar el limite, es importante destacar que dos de ellos presentan problemas
para proporcionar una adecuada aproximacion del valor de las imagenes para ciertos valores de x,
incluso determinan que cuando x = 1, f(x) = 0 el cual es un error. Los tres estudiantes intentan

apoyarse trazando lineas verticales en la grafica sin que obtengan mucho éxito.

Por lo anterior decimos que estos estudiantes muestran evidencias de haber construido el paso
DG3a.

En otro orden de ideas, el estudiante E22 al determinar el valor de las imagenes no considera las
imagenes negativas de cuando x toma valores cercanos al 1 por la izquierda, mas aun, solamente
considera la sucesion de valores de las imagenes por la derecha para determinar el limite, por lo

que responde “mientras x = 1 su funcién f(x) su limite es 2”.

Por lo anterior decimos que este estudiante muestra indicios de empezar a construir los pasos DG3a
y DG3b.

Siete estudiantes responden que el limite de la funcion es 2, debido a que consideran la sucesion

de valores de las imagenes por el lado derecho sin considerar la sucesion de valores por el lado
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izquierdo, lo anterior se puede observar en las respuestas que proporciona el estudiante E3, ya que
es el unico que no presenta errores en determinar las imagenes e incluso conjetura que la sucesion
de valores de las imagenes por el lado derecho se aproxima a cero y dos por el izquierdo, ver

siguiente figura.

e Cnando x tome sucesivamente fos valores 0.5

3, 05,00, ja que ndmero se aproxima

Figura 64. Respuestas del estudiante E3.
El resto de sus comparieros presentan diferentes errores, por ejemplo, cuatro de ellos (E20, E23,
E24 y E25) presentan errores al determinar las iméagenes de la funcién cuando x toma valores por
la izquierda de 1 en el dominio, e incluso no consideran imagenes negativas. Ademas dos
estudiantes mas (E12 y E13) responden a la pregunta ¢a qué nimero se aproxima la funcién f(x)?
Cuando x toma valores muy cercanos a 1 tanto por derecha y por izquierda, precisamente
responden que se aproximan a 1 debido a que no tienen claro quién es el dominio y el codominio
y centran su atencion en la sucesion de valores del dominio. Pero en la pregunta final solo
consideran la sucesién de valores de las imagenes del lado izquierdo. Por lo que podemos decir
que estos estudiantes tienen claro que las imagenes de la funcién determinan el limite, pero ain no
han asociado que deben considerar las dos sucesiones de valores por la derecha y por la izquierda
cuando x se aproxima a una determinada cantidad. Por lo anterior decimos que este estudiante

muestra indicios de empezar a construir los pasos DG3a y DG3b.

Solo un estudiante determino acertadamente las imégenes de la funcion en su representacion
grafica, por lo que responde que el limite no existe, pero falla en uno de los argumentos que

proporciona, ya que responde “el limite no existe, por ¢l lado de arriba x = 1 se aproxima a 2,
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mientras que por abajo el .99999” cuando habla por el lado de arriba se refiere que los valores de
f(x) se aproxima a 2, cuando x se aproxima a 1 por la derecha, no obstante, en su segundo
argumento esta considerando la sucesion de valores en el dominio como se puede apreciar en la

siguiente imagen.

Figura 65. Respuestas del estudiante E2 y su construccion en la grafica.
Por todo, lo anterior decimos que los estudiantes muestran indicios de empezar a construir los pasos

DG3a y DG3b, pero aun no las han podido coordinar.

En conclusion ninguno de los estudiantes muestra evidencias de haber desarrollado el paso DG3c

dentro de la representacion grafica.

De manera general decimos que veintisiete estudiantes muestran evidencias de haber construido
los pasos DG3a o DG3b. Finalmente, solo tres estudiantes mostraron evidencias de haber
construido el paso DG1.

Tabla 3.

Estructuras mentales que los alumnos construyeron de la representacion gréafica en la
concepcion dinamica.

Concepcidén dindmica

Representacion grafica

NUmero de

Estructura mental

Estudiantes

Observaciones

No responden

4

No realizan la actividad
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Hallan las imégenes de f'(x) para un nimero finito de

valores de x. No son capaces de realizar este proceso

Acciones 3 de manera infinita.

Concepcion proceso de las Los estudiantes consideran las sucesiones de valores
sucesiones de numeros en en las imégenes para determinar el limite de las
el dominio funciones, algunos de ellos centran su atencion en la
Concepcion proceso de las sucesion de valores en el dominio lo que los lleva a
sucesiones de nameros en determinar limites erréneos, es decir, no consideraron
el codominio 27 la sucesion de valores en las imagenes.

Concepcion proceso del

limite 0
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Capitulo 5
CONCLUSIONES

5.1 Conclusiones generales

Los resultados obtenidos tanto de las actividades como del cuestionario final, coinciden en parte
con los resultados que presenta Pons (2014). Por ejemplo, en una de sus reflexiones afirma que uno
de los conocimientos previos necesarios que necesita el estudiante en su camino a la comprension
de concepto de limite es el de funcidn, en nuestra investigacion los estudiantes presentan serias
deficiencias con dicho concepto ya que presentan errores al evaluar los valores del dominio en la
regla de correspondencia, lo anterior conduce a los estudiantes a tener menor éxito al tratar de
determinar a qué nimero se aproxima la sucesion de valores en las imagenes. Ademas, reporta que
los estudiantes deben familiarizase previamente con la funcion definida por partes, lo anterior se
refuerza debido a que los estudiantes presenta problemas para resolver una de las actividades donde
se involucra este tipo de funciones en su representacion algebraico- numéricay gréafica, esto influyo
en parte a que la mayoria de los estudiantes se alejaran de la construccion del concepto de limite

desde la nocién dinamica.

Sin embargo, nuestra investigacién muestra evidencias de otros conocimientos previos que son
necesarios y que no son considerados en la investigacion de Cottril et al. (1996) y Pons (2014).
Una de ellas es la comparacion de nimeros decimales, debido a que los estudiantes presentaron
dificultad al trabajar con el ordenamiento de cantidades decimales e incluso presentan mayor

dificultad al trabajar con nimeros decimales negativos.

Otro de los conocimientos previos que el estudiante necesita es el de funcion constante, y que sin
embargo Pons (2014) no aborda en sus resultados. Nuestra investigacion muestra evidencias que
al trabajar la actividad cuatro de la secuencia didactica y al no estar familiarizados con este tipo de
funciones, la mitad de la poblacién realizd operaciones de resta o producto para hallar sus
iméagenes. Sin embargo, esta situacion se volvié a presentar en el cuestionario final, donde, aunque
en menor cantidad, realizaron operaciones para obtener las imagenes de la funcién constante, suma

0 producto. Del primer acercamiento con la funcién constante permiti6 que méas alumnos

95



presentaran mayor éxito al trabajar con ella en el cuestionario final, es decir, los impulsamos a que

se acercaran al concepto limite de una funcién constante.

Es importante resaltar que también presentaron problemas para denotar adecuadamente la funcién,
por ejemplo, varios de ellos emplean el signo de igualdad en situaciones como 5=2.3333,

intentando relacionar que al valor de 5 en el dominio le corresponde el 2.3333 del codominio.

En nuestra investigacion muchos estudiantes construyeron de manera aislada la aproximacién en
el dominio y el codominio. Esta situacion no les permitié coordinar por medio de la funcion estos
dos procesos, lo anterior coincide con lo reportado por Cottril et al. (1996) donde comenta que
mayoria de los estudiantes que participaron en su investigacion no logran conectar que el
comportamiento del rango proviene de la aplicacion de la funcion a lo que esta sucediendo en el
dominio. Para los estudiantes son procesos diferentes y aungque puedan empezar a establecer que
hay una conexion entre ellos, no parecen entender que es la funcién y su proceso lo que hace esta
conexion. Una situacion similar reporta Pons (2014) debido a que encontrd evidencias de que
algunos estudiantes presentaron dificultades para coordinar las aproximaciones en el dominio y en
el rango. Ya que, 0 no coordinan las aproximaciones, o solamente realizan dicha coordinacion en
un Unico modo de representacion (numérico o grafico) cuando las aproximaciones laterales
coinciden. Sumando a lo anterior, en nuestra investigacion hallamos evidencia de que muchos
estudiantes solamente consideran una aproximacion lateral ya sea derecha o izquierda para
determinar a qué valor se aproxima la sucesion de valores tanto en el dominio como en el

codominio, otros mas realizaron una lectura de izquierda a derecha de todos los valores en la tabla.

Pons (2014) comenta que los estudiantes acceden al significado dinamico de limite mediante la
utilizacion del modo de representacién grafico cuando las aproximaciones laterales coinciden, se
progresa en modo numérico y se consolida en modo algebraico— numérico. Sin embargo, esta
situacion no se presentd en nuestra investigacion ya que es en el modo de representacion
algebraico-numérico donde los estudiantes tienen mayor éxito en la construccion de una
concepcion proceso del concepto de limite dentro de la concepcion dinamica. No obstante, donde

se tiene menor éxito es en la representacion grafica.

Algunas de las situaciones que consideramos que pudieron influir a que los estudiantes presentaran

menor desempefio en la representacion grafica se deben en primer lugar a que no se encontraban
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familiarizados con ella, esto implico a que no lograran determinar las imagenes de la funcion, por
lo que fue oportuna la intervencion del profesor al orientarlos a trazar lineas verticales y
horizontales, para determinar un valor aproximado de las imagenes de la funcion Sin embargo,
como se puede observar en el analisis de los datos, no se logré resultados destacados ya que algunos
no lograron determinar que cuando la grafica interseca al eje de las abscisas f(x) = 0. Otros mas,
mezclaron la sucesion de valores con el dominio y el codominio, lo que los llevo a conjeturar

errdneamente que la funcidn se aproximaba a dos valores diferentes.

En cuanto a la concepcidn métrica Pons (2014) reporta que los estudiantes tienen dificultades para
coordinar las métricas en términos de desigualdades. Mientras que Cottril et al. (1996) sefialaron
que solo unos pocos estudiantes iban mas alla de la coordinacion de los dos procesos de

aproximacion debido a la problematica utilizacion de las desigualdades.

En cuanto a las actividades de nuestra investigacion, cuya finalidad eran encaminar a los
estudiantes a desarrollar una concepcién métrica, el analisis indica que los estudiantes presentaron
varios problemas durante la solucion, uno de ellos fue el concepto de valor absoluto, debido a que
no se encontraban familiarizados por o menos con una nocidn basica. Dicha situacion traté de ser
subsanada con orientacion por parte del docente, no obstante, muchos estudiantes presentaron en

la tabla distancias negativas.

Otras de las dificultades encontradas fue la comparacién de cantidades de decimales, por lo que a
muchos de ellos les impidio establecer la condicion solicitada en una de las preguntas, donde, se
condiciona las distancias en valor absoluto de f(x) con respecto al valor al que se aproxima la
sucesion de valores de las imagenes de la funcion, Solamente pocos estudiantes presentaron
indicios de una comprension basica de la actividad y solo uno de ellos logré establecer las

distancias con el limite, sin llegar a mayor profundidad.

5.2 Estructuras mentales construidas en la concepcion dinamica

Como lo mencionamos en la seccién anterior el cuestionario final fue disefiado para detectar las
estructuras mentales que los estudiantes lograron construir una vez finalizada la secuencia didactica

en la nocion dinamica considerando los diferentes modos de representacion.

El anélisis de los datos muestra que los estudiantes tienen mayor o menor éxito en la construccion

de las estructuras mentales dependiendo los modos de representacion. Como lo mencionamos con
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anterioridad la mayor cantidad de estudiantes que lograron construir una concepcion proceso del
concepto de limite se encuentra en la representacion con 18 estudiantes, seguido por la
representacion numérica con 10 estudiantes, y con menor éxito se encuentra la representacion

algebraica debido que ningun estudiante logro construir esta estructura mental.

La mayoria de los estudiantes lograron construir una concepcion proceso de las sucesiones
numeéricas en el dominio, el codominio o ambas, pero no fueron capaces de coordinarlos. Por
ejemplo, en la representacién numérica 21 estudiantes mostraron evidencias de haber construido

esta estructura mental, en la algebraico-numeérica, 16 y 27 en la gréfica.

En cuanto a la representacion numérica 3 estudiantes de la poblacion de estudio muestran
evidencias de poseer una concepcion accion, de la misma manera con la misma cantidad de

estudiantes la representacion grafica.

La informacion anterior nos permite reflexionar que la secuencia didactica permitié construir los
primeros pasos de la descomposicion genética (concepcidn dindmica), pero no se logré construir
los niveles siguientes. Una reflexion similar la presentan Cottril et al. (1996) en su reporte de
investigacion en el que afirma que solo pocos estudiantes presentaron algin indicio de pasar muy
por encima de los primeros cuatro pasos de la descomposicion genética preliminar. Pero en general,
solo tienen una idea vaga de las desigualdades que intervienen de la descripcion del limite e-6.
Ademas, no hubo estudiantes que manifestaran evidencias de haber alcanzado los Gltimos dos

niveles.

Por otra parte Pons (2014) concluye que 59 estudiantes se encuentran en el nivel intra, 47 en el
nivel inter y 23 en el nivel trans, del nivel esquema del concepto de limite. Lo anterior se obtiene

del resultado de agregar varios elementos a su propuesta tedrica.

5.3 Recomendaciones Pedagdgicas

Seflalamos que es de suma importancia que los profesores consideren reforzar las construcciones
de conceptos previos como lo es el concepto de funcion, trabajar con actividades en las que se
aborden diferentes tipos de funciones como la constante y las definidas por partes. También

recomendamos abordar el concepto de valor absoluto y la comparacion de cantidades decimales,
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ya que, sin ellas, los estudiantes no lograran concepciones solidas de objetos matematicos mas

complejos como lo es el limite de una funcion.

Lo anteriormente expuesto nos orient6 a reflexionar que las actividades propuestas resultaron
adecuadas para la construccion de la concepcion proceso de la nocion dinamica del limite
funcional, pero consideramos que es necesario cambiar el orden de implementacion de algunas
actividades de la secuencia. Una propuesta es el intercambio de la actividad 6 por la actividad 7, y
de la actividad 10 por la actividad 12. También, consideramos que la actividad 9 puede ser resuelta
antes de abordar la actividad 6. Recomendamos incorporar tareas para casa con ejercicios similares,

para reforzar y encaminarlos hacia la definicion formal de limite.

La informacidn que obtuvimos de las respuestas dadas por los estudiantes permitieron detectar las
construcciones y los mecanismos mentales descritos en la descomposicion genética y que coinciden
con los reportados por Cottrill et al. (1996). Sin embargo, notamos la falta de mencion de una
construccion adecuada de los nimeros racionales que permitiria a los estudiantes ordenar y percibir
el comportamiento de una sucesion. Ademas del concepto de valor absoluto, ya que es una llave
que permitird trabajar con la concepcion métrica del limite de una funcion en futuras

investigaciones
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ANEXOS

Anexo 1. Secuencia Didéactica

Actividad 1

A partir de la tabla responde:

2.9 2.99 2.999 2.9999 3.0001 3.001 | 3.01

x
f(x) | 14.21 | 14.9201 | 14.992001 | 14.99920001 15.0080001 | 15.0801 | 15.81

¢A qué numero se aproxima x ?

¢A que numero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

Describe el comportamiento de la funcién f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.

Actividad 2

A partir de la tabla responde:

X 3.99 3.999 | 3.9999 | 3.99999 |...| 4.00001 4.0001 | 4.001 | 4.01
f(x) | 15.530 | 15.5254 | 15.501 | 15.50001 14.00003 | 14.0003 | 14.003 | 14.0
5 3

¢A qué nimero se aproxima x ?

¢A que numero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.

Actividad 3

Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = x? — 1.

x 1.9 1.99 | 1.999 | 1.9999 2 2.0001 2.001 2.01

f)

Con la informacion que reuniste contesta las siguientes preguntas:

¢A qué nimero se aproxima x ?

¢A que numero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

Describe el comportamiento de la funcién f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.

Actividad 4
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Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = —2.

3.9 | 3.99 | 3.999 4 4.0001 4.001 4.01

X
f)

Con la informacion que reuniste contesta las siguientes preguntas:
e (A gqué numero se aproxima x ?

e (A qué numero se aproximan los valores de la funcion f(x)?

e Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.

Actividad 5

2x+1 x<0

Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = {—Zx ~3 x>0

-0.1 -0.01 |-0.001 |-0.0001 | O 0.0001 | 0.001 |0.01 0.1

X
f)

Con la informacién que reuniste contesta las siguientes preguntas:
e (A qué numero se aproxima x ?

e (A qué numero se aproximan los valores de la funcion f(x) ?

e Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.

Actividad 6
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A continuacion se muestra la grafica de
cierta funcion, apoyate en ella y contesta
las siguientes preguntas: 1)

a) Elige unvalor parala x y calculael

valor de la funcion f(x) en ese s 5
punto.

b) Cuando x tome sucesivamente los
valores-2,-1.5,-1,-0.5,-0.1, ..., ;a
qué namero se aproxima la funcion

f(x)?

¢) Cuando x tome sucesivamente los valores 0.1, 0.5, 1, 1.5, 2,...., ;a qué numero se aproxima
la funcion f(x)?

d) Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.
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Actividad 7

A continuacion se muestra la grafica de cierta funcion, apdyate en ella y contesta las siguientes
preguntas:

a)

b)

d)

Elige un valor para la x y calcula el valor de la funcién f (x) en ese punto.

T

Cuando x tome sucesivamente
losvalores 0.5,1,1.2,1.5,1.7,
1.9,... (a qué numero se
aproxima la funcion f(x)?

Cuando x tome sucesivamente 5 5 ) - A » 3 L T
los valores 3.5, 3.2, 3, 2.7, 2.5, \/
2.3, 2.1,... ja qué namero se >

aproxima la funcion f(x)?

Describe el comportamiento de la funcion f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.
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Actividad 8

A continuacion se muestra la grafica de cierta funcion, apdyate en ella y contesta las siguientes
preguntas

a) Elige unvalor parala x y calcula el valor
de la funcion f(x) en ese punto. 8

b) Cuando x tome sucesivamente los
valores 0.5,1,1.3,1.5,1.7,1.9,... ;jaqué 2
numero se aproxima la funcioén f(x)?

¢) Cuando x tome, sucesivamente, los valores 3.5, 3, 2.7, 2.5, 2.3, 2.1,... ja qué nimero se
aproxima la funcién f(x)?

d) Describe el comportamiento de la funcién f(x) con relacion al comportamiento de la
variable x.
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Actividad 9

Observa la siguiente gréfica correspondiente a cierta funcion g(x),
apOyate de los trazos y nota lo siguiente

Six = 0.5, el valor de g(x) = 5.25

Six = 3, el valorde g(x) =19

Realiza los trazos necesarios para completar los siguientes enunciados:
Six =1,elvalorde g(x) =
Six = 3.2, el valorde g(x) = _

Six = 1.5, el valor de g(x) = _

Six = 2.5, el valor de g(x) =

Six = 1.75, el valor de g(x) =

Six = 1.25, el valor de g(x) =

¢Qué valor aproximadamente tomaré g(x), cuando x = 1.9 ?

¢Qué valor aproximadamente tomara g(x), cuando x = 2.1 ?
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Actividad 10

x’=-1 x<2

En la siguiente tabla te presentamos los valores que toma la funcién f(x) = {
x+1 x=2

para ciertos valores. Ademas, se han construido dos columnas més con los valores de diferencias
en valor absoluto de |x — 2| y [f(x) — 3]|. Analiza detenidamente los datos presentados y contesta
las siguientes preguntas.

x f(x) |x—2] | [f(x) — 3|
1,9 2,61 0,1 0,39
1,99 2,960 0,01 0,040

1,999 2,9960 0,001 0,004
1,9999 2,99960 | 0,0001 | 0,0004
2,0001 3,0001 | 0,0001 | 0,0001
2,001 3,001 0,001 0,001
2,01 3,01 0,01 0,01
2.1 3,1 01 0,1

¢Qué tan proximos deben de estar los valores de x de 2, para que la diferencias de f(x) — 3 en
valor absoluto sean menor que 0.004?

Con la informacion que posees hasta ahora, ¢podrias indicar cual es el limite de la funcion f(x)
en el punto x = 2? Justifica tu respuesta
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Actividad 11

En la actividad 4 calculaste los valores que toma la funcién f(x) = —2 cuando la variable x toma
ciertos valores, te presentamos en la siguiente tabla los valores que toma f(x). Ademas se han
construido dos columnas mas de diferencias en valor absoluto, en la cuarta columna se han
calculado los valores absoluto de |f (x) + 2|. Con ayuda de tu calculadora encuentra los valores de
lx — 4.

Una vez que hayas completado la tabla contesta las siguientes preguntas

X fx) lx =4 |1f(x)+2]
39 -2 0
3,99 -2 0

3,999 -2 0
3,9999 -2 0
4,0001 -2 0
4,001 2 0
4,01 2 0
4,1 -2 0

¢ Qué sucede con las distancias de |x — 4|cuando x toma valores cada vez mas proximos a 4?

¢Qué sucede con las distancias de |f (x) + 2| cuando f(x) toma valores cada vez méas proximos a
-2?

¢Qué tan proximos deben de estar los valores de x de 4, para que la diferencias de f(x) — (—2),
en valor absoluto, sea menor qué 0,0001?

Con la informacién que posees hasta ahora, ¢podrias indicar cual es el limite de la funcién f(x)
en el punto x = 4?

Actividad 12
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En la actividad 1 calculaste los valores que toma la funcion f(x) = x? — 1 cuando la variable x
toma ciertos valores, te presentamos en la siguiente tabla los valores que toma f(x). Ademas se
han construido dos columnas més de diferencias en valor absoluto, en la tercera columna se han
calculado los valores absoluto de |[x — 2|. Con ayuda de tu calculadora encuentra los valores de
If(x) — 3|.

Una vez que hayas completado la tabla contesta las siguientes preguntas

x f(x) lx—2| | If(x)=3]
1,9 2,61 01

1,99 2,9601 0,01

1,999 2,996001 | 0,001

1,9999 2,99960001 | 0,0001

2,0001 3,00040001| 0,0001

2,001 3,004001 0,001
2,01 3,0401 0,01
2,1 3,41 0,1

¢Qué sucede con las distancias |x — 2| cuando x toma valores cada vez méas proximos a 2?

¢Qué sucede con las distancias de |f(x) — 3| cuando f(x) toma valores cada vez mas proximos a
3?

¢Qué tan proximos deben de estar los valores de x de 2, para que la diferencias de f(x) — 3, en
valor absoluto, sea menor qué 0,0399?

Con la informacidn que posees hasta ahora, ¢podrias indicar cuél es el limite de la funcién f(x) en
el punto x = 2?
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Anexo 2. Cuestionario final

Nombre: Edad

Sexo:-M( )F( )

El objetivo de esta prueba es conocer tu comprension del concepto limite después de haber
trabajado la secuencia didactica en clase. Los resultados se utilizaran como parte de una
investigacion académica y seran presentados de manera anonima. Gracias por tu participacion

1.- A partir de la tabla responde:

b 4.9 4.99 4.999 4.9999 5.00001 5.0001 5.001 5.01
f(x)| 9.8 9.98 9.998 9.9998 10.00002 10.0002 10.002 | 10.02

e ;Cual es el limite de la funcion en x = 5? Justifica tu respuesta.

2.- A partir de la tabla responde:

x 1.7 1.8 1.99 1.999 2.001 2.01 2.2 2.3
f(x)| 3.9 4.24 | 4.960 4.9960 4.001 4.01 4.2 4.3

e ;Cudl es el limite de la funcion en x = 2? Justifica tu respuesta.

3.- Completa la siguiente tabla para la funcion f(x) = 6.

x 2.9 | 2.99 | 2.999 3.0001 3.001 3.01
f)

Con la informacion que reuniste contesta la siguiente pregunta:

e ;Cudl es el limite de la funcion en x = 3? Justifica tu respuesta.

4.- A continuacion se muestra la grafica de cierta funcidn, apdyate en ella y contesta las siguientes
preguntas:
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e Cuando x tome sucesivamente los valores -0.5,
0,0.3,0.5,0.9,..., ;a qué nimero se aproxima
la funcién f(x)?

e Cuando x tome sucesivamente los valores 3,
2.5,2,15,1.1,..., ;a qué nimero Se aproxima
la funcion f(x)?

e ;Cual es limite de la funcion en x = 1? Justifica tu respuesta.
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