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Resumen

Existen varios libros de texto oficiales de educacién secundaria en México que uti-
lizan el método de la balanza para la ensenianza de las ecuaciones de primer grado.
Como estos libros inciden de manera directa en un gran nimero de estudiantes, es
pertinente realizar un andlisis del impacto que este método tiene sobre su aprendizaje.
Con este propdsito y con el objetivo de reconocer que tipo de uso de la balanza existe,
y si hay casos en que su uso no es cognitivamente adecuado, se revisaron 96 libros
de matematicas I, II y III a nivel secundaria (CONALITEG) en los ciclos escolares
2015-2016 y 2016-2017. En esta revisiéon se encontraron 168 problemas que utilizan la
balanza, distribuidos en los libros de los tres niveles de secundaria, la mayoria en pri-
mero y segundo grado. Adicionalmente se propone una clasificacién de los problemas
en 9 grupos: I) los que aplican el método de la balanza, IT) los que se clasifican por el
nimero de ecuaciones, III) los que tratan el aspecto DATOS, IV)los que tienen como
objetos expresiones algebraicas o nimeros, V) los que tratan el aspecto EVENTO, VI)
los de errores de concepto, VII) los de acertijos, VIII) los de balanza de Arquimides
(palanca) y IX) los que utilizan a la balanza como artefacto. Para verificar la autenti-
cidad de los problemas nos apoyamos en la teoria de Palm. Con relacién a la medida
del impacto en el aprendizaje de los estudiates, se disend y aplicé una hoja de trabajo
con dos problemas elegidos de los 168 de manera que uno de ellos es auténtico y el otro
no. La hoja de trabajo se implementd en 113 estudiantes de tercer afio de secundaria y
en 125 estudiantes de primer ano de preparatoria.
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Introduccion

El método de la balanza para la ensenanza de las ecuaciones de primer grado es
un modelo frecuentemente estudiado por diversos autores como Figueira-Sampaio, dos
Santos y Carrijo (2009), Turmudi y Haryanto(2011) entre otros, esto se debe a que
se ha reconocido que el uso de las diferentes formas representacionales pueden contri-
buir en el aprendizaje de los estudiantes y ademdés estimular el pensamiento relacional
(Suh y Moyer, 2007). Autores reconocidos, como Greenes y Findell (1999) y Gardner
(1993) recomiendan el uso de la balanza para representar expresiones algebraicas con el
objeto de promover el pensamiento relacional de los estudiantes. Dichos autores tam-
bién establecen que los estudiantes desarrollan el razonamiento matematico en algebra
cuando son capaces de interpretar las ecuaciones algebraicas usando dibujos, graficos
y representaciones simbolicas (elementos que aparecen en el modelo de la balanza). La
importancia de estas representaciones es determinada por estandares internacionales
como lo senalan Suh y Moyer (2007). En la presente investigacion se revisé el curriculo
de la SEP, para verificar si toma en cuenta el uso de la balanza en la ensenanza de ecua-
ciones de primer grado. También se consulté el manual o libro del maestro de secundaria
SEP para saber cémo aborda el tema de ecuaciones de primer grado. Como resultado
encontramos que en los programas de estudio de secundaria SEP, se propone estudiar
las ecuaciones de primer grado en segundo ano, en el bloque IV en las orientaciones
didécticas y planes de clase 8.4.2. En su plan de clase se sugiere utilizar el método de
la balanza como un apoyo concreto para dar sentido a las propiedades de la igualdad.
Liga de informacién: www.curriculobasica.sep.gob.mx/index.php/prog-secundaria En
el manual para el maestro se sugiere que el método para entender ecuaciones de primer
grado se aprende mejor si se introduce con modelos como el de la balanza. Liga de in-
formacién: http://www.uv.mx/personal /grihernandez/files/2011/04/libromaestro.pdf

También se recopilaron y analizaron 168 problemas distribuidos en 96 libros de
matemadticas a nivel secundaria (ciclo escolar 2015-2016 y 2016-2017)) que se pueden
consultar en la pagina de la comisiéon nacional de libros de texto gratuitos CONALI-
TEG (http://www.conaliteg.gob.mx/). Se identifican los problemas que no son auténti-
cos desde la perspectiva de la teoria de Palm (2006,2008), analizando los siguientes 3
aspectos para visualizar detalles més finos en la contextualizacién del problema: even-



to (que no sea absurdo), datos (que sean reales) y preguntas (que sean pertinentes).
Asimismo se realizé el disefio una hoja de trabajo (con un problema auténtico y otro
problema no auténtico) que se aplica a 113 estudiantes de la Secundaria Técnica N. 60
y a 125 estudiantes de la preparatoria Benito Judrez Garcia de la BUAP. Los objeti-
vos de estas actividades exploratorias son investigar que hacen los alumnos cuando se
les presenta un problema auténtico y averiguar si los alumnos cuando se les presenta
un problema no auténtico son capaces de detectar el error o se encuentran totalmente
desorientados. Finalmente se presentan resultados de las practicas realizadas con estu-
diantes de secundaria y con estudiantes de nivel medio superior, con el fin de determinar
el funcionamiento y el impacto de dicho modelo.

Nuestro trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera: En el primer capitu-
lo presentamos el marco tedrico, en el segundo capitulo las investigaciones previas re-
lacionadas, el tercer capitulo contiene la investigacién documental y finalmente en el
cuarto capitulo la investigacién realizada con los estudiantes.



Capitulo 1

Marco teorico

Para alcanzar nuestros objetivos de investigacién tomamos en cuenta el modelo de
la balanza propuesto por Filloy, el cual es considerado por varios autores como uno
de los principales para los aspectos didacticos. Para el andlisis de la autenticidad de
los problemas modelados con el método de la balanza se consideran tres aspectos de la
teoria de Palm: evento (real), datos (no contradictorios) y pregunta (sensata). Para la no
autenticidad de un problema basta con que se incumpla un sélo aspecto de la teoria de
Palm, para su autenticidad, en un sentido riguroso tendrian que cumplirse 16 aspectos
(incluidos los sub-aspectos). En nuestra investigacién convenimos en que un problema
es auténtico si cumple con los tres aspectos considerados y es no auténtico en otro caso.
También es importante para nuestra investigacion la revisién del libro para el maestro
de Matematicas de Secundaria que propone la SEP. Este libro que se propone como una
guia para el profesor de secundaria, sustenta la razén de nuestra investigacion debido
a que se presentan sugerencias de cémo abordar el tema de la solucion de ecuaciones
lineales a través del método de la balanza. Este capitulo consiste de 3 secciones; en
la seccion 1.1, presentamos el modelo de la balanza de Filloy, en la seccién 1.2, se
presentan los aspectos de la teoria de Palm y finalmente en la seccién 1.3 se muestra
la parte correspondiente al tema de las ecuaciones lineales por el método de la balanza
del libro del maestro.

1.1. El modelo de la balanza en el aprendizaje inicial del
algebra

En el aprendizaje inicial del dlgebra (Filloy, 1999) recomienda utilizar el método de
la balanza para la ensenanza de las ecuaciones de primer grado. El punto de partida
para establecer su modelo se basa en una de las primeras operaciones sobre la incégnita



para la resoluciéon de ecuaciones lineales “no aritméticas” y la introducciéon semantica
de dicha operacién mediante la utilizacion de modelos concretos, basicamente utiliza
el método de la balanza para ensenar a operar la incégnita en una ecuacién de primer
grado de la forma

Az + B = Clu, (1.1)

donde A, B, y C son enteros positivos dados y C' > A.

La propuesta de Filloy puede ser explicada a través de 5 pasos fundamentales los cuales
describimos a continuacién.

Paso 1. Reproduccién del modelo (la traduccién de ecuacién al modelo)

En la figura 1 se muestra la balanza que utiliza Filloy para resolver ecuaciones de
primer grado de la forma (1). En lado izquierdo observamos que los cuadros huecos
representan a los objetos cuyo peso no se conoce, es decir el coeficiente que acompana
a la variable x, los cuadros rellenos representan a la constante B, del lado derecho tam-
bién observamos cuadros huecos que representan a los objetos cuyo peso no se conoce
del coeficiente C.
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(A) Objetos con igual (B) Objetos con igual (C) Objetos con igual
peso (desconocido) peso (conocido) peso (desconocido)

Figura 1.1: Modelo de la balanza de Filloy.

Paso 2. Situacion de equilibrio

Se realiza la manipulaciéon de los objetos en ambos lados de los platillos reduciendo
de manera iterada los objetos de peso desconocido, manteniendo el equilibrio, hasta
eliminar todos los objetos de este tipo de uno de los platillos (ver figura 1.2).

Paso 3. Elaboracién de la ecuaciéon simplificada

Después de la eliminacién de los objetos desconocidos la ecuacién (1) queda reduci-
da a una ecuacién aritmética de la forma

(C — A)z = B. (1.2)

Aqui debemos observar que si C — A = 1 el problema se resuelve de manera exitosa
con el modelo de la balanza. En el caso C' — A > 1, el modelo pierde sentido ya que la
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(A) Objetos con igual (B) Objetos con igual (C) Objetos con igual
peso (desconocido) peso (conocido) peso (desconocido)
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(B) Objetos (C-A) Objetos

Figura 1.2: Esta imagen muestra el resultado de la eliminacién de objetos desconocidos en la

imagen de la Figura 1.1.

balanza es un artefacto concreto, cuyo objetivo es la comparacién de las masas con la
manipulacion de los objetos de tal manera que ésta nunca pierda el equilibrio. La salida
de Filloy a este problema se reduce a la solucién aritmética debido a que los objetos en
la balanza no pueden ser divididos para manipularlos, de aqui la distincién entre una
ecuacion aritmética y una ecuacién algebraica.

Paso 4. Resolucién de la ecuacion simplificada

En este caso como se ha mencionado anteriormente se procede a dar una solucién
aritmética al problema inicialmente planteado en el caso de que C' — A > 1.

Paso 5. Verificaciéon de la respuesta

Finalmente se le da el valor correspondiente al objeto con masa desconocida y se veri-
fica si la suma de las masas de los objetos del platillo izquierdo coincide con la suma
de las masas de los objetos del platillo derecho.

1.2. Teoria de Palm: marco para las tareas auténticas

Muchas situaciones del mundo real son “interpretadas” como problemas verbales,
es natural preguntarse sobre el significado de esta interpretacién o concordancia. El
marco hace alusién a dicho significado, el desarrollo de actividades que nos conducen a
tal concordancia se puede considerar como la simulacién de una situacién real a través
de esquemas en un problema verbal.



El marco parte de la suposicién de que si una medida del funcionamiento en un pro-
blema verbal es interpretada como relevante al funcionamiento de una situacién real,
entonces hay condiciones representativas de los estimulos y las respuestas que se pro-
ducen en la vida real (Fitzpatrick y Morrison, 1971, p. 239).

Forman parte fundamental para la simulaciéon de una situaciéon real los siguientes con-
ceptos:

i) Comprensién (gama de diversos aspectos de la situacién que se simula).
ii) Fidelidad (grado de aproximacién a una representacion).
iii) Representatividad (combinacién de comprension y de fidelidad).

El marco abarca un conjunto de aspectos de las situaciones de la vida real que son
importantes en la simulacién de situaciones del mundo real. En muchas situaciones
del mundo real es imposible simular todos los aspectos implicados, por lo que se hace
necesario establecer restricciones sobre la comprensién.

Dentro de la teoria de Palm se proponen aspectos que puedan hacer que la fidelidad de
éstos impacte en:

a) La medida en que los estudiantes relacionan las actividades matemdticas con las
situaciones verdaderas que se simulan.

b) Las capacidades requeridas para crear un modelo matemético basado en una situa-
cién en el mundo real y, a la vez, en las competencias requeridas para interpretar
los resultados matemaéticos obtenidos en relacién a la situacién real.

A continuacién se presentan todos los aspectos importantes de la teoria.

1.2.1. El marco: Aspectos de importancia

Para la simulacién de situaciones de la vida real los aspectos enlistados a continua-
cién son considerados por la Teoria de Palm como los mas importantes.

A EVENTO
B PREGUNTA
C INFORMACION/DATOS

C1 Existencia
C2 Realismo



D PRESENTACION

D1 Modo
D2 Lenguaje

E ESTRATEGIAS DE SOLUCION
E1 Disponibilidad
E2 Experiencia plausible

F CIRCUNSTANCIAS

F1 Disponibilidad de herramientas externas
F2 Direccion

F3 Consulta y colaboracién

F4 Oportunidades de la discusién

F5 Tiempo

F6 Consecuencias
G REQUISITOS DE LA SOLUCION
H PROPOSITO EN EL CONTEXTO FIGURADO

A. EVENTO. El aspecto evento hace referencia al evento que describe la tarea. Un
requisito fundamental para la simulacion de una situacion real es que el acontecimiento
ha ocurrido o tiene una ocasién justa de ocurrir extraescolarmente. Para ejemplificar,
problemas verbales comunes en probabilidad son:

a) Seleccionar canicas en una urna y observar sus colores.
b) Lazar dos dados y observar la suma de los valores de las caras.

Estos acontecimientos no suceden normalmente, por lo que se consideran eventos no
verdaderos. Como ejemplos de eventos que ocurren justificadamente podemos citar:

1. Un hombre observa el niimero de personas en una fila en un cajero automatico.
2. Una persona escucha por la radio el prondstico del tiempo.

3. Una costurera observa la superficie de una tela.



B. PREGUNTA. El aspecto pregunta se enfoca en la concordancia entre la asignacién
dada en la tarea escolar y la situaciéon del mundo real correspondiente. Una pregunta
pertinente es aquella que se pudo presentar realmente en una situacién del mundo real.
Por ejemplo, en los eventos a y b cualquier posible pregunta probablemente no seria
hecha en el acontecimiento descrito, mientras que las preguntas en los otros problemas
verbales podrian ser:

1. El hombre del cajero quisiera saber, cuanto tiempo le llevara realizar su retiro de
efectivo.

2. El radio-escucha quisiera saber cudl es la vestimenta adecuada para la ocasion.

3. La costurera desea saber cuantas camisas se pueden confeccionar con la superfi-
cie de tela.

C. INFORMACION/DATOS. El aspecto datos contempla la informacién y los
datos en la tarea: valores, modelos y las condiciones dadas en la situacién correspon-
diente. Este aspecto se divide en los siguientes tres sub-aspectos:

C1. Existencia. El sub-aspecto existencia hace referencia a la adecuacién entre dos
tipos de informacion:

e Informacién disponible en la tarea escolar.
e Informacion disponible en la situacién simulada.

Por ejemplo, si en determinado evento escolar se da como informacién la desviacién
estandar y la media, esta informacion no estaria disponible en la situacion del mun-
do real correspondiente. Por lo que puede haber una gran discrepancia entre las ma-
tematicas aplicables en la situacion escolar y las matematicas aplicables en la situacién
extraescolar correspondiente.

C2. Realismo. Un aspecto importante en simulaciones de la vida real es el realis-
mo. Gran parte de las estrategias de solucién de los estudiantes, se basan en juicios de
cardcter razonable de sus respuestas y con referencia a la realidad (Stillman, 1998). El
realismo de los valores dados en las tareas escolares es entendido en el sentido idéntico
o aproximado a los valores en la situacién que se simula.

C3. Especificidad. El sub-aspecto especificidad alude a la adecuacion entre:
e la especificidad de la informacién disponible en la situacién escolar y

e la situacién simulada.
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Por lo regular, esta adecuacion es importante en el razonamiento de los estudiantes, en
las situaciones escolares y extraescolares la carencia de la especificidad puede producir
un contexto diferente que impacte en la eleccion de la estrategia y el éxito de la solucién
( Baranes, Perry, y Stiegler, 1989; Taylor, 1989).

Por ejemplo, el razonamiento de los estudiantes puede ser diferente ante los eventos:
e Compartir una rebanada de pan.
e Compartir un pastel. (Taylor, 1989).

También por ejemplo si el precio de una clase especifica de caramelo es la cuestién en
la situacién de la vida real y en la situacion escolar no se sabe que el precio se refiere
a este objeto, entonces los estudiantes no tendran las mismas oportunidades (que en la
situacién real tendrian) de juzgar el cardcter razonable de sus respuestas.

D. PRESENTACION La presentacién es el aspecto que hace alusién a la forma
o manera en la que la tarea se trasmite a los estudiantes. Este aspecto se divide en dos
sub-aspectos:

D1. Modo. El sub-aspecto modo se refiere a la manera en que el problema y la
informacién se transmiten a los estudiantes, esto es, si la tarea se comunica oralmente
o por escrito y si la informacién se presenta en palabras, diagramas o tablas. En de-
pendencia de la simulacién de este aspecto estan las matematicas que se requieren.

D2. Uso del Lenguaje. De acuerdo a andlisis lingiiisticos existen diferencias de los
aspectos semanticos, de referencia y estilisticos entre:

e Textos escolares donde tratan problemas verbales.
e Textos que describen situaciones de la vida real.

Las tareas escolares requieren diversas capacidades en la interpretacién de las tareas
extraescolares correspondientes, y el uso de la lengua puede impedir las posibilidades
del mismo uso de las matematicas en las situaciones escolares y extraescolares (Nesher,
1980).

Impactan en las capacidades de interpretacion:
e Los términos dificiles.

e La estructura de la oracion.
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e La cantidad de texto.(Foxman, 1987; Mousley, 1990).

Para las simulaciones, es importante que el lenguaje usado en la tarea escolar, no sea tan
diferente de una situacién de tarea extraescolar correspondiente, ya que una diferencia
considerable afecta las posibilidades de los estudiantes utilicen las mismas matemati-
cas que utilizarian en la situacién que se simula. Como ejemplo, podemos mencionar
que el término ”diseccién” puede impedir la comprensién en un problema verbal escolar.

E. ESTRATEGIAS DE SOLUCION. Para la simulacién de una situacién es im-
portante incluir el papel y el propdsito de la persona que se dispone a solucionar la
tarea. El aspecto estrategias de solucién se divide en dos sub-aspectos:

E1. Disponibilidad. La disponibilidad de las estrategias de solucién se refiere a la
adecuacién entre las estrategias de soluciones:

e disponibles para los estudiantes que solucionan tareas y

e las disponibles para las personas descritas para la resolucion de las tareas corres-
pondientes en la vida real mas alla de la escuela.

Si estas estrategias no coinciden, los estudiantes no tendran las mismas posibilidades
de usar las mismas matemadticas que usarian en la situacién simulada. Hay ejemplos
donde suponen a los estudiantes tomar el papel de si mismos, mientras que en otros no
se sabe en qué papel los estudiantes solucionan la tarea.

E2. Experiencia plausible. El sub-aspecto experiencia plausible hace alusién a la
adecuacién en las estrategias de experiencia como:

e plausible para la resolucién de la tarea en la situacién de la escuela y
e esta experiencia como plausible en la situacion simulada.

Para ejemplificar, es comin que en algunos libros de texto comiencen con una des-
cripcién de un método particular para solucionar tareas, seguido por un conjunto de
tareas, esto se puede experimentar como un requerimiento para utilizar este método y
que otros métodos aplicables en la situacion extraescolar no aplicaran para estas tareas.

F. CIRCUNSTANCIAS. Este aspecto alude a las circunstancias bajo las cuales
debe ser solucionada una tarea. Dichas circunstancias son factores del contexto social
(Clarke y Helme, 1998). Este aspecto se subdivide en los 6 sub-aspectos siguientes:

F1. Disponibilidad de herramientas externas. Este sub-aspecto hace referencia
a las herramientas concretas fuera de la mente, como por ejemplo una calculadora, un

12



mapa o una regla.

Para visualizar la importancia de este aspecto, pensemos por ejemplo en la diferen-
cia de las capacidades matematicas requeridas para calcular el costo mensual de un
préstamo hipotecario mediante software especializado y las capacidades matematicas
para hacer este calculo mediante una calculadora.

F2. Direccién. El sub-aspecto direccién es dado en forma de sugerencias que pue-
den ser explicitas o implicitas. Por ejemplo, en una tarea escolar puede sugerirse que
el estudiante empiece calculando el costé maximo, si esta sugerencia no es dada en la
situacion simulada, puede causar una gran diferencia en lo que se espera que los estu-
diantes logren en ambas situaciones.

F3. Consulta y colaboraciéon. En este sub-aspecto se senala que las situaciones
de tarea extraescolares son solucionadas con la colaboracion dentro de grupos, o con la
posibilidad de ayuda. En tales circunstancias se debe considerar que en las simulaciones
la entrada de otras personas puede afectar las habilidades y competencias necesarias
para resolver una tarea (Resnick, 1987).

F4. Oportunidades de la discusiéon. Aqui se hace referencia a las posibilidades
que tienen los estudiantes para preguntar o discutir sobre el significado y la compren-
sién de la tarea. La falta de concordancia entre las situaciones escolares y extraescolares
puede causar diferencias en las matemaéticas usadas, se ha demostrado que esta comu-
nicacién que tiene el poder de afectar al significado experimentado de la tarea y de las
estrategias de solucién aplicadas (Christiansen, 1997).

F5. Tiempo. Este aspecto la presién del tiempo pude resultar un impedimento para
resolver una determinada tarea. Por lo que resulta importante para la simulacién que
las restricciones de tiempo no causen diferencias significativas en las posibilidades de
resolver la tarea escolar en comparacién con las situaciones que se simulan.

F6. Consecuencias de la solucién de éxito de la tarea (o fracaso). Las conse-
cuencias para los solucionarios dependen de la solucién de éxito o fracaso de la tarea,
por lo que un aspecto a considerar para la simulacién es el de las consecuencias. Este
sub-aspecto puede contemplar los esfuerzos para promover la motivacién para la so-
lucién de problemas verbales (en muchos casos extraescolarmente se observa que en
la vida real las personas son motivadas en la resolucién de problemas). Esta situacién
puede aterrizarse en proyectos escolares con consecuencias reales que impacten en be-
neficios sociales, un ejemplo de tales proyectos es el que se describe en Tate (1995).
En este proyecto los estudiantes utilizan las matematicas en sus esfuerzos para que las
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licorerias sean reubicadas lejos de la escuela de su vecindario.

G. REQUISITOS DE LA SOLUCION. En este aspecto la soluciéon a un pro-
blema es interpretada en un sentido amplio, esto es, debe ponerse atencion tanto en el
método de solucién como en la respuesta final a una tarea. Asi que pueden constituirse
como requisitos para las soluciones a las tareas escolares los siguientes:

e Los juicios en la validez de respuestas.
e La discusién de los métodos de solucién.
e Frases en el texto de la tarea.

Estos requisitos deben ser coherentes con lo que se considera una solucién adecuada
en una situacién simulada correspondiente (los cdlculos y respuestas deben estar vin-
culados con la realidad), y se espera que el estudiante deba tomar consciencia de esto
para evitar se vea obligado a pensar de manera diferente de lo que se corresponde en
situaciones extraescolares (Cooper, 1992).

H. PROPOSITO EN EL CONTEXTO FIGURADO. En ocasiones en la si-
mulacion, es fundamental que el estudiante tenga la claridad que el solucionador tiene
del propdsito de la tarea en el contexto figurado. La conveniencia de la respuesta a una
tarea y las consideraciones necesarias de ser hecho asi, dependen a veces del propédsito
de encontrar la respuesta. En muchas tareas, el método entero de la solucién depende
del propésito (Palm, 2002).

1.2.2. Clasificacién de las contextualizaciones

Los aspectos contemplados en la teoria de Palm han sido tomados como un referente
para muchos investigadores en el drea educativa [Refs|. Una parte muy importante de
la teoria es que podemos distinguir dos clases de contextualizaciones: las auténticas y
las artificiales.

Las contextualizaciones auténticas son aquellas que cumplen con el marco tedrico,
elaborado por Palm (2002, 2006), en el que se define el término autenticidad y las
contextualizaciones artificiales son aquellas en que se incumple uno o varios elementos
de las contextualizaciones auténticas.

Debido a la cantidad de problemas analizados en este trabajo de investigacion (capitu-

lo 3) y a las limitaciones de tiempo, hemos convenido en esta investigacién en hacer
nuestra clasificacién de las contextualizaciones de la siguiente manera:
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Un problema se clasifica como auténtico si cumple con cada uno de los siguientes
aspectos:

A EVENTO
B PREGUNTA
C INFORMACION/DATOS

C1 Existencia
C2 Realismo

Un problema se clasifica como no auténtico o artificial si incumple alguno de los aspec-
tos anteriores. En un sentido estricto los problemas que se ubican en esta clase coinciden
con la clasificacion que se haria de estos mismos problemas tomando en cuenta todos
los aspectos de la teoria de Palm.

En el caso de los problemas clasificados como auténticos de acuerdo a nuestra con-
vencion se tendrian que verificar los 4 aspectos restantes para estar completamente
seguros de su autenticidad segin Palm.

1.3. Libro del maestro de secundaria 2011

El Libro para el maestro. Matematicas. Educaciéon secundaria desde su primera
edicién (1994) hasta la més reciente (2004) se propone por la Secretaria de Educacién
Publica como un material de apoyo dirigido a los profesores de la asignatura, de los
tres grados de la educacion secundaria con la intencién de fortalecer el trabajo docente
de los profesores y con el propésito principal de enriquecer sus recursos para ayudar a
sus alumnos a estudiar matemaéticas.

A partir de la segunda edicién (2001) se le han incorporado nuevos materiales como
Secuencia y organizacion de contenidos. Matematicas. Educacién secundaria y el Fi-
chero. Actividades didacticas. Matematicas. Educacion secundaria. En su edicién més
reciente del Libro para el maestro (Educacién bésica. Secundaria 2004), se enriquece el
capitulo referido al enfoque didactico para el estudio, la ensenanza y el aprendizaje de
las matemadticas, propuesto en el Plan y programas de estudio correspondientes. En la
ultima edicién (2004) se proponen orientaciones concretas respecto al tratamiento de
los contenidos matematicos para cada una de las areas:

1 Aritmética

2 Algebra
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3 Geometria (en el tercer grado se agrega trigonometria)
4 Presentacién y tratamiento de la informacion
5 Nociones de probabilidad

Las orientaciones cubren sélo los temas donde consideran que el alumno presenta fre-
cuentemente dificultades. También se proponen actividades y problemas diseniados es-
pecialmente para los alumnos de secundaria. El libro en su edicién 2004, se encuentra
estructurado en 6 capitulos, todos los capitulos excepto el primero corresponden a las
areas antes mencionadas.

El primer capitulo, se reserva para explicar los propésitos del estudio de las matematicas
en la educacién secundaria y algunos aspectos del enfoque didéactico. Para comprender
el tipo de orientaciéon que se propone en el libro, presentamos a continuaciéon algunos
de los aspectos contemplados en este capitulo.

El primer capitulo titulado Enfoque, se refiere al enfoque didactico para el estudio, la
ensenanza y el aprendizaje de las matematicas en la educacién secundaria. El capitulo
es motivado resaltando la importancia de las matematicas en la vida diaria, aqui vale
la pena senialar que los ejemplos presentados en esta motivaciéon corresponden a activi-
dades que surgen en los ambitos cientificos y tecnoldgicos.

Los propésitos del estudio, la ensenanza y el aprendizaje de las matemaéticas en la
educacién secundaria estdn enfocados (en este libro) principalmente en la formacién
de los estudiantes. Esencialmente en desarrollar habilidades, promover actitudes
positivas y adquirir conocimientos matematicos.

Las habilidades que se pretenden desarrollar son:

e Calcular (establecer relaciones entre las cifras o términos de una operacién o de
una ecuacién para producir o verificar resultados).

e Inferir (posibilidad de establecer relaciones entre los datos explicitos e implicitos
que aparecen en un texto, una figura geométrica, una tabla, grafica o diagrama,
para resolver un problema).

e Comunicar (utilizar la simbologia y los conceptos mateméaticos para interpretar
y transmitir informacién cualitativa y cuantitativa).

e Medir (establecer relaciones entre magnitudes para calcular longitudes, superfi-
cies, volimenes, masa, etcétera).
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e Imaginar ( trabajo mental de idear trazos, formas y transformaciones geométri-
cas planas y espaciales).

e Estimar (encontrar resultados aproximados de ciertas medidas, de operaciones,
ecuaciones y problemas).

e Generalizar (descubrir regularidades, reconocer patrones y formular procedi-
mientos y resultados).

e Deducir (establecer hipdtesis y encadenar razonamientos para demostrar teore-
mas sencillos (H. Balbuena 1998)).

Dentro de la promocién de actitudes positivas se persigue fomentar actitudes como:
e Colaboracién (asumir la responsabilidad de un trabajo en equipo).
e Respeto (al expresar ideas y escuchar las de los demés).
e Investigacién (buscar y verificar diferentes estrategias para resolver problemas).

e Perseverancia (llevar a buen término el trabajo aun cuando los resultados no
sean los 6ptimos).

e La autonomia (al asumir la responsabilidad de la validez de los procedimientos
y resultados).

e Sana autoestima (reconocer el valor del trabajo propio, para fortalecer la segu-
ridad personal).

La adquisiciéon de conocimientos matematicos tiene como tarea especifica el estudio de
las disciplinas en las cinco areas mencionadas. Esta pretende consolidar el proceso de
formacion basica con el objeto de obtener una cultura matematica significativa y funcio-
nal. Aqui por cultura matematica significativa y funcional”los autores se refieren a que
los estudiantes puedan usar los conocimientos adquiridos de matematicas
en las diversas actividades que realizan cotidianamente. Otro aspecto que se
busca con la adquisicién de los conocimientos matematicos es consolidar el proceso
de estudio de las matematicas iniciado en la educacién preescolar y primaria.

Otro aspecto importante del enfoque didactico es el papel de los problemas en
el estudio de las matematicas. Por problema los autores se refieren a

“una situacion que presenta un reto, un desafio, ante el cual, el alumno que inten-

ta responderlo no dispone de un recurso expedito y, por tanto, debe buscar, ensayar,
establecer relaciones, analizar sus efectos, elaborar conjeturas, probarlas y validarlas”.
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Con base en esta concepcion los autores sugieren que los problemas propuestos a los
estudiantes cumplan con:

e Ser un reto interesante que fomente en el estudiante una actitud de bisqueda,
orientada a proponer conjeturas y posibles estrategias de resolucion.

e El problema debe permitirle al estudiante explorar las relaciones entre nociones
conocidas y posibilitarle el avance hacia la comprensién y asimilacién de nuevos
conocimientos.

e El problema debe contener los elementos que permitan validar sus propias conje-
turas, procedimientos y soluciones, o desecharlas cuando sean incorrectas.

Otros aspectos del enfoque que no detallaremos aqui son: El ambiente de estudio en el
aula, el tipo de situaciones probleméticas propuesto, el juego como recurso didactico,
materiales manipulables y las nuevas tecnologias, las tareas en casa, la confrontacion,
los errores en la resolucién de problemas y la validacién de resultados, las secuencias
didacticas y la formalizacion del conocimiento, organizacion del trabajo en el aula, el
tiempo para resolver un problema, las tareas del profesor, seleccién de las actividades,
organizacion de la clase, organizacion del curso, el trabajo colegiado, la evaluacién, y
los examenes escritos individuales.

Para nuestra investigacion, nos interesa conocer la orientacién, propuesta por el li-
bro del maestro (edicién 2004), respecto al tratamiento del tema de ecuaciones de
primer grado correspondiente al capitulo de algebra del segundo grado de secundaria.
En términos més especificos, nuestra atencién se centra en la orientacién que se le da
al uso del modelo de la balanza en este libro.

En la parte introductoria del capitulo correspondiente al tema de Algebra los auto-
res advierten que para afrontar con éxito la resolucién de ecuaciones lineales, se deben
tomar en cuenta los temas de pre dlgebra vistos en el primer ano de secundaria (ele-
mentos introductorios del lenguaje simbdlico). También aseguran que para lograr un
aprendizaje significativo del algebra, es necesario que los simbolos y las
operaciones algebraicas se introduzcan a partir de situaciones familiares. Al
mismo tiempo pronostican que al final del segundo ano y durante el tercero, el alumno
tendra la oportunidad de adquirir destreza y seguridad en el manejo de los procedi-
mientos algebraicos y utilizarlos para resolver problemas cada vez méas complejos.

Para determinar el momento en que los autores consideran necesario introducir el mo-

delo de la balanza mostramos a continuacién una descripcion de los temas tratados
previamente.
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El Algebra en la educaciéon secundaria. Aqui se da una motivacién de la im-
portancia del estudio del algebra y se hace la observacion de la conveniencia de que los
alumnos utilicen expresiones con literales y se acostumbren a las primeras reglas senci-
llas de escritura algebraica. También proponen que las actividades enfaticen el uso de
situaciones concretas y su representacién por medio de tablas y graficas, con el objetivo
de que el alumno explore regularidades y patrones, aprendiendo a expresarlos simbdli-
camente, sin intentar llegar a la manipulacién algebraica de los simbolos.

Primeras reglas de escritura algebraica. Para introducir estas reglas se propo-
ne aprovechar las formulas geométricas para calcular el perimetro y el drea de figuras
sencillas. También se sugiere plantear problemas y actividades donde se solicite a los
alumnos expresar de manera breve el perimetro o el drea de algunas figuras sencillas.

Ecuaciones de un paso. Aqui los autores proponen problemas de ecuaciones aritméti-
cas como:

1) 237.45 + [ ] = 513.25,
2) 809.60 — [ ] = 579.85,
3) 125 x [] = 92.5

)

4) [1/5.5 =135

A estas ecuaciones las hacen llamar ecuaciones de paso, ya que se resuelven en un sélo
paso invirtiendo las operaciones. Recomiendan involucren niimeros decimales relativa-
mente grandes y el uso de la calculadora para agilizar la resolucién de este tipo de
ecuaciones.

Ecuaciones de primer grado o lineales. En este tema, para introducir los ele-
mentos de lenguaje simbdlico, los autores proponen retomar los temas de pre-dlgebra
vistos en el primer grado. También plantean la necesidad de introducir los simbolos y
las operaciones algebraicas a partir de situaciones familiares y la importancia de pla-
near actividades y problemas que contemplen las nociones de ecuacién, de incégnita y
procedimiento para despejar la incégnita. Y que fomenten en los estudiantes la capaci-
dad de darse cuenta de la forma como las condiciones de un problema se traducen en
una ecuacion.

1.3.1. El modelo de la balanza

Para introducir el tema los autores consideran que un paso importante hacia el
pensamiento algebraico es que los alumnos sean capaces de resolver ecua-
ciones donde la técnica de invertir operaciones ya no sea suficiente, como es
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el caso de las ecuaciones lineales donde la incégnita aparece en ambos miembros de la
ecuaciéon. Las ecuaciones a las que se refieren tienen formas como:

ar+b=cr+d, ax+br+c=dr+ex+ f

Es en este punto donde ellos consideran que los modelos de ensenanza para la
resoluciéon de ecuaciones lineales juegan un papel fundamental. La importan-
cia de estos modelos la basan en la observacién de que los estudiantes aprenden mejor
los métodos para la solucién de ecuaciones lineales si se usan modelos como el de la
balanza en lugar de acudir a las explicaciones basadas en las propiedades estructurales
de los ntimeros.

La base del modelo de la balanza se presenta como la analogia entre la
manipulacion de quitar o poner objetos en ambos platillos de una balanza
manteniendo su equilibrio y las operaciones que puedan realizarse en ambos
miembros de una ecuacion.

Analogias
Balanza — Ecuacién
Manipular — Realizar operaciones
Ambos platillos de la balanza — Ambos miembros de la ecuacién
Mantener equilibrio — La igualdad no se pierde

Para ilustrar el uso de la balanza los autores plantean el problema de resolver la
ecuacion
Tx+5=4x+ 20

Mediante las siguientes acciones:

Accién 1. Quitar pesos desconocidos e iguales a x como se ilustra en los siguien-
tes graficos:

La accion 1 se realiza hasta obtener una balanza con pesos desconocidos sélo en uno
de los lados:

Accién 2. Interpretar la balanza del grafico 3 como la ecuacién

3z +5=20

Accion 3. Aplicar el procedimiento para ecuaciones de un paso para obtener que

_20-5_15_

)
3 3

xT
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Figura 1.3: Figura

Después de la ilustracién del uso de la balanza los autores recomiendan que las ac-
ciones de la balanza sean referidas a los miembros de la ecuacién con el fin
de conducir a los alumnos a los procedimientos algebraicos que sirven para
operar con ambos miembros de una ecuacién para resolverla.

Cuando el estudiante ha adquirido la experiencia suficiente sugieren comenzar a tras-
mitir las ideas de pasar sumando o restando o multiplicando o dividiendo de
un lado a otro de la ecuacién.

Distinguen dos clases de procedimientos sobre una ecuacion:

i. Los que consisten en realizar las mismas operaciones en ambos miembros de la
ecuacion.

ii. Los que consisten en aplicar las reglas para pasar de un miembro a otro.
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Figura 1.4: Figura

Para establecer la siguiente correspondencia que representa una evolucion del modelo
de la balanza.

Correspondencia

i. Operaciones en ambos
———> Modelo de la Balanza

miembros de la ecuacion

Evolucion del
Modelo

ii. Aplicacién de reglas .
. Transposicion de los
para pasar de un miembro —» L
términos de la ecuacion

aotro

Figura 1.5: Figura

Sobre los alcances y limitaciones del modelo de la balanza observan lo siguiente:

Alcances. Existe una gran variedad de ecuaciones diferentes que pueden resolverse
a partir del modelo de la balanza.
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Limitaciones. El modelo no resulta adecuado utilizarlo directamente, por ejemplo,
en ecuaciones como:

ar—b=cr,ar+b=cr—d,ax —b=cr—d,a—br =cx
entre otras.

Otras ecuaciones lineales que no pueden modelarse directamente sobre la
balanza son aquellas que dan lugar a soluciones negativas.

Los autores le dejan al profesor la decisién del momento conveniente pa-
ra introducir las ecuaciones con coeficientes decimales sencillos y las que
tienen soluciones negativas (ya no tratados directamente con el modelo de
la balanza).
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Capitulo 2

Investigaciones anteriores

Se tienen indicios de que las balanzas en forma de bascula de brazos iguales han sido
utilizadas desde el ano 4000 A. C. La idea béasica de un palo con las cacerolas en cada
extremo a través de un Pivote fue concebida durante el siglo XVI [ref]. Los egipcios
alrededor del 3500 A. C. con el desarrollo del comercio tuvieron la necesidad de pesar
y medir productos para su venta, de ahi el surgimiento de un instrumento para estos
fines. Desde entonces el instrumento de la balanza ha ido evolucionando hasta llegar a
las basculas electrénicas que conocemos hoy en dia (ver fig).

A la par de ese desarrollo la balanza ha sido utilizada como un modelo de repre-
sentacién para resolver problemas (cuya solucién nos conduce a una ecuacién). Por
ejemplo, Arquimedes (250 A. C.) descubre el principio de la palanca, a partir de es-
te momento se considera empieza el uso tecnolégico y consciente de esta maquina. El
principio fisico de equilibrio, conocido como ley de la palanca de Arquimedes, consiste
en considerar dos cuerpos cuyos pesos denominamos wj y ws, colocados a una distancia
d1 y do respectivamente, del punto de apoyo, de tal forma que la balanza se equilibre,
veamos para ello la figura 2.2 cuya condicién de equilibrio es:

diw1 = dawa

Los problemas tipo balanza aparecen por primera vez como acertijos y anos después
se usarian para la educacién matemadtica en particular para la ensenanza aprendizaje
de las ecuaciones de primer grado. Como un ejemplo del uso consciente que se le em-
pez6 a dar a la balanza podemos citar a Samuel Loyd, nacido en 1841 el més grande
creador de acertijos de los Estados Unidos. En sus columnas de acertijos aparecieron
en numerosos periédicos y revistas (1904-1911) plantea el acertijo de las balanzas (fig.
2.3) que utiliza ecuaciones para resolverse. Loyd introdujo los acertijos de balanza para
dar a los alumnos la oportunidad de resolver estos problemas de algebra sélo con la
manipulacion de los simbolos, es decir usando razonamiento légico.

24



. AAW, SON g THOMPSON, LONTON. |

SCALES AND WEIGHTS.

Figura 2.1: Imagenes tomadas de Museum of the Royal Pharmaceutical Society of Great Britain, Gary
Castro et. al. Basic Weighing and Measuring Principles, Training for the Weights and Measures Official
Division of Measurement Standards. MAX- PLANC K- INST I TUT FU R WI S S ENSCHAFTS G
E S C H ICHTE Max Planck Institute for the History of Science

A continuacién presentamos los trabajos més relevantes relacionados con el uso de
la balanza para resolver ecuaciones.

Con el objetivo de mejorar el conocimiento de los maestros de matemaéticas de la Escuela
Secundaria Junior en Bandung, West Java, Turmundi y Dwi Haryanto [ref.] presentan
un estudio cualitativo, desde una perspectiva realista, donde parte de las experiencias
trasmitidas para la introduccién de las ecuaciones lineales es el disefio de una balanza
para pesar cosas. Sus resultados indican que los estudiantes y maestros ponen mas aten-
cién a estos métodos de ensenanza y motivan el entendimiento del concepto de variable.
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Punto de apoyo

Figura 2.2: Ley de la palanca de Arquimedes.

Por otra parte, existen diversos autores reconocidos, que plantean la importancia de las
representaciones multiples en matematicas para contribuir en el aprendizaje de los es-
tudiantes y estimular el pensamiento relacional. Por ejemplo, Jennifer Suh y Patricia S.
Moyer en [ref.] muestran como el uso de diversas formas representacionales pueden es-
timular el pensamiento relacional. Greenes y Findell en [ref], recomiendan experiencias
como usar balanzas de escalas para representar expresiones algebraicas y asi promo-
ver el pensamiento relacional de los estudiantes. Ellos establecen que los estudiantes
desarrollan el razonamiento matematico en algebra cuando son capaces de interpretar
ecuaciones algebraicas usando dibujos, graficos y representaciones simbélicas.

Lesh, Landau y Hamiltoniano en [ref], destacan la manipulacién de la balanza en-
tre cinco tipos distintos de sistemas de representacion: Experiencia de la vida real,
modelos de manipulacién (balanza), dibujos y diagramas, lenguaje verbal, lenguaje es-
crito. Arrieta M. en [ref], plantea el uso de material (objetos concretos), como punto de
partida para la construccién del conocimiento, ya que, al referirse a un soporte fisico,
facilitan la comprension y la comunicacion, favoreciendo la visualizacién, la motivacién
y la actitud positiva hacia las matemaéticas.

Los autores Figueira-Sampaio, dos Santos, Carrijo en [ref], expresan que el aprendizaje
es un proceso en el cual los individuos construyen conocimientos y que la investigacién
en educacién matematica busca formas de hacer la educacién matematica menos se-
ca y més atractiva. Argumentan que al resolver ecuaciones de primer grado, es muy
comun para los profesores trabajar con la idea errénea de “cambiar el signo”
al “mover el miembro”. Para minimizar este problema plantean la idea de equilibrio
(igualdad).
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Figura 2.3: El acertijo de las balanzas de Samuel Loyd.

Se han hecho otras investigaciones donde se han propuesto diferentes modelos para
el razonamiento algebraico inicial, por ejemplo Céceres y Sudrez en [ref]|, establecen
que los programas dan a los estudiantes retroalimentacién inmediata sobre sus acciones
en la computadora, y frecuentemente simulan situaciones que son dificiles de reproducir
o experimentar en el salon de clases. Debido a esto ellos promueven un programa al que
llaman el interactivo La balanza que reproduce una situaciéon problemaética en la que
distintas balanzas necesitan ser equilibradas usando numeros fraccionarios. Con esto,
se pretende que los alumnos trabajen con la equivalencia de fracciones, asi como con la
suma y resta de las mismas. El programa tiene la ventaja de que da retroalimentacién
al usuario al indicarle de manera visual y auditiva cuando los brazos de la balanza estan
en equilibrio. Otra ventaja es que pueden utilizarse también numeros enteros negativos
y decimales.

Los mismos autores también consideran que el aprendizaje ocurre a través de inter-
acciones y por lo que recomiendan el trabajo colaborativo con actividades que incluyan
discuciones grupales. Otro de los aspectos que promueven el uso de materiales concre-
tos antes del contacto con ideas matematicas abstractas. Debido a que contemplan a la
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Figura 2.4: Programa interactivo La Balanza.

ensenanza y el aprendizaje como actividades complejas ya que consideran a cada salon
de clases como un contexto nico, las sugerencias didacticas deben servir inicamente
como guias y no como una manera unica de utilizar los recursos. El uso de la balanza
invita a los estudiantes a actuar matematicamente de diferentes maneras.
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Capitulo 3

Objetivos de la investigacion y

Metodologia

3.1.

1.

Objetivos de la investigacion

Investigar si los planes de estudio de matemaéticas del nivel de educacién secun-
daria contemplan el método de la balanza para la ensenanza-aprendizaje de las
ecuaciones de primer grado.

. Identificar los problemas que utilizan el método de la balanza en los libros oficiales

del nivel secundaria.

Verificar la autenticidad de los problemas encontrados y determinar si el mo-
delo de la balanza en los libros de texto de secundaria se utiliza en problemas
auténticos.

. Clasificar los problemas encontrados.

Partiendo de una muestra aleatoria de estudiantes determinar si estos son capaces
de identificar la autenticidad o no autenticidad de algunos problemas.

Analizar la reaccion del estudiante ante problemas auténticos y no auténticos, es
decir cémo responde un alumno cuando el modelo de la balanza le permite resolver
un problema, y qué hace cuando no se lo permite debido al mal planteamiento
del problema.
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3.2.

Metodologia

. Revisién de los libros de matematicas I, IT y IIT a nivel secundaria (CONALITEG)

en los ciclos escolares 2015-2016 y 2016-2017.

Del contenido de cada libro se visualizan graficos del modelo dibujado de la ba-
lanza.

Se utilizan 3 aspectos de la teoria de Palm:

i. evento (real),
ii. datos ( datos no contradictorios reales),

ili. pregunta (pertinente).

. Se toman en cuenta 9 clases: los que aplican de manera correcta el método de la

balanza, los que se resuelven con ecuaciones, los que se clasifican por el aspecto
datos, los que tienen como objetos expresiones algebraicas o nimeros, los que se
clasifican por el aspecto evento, problemas con errores de concepto, por acertijos,
por balanza de Arquimedes (palanca) y finalmente los de balanza como artefacto
(bascula).

Se disena, se aplica y se analizan los resultados de una hoja de trabajo con dos
problemas; uno auténtico y otro no auténtico.

Se revisa cada hoja de trabajo y se categorizan las respuestas dadas por el estu-
diante en cada reactivo de los dos problemas.
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Capitulo 4

Investigacion Documental

En este capitulo se muestran resultados sobre la investigaciéon documental; especifi-
camente presentamos el plan de estudios de educacién secundaria, los libros oficiales
de matematicas (CONALITEG) a nivel secundaria que se revisaron con el objetivo de
identificar los problemas que tratan el modelo de la balanza, y en las ultimas secciones
del capitulo se presenta una clasificacién en 9 grupos de los problemas encontrados de
acuerdo a diferentes aspectos tratados en la teoria de Palm, la propuesta de Filloy y el
libro del maestro de la SEP.

4.1. Plan de estudios

Dentro de los programas de estudio de educacién secundaria de la SEP (2011) se
propone introducir en primer ano en el bloque III, las ecuaciones de primer grado de
las formas

r+a=b,ar=byar+b=c

En segundo ano, en el bloque IV en las orientaciones didacticas y planes de clase 8.4.2.,
se contemplan las ecuaciones de primer grado de la forma

ar +b=cx+d

En su plan de clase se sugiere utilizar el método de la balanza como un apo-
yo concreto para dar sentido a las propiedades de la igualdad. En tercer afio se
propone la aplicacién de las ecuaciones de primer grado en la resolucion de problemas,
esta propuesta se encuentra en el bloque V.

El motivo por el cual se toman los planes de estudio 2011 se debe a que continua-
mente se estan haciendo modificaciones de estos programas. Por ejemplo, las fechas en
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que entraran en vigor los nuevos planes de estudio son: para el ciclo escolar 2016-2017,
entra el plan primero de secundaria, para el ciclo escolar 2017-2018 el de segundo de
secundaria y para el ciclo escolar 2018-2019 el plan tercero de secundaria. En la liga
http : / /ediciones — sm.com.mzx/ Tq=blog— Los —nuevos — programas — de — estudio —
estaran—listos —para— el — ciclo— escolar — 2016 — 2017 — SE P, se pueden verificar de
manera detallada las fechas de los nuevos planes, incluso para la educacién preescolar.

4.2. Resultados de la revision de los libros

En esta seccién fue necesario hacer una revision de los libros de texto de matematicas
en los tres niveles de secundaria (primero, segundo y tercer ano) avalados por la SEP
en los ciclos escolares 2015-2016 y 2016-2017, con el objetivo de identificar cuéntos
de problemas utilizan el método de la balanza para la ensenanza-aprendizaje de las
ecuaciones de primer grado y si son cognitivamente adecuados para los estudiantes.

En el ciclo escolar 2015 - 2016 se revisaron 72 libros de matematicas por los tres
niveles; en la revisién de estos libros encontramos 99 problemas que utilizan el método
de la balanza o la balanza como artefacto. En el ciclo escolar 2016-2017 se revisaron 96
libros por los tres niveles; en esta revisién encontramos 168 problemas que utilizan el
método de la balanza o la balanza como artefacto; cabe aclarar que los problemas del
ciclo escolar 2015-2016 estan incluidos en los problemas del ciclo escolar 2016-2017.

En las tablas 3.1, 3.2 y 3.3 se muestran todas las referencias de los libros revisados
de los tres niveles respectivos, para facilitar la clasificacién, cada problema se etiqueta
con la clave asignada por la SEP del libro correspondiente. Cuando aparecen varios
problemas en un mismo libro se adiciona al final de la etiqueta una letra mintscula del
alfabeto, por ejemplo, S12005, S12005a y S12005b son 3 problemas en el libro con clave
SEP S12005. También en las 2 tltimas columnas de cada tabla se muestra el numero de
problemas encontrados con el método de la balanza o el artefacto balanza y las paginas
del libro donde se encontraron dichos problemas.

4.2.1. Libros de primer nivel (ciclos 2015-2016 y 2016-2017)

En el primer nivel de educacién secundaria se revisaron un total de 30 libros de
ambos ciclos escolares (Tabla 3.1), entre estos libros se encontraron un total de 86
problemas relacionados con la balanza. También, se identificaron 3 libros que sufrieron
cambio de portada, sin embargo los problemas relacionados con la balanza permane-
cieron sin cambio alguno, las claves SEP que corresponden a estos libros son: 512005,
S12016 y S12007.
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Clave | Referencia #P. | Paginas
S00136 | Explora. C. Baltazar, E. Ruiz, 18,23,120,
L. F. Ojeda. Edit. Catillo, (2013) 8 124,132,
133,134
512010 | Construyo y aprendo matematicas. 139,
M. Pérez, S. A. Pérez. Edit. EDE,(2012,2017) 4 137, 138,
S12014 | Conect@estrategias. David Block Sevilla. 18,19,20,
Edit. SM, (2013,2016) 8 154,263,
S12013 | Comunidad matematica. A. Castrejon,
A. Vicuna, M. Reyes,O. Castrejon. 11 150-155,
Edit. SM, (2013)
S00139 | Matematicas 1. M. Hernandez, G. Magallanes.,
Edit. EDITORES (2014, 2015, 2016, 2017) 3 143, 210
S12009 | Matematicas 1. R. M. Farfan, R. Cantoral,
M. G. Cabanas, M. Ferrari. 3 131, 132
Edit. Mc Graw Hill (2016)
S00185 | Desafios Matematicos. M. Ramirez, R. Castillo, 123,74
D. Vergara, M. E. Flore, J. Azpeitia. 1
Edit. Fernandez editores. (2015, 2017)
S12011 | Construccion del pensamiento. F. Sanchez.
Edit. FERNANDEZ Educacién (2016,2017) 2 134, 139
S12001 | Matematicas 1. S. Valiente, S. 1. Valiente.
Edit. NORIEGA. (2017) 2 148
512004 | Contexto Matematico. A. Olea, E. Basurto, 5 15, 121,
M. A. Rivera. Edit. Norma. (2016) 135,139
12007 | Mateméaticas 1. Emilio Covidn Rué.
Edit. Nuevo México. (2016)
S00135 | Trabajo en proceso. R. Arteaga , A. Sanchez. 7 30, 137,
Edit. Oxford. (2013, 2017) 138,139
143
S12021 | Matematicas 1. C. A. Cuevas et al., 0
Edit. Riosdetinta. (20115, 2017)
S12003 | Matematicas 1. F. Escareno, O. L. Lépez.
Edit. Mc Graw Hill (2012, 2016) 2 137, 139

Tabla 3.1: Libros nivel primero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. | Referencia #P. | Paginas
S12017 | Matemdticas por competencias. Arriaga, Benitez. | 1 132
Edit. PEARSON (2016)
S12016 | Matematicas 1. Garcia M. V., R. Villasenor , 14, 25,
M. D. Montes H., Edit. Mc Graw Hill (2016) 4 30,34
S12002 | Matematicas 1. G. Almaguer et al., 2 26,140
Edit. Limusa Noriega (2017)
S12006 | Todos juntos. De Icaza Pena, A. 0
Edit. Santillana (2016)
S12012 | Retos mateméticos 1. C. Apolo y R. I. Gonzdlez | 0
Edit. SM (2014, 2016)
S12022 | Jaque Mate 1. Xique Anaya J. C. 11 85,90,
Edit. Larousse (2012) 142,143,
144, 145
S12018 | Matematicas 1. Iturralve Ramirez, F.
Edit. Terracota-Cengage (2014)
S12005 | Serie Fundamental. S. P.Romero, J. C. Aguilar. 4 33,141,
Edit. Castillo (2016) 142,143
S12000 | Series Saberes. E. Mancera M. y E. Basurto H. 0
Edit. Pearson Educacion (2016)
512020 | Matematicas 1. Reyes Garcia Lidia 0
Edit. Terracota-Cengage (2012, 2016)
S12019 | Matematicas 1. L. Jiménez M. et al.,
Edit. Grupo Editorial Patria (2012,2016) 2 20, 127
S00138 | Secuencia Matematica 1. Hernandez Moreno G. 0
Edit. Oxford (2013, 2017)
S00137 | Matematicas 1 Integral. G. Carrasco Licea 4 18, 95,
P. Martinez T. Edit. Santillana (2014,2016) 152
S12015 | Matematicas 1. E. Sanchez,M. Saiz, V. Hoyos, 0
J. Guzmén. Edit. Oxford (2006-2008,2011,2012)
S12008 | Matematicas 1 Horizontes. M. Trigueros et al., 0
Edit. Santillana (2016)
S00251 | Matematicas 1. Lépez Calderén J. Carlos 2 118, 120

Edit. Cervante (2016)

Tabla 3.1: Libros nivel primero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.

34




4.2.2. Libros nivel segundo (ciclos 2015-2016 y 2016-2017)

En el nivel segundo de secundaria se revisaron un total de 31 libros correspondien-
tes a los ciclos 2015-2016 y 2016-2017 (Tabla 3.2), en estos libros se encontraron 72
problemas relacionados con la balanza.

Clave. | Referencia #P. | Paginas
S00174 | Habilidades y competencias. J. Angeles et al., 1 166
Edit. Angeles editores (2015)
S22017 | Secundaria Fundamental. C. Baltazar, E. Ruiz, 4 184, 185,
L. F. Ojeda. Edit. Castillo.(2012) 186,263
522003 | Jaque Mate 2. J Carlos Xique Anaya. 7 181-184,
Edit. LAROUSSE (2012) 187,188,
214
S22005 | Matematicas 2. David Block Sevilla. 1 207
Edit. LAROUSSE (2012)
522006 | Comunidad matematica. A. Castrejon, 11 180,181,
A. Vicuna, M. Reyes, O. Castrején. 185,192,
Edit. SM (2012) 222,226,
227, 230
S22015 | Construccion del pensamiento. F. Sdnchez S. 109,
Edit. Ferndndez editores. (2013) 4 180, 181

522002 | Convive con las matematicas. M. del C. Quijano,
A. Gonzdlez, J. Castillo. Edit. MC editores. (2012) | 1 182, 183
S22021 | Contexto Matematico. A. Olea, E. Basurto,
M. A. Rivera. Edit. Norma. (2012) 2 182, 185
S00141 | Trabajo en proceso 2. R. Arteaga G.,
A. Sédnchez M. A. Sanchez M. Edit. Oxford. (2013) | 2 187,211

S00142 | Matematicas 2. Carlos A. cuevas, O. Gonzélez, ) 187, 188,
Carolina R., A. Rodriguez. 189,190,
Edit. Norma. (2012) 191

S00196 | Matematicas 2 Integral. G. Carrasco,
L. Contreras, p. Martinez. Edit. Santillana (2015) | 1 148
S22013 | Matematicas 2 Por competencias. A. Arriaga,

M. Benitez. Edit. Pearson Educacién (2013) 1 181, 182
S22020 | Matemaéticas 2 Serie Saberes. E. Mancera, 4 175, 178,

E. Basurto. Edit. Pearson Educacién (2013) 179,181
S22007 | Matematicas 2. A. Sanchez, M. Sanz, 4 186, 187,

V. Hoyos. Edit. Grupo Editorial Patria (2013) 188,192

Tabla 3.2: Libros nivel segundo, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. | Referencia #P. | Paginas
522012 | Matematicas 2. E Filloy, O. Figueras, M. Ojeda, 0
T. Rojano, G. Zubieta. Edit. Esfinge (2013)
S00175 | Matemaéticas 2. G. Balderas, A. Palmas. 2 188,
Edit. Correo del Maestro (2015) 222,224
522018 | Matematicas 2. Alejandro del caza 0
Edit. Santillana (2012)
522016 | Matematicas 2 Horizontes. M. Trigueros et al., 1 181
Edit. Santillana (2012)
522014 | Matematicas 2. M. Farfan et al. 0
Edit. EPSA / McGraw-Hill (2013)
522000 | Matematicas 2. F. Escareno, L. Lopez. 3 193,
Edit. Trillas (2016) 196, 226
S00144 | Matemaéticas 2. Desafios matemaéticos. 0
M. Ramirez, R. Castillo, D. Vergara, E. Flores,
G. Azpeitia. Edit. EPSA / McGraw-Hill (2013)
522008 | Matemaéticas 2. Lidia Reyes
Edit. Terracota-Cengage (2014) 4 174, 175
522019 | Matematicas 2. Emilio Covian. 0
Edit. Nuevo México (2012)
S22011 | Matematicas 2 Serie Terra. V. Garcia, 0
R. Villasenor, D. Montes. Edit. Esfinge (2013)
S00143 | Matematicas 2 Construyo y aprendo. C. Manrique. | 0
Edit. Ediciones de Excelencia (2013)
522009 | Matematicas 2 Estrategias del pensamiento. 0
M. Hernandez, H. Solano, L. Jiménez
Edit. Grupo Editorial Patria (2013)
S00140 | MatematicaMente 2. Desarrollo y fortalecimiento 2 156, 157
de competencias. Serie Alternativas.
A. Arriaga et al. Edit. Pearson Educacién (2014)
522001 | Secuencia Matematicas 2. G. Herndndez Moreno. 1 210
J. Gutiérrez. Edit. Oxford University Press (2012)
S00145 | Matematicas 2. L. Raull, M. Fernandez. 5 78, 182,
Edit. Esfinge (2014) 183,186,
212
S22010 | Matematicas 2. Fernando Iturralve 5 186, 187,
Edit. Terracota-Cencage (2014) 188,220,
221

Tabla 3.2: Libros nivel segundo, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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4.2.3.

algunas aplicaciones de las ecuaciones de primer grado.

Libros nivel tercero (ciclos 2015-2016 y 2016-2017)

En este nivel se revisaron 35 libros de los ciclos 2015-2016 y 2016-2017 (Tabla 3.3).
En estos libros se identificaron 10 problemas relacionados con la balanza, esta reduccién
era de esperarse debido a los temas tratados en este nivel, ya que éstos sélo contemplan

J. A,ngeles7 R. Guerrero
Edit. Angeles Editores (20113).

Clave. | Referencia #P. | Péginas

S00195 | Matematicas 3. C. A. Cuevas et al., 1 256, 257
Edit. Rios de Tinta, (2014, 2017).

S00186 | Matematicas 3. F. Sanchez. 0
Edit. Fernandez editores (2017).

S00186 | Matematicas 3. F. Sanchez. 0
Edit. Fernandez editores (2017).

S00167 | Matematicas 3. S. Romero et al., 0
Edit. Fernandez editores (SA).

S00193. | Matematicas 3. Emilio Covian. 0
Edit. Nuevo México. (SA).

S00161 | Retos Matematicos 3. J. Moreno Barrera. 0
Edit. SM (SA).

S00166 | Matematicas 3. L. Reyes Garcia. 0
Edit. Terracota-Cengage. (SA).

S00151 | Matematicas 3. M. Farfan et al., 0
Edit. Ferndndez editores (2014).

S00171 | Jaque Mate 3. L. Barriendos, L. Sanchez. 0
Edit. Larousse. (2014,2017).

S00150. | Conect@ Estrategias. Matematicas 3. 0
S. Garcia, T. Mendoza, J. Cruz, David Block.
Edit. SM (2014,2016).

S00164 | Matematicas 3. A. Palmas, G. Balderas 0
Edit. Correo del Maestro (2014).

S00169 | Matematicas 3. A. Sanchez, V. Hoyos. 0
Edit. Grupo Editorial Patria (SA).

S00158 | Matematicas 3. Estrategias del pensamiento. | 0
L. Jiménez, M. Hernandez.
Edit. Grupo Editorial Patria (2014).

S00146 | Matematicas 3 Habilidades y Competencias 0

Tabla 3.3: Libros nivel tercero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. | Referencia #P. | Paginas
S00165 | Matemaéticas 3. Desafios mateméaticos 0
M. Ramirez, R. Castillo.
Edit. Ferndndez Educacién (2013).
S00182 | Matematicas 3. L. Raull, A. Gonzélez 0
Edit. Esfinge (2015).
S00149 | Matemaéticas 3 Explora. C. Baltazar, E. Ruiz. 1 247
Edit. Ediciones Castillo (2013).
S00160 | Fortalezco mis competencias matemaéticas 3. 0
D. Mata, F. Nebbia. Edit. SM (2013).
S00155 | Convive con las Matematicas 3. H.Flores, 0
Edit. A. Gémez, Méndez Cortés Editores (2014).
S00170 | Matematicas 3 Horizontes. M. Trigueros, 0
Edit. D. Lozano, Santillana (2013).
S00194 | MatematicaMente 3 Consolidacién de competencias. | 0
Serie Alternativas. A. Arriaga, S. Sesma
Edit. Pearson Educacién (2015).
S00152 | Matemaéticas 3. Todos juntos. A. de Icaza 0
Edit. Santillana (2013).
S00162 | Matematicas 3. E. Nunez, D. Garcia 0
Edit. Terracota-Cengage (2014).
S00189 | Matematicas 3. G. Almaguer, F. Cantu 0
Edit. Limusa Noriega Editores (2015).
S00154 | Matematicas 3. E. Filloy, O. Figueras
Edit. Esfinge (2014).
S00180 | Comunidad matematica 3 A. Castrejon, A. Vicuna. | 0
Edit. SM (2015).
S00153 | Matematicas 3. F. Escareno, O. Leticia 1 207
Edit. Trillas (2015).
S00159 | Matematicas 3. Serie Saberes. E. Mancera, 0
E. Basurto. Edit. Pearson Educacién (2014).
S00148 | Trabajo en proceso 3. Matematicas. 5 223, 226,
R. Arteaga,A. Sanchez A. Sanchez. 230
Edit. Oxford University Press (2013).
S00190 | Matematicas 3. O. Vigueras, R. Banuelos 0
Edit. Macmillan Publishers (2015).
S00163 | Contexto Matematico 3. A. Olea, E. Basurto 1 73
Edit. Norma Ediciones (2014).

Tabla 3.3: Libros nivel tercero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.
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Clave. | Referencia #P. | Paginas

S00168 | Matematicas 3 Enlaces. Olga Saiz. 0
Edit. Ediciones Castillo (2015).
S00157 | Matematicas 3. E. Garcia, S. Villegas 1 105

Edit. Norma Ediciones (2014).
S00177 | Matematicas 3 Construyo y aprendo Matematicas. | 0
M. Pérez, S. Pérez.

Edit. Ediciones de Excelencia (2015).

S00156 | Matematicas 3. V. Garcia, R. Villasenior 0
Edit. Esfinge (2013).
S00147 | Matemadticas 3. Por competencias. A. Arriaga, 0

M. Benitez. Edit. Pearson Educacién (2014).
Tabla 3.3: Libros nivel tercero, ciclos 2015-2016, 2016-2017.

4.3. Clasificacion de Problemas

En esta seccién proponemos una clasificacién de los problemas en 9 grupos: en el
primer grupo se encuentran los problemas que aplican paso a paso el método de la
balanza; en el segundo grupo se encuentran los problemas clasificados por el nimero
de ecuaciones lineales que utilizan para resolverse ; en el tercer grupo se encuentran los
problemas clasificados por el aspecto DATOS; en el cuarto grupo estan los problemas
que colocan expresiones algebraicas o niimeros en los platillos de la balanza; en el quinto
grupo se clasifican los problemas por el aspecto EVENTO; en el sexto grupo colocamos
los problemas con errores de concepto; en el séptimo grupo se encuentra la clasificacién
de acertijos; en el octavo grupo se colocaron los problemas que utilizan la balanza de
Arquimedes y finalmente en el noveno grupo colocamos los ejercicios que utilizan la
balanza sélo como artefacto (bédscula).

Por un lado esta clasificacién fue elegida tomando en cuenta los aspectos de la
teoria de Palm considerados en nuestro estudio, por otro lado se tomaron en cuenta la
propuesta de Filloy y las recomendaciones del libro del maestro sobre el método de la
balanza para la soluciéon de ecuaciones lineales.

Para la clasificacién hemos designado una seccién para cada grupo (secciones de
la 3.3.1 a la 3.3.9), en cada seccién se explica detalladamente las caracteristicas de
los problemas que pertenecen al grupo correspondiente. También se ilustran algunos
ejemplos que resaltan en su grupo y se dejan los restantes para ser consultados en los
anexos de este documento.
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4.3.1. Problemas que aplican el método de la balanza

Este grupo se pude decir que es el méas importante porque contiene los problemas
que son la razén de ser de la balanza, es decir los problemas que usan de manera correcta
este método. En estos problemas se va quitando el mismo objeto de cada platillo de la
balanza de tal manera que se siga manteniendo el equilibrio en la balanza y asi continua
hasta llegar al valor de la incégnita. Sobre los datos se puso especial atencién en los
objetos que representan el coeficiente de la variable en la ecuacién y en el resultado
numerico, para asegurar que éste correspondiera con nimeros enteros positivos (como lo
plantean Filloy y el libro para el maestro SEP). Estos problemas en el aspecto DATOS
de la teoria de Palm pueden resultar no auténticos debido a que puede darse el caso de
que los objetos utilizados en el problema no sean reales.

Ejemplo 1.1

= Contexto: Se observa una balanza y arriba de sus platillos se encuentran figu-
ras geométricas. Abajo para su solucién se muestra la misma balanza pero con
diferentes representaciones equivalentes.

= Texto original: En el modelo de la balanza, cada platillo acttia como un miembro
de la ecuacién de primer grado con una incognita; platillo izquierdo para el primer
miembro y platillo derecho para el segundo miembro, y el pedestal como el signo
= . Cada paso que se realiza en la balanza debe mantener el equilibrio de ésta.
En este ejemplo la incognita esta representada por los rectangulos naranja y cada
unidad numérica por un circulito relleno. En este modelo se puede manejar la
incognita en ambos platillos, y es recomendable s6lo usar valores enteros.

» Tareas matematicas: Encontrar el valor de la incognita observando las dife-
rentes representaciones de la balanza mostradas en el dibujo. Ir eliminando las
figuras de la balanza hasta llegar a una equivalencia de las figuras geométricas.

|, Resobver por el modelo de balanza la ecuocidn 3x + 2 = B, anclando debajo de cada paso s expre

W R | H.llH (%]

\l“ll" wﬂn'

i |

Figura 4.1: S12001a
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Figura 4.2: S12001b

Ejemplo 1.2

Contexto: En este problema se observa una balanza con 5 representaciones equi-
valentes. En dichas representaciones los objetos que equilibran esas balanzas son
botes y pesas de 5 kg. Se observa que en cada representacién se van quitando
elementos de ambos lados de la balanza (para mantener el equilibrio) hasta llegar
a la solucién.

Tareas matematicas: Relacione cada balanza con su respectiva ecuacién y cal-
cular el peso de cada bote.

D Relaciona cada balanza con su respectiva ecuacion escribiendo en el paréntesis la

letra que corresponda. Después contesta las preguntas en tu cuaderno.

i (A 4]
ala 4T
&

Jx+5-5=15-5
J2x+5—x=x+15—x

|2x+5=x+15

Jx=10

A
o

'b

Jx+56=15

Figura 4.3: S22006¢
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Ejemplo 1.3

Contexto: Se observa una balanza con tres representaciones diferentes (equiva-
lentes), los objetos que se encuentran en los platillos de cada representacién de
la balanza son cubos grandes y chicos, los grandes de peso desconocido y los chi-
cos que no tienen unidad de peso (sélo marca 1). También se muestran algunos

ejemplos de resolucion de ecuaciones meramente algebraicas.

Tareas matematicas: Ir quitando elementos de ambos lados de los platillos

hasta encontrar el valor de la incégnita.

}“‘ﬁ -
" Una ¢ on @5 una ualdad algebraca entre dos expresiones, llamadas
miembros, en la que se desconoce algn valor, llamado incdgnita, que es preci-
s0 conocer y para el cual se cumple la iguakiad; por ejemplo, la iguakdad

n+5=8

s una ecuacion cuyos miembros sonn + 5 y 8, y cuya incbgnita es n, donde sin = 3
se tiene que 3 + 5 = 8. Frecuentemente, problemas de diversas disciplinas pueden ser
planteados y resuelos como ecuaciones

Un modelo que se utiliza para ilustrar el concepto de ecuacion es el de una balanza en
equilibrio en la que es preciso determinar un peso desconocido

Representacion simbblica

. A !
11 111 Y43
— —_
1 X LLx
i L )
x+3-3=7-3
- -_—
4 [ ;
X = 4
e -

Los pasos que deben realizarse para resolver una ecuacion de primer grado con una
incoOgnita, commesponden a operaciones inversas a las operaciones que se presentan en
la misma ecuacion. Analiza los siguientes casos y responde las preguntas

Figura 4.4: S12004e

Ejemplo 1.4

» Contexto: Se presentan una balanza con 4 representaciones equivalentes (cam-
bian al ir quitando objetos de ambos lados) equilibradas con bolas de peso x y

con objetos de 4, 12 y 16 unidades desconocidas.
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» Tareas matematicas: En cada transformacion de las representaciones (después
de aplicar propiedades de igualdad) escribir las acciones que se efectuaron y la
ecuacién resultante.

a Escribe qué acciones se efectuaron en cada balanza y la ecuacion que resulta,

La balanza esta en equilibrio y las bolas pe-
san lo mismo.

Ecuacién:

b) Accion:

Ecuacion: _

c) Accion:

Ecuacidn:

d) Accion:

A

Ecuacion:

¢Las ecuaciones que anotaste son equivalentes? (Por qué?

Figura 4.5: S12013i

Ejemplo 1.5

= Contexto: Se presentan una balanza con diferentes representaciones equilibradas
con cubos verdes de peso desconocido y cubos naranja los cuales tampoco tienen
un peso especifico.

» Tareas matematicas: Ir quitando elementos de manera simultinea de ambos
lados de la balanza hasta encontrar el valor de la incégnita.
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Ahora se usard el método de [a balanza para

resolver la ecuacion
Sx+dx+4=x+6r+16

Cudntas x se obtienen en el primer platillo?
¥C6mo lo supiste? jCudntas x se tienen en el
segundo platillo?

Cudntas veces se pueden quitar simultdnea-
mente pesos iguales a x de cada platillo, sin
que se pierda el equilibric?

#Como se llegd a este estado de la balanza?
JComo se convirtid la ecuacion inicial en la
siguiente ecuacion?

+d=Tx+16

= #C6mo se obtuvo la siguiente ecuacién?
2+d=16

¥ la ecuacion que sigue? 2x = 12

$En cudntos grupos se deben dividir los objetos
del lado derecho?

Ludl es la raiz de la ecuacidn?

#Cdmo se puede comprobar que la raiz obte-
nida es correctal

Figura 4.6: 522015

4.3.2. Problemas clasificados por el naimero de ecuaciones

El tercer grupo se clasifica respecto al nimero de representaciones diferentes de la
balanza, en otras palabras la clasificacion es respecto al nimero de ecuaciones lineales
que se utilizan para resolver el problema, pueden ser 0, 1 , 2, o hasta 3 ecuaciones.
Las balanzas seleccionadas con 0 ecuaciones son las que nos ejemplifican el concepto
de equilibrio y este concepto es fundamental para hacer la analogia con la igualdad en
una ecuacioén lineal.

II.1 Los problemas con 0 ecuaciones

El concepto de equilibrio cuando se habla de balanzas es de suma importancia ya que
los platillos de la balanza de entrada estan en equilibrio; para hacer la analogia de las
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ecuaciones lineales con la balanza es indispensable que los estudiantes entiendan este
concepto. Los siguientes ejemplos ayudan al estudiante a entender esta definicion.

Ejemplo II.1.1

= Contexto: Se presenta una balanza con 4 configuraciones diferentes y sobre los
platillos de las balanzas se observan cubos de diferentes pesos, en la primera
configuracién se observa un cubo de 1.5kg, en otra se observa otro cubo de 1.25kg.,
en otra un cubo de 0.75kg., y en la iltima se observa un cubo de 0.125kg. También
se observan varias pesas de diferentes tamanos debajo de cada configuracién de
la balanza.

» Tareas matematicas: Subrayar la pesa que equilibre cada balanza. Sélo puedes
usar una vez cada pesa.

1. Subraya la pesa que equilibre cada balanza.

<) d)

Feso neto
0.125 kg

Figura 4.7: S12014

Ejemplo I1.1.2

= Contexto: Se observa una balanza con pesas de diferentes tamanos (de 0.5 kg
y 0.25 kg) en su platillo izquierdo y el platillo derecho vacio, por otro lado se
observan pesas de 1kg, 1/2 kg, 1/4 kg y 1/5 kg.

» Tareas matematicas: Colocar en el platillo derecho las pesas que equilibran la
balanza.
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4. Qbserva la siguiente balanza.
a) ¢Cudles de las siguientes pesas pondrias en el otro plato para mantener
el equilibrio?

b) Escribe tres juegos distintos de pesas de esta coleccion que sirvan para nivelar
la balanza.

Figura 4.8: S00137b

11.2 Los problemas con 1 ecuacién

Como sabemos una ecuacién lineal es una igualdad que puede tener una o mas
variables o incognitas cuyo exponente es igual a 1. Aqui mostraremos algunos
ejemplos de balanza que se resuelven con una ecuacién de primer grado.

Ejemplo I1.2.1

= Contexto: Se observa una balanza con un prisma color rojo y 6 cubos color
naranja en su platillo izquierdo y 8 cubos color naranja en su platillo derecho.

» Tareas matematicas: Encontrar cuantos cubos de color naranja pesaran igual
que un prisma de color rojo. Responder preguntas que nos reafirman las propie-
dades de igualdad y equilibrio en las ecuaciones y las balanzas respectivamente.

Ecuaciones de primer grado

V. Observa con atencikdn la siguiente figura

oy,

Figura 4.9: S12004c

Ejemplo 11.2.2
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» Contexto: Se observa una balanza con dos gatos y seis ladrillos en el platillo
izquierdo, y en el platillo derecho se colocaron 15 ladrillos

= Tareas matematicas: ;Qué pesa mas un gato o tres ladrillos? ;Cudl de las
siguientes ecuaciones representan la situacén?. 6+2x = 10; 226 = 15; 20—6 = 15.
Resuelve la ecuacion y determina el peso del gato.

En la siguiente balanza <cada ladrille pesa un kilogrameo y se encuentra en equilibric.
___ I
h j ___ I
| ] [ I R
I 1 T T T ]|
S —— .

Figura 4.10: S00135f

I1.3 Los problemas con 2 ecuaciones

Las ecuaciones lineales o sistemas de ecuaciones son un conjunto de igualdades algebrai-
cas en las que aparecen una o varias incognitas elevadas a la potencia 1. Los ejemplos de
balanza que se muestran a continuacion se pueden resolver con un sistema de ecuaciones
lineales. El resto de los ejemplos los pueden encontrar en el anexo B.

Ejemplo I1.3.1

» Contexto: Se observa una balanza con 3 representaciones diferentes, los objetos
que equilibran la balanza y se encuentran en los platilos son: naranjas,sandias y
pinas.

= Tareas matematicas: Se pide equilibrar las balanzas con las naranjas.
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1. éCuantas naranjas hacen falta para equilibrar las balanzas?

Figura 4.11: S00148d

Ejemplo I1.3.2

» Contexto: Se observa una balanza con 2 representaciones diferentes, los objetos
que equilibran la diferentes representaciones de la balanza y se encuentran en los
platilos son: calabazas, melones y peasa de 1kg.

» Tareas matematicas: Encontrar el peso de cada calabaza y cada meldn.

b] Las balanzas estdn en equilibrio y las pesas son de un kilogramo.

& SR 5 ]
O RN N e B
-‘F

il Silas frutas del mismo tipo pesan lo mismo, jcuanto pesa cada calabaza y cada
meldén?
Cada calabazapesa____ ycada meldén

Figura 4.12: S22006i

4.3.3. Problemas que tratan sélo el aspecto DATOS

La clasificacion de estos problemas se hace con base a los datos, es decir los que
tienen datos reales, datos irreales, datos contradictorios. Esta clasificacién de los pro-
blemas se enfoca especificamente en el aspecto DATOS de la teoria de Palm. En este
aspecto cuando tenemos datos reales estos nos ayudan mucho al anélisis del problema
porque se pueden hacer comparaciones con objetos reales, caso contrario es cuando los
datos son irreales ya que todo el problema se contradice.
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Ejemplo III.1

Contexto: Se presenta una balanza equilibrada con cabezas de personas, las
cuales pesan 3kg cada una y otros objetos desconocidos pero iguales.

Tareas matematicas: Plantear la ecuacién que corresponde a la balanza, tam-
bién determinar el valor del objeto desconocido para que la balanza se mantenga
en equilibrio.

Esto no ocurre en la vida real, es algo fuera de contexto, no se pueden poner cabe-
zas de personas en una balanza asi como cualquier cosa (para ensefiar ecuaciones)
no entiendo el mensaje que quiere dar el autor. Los elementos de la balanza son
muy reales, al menos las cabezas pero asustan, el peso de una cabeza de un recién
nacido es en promedio de 2.5kg y de 6 a 7 kilogramos aproximadamente la de un
adulto promedio. Asi que el autor habla de cabezas de ninos.

4.2 Labalanza que se encuentra a la derecha estd en equilibrio

-,
-
X -~n 2
Sabemos que = s un dato conocido y ——= €3 un dato por g P
. o lonlen) b
conecer e e . -
X % " " % - il - - A -
a) Plantea la ecuacién que corresponda a la balanza.
| —
& L] L £ i ig
b) Siclvalorde = esequivalente a3 kg, écudl es laecuacion
que representa? —
¢) Determina el valorde _ _ paraque la balanza mantenga el equilibrio.

Figura 4.13: S00141

Ejemplo I11.2

Contexto: Se presenta una balanza con tres representaciones diferentes, los ob-
jetos que se encuentran en los platillos de cada representacion de la balanza son
peras, pinas y limones.

Tareas matematicas: Las dos primeras representaciones de la balanza estdn en
equilibrio y pide encontrar cuantos limones se necesitan para equilibrar una pina,
en la tercera representacién de la balanza.

Los datos nos llevan a una solucién con fracciones. Ademds una pera mas 2 li-
mones no es normal que pesen igual que una pina por més pequena que esta
sea. Especificamente: Una pina pesa en promedio de 1 a 2.5 kg. Una pera pesa
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en promedio de 150 a 220g Un limén pesa en promedio de 50 a 200g. Si toma-
mos la pinia mas pequena y la pera y los limones mas grandes tendriamos que:
Pina=Pera+Limon+Limon lkg = 220g+200g+200g 1kg=620g lo cual es falso,
por lo tanto la segunda representacion de la balanza no es correcta.

Las dos balanzas siguientes estan en equilibrio.

o _. B
- 00 R Dee &

i ;Cuantos limones se necesitan para ec
brar la pifa?

e — Se necesitan _ limc

Figura 4.14: S22006

Ejemplo II1.3

Contexto: Se observa una balanza equilibrada con 10 barras de metal, una pesa
de 1.14kg y otra de 3.84 kg.

Tareas matematicas: Escribir la expresion algebraica que represente a la ba-
lanza, escribir cuantas barras de metal se pueden quitar como maximo de cada
lado de la balanza y finalmente determinar la masa de cada barra de metal.

Los datos de este problema no son recomendados para aplicar el método de la ba-
lanza, Filloy y el libro del maestro de secundaria recomiendan que los coeficientes
de la ecuacion y el resultado sean enteros positivos. Por otro lado no se conoce
que vendan pesas con esa masa en especifico y por lo tanto serian objetos (datos)
que no son reales lo cual contradice la teoria de Palm.
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los procedimien-
b) Los pescs de la balanza de la figura 4.2 son iguales, por lo que dicha balanza tos que se usan

estd en equilibrio en la pdgina con
Tus COmMpanearos
¥y con tu profesor,
4les sirvieron para
aclarar dudas?
Fecha y hora de
consulta: 5 de
actubre de 2012
alas 20:16 h,
Fig. 4.2
= Escriban una expresion algebraica que represente que la balanza esta en
equilibrio
= sCuadntas barras de metal se pueden quitar como maximo de cada lado
de la balanza para que siga en equilibrio? Escriban una expresion alge-
braica que represente la balanza después de quitar esas barras de metal
« Comparen las dos expresiones algebraicas anteriores e indiquen coémo
se obtiene una a partir de la otra
« A partir de lo que hasta ahora se ha visto, determinen cudl es la masa de
cada barra
185

Figura 4.15: S220017b

4.3.4. Problemas de balanza con expresiones algebraicas o nimeros

Este grupo también se clasifica por el aspecto DATOS, pero con la caracteristica
especial de que los objetos que se colocan en la balanza pueden ser de diferentes tipos,
por ejemplo: en un platillo de la valanza pueden aparecer variables y nimeros y en el
otro sélo nimeros o en un platillo variables y objetos, y en el otro objetos y niimeros
o en ambos platillos expresiones algebraicas.

Ejemplo IV.1
= Contexto: Se presentan una balanza con expresiones algebraicas en los platillos.

= Tareas matematicas: Encontrar el valor de x que hace que la balanza este
equilibrada. Para empezar una balanza nos sirve para compara masas de objetos,
en esta balanza no se observan objetos se observan expresiones algebraicas lo cual
confunde al estudiante, y por supuesto que este es un evento que jamas ocurrira en
la vida real. Respecto a los datos estos son abstractos, no tiene sentido escribir
expresiones algebraicas ( menos con coeficientes negativos) en los platillos de
la balanza porque no existe relacion alguna entre el método de la balanza y la
solucién de este problema.
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CONSTRUYE £x-5 dx+ 65

+ Analiza el ejemplo anterior y explica t};
|, {Para qué valor de x a balanza esta equilibrada? /

\

¢ 2. ¢Qué tipo de ecuaciones se utilizan en las situaciones anteriores?
¢Qué procedimiento empleaste para resolverlas?
. 4, Observa la siguiente balanza:

Figura 4.16: S00148

4.3.5. Problemas se intentan dar la idea de casos reales
(EVENTO)

Los problemas que aparecen en este grupo son aquellos donde los autores intentan
dar la idea al estudiante de que pueden utilizar el modelo de la balanza para resolver
directamente un problema, dado en un evento de la vida real o extraescolar. De acuerdo
a nuestro marco tedrico esto es un error, ya que el método de la balanza es sugerido al
profesor en el tema de ecuaciones para facilitar en el estudiante el aprendizaje del con-
cepto de variable, ecuacién y de las propiedades de igualdad. Esto nos lleva a que todos
los problemas ubicados en este grupo no cumplan con el aspecto EVENTO propuesto
en la teoria de Palm y por lo tanto resultaran ser problemas no auténticos.

Ejemplo V.1

= Contexto: Se presentan una balanza equilibradas con maderas de diferentes pe-
sos, de 3 kg, de 2 kg y otras de peso desconocido.

» Tareas matemadticas: Encontrar el peso de las maderas color verde (peso des-
conocido).

» Evento: No es posible ya que si los ninos estdan en campamento, se encuentran
en el bosque o en algin lugar al aire libre y en esos lugares es imposible recolectar
maderas de forma y tamano perfecto como se muestran en la balanza.

» Justificacion: Como existe una confusién con el peso y el color de las esferitas
(DATOS) se concluye que el problema es NO auténtico.
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:: | Manos a la obra

Rednanse en parejas y analicen las siguientes situaciones:
1. En un campamento de verano, dos brigadas de nifos recolectan maderos de dife
rentes amafos y pesos como pane de una tarea asgnada por el jefe de tropas. Los

maderos que recolectaron se muestran en la Rgura |

La brigada 1 logrt reunir dos maderos iguales de masa descono
cida, un madero de 3 kg y un madero de 2 kg: mientras que |a
brigada 2 recolectd dos maderos de 3 kg cada uno, un madeno
de 2 kg y un madero de masa desconocida, pero igual a los que
recolectd la brigada 1

El jefe de tropa coloca los maderos én una balanza y observa
que la balanza estd en equilibno, por lo que determina que
Figuura 1 tenen la msma masa.

Figura 4.17: S22010

Ejemplo V.2

= Contexto: Se observa una balanza con dos representaciones equilibradas, las
representaciones de esta balanza estan equilibradas con gallinas, cerdos y una
pesa de 13 (sin especificar unidades de peso).

» Tareas matematicas: Encontrar la masa de cada cerdo y cada gallina.

4. En una granja hay cerdos y gallinas. i las balanzas estin en equilibro, plantea las ecuaciones
y encuentra mediante tablas la masa de cada cerdo y de cada gallina,

Figura 4.18: S00148e

= Evento: No es algo que la gente hace en la vida extraescolar. Ademas los cerdos
y las gallinas no se quedarian estaticos en los platillos. Es algo sin sentido.
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= Justificacién: Como existe una confusién con el peso y el color de las esferitas
(DATOS) se concluye que este es un problema NO auténtico.

Ejemplo V.3

= Contexto: Se observa una balanza en uno de los platillos hay un bloque de 32
sillas mas 3 bloquesde x sillas, en el otro platillo hay un gran bloque de 152 sillas
(todo esto segun el problema).

= Tareas matematicas: Encontrar el valor de la incégnita la cual representa a un
nimero de sillas.

Baltasar te presenta un procedimiento para resolver ecuaciones
usando balanzas en equilibric.

En wna fabrica se han producide 152 sillas, de las cuales 32
fueron hechas por Abelardo, ¥ el resto las hicieron los otros 3
empleados. #Cuvantas sillas hize cada uno de los 3 empleados si
hicieron la misma contidad de sillas cada uno?

iCudles son los dotos? (Cudl es la incdgnita? (;Como se pueden
representar los relaciones entre los datos y la incbgnita?

Analiza la imagen de lo derecha y contesta: jcémo puedes jus-
tificar que 3x + 32 = 152 es lo ecuocion que representa el pro-
blema? yCual es la solucidn a este problema?

Baltasar usa el método de la bolanza, representado en las ilustra-
ciones de abajo, pora resolver la ecuocién 3x + 32 = 152,

W locue TRES

£Gué cantidad se puede ¢En cuantas partes se £Codmo se obtiene el

quitar a coda platille tiene que dividir el con- valor de la incégnita?
pora simplificar la ecua- tenido de cada platille
cién representada? para buscar la solucién?

ELZ\. .N[@

iCuales son las ecuaciones representadas en las ilustrociones de las balanzas?
S5e obtiene la solucién x = 40. Coda unc de los empleados hize 40 sillas.

Figura 4.19: S12011

= Evento: El evento no es posible, esto no ocurre en la vida real, jamas un empre-
sario va a utilizar una balanza para saber la productividad de sus trabajadores,
ademas es imposible apilar 152 sillas en cada lado de la balanza. La balanza es un
artefacto concreto que se utiliza para comparar masas de objetos, en este caso no
se habla de unidad de peso, es decir no se utiliza la balanza de manera correcta.
Se puede saber cuantas sillas hizo cada trabajador, pero no por el método de la
balanza si no resolviendo la ecuaciéon de manera algebraica.
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4.3.6. Problemas con errores de concepto

Los problemas presentados aqui son los que tienen errores pincipalmente de concep-
to, es decir se maneja mal el término equilibrio, o se llega a sistemas de ecuaciones sin
soluciéon como es el caso del problema no auténtico presentado en la hoja de trabajo.

Ejemplo VI.1

= Contexto: Se observa una balanza con dos representaciones diferentes, puede no-
tarse que los objetos que estan en los platillos de la balanza son cubos y cilindros.

= Tareas matematicas: Poner y quitar objetos de ambos platillos de la represen-
tacion, ya que lo que se pone o quita de un lado se tiene que hacer del otro lado
para conservar el equilibrio.

ST Algo por aprender

5S¢ denomina ecuacidn a una igualdad de expresiones algebraicas que contiene
una o méds cantidades desconocidas llamadas incdgnitas. las cuales se represen-
tan con literales. Por otra parte, ¢s una convencidn llamar coeficiente a cada ni-
mwero explicito. Las ecuaciones son como una balanza:

Tienen dos lados: Tienen dos platillos:

3ex=l5-x ! l !

Si algo se anade o quita de un lado se Lo que s¢ pone o quita de un lado se
debe hacer bo mismo del otro kado: tiene que hacer del otro lado para con-
servar el equilibrio:
(=3)+3sxm |5=-x+(-3)

1 g T
g (2= (12)

Lo anterior se refiere a propiedades de las igualdades:

Es claro que a = a ( propiedad refllexiva de la igualdad)

Sia = b, también ex cierto que b = a (propiedad simdétrica de la igualdad)

Sia= byas e también serd clemo que a = ¢ [ propledad transitiva de la igualdad)
Sia = b tambidn es clentoque b -c= a - ¢

Sia = b, también es ciertoque b s cma s ¢

Sia = b, también es clerto que B(c) = alc)

Sl a = b tambidén es clerto que "f -
€ €

Bloque & > Patrones y ecuaciones > Encontrando L incdgnita 179

Figura 4.20: S22020
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Error: No es posible mostrar una balanza que segin el autor estd en equilibrio y
que al irle quitando objetos del mismo peso en ambos lados de los platillos se supo-
ne que debe seguir manteniendo el equilibrio (por las propiedades de igualdad). Pero
en la segunda representacién de la balanza si quitamos un cilindro de cada lado nos
quedarian tres bloques de un lado y 0 del otro, lo cual inclinarfa a la balanza y esto
contradice la afirmacion del autor de que la primera representacion de la balanza estaba
en equilibrio.

Datos: Son contradictorios en la representacién de las balanzas ya que el autor dice
que estan en equilibrio y no es verdad.

Pregunta: Se practican las propiedades de igualdad para las ecuaciones de primer gra-
do (reflexiva, simétrica, transitiva). El problema es que la representacién de la balanza
que se usa nos lleva a una contradiccion.

Ejemplo VI.2

= Contexto: Se observa una balanza con tres representaciones diferentes, puede
notarse que los objetos que estan en los platillos de la balanza son pesas se 3kg,
5kg y cilindros.

f;? Comienza a pensar

Juan tiene varias latas que no indican su masa ¥ en cierta ocasion mostrd a unos
amigos lo siguiente tratando de impresionarlos:

2 g M= L

Les explicd: “Si en ¢l platillo de la balanza se colocan una pesa de 5 kg y otra de 3,
v en el otro platillo dos de 5 kg y una de 3, no hay equilibrio. Pero si se coloca

una lata de masa desconocida en cada uno de los platillos de la balanza, esta
casi se equilibra. Finalmente se logra ¢l l.'quillhrio colocando solo una lata en uno
de los platillos™,

Figura 4.21: $22020a

= Texto original: Si en el platillo de la balanza se coloca una pesa de 5kg y otra
de 3kg, vy en el otro platillo dos de 5kg y una de 3kg, no hay equilibrio. Pero si
se coloca una lata de masa desconocida en cada uno de los platillos de
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lablanza, esta casi se equilibra. Finalmente se logra el equilibrio colocando
solo una lata en uno de los platillos.

= Tareas matematicas: Juan tiene varias latas que no indican su masa y en cierta
ocasién mostré a unos amigos las tres representaciones de la balanza tratando de
impresionarlos.

Error: En la segunda representacion de la blanza se encuentra un error de concep-
to que tiene que ver con las propiedades de equilibrio en la balanza e igualdad en las
ecuaciones lineales, es decir que si en la primera representacion de la balanza se coloca
un cilindro del mismo peso en ambos platillos de la balanza ésta no debe sufrir ningun
movimiento, sin embargo el autor dice que la balanza casi se equilibra.

4.3.7. Problemas con acertijos

Aqui se clasifican los acertijos encontrados, los acertijos estan presentes desde ha-
ce muchos anos (1904) y publicados en el libro de Samuel Loyd. Los problemas tipo
balanza aparecen por primera vez como acertijos y anos después se usarian para la
educaciéon matematica en particular para la ensenanza aprendizaje de las ecuaciones de
primer grado. Samuel Loyd introdujo los acertijos de balanza para dar a los alumnos
la oportunidad de resolver estos problemas de algebra sélo con la manipulacién de los
simbolos, es decir usando razonamiento légico.

Los dos ejemplos que pondremos a continuacién (gatitos y balén a la mitad) fueron
encontrados en los libros de secundaria, y a pesar de haber sido tomados; uno del
libro de Samuel Loyd y el otro del libro de Garner (donde éste hizo modificaciones al
problema de Loyd), no fueron referenciados.

Ejemplo VII.1

= Contexto: Se observa una balanza con dos representaciones diferentes, puede
notarse que los objetos que estan en los platillos de la balanza son pesas se 3kg,
5kg, 10kg, gatos grandes y gatos pequeiios.

= Texto original: Animalirretos, los gatos grandes pesan més que los pequenos,
pero todos los grandes pesan lo mismo,igual que todos los pequenos.

= Tareas matematicas: Encontrar el peso de cada gato.
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Animalirretos

Figura 4.22: S22006f

Ejemplo VII.2

= Contexto: Se observa una balanza con medio balén y una pesa de 1/2 kg en el
platillo izquierdo, y en el platillo derecho un balén.

» Texto original: El fiel de la balanza, un balén de fitbol pesa 1/2 kilogramo
mas la mitad de su propio peso.

» Tareas matematicas: Encontrar el peso del balén y proporcionar argumentos
que validen tu respuesta.

Figura 4.23: S00163
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4.3.8. Problemas con balanza de Arquimedes (palanca)

El método de la balanza (palanca) de Arquimedes es utilizado para resolver proble-
mas de una ecuacién con dos incégnitas; una la masa del objeto y la otra la distancia a
la que se encuentra colocado el objeto a partir del punto de referencia. Con este método
se encontraron algunos problemas a pesar de que este tema no esta contemplado en el
plan de estudios de secundaria SEP.

Ejemplo VIII.1

= Contexto: Se observa una balanza de Arquimedes con dos representacines dife-
rentes, las cuales estan equilibradas de la siguiente manera: en la primera el objeto
de 10kg esta colocado a 30cm del punto de apoyo y el objeto de 5kg esta colocado
a 60 cm del punto de apoyo. En la segunda representacién de la palanca el objeto
de 2kg esta colocado a 32cm del punto d apoyo yel objeto de 8kg esta colocado a
8cm del punto de apoyo.

» Texto original: Cuando los brazos de la palanca son diferentes, el equilibrio se
logra considerando dos cantidades inversamente proporcionales.

» Tareas matematicas: Analiza las dos figuras en equilibrio y descubre cual es la
igualdad que se tiene que cumplir para lograr el equilibrio.

Cuando los brazos de la palanca son diferentes, el equilibrio se logra considerando dos cantida
des inversamente proporcionales.

Analiza las dos figuras en equilibrio y descubre cudl es la igualdad que se tiene que cumplir para
lograr ¢ equilibrio

© 30 cm 60 cm @ o 32 cm Bem g

N

()| (u)

Skg 2 kg

A

10 kg

sened  Soliciten al profesor que organice una actividad grupal para presentar los resultados.
: F 1 g SUpa | I

Figura 4.24: S22015a

Ejemplo VIII.2

» Contexto: Se observa una balanza la cual esta equilibrada de la siguiente manera;
en el lado izquierdo 3 objetos de peso desconocido mas una pesa de 2kg, en el
lado derecho un objeto de peso desconocido mas una pesa de 10kg.
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» Texto original: Pedro coloco en una balanza pesos de distintos tamanos hasta
equilibrarla.

= Tareas matematicas: Si las pesas marcadas con x son idénticas, encontrar su
peso.

Este problema fue colocado en este grupo porque la balanza no tiene platillos en sus
extremos, y para poder quitar y poner elementos en ella y que se mantenga el equilibrio
necesitariamos saber la distancia a la que se deben colocan los objetos con referencia
al punto de apoyo.

8. Pedro colocd en una balanza pesas de distintos tamanos hasta equilibrarla. 5i las pesas
marcadas con ¥ son idénticas, jcudnto pesa cada una?

."T" L a) Bkg b) 5kg

LA \

m rllImq'l

x,'xlll f \
i i'll i ﬁa‘l ‘llllx ii i c) 4 kt_] d) ?ktj

Figura 4.25: S22005

4.3.9. Problemas con balanza como artefacto (bascula)

Finalmente en esta clasificacién tenemos los problemas que sélo utilizan la balanza
como artefacto, es decir en una béascula pesando papas, tortillas, jamoén, bolas de masa
para hacer pan y otros productos mas, lo Uinico que se pide al estudiante es hacer
conversiones del peso marcado en la béscula.

Ejemplo IX.1

= Contexto: Se observan cinco basculas con diferente representacion y sobre cada
una de ellas una bola de masa, las bolas de masa son de diferente tamano.

» Texto original: Un panadero pesa distintas bolas de masa y anota en etiquetas
el peso en forma de fraccién. Escriban la fraccién que corresponda a cada bola de
masa y después respondan.

= Tareas matematicas: hacer las conversiones de decimal finito a fraccion, escribir
que tipo de fracciones de las conversiones hechas, hacer la simplificacién de las
fracciones.
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Es posible que en algiin momento un panadero necesite pesar las bolas de masa pa-
ra prepar panes de diferente tamano y estilo. La representacion de los datos no son
proporcionales, por ejemplo el tamano de la masa en la representacién de la primera
béascula no es proporcional con la segunda tercera y cuarta ya que segun los datos:

La bola de masa de la segunda bascula cabe 3.75 veces en la bola de masa de la
primera. La bola de masa de la tercera bascula cabe 4.26 veces en la bola de masa de la
primera. La bola de masa de la cuarta bascula cabe 10.24 veces en la bola de masa de
la primera. Pero en el dibujo no se ve asi, las masas pequenas caben mucho mas veces
en la grande respectivamente.

1 i
- =

EEEI 'BBEZKE EEEI I RISKG

HH - ! -. -..

L
= 5

il [ | mEEER .:cl

sy sae s

" Bee nes

Figura 4.26: S12019

La clasificacién completa de los problemas puede consultarse en las tablas
del anexo A.
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Capitulo 5

Investigacion con los alumnos

Uno de nuestros objetivos es estudiar el efecto que tiene el uso del método de la
balanza en los estudiantes de secundaria, especificamente explorar cudl es su reaccién
cuando se le presentan dos tipos de problemas; los auténticos y los no auténticos. Para
este fin, seleccionamos dos muestras de estudiantes, una de tercero de secundaria y la
otra de primero de preparatoria. La razéon de la eleccion de los estudiates de preparatoria
se debe a que el tema de ecuaciones lineales se aborda nuevamente en este nivel, ademés
del hecho de ser egresados recientes del nivel secundaria. También nos interesa hacer
comparaciones entre ambos niveles.

En la primera seccién de este capitulo presentamos la hoja de trabajo disenada
para nuestro estudio experimental y en la segunda seccién mostramos el andlisis de los
resultados de la aplicacién de la hoja de trabajo.

5.1. Hoja de trabajo

La hoja de trabajo (Figuras 4.1 y 4.2), consiste de dos problemas distribuidos en
dos cuartillas y seleccionados de los libros de texto Matemdticas 2. Secundaria Funda-
mental, C. Baltazar, E. Ruiz, L. F. Ojeda. Editorial Castillo (2002) y Matemdticas 2.
Fernando Iturralve, Editorial Terracota-Cencage (2014).

El primer problema, que corresponde a la primera referencia, fue elegido para utilizar
de manera correcta el método de la balanza y el segundo problema, de la segunda
referencia, tiene la caractéristica de no autenticidad. Para simular lo que podria pasar
normalmente en las aulas se respeté textualmente la propuesta de los autores, salvo
la adicién de la pregunta A ubicada al inicio del primer problema, donde se pregunta
al estudiante cudndo considera que una balanza se encuentra en equilibrio. La idea
de adicionar esta pregunta es motivada de nuestra revision donde encontramos varios
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autores que dan por hecho que los estudiantes tienen claro el concepto de equilibrio.

La hoja de trabajo se implementé en 113 estudiantes del tercer afio de la Secundaria
Técnica No. 60 y en 125 estudiantes de primer ano de la preparatoria Lic. Benito Juarez
Garcia de la BUAP.

Balanzas en equilibrio: Método de la balanza para resolver

ecuaciones

Apellidos Nombre Edad
afiosy ___meses

Escuela Poblacion Sexo
(F_) (M_)

1) La balanza de la figura 4.1 esta en equilibrio. La masa de los jarrones no se
conoce pero se sabe que es la misma.

Figura4.1. Balanza en equilibrio.

A.En general, jCudndo crees que una balanza se encuentra en equilibrio?

B. Subrayen, de las siguientes acciones , las que mantendran la balanza en equilibrio

(a) Pasar uno de los jarrones del lado derecho al lado izquierdo.

(b) Quitar un jarrén de cada lado.

(c) Cambiar uno de los jarrones por una barra de 5009 en el lado derecho.
(d) Quitar el mismo nimero de barras de 500g en ambos lados.

(e) Quitar una pesa de 700g de ambos lados.

(f) Quitar dos pesas de 500g de ambos lados.

C.Completen la siguiente ecuacidén que representa la balanza en equilibrio.

El miembro de la izquierda representa las pesas del lado izquierdo de la balanza y el
miembro de la derecha representa el lado derecho. Se utilizara la letra j para representar
la masa de un jarrén.

j+ 1950 + = +1100+700

:Qué sucede con la igualdad si se restan 1800g en ambos miembros de la ecuacion?

Dr. Josip Sliskof Yolanda Zamera Pagina 1

Figura 4.1: Hoja de trabajo,problema 1.
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2} Al azradiar 2l zama de propedades di ki materia anla clase de clencias, Roclo y sus compaferos
trataron de cakoular la masa de algunos cuadsrmos ¥ bbros Fara @vitar &ITOMES COMSEWETon
cuadamnos noevos ¥ hbros iguales Lograron &n la balanza los arreglos qua s muossran an la
FiguraZ

Anzhoen lz Flgura 2 ¥ & partr dz <lla respondan:

A pTod procedimienta pusdan emplear para saber <l peso de cada obeta de la halanzaT

B pCudnto pesa cada Boro y cada cuademna?
Pazo de cada Hhre:
Fazo de cada cuaderno;

€ _Ahaora, simbobicen algebraicamaenz ko gue 5 thene on cada balamza.
Ealarza 1
Ealamza I

D.Rasualva algabracamanta <l sismama da eouaciones obmemda

Canclusion:

Cr. Joi 5 Fp T Binda Twmar

Figura 4.1: Hoja de trabajo, problema 2.
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5.2. Resultados

Las respuestas de los estudiantes a la pregunta
A. ;Cuéando crees que una balanza se encuentra en equilibrio?

pudieron ser clasificadas en los siguientes grupos:

(A) Igualdad de masas (pesos) + descripcién correcta
de la posicion de los platos.

(B) Igualdad de masas.

(C) Descripcién correcta de la posicién de los platos.

(D) Respuestas confusas o sin respuestas.

Un ejemplo de las respuestas que dieron los estudiates a cada grupo es el siguiente.

(A) Cuando ambos platones que sostiene los objetos se encuentran
a la misma altura o nivel. El peso de los objetos es el mismo
de cada lado.
(B) Cuando se tiene el mismo peso en ambos lados de la balanza.
(C) Cuando se encuentran las dos bases en la misma altura.
(D) Cuando los objetos de cada lado de la balanza se encuentran iguales.

Del anélisis de todas las respuestas podemos observar que los estudiantes que dieron
respuestas ubicadas en el grupo A tienen muy claro lo que significa que una balanza se
encuentre en equilibrio y se espera que tengan los mejores resultados en el resto de las
preguntas.

Los alumnos que dieron respuestas en el grupo B tienen idea de lo que significa el
equilibrio en la balanza, y se espera que estos alumnos puedan contestar bien el resto
de las preguntas.

Los alumnos que escribieron respuestas tipo C no manejan los conceptos de la masa
o del peso. Se espera que sus resultados posteriores no sean del todo correctos. Los
estudiantes que dieron respuestas tipo D no tienen idea de lo que significa que una
balanza se encuentre en equilibrio, por lo tanto se espera que el resto de las respuestas
no sean correctas.

La tabla 4.1 nos muestra los resultados de los estudiantes con respecto a la primera
pregunta que tiene que ver con el concepto de balanza en equilibrio.
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Respuesta Secundaria | Preparatoria
A: Igualdad de masas + descripcién

correcta de la posicién de los platos 2 6

B: Igualdad de masas 66 88

C: Descripcion correcta de la posicion de | 12 18

los platos

D: Respuestas confusas o sin respuestas | 33 13

TOTAL 113 125

Tabla 4.1 Tabla comparativa secundaria-preparatoria (pregunta 1).

En los resultados de secundaria obtuvimos sélo 2 alumnos (1.76 %) que tienen claro
lo que significa que una balanza se encuentre en equilibrio; 66 alumnos (58.40 %) tienen
idea de lo que significa el equilibrio en la balanza; 12 alumnos (10.61 %) no manejan
los conceptos de masa o peso; 33 alumnos (29.20 %) no tienen idea del significado del
equilibrio de la balanza.

En el caso de preparatoria tenemos 6 alumnos (4.8 %) que tienen claro el significa-
do del equilibrio en la balanza; 88 alumnos (70.4 %) tienen sélo una idea de lo que
significa; 18 alumnos (14.4 %) no manejan los conceptos de masa o peso y 13 alumnos
(10.4 %) no tienen idea de lo que significa el equilibrio de la balanza. De estos resulta-
dos concluimos que los estudiantes de preparatoria tienen mayor claridad del concepto
de equilibrio en la balanza lo que se ve reflejado en los resultados finales.

La tabla 4.2 nos muestra el resto de los resultados de los estudiantes sobre la hoja
de trabajo. Como podemos observar en la tabla, el problema auténtico lo resolvieron
de manera correcta 11 estudiantes de secundaria y 56 de preparatoria, y de manera
incorrecta 102 de secundaria y 69 de preparatoria. Fn el caso del problema no auténtico
1 alumno de secundaria y 15 de preparatoria se dieron cuenta del sistema sin solucion
o se confundieron, por otro lado 102 de secundaria, y 110 de preparatoria no se dieron
cuenta de la no autenticidad del problema. A continuacién vamos a mostrar algunos de
los resultados sobre el problema no auténtico.

Por ejemplo, el alumno de secundaria que identificé el error del problema no auténti-
co, al pasar del método de la balanza a las ecuaciones, primero escribe las expresiones
algebraicas sin hacer reducciones de términos semejantes y posteriormente va elimi-
nando una a una las variables o términos iguales de ambos lados de la ecuacién de
tal manera que se mantenga la igualdad. Esta forma de escribir las ecuaciones y de ir
operando, es idéntica a la forma de representar los objetos en la balanza y de ir quitan-
do objetos en ambos platillos. A continuacion se describe la respuesta de este estudiante.
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PRIMER PROBLEMA (AUTENTICO) SEGUNDO PROBLEMA (AUTENTICO)

ALUMNOS QUE IDENTIFICARON LA
INCOMPATIBILIDAD DEL SISTEMA O
SE CONFUNDIERON

ALUMNOS QUE RESOLVIERON O NO EL
PROBLEMA

SECUNDARIA PREPARATORIA SECUNDARIA PREPARATORIA
Sl NO Sl NO Sl NO Sl NO
11 102 55 69 1 102 15 110

Tabla 4.2: Tabla comparativa secundaria-preparatoria

Expresa las dos ecuaciones de manera algebraica como sigue.
« L+ L+C+C=L+L+L+L+125,
s L+ L4+ C+C+C+50=C+C+C+C+C,
Ecuaciones simplificadas:
» C+C =L+ L+ 125,
» L+ L+50=C+C

Texto original del estudiante:

El resultado no se logra obtener porque se contradice, si L + L + 50 = C + C, dice
que es equivalente C'+C a L+ L+ 50 pero en el primero es C+C = L+ L+ 125 dice
que L + L + 125 equivale a C' + C' se contradicen los términos.

Los resultados en preparatoria nos muestran que el 44.8 % de los estudiantes pu-
dieron resolver bien el problema auténtico, sin embargo el 88 % de estos alumnos no
pudieron resolver el problema no auténtico y en el 12 % se encuentran los estudiantes
que pudieron identificar la no autenticidad del problema y los que se mostraron con-
fundidos. Los siguientes son algunos ejemplos de las reacciones de los estudiantes.

En preparatoria un estudiante responde al problema no auténtico expresando las
dos ecuaciones lineales de manera algebraica como sigue.

» 2L 4+2C =4L + 125¢g
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« 2L+ 3C + 509 = 5C

Para simplificar las ecuaciones en este paso el estudiante resta a cada miembro de la
primera ecuacién el término 2L y de esta manera mantiene la igualdad en la ecuacién.
Por otro lado, resta el término 3C' de cada miembro de la segunda ecuacién.

» 21+ 2C — 2L =4L + 1259 — 2L
» 2L 4+3C + 509 —3C =5C —-3C
Ecuaciones simplificadas:

» 20 =2L 4+ 125¢g

s 2L 4+ 509 = 2C

Texto original del alumno:

Es imposible responder un problema que nos da datos contradictorios como éste, lo
unico que es sequro es que un cuaderno pesa mds que un libro pero no se puede calcular
ningun peso preciso.

Los siguientes alumnos contestaron bien el primer problema y plantearon el sistema
de ecuaciones del segundo problema de manera correcta. Sin embargo, sus conclusiones
para el segundo problema fueron las siguientes:

a) El problema me confundié un poco, sobre todo en la ecuacion, creo que no la
planteé de manera correcta y al resolverlo me confundio.

b) En este problema se me dificultd un poco la resolucion del sistema de ecuaciones
ya que en mis resultados me da por ejemplo: 0 = 75.

c) No se puede resolver porque en la primera balanza 2 libretas equivalen a 2 libros
y 125g y en la segunda 2 libretas equivalen a 2 libros y 50g. No se llega a una
igualdad y por ello no tiene solucion.

Comparando los resultados de la primera y la segunada tabla, los estudiantes que
dieron respuestas ubicadas en el grupo A tienen muy claro lo que significa que una
balanza se encuentre en equilibrio y el 50 % (1) de los alumnos de secundaria contesto
bien los dos problemas y el 100 % de los de preparatoria también respondieron de
manera correcta toda la hoja de trabajo.

Los alumnos que dieron respuestas en el grupo B tienen idea de lo que significa
que una balanza se encuentre en equilibrio, y respecto al primer problema solamente el
16.66 % de los alumnos de secundaria lo contestaron adecuadamente y en preparatoria
el 63.63 % también respondié correctamente la pregunta.
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Conclusiones

En nuestra revisién encontramos que la mayoria de los problemas de balanza no son
auténticos de acuerdo a la teoria de Palm. Los factores principales de la no autenticidad
de estos problemas, se deben a que algunos autores tratan de resolver problemas reales
aplicando directamente el modelo de la balanza y otros utilizan datos que no correspon-
den a la realidad. Desde el punto de vista, de varios expertos, el modelo de la balanza es
un recurso para la ensenanza de las ecuaciones de primer grado, especificamente para
facilitar el entendimiento de los conceptos de variable y ecuacion. Ellos recomiendan el
uso de la balanza para la comprension del modelo matematico que resuelve el problema,
dejando la solucién del problema a la ecuacién algebraica.

En la muestra seleccionada de estudiantes, cuando se les presenté un problema
auténtico, una cantidad considerable pudo resolverlo adecuadamente. Sin embargo,
cuando a los mismos estudiantes se les presenté un problema no auténtico, pocos fue-
ron capaces de detectar el error y otros se mostraron totalmente desorientados (oca-
sionandose asi conflictos cognitivos). Esto nos conduce a poner especial atencién en los
ejemplos y problemas que los autores de los libros de texto proponen para la ensefianza
de las ecuaciones lineales a través del método de la balanza. También nos encontramos
que a pesar de que los libros de texto sufren continuas actualizaciones varios problemas
mantienen su estatus de no autenticidad. Por estos motivos consideramos que es im-
portante que los profesores y los autores de libros de texto tomen en cuenta el aspecto
de la autenticidad en sus problemas y ejemplos propuestos.

Puesto que existe un estrecho margen de problemas que pueden ser resueltos con
el artefacto balanza (en sustitucién de las ecuaciones lineales), consideramos que la
mayoria de los ejemplos que revisamos deberian ser sustituidos por otros que esten
enfocados a la balanza como un recurso didédctico para la ensenanza de las ecuaciones.
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