Examen de ingreso a la Maestria en Ciencias Matematicas

Instrucciones: Resolver 2 problemas de Anélisis y 2 problemas de Algebra.
Escribir las soluciones de los problemas de analisis en distintas hojas de las
soluciones de los problemas de algebra.

Nombre:

Problemas de analisis

1. Supongamos que f : [0,00) — R es continua en [0, 00), derivable en (0,00), f(0) = 0, y f’ es
mondtona creciente. Probar que la funcién g(z) = @ definida en x € (0,00), es mondtona
creciente.

2. Sea f:[0,1] — R una funcién continua tal que

0= /O1 f(x)z"dx

paran =0,1,2,.... Probar que f es la funcién constante 0.

3. Sea f : R? — R la funcién definida como f(0,0) = 0, y f(z,y) = x%””—f;, si (x,y) # (0,0).
Mostrar que en el origen existen las derivadas direccionales en cualquier direccion. § Es la funcién

continua en el origen?

4. Sea C' C R cerrado. Definase una funcién f : R — R por f(z) = inf{|z —¢| : ¢ € C'}, para todo
x € R. Mostrar que f es continua y que f(z) =0< x € C.

Problemas de algebra

1. Sea T : R* — R3 la transformacién lineal definida por T(z1, 29, 23, 74) = (0,21 + 29,0). Encon-
trar la dimensién de Im(7T) y de Ker(T).

2. Sea A una matriz cuadrada de n x n tal que A? es la matriz identidad. Demostrar que uno de
los valores propios de A es 1o —1.

3. Sean T' : V — V una transformacion lineal de un espacio vectorial V' sobre un campo K, y
a € K un valor propio de T'. Si n € N, demuestra que o es un valor propio de T, y si ademas
T es invertible, entonces a~" es un valor propio de T".

4. Sean T : V — V una transformacién lineal de un espacio vectorial V. Si Im(T) = Im(T?),
demuestra que V = Im(T) @ Ker(T).



