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Examenes Generales. Programa de Doctorado.
Postgrado - FCFM - BUAP

Convocatoria de Diciembre de 2006. Parte escrita.
El alumno contesta tres preguntas - una pregunta de cada parte 1, 11, 111

I. Andlisis Clasico y Variable Compleja

1. Demuéstre que las ecuaciones

zyu—yv* + 288 =0
du? + 2% - Py =0

pueden resolverse para u y v en términos de = guy, en las cercanias del
u

punto (w,v,z,y) = (0,1,1,2), y determinense ) 3_3-" Fr) a
2. Sea f :[0,1] — R una funcién continua real. Muestre que

1

[ f(2)2? dz = 3£(6)
0

para alguna £ € [0, 1].

3. Sean P y Q polinomios con coefficientes complejos tales que
grado( P) + 2 < grado(Q) v que @ no tiene ceros reales.

a) Muestre que

es la suma de los residuos que tiene en el semiplanc superior.
Q

b) Aplique este método para calcular

0

—00

1



I1. Topologia y Medida

1. Pruebe que para cualesquiera racionales p y ¢ existe una funcién con-
tinua f : @ — Z tal que f(p) = 0y f(g) = 3, donde @ y Z son
los subespacios de los niimeros racionales y de los niimeros enteros del
espacio de los niimeros reales R con la topologia usual.

2. Dado p > 1, A la medida de Lebesgue. Sea

1
.fn - m X[n,...]

donde x,,,, es la funcién caracteristica del conjunto [0, n].

a) Pruebe que la sucesién {f,} converge uniformemente a la funcién
nula.

b) ; Converge {/,} en la norma de L,(R,A) 7
¢) j Converge {f,} en medida 7

I11. Algebra Lineal y Algebra General

1. Sea R[z] el espacio vectorial de polinomios sobre R. Sea la transfor-
macién lineal E : R[z] — R[z] definida por Ef = f + f', donde ' es
la derivada de f € R[z]. Pruebe que E es invertible.

2. Sea A un anillo con el elemento unitario 1. Sea G(A) el conjunto de
todos las unidades de A. (Recuerde que z € A se llama una unidad si
zy = yr = 1 para alguna y € A).

a) Pruebe que G(A) es un grupo multiplicativo.

b) Pruebe que G(Z[i]) es isomorfo a Z4, donde Z[1] es el anillo de
todos los nimeros complejos m + nt tales que m y n son enteros.
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Examenes doctorales
Convocatoria de enero de 2002.
Parte escrita. . El problema de Algebra

Ij Sea
- {( “f;) | a,b € Zs)

1. Pruébese que A es un subanillo conmutativo con 1 del anillo de las
matrices 2 x 2 sobre Zs, pero no es un campo.

2. Pruébese que fb z ) € A es un divisor de cero si y sélo si a? +0* =

0. Dése una lista de todos divisores de cero de A.
3. Encuéntrense todos los #deales de A
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‘l] Hallar el minimo y maximo absolutos para las funciones:

a) f{z,y) = 2 —zy+y’ Ent!dj:ﬁ:numlarmﬂ— { (=, _,l:l A +y <1}
Respuesta: f(0,0) = 0 - minimo, J"I: . } f{—ﬁ 7)) = } - maximo,

by flz.y) ==+ yz en la bola D = {(x,y,2) ¢ RBP et <1}
Respuesta; f(=1,0,0) = =1 - minimo, f(1,0,0) = 1 - maximo,
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Exdmenes Predoctorales Generales
Convocatoria de Julio de 2002, Parte escrita,

El alumno contesta tres preguntas - una pregunta de cada parte I, IT, I11.
I. Analisis Clasico

1. Sea f, :[0,1] = R una sucesién de funciones continuas, que convergen
uniformemente en |0,1). Demuestre que converge uniformemente en
[0,1].

2. Consideremos la funcién real de dos variables reales flz,y) = Azd + 43
Calcule las derivadas parciales de la funcién en (0,0) y analice la dife-
renciabilidad de la funcién en dicho punto.

[I. Topologia, Variable Compleja, Medida e Integracion

I. Sea (X,d), un espacio métrico compacto y conexo. Sea A C X una
parte también compacta, conexa y no vacia.
Se define, para £ > 0, A, := {z € X : d(z, A) < ¢},

(a) Pruebe que 4, es compacto.
(b) De un ejemplo que demuestre que A, no es necesariamente conexo.

2. Dada la funcién compleja de variable compleja  f{z) := (e* — 1) /23,
(a) Diga si tiene un polo en el origen y en tal caso de qué orden.
(b) Calcule el desarrollo en serie de Laurent de f en z = 0.
(c) Cudl es el residuc de f en z = 0.
3. Dadalafuncién F(z):=1siz<1,2°s11<z<3,10siz>3y up
la medida de Stieltjes asociada a la funcién,
(a) Calcule pp([0,2]).

(b) Caleule up ([0,3]).
(¢) Caleule [T z%dug(z).



II1. Algebra General y Algebra Lineal

1. Sea A un anillo con unitario tal que a® = a para todas lasa € A ( i.e.
A es un anillo booleano). Demuestre que

(a) A esconmutativoy 2a =0,a(a+1)=0Va€ A
(b) todo ideal primo P en A es maximal

(¢) s1P es unideal primo, entonces A/P es un campo de dos elementos

(d) Va,b € A (a)+(b) = (a + ab+b), donde (a), (b), (a + ab+ b) son
ideales principales generados por a, b, a + ab+ b respectivamente.

., Existe anillo booleano de 6 elementos?

2. Sea [P el espacio lineal real & + 1 dimensional de los polinomios algeb-

raicos hasta el grado k, con base ordenada 1 xx*, . z*.

Sea D : Py — Py, el operador derivacion.

(a) Represente D mediante una matriz asociada a la base dada.
(b) ¢ Cudl es el kernel de D7

(¢) i Existen valores y vectores propios de D7

Jurado examinador:

Dr. Alerander Bykov (Presidente) . .. ... ... ....
Dr, Juan Alberfo Escamilla Reyna (Secretario)

Dr. Migue!l Antonio Jiménez Poze (Vocal) .. . ..........
Dr. Jorge Bustamante Gonzdlez (Vocal] . e g a4
Dr. Ruoil Escobedo Conde (Vocal) .. . g

Dr. Arnoldo Bezanilla Lopez {Suplente) . ... ... ... ..
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s Examen de Algebra

- Sean % v W espacios vectoriales sobre un campo K, ambos de dinension finita, ¥
denota el espacio dual de V

Determmn ln veracidad de los enunciados sigumentes:

a) Toda espocio vectonal tene una base. ()

. b} B subespacio generado por el conjunto vacio es ¢l conjunto vacio, ()

¢) Dado un conjunto linealmente dependiente podemos extimer de &l un conjuito Lt
mene independiente. ()

) Tods cadenn posee un elemento maximal. (]

¢) Toda elemento maximal es inico. ()

1} U subconjunto naximal v linealinente independiente es una bibe (1)

) 10} es el tnico espacio vectoral que no tiene base. ()

Iy sean T, 0 - ¥ — W uanslormaciones Imeales y o,/ bases ordenadas de ¥y W
respectivamente, si (779 = |U] emonces U = T ()

1) lodo espucio vectorial es somorio a su espacio vectorial idual. { )

STV <V esun isomorfismo «oes base de W, entonces Fer) es base de VL)

Lysen T - W — W lhineal, la dimension de V es 51 T es invertible y A esun eigenyalur
de 1 entonces 1 (A # O)eseigenvalorde T ()

1) Todw espacio vectonal de dimensién finita dotado de un producto intenio posee Wi
s ortonormal. () 2

2 Pruebe o de un contragjemplo para ¢l siguiente enuncsido:

Senn W, Y subespacios de un espacio veetorial V. SiW, 0 W es subespacio vee
il de W, entonces W © Wa o W © W,

3= Sen el espacio vectorial £ = R y consideremnos ¢l subespacio

£4

L ={lxy,23, ridiarFaa e =0 =)
al Proparcione una base de L.
by Para el ease n = 3 construya una base ortonormal de L.
) Seirn = {1y g2 —- . - Halle la proyeccion ortogonal de y sabre L,
diSi I E — E e un operador que a cada « € F le asocit su proyeceion ortogonal
respecion L, encuentre la matnz 4, de representacion de P en fn base canimes
s Sea

-3 i | 1

Ly matriz de un operador lineal 7°: BY — R {en |a base estindal) "Hallur ta forma
| dingonnl de T matiz del operador ¥ v la base corvespandiente.



Examenes Predoctorales Generales
FCFM - BUAP

Convocatoria de Julio de 2003, Parte escrita.

El alumno contesta tres preguntas - una pregunta de cada parte L, 11, 111

I. Analisis Cldsico y Variable Compleja
1. Sea g : R* — R? la funcién definida por
g(z,y) = (2ye**, ze¥)
y sea f : R* = R® la funcién definida por
flz,y) = (32 - ¥, 2z + y, 2y + ).

(a) Demuestre que g es localmente invertible en el punto (0, 1).
(b) Calcule D(fog™!) en el punto (2,0).

2. Sea v(0) = 2¢*, 8 € [0,2n]. Calcule

f% dz.
e

II. Topologia, Medida e Integracion

1. Considere una funcién entre dos espacios topologicos, f @+ X — Y,
donde Y es de Hausdorfl y compacto. Demuestre que f es continua si
y sdlo si la grafica de f, Gy = {(z, f(z)) : ¢ € X}, es un subconjunto
cerrado del producto X x Y.

2. Utilizando la técnica de construccién del conjunte de Cantor, desarrolle
un ejemplo de un conjunto cerrado y de interior vacio C, en [0, 1], cuya
medida de Lebesgue sea positiva estrictamente.



I1I. Algebra General y Algebra Lineal
l. Sea G un grupo. Demuestre que

(a) paracadag € G, lafuncién iy : G — G, dada por iy(z) = gzg~ 1,
es un automorfismo del grupo G, llamado el automorfismo interno

de G;

(b) el conjunto Inn(G) de todos los automorfismos internos de & es
un subgrupo normal del grupo Aut(G) de todos automorfismos de
G;

(c) Inn{() es isomorfo a G/Z(G), donde Z(G) es el centro de G,

2. Sea ¢ : R* — I una funcién cuadritica que tiene en la base canénica
de ®® la forma

glzy,T9,2) = 23,29 + 27,25 — 22923

Reduzca la forma cuadritica a la forma candnica y encuentre la base
ortonormal correspondiente.

Jurado examinador:

Dr. Alerander Bykov (Presidente)

Dr. Juan Alberto Escarmilla Reyna (Secretario)
Dr. Miguel Antono Jiménez Pozo (Vocal)

Dr. Jorge Bustamante Gonzalez(Vocal]

Dr. Arnoldo Bezanilla Lépez (Vocal)

Dr. Raul Escobedo Conde (Suplente)



Examenes Predoctorales Generales
FCFM - BUAP

Convocatoria de Enero de 2004. Parte escrita.

Bt alumno contesta tres preguntas - una pregqunta de cada parte I, 11, I11

1. Analisis Clasico y Variable Compleja
1. Sea f(z,y) = =* - 3zy +

(a) Calcule el valor minimo de f(z,y)en {(z,y) € R* |2 +y* < 1}y
analice los extremos locales en {(z,y) € R? | * +y* £ 1} distintos
de minimo,

(b) Calcule el desarrollo de Taylor de f(z,y) en el punto (1/2,0) hasta
el orden 2. ; Que se pude decir de la convexidad de f en este
punto?

(¢) Halle el vector normal unitario y la ecuacion del plano tangente a
la superficie z = f(z,y) en el punto (1/2,0, 1/8).

(d) Calcule la distancia de este plano al origen .

9. Sea u(z,y) = e ¥***¥ cos z, donde a es un nimero real arbitrario.
(a) Calcule los valores de @ para los cuales la funcién u(r,y) es la
parte real de una funcién analitica en todo plano complejo.

(b) Para valor de o obtenido, calcule la funcién arménica conjugada
u(z,y) tal que v(0,0) =0 y exprese la funcién analitica f(z, y) =
w{z,y) + iv(z,y) en términos de la variable compleja z = = + 1.

(¢) Demuestre que para cualquier semicirculo de radio B > 1: 5p =
z,9) | 2 +¥* € R?, y > 0}, la integral compleja:
¥ p

f z—f_)&% dz.
aSgp

no depende de i y calcule su valor.

(d) Utilice el resultado anterior para calcular el valor de
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I1. Topologia, Medida e Integraciéon

1. Para cada n € N, sea f, : X — Y una funcion continua de un espacio
topolégico X en un espacio métrico Y. Suponga que la sucesidon { [},
converge uniformamente a una funcion f : X = Y. Demuestre que f
es una funcién continua.

2. Considere el espacio de las funciones reales continuas definidas sobre ¢l
intervalo [0, 1] y lo proveeremos de las métricas:

dw(f,9) = P |f{z) — g(z)|

dx(f,9) = \/ Jo 1/(z) - o(z)Pdz

y a los correspondientes espacios métrcos los denotaremos mediante
C'w ¥ C4 respectivamente: .

{a) Demuestre que para cualquier funcién real continua f en [0,1] y
cualquier bola B? de radio £ en Cy se puede encontrar una bola

g, de radio §(¢) en Cs, tal que B, C B
(b) Demuestre que el funcional definido de C, en R que a cada funcion
f le hace corresponder la evaluacién f(0) es un funcional lineal

continuo, pero que este mismo funcional no es continuo definido
de 'f.?z en K.

3. Recordemos gue jﬂm f(z)dz existe en sentido impropio de Riemann,
si f es integrable en sentido de Riemann en cualquier intervalo [a, b]
y existe lim j‘a f(z)dz. En este caso a este limite se denota como la
b ©
integral [ f(z)dz.
Asuma conocido el siguiente resultado:

"La integral impropio de Riemann [~ % dz existe y es iguala /2",



}'-:'

(a) Demuestre que la integral [~ 2 7senzdz existe en sentido impro-
pio de Riemann para todo p > (.

(b) Demuestre que para p > 1 la integral también existe en sentido de

Lebesgue.
(c) Utilizando el resultado conocido para p = | demustre que
00
‘[}l”senmmmsr -

IT11. Algebra General y Algebra Lineal

. dea A un anillo conmutativo con 1 tal que
YVaeAIneN|a"=a

Demuestre que en el anillo A todo ideal primo es maximal.

Sea g : R = R una funcién cuadritica que tiene en la base candénica
de RY la forma

Q'E.Ih IE:I{l] = 221.']32 + EIEIJ

Reduzca la forma cuadritica a la forma canonica y encuentre la base
ortonormal correspondiente,

Jurado examinador:

L

i

. Alezander I. Bykov (Presidente)

~ Juan Alberto Escamilla Reyne (Secretario]

Dr. Andrés Fraguela Collar (Vocal)

Dy

D,

. Rail Escobedo Conde (Vocal)

Valdimir V.Alezandrou (Suplente)



FCFM-BUAP
EXAMENES PREDOCTORALES
DE MATEMATICAS

14 DE ENERO DE 2004

Preguntas:

1) Sea E el espacio tridimensional usual, con sus ejes coordenados habituales x,y y
. Para cada nimero real a, sea P, el plano perpendicular al eje x, que pasa por
(a,0,0). Consideremos la clase A< F (E), dada por los 4 ¢ [, tales que para todo «
real, A0 P, es un conjunto abierto en la topologia inducida sobre 7, por la topologia
eclideana.

a) Demuestre que A es una lopologia.

b) Analice la convergencia de la sucesion (1/n,0,0) en (E,A).

c) (Es (F,.A4) normable ?

d) Considere los intervalos
L= {(x0,0): 0 <x < 1}J={00):0<sy= I}K= {(0,0,z) : 0 < z < 1} y analice si
son conexos en (£, A).

e) Analice si alguno de estos lres intervalos es compacto en (£, .A4).

eniz )

2) Sea la funcién compleja de variable compleja definida por {z) = ~——slz+ 0y |
siz=10. _

a) Demuestre que es una funcion entera. O sea, analitica en todo el plano complejo.

b) Exprese su desarrollo en serie de Taylor en el origen.

c) Si y denota la circunsferencia unidad recorrida en sentido positivo, calcule la
integral compleja

.[ﬂ:}d;

r

3) Calcule el maximo absoluto, si es que existe, de la funcion fix,y) = |2x*y* + xp| en
el cuadrado cerrado del plano, centrado en (0,0) y delimitado por lados paralelos a los
ejes coordenados de longitudes 1/2.

4) Recordemos que un subgrupo N de un grupo G es normal , si para todo n € Ny
todo g € G, se tiene que gng™' € N.

Si M es un subgrupo de G, definimos
N(M) = {g € G : Vm € M,gmg™' € M}. Demuestre

a) N(M) es un subgrupo de G.

b) M es normal en N(M).

¢) Si M es un subgrupo normal de otro subgrupo 7 de (;, entonces P — N(M).

d) M es normal en G si y solo si N(M) = G.



