Examen de admision al doctorado Posgrado en Matematicas

FCFM BUAP. 22 de noviembre de 2022

El aspirante debe resolver cinco problemas en total. De las dreas de ANALISIS MATEMATICO
y ALGEBRA elegir dos problemas (de cada una). Adicionalmente, debe seleccionar un
problema mas de los temas restantes. El aspirante debe tomar en cuenta las indicaciones
siguientes:

1.
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El aspirante debe presentar una credencial vigente con fotografia antes de iniciar
su examen.

El examen tiene duracién de 210 minutos (10:00-13:30).

Durante el examen el aspirante no puede utilizar celular o computadora.

El examen debe ser contestado con boligrafo de tinta negra.

La escritura debe ser clara y legible.

Cada hoja del examen debe ser numerada del modo siguiente: m/N, donde N es el
total de hojas entregadasym = 1,2,...,N.

Se deben contestar las preguntas separando las areas de conocimiento, no se
pueden mezclar las preguntas de diferentes areas.



EXAMEN GENERAL DE ADMISION AL DOCTORADO
Posgrado en Matematicas

FCFM-BUAP, NOVIEMBRE 2022

Nombre completo:

Institucidén donde realizdé sus estudios de Maestria:

El aspirante debe presentar la solucién de cuatro problemas: dos del apartado correspondien-

te a Andlisis Matematico, dos del bloque correspondiente a Algebra y uno de los apartados

restantes.

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2,

2.3.

I. ANALISIS MATEMATICO (Real y Complejo)
Encuentre los maximos y minimos de la funcién

flz,y) =22y +2° —

sobre el conjunto
A={(z,y) eR*: 2® +y* < 1}

Sea (X, d) un espacio métrico completo y suponga que f : X — X es una funcién tal que fV

es una contraccion, para algin N € N. a) Demuestre que f admite un tnico punto fijo a € X.
b) Demuestre que para cada xg € X se cumple que lim,,_, f" (x¢) = a.
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Calcular

II. ALGEBRA

Para cada uno de los siguientes operadores lineales T', probar si 1" es diagonalizable. En caso
de serlo, encontrar una base  tal que [T]g sea una matriz diagonal. a) T : Po(R) — Ra(R)
definida mediante T'(f) = '+ f”, donde f’ y f” son la primera y segunda derivadas de f,
respectivamente. b) T : Py(R) — P3(R) definida mediante T (az? + bz + ¢) = ca® + bz + a.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. a) Pruebe que si T': V' — V es lineal y todo
v € V es un eigenvector de T, entonces 1" es un multiplo escalar del operador identidad.
b) Suponga que T : V' — V es lineal y todo subespacio de V' de dimensién dim(V) — 1 es
invariante bajo 1. Pruebe que T es un multiplo escalar del operador identidad.

Sea G un grupo de orden p?q, donde p y ¢ son nimeros primos diferentes. Demostrar que G
no es un grupo simple.



III. TOPOLOGIA Y TEORIA DE MEDIDA

3.1. Sean X,Y espacios conexos. Demuestre que si A C X y B C Y entonces (X x Y)\ (A x B)
es conexo.

3.2. Sea (X, F,u) un espacio de medida finita. Sean f y ¢ funciones medibles, considere

_ |f =gl

a) Demostrar que (M, d) es un espacio pseudométrico, donde M es el conjunto de funciones
medibles.

b) Sea {f,} una sucesién de funciones medibles. Demostrar: f,, —— f siy solo silimy, o0 d (fp, f) =
0.

IV. PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

4.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad

I SR SR NP
10 = g e { a0 - )

z,y € Ry p es un ntmero real en (—1,1). Demostrar que X y Z = (Y — pX)//1 — p? son
variables aleatorias independientes de tipo normal estandar (N(0,1)).

4.2. Suponga que Y7, Ys,...,Y, denota una muestra aleatoria de una funcién de densidad de Wei-
bull dada por
Q—y) e~ v?/0 >0
swio={ (3 Y
0, y<0

Encuentre un estimador insesgado de minima varianza para 6.
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