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El aspirante debe escoger cuatro problemas en total. Del tema
ANALISIS CLASICO Y VARIABLE COMPLEJA debe escoger dos
de los tres problemas que ese tema contiene. Debe escoger otros dos
problemas del resto de los temas tomando sélo uno de cada tema.

ANALISIS CLASICO Y VARIABLE COMPLEJA
Problema 1. Sea f la funcién real definida en R? por la regla:

2% +y
0 si (@,y) = (0,0)..

Probar que en el punto (0,0) existen las derivadas direccionales de
f en cualquier direccién pero que f no es diferenciable.

2
f@,y) = {“M‘ si (2,9) # (0,0),

+00 dl-
Problema 2. Calcule / m—l

Problema 3. Encuentre los méximos y minimos de la funcién
f(z, y) = 2zy + 2% — y? sobre el conjunto A = {(z,y) : 22+ 9% < 1}.

- ESPACIOS METRJCOS TOPOLOGTA Y TEORIA DE LA
MEDIDA .

Problema 1. Demuestre que si f,g: [a,b] — R son unas ﬂmcmnes
continuas, entonces

( f f(t)g(t) dt)a < f bf’(t) dt + f bgz(t)dt

Usando esta designaldad, demuestre que

d(f,g) = ( / () - g__(t))?dz) ke



2

es una métrica en el conjunto
C={f:[a,b] & R: f es continua}

Sugerencia: Para probar la desigualdad de tridngulo, verifique la desigual-
dad de Cauchy-Buniakowsky:

( fa ’ t)w(t) dt)2 < / TR /; " Pty e

usando la siguiente identidad que debe comprobar:

( f z(t)y(tm)Z f ) dt f’ i [ b /ﬂz(a)y(t)w(a)x(t))zdsdt.

Problema 2. En el espacio C([0, 1]) con la métrica de convergencia
uniforme, determine si los siguientes conjuntos son abiertos o cerrados
(o ni abiertos; ni cerrados): - | ; :

a) A= {senz +k:ke€[0,1]}.
b) B = {f €C([0,1]) : f(0) = 0}.

Problema 3. Sean C([0, 1)) el espacio de todas las funciones contin-
uas reales en [0, 1] con la métrica de convergencia uniforme, y ([0, 1))
el subespacio de C([0, 1]) que consiste de todas las funciones continua-
mente diferenciables. ;Es el operador de diferenciacién D: C([0,1]) —
C([0,1]) continuo? (Pruebe su respuesta).

AGEBRA LINEAL

Problema 1. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales
z) =3z + 22+ 13
x’2 = 2.'171 +4..":2 i 2:!?3
..":5 = =Ty — Ty + T3,

donde, para toda i, z; = z(t).¢s una funcién diferenciable real, de la
variable real t. Se sabe que el espacio de soluciones del sistema, tiene
dimensién 3. :
(1) Encuentre todas las soluciones de la forma X '= Xge* donde
Xp es un vector fijo. :
(2) Demuestre que cualquier solucién del sistema es una combi-
naci6n lineal de las soluciones halladas en el punto anterior.

Problema 2. Sea P, el espacio de todos los polinomios reales de
grado a lo méds 2. Para cada uno de los siguientes operadores lineales
en P, determinar si el operador es diagonalizable y, en caso de serlo,
encontrar una base en P; en cual la matriz del operador es diagonal.
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a) T(f) = f'+ f", donde f' y f” son la primera y la segunda
derivadas de f.
b) S(az® + bz + ¢) = cx? + bz + a.

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Problema 1. Si la variable aleatoria X ~ N(u,0?), entonces Y =
eX tiene distribucién Lognormal (u, o?).

Considere 6, = vcfr(Y). Demuestre que el estimador de méxima
verosimilitud (MV), 6, = exp(2Z + 5?)(exp(5?) — 1), donde Z y S? son
la media y la varianza muestrales de X; es sesgado y el estimador de MV

. " - = o Ln_—2)_,5‘_3 . .
modificado 0; = exp(2%) ( f(28%) - f ( = )) es un estimador inses-

n

. . —1)2 _1)243
gado con varianza minima, donde f(t) = 1+t+ E: +Bt2! + (uﬂ)(ﬂ :373! +...

Problema 2. Considere la funcién
o0

c(a)zzﬁg, A ca<oh
n=1
Sea N = {1,2,...} y la o-algebra 2N = {A : A c N}. Para A € 2V,
definimos la siguiente medida de probabilidad:

P(A)=((a)' Y n"
neA
Para cada i € {1,2,...} considere el evento A(p;) = {pi, 2p;, ...},
donde py, py, .. es la sucesién de todos los niimeros primos mayores que
1.
Demostrar que:
(1) P(A(p)) = p; ™.
(2) Los eventos A(p;), A(p2), ... son independientes.
(3) Miz,[A(p))c = {1}, (c denota el complemento).
(4) Usando los incisos anteriores, comprobar lo siguiente:

- 2)

n=1
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