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Nombre completo del aspirante: - __

Institucion donde realizé estudios de maestria:

INSTRUCCIONES
(a) Se deben resolver cuatro problemas del total.

(b) Se deben resolver dos de los tres problemas que contiene el tema de Andlisis
Clasico y Variable Compleja.

(c) Se deben resolver dos problemas del resto de los temas tomando a lo més
un problema de cada uno de estos temas restantes.

1. ANALISIS CLASICO Y VARIABLE COMPLEJA

1.1 Calcular la siguiente integral usando la teoria de residuos:
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1.2 Sea K una funcién continua definida en el cuadrado unidad [0, 1] x [0, 1]
tal que | K(z,y) |< 1 para todo punto (z,y) de este cuadrado. Mostrar que la
ecuacion
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tiene una unica solucién f € C[0, 1], para cada g € C[0, 1].

1.3 Encuentre los valores maximos y minimos de la funcién

flzy) =2zy + 2* — ¢,

sobre el conjunto A = {(x,y) € R? : 22 + 4% < 1}.



2. ESPACIOS METRICOS, TOPOLOGIA Y
TEORIA DE LA MEDIDA

2.1 Sea f una funcién definida en el espacio métrico (X, d;) con valores en el
espacio métrico (Y, ds). Pruebe que:

(a) Si f es continua entonces la grifica de f es un subconjunto cerrado del
producto X X Y; pero el reciproco no se cumple necesariamente, proporcione
un contraejemplo en el caso X =Y =R.

(b) Si (Y,dy) es compacto, entonces f es continua si y sélo si la grafica de f
es un subconjunto cerrado del producto X x Y.

2.2 Sea (X, d) un espacio métrico compacto y conexo. Sean A un subconjunto
cerrado, conexo y no vacio de X y € > 0, denotamos A, = {z € X : d(z, A) < e}.
(a) Pruebe que A, es compacto.

(b) Proporcione un ejemplo que muestre que A, no es necesariamente conexo.

2.3 Sea F un subconjunto de la recta real R con medida (de Lebesgue) cero.
Demuestre que el conjunto {z% : # € E} también tiene medida cero.

3. ALGEBRA LINEAL

3.1 Sea A una matriz compleja de nxn. Suponga que el polinomio caracteristico
f v el polinomio minimal g de A satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

flx) = glx)(z—i),
(9(2))* = f(a)(@®+1).

Determinar la forma canénica de Jordan de A.

3.2 Sea V el subespacio vectorial de R® generado por el conjunto de vectores
{(2’ _17 ]-7 Oa 0)7 (07 _]-» 07 ]-7 0)7 (17 07 07 01 1)}

(a) Encuentre la proyeccién ortogonal sobre V' del vector (2,2,1,4,0).

(b) Encuentre una base ortonormal para V.



4. PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

4.1 Silav.a. X ~ N(u,02), entonces Y = eX tiene la distribucién Lognor-
mal (u,0?). Considere 0 = var(Y). Demuestre que el estimador de maxima
verosimilitud (MV), 6, = exp(2z + S?){exp(S?) — 1}, donde Z y S? son la
media y la varianza muestrales de X, es sesgado; y que el estimador de MV

modificado 0y = exp(2z){f(25?) — f((?gf)lfz )} es un estimador insesgado con
) 2

_ _ 3
varianza méxima, donde f(t) =1+1¢+ ((Z-s-i)tm + (n_ﬁq)(;)_i3)3! 4o

4.2 Considere la funcion
() = i L l<a< o
- n=1 ne .

Sea N={1,2,...} y la o-dlgebra 2% = {4 : A C N}. Para A € 2", definimos la
siguiente medida de probabilidad

P(A) = (¢(a) ™ Y on

necA

Para cada i € N, considere el evento A(p;) = {ps,2p;, ...}, donde py,pa,... es
la sucesion de todos nimeros primos mayores que 1. Demostrar lo que sigue:

(a) P(A(p:)) = p; *
(b) Los eventos A(p1), A(pz2), ... son independientes.
() N2, [A(ps)]© = {1}, (c denota complemento).

(d) Usando los incisos anteriores comprueba que:

€ =T[a- 5.



