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Problemario

1. Suponga que algin operador unitario, U, se escribe

como A+i B, donde A y B son operadores Hermitianos
con eigenvalores no—degenerados. Muestre que:

e Ay B conmutan.

e A2+ B2 =1,
e Los eigenvectores de A también son eigenvectores
de B.

e Los eigenvalores de U tienen mdédulo unitario.

. Imagine un espacio tridimensional de kets. Suponga
que si usamos un conjunto ortonormal de kets
{]1),2), |3)} las representaciones matriciales de los op-
eradores Ay B son

a 0 0 b 0 0
A=|0 —a 0 |,B=|0 0 —ib |, (1)
0 0 —a 0 ib 0

siendo a y b niimeros reales.

e El operador A muestra un espectro degenerado.
. Ocurre lo mismo con B?

e Muestre que las matrices A y B conmutan. ;Qué
se puede decir entonces sobre el conmutador de
operadores [A, B]?

e En clase se discutié que la representaciéon matri-
cial de cualquier operador, con respecto de su base
de eigenkets, es una matriz diagonal. De acuerdo
con el apartado anterior, A y B conmutan. ;Con-
tradice esto a las expresiones dadas en la Ec. (1)
y a la anterior discusién? Explique su respuesta.

e Encuentre un nuevo conjunto de kets ortonormales
que sean eigenkets simultaneos de A y de B. Es-
pecifique los eigenvalores de A y de B para cada
uno de estos tres eigenkets. ;Queda cada eigen-
ket completamente caracterizado por esta especi-
ficacién de eigenvalores?

e Sean x y p, la coordenada y el momento lineal
asociados a algin sistema 1-dimensional. Evalie
el paréntesis de Poisson clasico,

{z, F(ps)}p- (2)

e Ahora sean x y p, los operadores mecénico—
cuanticos de posiciéon y momento de algin sistema
unidimensional. Evalie el conmutador

[Jc,exp ("pg“)} . (3)

e Usando el resultado obtenido en el apartado ante-
rior, pruebe que

e (P2 ), (el =) @

es un eigenestado del operador de posicién x.
., Cudl es el eigenvalor que le corresponde?

4. El operador vectorial de posicién, ¥, y el operador

de desplazamiento espacial infinitesimal, 7 (d@’), satis-
facen la relacién de conmutacién | Z, J(di')] = du’-1,
donde 1 denota al operador identidad.

e Pruebe que en el caso del operador vectorial de
momento se cumple que [ﬁ, j(dﬁ/)] =0.

e Ahora considere una traslacion espacial infinite-
simal implementada en algin estado |a): |a) —
J(d@')|a). Muestre que bajo dicha transfor-
macién los valores esperados (%) y (p') se trans-
forman como (¥) — (Z) +du’, (') — (P'), respec-
tivamente.

. Imagine un sistema cuantico que, en algin instante de

tiempo, es descrito por el ket de estado |a). Considere
el operador vectorial de momento p'= p,? + pyj + p.k.

e Pruebe que

(@'p% ) = —h*V (T |ov). (5)

e Obtenga una expresién analoga para el bra-ket
('[p? pjler), con j = 2,y, .

. Considere un operador Hermitiano, A, con eigenkets

{laj)}.
e Pruebe que

[[(A-a;-1) (6)
J
es el operador nulo.
e Considere el operador

HA*CL]"]_' (7)

ap — aj;
gtk R T

., Qué hace éste al operar sobre un ket arbitrario
|a)?

7. Considere un sistema fisico definido en un espacio vec-

torial de dimension 2. Suponga que este sistema tiene
una observable S, a la cual le corresponde el conjunto



de eigenkets {|+),|—)}, mismos que constituyen una
base del espacio de los kets. Considere la presencia de
otras dos observables, S, y Sy, las cuales son incom-
patibles entre si y también son incompatibles con S, .
Suponga que las representaciones de estas observables,
con respecto de los eigenkets de S, son

S = SO+ 1)), (3)
Sy= T+, )
S = S (IFH = 1-)(-1): (10)

e Determine los eigenvalores de S, y muestre que ni
Sz ni Sy comparten base con S .

e Muestre que se satisfacen los conmutadores sigu-

ientes:
[Sz, Sy] = ihS., (11)
[Sz, S,;] = ihS,. (13)

e Muestre que se satisfacen los anticonmutadores:

h2
{Srv‘sj} = ?(;zja (14)

donde j = z,y, 2.
e Muestre que las representaciones matriciales de los
operadores S, Sy, S, son
1 h 3
Sy =20, S =07, Sz:§a, (15)

2 y 02 son las matrices de Pauli,

01((1) (1)) (16)
02:(? _OZ) (17)

03=<(1) _01>. (18)

donde o', ¢
definidas como

8. Imagine un sistema fisico al que se le puede medir la

observable discreta A, de manera que el conjunto de
eigenkets {|a;)} es una base del espacio de los kets.

e Suponga que f(A) es un operador que es funcién
de la observable A. Pruebe que

f(A)aj) = flaj)la;), (19)
cualquiera sea j. ;Cudl es la diferencia entre f(A)
y f(a;)?

e Pruebe que
exp{if(A)}a;) = exp{if(a;)}a;) (20)

e Encuentre la representacion del operador
exp{if(A)} con respecto de la base de A.

e Encuentre la representacion matricial del oper-
ador exp{if(A)} con respecto de la base de A.

9. El operador de desplazamiento espacial para un despla-

zamiento vectorial finito ¥’, en tres dimensiones, estd
dado como

_, T,
J@) = exp{ = 15"}, (21)
donde p' es el operador de momento.
e Calcule
3
> vkl i), (22)
k=1
3 3
SN v, pepnl, (23)
k=1n=1
3 3 3
> D thonthle, prpapml, (24)
k=1n=1m=1

y use los resultados obtenidos para proponer una
expresion para

3 3 3
DD D Uk thy Uiy [T PP DRy
ki=1ko=1  kn=1
(25)
e Evalde el conmutador [z;, J(¢')] y, usando el re-
sultado obtenido, encuentre una expresién para
[Z, J(7")], donde & = zi + yj + zk, con respecto
de algin marco de referencia.
e Considere algin ket |a), el cual cambia, bajo un
desplazamiento vectorial ¥/, como

) = o) = T (0")]a). (26)

Encuentre cémo cambia el valor esperado (Z)q,
calculado con respecto de |a), bajo dicho desplaza-
miento espacial.



10.

11.

12.

Considere un sistema cuantico al que se le pueden
medir las observables A y B, cuyas bases de eigen-
kets son {|a;)} y {|b;)}, respectivamente. En este
contexto, considere alguna funcién f(A), del operador
A. Suponiendo que se conocen las entradas de la rep-
resentacién matricial U, del operador unitario U que
conecta a las bases {|a;)} v {|b;)} como |a;) = Ulb,),
para todo j, evalie el bra-ket (bx|f(A)|b;).

Considere cuatro operadores arbitrarios A, B, C, D.
Pruebe que se satisface la identidad

[AB,CD] = —AC{D,B}+ A{C,B}D

—-C{D,A}B + {C,A}DB. (27)
Considere un sistema fisico, definido en un espacio 3-
dimensional, al que se le pueden medir la posicion y el
momento, de manera que, con respecto de algiin marco
de referencia, existen los operadores vectoriales Hermi-
tianos ¥ = x2 + yj + 2k VD= pil —l—pyj—l—psz, con sus
bases de eigenkets correspondientes, {|Z"}} y {|p”)}.

e Usando la expresién de la onda plana,

7'|p’) = nZP 28
@V = g 09
pruebe que
e 3z’ = iyl -
<p/'m'0‘>:/(zﬂh)%m/e T (), (29)

donde |a) es un ket arbitrario y 1, (Z') es la
funcién de onda definida en el espacio de las posi-
ciones.

e Definimos el operador gradiente con respecto del
momento p’ como

0 0

o .
Vs = —i+—] k. 30
P T e
Pruebe que
Vpre BT — —oglehTL (31)

e Recordando que la funcién de onda en el espa-
cio de las posiciones ¥, (Z') = (F'|a) es, esencial-
mente, la transformada de Fourier de la funcién
de onda en el espacio de los momentos ¢, (p’) =
(p”|a), use los resultados de los dos puntos ante-
riores para probar que

(p'|Z]a) = iV (P'|a) = ihV 5 da(p").  (32)

13.

14.

15.

16.

e Siendo |3) algin ket arbitrario, y (8| su bra dual,
pruebe que

(B1a) = / 355 )iV 5 6a(@).  (33)

Usando la definicién del operador Hermitiano adjunto
de X,

X|a) «— (a|XT, (34)

pruebe las propiedades siguientes:

e 17 =1, donde 1 es el operador identidad.

e (cX)' =c*XT, donde c es algtin niimero complejo
y X es algun operador.

e Si |2’) es un eigenket del operador Z, con eigen-
valor 2/, entonces (z/| es un eigenbra del operador
Z%, con eigenvalor z'*.

Considere la descripcién de paquete de onda Gaussiano
para la distribucién de densidad de probabilidades de
medir las posiciones de una particula cuantica que se
mueve en un espacio 1-dimensional, la cual se puede
caracterizar mediante la funciéon de onda

1 (@ = (2))?
e S
(35)
donde (z) es el valor esperado de la posicién y ((Az)?)
es la dispersién (varianza) asociada a la distribucién de
probabilidades |1, (z")|%.

Yalz') =

e Calcule el valor esperado de momento (p).

e Calcule el valor esperado de momento cuadratico
»?).

e Calcule la dispersién ((Ap)? y muestre que su re-
sultado es consistente con la relaciéon de incer-

tidumbre
h2

(D)) (Ap)?) = - (36)

Usando el método de induccion, pruebe la férmula

G166, G Al 1= 1) () G tack,
k=0
(37)

donde A y G son operadores arbitrarios.

En la imagen de Heisenberg, el operador de posicién
correspondiente al oscilador arménico simple cudntico



1-dimensional evoluciona con respecto del tiempo, ¢, de
acuerdo con la expresion

p(0)

z(t) = x(0) coswt + —= sinwt 38
(t) = 2(0) "D e, (39)
siendo w la frecuencia de oscilacién y m la masa de
la particula. Méds atn, el tiempo inicial se ha tomado
como tg = 0.

e Considere el wvalor esperado (), =
a(njlz®)|n)g = sin,t|zn,t)s. (El ket |n)g,
en la imagen de Heisenberg, es fijo en el tiempo
o variable con respecto de éste? Determine cémo
evoluciona (z),; con respecto del tiempo.

e Considere el wvalor esperado (T)a. =
(o]z(t)| )y = s{a,t|z|a,t)s, donde |a) es la
superposicién de eigenkets de energia

la) = ¢o|0) + ¢1]1). (39)

(Es |a) variable o fijo con respecto del tiempo?
;Cambian |0) y |1) en el tiempo o no? Determine
cudl es la evolucién con respecto del tiempo de
(%), y describa el resultado obtenido. ;Se parece
la respuesta a lo que ocurre con la posicién del
oscilador armonico simple clasico unidimensional?

17. Suponga que |A) es un eigenket del operator de

aniquilacién a. Es decir, que

alA) = A[A), (40)

con el eigenvalor A, en general, complejo. Por

definicién, decimos que |A) es un estado coherente.

e Considere el wvalor esperado (z), =
agAlz@®)|Na = stz t)s. (Cambia el
estado |A) en el tiempo o no lo hace? Determine
cémo evoluciona (x)x,; con respecto del tiempo.
.,Cémo se compara su respuesta con el oscilador
armonico simple clasico unidimensional?

e Muestre que

NE

) =e = o) (41)

es un estado coherente y normalizado, es decir,
que alA) = A|A) y (AN = 1.

18. Considere la teorfa 1-dimensional de una particula

cuantica de masa m, gobernada por el operador Hamil-
toniano

(42)

19.

20.

Suponga que este sistema tiene una observable A, a la
que le corresponde el conjunto de eigenkets {|a;)}, los
cuales suponemos que también son eigenkets del oper-
ador Hamiltoniano: H|a,) = E,|ay).

e Calcule el conmutador [[H, z], z].
e Use el resultado obtenido para probar que

Z(Ek i

1)
— E;)|{a, 2= —. 43
Daslelar) P = 5. (43)
k
Considere el sistema 3-dimensional de una particula con
operador Hamiltoniano

>2

H=241v@).

o (44)

Usando la ecuacién de Heisenberg, muestre que se sa-
tisface la ecuacion diferencial

-9 N
G me= ()~ V@ @)

donde #-VV(Z) = - (VV(Z)) = (& V)V(Z). Los
valores esperados se calculan con respecto a algin ket
de estado |a), que caracteriza al estado del sistema en
algin instante de tiempo.

Considere algiin sistema cuéntico para el cual hay una
observable A, que tiene asociada la base de eigenkets
{]a1), |az)}. Suponga que, en la imagen de Schrodinger,
este sistema es caracterizado por un operador Hamilto-
niano, H, que con respecto de la base de A se representa
como

H = §lar)s s{az| + 6laz)s s{a1l,

siendo § algin numero real.

(46)

e Calcule Hlay)s y Hlaz)s, y muestre que |ai)s y
|az)s no son eigenkets de H.

e Notando que cualquier ket se puede escribir como
una combinacién lineal de la base {|a1), |az2)}, de-
termine cudles son los eigenkets de H, asi como
sus eigenvalores (pista: solo hay dos eigenkets).

e Se puede probar (lo damos por sentado), en la im-
agen de Schrodinger, que si en un experimento el
sistema es configurado en el estado |aq,0)s, en el
tiempo de referencia tg = 0, en un instante de
tiempo posterior ¢ la evolucion del sistema se de-
scribe a través de

lai,0)s — |a1,t)s

= cos (=22 fan)s +sin (22 ) )
= cos 5 ) lat)s +isin 5 ) lazs.

(47)



21.

22.

Calcule la probabilidad de que, dado que el sis-
tema se encontraba inicialmente en |a,0)s, en el
instante de tiempo t > 0 lo midamos y observemos
el estado |as)s.

Considere un sistema fisico en el que una particula con
carga eléctrica ¢ y masa m interacciona con un campo
magnético constante, é el cual apunta en direccion
del eje z, con respecto de algin marco de referencia:
B = Bk. Suponiendo que la particula se encuentra en
reposo, su interaccion con el campo magnético ocurre a
través de la observable cudntica conocida como el mo-
mento angular de espin, a la cual se le asocia el oper-
ador vectorial Hermitiano § = S;i + Soj + SglAs. Las
componentes del operador vectorial de espin no son
compatibles entre si, y, mas bien, satisfacen las rela-
ciones de conmutacién

SJ,Sk Zzhe]kl&, (48)
con j,k =1,2,3. El operador Hamiltoniano asociado a
este sistema es

H= _mis?n (49)

donde c es la velocidad de la luz y donde S3 es el tinico
objeto en la Ec. (49) que es un operador.

e En la imagen de Heisenberg, encuentre las ecua-
ciones diferenciales que describen la evolucién con
respecto del tiempo de las componentes S1, Sy y
Ss.

e Usando estas ecuaciones, determine cémo evolu-
cionan en el tiempo los operadores Sy, Sy y S3.

Considere un sistema cuantico de una particula su-
jeta a algtin potencial, a lo que le corresponde algin
operador Hamiltoniano, H, que es independiente del
tiempo. Suponga que alguna observable A, con eigen-
kets {|a;}}, es compatible con H, lo que significa que

Alaj) = ajla;),  Hlaj) = Ejlaj), (50)

para toda j. La evoluciéon con respecto del tiempo de
la funcién de onda de este sistema es determinada por
la ecuacion

Yo (F')1) :/de”K(x 7" t0)Ya (T tg).  (51)
con el propagador K(&',t; 2" ty) definido como
K@ t; 7"t

(52)

Ejexp(ff (t—t0) )57 la)ss (a5 17")s.

Este objeto es el encargado de conectar a la distribucién
inicial de probabilidades ¥, (Z”,tg) con las configura-
ciones ¥, (Z’,t), asociadas a instantes de tiempo poste-
riores t.

e La definicién aqui proporcionada estd dada en la
imagen de Schrodinger. Muestre que el propa-
gador es igual en la imagen de Heisenberg.

e Muestre que el propagador se puede escribir como

K (& 62" t0) = (' exp (= (¢~ t0) H ) |#")s.
(53)

e Usando el resultado anterior, muestre que

K(Z' ;2" t0) = s(T'|Z" to; t)s,  (54)
e interprete lo que significa esta expresion en
relacién a las amplitudes de transicién (no olvide
que el sistema describe a una particula cudntica).

23. Considere algin sistema cuantico para el cual se en-

cuentra que {Ay, A, ..., Ay} es un conjunto mdximo
de observables que conmutan. Suponga, ademds, que
todas las observables de dicho conjunto conmutan con
el operador Hamiltoniano, H.

e ;Cémo se escriben los eigenkets asociados a este
conjunto de observables? ;Cudles son las ecua-
ciones de eigenvalores correspondientes a las ob-
servables A7 Escriba las ecuaciones de eigenval-
ores y eigenkets asociadas a H.

e Si, en la imagen de Schrddinger, el ket de estado
del sistema, |a), evoluciona en el tiempo como

t—to
lo, to)s —— |, t)s = U(t, to)|a, to)s,  (55)

muestre que los coeficientes ¢;, j,...5,, (t), que carac-
terizan a la expansién de |a, t)g en términos de los
eigenkets de {Ay, As, ..., A, }, varfan con respecto
del tiempo como

t—to
Cirga-gn (£0) = Cjjn-j ()

i
= exp {—thljz,mjn (t— tO)} Cjrja-jn (),
(56)

donde Ej, j, ...;, denota a alguna energia que se le
puede medir al sistema.



24. El oscilador armoénico isotrépico cuantico 3-

dimensional.
Este sistema cuantico, descrito por el operador Hamil-
toniano

~2 222
D mw*I
H=—
2m * 2 (57)

es una generalizacién del sistema del oscilador arménico
simple cuantico 1-dimensional. El operador Hamiltoni-
ano dado en la Ec. (57) se define en términos de los
operadores vectoriales de posicién, ¥ = x1i+x2]+ ngs,
y de momento, p' = pi1? + p2j + p3lA€. Se definen los
operadores de aniquilacion y de creacion siguientes:

mw . Pj
@ =gy (z+inh), (58)

t_ %( _&>
aj =\ 5 (2 — i~ ), (59)

con j =1,2,3.

e Evalie los conmutadores [a;, ax], [a;, a}i] y aj, aL].
., Cémo se comparan los resultados obtenidos con
las expresiones de los conmutadores candnicos en-
tre las componentes de los operadores de posicién,
Z, y de momento, g7

e Se definen los operadores Ny, N2 y N3 como N; =

a;aj, para j = 1,2,3. Muestre que el operador
Hamiltoniano dado en la Ec. (57) se escribe como

H:hw(N+;1), (60)

donde 1 denota al operador identidad y N =
23:1 Nj.

e Pruebe que todos los operadores N; son Hermi-
tianos y compatibles entre si. Este resultado im-
plica que {Njy, No, N3} es un conjunto de observ-
ables compatibles, al que le corresponde la base
de eigenkets {|n1,n2,n3)}. Denotando, en forma
sintética, a dichos eigenkets como

|n17 na, ’I’Lg> = |ﬁ>7 (61)
tenemos las ecuaciones de eigenkets y eigenvalores
Njlit) = ny 7). (62)

para todo j = 1,2, 3. Muestre que cada operador
N; es compatible con N y con H, y determine los
valores de energia que se le pueden medir a este
sistema.

e Pruebe las identidades

[Nk, aj] = =6k ag, (63)

[Nk,a;f] = 05k az, (64)

y use estos resultados para mostrar que se satis-
facen las relaciones

Ni(a;])) = (i — 65x)(a4]7)),  (65)

Nio(a}ii) = (n + 65) (afl)).  (66)

Discuta estas expresiones detalladamente.

Determine los eigenvalores de energia de a;|7i) y
a} |7}, v discuta detalladamente los resultados que
obtenga. Use la Ec. (65) para proponer que

a;|ii) = ¢;|ii — &;). (67)

Aqui, é; denota al j-ésimo vector canénico de R?,
de modo que é; puede ser & =i, é; = j 6 é3 = k.
Explique claramente el origen y el significado de
la Ec. (67).

Pruebe que los eigenvalores n; estdn acotados in-
feriormente como n; > 0. Determine los factores
globales c¢; y use su resultado para mostrar que se
satisfacen las ecuaciones

a;|7i) = /|7 = &), (68)

al|f) = \/nj + 1|7t + &;). (69)
Pruebe la identidad
aj'|it) = [n;(n; —1)---
x(nj = (m—1)]* [i—me;)  (70)

donde m es, desde luego, un numero entero no-
negativo. En general, dado un eigenket |77),
ise puede operar a éste con el operador de
aniquilacién a; tantas veces como se quiera o hay
alguna restriccién?

Suponga que n; es un nimero entero no-negativo,
para todo j = 1,2,3. En dicho contexto, muestre
que el proceso de operar iteradamente a |77) con
a; termina en forma natural. ;Dénde termina ex-
actamente este proceso? Si, bajo este argumento
de naturalidad, establecemos que n; = 0,1,2,.. .,



25.

26.

cualquiera sea j = 1,2,3, jcudl es el eigenket
de estado base (al que le corresponde la energia
minima)? ;Cudl es el eigenvalor de energia corre-
spondiente? Discuta su respuesta.

En el contexto del oscilador arménico simple cuantico
1-dimensional, pruebe, usando la férmula de Baker-
Hausdorff, que el operador de momento, en la imagen
de Heisenberg, evoluciona en el tiempo como

p(t) = —mw sin(wt)x + cos(wt)p, (71)
donde el tiempo inicial se ha tomado como ¢y = 0.

Calcule las representaciones matriciales de los oper-
adores de aniquilacién, a, y de creacién, af, con res-
pecto de la base de los eigenestados de energfa, {|n)}.



