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Introduccion.

Resolver una ecuacion diferencial parcial no siempre es posible usando métodos conven-
cionales, pues las soluciones deben cumplir fuertes condiciones de diferenciabilidad para
satisfacer la relacién propuesta. Por ejemplo, una solucién a la ecuacion de difusién

ui(z,y,2,t) = kAu + F(z,y, 2, t),

necesariamente tiene que ser dos veces continuamente diferenciable en un cierto dominio
abierto €2 con valores determinados sobre la frontera. Surge entonces la siguiente pregunta:
jes posible debilitar las condiciones sobre u, de tal manera que se pueda obtener una
funcion que se aproxime a alguna de las soluciones “fuertes” de la ecuacion?; de ser posible
encontrar una funcién de este tipo, ;cémo saber si ésta resuelve la relacion original?. La
manera natural para responder a estas cuestiones es convertir la ecuacién diferencial
parcial en una integral, de tal manera que una solucién a ésta sea ahora localmente
integrable y una vez diferenciable, con lo que se ha conseguido debilitar momentaneamente
la propiedad de ser dos veces continuamente diferenciable.

Existe una teoria general para resolver ecuaciones diferenciables parciales. El cdlculo
de las variaciones identifica una clase importante de problemas no lineales que pueden
ser resueltos usando técnicas relativamente simples del analisis funcional no lineal. Esta
es la clase de problemas variacionales, es decir, ecuaciones diferenciables parciales.

Por tal motivo, es muy conveniente discutir el problema de encontrar soluciones adi-
cionales a la ecuacién parcial buscando puntos criticos de funcionales de energia. El punto
es que mientras usualmente es extremadamente dificil resolver la ecuacion parcial, pue-
de resultar mas sencillo encontrar maximos, minimos u otros puntos criticos de cierto
funcional.

En este trabajo se estudiara el funcional de energia

I[u] = /€|Vu\2 + @dm,
U
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definido en H', donde W es un potencial biestable con minimos locales en u = +1 y
W(£1) = 0. Obsérvese que si € ~ 0, es necesario que u ~ +1, excepto quizd, en un
conjunto de medida cero. La intencién es tratar de probar que existe al menos una
solucién diferente de © = £1 que exhibe transiciones utilizando el teorema del paso de
montana.



Capitulo 1

Motivaciones.

1.1 Algunas nociones de Geometria Diferencial.

Una manera de modelar aspectos fisicos y geométricos de los fenémenos de tension su-
perficial, es a traves de los conceptos clasicos de la Geometria Diferencial. Supodngase
que M es una superficie suave y sin picos en el espacio ambiente R3. La superficie M
puede pensarse como “sumergida” en el espacio ambiente IR?, la cual es muy parecida
a un plano IR? en pequefias vecindades de todos sus puntos. Por ejemplo, una pelota
esférica es muy parecida en pequeinas vecindades de cualquiera de sus puntos a pedazos
de plano. En este trabajo, normalmente se pensard en este tipo de objetos cuando se
hable de superficies, a menos que se especifique lo contrario. Una manera natural para
describir matematicamente a una superficie regular (suave y sin picos), es simplemente
definirla como la imagen de varias funciones

XiIUi—>‘/;ﬂM,

con U; C IR? y V; C IR® conjuntos abiertos, tales que x; son homeomorfismos (funciones
continuas, uno a uno con inversa continua), diferenciables (que es posible aproximar punto
a punto un plano tangente) y la diferencial (el plano tangente aproximado punto a punto)
es también uno a uno. A la funcién x normalmente se le llama parametrizacion. No se
discutira aqui con detalle esta definicion, aunque se recomienda fuertemente consultar las
referencias.

Témese un punto p en la superficie M. Intuitivamente es clara la posibilidad de dibujar
un plano tangente a M en cada uno de sus puntos. La eleccién de una orientacion en el
plano tangente induce una orientacion en una pequena vecindad de M del siguiente modo.
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Figura 1. Banda de Mobius.

Un movimiento positivo o negativo de curvas cerrradas en un plano es simplemente la
eleccién de la direccion en como se recorren éstas. De este modo, la eleccion de recorrido de
curvas cerradas en una pequenas vecindades del plano tangente a M, induce un recorrido
positivo (6 negativo) de curvas cerradas en vecindades pequenas de la superficie M. Es
en este sentido en que puede definirse una orientacidn para la superficie M (figura 2).
Claramente, la direccién de recorrido para curvas estd determinada por el vector tangente
0 su negativo, y esta eleccién considera autométicamente a uno de dos vectores, al normal
o su negativo. En el caso de una superficie M, intuitivamente es claro que a cualquiera
de sus puntos se le puede asignar un vector normal. La manera de hacer esta asignacion
es tomar una parametrizacién x : U C R?> — M en un punto p € M dado, y definir el
mapeo N : x(U) — R3

Xy N\ Xy

N(q) (9)- (1.1)

:\xu/\xv\

Donde q € x(U), x, = %, x,, = 2 y el simbolo “A” se refiere al producto vectorial usual
definido para IR?. No siempre es posible extender de manera continua este mapeo a toda
la superficie M; més generalmente, si V' C M es un conjunto abiertoen M y N : V C R3
es un mapeo diferenciable que asocia a cada punto ¢ € V' un vector normal unitario (de
longitud unitaria) en q, se dice que N es un campo de vectores normales unitarios en
V. No todas las superficies admiten un campo continuo de vectores normales unitarios
definido en toda la superficie; ademas, hay ejemplos en los que el campo resulta no ser
uno a uno. Por ejemplo, no es posible definir un campo continuo para la banda de Mébius,

debido a que en cada punto de esta superficie le corresponden los vectores normales N (p)
y -N(p) (figura 2).

En lo subsecuente, diremos que una superficie M es orientable si es posible definir
en todo M un campo continuo de vectores normales unitarios. La eleccion de tal campo
N serd llamada simplemente una orientacion. Obviamente, siguiendo esta definicién, la
banda de Mobius no es orientable. Una orientacién N en M puede ser usada para definir
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una direccién de rotacién en cada plano tangente 7,(M) a cualquier p € M, del siguiente
modo. Dado 0 € R, la f-rotacidn positiva en el punto p de la superficie orientada M es la
transformacion lineal Ry : T,M — T, M definida por Ry(v) = (cos8)v+ (sin @) N (p) Av,
donde N (p) es la orientacién de M en p. La transformacién Ry es usualmente llamada la
rotacién de mano derecha de la terna {N(p), v, N(p) Av} con respecto al dngulo 6 (figura
2).

R, (¥) = N(P) xv

Figura 2. Orientacién de S2.

Supéngase que N(p) es el vector normal a M en p definido por una orientacién dada
de M, y denétese como T'p(M) a el plano tangente de M en p. Si por p se hace pasar un
plano II(p) que contenga a N(p), este plano II(p) intersectard a M a lo largo de una curva
v llamada seccidn normal (figura 3). El vector unitario v, tangente a 7 en p, es llamado
la direccion normal de la seccién normal.

Figura 3.

En el estudio de la Teoria local de curvas, normalmente se hace referencia a las formulas
de Frenet-Serret, debido a que éstas abarcan toda la informacion necesaria en el estudio
de curvas. Por ello es conveniente detenerse un poco en su deduccion. Una curva en el
espacio puede ser definida mediante una funcién « de un intervalo I = [0, L], donde L es
la longitud de la curva, en IR® utilizando como pardmetro a la longitud de arco
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L
do
s() = [ 17 1 dt,
t
0
No es dificil probar que la velocidad &(s) = 'fi—z‘ tiene longitud uno para este parametro
y que el vector & es ortogonal a é& y por lo tanto estd en II(p). En el plano, se define
| é(s) |= %, donde (s) es el 4ngulo que forma la tangente con la direccién horizontal;
por lo tanto, | &(s) | indica que tan rdpidamente la curva se aleja de la linea tangente en

s. Esto ultimo motiva la siguiente definicion.

Definicién 1. Sea o : [—IR? una curva parametrizada por longitud de arco s € I.
El nimero | &(s) |= k(s) es llamado la curvatura de o en s.

Tampoco es dificil probar que la curvatura asi definida no depende de la direccion en
que se recorre la curva. Ahora bien, en los puntos donde k(s) # 0, es posible definir
de igual manera un vector unitario n(s) en la direccién de é(s) mediante la ecuacién
a(s) = k(s)n(s); fisicamente, puede pensarse a & como el vector aceleracién de una
particula que se mueve sobre la curva a con velocidad ¢. Derivando (&(s),a(s)) = 1,
se observa que n(s) (llamado simplemente vector normal) es perpendicular a la curva
a(s). Por otro lado, es conveniente definir un nuevo vector unitario llamado vector bi-
normal como b(s) = t(s) An(s), donde el simbolo “A” denota el producto vectorial usual
y t(s) = a(s). En consecuencia, b(s) es normal al plano determinado por los vectores
&(s) y n(s) (usualmente llamado plano osculador), y | b(s) | mide que tan distintos son
los planos osculadores con respecto al osculador en s en una vecindad lo suficientemente
pequenia; es decir, b(s) mide que tan rapido se aleja la curva del plano osculador en s en
una vecindad lo suficientemente pequenia de s. Obsérvese que b(s) = t(s) A n(s), por lo
que b(s) es perpendicular a t(s). En consecuencia b(s) es paralelo a n(s), por lo que es
posible escribir

Para alguna funcién 7(s). Esta dltima es conocida como la torsidn de o en s. No es dificil
probar que « es una curva plana (totalmente contenida en un plano) si y sélo si 7 = 0,
y que 7 permanece invariante bajo cambios de orientacion. Finalmente, sélo es necesario
calcular n(s) en términos de la curvatura y la torsién. Como n = b A t, se tiene

n(s) = —1b— kt

En resumen, para cada valor del parametro s, se tiene asociada una terna unitaria
{t,n,b} (llamada terna de Ferret) que junto con las derivadas t(s), n(s) y b(s) expresadas



1.1. ALGUNAS NOCIONES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL. 13

en esta terna, arroja cantidades (7 y k) que proporcionan toda la informacién necesaria
acerca del comportamiento de la curva « cerca del punto s. Pueden ahora enunciarse las
ecuaciones de Frenet-Serret

kn,
n = —kt—rTb,
b =

Normalmente, al inverso R = 1/k de la curvatura se le llama radio de curvatura en s.
Claramente, un circulo de radio r tiene curvatura 1/r y radio de curvatura igual a r.

Si se piensa que una curva cualquiera puede ser obtenida torciendo una linea recta,
entonces puede concluirse que si dos curvas tienen la misma curvatura y torsién punto
a punto, entonces ambas, salvo un movimiento rigido (traslaciones 6 rotaciones), son la
misma; ademas, dadas dos cantidades k y 7 puede generarse localmente una curva con
curvatura k y torsiéon 7. Este resultado es conocido como el Teorema fundamental de la
teoria local de curvas; obsérvese que los puntos y sus tangentes son arbitrarias, por lo que
su validéz se debe a la existencia y unicidad de soluciones de Frenet-Serret.

En general, para cualquier curva regular C sobre la superficie M que pase por el
punto p € M, puede definirse la curvatura normal como el nimero k, = kcosf, donde
cosf = (n,N) (producto punto o producto interior), n es el vector normal unitario a la
curva, C, N el vector normal a la superficie M en p y k es la curvatura de C en p. En
otras palabras, k, es la longitud de la proyeccién del vector kn (justamente la aceleracién

@(s)), sobre el vector normal a la superficie en p, con el signo dado por la orientacién N
de M en p (figura 4).

Figura 4.

En el caso de la seccién normal v, ésta es una curva plana cuyo vector normal n tiene la
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direccién de la aceleracién y es colineal con N(p), por lo que cos@ = (n,N) =1y k, = k;
Es decir, k, coincide en este caso con la definiciéon 1 de curvatura para curvas planas.
Definase como k(v) , (v tangente a la curva C), al vector cuya magnitud es la proyeccién
de kn en N(p) (es decir, k cos ), y cuya direccién coincide con la de éste 1ltimo; k(v) serd
llamado el vector curvatura de C en la direcciéon v, entendiendo que ésto se refiere a que
k(v) es el vector aceleracién en p con movimiento sobre 7 con velocidad unitaria (figura
5). Claramente k(v) = k(—v). Entonces también puede escribirse k, = k = (k(v), N).
La funcién k, estd definida en el conjunto compacto S* formado por todas las posibles
direcciones v en el plano tangente, por lo que k, alcanza su maximo y su minimo. Estos
valores son llamados las curvaturas principales ki y ko de la superficie M en el punto p y
las secciones normales y; v 2 en las cuales los valores k; y ko son alcanzados son llamadas
secciones principales.

Figura 5. Vector k(v).

Definiciéon 2. La curvatura media H de una superficie M en el punto p € M con
respecto al vector normal N(p) es el promedio de las curvaturas principales:

H:k1+k2.
2

A continuacién se dara una de las definiciones clasicas de superficie minima que invo-
lucra a la definicién anterior.

Definicion 3. Una superficie M es llamada minima si la curvatura media H tiene
valor idénticamente cero en todos sus puntos.
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1.2 Observaciones de Laplace y Gauss.

En un ensayo sobre capilaridad presentado a La Real Sociedad de Londres en 1805, Tho-
mas Young introdujo la nocién de curvatura media de una superficie. En el mismo trabajo,
Young dié un razonamiento que justificaba por qué en ausencia de friccién en las pare-
des frontera, el fluido toca a éstas formando un angulo constante, dependiendo sélo de
los materiales y no de la forma de las paredes; al ano siguiente, en 1806, Pierre Simon
Laplace reintrodujo tal nocién y derivé para ella una expresion analitica formal. A conti-
nuacion sera expuesta una versiéon con notacién moderna, muy parecida a la introducida
por Gauss, de tal derivacion.

1/

Figura 6. Seccién normal de M en p.

Sea la superficie M orientada positivamente, parametrizada por x : U—V, con
U Cc R? y VCM conjuntos abiertos, y téngase en mente la construccién hecha en la
seccién anterior para las secciones normales. Sea II un plano que pasa por el punto
p y que contiene a N(p). Témese la secciéon normal v contenida en II (figura 6), y
supongase que 7y estd parametrizada por su longitud de arco s. Recuérdese la definicion
de n, @(s) = k(s)n(s); en este caso el vector normal a la curva - coincide con el vector
N(s) normal a la superficie, se tiene N(s) = n(s), por lo que, debido a las férmulas de
Frenet-Serret

dx dN dx dn ) )
<£, E> = <%a $> = (x, —kx — 7b) = —k.

Considérese la curvatura positiva cuando v estd “doblada” en la direccién de N (fig 5).
Como M esta orientada positivamente, (x, A x,, N) es positivo, por lo que la curva se
“dobla” en la direccién de —N(s), y por lo tanto
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dx dN
k=—(—, —). 1.2
<ds’d3> (1.2)

La parametrizacién x(u,v) de la superficie, determina la de ~:

Si se escribe

e =

(donde x, =

7(s) = x(u(s), v(s))-

_du o d
YSas 0 VT s
_<XU’NU>: 2f = _(<XuaN’U> + <X’U7Nu>) ; g= _<X’U)Nv>7 (13)

Z—Z, X, = ‘;—’;, N, = ‘fi—JZ y N, = ‘Z—JZ), y se sustituye en (1.2) se obtiene

o (B dxde) (aNdu  avdy
N duds dvds) \duds dvds)/’

= eu?® + 2fuv + gv’. (1.4)

Ahora, escribiendo

E = <Xu7Xu> = |Xu|2> F= <Xuaxv> , G= <Xvaxv> = |Xv|2- (1-5)

Se observa que

dx

dx|*_ [dx dx
ds|  \ds'ds/’

L (dxdu dxdv) (dxdu ixdo
N duds dvds) \duds dvds)/’

= Eu*+2Fu0 + Gv. (1.6)
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Las cantidades E, F'y GG son los coeficientes de la primera forma fundamental, mientras
que e, f y g son los coef icientes de la sequnda forma fundamental. Es conveniente hacer
algunos comentarios sobre estos tltimos conceptos. El producto interior (punto) natu-
ral en IR® induce un producto interior en cada espacio tangente T,(M) de la superficie
M, usualmente denotado por (,),. Claramente, el producto interior de dos vectores en
T,(M) serd el producto interior de éstos como vectores de R?. A este producto interior le
corresponde una forma cuadrdtica I, : T,(M) — R dada por

I(w) = (w,w), = [w|*.

Esta forma, definida positiva, es llamada la primera forma fundamental. Notemos que
si ésta se calcula para vectores tangentes a una curva < parametrizada por longitud
de arco, se obtiene justamente la relacién (1.6); por lo tanto, I,(w) no depende de la
parametrizacion, pero si del punto p. Los coeficientes proporcionan mucha informacién
acerca de la geometria de la superficie. Por ejemplo, si el coeficiente F'(u,v) = 0 para
todo punto (u,v) € U, entonces se puede concluir que los vectores de la base {x,, x, } para
el plano tangente, para x, son mutuamente ortogonales, y que las curvas coordenadas (las
curvas que se obtienen cuando se aplica x a los puntos de la forma (u,vg) y (ug,v), con
ug, vo constantes) de la parametrizacién lo son igualmente.

Retémese la superficie M con orientacién N. Recuérdese que el mapeo N : M — RR?
definido por la relacién (1.1), toma sus valores en la esfera unitaria

§* = {(,4,2) € Rla® + 4" + 2 = 1}.

Entonces, el mapeo N : M — S? es conocido como el mapeo de Gauss de M. No
es dificil probar que este mapeo es diferenciable y que la diferencial d/N, es un mapeo
lineal de T,(M) en Ty (S?). Como los planos T,(M) y Tnp)(S?) son paralelos, puede
pensarse que dN, es un mapeo lineal de 7,(M) en si mismo. Es conveniente entender la
manera en que opera dN, : T,(M) — T,(M). Para cada curva parametrizada a(t) en
M con «a(0) = p, considérese la curva parametrizada N o «(t) = N(¢) en la esfera S2.
Esta representa la restricién del vector normal N a la curva a. El vector tangente a N (t)
definido por N(0) = dN,(c(0)) pertenece al plano T,(M) y mide la razén de cambio del
vector normal restringido a la curva a.

La forma cuadrética [], definida en T,(M) por [[,(v) = —(dN,(v),v), es la segunda
forma fundamental de M en p. Para dar una interpretacién geométrica de este ultimo
concepto, considérese una curva o M parametrizada por su longitud de arco y a(0) = p.



18 CAPITULO 1. MOTIVACIONES.

Sea N(s) el vector normal a M restringido a la curva «(s). Entonces (N(s),a(s)) = 0,
por lo que

LN (5), 4(5)) = (N (5), 4(5)) + (V(5), 6(5).

Y en consecuencia

Aplicando la segunda forma fundamental al vector tangente &(s) en el punto p se obtiene

IL,(¢(0)) = —(dNp(&(0)),(0)),

Es decir, el valor de la segunda forma fundamental ], para un vector unitario v € Tp(M)
es igual a la curvatura normal (la expresién 1.5 fué definida en la seccién anterior) de una
curva que pasa por p y es tangente a v.

Sea x(u, v) una parametrizacién de M en el punto p. Entonces, la curva o en M puede
ser descrita bajo esta parametrizacién como «(t) = x(u(t),v(t)) con a(0) = p. Obsérvese
que

a = X U+ X0,
(1.8)

dN(a) = EN(u(t), v(t)) = Nyt + Nyov.
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Por otro lado, como N, y N, pertenecen a T,(M) (dN, : T,(M) — T,(M)), puede
escribirse

Nu = 011Xy t 021Xy,
(1.9)

N, = a2X, + a220%,.

Y en consecuencia

dN((X) = (CLH’Q + a121.))xu + (UQﬂl + CLQQY.})XU.

O bien

dN<g>:<ZiZZ><g>- (1.10)

Esto muestra que en la base {x,,x,}, dN esta dado por la matriz (a;;), ¢,j =1, 2.

Por otro lado, la segunda forma fundamental expresada en términos de la base {x,, x, },
estd dada por (utilizando las ecuaciones (1.8))

Hp(a) = (dN(d), &) = (Nyt 4+ Nyb, X0 + X,0) = et + 2fud + gi®.
Resultando nuevamente la expresion (1.4). Es posible expresar los valores de a;; en

términos de los coeficientes e, f y g, utilizando las relaciones (1.9) y (1.5). Lo importante
es que e, f y g pueden ser calculados si se conoce la parametrizacién de la superficie. Por

ejemplo, para el caso f = —(Ny, X,), tenemos f = —(a11Xy+ 021Xy, Xy) = —(a11 F +a21G);
ademds f = —(INy, Xy) = —(12Xy + a22Xy, Xy) = —(a12F + a2 F'). Por tal motivo

[ = —(anF + anG) = —(a12E + a9 F),

e = —(GHE + CLQlF),

g = —(G12F+CL22G).
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En notacién matricial

(50 - () (5 8). iy

O bien

ai G e f E F\ !
(am G22>:_<f 9><F G) . (1.12)

Donde ()~! representa la matriz inversa.

Para calcular la curvatura media, considérese nuevamente el mapeo lineal dV,. Por
un resultado clésico del dlgebra lineal, para cada p € M existe una base ortonormal (una
base de vectores unitarios y ortogonales) {e;, es} de T,(M) tal que dN,(e;) = —kie1 y
dNpy(e2) = —koea, con ki > ko, y k1, k2 son los valores maximo y minimo de la forma
cuadréatica Q(v) = (dN,(v),v), definida en el circulo unidad de 7,(M). Calculando la
segunda forma fundamental en estos vectores se obtiene

H,,(el) = —(dN(e1),e1) = (kie1, 1) = ky,

y analogamente Hp(eg) = —ko. Los valores ki y ko son justamente las curvaturas princi-
pales en p (vease 1.7). Recuérdese que las curvaturas principales son los valores maximo y
minimo de la curvatura normal k,, definida en el compacto S* de T,(M); es decir, son los
valores maximo y minimo de la segunda forma fundamental [],, restringida a el circulo
unitario de T,,(M) Tomando la orientacién standard de S?. Resumiendo, estas curvaturas
resultan ser los valores propios negativos del mapeo d/N,. Los vectores e; y ey son las
direcciones principales. Entonces, ki y ko satisfacen la ecuacion para k

dNy(v) = —kv = —kIv, v e T(M),v #0.

Donde [ es la matriz identidad en R?. El mapeo lineal dN,(v) 4+ kIv no es invertible; por
lo tanto, su determinante debe valer cero; es decir, de la relacién (1.10) se tiene

k? + k(ay1 + a) + aiiag — agae = 0.
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Como ki y ko son raices de esta iltima ecuacion, por la definicién 2

H— ki + ko _ —(an +022)'
2 2

Utilizando la relacién (1.12)

_1Eg—2Ff+Ge

H 2 EG-F?

(1.13)

Esto demuestra que 2H = k; + k5 es un invariante geométrico; es decir, es invariante bajo
isometrias y cambios de coordenadas. Laplace observd esta iltima propiedad y también
tenia conocimiento de otros conceptos como las curvaturas principales, aunque el modo
y la notacion con que han sido expuestos aqui, son debidos a Gauss. Lo que motivd
a Laplace para utilizar conceptos de la geometria de superficies, fue intentar clarificar
conceptualmente y caracterizar cuantitativamente el levantamiento de liquidos en tubos
capilares. Laplace probé (mediante un razonamiento de teoria de potencial) que el cambio
de presién a lo largo de la superficie es proporcional al curvatura media; esto es, que las
leyes de la Hidrostatica, en este caso son H = %fw donde u es la altura de la superficie
sobre el nivel correspondiente a la presién atmosférica y x es una constante fisica, de este
modo, la ecuacién (1.13) se transforma en una ecuacién diferencial para la superficie M.
Para ilustrar esto ultimo, supéngase cierto el resultado de Laplace y que la superficie M
puede ser descrita como la grifica de una funcién z = u(z,y). El vector normal a la
superficie descrita de este modo es justamente el gradiente

_uz

grad(z — u(z,y)) = V(z — u(z,y)) = —;ty

El mapeo de Gauss requiere que el normal a la superficie sea unitario; por lo tanto para
VW

este caso N = s con W(z,y,2) = z — u(z,y). La parametrizacién estd definida por

x(z,y) = (z,y,u(z,y)) por lo que

1 0
Xy = 0 1, Xy = 1
Uy Uy

Estos ultimos forman una base para el plano tangente 7),(M). Entonces, £ = (xz,Xy) =
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1x,|? = 14+u2; F y G se obtienen andlogamente. Por otro lado, observese que (N, x,) = 0;
derivando esta tultima relaciéon con respecto a = se obtiene

0

8_x<N’ Xg) = (Ng, Xgz) + (N, Xzz) = 0.

En consecuencia

CTTETE
= (Vo) = (Noxea) = | —wfyfired g [ 0 | ==
e ) \ue) TR

El simbolo “-” denota el producto punto. Los coeficientes f y ¢ se obtienen similarmente
. Por lo tanto

E=1+4u? F =ugu,, G=1+u.
(1.14)

. Ugpx _ UYyy

,/1+u2 uz’ ‘/1+u2 u2’ 9= \/1+u2+u2.

Ahora, utilizando (1.13), y sustituyendo la relaciones (1.14) se obtiene

2H = augy + 2bugy + cuy,,

con

14 u? ; — Uty 1+u2
7 = ? c =
(1+u2 + ) (1+u2+ul)s (1+ w2 +u?)

a =

N
wleo

Entonces (bajo la suposicién de que se cumple el resultado de Laplace), se obtiene la
ecuacion

AUgg + 2bUgy + ClUyy = KU (1.15)
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para la altura u. Es importante notar que

o = A u)(+ug) —ugug 1 -0
(1 +u2 +ug)? (I+u2+ug)? ™ 7

para cualquier funcién u(z,y), por lo que la ecuacién (1.14) es, ademds de no lineal, de
tipo eliptico.

Es dificil dar ejemplos explicitos de superficies minimas, debido a la dificultad de
encontrar soluciones explicitas a la ecuacién (1.15). Para superficies con u, y u, pequeiios,
la condicion de que ésta sea minima es aproximadamente que Au = 0; esta tltima es
usualmente llamada ecuacion de Laplace o simplemente laplaciano. Laplace observd que
para este problema, el laplaciano no es adecuado para describir a las superficies que
aparecen en casos reales. Recuérdese que debido a que conceptualmente es preferible
la manera de Gauss para derivar todos los conceptos de esta seccion, no se expondrad
aqui el modo en que procedié Laplace. De cualquier modo, aun usando otra notacién, lo
importante es hacer notar sus observaciones.

A continuacién se enunciard formalmente el resultado que engloba a estas observacio-
nes.

Teorema 1. (Poisson-Laplace). Supongamos que una superficie diferenciable M
de dimensién dos en IR® es la interface entre dos medios homogéneos en equilibrio. Sean
P, y P, las presiones en cada medio. Entonces la curvatura media H de la superficie M
es constante e igual H = h(P; — P,), donde la constante \ = % es llamado coeficiente
de tension superficial y Py — Ps es la diferencia entre las presiones del medio (la presién

resultante).

En la siguiente seccién, se estudiard con detalle la demostracién de este ultimo resul-
tado, utilizando conceptos fisicos, asi como las propiedades geométricas que hasta ahora
se han expuesto. Conviene ahora hablar un poco de fenémenos capilares. El término
capilar se deriva del latin “capillus”, que significa cabello. Normalmente se usa la palabra
capilaridad para referirse al levantamiento de liquidos en tubos estrechos. No fue sino
hasta el siglo XVIII que se comprendié que este fenémeno, al igual que muchos otros, se
manifiesta cuando dos materiales distintos se juntan, pero sin mezclarse. Si alguno de
estos materiales es un fluido que forma con algin otro fluido (o gas) una superficie de
interfase, entonces la interfase sera llamada superficie capilar. Los intentos para explicar
este tipo de fenémenos se remontan a Leonardo da Vinci, pero una teoria consistente y
capaz de hacer predicciones, no apareci6 sino hasta principios del siglo XIX en los traba-
jos de Young y Laplace. Posteriormente, ésta fue puesta en una fundamentacién mucho
mas so6lida por Gauss en 1830 y se convirtié en el objeto més estudiado por las figuras
cientificas de ese siglo. La teoria de Gauss fue conceptualmente diferente. Su razonamien-
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to se basé en el principio del trabajo virtual. El trabajo se define como la transferencia
de energia de un objeto a otro por medio de una fuerza que actia entre ellos, cuando el
segundo es desplazado por ésta. El principio de trabajo virtual se basa en la suposicion
de que la energia de un sistema mecanico en equilibrio es invariante bajo desplazamien-
tos muy pequenos de los sistemas de referencia en un tiempo dado, en los que puede
considerarse que fuerzas que actian no son significativas y que el trabajo es nulo. Tales
desplazamientos son los llamados desplazamientos virtuales.

En las siguientes secciones se discutiran formalmente los conceptos de energia y traba-
jo, debido a que resulta muy conveniente pensar algunos conceptos matematicos en estos
términos.

1.3 Fenémenos de superficie.

1.3.1 Consideraciones Fisicas.

Es generalmente aceptado que la energia es cierta cantidad escalar que un objeto (onda
o particula) posee. No es algo directamente observable, sin embargo en ciertos casos, es
posible analizar el comportamiento de los objetos con cierta cantidad de energia. Para
predecir el comportamiento de los objetos, se supone la conservacién de la energia con
el propésito de tener control sobre la energia total. La conservacién de la energia no
explica el modo en que la energia se transforma, sino que el total de ésta debe permanecer
constante. El trabajo es la transferencia de energia entre objetos. Normalmente, no
se necesita especificar la naturaleza de los objetos si la fuerza que efectia el trabajo es
conocida. Por ejemplo, si se empuja una caja, la fuerza que realiza el trabajo es el empujon
que experimenta la caja, y el trabajo puede ser calculado sin tener conocimiento de quien
empujo. En general, el trabajo puede ser calculado ya sea por la fuerza aplicada o por los
cambios de energia involucrados.

Para dar una formulacién del trabajo, obsérvese que el desplazamiento de un objeto
debe ser paralelo a la fuerza que actua. Si la fuerza aplicada es constante y estd a un
angulo constante con respecto a el desplazamiento de longitud Ax, entonces

W = FcosfAz.

Donde 6 es el angulo entre los vectores de fuerza y desplazamiento. Si se suman todas
las pequenas contribuciones en cierto intervalo [rq, rs], entonces el trabajo realizado es la
integral de linea sobre alguna curva c, sobre la cual se realiza el desplazamiento:
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W:/F-drz/Fcosedr.

Si el producto punto es positivo (es decir, si el desplazamiento y la componente de
la fuerza a lo largo del desplazamiento estdn en la misma direccién), entonces el trabajo
es positivo y se agrega energia al objeto. Si el producto punto es negativo, el trabajo es
negativo y se le resta energia al objeto. Esto no implica que se viola la conservacién de
la energia. Si se le suma energia al objeto, ésta viene de un segundo responsable de la
fuerza usada en el cdlculo del trabajo. La energia total de dos objetos es constante, y el
trabajo realizado es solamente la transferencia de energia (igual al trabajo realizado) de
un objeto a otro.

La energia cinética es una forma de energia asociada con el movimiento del objeto,
esto es, con la magnitud de su velocidad lineal v o con su velocidad angular w. En la
mecdnica clésica, la energia cinética de una particula en movimiento estd dada por

1
K = —mv?,
2

para la velocidad lineal. La energia potencial es la energia asociada con la posicién relativa
del objeto. También estd asociada con la compresién o elongacién de un resorte ideal

U= %ka, donde x es el cambio en la longitud del resorte y £ es la constante de elasticidad.

Si una fuerza externa realiza un trabajo en un sistema, el proceso es reversible y ademas
el sistema regresa a su estado inicial de energia, el trabajo neto realizado es cero y se dice
entonces que el sistema es conservativo. La energia del sistema es entonces independiente
de cémo fue realizado el trabajo y depende sélo de los estados inicial y final del sistema.
Si una fuerza es conservativa, entonces localmente tiene una energia potencial, es decir

F=-VU.

Considérese ahora un fluido y supéngase que cada elemento de volumen en él es lo
suficientemente pequeno para incluir un nimero grande de particulas; es decir, es un
medio continuo. Cuando se hable de elementos de volumen, se entendera que se consideran
porciones con un volumen muy pequeno comparado con el volumen total del fluido.

Si se sumerge un cuerpo €2, el fluido ejerce una fuerza de presion sobre la frontera del
cuerpo, que sera denotada por 0€2. Tal fuerza es normal a la superficie y por lo tanto es
de la forma p(z,y, z)7, donde p(x,y, z) es justamente la presién y 7i es el vector normal
unitario interior a {2. Entonces, la fuerza sobre el cuerpo €2 estd dada por
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//pﬁdS,

o

donde dS es el elemento de superficie del cuerpo. Esta tltima relacion puede escribirse
como

ay - n 0 0
//pﬁdS: // 0 |+|a-7|+| o as,
onN on

0 0 az -1

donde @; = pé;. Supéngase que p(z,y, z) esta definido en todo €2 y no sélo en su frontera.
Aplicando el Teorema de Gauss en cada coordenada se obtiene

Fuerzaz—/// zz dV:—// VpdV.
Q D2 Q

Donde dV es el elemento de volumen y el signo negativo se debe a que se esta considerando
al vector normal interior.

Si se supone que actian otras fuerzas sobre el cuerpo €2, por ejemplo la fuerza de
gravedad, entonces esta ultima estara dada por

/Q/ pG dV;

donde p es la densidad, G = geé3 es el campo gravitacional y g la constante de gravedad.

Si Q) estd inmovil, entonces existe un equilibrio de fuerzas entre la presién y la gravedad.

Esto es expresado por
—///VpdV+///deV —0.
Q Q

O bien

///(pG—vp)dV:o.
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Como {2 es arbitrario,
Vp = pG.

Si el fluido estd en movimiento con velocidad v = v(z,y, 2,t), entonces sobre cada
particula, por la segunda ley de Newton, se tiene

dv
G —
pG — Vp = P

Lldmense por comodidad vy, vo y v3 a las coordenadas de la velocidad v. Claramente
vy =1, V9 =Yy vz =z, si se toma al tiempo como parametro para la curva que describe
una particula de fluido. Entonces

PN A ORTORIOR) TR Y A e Vo ov\ (%
N 0yl 0) | = | ey ey i | 2| vuoy || 2
w0000 ) \ i By s dn |\ vy ) | &
En consecuencia
ov 1
- Viv=G—- -V 1.16
G+ V=GV, (1.16)
V’Ul -V
donde (v,V) = | Vuy-v |. Obsérvese que en todo este desarrollo no se han considerado
VU3 %

fuerzas de viscosidad.

La ecuacién (1.16) es la llamada ecuacidn de Euler y es la requerida para el estudio
del movimiento de un fluido. Fue obtenida originalmente por L. Euler en 1755 y es una
de las ecuaciones fundamentales de la Mecéanica de Fluidos.

Claramente, si no se considera la fuerza gravitacional, en la ecuacién (1.16) sélo desa-
parece el término G. Para un fluido en reposo en un campo gravitacional, la ecuacién de
Euler toma la forma

Vp = pG. (1.17)
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Esta ecuacion describe el equilibrio mecénico del fluido; si no actua alguna fuerza externa,
la ecuacién de equilibrio es simplemente Vp = 0; es decir p constante, por lo que la presion
es la misma en todos los puntos del fluido.

1.3.2 Fisica de peliculas y burbujas de jabon.

El propésito ahora es estudiar el fenémeno que se presenta cuando una superficie orientada
M separa a dos medios continuos, (en realidad, los medios estdn separados por una capa,
pero ésta es tan delgada, que puede pensarse como una superficie). Ambos medios ejercen
cierta presion sobre la superficie de separacién; entonces la diferencia de presiones deberd
determinar la forma de M. A continuacién serd modelada esta situacion.

dxdydr

N
~ ..

Figura 7.

Supéngase que se tienen dos cuerpos semi-infinitos de cierto liquido con apariencia
plana separados por vapor a una cierta distancia [ (figura 7) y témese un elemento de
volumen en cada uno. Tomese como primer cuerpo el de arriba; éste esta a una altura r
sobre el cuerpo inferior y su volumen es dx dydr. El segundo es el cuerpo inferior y su
volumen es s%sin 6 ds df d¢, tomando como origen de coordenadas al primer elemento de
volumen, por lo que

x = ssinfsin¢
y = ssinfcoso
r

= scosf.

Sea f(s) la fuerza de interaccién entre dos moléculas que estdn a una distancia s y
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supéngase que fuera de un radio d ya no existe tal interacciéon. Claramente, la fuerza
que actia es la de atraccion, por lo que

f(s) <0 para s<d, f(s)=0 para s>d. (1.18)

Sea p el la densidad de moléculas en ambos cuerpos. La componente vertical de la fuerza
entre los dos elementos de volumen es

pdx dydrps*sin@dsdd do f(s) cosb.

La fuerza total de atraccién por unidad de drea debe ser una cantidad positiva. Sir 'y
s son fijos, el valor mdximo de € es aquel para el cual cos(f,,) = r/s (figura 8). Por lo
tanto

Figura 8.

d dcos” r/s)27r

Fll) = —p2// / / F(s) sin 6 cos 0) do do ds dr

1T
d d?2

2 2 2 m\cosTlr/s
= —p s°f(s)1/2(1 — cos” 0), dodsdr
l/r/o/
9 d d2m

_ %///3210(5)(1 — (r/$)?) d ds dr

1 70
2dd27r

_ _;///f (s2 — 12) dp ds dr

i1 70

= —,027T/d/df(s)(52—r2) dsdr.

I r
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Sea u(s) el potencial de la fuerza intermolecular. Entonces

u(s) Z/f(T)dT 6 1 —f(s) con wu(s)=0 para s>d.
s
En consecuencia

i U
/d_ —r? ) dsdr

s
d
(s* —r? /u(s)Qsds) dr

= —2p27r//3u(s) dsdr.
1T

Integrando por partes nuevamente

= p’r u(s

d
J(

F) = —21p° <7~ /Tdsu(s)ds>

Consecuentemente

2
0

d o d
F(0) = —27rp2/7“2 = —p—/u Ydmr? dr,
0

obsérvese que 47r%dr es un elemento de volumen, por lo que puede escribirse dr = 4mr?dr
y por lo tanto se tiene la integral de volumen
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F(O)z—% / u(r) dr,

By(p)

31

donde p es un punto hubicado como en la figura 9. La presion interna de Laplace esté
definida por K = F(0) y es positiva definida debido a que u(r) es negativo o cero para

todo 7.

A

Figura 9.

Por definicion, el trabajo realizado para alcanzar una separacién d es

y por lo tanto

I
~// /T
[\~
3
he)
&
Tt~—a T
=
I
—
=
N—
5
|
=
U
3
N~
+
—
[N~}
)
he)
&
—
<
I
—~
=
SN—
=%
3

d
H= —7rp2/l3u(l) dl.
l

La separacion produce dos superficies libres; en consecuencia, el trabajo realizado para
separarlas puede igualarse con el doble de la energia superficial por unidad de area, que

es justamente la tensién superficial o; es decir



32 CAPITULO 1. MOTIVACIONES.

c=-H=- / ru(r) dr (1.19)

Como ambas superficies estan constituidas de liquido, existe un fenémeno de cohesion;
esto es, para cada punto en el fuido existe una densidad de energia de cohesién ¢, que es
la razon g—g, donde U es la energia interna de cierta porcion de fluido que contiene al
punto en cuestion. Para el modelo molecular normalmente se acostumbra tomar ¢ como

o(p) =" [ ur)ar,
Ba(p)

y por lo tanto

2¢ = p /u(r) dr, (1.20)

a 2¢ se le llama el potencial de Rayleigh y fue introducido en el estudio de la presion
interna de una superficie liquida curvada. Si se calcula la diferencia de potencial entre
un punto 2p, sobre la superficie plana del liquido y en un punto 2p; en su interior, de tal
forma que By(p) esté totalmente contenida en el fluido (figura 10a), es posible identificar
la K de Laplace con tal diferencia de potencial mediante ¢, = %qﬁi. Entonces

d
2 — 2 = — by = —27Tp2/7‘2u(7") dr = K. (1.21)
0

Figura 10a. Figura 10b.

Si se considera ahora una gota de radio R > d (figura 10b), la integracién para ¢; es
idéntica a la del caso anterior, mientras que para el ¢ debe ser tomada sobre un volumen
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mas restringido debido a la curvatura de la superficie. Si 6 es el dngulo entre el vector r
y un radio fijo R, entonces

Donde el limite de integracién cos™!(r/2R) resulta de integrar la regién sombreada en la
figura 10b. En consecuencia, la presion interna de la gota es

2¢, —2¢; = K + H/R = K + 20 /R,

con H como en (1.19). Si se toma una gota no esférica sino una con superficie convexa,
aproximando secciones curvas por secciones circulares, se obtiene

1 1
2¢5—2¢Z~:K+H/R=K+a[—+—], (1.22)
7 TR

donde Ry y R; son los radios de las curvaturas principales de la superficie. Escribiendo
(1.22) en la forma

1 1
—py=h (— —) : 1.23
P1— D2 R + i ( )

se obtiene la llamada ecuacion de Laplace, que modela la presién superficial. Tal ecuacion
se refiere a la diferencia de presiones entre el liquido contenido en una burbuja esférica (o
no necesariamente) y el gas afuera, pues la presién externa coincide con la presién sobre
una superficie plana; para efectos del calculo, es indistinto si la superficie es esférica o
plana, pues el potencial se anula fuera de By(p.) (figura 11). La ecuacién de Laplace
prueba el teorema 1. Obsérvese que si R; y Ry son positivos, entonces p; — po €s positivo;
esto significa que la presion interna es mayor en una gota convexa que en una con superficie
plana. Si R; = Ry = oco; es decir, si la superficie de separaciéon es plana, la presion
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Y

Figura 11.

es la misma en ambos medios. Estas ultimas observaciones fundamentan la teoria de
capilaridad de Laplace.

El siguente paso es investigar el equilibrio mecéanico de dos medios contiguos utilizando
la férmula (1.23). Si se supone que no actian fuerzas externas en la superficie de separa-
cién o en ninguno de los dos medios, entonces la presioén es constante en cada medio. La
ecuacion de equilibrio para este caso es

1 1

i + R constante (1.24)
De este modo, la suma de las curvaturas tendra que ser constante sobre una superficie de
separaci6n libre de fuerzas externas. La condicién (1.24) significa que M debe ser esférica
(como la superficie de una gota pequena, para la cual el efecto de la gravedad puede ser
despreciado). Sin embargo, si la superficie esta fija a lo largo de una curva (una pelicula
de liquido en un marco sélido), su forma es menos simple.

Cuando la condicién (1.24) es aplicada a peliculas delgadas sostenidas por un marco
solido, la constante a la derecha debe tener valor cero, debido a que en este caso, M separa
a dos medios iguales. La suma R% + R% debe tener el mismo valor en todos los puntos de la
superficie, por lo que las curvaturas principales tendran signos opuestos; en consecuencia,
si hacia un medio la seperficie es concava, entonces hacia el otro sera convexa, y el radio
de curvatura, salvo el signo, es el mismo en ambos casos. De este modo, la condicion de

equilibrio para una pelicula delgada es

I (1.25)
ot =0 .

En caso de considerarse un medio en un campo gravitacional, conviene suponer por
simplicidad que alguno de los medios es simplemente la atmésfera (cuya presién puede
ser considerada constante en sobre toda la superficie), y el otro un fluido incompresible.
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Si po es la presion atmosférica, entonces estd es constante, mientras que para determinar
p1, la presién del fluido, usando la relacién (1.17) (deducida en la seccién anterior), y
tomando el eje z en la direccion vertical, se tiene

o _o_, o _

ox oy 5,

En consecuencia

p = —pgz + constante.

De este modo, la condicién de equilibrio se transforma en

1 1
R_1 + E + % = constante. (1.26)

Es usualmente conveniente utilizar la condicién de equilibrio no en la forma (1.26), sino
resolviendo el problema variacional de minimizar la energia libre total. Para un estudio
detallado de esta resolucién, se recomienda consultar [12].

1.4 Ecuacién de difusién y funcional de energia.

Si en un medio fisico hay un fluido de modo tal que éste no cubra el medio uniformemente,
entonces habra un fenomeno de difusion del fuido de los lugares con mayor a los de menor
concentracion. Si se piensa ahora en el proceso de difusiéon en un tubo vacio, bajo la
suposicién de que en todo instante la concentracion del fuido es la misma en cada seccién
del tubo, entonces este fenémeno puede ser descrito mediante una funcién u(z,t) que
representard la concentracion de substancia en el corte  y en el instante de tiempo t.

De acuerdo con la ley de Nernst, la masa del fluido que pasa por la seccién x durante
el intervalo de tiempo (¢, + dt) es

5Q = —D%(x,t)sat = WSdt,



36 CAPITULO 1. MOTIVACIONES.

con W = —D‘g—z, donde D es el coeficiente de difusion, S la superficie de el corte del tubo.
En consecuencia, W(z,t) es la densidad del flujo de difusién, esto es, la masa de gas que
pasa por unidad de superficie por unidad de tiempo.

Por definicién de concentracién, la masa de gas en el volumen V' es igual a
Q =uV.

Por lo que, la variacién de masa del gas en el segmento del tubo (z1,z2) al variar la
concentracion en du, es igual a

0Q = /c(x)éu -Sdz.

Donde c(z) es el coeficiente de porosidad, definido como el cociente del volumen de los
poros entre el volumen total V{, igual, en este caso, a S dx.

Para escribir la ecuacion de equilibrio de la masa del gas en el segmento (1, z2) durante
el intervalo de tiempo (%1, %), obsérvese que la cantidad de masa del gas que sale del tubo
por 5 es la misma que entra por z;, menos elcambio neto de masa en [z1, x| entre t = ¢;
yt=to

T2

s / Do) G 7) = Dlon) g (ar,r)| dr =S [ e@lute,t) - uleot] e

z1

Esta tltima relacion es llamada ecuacion de difusion en forma integral. Para encontrar
la ecuacién de difusion en forma diferencial, es necesario suponer que la funcién u(z,t)
tiene derivadas u,; y u; y que son continuas. Aplicando el teorema del valor medio para
integrales se obtiene

5 Dl en) - DanGeenn)| (=) = [ )-ule. 0] (@s)

{=x3

0x ox

T=t3

Aplicando nuevamente el teorema del valor medio, ahora para derivadas

5% [D(ac)g—Z(:v, t)] L (mn)m-m) =S lc(x)%u(x, t)] (to — 1) (w2 — 11).

.'1)=$3
t=ty
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Con t3, t4, 3 y x4 puntos intermedios en los intervalos (t1,%2) y (z1, z2) respectivamente.

Por lo tanto, simplificando la expresién

(% lD(x)%(x,t)] = lc(x)g—z(x,t)] L

t=tg t=ty

Observese que este razonamiento puede ser aplicado a cualesquiera intervalos.

Finalmente, tomando los limites cuando zi,zo — = y t1,ta —> t se obtiene la
ecuacion de difusion

9
ox

lD(x)%(x,t)] = c(x)%(m,t). (1.27)

Noétese que en la deduccidn, se ha supuesto ausencia de fuentes de substancia y de difusion
a través de las paredes del tubo.

Si el coeficiente de difusién y la porosidad son constantes, la ecuacién (1.27) toma la

forma

Up = 02 Ugy.

Donde a®> = 2. Finalmente, si el coeficiente de porosidad ¢ es igual a 1 y entonces la

¢

relacién (1.27) es de la forma
Ut = Duzw

Si se quiere obtener ahora la ecuacidn de conduccion de calor, la deduccién de ésta
puede ser hecha de modo anélogo a nuestro razonamiento, a partir de las consideraciones
fisicas adecuadas. La ecuacion que se obtiene es

(% lkg—Z(x,t)] + F(x,t) = cpg—z(mat)- (1.28)

Donde c es el calor especifico, p la densidad y F(z,t) la densidad de las fuentes térmicas
en el punto x al tiempo ¢ para una barra homogénea de longitud [.
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Obsérvese que las ecuaciones (1.27) y (1.28) son muy parecidas; de hecho, considera-
ciones de fenémenos parecidos a éstos arrojan ecuaciones similares.

El interés en estudiar fenémenos de difusién se debe a que éstos pueden ser relacionados
con el problema de superficies minimas. Por ejemplo, un problema fisico en el que las
superficies minimas juegan un papel central, pero en el que aparecen de manera menos
directa que para las burbujas y peliculas de jabdn, es el estudio de algunos sistemas
llamados de reaccion y difusion. Como se verda mas adelante, estos sistemas se usan para
modelar diversos fenémenos como Transiciones de fase y Formacion de patrones.

Para entender el proceso de difusién en el espacio, es necesario discutir antes una
importante ecuacién llamada ley de conservacion de momento. Para su deduccion, con-
sidérese la cantidad de fluido que atraviesa cierto elemento de superficie AS en el intervalo
de tiempo At. Si v es la velocidad en cada punto del fluido, puede pensarse que v es
practicamente constante sobre AS. Entonces, la cantidad de fluido que atravieza a AS
en At, es igual a v - nASAt, y la masa de éste es pv - nASAt. Por lo tanto, para cierto
volumen V' sumergido en el fluido y delimitado por la superficie S, la masa de flujo que
sale de V' en un intervalo de tiempo de longitud At es

(/S/pv-ndS) At.

Aplicando el Teorema de Gauss (o de la divergencia), esta ultima integral es igual a

( // div(pv)dxdydz) At = M(t) — M(t+ At)

= ///(p(x, y,z,t) — p(z,y,2z,t+ At)) dr dydz,
1%

donde p es la funcién de densidad y en la primera igualdad se ha supuesto que no se crea
ni se destruye la masa. Obsérvese que

///(p(m,y,z,t) —p(z,y, 2z, t + At)) de dy dz ~ (/// —p(z,y, 2,t) de dy dz) At,

y por lo tanto, puede escribirse, tomando limites cuando dt — 0,

J][ @ivtov) ddydz =~ [[[ pu(a,v, 2. ) da dy =
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En consecuencia

J[[ 1o,y 2,1) + dis(pv)] dw dy dz = o,
1%

para todo cuerpo V en el fluido. Finalmente, como esta ultima relacion es valida para
todo volumen V' y suponiendo el integrando continuo,

pi(x,y, z,t) + div(pv) = 0.

Esta 1ltima relacion es la ecuacidn de conservacion de masa para fluidos. Obsérvese que
ésta se ha deducido a partir de la ley de conservacién, por lo que la misma ecuacion
puede ser usada para modelar otros fenémenos; por ejemplo, en electromagnetismo, es
la ecuacion de conservacion de carga. En contextos mas generales, ésta es conocida
simplemente como ecuacion de conservacion.

En general, el fenémeno de difusion en el espacio estd caracterizado por una funcién
u(z,y, 2,t), que representa la concentracién (temperatura, densidad, segin sea el caso).
Si u(z,y, 2,t) no es constante, entonces se da lugar a el fenémeno de difusién (en el caso
de la propagacion de calor, u representa la temperatura y si ésta no es constante, se
presentan flujos térmicos de los lugares de mayor a los de menor temperatura). Para el
caso general, la ley de conservacion de masa se escribe como

/‘// u(z,y,2,t)dedydz = — /S Y - ndS. (1.29)

O bien,

w(z,y, z,t) + divy = 0, (1.30)

donde V = uv.

Por otro lado, para ciertos procesos de difusion, la funcién de concentracién u(z, y, z, t)
cumple con la ley de Fourier, es decir

ou

VpdS = (V- -n)ds = —k%

ds,
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donde k es una constante positiva (por ejemplo, el coeficiente de conductividad térmica

en el caso de conduccion de calor), y % la derivada normal de u, definida por

ou Uy ny
a— =Vu-n= Uy . Uy s
n
Uy ns

con n? + n3 + nZ = 1. Normalmente, la ley de Fourier se escribe como

V= —kVu. (1.31)

V es el vector de densidad de flujo. Es importante sefialar que k es un escalar sélo en caso
de que el medio sea isdtropo; pero si el medio no lo es, entonces k es un tensor (matriz de
3 x 3), y el vector de densidad de flujo V es el producto del tensor k por el vector —Vu.
Aqui solo seran considerados medios is6tropos. La relacién (1.31) también es conocida
como ley de Fick', cuando k es un escalar positivo.

Témese nuevamente el volumen V' limitado por la superficie Sy supdéngase que la
densidad u(z,y,z,t) cumple con la ley (1.31) y que existen fuentes de flujo dentro de
V. La ecuacién de equilibrio de flujo para el volumen V durante el intervalo de tiempo
[t1,t2], debido a la ley de conservacién (1.29), es de la forma

to

///[u(x,y,z,tg)—u(x,y,z,tl)]dxdydz = /—— //V-nds+///Fdxdydz] dt,

t1
ta

_ /:—/‘///dide:rdydz+/‘[/Fdxdydz] dt,

t1

donde F' = F(z,y,z,t) es la densidad de las fuentes (por ejemplo, en el caso de la
conduccién de calor, F es la densidad de fuentes térmicas dentro de el volumen V).
Procediendo de modo totalmente analogo al caso de la ley de conservaciéon de masa, se
obtiene

L Adolf Fick (1829-1901), fisidlogo aleman. Propuso la ley que lleva su nombre en 1855 para modelar
la densidad de corriente de particulas en una sustancia homogénea cuyas particulas estan esencialmente
fijas.
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u(z,y, 2,t) + divV — F(x,y, z,t) = 0.

O bien

u(2,y,2,1) = kAu+ F(z,y,2,1). (1.32)

Ahora obsérvese lo siguiente. Si se multiplica la ecuacién (1.32) por la funcién u, y
posteriormente se integra sobre todo V', se tiene

/‘//uutda:dydz—/‘z kuAud:vdydz=/V//uFd$dydz.

Como uAu = gy + Uy + ut,, = 4=(uu,) + %(uuy) + Lluu,) — vl —ul —u? =
div(uVu) — |Vul?, entonces

///dt< )dmdydz—// k[div(uVu) — |Vu|]dxdydz—///uFdxdydz

Por el teorema de la divergencia

dt[ ///u da dy dz ///k\Vudedydz— //ku—da:dy—///uFdxdydz.

Si se tiene que u =06 3 en 0V = S, y ademads no existen fuentes de masa, entonces

///{dt ( )+k|Vu\2} dz dydz = 0.

El lado izquierdo de esta tltima relacién es la energia del sistema. La funcién I(u) =
1y (“2—2) dx dy dz es la integral de energia para (1.32).
%

Supéngase que las funciones u son estacionarias (independientes del tiempo), y que
se tiene un fendémeno de difusion lenta en el que se sigue satisfaciendo la ley de Fick.
Entonces, la relacién (1.31) sera de la forma V = —£Vu, con ¢ > 0. Durante la difusién, se
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llevan a cabo reacciones quimicas. Si se toman en cuenta estas reacciones en la modelacién
del fenémeno, éstas pueden ser introducidas mediante la relacién 1 L[], llamada reaccidn
rdpida. Por lo tanto, la energia del sistema es

{9 )

La energia del sistema depende de la funcién u. Denétese como E(u) a la energia del
sistema para la distribucion u. Por lo tanto, puede escribirse

E(u) :/V//{W&Eu) +%|Vu|2} dz dy dz.

E(u) es el funcional de energia.

Para més dimensiones, F(u) tiene exactamente la misma forma.

Si el proceso tiene lugar en un dominio regular 2 C IR", n > 2, la energia total en ()
g g ) g

w
E(u) = / % |Vul® + # dz,
Q

u es ahora una funcién de las variables espaciales (z1, za, ..., z,) € Q. Este tltimo fun-
cional de energia es justamente el que sera estudiado en este trabajo. Especificamente,
se estudiaran las caracteristicas de los estados de equilibrio cuando ¢ — 0, para fun-
ciones W que son potenciales biestables (con un comportamiento biestable o de “doble
pozo” como en la figura 12, para el caso unidimensional), con minimos locales en u = +1,
W(xl)=0y W > 0.

Es conveniente escribir el funcional de energia en la forma

E.(u) = /g Vul? + @ dz. (1.33)

Supdngase que € &~ 0, y que se tiene una colecciéon u® con E.(u®) < M. Para controlar
el segundo término de E,(u) es necesario que u~+1, excepto quizds, en un conjunto de
medida pequena. Por otro lado, si la transicién de +1 a -1 se da sobre una hipersuperficie
(superficie de codimensién uno), ésta arrojard una contribucién a la energia por unidad
de drea al término gradiente. Esto dltimo hace suponer que E.(u) debe tener valor muy
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W(u)

Figura 12. Potencial biestable, caso n = 1.

cercano al area de la region de transicion. Por lo tanto, para ¢ ~ 0, al minimizar
(1.33), se estard minimizando el drea de transicién; en consecuencia, la transicién se dard
en conjuntos muy parecidos a las superficies minimas (ver el problema de 4rea de una
superficie del cap.2). En la figura 13, A, representa las regiones en 2 en las que u = £1,
mientras que B, es la region de transicién.

Figura 13.

Funcionales similares a (1.33) para ¢ &~ 0, aparecen en una gran variedad de apli-
caciones, tales como transiciones de fase y formacién de patrones, y han sido estudiados
exhaustivamente en los tultimos diez anos.

1.5 Transiciones de fase.

Consideremos ahora un problema que sirve como motivacién directa al que aqui nos
interesa. En un articulo clésico, J. D. Van der Waals consider6 fluidos cuya energia libre
a temperatura constante no sélo esta determinada por la densidad, sino también por el
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gradiente de la densidad. Posteriormente, J. W. Cahn y J. E. Hilliard revisaron tal articulo
y tomaron lo que consideraron escencial de la teoria de Van der Waals y usando esto
obtuvieron resultados importantes relacionados con el cambio de energia entre fases. A
partir de entonces, el estudio de gradientes ha sido considerado para analizar transiciones
de fase y otros fenémenos fisicos.

En la teoria de Van der Waals, la energia de un contenedor en una seccién transversal
dex=—-Laxz=Les

Ep) = [ W(p(x)) +€ (x)’] do

Donde p(z) es la densidad del fluido, W (p) es la energia libre por unidad de volumen, y
€ es un parametro pequemno. Si la masa total en el contenedor es M,, entonces se tiene la
restriccion adicional

/L p(x) dz = M

Van der Waals propone que las configuraciones estables del fluido son las que minimi-
zan la energia sujetas a la restriccién anterior.

Este problema puede ser planteado con métodos directos de cédlculo de variaciones
y teoria elemental de regularidad para encontrar soluciones (no necesariamente tnicas),
variando los términos en el funcional. No serd desarrollado este trabajo aqui. La intencién
es unicamente mostrar la similitud de éste con el problema de difusién en el que aparece
el funcional de energia (1.33).

1.6 Formacion de Patrones.

Uno de los problemas més importantes en Biologia, que ha sido objeto de un extenso estu-
dio en los ultimos anos, es el de la diferenciacién celular, y estrechamente relacionados con
éste, los problemas de morfogénesis y formacién de patrones. Para atacar este problema
es necesario recurrir a la informacién genética del organismo, pero los genes no pueden
explicar directamente por si solos las diferencias en diferentes partes del organismo puesto
que puede suponerse que el material genético en la mayoria de las células es el mismo.

Si se quiere construir una teoria del desarrollo, es necesario hacer varias observaciones.
El desarrollo es una alteracion en el tiempo; si se supone que el desarrollo esta controlado
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por alguna substancia, entonces la teoria tendra que describir los cambios de concentracion
de substancias como una funcion de otras sustancias y del tiempo.

Si se piensa en las interacciones mas simples posibles para obtener un patrén estable,
la suposicion mas sencilla que puede hacerse acerca de la dispersion de moléculas es que
el decaimiento es proporcional al nimero de éstas, es decir

%a _ .
ot~ M

Supdngase que la “comunicacién” entre células se efectua por un proceso de difusién y
pensemos el modelo para una dimensiéon. Denotemos la posiciéon de una célula por ¢, con
¢ un numero entero, y dos vecinos por ¢ — 1y ¢+ 1. Si las concentraciones son a., Gc11 y
a._1. El intercambio neto de “informacién” entre dos células vecinas a. y a._1, estd dado
por

QAe—1 — Ag-

La pérdida o ganancia de la célula, tomando en cuenta sélo a las células vecinas estd dada
por

Da((ac—}—l - ac) + (CLC,1 - ac)):

Donde D, es la constante de difusién. Si se cumple la ley de Fick (1.31) y la ley de
conservacién de masa, entonces el intercambio neto es nulo. Si ademés se tiene que el
espacio es continuo y no existe separacion entre las células, entoces la difusién esta dada
por

2
p.2
0x?

Los términos importantes para las reacciones de formacién de patrones son los de
la produccién como funcién de otras substancias involucradas, bajo las suposiciones de
modos de decaimiento y redistribucién que hasta ahora se han hecho. Considérese el
siguiente ejemplo

E = 7 —_ ,U,CL+ Da@ (134)
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0*h

2
= —vh+ D)—.
ca vn + g2

5 (1.35)

Donde a es un activador (substancia que estimula la produccién de otra sustancia 6 de
ella misma) y A un inhibidor (substancia que inhibe la produccién de substancia). Si se
supone que la concentracién de inhibidor es constante (igual a uno), la distribucién de
activador es uniforme (sin cambio por difusién), y se hacen las constantes ¢, u y v iguales
a uno, entonces la ecuacién (1.34) se transforma en

En a =1, (0a/0t) = 0, por lo que se tiene un estado de equilibrio. Si a es mucho més
grande que uno, a? — a es positivo y cada vez mas grande si los valores de a aumentan;
en consecuencia, el equilibrio es inestable.

Obsérvese ahora la ecuacién (1.34). La concentracién de inhibidor estd controlada
unicamente por la concentracién de activador presente en el sistema. Si (0h/0t) = 0,
entonces la concentracién de inhibidor tendrd que ser h = a?. Insertando ésto en (1.34)
se tiene

da  a _
E—E—a— — Q.

Obteniendo nuevamente un equilibrio en ¢ = 1. Si a es més grande que 1, da/0t es
negativo; en consecuencia el equilibrio es estable.

De este modo, se han encontrado los dos casos extremos, estabilidad ¢ inestabilidad
dependiendo de la concentracién de inhibidor en el sistema. Claro estd, ésto ha sido
encontrado bajo el supuesto de que no hay cambios espaciales.

Témense ahora las siguientes ecuaciones

da a? 0?

%o Y e+ D2
ot Ph(+kap HOT Tegg2 PP
oh .9 0%h

E = pa —l/h—f-Dh@-i-pl

Estas ecuaciones permiten una descripcion tedrica de sistemas biologicos reales. Aqui
po es la produccién basica de activador, p; es la produccion béasica de inhibidor, p denota



1.6. FORMACION DE PATRONES. 47

la densidad de sustancia. El término % es un regulador en caso de saturacién de
produccion de activador. No seran tratados en detalle estos problemas. Lo que interesa es
hacer notar que en éstos, normalmente se plantean y estudian ecuaciones muy similares a
las relaciones (1.34) y (1.35), (casos particulares de las relaciones (1.27) y (1.28)), dedu-
cidas para los fendmenos de difusiéon y propagacion de calor respectivamente. Obsérvese
que tanto en las tltimas ecuaciones como en (1.34) y (1.35), no importando cuales hayan
sido las suposiciones, la modelacion consiste esencialmenete en estudiar ligeras variaciones
de la ecuacién de difusién. Las modelaciones en este tipo de problemas también pueden
hacerse en algunos casos, a partir del planteamiento de un funcional de energia, y tratar
de explicar los patrones de difusién a través del estudio de las transiciones de fase de los

puntos criticos de tal funcional.
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Capitulo 2

Casos particulares.

2.1 Calculo en Espacios de Funciones.

Para entrar en materia, es necesario conocer algunos resultados de la teoria de célculo
variacional para funcionales en espacios de funciones de IR en R. Un Espacio de Funciones
X es un conjunto de funciones que es un espacio vectorial; es decir, si f,g € X enton-
ces f+9g € X yaf € X para a € R. Para precisar, témese el conjunto de funciones
f : [a,b] — R diferenciables denotado por C'[a,b]. En general, los conjuntos C"[a, b]
denotaran espacios de funciones definidas sobre un intervalo [a,b] que son n veces con-
tinuamente diferenciables. Claramente, todos estos conjuntos son espacios de funciones.
Si estos conjuntos tienen ademds definida una norma || f||, entonces son llamados Espa-
cios Normados. Es posible igualmente definir un producto escalar (f, g) para espacios de
funciones, pidiendo a éste que cumpla con las propiedades conocidas del producto punto
para espacios Euclideanos. Una vez habiendo definido la métrica en el espacio X, pueden
ser definidos mapeos continuos entre espacios de funciones. Estos mapeos seran llamados
funcionales. No nos detendremos en estas cuestiones por el momento. En el Apéndice
sobre Fspacios de Sobolev justificaremos lo que aqui se presenta. La intencion es mas bien
hablar de operadores lineales entre espacios de funciones. Sea L : X — Y un mapeo
continuo entre dos espacios de funciones X y Y; L es un Operador Lineal si cumple

L(f+9)=L(f)+Llg), Llaf)=aL(f); a€R, fgeX.

Sea J : X — IR un funcional definido en un espacio normado X; el propdsito es
encontrar una forma de “derivacién” para espacios de funciones equivalente a la conocida
para espacios Euclideanos. Para ello, definase una direccion en el espacio de funciones X
como un elemento h € Cla,b] (vease el apéndice); entonces se dird que el funcional J
tiene deriwada de Gateaur en fy € X en la direccién de h si el limite

49
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h) — d
g TR =TI _ 554 an o= DI (),

existe. Cuando se hace mencién a la derivada Gateaux, también se dice que se estd
tomando la primera variacion de J en la direccién de h. De igual modo, puede definirse
la derivada de Fréchet para J en fo 6 simplemente decir que el funcional J es diferenciable
en fy si existe un funcional lineal continuo ¢ para todo h € X tal que

J(f+h) = J(f) = oh+of||A])-

Donde o(||h]|) es un término que tiende a cero cuando ||h|| — 0. EI funcional lineal
continuo se denota por

Y= DJ(fo)-

Es posible probar que en caso de existir ¢ ésta es unica; igualmente puede probarse
que si el funcional J tiene derivada de Fréchet entonces éste tiene derivada de Gateaux
entodohe Xy

Dy J(fo) = DJ(fo)h-

Como ejemplo de lo anterior, sea F' = F(z, f(z), f'(z)) una relacién entre la funcién
f(z) y sus derivadas. Supéngase F' continua y témese el funcional I : X —» IR definido
por

I(f) = [ Fla, f(@), f' @) da. (21)

con X C C'([a,b],R), f € X y norma |f|; = Ifla[ﬁ((u" + |f']). Entonces

b

J(f+h)=J(f) = /[F(ﬂc,f(fﬂ) +h(z), f'(z) + W (z)) = F(z, f(2), f'(x))] dz

b

= [IFy(a 1@, F'@)h+ Falo, (), f @)

a
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+ oz, f, f)h+ K]dz

= /[Fy(x, f(@), f'(2)h + Fo(x, f(z), f'(2))h + o(|h]1)] da.

Donde y = f(z) y 2z = f'(z). El segundo renglén de esta igualdad es cierto bajo el
supuesto que F, y F, existen y son continuas en el punto (z, f(z), f'(z)). Bajo estas
mismas suposiciones, se tiene

DNUMthﬂhM:/MM+Fm%m
b

debido a la linealidad de DJ(fy) en h.

Ahora, se desearia tener algin criterio que detecte cuando un funcional evaluado en
alguna funcién fo(z) = yo, resulta ser un valor mdzimo o minimo; es decir, se quisiera
encontrar los extremos del funcional. La manera como serd encontrado tal criterio, resulta
ser totalmente analoga a la ya conocida para funciones definidas sobre espacios Euclidea-
nos. Sea J : X — R un funcional definido en un espacio normado X. La manera natural
para detectar un minimo local para J en yo € X es observando la siguiente condicién

J(y) > J(yo)-

Siempre y cuando y esté muy cercano a 3. Una condicién necesaria pero no suficiente
para encontrar extremos locales para el funcional J es justamente

DyJ(fo) = 0.
Para toda direccion h € X en la que la derivada de Gateaux esté definida.

Sea F(z,y(z),vy'(z)) € C'(R,R) y el funcional (2.1) con condiciones de frontera y(a) =
Ay y(b) = B; supéngase ademds que 7o es un extremo de J. Tédmese el funcional

I(h) = J(yo + h).

Con h € X tal que h(a) = h(b) = 0. Entonces; en caso de que ¥, sea un punto critico
(maximo o minimo), se tendra

DI(0)h = 0.
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Es decir

/WM%M@&%WM@+WX%M@w%%H@Mx=U

Con y = f(z), y' = f'(x). Ahora, si se supone que -LF,(z,yo(z),ys(z)) existe, entonces

es posible integrar por partes para obtener

d

ﬂ%@wwhW@W@%Jmﬁﬁﬂwwwﬁ%@DMﬂ+E@wwm%@DM@m=0

Como h(a) = h(b) = 0, el término de frontera se anula; de este modo, se obtiene

b d
ﬂ@—%gmmza

Para toda h € C'[a, b] con h(a) = h(b) = 0. Ahora, como esto tiltimo se cumple para toda
h, Por el lema fundamental del célculo de variaciones (véase por ejemplo [9]), se obtiene
la denominada ecuacion de Fuler para el funcional J

d
Fy——F.=0. (2.2)

Por lo tanto, si en fy = yp el funcional J tiene un punto critico, entonces en tal punto
debe satisfacerse la ecuacion de Euler.

Para el problema con dos variables, considérese ahora un dominio acotado  C IR?, y
sea

) = [ Flay,uue,y),u(z,y) de dy,

con v una funcién continua y diferenciable en €2, y F' diferenciable. Supdéngase que se
conocen los valores de u en 0. Si ug es candidato a ser extremo de J(u), entonces
escribase u = ug + th, con hlsgq = 0, pues u es conocida en la frontera del dominio €.
Entonces, (procediendo andlogamente a como se hizo para el caso de una variable), la
derivada de Fréchet es
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d
Dy (1) = 5. (o + th) 1o = / / (Fuh + Fy hy + Fy hy) da dy = DJ(u)h.
Q

Si uy es un punto critico, DJ(ug)h = 0, para toda h continua y diferenciable en Q.
Observese ademds que Fy, h, + Fy hy, = %(Fum h) + a%(Fuyh) — a%(Fum)h — %(Fuy)h. En
consecuencia

Pt = [ (= Bt = 2 mn) + (Bt + o) | dvas

0 0 F
— Fh——(F - _(F Yz | 2 ds.
//< ' h x( us )P y( uy)h> dxdy+jh<Fuy ) nds

La segunda igualdad es debida al teorema de la divergencia. Como h|gq = 0,y DJ(ug)h =
0 se tiene

I/ (P o) = o)) sy =0

Esta tltima igualdad debe cumplirse para toda h € C*(€2); debido al lema fundamental
del calculo de variaciones para el caso en IR? (véase [9]), se obtiene

0 0

Fu= 5o (Fu) = 5-(F) =0, (23

La relacién (2.3) es la ecuacién de Euler para este caso.

Para espacios de funciones de méas dimensiones, las definiciones que hemos presentado
como derivada de Gateaux y de ecuacion de Euler son totalmente andlogas. Una discusion
mas amplia serd dada posteriormente en el apéndice sobre Espacios de Sobolev.

2.2 Dos casos particulares del funcional de energia.

La intencién ahora, es analizar dos ejemplos de funcionales que son casos particulares
del funcional de energia (1.33); estos son de la energia potencial de una membrana y el
funcional de area de una superficie .
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En primer lugar, témese el caso de la membrana. Supdéngase que esta ultima estd
determinada por una funcién z = @(z, y), con ¢ € C?(Q,R). Si se desea encontrar la
posicién de equilibrio de una membrana fija en su frontera (¢ = ¢g en 05, ¢, es dada),
es necesario minimizar su energia potencial

2o = [ [ 19 4y 0,

sobre todas las funciones ¢(z, y) definidas en el dominio 2 y que coinciden en 0. El
funcional E(p) se conoce como integral de Dirichlet, y estd asociado al estudio de confi-
guraciones de equilibrio en electrostatica, mecdnica de fuidos y otras teorias fisicas.

La ecuacién de Euler correspondiente, debido a la relacién (2.3), es

0

S (e) + 5 () =0,

dy
Es decir, Ay = 0.
Si ¢ es un punto critico de E(yp), entonces Ap = 0 en 2 con ¢ = g en 0.

Obsérvese ahora lo siguiente

Pon) B = [[IVEE 19l

- %//Q(V(ap-kh),V(go—%h))-F (Vip, Vo) da dy
_ %//ﬂﬂw,ww IVh|? dz dy

1
~ DuB(¢)+3 [ [ IIVhIP dody

_ —//Q(Agb)hdxdy—i—%//QHVhIIZdﬂCdy

1 2
- 5//Q||Vh|| dz dy.

Dy E(p) (la derivada de Gateaux), es idénticamente igual a cero en los puntos criticos. Si
h # 0 entonces la tltima integral es estrictamente positiva, por lo que E(p + h) > E(p);
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entonces el problema tiene un tnico punto critico y es minimo. La existencia y unicidad
del punto critico es debida a la existencia y unicidad de la soluciéon de la ecuacion de
Laplace (siempre y cuando 052 sea regular): ¢, + ¢,y = Ap = 0.

Nétese que cuando la distribucién u es estacionaria en (1.33), y no se toman en cuenta
reacciones quimicas en el problema de difusién, el funcional de energia que se obtiene es
muy parecido a la integral de Dirichlet.

Por otro lado, es sabido que el area de una superficie estd dada por

// \/1—|- (f2)? + (fy)? dz dy,

donde z = f(x,9), (z,y) €Qy fo = az’ y = gf se suponen continuas sobre Q.

Esta tltima integral puede ser pensada como una funcién de la funcién f para obtener
el funcional

// VI+ (F)? + (f,)? dz dy,

en el que f es conocida sobre 0). La derivada de Gateaux de A en la direccién de h, es

d fmh +fy
d[ (f +th))( // \/1 )dedy.

Donde h = h(z,y) es una funcién continua y diferenciable, con A = 0 en 0f2.

Para un punto critico (ver la forma en que se dedujo la ecuacién (2.3) de la seccién

anterior), se tiene
// fwh +fy drdy = 0.
? L (o) ()

La ecuacién de Euler (debido a (2.3)), es

2 f:c 2 fy = 0. 2.4
ax<\/1 +(fo)2 + (fy)2> ! 3@/(\/1+ (f2)? + (fy)2> .

Si fy y f, son muy pequenas, entonces la ecuacién (2.4) es practicamente Af = 0, con f
dada en 0f2.
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La ecuacién de Euler para A(f), (derivando la relacién (2.4)), puede ser escrita en la
forma

Faa(1+ (£))) = 2fayfufy + foy(1 + (f2)*) =0

Comparando esta tltima expresién con (1.15), (deducida en el capitulo 1), se llega a la
misma condicién sobre la curvatura _rpedia H, para obtener superficies m_l:nimas. En este
caso la superficie M estd dada por X = (x,y,f(x,¥)), por lo que E = || X,|| =1+ (f2)?,
F=(Xe.X)) = fofy v G =X, = 1+ (f,)% ademds e = (X,0, N), [ = (Xa, N),
g =(Xyy, N), con N = (—fz, —fy, 1).

De este modo, se ha rescatado la condicién ya antes encontrada para superficies
minimas, pero esta vez con procedimientos variacionales.

Si la superficie M estd dada en la forma paramétrica M = M (u, v) y € es una regién
del plano (u, v), mapeada en U bajo la aplicacién M (u, v) entonces

A= // || My, A M,|| du do. (2.5)
Q

Esta ultima integral representa una visiéon mas general que el problema en que la superficie
es la grafica de una funcion, por lo que es conveniente pensar en este sentido.

Nétese que cuando 2 C IR?, para ¢ ~ 0, el funcional de energfa (1.33), (véase la seccién
1.4 del cap.1), es préacticamente el funcional de drea de la superficie; en consecuencia,
(1.33) estd muy préximo a la relacién (2.5), para € ~ 0.

Como caso particular, considérese f = f(z). En este caso, el perimetro de la curva
descrita por la funcién f, estd dado por

P(f) = [ 1+ (/@) da.

De manera andloga, si la curva descrita por f estd parametrizada por a(t) = (z(t), y(t)),
con t € (—¢, €), entonces

P - | J (%) " (%)d . / 0,50 dt = / l5(2)] .

—€

Donde v(t) = (£, %) es el vector tangente a la curva en el punto (z(t),y(t)). Nétese que

estas ultimas ecuaciones son exactamente la definicién del pardmetro de longitud de arco
(véase el cap.1, seccién 1.1).
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2.3 Caso unidimensional.

2.3.1 Sistemas con un grado de libertad.

Un sistema con un grado de libertad es un sistema cuyo estado estda determinado por una
cantidad escalar, descrita por la ecuacion diferencial

i = f(x) T € R. (2.6)

. . 2 , . . .
Donde z = Z—”t” y I = ZTZE, para un parametro ¢ (usualmente el tiempo), en cierto intervalo

(a,b). A z se le llama variable de estado (o pardmetro de orden, en el lenguaje termo-
dindmico o de transiciones de fase). En el caso de una particula de masa unitaria que se
mueve en una direccién, la energia cinética del sistema (ver cap.1, seccién 1.4), estd dada
por

La energia potencial, es la funcién

Ula) = — [ £() de;

en donde f es la fuerza que actua sobre la particula en la posiciéon z. Observese que si se
suma una constante a la energia potencial, la ecuacién (2.6) no se altera.

Nétese que la energia potencial U(z) determina a la funcién f, por lo que, para espe-
cificar un sistema con un grado de libertad basta determinar la energia potencial.

La energia total es la suma

E=T+U.

En general, la energia total es una funcién F = E(z, z).

Uno de los resultados clésicos en fisica (véase cap.1, seccién 1.4), es la ley de conserva-
cién de la energia : La energia total de los puntos que se mueven de acuerdo a la ecuacion
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(2.6) se conserva; es decir E(z, 1) no depende de t. Esto puede corroborarse si se deriva
la energia total con respecto a t

d
S Uy =i+ G b= i@ - f(@) =0,

Escribase la ecuacién (2.6) en la forma

=y y=f(z). (2.7)

El plano fase de la ecuacién (2.6) es el plano con las coordenadas z y y, donde el lado
derecho de (2.7) determina el campo vectorial de velocidades en dicho plano.

Una solucién de (2.7) es una funcién ¢ : R — R? que describe el movimiento de
un punto tal que la velocidad del movimiento a todo tiempo ¢ es justamente el campo
vectorial de velocidades en el plano fase.

De este modo, la curva fase esta dada por las ecuaciones paramétricas

La ley de conservacion de la energia permite encontrar las curvas fase ”facilmente”.
En cada curva fase la energia total es constante, por lo que cada una de éstas pertenecerd
completamente a un nivel de energia E(z,y) = h.

Un ejemplo sencillo de lo anterior, es la ecuacién bésica de la teoria de oscilaciones (el
oscilador arménico), dada por

Para este caso se tiene

1 1 1 1
T = —i? U=z’ E =i+ -2”.
277 277 2 2
La velocidad fase en el punto (z,y) estd dada por (y, —z), por lo que el campo de velo-
cidades es tangente al radio vector punto a punto y de igual magnitud; o también, de la
expresion para la energia F, se sigue que las curvas fase son circulos. De este modo, las
particulas se mueven uniformemente alrededor de 0, por lo que



2.3. CASO UNIDIMENSIONAL. 29

x =rgcos(f —t), y =rosin(f — 1),

(ro y @ dependen de las condiciones iniciales). De este modo, los niveles de energia son
circulos concéntricos y el origen.

Supdngase ahora que un potencial de energia esta dado por la grafica de una funcion.
Para identificar los niveles de energia %yQ + U(z) = E, es conveniente hacer algunas
observaciones: cualquier posicién de equilibrio para (2.7) debe pertenecer al eje z del
plano fase. El punto (&,0) es una posicién de equilibrio si £ es un punto critico de U, es
decir, (dU/dz)|;—¢ = 0. Por otro lado, cada conjunto de nivel es una curva diferenciable
en una vecindad de los puntos que no sean una posicién de equilibrio (por el Teorema
de la Funcién Implicita). En particular, si el nimero E no es un valor critico de la
energia potencial U entonces el conjunto de nivel correspondiente al valor £ es una curva
diferenciable.

2.3.2 Péndulo simple.

Témese el caso

i = —wy?sin(w). (2.8)

Esta es la ecuacién que modela el péndulo simple, con wy?> = g/a, g la constante de
gravedad y a la longitud del péndulo.

Si se supone |z| muy pequeno, entonces sin(z) & z, por lo cual se tienen oscilaciones
pequenas. En consecuencia

T+ Cc)o2$ ~ 0.
La solucién aproximada es x(t) = asin(wot + %), con to una constante real. En conse-

cuencia, serd obtenido un movimiento periddico de periodo T = 27/wy. La curva fase
estarda dada por

z(t) = asin(wet + o) y(t) = awg cos(wot + to)-

Donde t € (—o0,00). No es dificil comprobar que
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2
Y
z? + — = a’.
Wo
Por lo que, para este caso, las soluciones aproximadas son elipses con ejes principales a y
wp/a y el origen.

Para la ecuacién completa (2.8), se tiene

.9 2
r=" U = wy*(cos(xq) — cos(z)), E = % — wy? cos(z). (2.9)
Los puntos criticos de U se localizan en x = k7w con k € Z; en consecuencia las posiciones
de equilibrio para el sistema se localizan en (k7,0). La funcién z(tf) = 0 representa
el estado de equilibrio en el que el péndulo estd suspendido sin moverse, en cuyo caso
x = 0, 2z = 0; la curva fase degenera en un solo punto. Esta es una solucién vélida ya
encontrada anteriormente. Una segunda posicién de equilibrio es el caso ©z = 7, © = 0,
que representa la posicién vertical del péndulo. El punto z = —m, £ = 0 representa
la misma condicion fisica. De hecho, los puntos x = km, £ = 0 representan alguna de
estas condiciones de equilibrio. Por tal motivo, es suficiente estudiar este problema para
x € [0,27]. La ecuacién encontrada para la energia total en (2.9) no puede ser resuelta en
términos de funciones elementales. No es facil encontrar una relacién 1til de x en funcién
de t.

El valor de la energia total al tiempo ¢ es el mismo que en el tiempo ¢y para cada nivel
de energia, es decir

72 2>

E = 5 wo? cos(z) = % — wy? cos(wo) (2.10)

Donde 2y = z(0) y 2o = z(0).

De la relacién (2.10) se encuentra que, para cada curva fase

/\/2 E + wicosé)

Esta integral es de tipo eliptico para ciertos valores de xy y Z¢; no es posible encontrar una
solucion explicita. Sin embargo, obsérvese que, para que la integral esté bien definida, es
necesario
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E—i—wgcosﬁ > 0.

Si se toma xg = 0 y & # 0 entonces, de la relacién anterior se obtiene

: |l
2| < —
|sinz/2| < S,

Esta relacion se cumple siempre en caso de que % > 1. En caso contrario, es necesario

|0l
<2 —. 2.11
|z | arcsin 2o, (2.11)
De la relacién (2.10) se tiene
() = £/70> + 2wi(cos T — 1), (2.12)

Si oy = 2wq entonces

%(t) = £2wy| cos /2.

Y por lo tanto

) = / LN / “
J £/ (dwdcos? ) 2 2w cos §|

La solucién a esta tltima integral es ﬁ 2Intan(§+7%)|. Porlo que, para z = 7, la solucién
es infinita; por lo tanto, para este caso, el tiempo en que se recorre la orbita es infinito,
que fisicamente representa la imposibilidad de que el péndulo se detenga exactamente en
posicién vertical hacia arriba.

Si se toman los distintos valores de FE y se representan los niveles de energia en el
plano zy, se obtienen las curvas integrales en el plano fase. El Teorema de Eristencia y
unicidad de las soluciones para una ecuacién diferencial con condiciones iniciales dadas,
garantiza que las distintas curvas en la representacion no se intersecten. Ademas, de la
relacién (2.10) se observa que las curvas dentro de las separatrices son cerradas y por lo
tanto x(t), Z(t) son peridédicas. El diagrama de la figura 14 muestra todos los distintos
niveles de energia.
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Figura 14. Plano fase del péndulo.

Las soluciones para el caso sinz =~ z (z & 0), estdn representadas por las curvas
(elipses aproximadas) alrededor del origen. Estas curvas indican movimientos periédicos
y en este caso el péndulo oscila de un lado a otro de la vertical hacia abajo. El valor
maximo sobre la curva representa la amplitud de la oscilacion.

Para valores de xq superiores a 2wy o inferiores a —2wy, de la relacién (2.12), se tiene
que z(t) tiene signo constante y x(t) crece o decrece continuamente. Las curvas que
representan este caso son las lineas onduladas; éstas corresponden a los movimientos en
los que el péndulo gira siempre en la misma direccién. Cuando el valor de Z(t) es muy
grande, las trayectorias oscilan periédicamente y se comportan como en la figura 14.

Finalmente, si el estado inicial (la pareja (xg, o)), se desplaza ligeramente del origen,
la trayectoria correspondiente es una orbita cerrada y en consecuencia el péndulo oscila
con amplitud pequena alrededor del origen. Si el estado inicial se desplaza ligeramente
de (—m,0) (la posicién que corresponde a la posicién vertical de equilibrio inestable), el
péndulo se aleja de este punto para describir un trayectoria periédica o una ondulada.

2.3.3 Funcional de energia; caso unidimensional.

Témese ahora el funcional (1.33), para el caso més sencillo; ésto es, para el caso unidi-
mensional. El funcional de energia tendra entonces la forma

E.(u) = /bg (d“>2+wdx. (2.13)

dz €
a

En este caso, (2 es un intervalo (a,b) de R, y W (u) es un potencial biestable con minimos
locales en u = +1 y W(£1) = 0, con comportamiento similar al de la figura 12. Obsérvese
que E.(u) estd definido para todas las funciones u € C*(a,b). Nuevamente, cuando e ~0,



2.3. CASO UNIDIMENSIONAL. 63

la definici6én del segundo término del funcional (2.13) implica que u~+1, excepto quizas,
en un conjunto de medida pequefia, para colecciones u® con E.(u®) < M . Por otro lado,
la transicién de +1 a -1 puede ser dada sobre curvas derivables y éstas arrojaran una con-
tribucién por unidad de perimetro al término gradiente (que en este caso es £ (du/dz)?).
Esto ultimo, hace suponer que la ley de transiciéon debe estar cerca de un punto critico
del funcional de perimetro (véase funcional de area, seccién 2.2).

Las funciones u distintas de v = £1, que minimizan al funcional de energfa (2.13),
deben satisfacer la ecuacién de Euler (2.2), (véase seccién 2.1); por lo tanto

Por lo que

dPu 1dW

_—= = 2.14
dz? €2 du ( )

Esta tltima ecuacién puede ser reescrita en la forma

i = wo f(u).

Con wy = 6% De este modo, el problema de encontrar los puntos criticos del funcional

(2.13), es equivalente a resolver la ecuacién de Euler para wy y f(u) dadas. Nétese que
la relacién ue = wy f(u), es parecida al sistema descrito por un péndulo, ya estudiado con
detalle en la seccién anterior. Para resolver la ecuacién (2.14), es conveniente tomar el
reescalamiento

x
—=¢; e # 0.
- =¢ #
Observando que g—’; = d_qu_i = %d—g, la ecuacién (2.14) puede ser rescrita como
d*u _ dW
ez du’

Como ejemplo de lo anterior, témese la funcién W(u) = (1 — v?)?, donde u es justa-
mente la transicion diferenciable entre los valores 1 y -1; la intencion es que esta transicion
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tenga un comportamiento similar al de la figura 15. Obsérvese que a la funcién minimi-
zante u° ha sido escrita como u, pero entiéndase que el valor € es un parametro que indica
el comportamiento de las transiciones en regiones pequenas (de tamafio €). Nétese que la
funcién W asi definida, nunca es negativa; ademas W =0 en u = +1y W(0) =1, por lo
que en el intervalo [—1, 1], tiene un maximo local en u = 0. Para valores de u superiores
en valor absoluto a 1, la funcién W es creciente y tiende a +o0o cuando u aumenta en valor
absoluto. Por lo tanto, la funcién W (u) es un potencial biestable y su gréfica es como la
figura 12 (ver cap.l, seccién 1.4). La intencién es encontrar una funcién diferenciable u
que modele la transicién de u = 1 a u = —1, (figura 15). El funcional de energia para
este caso es

u(x)

Figura 15.

dzx €

(d_“>2 L= (2.15)

Con ecuacién de Euler

4, 4 d*u
2P —u) —es s =0
5(u u) 8da:2 ,
o bien
Pu 4,
P —u). 2.1
= =) (2.16)

Tomando el rescalamiento £ = £, con ¢ # 0, la ecuacién (2.16) puede ser reescrita como

d*u

€@ = 4(u® — u). (2.17)
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Multiplicando ambos lados de la ecuacién (2.17) por ‘;—Z, e integrando con respecto a &, se
tiene

2
1
5(2—?) =u* —2u% + ¢,

con ¢ una constante real. Obsérvese que el valor de ¢ debe ser 1, debido a que

1 (du\’

5 (%) =0 -wr=wo .18
derivando esta ultima expresion con respecto a &, se obtiene la ecuacion (2.17).

Elevando a la potencia 5 ambos miembros de la ecuacién (2.18), se obtiene

u'(€) /.
(1—u)(14+u) V2

utilizando fracciones parciales, e integrando con respecto a £ ambos lados, se obtiene

i1<&+m>ds:\/§5+k,

2\1—-u 14w
&o

para cierta constante k. Por lo tanto

k
—In|1—u|+1In|l+ ul :2\/554—51,
con k; una constante. Recuérdese que el propésito es encontrar la transicion de —1 a 1;
por lo tanto, serdn tomados en cuenta sélo valores de u, tales que |u| < 1. En consecuencia

1 k
1n1+“:2\/§§+51,

es decir,
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1+u262\/§§+%1;
1—u

distribuyendo y despejando u, se obtiene

62\/56-1—%1 -1

e2\/§§+k71 +1 .

Multiplicando y dividiendo el segundo miembro de esta ultima relacién por o~ (V2E+) ,
se tiene que la solucién a la ecuacién (2.17) es

VY _ —(v2e+h)
U =
(©) oVE+E | o (V2E+T)

) = tanh(V2¢ + %)

Por lo tanto, la transicién ocurre en £ = 4’—\%. Obsérvese que la constante k; en la solucién

encontrada, es simplemente una traslacién de la solucién sobre el eje x; por conveniencia,
témese k; = 0. Por lo tanto, recordando que £ = /e, la solucién a la ecuacién (2.16) es

u(z) = tanh( (2.19)

€ eﬁm/s + ef\/iw/s

\/QLE) = (eﬂm/s — e_‘/ix/E)

Escribiendo (2.19) como

1—e Viu/e
@) =\ e Ve )
obsérvese que si el valor de € estd muy cercano a 0 y = < 0, entonces el valor de u estara
muy proximo a —1; por otro lado, escribiendo ahora

@)=t
u(z) = ————1,
eve/e 41

se observa que, si € estd muy cercano a 0 y x > 0, entonces u estard muy cercana a 1.
Finalmente, si ¢ — oo, de la relacién (2.19), se observa que u(z) — 0.
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Para dar una interpretacion a los resultados encontrados, obsérvese que para el caso
limite ¢ = 0, la transicién no existe. Para el caso € = oo, se tiene que la region de
transicién es de tamaifio infinito, y la transicién es la funcién u(x) = 0; si se piensa que
la variable z es el tiempo, entonces la transicién de 1 a —1 se dara en un tiempo infinito,
para este caso. Los casos limite estan ilustrados en la figura 17, mientras que la transicion
para € > 0 finito, esta ilustrado en la figura 16.

Y ug)=tann( ¥)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
X
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, PR
Figura 16.
y y
u(x)=0
1 1
X X
+-1 -1
£=00 e=0.

Figura 17. Casos limite.

Noétese que la ecuacién (2.18), es justamente la energia total E, definida en la subsec-
cién 2.3.1, con T'(z) = 1(i(z))? y U(z) = (1 — u?)?% De igual modo, la ecuacién (2.16)
puede ser pensada como el estado de un sistema con un grado de libertad, como el definido

en la subseccion 2.3.1. Sea

U=, O =4(u® —u). (2.20)

En la figura esta representado el plano fase del sistema (2.20).
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Figura 18. Plano fase del sistema (2.20).



Capitulo 3

Formulacion variacional: Paso de
montana.

La conexion entre peliculas de jabon y superficies minimas estd dada por el problema de
Plateau!, que en términos generales dice lo siguiente: “dada una curva cerrada « existe
una superficie M de drea minima con a como frontera” (véase [17]). Tal problema puede
ser modelado minimizando el funcional

Aw) = [laet(Vu'Vu)] 2 dz = [lualPllugll® = (s, uy) dz.

Q Q

para funciones v € H»?NC%Q,R?) (H"? espacio de Hilbert, véase el apéndice), que
satisfacen la condicién de frontera de Plateau, es decir, el mapeo u|gq : 92 — « es una
parametrizacién monétona (débilmente) que preserva la orientacién, donde € es el disco

{(z,y) : 2* + y% < 1}.

Laplace observé que si una superficie M minimiza localmente el area para una fron-
tera fija a, entonces necesariamente la curvatura media de M se anula. Considerando
coordenadas isotermas en M (es decir (ug,uz) = (uy, uy) ¥y (Ug, uy) = 0), esto dltimo
puede ser descrito a través de la relacion

Au = 0.

Debido a la eleccién de parametro, se obtiene

1 Joseph Plateau (1801-1883), fisico belga. Realizé varios experimentos con interfases entre dos medios
(peliculas de jabén) y formulé cuatro principios que describen posibles singularidades estables en tales
superficies.

69
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luzl® = [luy[* = 0 = (ug,uy) en €,

junto con la condicién de frontera de Plateau.

En 1930, Douglas y Radé [17], propusieron minimizar la integral de Dirichlet

1 1
B(u) = [Vl dedy = 5 [ (sl + uy|?) do dy
Q Q

para resolver el problema de Plateau sobre la clase
C(a) = {u € HY(Q,R®) : u|sq € CO0Q, R?)};

para u|gqn que satisface la condicién de frontera de Plateau.

Claramente, E(u) > A(u); la igualdad se cumple si y sélo si u es conforme. De hecho,
se tiene que

inf A(u) = inf E(u).
Inf (u) dnf (u)

La igualdad anterior puede ser derivada del lema de e-conformidad de Morrey (véase [18]).
En consecuencia, la solucién al problema de Plateau se reduce al siguiente resultado:

Proposicién 1. Para cualquier curva oo € C', existe una funcién minimizante u de
la integral de Dirichlet en C(«).

Este ultimo problema ha sido muy importante en la historia del calculo de variaciones;
gracias al estudio de las superficies minimas, fueron desarrolladas importantes ideas que
permitieron el crecimiento de tal disciplina. Por ejemplo, Courant establecio la existencia
de superficies minimas inestables utilizando el clasico lema de paso de montaia.

Para un tratamiento méas amplio del problema de Plateau, véase por ejemplo, [5] o
[13].

La intencién de este trabajo es probar que para el funcional de energfa (1.33), existen
soluciones que exhiben transiciones. En el capitulo anterior, fue discutida la relacién
existente entre encontrar los puntos criticos del funcional (2.13), y resolver la ecuacién
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diferencial (2.14); de hecho, la solucién a la ecuacién (2.14), para un caso particular,
exhibe una transicién entre los valores u = +1, para una funcién u definida sobre IR.
Para el caso general, la situacién es totalmente andloga; resolver el problema de encontrar
puntos criticos para el funcional de energia (1.33), es equivalente a resolver una ecuacién
diferencial parcial no lineal apropiada, llamada justamente ecuacion de Euler-Lagrange.
Por lo tanto, es muy conveniente discutir el problema de encontrar soluciones adicionales a
la ecuacion de Euler-Lagrange, buscando puntos criticos de funcionales de energia, como el
funcional (1.33). Es necesario ahora, introducir formalmente el célculo de las variaciones.
Supéngase que se quiere resolver la ecuacién diferencial parcial no lineal, descrita por

Afu] =0, (3.1)

donde A[-] es un operador diferencial parcial no lineal y u es la incégnita. Existe una teoria
general para resolver todas las ecuaciones parciales (3.1). El cédlculo de las variaciones
identifica una importante clase de problemas no lineales de la forma (3.1) que pueden
ser resueltos usando técnicas relativamente simples del andlisis funcional no lineal. Esta
es la clase de problemas variacionales, es decir, ecuaciones diferenciales parciales de la
forma (3.1), donde el operador no lineal A[-] es la derivada de un funcional apropiado I[-].
Simbdlicamente, puede escribirse

en consecuencia, el problema (3.1) puede ser rescrito como

I'[u] = 0. (3.2)

La ventaja de esta nueva formulacién es que ahora las soluciones de (3.1) pueden ser reco-
nocidas como puntos criticos de I[-]. Bajo ciertas circunstancias, estos tiltimos pueden ser
facilmente encontrados; por ejemplo, si el funcional I[-] tiene un minimo en u, entonces
presumiblemente la relacién (3.2) es valida y u es una solucién de la ecuacién parcial
(3.1) original. El punto es que mientras usualmente es extremadamente dificil resolver
directamente el problema (3.1), puede resultar mucho maés sencillo descubrir minimos (o
méximos, u otros puntos criticos) del funcional I[-]. Un estudio més detallado de funcio-
nales definidos en espacios mas generales que los euclidianos, serd dado en el apéndice
sobre espacios de Sobolev.
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Por otro lado, obsérvese que si f es una funcién definida sobre un subconjunto com-
pacto K de IR, entonces f alcanza sus valores maximo y minimo sobre K si éstos no son
alcanzados sobre la frontera de K, entonces f' = 0, en al menos dos puntos interiores
de K. En general, los dominios sobre los cuales esta definido el funcional de energia,
no siempre seran conjuntos compactos; de hecho, pueden ser subconjuntos de espacios
euclidianos de dimensién infinita, (llamados espacios de Hilbert reales). De esta iltima
observacién, se desprende la necesidad de una “propiedad de compacidad”; es decir una
propiedad equivalente a la compacidad para subconjuntos de espacios euclidianos. Esta
propiedad es la condicion de compacidad de Palais-Smale.

Obsérvese también que si f es una funcién real continua y diferenciable, y ademas se
tiene que f(a) = f(b), para a < b, entonces el Teorema de Rolle garantiza la existencia de
al menos un punto ¢ € (a, b) para el cual f'(c) = 0; nétese que los valores de la derivada f
no crecen desmesuradamente cerca de ¢, debido a que la funcién f es continua y derivable
en (a,b). La generalizacién de esta tltima afirmacién es justamente la condicién de
Palais-Smale, y la generalizacion del teorema de Rolle para funciones reales es el llamado
Teorema de Paso de Montana; es este ultimo resultado el que garantizara la existencia
de un punto critico, distinto de u = %1, para el funcional (1.33), no sélo en espacios
euclidianos, sino en espacios mas generales, como los de Hilbert reales.

Es conveniente interpretar el teorema de paso de montana como aquel que permite
encontrar el camino de “menor esfuerzo” sobre una cordillera de montafnas, que conecte
a dos puntos a la misma altura en valles distintos. En tal caso, lo esperado es que este
camino tenga algun “punto silla” (figura 19).

punto silla

Figura 19. Interpretacién del paso de montafa.
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3.1 Puntos criticos y deformaciones.

A continuacién se daran algunas definiciones que seran utiles en lo sucesivo. Algunas de
éstas pueden ser revisadas en el apéndice sobre espacios de Sobolev. Para un tratamiento
detallado, véase [16] , [6], etc.

Supoéngase que 7' es un espacio de funciones. Entonces un funcional es una funcion
real en T, es decir, un mapeo de T en IR. Un funcional aditivo y homogéneo es llamado
funcional lineal.

Definicién 4. Un espacio de Hilbert real es un conjunto H, cuyos elementos se
denotan por f, g,..., tal que

(i) H es un espacio euclideano; es decir, un espacio real y lineal con un producto escalar
definido por (, ), el cual define una norma: ||f|| = (f, f)'/?

(ii) H es un espacio completo con respecto a la métrica p(f,g) = ||f — ¢||; es decir,
toda sucesiéon de Cauchy en H converge a un punto de H.

(iii) H es un espacio separable; es decir H contiene un subconjunto S numerable y
denso en todo H; esto es, S = H.

(iv) H es infinito dimensional; es decir, dado n € Z*, H contiene n elementos lineal-

mente independientes.
Ahora sea
I:H—R.
un funcional no lineal en H.
Definicion 5. Se dice que I es diferenciable en u € H, si existe v € H tal que
Iw] = Iu] + (v, w — u) + o(||jw — ul|)-
El elemento v, si existe, es uinico. Escribase entonces

I'lu] = .
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Esta definiciéon es equivalente a la del capitulo anterior, debido al teorema de representa-
cion de Riesz (vease apéndice).

Definicién 6. Se dice que I pertenece a C*(H,R) si I'[u] existe para toda u € H y
el mapeo

I'H—H
es continuo.

Notacion. Sea ¢ € R.
(i) Ac={uve H:Iul <c}.
{)K.={ue H: I[u]=¢I'[u] = 0}.

Definicion 7.

(i) Se dice que u € H es un punto critico de I, si
I'[u] = 0.

(ii) El nimero real ¢, es un valor critico si K. # 0.

Resultard muy 1til tener un criterio que permita deformar conjuntos de nivel en otros
esencialmente iguales; es decir, si ¢ no es un punto critico, jes posible deformar el con-
junto A, en A, para algun € > 0, de tal manera que los conjuntos A... y A._. sean
esencialmente los mismos?; antes de responder a esta pregunta, sera analizado un ejemplo
concreto. Témese el toro T, de dimensién dos en RR?, tangente a el plano IT como en la
figura 20.

Definase h : T — IR como la altura sobre el plano II. Sea T, el conjunto de puntos
xz € T tales que h(z) < a, para a € R. Cuando el valor de la altura h varfa, también lo
hardn los conjuntos A; obsérvese que

(a) Si a < 0= h(q), entonces T, es el conjunto vacio.

(b) Si h(q) < a < h(p), entonces T, tendrd la forma de la figura 21.
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Figura 20.

q

Figura 21.

Claramente, este ultimo conjunto puede ser deformado continuamente alrededor del
punto ¢, de tal modo que todas sus deformaciones sigan siendo esencialmente el conjunto
de la figura 21. Intuitivamente es claro que al deformar alrededor del punto ¢ un conjunto
de esta forma, eventualmente se obtendrd algo muy parecido a un disco.

(c) Si h(p) < a < h(r), entonces T, tendra la forma de la figura 22a.

Figura 22a. Figura 22b.

El conjunto T, para este caso es practicamente un cilindro.
(d) Si h(r) < a < h(s), entonces T, tomara ahora la forma de la figura 22b.
(e) Si h(s) < a, entonces T, es todo el toro.

Los conjuntos 7, obtenidos en los casos (a), (b), (c), (d) y (e) son muy distintos entre



76 CAPITULO 3. FORMULACION VARIACIONAL: PASO DE MONTANA.

si; intuitivamente es claro que no hay manera de llevar uno a otro sin romper, es decir, de
manera continua. Claramente, en tanto los valores de h(z) se mantengan dentro de alguno
de estos casos, los conjuntos 7, pueden ser deformados de modo tal que las deformaciones
sean todas esencialmente la misma. Las deformaciones s6lo pueden hacerse de manera
continua dentro de los limites que marcan los distintos casos, es decir, si no se tienen
puntos criticos intermedios.

Estas ideas ejemplifican el resultado central de la teoria de Morse, que serd presentado
a continuacion.

Recuérdese que la idea es deformar el conjunto A, . en A.,. para € dada. Es-
pecificamente, resulta que bajo hipétesis adecuadas, un conjunto de nivel se puede defor-
mar en otro si no se atravieza un nivel critico. Esto proporciona una manera indirecta
de probar existencia de puntos criticos (soluciones a I'(u) = 0), si es posible establecer
que dos niveles criticos no pueden deformarse uno en el otro. Para probar lo anterior, es
necesario resolver una ecuacién diferencial apropiada en el espacio de Hilbert H y seguir el
flujo gradiente asociado a I. El espacio H es de dimension infinita, por lo que es necesario
dar una condicién de compacidad sobre este espacio.

Definicién 8. Un funcional I € C'(H, R) satisface la condicién de compacidad de
Palais-Smale si toda sucesion {uy} ., C H que satisface

(1) {1 [uk]}2, es acotado en H

(ii) I'[ug] — O en H

es precompacta en H; es decir, toda sucesion {uy}, , tiene una subsucesién {uy,}, tal
que uy; — u para algin v € H .

Si H = R, y se toma una funcién f : R — IR diferenciable, entonces la condicién
de Palais-Smale es: para toda sucesion {zy},., en R que satisface que {|f(zx)|}32, < ¢,
para una constante ¢ € Ry que | f'(zx)[— 0, se tiene que zx;, — z* para algin z* € R
y para alguna subsucesién {x,}. Para este caso, la condicién de compacidad se justifica
mediante el siguiente resultado: Toda funcion continua y diferenciable acotada por arriba
(6 por abajo) que satisfase la condicion de Palais-Smale alcanza su valor mdzimo (6 su
valor minimo). Este tltimo es una generalizacién del teorema cldsico de anélisis real:
Toda funcion continua def inida en un subconjunto compacto K de R alcanza sus valores
mdzrimo y minimo sobre K.

Para ilustrar la definicion 8, considérese por ejemplo, la funcién f : R — IR, definida
por f(z) =1/x. Si se considera en IR la sucesién z,, = n, con n perteneciente al conjunto
de los naturales, la sucesién {1/n} - estd acotada por cero y la sucesién f'(z,) = —1/n?
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converge a cero, pero no exite = tal que x, — z. Por lo tanto la funcién f no satisface
la condicion de Palais-Smale.

Dendtese por C a la coleccion de funciones I € C'(H,R) que ademds satisfacen la
condicién: I' : H — H es una funcién de Lipschitz en subconjuntos acotados de H.

Ahora sera formulado el lema de deformacion.

Lema 1. (de deformacién). Supéngase que I € C satisface la condicién de Palais-
Smale y que I[u] — oo si ||u|| — oo.
Supéngase ademéas

K. =0.

Entonces para cada € > 0 lo suficientemente pequeno, existe una constante 0 < § < ey
una funcién

ne 00, 1) x H; H),

tal que los mapeos

me(u) = n(t, ), (0<t<1lueH)

satisfacen

(i) m(w) =w,  (ueH)

)=, (g I et
(iii) [ (u)] < Iful, (ue H0<St<1)
(iV) nl(AchJ) C A.s.

Antes de demostrar este resultado, es necesario discutir su significado. El propdsito es
deformar sin que las propiedades “generales” de los conjuntos se pierdan; para esto, hay
que deformar de manera continua. Intuitivamente es claro que el mapeo ny : H — H,
puede ser llevado a otro mapeo 7, : H — H, mediante una familia de transformaciones
dada por 7, : H — H, donde t € [0,1] es el pardmetro de deformacién, (puede ser
pensado como el tiempo). Un mapeo continuo
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m: H x[0,1] — H,

tal que (0,u) = no(u) y m(l,u) = m(u) es llamado una homotopia entre ny y 1.
Las propiedades que se preservan bajo cierta homotopia son las llamadas estables. Para
ilustrar qué tipo de propiedades son estables y cuales no, témense por ejemplo, mapeos
f : IR — R?. La propiedad de que una curva pase por el origen tangencialmente no es
estable dado que una pequena deformacién puede inmediatamente desconectar a ésta del
origen (figura 23a), mientras que la propiedad de intersectar transversalmente a el eje x
es estable (figura 23b).

,

n,

\

Figura 23a. Figura 23b.

La homotopia 7; que interesa para el lema de deformacién, de acuerdo con la condicién
de Palais-Smale y K, = (), debe preservar la propiedad de no “contener” puntos criticos;
es decir, el lema 1 establece que, en caso de que ¢ € R no sea un nivel critico del funcional
I (es decir, si I7'[c] no contiene ningin punto u tal que I'[u] = 0), entonces existe una
homotopia que deforma al conjunto A, en el conjunto A, . para e > 0 lo suficientemente
pequena, de tal modo que la deformacion no incluya puntos criticos de 1.

Demostracion del lema de deformacion.

Retomando el ejemplo del toro, puede dibujarse un flujo representado por “flechitas”
tangentes a la superficie T', pensada esta tltima como en la figura 20; este campo tangen-
cial corresponde al gradiente de la funcién altura en 7. Nétese que en los puntos p,q,r y
s, este flujo tangente se anula, tiene distinto comportamiento en pequenas vecindades de
estos puntos; por lo tanto, si se toman puntos diferentes a éstos sobre el toro, entonces
una primera condiciéon natural para poder deformar una pequena vecindad de éstos en
otro conjunto de tamano menor es justamente que los flujos tangentes no se anulen en
una vecindad de puntos regulares de la superficie. Por lo tanto, el primer paso en esta
demostracién serd probar en general esta condicién.
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En primer lugar, puede asegurarse que existen constantes ¢ < 1y € > 0 tales que

II'[u]||z > o paratodo ue€ A — Ao (3.3)

Para probar tal aseveracion, razonese por contradiccién. Si se supone que la relacion
(3.3) es falsa para cualesquiera constantes o, e > 0, entonces existen sucesiones {03}, y
{ex}2, tales que

O — 0, € — 0
y elementos
U € Ac+€ — AC—€ (34)
tales que
1" Tur]ll g < o (3.5)

De la relacién (3.4), se tiene que {I[uy]}32, estd acotado en H debido a que
Acve—Appe={ue H:c—e<Iu] <c+e}.

Ademas, de la condicién (3.5), se tiene que I'[uy] — 0. De acuerdo con la condicién de
Palais-Smale, existe una subsucesion {uy, }32, y v en H tales que

Uk, —> U en H.

Pero puesto que I € C'(H, R), de las relaciones (3.4) y (3.5), se tiene que en el caso limite

Iu] = ¢, I'lu] = 0.
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En consecuencia K, # (); una contradiccién a la suposicién inicial K, = (). Por lo tanto,
(3.3) se cumple para todo u € H.

El siguiente paso es definir la homotopia que deformard subconjuntos acotados de H.
Para ello, escéjase 6 € R tal que

0.2
0<6<e, 0<5<7. (3.6)

Y definanse

A
B

{ue H|Iul<c—e€ o Iu|>c+e}
{u€e H|c—0§<Iu| <c+6}.

Considérese ademds el mapeo w : H — R definido por w(u) = dist(u, A)+dist(u, B).
Sea v € H. Por la Hipotesis I es una funcién de Lipschitz en H; por lo tanto, existe una
constante positiva A € R tal que

| Ifu] = I[o] [ Allu—w|],
para todo u,v € H. Obsérvese que

dist(A, B) < dist(u, A) + dist(u, B),

se cumple para todo u en H. Témense, por ejemplo, u € Ay b € B (o al contrario). En-
tonces, para subconjuntos acotados de H (|| u—v ||< K para todo u, v en el subconjunto),
se tiene que

M M
dist(u, A) + dist(u, B) > M || u —v ||> i || I[u] — Iv] ||> Z(G_ J),

dist(A,B < . . .
con M = % De este modo, la funcién w estda acotada por abajo en subconjuntos
acotados de H. En consecuencia, la funcién

dist(u, A)

9lu) = dist(u, A) + dist(u, B)’

(u e H).
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estd bien definida (para subconjuntos acotados de H), y satisface

0<g<1,
{gzOenA, g=1en B. (3.7)

Sea ademés

1 si 0<t<1
Mﬂ_{lﬁ si t> 1. (3:8)
Témese finalmente el mapeo
V.H—H
definido por
V(u) = —g(u)h(([I'Tu])I'u]  (u€ H). (3.9)

Y considérese para cada u € H la ecuacién diferencial ordinaria

{%=VM@) (t>0)

De la relacién (3.9), se observa que el mapeo V : H — H es acotado y Lipschitz en
conjuntos acotados; por lo tanto existe una unica soluciéon para todo tiempo ¢t > 0. Si se
escribe

n:n(tau):nt(u)a (tZO’UEH)

y se restringe a los tiempos 0 < ¢ < 1, se observa que si u ¢ I~'[c — €, c + €], entonces
u € A, por lo que g(u) = 0; en consecuencia V(u) =0y

dn _

= A
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de donde se concluye que 7 es constante con respecto a t. Tomando el valor de 7 en cero,
se encuentra que 7;(u) = u para u ¢ [~'[c — ¢, c + €|. Por lo tanto, la homotopia

ne (0,1 x H; H),

asi definida satisface las condiciones (i) y (ii) del lema 1.

El siguiente paso es comprobar que el valor de I € C, restringido al mapeo 7,(u), es
menor que el valor obtenido sin aplicar la homotopia. Para ello, calculese

Sin)] = (), Snw), (3.10)
= ()], V().
= ()], g ) Tl ),

= —g(me(w) (I [ ()DL [ ()]

Obsérvese
d
lm@] <0 (ueHO0<t<1)

Por lo que I[n;(u)] es decreciente como funcién de ¢, en consecuencia I[n;(u)] < I[no(u)];
por lo tanto la condicién (iii) se cumple.

El ultimo paso es probar que el conjunto deformado bajo la homotopia resulta ser uno
mas pequeno contenido en el original.

Témese algin u € A, 5. El propésito es probar
M (u) € Ac—s

y en consecuencia concluir la condicién (iv).
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Si ni(u) ¢ B para algiin 0 < ¢ < 1, entonces la prueba se ha terminado debido a que
la eleccién de w implica I[n(u)] < ¢ — 3§ y como I[n(u)] < I[m(u)] < ¢ — 9§ se tiene que
m(u) € A._s. Por otro lado, si

de la relacién (3.7), se tiene
sustituyendo en (3.10)

%I[m(U)] = —h(II [n )] ID I e ()11

Ahora, si |[I'[n:(u)]]| > 1, entonces de la relacién (3.8)

, -
BT Hll) = 7
En consecuencia, (3.3) implica
d '
9 1] = | ) < o (3.11)

Por otro lado, si ||I'[n:(u)]|| < 1, entonces (3.8) implica
([ Tre()]l) = 1.

Y de la relacién (3.3), se obtiene

ST )] = I )]” < o (3.12)
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Ahora, tomando las relaciones (3.11) y (3.12)

Jrma

&.|g~

pues o < t. Por lo tanto
Il (u)] < I[u] = 0® < (c+6) — 07,

y finalmente, por la relacién (3.6)

2

I (u)] §c+%—02 <c—4.

Por lo tanto m;(u) € A.—s, con lo que queda demostrada la condicién (iv). Con ésto dltimo
queda demostrado el lema 1.

O

A continuacién serd discutido el resultado que garantizard la existencia de puntos
criticos no triviales (distintos de v = £1), para el funcional (2.1).

3.2 Teorema del Paso de Montana.

Sea ¢g : R — R una funcién continua y diferenciable, tal que g(a) = ¢(b), restringida al
intervalo [a, b]; entonces la funcién no es mondtona en el intervalo [a, b], por lo tanto debe
existir un méximo o un minimo (por lo menos), de g(x) en tal intervalo; es decir, existe
un punto ¢ € [a,b] tal que ¢'(¢) = 0. Este resultado es conocido como El Teorema de
Rolle. Dos posibles casos de tal resultado, estdn representados por las figuras 24a y 24b.

La generalizacion de este ltimo resultado es el teorema de paso de montana. Al
principio del capitulo se mencion6 que el paso de montana garantiza la existencia de
puntos criticos para el funcional (1.33); jcudndo estos puntos criticos son puntos silla?;
en general, puntos de este tipo no necesariamente existen, a menos que se tenga alguna
propiedad de compacidad sobre el espacio; ésta es la condiciéon de Palais-Smale y algunas
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Figura 24a. Figura 24b.

suposiciones adicionales. El siguiente es un ejemplo en el que no es posible encontrar el
paso de montana debido a que no se satisface Palais-Smale.

Ejemplo. Considérese la funcién I(x,y) = e™® — y?. La grafica de ésta es como la de
la figura 25.

,,,,,,

X

Figura 25. Gréfica de I = exp(—z) — y°.

Definase el conjunto Iy = {(z,y) : I(z,y) < 0}. Este tltimo es disconexo; por ejemplo,
los puntos (0,1) y (0, —1) pertenecen a I, pero no existe el “paso de montania” de altura
minima 0 para ninguno de los caminos entre ambos puntos (figura 26). Esto se debe a que
I no satisface la condicién de Palais-Smale; en efecto, considérese la sucesion de caminos
{am}, con a,(t) = (m,t), —1 <t < 1, que conectan a ambas componentes de Iy, tal que
el maximo de I es alcanzado sobre {a,,,} en los puntos z,, = (m,0). Entonces I(z,,) — 0
y DI(z,,) — 0 si m — oco. En este caso, la trayectoria de paso de montana con menor
altura se va al infinito.

Ademas de la condicién de compacidad, es necesario un segundo ingrediente para
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I(x, y)=exp(-x) -y ?

Pe-
Figura 26. No existe el paso de montaiia para p y q en Io.

probar el “teorema de paso de montana”; a saber el “lema de deformacién” (lema (1)).
Este tltimo es un instrumento sumamente poderoso para probar la existencia de puntos
criticos para ciertos funcionales. A continuacion serd enunciado formalmente el teorema,
de paso de montana.

Teorema 2. (de paso de montafa). Supéngase que I € C satisface la condicién de
Palais-Smale. Supdéngase ademas
(i) I]0] = 0.

(i) Existen constantes r,a > 0 tales que
Iu| > a si Jul| =7
(iii) Existe un elemento v € H con
lv|| >r, I[v] <O.
Definase
I'={ge€C([0,1; H) | g(0) = 0,9(1) = v}.
Entonces

e = inf (s 110(1))

gel \0<i<1
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es un valor critico de I.

Para visualizar este resultado, piénsese que la grifica de la funcién I[u] es un paisaje
como el de la figura 27.

Figura 27.

La idea es buscar un camino g que pase por las montanas, que conecte a 0 con v y que sea el
de minimo esfuerzo, es decir, un punto silla para I[-]; tal camino es “el paso de montana”.
Noétese que el teorema (2) garantiza la existencia de un punto critico correspondiente al
“nivel de energia” c, pero éste no necesariamente tiene que ser un verdadero punto silla;
tampoco garantiza la existencia del camino éptimo que realice el paso de montana.

Demostracion del teorema del paso de montana.

La demostracién se hara razonando por contradiccién y aplicando el teorema de de-
formacion.

En primer lugar, obsérvese que ¢ > a. El propoésito es encontrar de entre todas las
trayectorias que unen a 0 con v, aquella que “escale” la menor altura posible; si el valor
¢ no es tal altura, entonces es posible variar las alturas, para encontrar el valor deseado.
Por lo tanto, supéngase que ¢ no es un valor critico de I, es decir

K.=0.

Escéjase entonces algin nimero € lo suficientemente pequeno tal que
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0<€<%- (3.13)

De acuerdo con el lema de deformacién (lema (1)), debe existir una constante

0<d<e

y un homeomorfismo (mapeo continuo e inyectivo entre dos espacios con inversa continua)
n:H—H

con

77(Ac+6) C Ac—6

nw)=u si  ugl c—ecH+e. (3.14)

El siguiente paso es escoger aquellas trayectorias que pasen a alturas no muy lejanas
del valor ¢ y que unan a los puntos 0 y v ; es decir, tdmese alguna g € I' tal que

max I[g(t)] < c+ 6, (3.15)

0<t<1
es decir

max Ilg(t)] € Acys.

Esta ultima eleccion es posible debido a la definicién de ¢ como infimo de cierto conjunto.
Entonces, si se define
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pues 0 y v no pertenecen a I~![c — ¢, ¢ + €] debido a la eleccién (3.13), y a la hipétesis
(iii). En consecuencia, la relacién (3.15) implica

max I[5(t)] < ¢ — 3

es decir

g(t) € Ac.; paratodo te€[0,1],

o bien

max I]5(t)] € Ac—s;

ha sido encontrada una trayectoria ¢ € I' cuya altura maxima no excede el valor ¢ — ¢;
por lo tanto

¢ = inf (max ][g(t)]) <c—d.

gel \0<t<1

Esto es una contradiccion. Por lo tanto, ¢ es un valor critico de I. El teorema queda
demostrado.
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3.3 Existencia de soluciones.

El propésito ahora es establecer la existencia global de soluciones débiles del funcional
(1.32), por lo que esencialmente hay que probar que éste satisface las hipdtesis del teorema
de paso de montana.

Un resultado importante de andlisis funcional es la desigualdad de Gagliardo- Nirenberg-
Sobolev, que asegura la existencia de una constante C' dependiente sélo de p y n tal que

[ullgos Ry < CllIDullppgrry 1 <p<nmn,

para toda funcién u € C}(IR"), donde p* es el conjugado de Sobolev de p y estd determinado
por p* = %. Si se toma un abierto acotado U C IR", con 9U de clase C' y u € WP(U),

entonces u € LP" (U) y se tiene que ||u| o+ 1y < C|lullwisw), y en este caso C depende de

p,ny U. Como corolario de este wltimo, si ademds v € W,?(U) para algin 1 < p < n,
entonces ||u||zey < C|Dul|»(y, para todo ¢ € [1,p*], C dependiente de p,¢q,n y U. El
caso

lullze@wy < CllDulleay, — (u € Hy(U))

es llamado la desigualdad de Poincaré. La demostracién de estas desigualdades se puede
encontrar en [6], [1], etc.

Obsérvese que el gradiente de u en x estd caracterizado por Vu(z) - v = Du(z)v =
(Du,v), para todo v € R™, por lo tanto, puede escribirse

Iu] = / <g|Du\2+ WS”) ds, u € Hy(U). (3.16)

La intencion es aplicar el lema de paso de montafia a este ultimo.

Antes de demostrar que el funcional (3.16) satisfase las hip6tesis del paso de montana
para funciones v € H', considerese el siguiente problema

T[u] :/(%\DUP—F(U)) i,  ue H\(D). (3.17)
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La ecuacién de Euler de (3.17) puede ser escrita como

Au = —f(u) en U
{ u=20 sobre OU, (3.18)

donde F(u) = [ f(s)ds; entonces el funcional (3.17) puede ser utilizado para encontrar
0

soluciones débiles de la ecuacién (3.18). Obsérvese que en la ecuacién (3.18) se han tomado
condiciones de Dirichlet en la frontera y funciones u € H}(U); recuérdese que el problema
original es resolver la ecuacién de Euler del funcional (3.16) con condiciones de Neuman
en la frontera para funciones u € H!, pero las soluciones triviales u = £1 no pertenecen
a Hj. Sin embargo, para resolver el problema

eAu = f(u) en U
g—z =0 sobre QU,

puede ser usado un tratamiento analogo al que aqui serd presentado. La utilizacion del

tratamiento para u € H(U) es un poco méas simple debido a que contempla menos
0

términos en las operaciones de las demostraciones. Supongase que

I <CA+P), |f1<CA+]2PT) (3.19)
para 1<p< Z—Jjg, para alguna constante C. '
Ademas
0< F(2) <vf(2)z (z € R)
1 (3.20)
para alguna constante v < 3,
Supoéngase finalmente que para 0 < a < A
alz|PT < |F(2)] < AlzPT (z € R). (3.21)

Por comodidad, a partir de ahora se escribird H en lugar de Hj(U), considerando que la
norma en este espacio es
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1/2
nw5</wmwﬂ ,
U

y el producto interior es

(u,v) = /Du - Dv dz,
U

(Obsérvese que si se considera el problema con condiciones de Neuman para u € H*(U),

k
entonces la norma en este espacio deberia ademds contemplar al término Y ||D%ul|r» ¥
a=1

k
el producto interior al término Y (D%*u, D*v)). En consecuencia
a=1

1) = gl ~ [ F(u)d©2 = L[u] — Llu].

La primera afirmacion es que I € C para todo u,v € H.

Para demostrar ésta, ndtese que para todo uy,uy € H se tiene que

1 1 1
Lifu) = 5”“2”2 = 5”“1 + (ug — U1)||2 = §U/ |D(uy + (ug — Ul))|2 ds2
1
= 5 [(Ds + (= ), Dl + (ur = ) d
U
1
= 5 [ (1Dl +2(Duy, Dy = 1)) + [ D(us = w)P) dO
U
1 1
= Sl + U/(Dul, Dz = 1)) dS2 + 5 |juz — w

= Lijui] + (u1,ug — u1) + L{ug — us;

de donde se observa que
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Liju+ k| = Li[u] + (u, h) + L1[h];

Lip] _ 1A
lIA] 2 [l
DI [u] = u. En consecuencia, I; € C.

obsérvese que — 0si ||h|| — 0, por lo tanto I; es diferenciable en uy con

Es conveniente introducir un resultado muy simple del andlisis funcional que garantiza,
bajo ciertas circunstancias, la existencia y unicidad de una solucién débil. Tal resultado es
conocido como el teorema de Laz-Milgramy es consecuencia del teorema de representacion
de Riesz (véase apéndice).

El teorema de Lax-Milgram asegura que para f : H — R acotado en H (H cualquier
espacio de Hilbert), existe un tnico elemento u € H tal que Blu,v] = (f,u) para todo
v € H, donde B : H x H — R es un mapeo bilineal tal que |Blu,v]| < allull||v||
(u,v € H) y Bllu||* < Blu,v] (u € H), para ciertas constantes a, § > 0.

En consecuencia, debido a Lax-Milgram, para toda v* € H~1(U) (véase el apéndice),
la ecuacion

{ Av = —v en U (3.22)

v=>0 sobre QU,

tiene una tnica solucién v € Hy(U). Escribase v = Tv* para resaltar que el mapeo
T : H'(U) — H}(U) es un isomorfismo. Nétese en particular que si w € L*/"2(U),
entonces el funcional lineal w* definido por

(w*,u) = / wudQ  (ue HYU)), (3.23)

pertenece a H (U).

Por otro lado, obsérvese que de (3.19) se tiene

2n <<n+2>( 2n )_2*
pn—|—2 n—2)\n+2) 7’

por lo que el maximo exponente al que puede elevarse u € U, sigue garantizando que
f(u) € L"+2(U) c H-Y(U) si u € H(U).
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A continuacién serd demostrado que si u € H; (U), entonces

L[u] = T(f (u)).

Para ello, nétese que

F(a+b) = F(a) + f(a)b+ b? /(1 — 8)f'(a + sb) ds.

Aplicando aproximacién de Taylor con residuo. En consecuencia, para cada uy € H}(U)

Llus] = /F(uQ) dQ:/F(u1+(u2—u1))dQ

- / (F(u) + f(ur)(us — u1)) d2 + R,

entonces, debido a la relacién (3.22) y a la primera identidad de Green, se tiene

Llus) = Dlud] - / (AT f(u1))(us — u1) 2 + R

— Dlw]+ /VTf(ul) -V (us — ur) dQ+ R

= Lful] + /DTf(ul) - D(ug — 1) dQ + R.

1

Obsérvese que para el residuo R = [[f(1 — s)f'(u1 + s(uz — u1)) ds](ug — u1)? dS2, debido
Uo

a (3.19), se tiene

IR| < (1 — 8) f'(u1 + s(ug — u1))| ds (ug — uy)? dQ

|
S—

C(1+ |ug + s(ug — up) [P 11 — 5) ds (ug — u1)? dQ

IN
S—
o o
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1
< /c /(1+|u1|p*1+|u2—u1|p*1)(1—s)ds (us — ur)? dQ2
U 0
2 2 2 3 1
= /C s+ shunP o+ Sy — P S = TP = T jup — P (up — ) d92
J 2 2 2 3 .
< /c (1/2+ 1/2furP "+ 1/6uz — wr P 1) (g — u1)? d2
U

< /0(1 g P+ Jus — g P (g — )2 dY
U

y por lo tanto
IR| < /C’(u2 —u)? 4 fug — g [P+ /0|u1\p*1(u2 — )2 dS;
U U

tomando % = gﬁ; y z% = ﬁ, se tiene que 1/p* 4+ 1/p = 1; aplicando la desigualdad de

Hoélder (ver apéndice)

S

p—

p+1 p+1
|R| < C/(uz—u1)2+\uQ—u1|p+1 dQ+C (/(|u1|”_1)% dQ) (/(|U2 — U1|2)% dQ) .
U

U U

_2_

Obsérvese que p + 1 < 2*; por lo tanto, aplicando la desigualdad de Sobolev

|R| S C/(UQ - ’U,1)2 + |U2 - U1|p+1 dQ + C (||U1||Lp+1)p_1 (“’U,Q — U1||Lp+1)2
U

IN

C/(“2 —up)? + [ug — wy [P dQ + C (|| Duy|z2)P~" (|| D(u2 — u1)]|£2)?
U

= 0/(U2 —u1)? + |ug — w [P dQ + C (Jua]|a)? ™ (Juz — wi||g)?
U

de donde se observa que |R| — 0 si us —> uq, y por lo tanto
Dlus] = Llua] + (T(f (u1)), u2) + o(|luz — wil]),

por lo que I, es diferenciable en u; con DIlui] = T'(f(u1)).
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Nétese que si u,w € H}(U) con ||ul|,||w|| < L, entonces

113[u] = Bwlll = [ITf(u) = Tf(w)llmw
= If(w) = f)llz-1w)
= sup{(f(u) — f(w),u —w) 1 u—w € Hy, lu—w|y <1},

utilizando la desigualdad de Holder

M3lul = Bl < 1@ = S, gy 1 = 0]l
< 5 - £l 2

En consecuencia, utilizando la observacién (3.18), para cada x € U se tiene

n+2
2n
2n

1f(w) = f)ll 20, = /|f(u)—f(w)|"+2dQ

n+2
2n

= [ [1r©lu—w) da) (€ € [u(2), w(@)); = fija)

n+2

2n

< | fea+ et - wh do
U
n2_-l;l‘2
<c (/ (L [uf ™ + ™) u = w]) 2 cm)
U
< CWlu—wl, g,
< C(L)||U_w||L2*(U)
< C)fju—wl

es decir, I} : H} — Hj es de Lipschitz en conjuntos acotados; por lo tanto I, € C y
finalmente I € C.

El siguiente paso es verificar que I[u] satisface la condicién de Palais-Smale. Para ello,
supéngase que {uy 22, C H}(U) es una sucesién que satisface
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{IMug]}2, acotada, (3.24)

I'lug) — 0 en Hy(U).

De acuerdo a lo anterior

ug —T(f(ug)) — 0 en  Hy(U).

Para cada € > 0 se tiene

(el o) < I Tl [l g

ellollmy,

VANPAN

para k suficientemente grande.

Obsérvese que si en la ecuacién (3.22) se multiplica por una funcién v € Hj y se
integra sobre todo U se obtiene

/uATv*dQ = —/uv*dQ,
U U
integrando por partes (la. férmula de Green)
/Du - DTv" dQ) = /uv* ds;
U U

por lo que

((Iue],v)| = [(3[u] = T3[us], v)]
= [(ux = T(f(ur)),v)|

- /@MWDU—/DTUWQmem

)

= /(Du;C - Dv — f(ug)v) dQ
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y por lo tanto, para k suficientemente grande

/(Du;c - Dv — f(ug)v) dQ

<elpl  (veHyU)).

Haciendo v = uy

< ellugll

j/QJJUkF ~ Flup)ug) d

para todo € > 0 y k suficientemente grande. En particular, sie =1

[ 1 (uryur 2 < lugl] + el (3.25)
U
para k suficientemente grande. Por otro lado, la relacién (3.24) implica
1 2
Slluell? = [ Flug) a2 < M < oc,
U

para toda k y alguna constante M, por lo que (utilizando (3.20) y (3.25)), se deduce que

lul? < M +2 [ Pluw) 2 = M +2 [ 7f (w)u,dO
U U

IA

M+ 2y(Jugll + [uxl*)-

Como 27y < 1, se tiene que {u;}?2, estd acotado en H}(U). En consecuencia, existen una
subsucesion {u;}52, y u € Hy(U) con

uy — u débilmente en Hy(U),
uy — u fuertemente en LPTH(U) (véase [1], [6], etc.),

puesto que p + 1 < 2n/(n — 2) = 2*. Pero entonces
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f(ug) — f(u) fuertemente en H *(U),

y por lo tanto

T(f(ug)) — T(f(u)) fuertemente en H,(U).
En consecuencia, ux — T'(f(ux)) — 0 en Hy(U) implica
up — u  fuertemente en Hj(U).
y por lo tanto el funcional (3.17) satisface la definicién 8 (condicién de Palais-Smale).

Sélo resta comprobar que se cumplen las hip6tesis (i), (ii) y (iii) del teorema del paso
de montafia. Claramente, (i) se satisface debido a que I[0] = I;[0] + I3[0] = 0. Para la
hipétesis (ii), supéngase que u € H}(U) y ||u|| = r, con r > 0. Entonces

Iu] = Li[u] — Llu] = %2 — Iy[u).

Como p + 1 < 2*, la hipétesis (3.21) implica

[ Lfu]] =

U/ F(u)d9

IN

A/ P+ 46
U

{1

CllulP*!
Crrtt,

+1

pz*
z dQ)

IN

VARPAN

Entonces
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2 2
Iu] = %—C’TPH > TZ

2

Para r > 0 suficientemente pequefia, puesto que p + 1 > 2. Finalmente, haciendo a = 7

se satisface (ii) completamente.

Ahora, para la hipétesis (iii), escéjase algin elemento u € H tal que u # 0. Supéngase
v = tu, para alguna ¢t > 0. Entonces

I[U] = ]1[tu]—lg[tu]
— L[] - / F(tu) d92

< 2L[u) — AP / P d;
U

en el dltimo renglén se ha utilizado la hipétesis (3.21). Por lo tanto, I[v] < 0 para t > 0
suficientemente grande. Queda satisfecha la hipdtesis (iii).

Por lo tanto, al ser satisfechas las hipotesis del paso de montana, entonces existe una
funcién v € H(U), u # 0 tal que

I'u] =u—T(f(u)) = 0.
En particular, para cada v € H}(U) se tiene

U/Du-Dde:U/f(u)vdx,

y en consecuencia, u es una solucién débil de (3.18) (véase el apéndice).

Finalmente, consedérese nuevamente el funcional (3.16). Para aplicarle a éste un
tratamiento andlogo al anterior, es conveniente hacer algunas observaciones. Recuérdese
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que para resolver el problema (3.18) se tomaron funciones u € H} pero los minimos
u = +1 no pertenecen a Hy; sin embargo, para u € H' sélo debe considerarse la norma

2,
lu|| = (/ |Du\2dx) + Z | D“u||L»,
U a=1

y el producto interior
k
(u,v) = /Du - Dvdz + Y (D%, D)
U a=1

y seguir los mismos procedimientos de la demostracién anterior. Por otro lado, debido
a que para (3.16) F(u) = W (u) y el potencial W es no negativo, la hipétesis (3.20)

es inecesaria pues [I[u] > ||Eu|| ni- Obsérvese ademds que (3.20) no se cumple para el
ejemplo W (u) = (1 — u?)? visto en el capitulo 2. Finalmente, nétese que u = +1 son los
puntos criticos para los cuales I[u] es minimo, por lo que estos valores son los que hacen
que se cumplan las hipétesis (i) y (ii) del teorema del paso de montana. El resto de la
demostracién es totalmente analoga.

Por lo tanto, puede concluirse la existencia de una funcién v € H'(U), u # +1 tal que
I'ul =u—T(f(u)) =0.
En particular, para cada v € H'(U) se tiene
/Du - DvdQ) = /f(u)vdx,
U U
y en consecuencia, u es una soluciéon débil de

I[u] = / (%|Du|2+ @) s, u € H'(U).

U
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Capitulo 4

Algunas soluciones numéricas.

En agosto de 1998, los Doctores Pablo Padilla y Clara Garza propusieron un modelo del
movimiento de arena que oscila verticalmente (véase [2]). Para ello utilizaron la ecuacién
parabdlica no lineal

% — e2Au+W'(u) =0 en Q;
(4.1)

du _

=10 en 011,

donde u(z) es la variable de estado que representa la altura de la superficie de arena sobre

algin nivel de referencia y W es una densidad local de energia potencial. Obsérvese que

si se toman soluciones estacionarias, entonces las soluciones de equilibrio (independientes

del tiempo) de (4.1) corresponden a puntos criticos de
€ 9 1
Elu] = / (§\VU\ + —W(u)) dx.
£
Q

Aligual que en este trabajo, ellos consideran W (1) como un potencial biestable. Obsérvese
nuevamente que para garantizar que F(u) permanezca acotado, es necesario que u(zx)
esté muy préximo a los ceros de W y en consecuencia las transiciones que separan a
estos dos valores aumentan la formacién de patrones. La intencién es presentar algunos
experimentos numéricos que hagan validos los resultados presentados en los dos capitulos
anteriores, basados en los métodos numéricos utilizados por los doctores Pablo Padilla,
Clara Garza y Hector D. Ceniceros.

El programa utilizado fué propuesto originalmente por el Dr Héctor D. Ceniceros para
resolver el problema con condiciones homogéneas de Dirichlet en la frontera para

103
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ou 0 0u 0 Ou
E - <£% + a—ya—y> + s(t)W(u),

(W una ciibica), en un rectangulo de lado 1; éste estd progaramado en Fortran y resuelve
la ecuacion parabdlica, utilizando Crank-Nicholson, Gradientes Conjugados y se grafica
usando Matlab. El programa fué modificado por la Doctora Clara Garza para obtener
soluciones a la ecuacién de Euler del funcional (3.16). A continuacién serd presentada la
modificacién realizada al programa original.

program dirichlet

homogeneous dirchlet problem for Ut -eta*x(Uxx + Uyy) + s(t)W(U)
W is a cubic. The problem is solved in the unit square.
Crank-Nicholson scheme is used and the linear system

is solved with CG.

written by Hector D. Ceniceros
10/24/96.
con modificaciones de Clara Garza jul 99.

O O O 0O 0 0 o0 o o0

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o0-z), INTEGER(i-n)
PARAMETER (NMAX=256, MMAX = NMAX*NMAX, CGTOL = 1.d-6)

DOUBLE PRECISION u(MMAX)
DOUBLE PRECISION uO(MMAX), ul(MMAX)

DOUBLE PRECISION b(MMAX), wp(MMAX)

open(unit=50,file=’u.in’)
open(unit=60,file=’u.out’)

w =1.d40

aw = 1.d0
aw = 10.d0
bw = 10.d0

bw = -1.d40

eta = 0.01d0

apb = aw + bw



atb = awxbw
give numerical parameters
write(*,*)’N,dt,Tf’
read(*,*)N,dt,Tf
jsteps = int(Tf/dt + 0.000001d0)
nodes = NxN
M = N-1
inodes = M*M
h = 1.d0/N
h2 = hx*h
flambda = h2/(etaxdt)
cl = flambda -4.d0
c2 = 2.d0*h2/eta
write(*,*)’M,inodes’ ,M, inodes
write (*,%)
get initial data u0
call initial (inodes,u0)
interior points
do i=1,M
xi = dble(i)*h
write(50,*)
do j=1,M
index = i + (j-1)*M
yj = dble(j)*h
write(50,*)xi,yj,u0(index)
end do
end do

one step of forward Euler

fac = etaxdt/h2

dt2 = 2.d0x*dt

t0 = 0.d0

call nonlinear(inodes,w,t0,apb,atb,u0,wp)

first row

write (x,*) >u0 (M+1)’,u0(M+1)

u(1) = u0(1)+fac*(-4.d0*u0(1)+u0(2)+u0(M+1))-dt2*wp(1)
do i=2,M-1

105

u(i) = u0(i)+fac*x(u0(i-1)-4.d0*u0(i)+u0(i+1)+u0(i+M))-dt2*wp(i)

end do
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u(M) =ul(M)+fac*(u0(M-1)-4.d0*ul (M) +ul (2+M) ) -dt2*wp (M)
rows two to one before last one
do i=M+1,inodes—-M
iflag = mod(i,M)
iflag2 = mod(i-1,M)
if(iflag .NE. O .AND. iflag2 .NE. 0) then
u(i) = u0(i)+facx(u0(i-1)-4.d0*u0(i)+u0(i+1)+u0(i-M)+u0(i+M))
& -dt2*wp (i)
else if(iflag .EQ. 0) then
u(i) = u0(i)+fac*x(u0(i-1)-4.d0*u0(i)+u0(i-M)+u0(i+M))
& —-dt2*xwp (i)
else if(iflag2 .EQ. 0) then
u(i) = u0(i)+facx(u0(i+1)-4.d40%u0(i)+u0(i-M)+u0(i+M))
& -dt2*wp(i)
endif
end do
last row
ileft = inodes -M + 1
u(ileft)=u0(ileft)+fac*x(-4.d0*ul (ileft)+u0(ileft+1)+ul(ileft-M))
& -dt2*wp(ileft)
do i=ileft+1,inodes-1
u(i) =u0(i)+fac*(u0(i-1)-4.d0*u0(i)+u0(i+1)+u0(i-M))-dt2*wp(i)
end do
ir = inodes
u(ir)=u0(ir)+fac* (u0(ir-1)-4.d0*u0 (ir)+u0(ir-M))-dt2*wp(ir)
end of first time step

At each time step we solve Au = b to update u

do i=1,inodes
ul(i) = u(d)
end do
do j=1, jsteps
t0 = dble(j-1)*dt
call nonlinear(inodes,w,t0,apb,atb,ul,wp)
call getb(M,inodes,cl,c2,u0,wp,b)
do i=1,inodes
u(i) = 2.d0*ul(i)-u0(i)
end do
call cg(M,inodes,flambda,b,u,CGTOL,iter)
do i=1,inodes
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u0(i) = ul(i)
ul (i) = u(i)
end do
write(*,%) ’time=’,dble(j)*dt,’ iterations=’,iter
end do

write sln at t=jstepxdt ~ TF
interior points
do i=1,M
xi = dble(i)*h
write(60,*)
do j=1,M
index = i + (j-1)*M
yj = dble(j)*h
write(60,*)xi,yj,u(index)
end do
end do

STOP
END
sk sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk o sk ok o sk ok o sk sk ok K ok ok sk ok sk ok o ok sk ok sk ok sk ok o Kok o ok o ok sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok
SUBROUTINE getb(M,inodes,cl,c2,u,wp,b)
sk sk ok ok sk ok ok sk sk ok sk ok ok sk ok sk ok ok sk sk ok sk ok o sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk sk e sk ok sk ok sk sk sk ok sk ok o sk sk s ok sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok
PURPOSE:
Computes right hand side of Au=b.
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o0-z), INTEGER(i-n)
DOUBLE PRECISION u(1),wp(1),b(1)

b(1) = cl*u(l) + u(2) + u(M+1)-c2*wp(1)
do i=2,M-1
b(i) = u(i-1)+cl*u(i) + u(i+1l) + u(i+M) -c2*wp(i)
end do
b(M) = u(M-1)+ci*xu(M) + u(2*M) -c2xwp(M)
do i=M+1,inodes—-M
iflag = mod(i,M)
iflag2 = mod(i-1,M)
if (iflag .NE. O .AND. iflag2 .NE. 0) then
b(i) = u(i-1)+ci*u(i) + u(i+1) + u(i-M)+ u(i+M) -c2x*wp(i)
else if(iflag .EQ. 0) then
b(i) = u(i-1+ci*u(i) + u(i-M)+ u(i+M) -c2*wp(i)
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else if(iflag2 .EQ. 0) then
b(i) = clxu(i) + u(i+1) + u(i-M)+ u(i+M) -c2*wp(i)

endif
end do
ileft = inodes -M + 1
b(ileft) = cl*u(ileft) + u(ileft+1l) + u(ileft-M)-c2*wp(ileft)
do i=ileft+1,inodes-1

b(i) = u(i-1)+ci*u(i) + u(i+1l) + u(i-M) -c2*wp(i)
end do
ir = inodes
b(ir)= u(ir-1)+cixu(ir) + u(ir-M) -c2*wp(ir)
return
END
sk Kok K oK KK K ok K oK oK oK ok K oK oK K ok oK o K ok K oK o oK ok K oK o oK o K ok ok ook ok KoK ok oK ok ok ook ok ok o ok ok ok o ok ok oK ok
SUBROUTINE nonlinear(inodes,w,t,apb,atb,u,wp)
sk Kok K oK KoK K ok Kok oK oK ok Kok o oK oK ok 3ok oK ok ok o oK ok K ok o sk o K ok ok ok ok ok oK ok ok ok ok K ok ook ok ok ok ok ok o ok ok K ok
PURPOSE:

Compute Au for the elliptic part.

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o-z), INTEGER(i-n)
DOUBLE PRECISION u(1), wp(1)

pi2 = 8.dO*atan(1.d0)
st = sin(pi2*t/w)
do i=1,inodes

wp(i) = stx(u(i)**3 -apb*u(i)*u(i) + atbxu(i))
Creo que con + se hacen interfases y con - picos

wp(i) = (u(i)**3 -—apb*u(i)*u(i) + atb*u(i))
end do
return
END
3K 3k ok ok o o o ok Kok oK ok ok o o o K KoK ok ok ok o o o K K K K ok ok ok ok ok ok o o K K 3K 3k ok ok ok ok o o o o kK sk sk ok ok ok ok ok o ok ok kK ok ok ok ok ok ok
SUBROUTINE initial(inodes,u)
3K 3k ok ok ok o o ok Kok ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok o o ok K ok sk ok ok ok ok ok o ok ok ok sk ok sk ok ok ok o ok ok kK ok sk sk sk sk sk ok o ok kK ok sk sk sk ok ok ok
PURPOSE:

Give the initial condition

Para probar cambio cond. ini. a O.
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o0-z), INTEGER(i-n)
DOUBLE PRECISION u(1)



do i=1,inodes/2
u(i) = 1.240
end do
do i=inodes/2+1,inodes
u(i) = -1.2d0
end do
RETURN
END
Kok R oK K K oK KK oK K K ok KK oK KoK o KK oK K oK o K oK oK KoK ok KoK oK oK o K oK o K K ok KoK o KoK o KoK o K K ok o Kok K oK
SUBROUTINE cg(M,inodes,flambda,b,u,TOL,iter)
Kok oK oK KK oK KoK oK K K ok KK oK KoK o KK oK KK oK o K oK oK KoK ok KoK K oK o K oK 3 K K ok KoK o KoK o KoK o K K ok o Kok K oK
Conjugate gradient routine
implicit double precision (a-h,o0-z), integer(i-n)
double precision u(1),b(1)

parameter (MMAX=256 ,NM=MMAX*MMAX , JMAX=1000)
double precision r(NM),p(NM),q(NM),Ar(NM)

initialize
call matrix_vector (M, inodes,flambda,u,q)
do i=1,inodes

r(i) = b(i) - q(i)

p(i) = r(i)
end do
call matrix_vector(M,inodes,flambda,r,q)
call inner(inodes,r,r,rsl)
write(*,%)’rsl1’,rsi
call inner(inodes,p,q,pq)
write(*,%*)’pq’,pq
if (pq .EQ. 0.d0)pause ’CG:trouble’
alpha = rsl/pq
Begin main computation loop
do j=1,JMAX

do i=1,inodes

u(i) = u(i) + alphaxp(i)
r(i) = r(i) - alphaxq(i)

end do

call inner(inodes,p,p,p2)

test = alpha*sqrt(p2)

if (test .LT. 0.d0)pause ’CG:possible trouble’

if(test .LT. TOL)GOTO 60
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call inner(inodes,r,r,rs2)
beta = rs2/rsi
call matrix_vector(M,inodes,flambda,r,Ar)
do i=1,inodes
p(i) = r(i) + betaxp(i)
q(i) = Ar(i) + betaxq(i)
end do
call inner(inodes,p,q,pq)
alpha = rs2/pq
rsl = rs2
end do
60 continue
iter =j-1
return
END
c sk ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk ok sk ok sk ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok skt ok s ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok

subroutine inner(N,p,q,pq)

c ok ok ok ok ok Kok ok o Kok ok ok ok sk ok ok Kok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok o ok ok ok ok ok Kok ok o sk ok ok ok K sk ok o K ok ok ok K ok ok
implicit double precision (a-h,o0-z), integer(i-n)
double precision p(1),q(1)

pq = 0.d0
do i=1,N
Pq = pq + p(i)*q(i)
end do
return
END
C 3k 3K 3k 3k 3k 3k Sk 3k ok 3k Sk 3k ok ok sk 3k ok 5k sk 3k 3k 5k sk 3k 3k ok Sk sk sk ok Sk sk sk 3k ok sk sk sk 3k ok Sk sk 3k ok ok Sk sk 3k 3k ok sk 3k sk ok ok sk 3k 3k ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk

SUBROUTINE matrix_vector (M, inodes,flambda,u,Au)
sk ok ok ok o ok ok sk sk ok ok ok ok o ok ok sk sk ok sk sk ok o ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk o o ok ok sk sk sk sk sk sk sk o o ok ok ok sk sk sk sk ok sk sk ok o ok ok ok sk sk sk sk ok sk ok ok

PURPOSE:
Compute Au for the elliptic part.

O 0O 0 0

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o0-z), INTEGER(i-n)
DOUBLE PRECISION u(1), Au(1)

cl = flambda + 4.d0
Au(1l) = ci*xu(1l) - u(2) - u(M+1)
do i=2,M-1
Au(i) = —u(i-1)+ci*u(i) - u(i+1) - u(i+M)
end do
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Au(M) = -u(M-1) + cilxu(M) - u(2«M)
do i=M+1,inodes—-M
iflag = mod(i,M)
iflag2 = mod(i-1,M)
if(iflag .NE. O .AND. iflag2 .NE. 0) then
Au(i) = -u(i-1) + cixu(i) - u(i+l) - u(i-M)- u(i+M)
else if(iflag .EQ. 0) then

Au(i) = -u(i-1) + cil*u(i) - u(i-M)- u(i+M)
else if(iflag2 .EQ. 0) then
Au(i) = ci1*u(i) - u(i+1) - u(@-M)- u(i+M)
endif
end do
ileft = inodes -M + 1
Au(ileft) = cl*xu(ileft) - u(ileft+1) - u(ileft-M)
do i=ileft+1,inodes-1

Au(i) = -u(i-1) + cil*u(i) - u(i+l) - u(i-M)
end do
ir = inodes
Au(ir)= -u(ir-1) + cixu(ir) - u(ir-M)
RETURN
END
C ok skok ok ok otk otk ok stk ok ok okok stk okttt ok ko skokskokokokok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk ok ok stk stk ok ok ko ok ook

subroutine output(M,U)

c stk stk stk stk ok stk ok stk stk stk s ks s ok sk ok stk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok sk s ok ok sk ok sk ok sk ok ok
implicit double precision (a-h,0-z), integer (i-n)
double precision U(1)
do j=1,M

i1 = j-1
write(15,4000) j
write(15,3000) (U(j1kM+i),i=1,M)
write(15,%)°];’
end do
3000 format(2x,e24.17)
4000 format(’U(:,’,i4, ’) = [’ )
return
END

Nuevamente, se estan usando las condiciones de frontera de Dirichlet. Obsérvese que si
en la ecuacién parabdlica (4.1) se toman soluciones estacionarias, entonces para cada & > 0
se tiene que u = 0 es una solucién que resuelve la ecuacién eliptica —e2Au + W'(u) = 0;
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por lo tanto, debido a que el interés es aproximar la transiciéon al rededor de u = 0,
no es tan importante si se toman condiciones de Dirichlet o de Neuman en la frontera
para tiempos pequenos, razén por la cual se utilizé este programa para tal modelacién
(ademds por razones practicas fué mucho més sencillo utilizar la codificacién presentada
observando que cualitativamente no es tan importante cuales condiciones de frontera sean
utilizadas).

Si el Potencial W (u) tiene forma de “W”, el programa permite visualizar la formacién
de patrones (figuras 31, 32 y 33), mientras que si W (u) tiene forma de “M” se observa la
formacién de “picos” (figuras 29 y 30).

Figura 28. Condiciones iniciales para el potencial

en forma de “W” y en forma de “M?”.
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Figura 29. Tiempo final 0.6 para el potencial
en forma de “M?”.
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30. Tiempo final 0.66 para el potencial en

forma de “M?”.
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Figura 32. Tiempo final 1 para el potencial en
forma de “W?”,
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Figura 33. Tiempo final 2 para el potencial en
forma de “W?”.



Apéndice A

Espacios de Sobolev.

A.1 Motivacion.

Considérese el siguiente problema. Dada una funcién f € C([a, b]) héllese u(x) tal que

—u"+u=f en [a, b];

ER Al

{ u(a) = u(b) = 0. (A1)

Una solucién cldsica del problema es una funcién de clase C? en [a,b] que cumple

(A.1) en el sentido usual. Aunque (A.1) puede ser resuelto integrando directamente, la
intencion es ilustrar un método a partir de este ejemplo elemental.

Multipliquese (A.1) por alguna funcién ¢ € C*([a,b]) e intégrese por partes sobre el
intervalo [a, b]; entonces

b

/u'gb’dw + /u¢d:v - /f¢d:c Vo e CH([a,b]),  da) =) =0.  (A.2)

a

Obsérvese que (A.2) tiene sentido si u € C*([a,b]) (En (A.1) se supone u dos veces
continuamente diferenciable); por lo tanto, si se resuelve la ecuacién integral (A.2), la
pregunta natural seria bajo que condiciones esta solucién resuelve (A.1). Por el momento,
lldmese a una solucién a (A.2) simplemente una solucién débil.

La intencién es introducir un enfoque variacional a la teoria de ecuaciones en derivadas
parciales que permita cumplir varios propésitos. Primero, es necesario precisar la nocion
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de solucién débil, para lo cual, los espacios de Sobolev seréan la herramienta bésica; en
segundo lugar, es necesario saber bajo qué condiciones es posible garantizar la existencia
y unicidad de una solucién débil, para posteriormente, poder demostrar si ésta es de clase
C? (esto se garantiza a traves de un resultado de regularidad). Finalmente, se desearia
recuperar la solucién clasica. Para responder a estos requerimientos, es necesario estudiar
la teoria de los espacios de Sobolev.

A.2 Definiciones previas y notacion.

Antes de continuar, serdn introducidas algunas definicones y la notacién que se usard a
largo de este apéndice.

A partir de ahora, ) designara un abierto de IR", con la medida de Lebesgue. Para
consultar los conceptos de funcion integrable, funcion medible y conjunto de medida cero
se recomienda ver por ejemplo [16], [11], etc. Sea L'(Q2) (o simplemente L'), el conjunto
de funciones integrables sobre {2 con valores en R. Sea

1l = [ 1 (@)l da.

Habitualmente, se identifican dos funciones de L' que coinciden en c.t.p. (casi todo
punto), excepto en un conjunto de medida cero. Es necesario conocer algunos resultados
clasicos de integracién. A continuacién seran mencionados. Para consultar las demostra-
ciones de éstos, véase [1], [11], [16], etc.

Teorema 1.(De convergencia mondtona). Sea {f,} una sucesién creciente de funcio-
nes de L' tal que sup [ f, < oo. Entonces f,(z) convege a f(z) c.t.p. en §2; ademés f €
n Q

y ||fn - f“L1 — 0.

Teorema 2.(De la convergencia dominada de Lebesgue). Sea {f,} una sucesién en
L'. Supéngase que

i). fulz) — f(2), c.t.p. en Q;

ii). Existe una funcién g € L' tal que para cada n, || fn(2)| < g(z) c.t.p. de Q.
Entonces f € L'y || fn — fllzr — 0.

Lema 1.(De Fatou). Sea {f,} una secesién de funciones de L' tal que
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i). Para toda n, f,(z) > 0 c.t.p. en Q;
ii). sup [ f, < oc;
n Q
Para todo punto x € Q, escribase f(x) = lim inf f, (x).
Entonces f € L' y

/fdxgnlggoinf/fndx.
Q Q

Notacién. Sea C.(f2) el espacio de las funciones continuas en € y con soporte com-
pacto, es decir, C.(Q2) = {f € C(Q) : f(z) =0Vz € Q K, K C Q2 compacto}.
Definicién 1. Sea p € R con 1 < p < oo; definase

LP(Q) = {f : Q — R; fmedible y | f|P € L*(Q)},

y escribase

1/p
| fllzr = L \f(x)\pdx] .

Puede probarse que L? es un espacio vectorial y que || ||z» asi definida es una norma (véase

[1]).
Definicion 2. Sea

L*(Q) ={f : Q2 — R; fmedible, |f(z)| < Cc.t.p. en {2, C constante};

escribase

|| fl|zee = inf{C;|f(x)| < c.t.p. en}.

También puede probarse que || ||~ es una norma y que si f € L*, entonces se cumple
lf(@)] < ||fllze c.t-p. en Q (véase [1]).



118 APENDICE A. ESPACIOS DE SOBOLEV.
Definicion 3. Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo en la
métrica definida por su norma, es decir, toda sucesién de Cauchy es convergente.

Otro resultado cldsico es que L? es un espacio de Banach para todo 1 < p < oo (véanse
[1], [16], etc.).

Definicién 4. Sea H un espacio vectorial. Un producto escalar (u,v) es una forma
bilineal de H x H en IR, simétrica definida positiva (es decir, (u,v) > 0Vu € Hy (u,u) > 0

siu #0).

Definicion 5. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H dotado de un producto
escalar (u,v) y que es completo para la norma (u, v)/2.

A partir de ahora H designard un espacio de Hilbert. Un ejemplo clasico de estos
espacios, es L? dotado del producto escalar

(u,v) = /u(x)v(x) dz.

Q

Para cualquier discusién futura sobre funciones de n variables, el multi-indice serd una
n-ada ordenada

a = (ag,ag, ..., qp),

de enteros no negativos «;. A cada multi-indice « se le asocia un operador diferencial

o O\ /[ 0\ o\
D _<8x1> <8$2> ((%n) ’

cuyo orden es
la| = a1 + ag + ... + .

Claramente, si || = 0, entonces D*f = f. D® representa cualquiera de las derivadas
parciales

ol*lu(z)

D* = .
u() 0zt 0x?...0zen
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. s 6 — _0%u(z) .
Por ejemplo, si & = 6 y se toma D%u(z,y,2) = 5a%a,%67> entonces el nimero de veces en

8%u(x)

que se deriva parcialmente es 6 y |6| = 2-+3+1; lo mismo pasa con Du(z,y, z) = 522542072

y |6] =2+ 2+ 2. A partir de ahora, lldmese a a simplemente multi-indice.

El soporte de una funcion continua es el complemento del abierto més grande en el que
f (definida sobre R™), se anula. Alternativamente, éste puede definirse como la cerradura
del conjunto {z : f(x) # 0}. Sin embargo, cuando se trabaja con funciones medibles, esta
definicién ya no es tan adecuada. Por ejemplo, si se piensa en la funcion caracteristica
f:[0,1] — [0, 1] dada por

() { 0 sizes irracional;
x) = . .
1 sizes racional;

no existe ningun abierto en [0, 1] (con la topologia heradada por IR), en el que f se anule,
por lo tanto el abierto mas grande en el que f = 0 es el conjunto vacio; en consecuencia,
el soporte de f asi definida es [a, b]. Por lo tanto, es necesaria una definicién mas general.

Definiciéon 6. Sea 2 € R™ un conjunto abierto y sea f una funcién definida en €
con valores en IR. Considérese la familia de todos los abiertos {U;};cr, (I un conjunto de
indices), U; C € tales que para cada i € I, f = 0 c.t.p. (casi en todo punto) de U;. Si se
define

U=UU,

el

entonces f = 0 c.t.p. de U. Definase el soporte de u como
Suppf =Q\U,

Donde Q2 \ U designa la diferencia usual de conjuntos.

La teminologia “c.t.p.”, se refiere a que f = 0 en todo el conjunto en cuestion, salvo
en un subconjunto de éste con medida (de Lebesgue) cero. Retomando el ejemplo de la
funcién caracteristica f y usando la definicién (1), se tiene que U es todo el intervalo
[0,1], por lo que Suppf = 0.
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A.3 Espacios de Sobolev.

Los espacios de Sobolev permiten utilizar las ideas del andlisis funcional en el estudio la
teoria de ecuaciones en derivadas parciales. Esto ultimo es de gran utilidad, debido a que
através del analisis es posible obtener mayor informacién del problema en cuestién. Antes
de dar la definicién formal de éstos, primero es necesario entender algunos conceptos
previos.

A.3.1 Derivadas débiles.

Notacién. Sea C°(U) el espacio de las funciones ¢ : U — R infinitamente diferencia-
bles, con soporte compacto en U. La funcion ¢ serd llamada funcion de prueba.

Motivacién para la definicién de derivadas débiles.

Témese una funcién v € C*(U). Entonces, si ¢ € C2°, de la integracén por partes se
observa que

/uqﬁwi dr = (uqﬁ)‘ — /uwiqﬁdac = —/quﬁda:, (1=1,2,...,n); (A.3)

U ‘ U U
a9

obsérvese que no hay términos de frontera debido a que ¢ es de soporte compacto. Mas
generalmente, si k es un entero positivo, y u € C*(U) y a = (ay, ...c,) es un multi-indice
de orden |o| = ay + ... + a;, = k, entonces, de la integracién por partes

/uDa¢ dz = (=1)l /Dla‘uqs dz. (A.4)

U

941 oan
Oxr1%1 ~7T Oz, on

Esta ultima igualdad se cumple debido a que D%¢p =
férmula (A.5) |a|-veces.

¢ y puede aplicarse la

Claramente, la férmula (A.6) es véalida sélo si u € C*(U); en consecuecia, surge na-
turalmente la siguiente pregunta: ;como pueden variarse las condiciones sobre u para
que (A.6) siga cumpliendose atin si u no es k veces diferenciable?. Obsérvese que el lado
izquierdo de (A.6) tiene sentido sélo si u es localmente integrable; pero para el lado dere-
cho, si u no es C¥, la expresién “D®u” no tiene significado obvio. Esta dificultad puede
ser resuelta si se pide la existencia de una funcién v localmente integrable para la cual la
férmula (A.6) es vélida, escribiendo v = D%u.
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Definicién 9. Sea L;,. el espacio L' de las funciones localmente integrables. Supéngase
que u,v € L}, y que a es un multi-indice. Se dice que v es la a-ésima derivada parcial
débil de u, se escribe

D% = v,

con tal que

/ uD®dz = (1) / vé dz, (A.5)

U

para todas las funciones de prueba ¢ € C?(U).

En otras palabras, si se tiene una funcién u y existe v que satisface la condicién (A.7)
para toda ¢, y actiia como D®u lo hace en la expresién (A.6), entonces se dice que D%u = v
en el sentido débil.

Lema 2. Una a-ésima derivada parcial débil de u, si existe, es Uinica excepto en un
conjunto de medida cero.

1

Demostracion. Sean v,w € L;,,

tales que

o dp = (—1)
/uD ¢dr = (—1) U/vqﬁdm,

U

/uDo‘¢ dr = (=1)l /w¢ dz:
U U
para toda ¢ € C2°(U). Entonces

Jw-wsdz=0, voec)

U

y por lo tanto, debido al lema fundamental del cdlculo de variaciones v — w = 0. Queda
demostrado el lema.
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O

A continuacién serdn dados algunos ejemplos que ilustran claramente la definicién (9).

Ejemplo 1. Sean =1, U = (0,2) y témese

()_{x si0<z<1;
Y= 11 sit<z <2

Sea

()_{1 si0<z<1;
YWIE0 sit<z<2

La afirmacién es que u' = v en el sentido débil. Para probar esto ultimo, témese
¢ € C((0,2)). Queda por demostrar que

2 2
0/u¢ dx:—o/vqﬁda:.

Obsérvese que

O\w

ud dr = /1x¢’dx+/¢'dx
0

_ —/(1)¢dx—/(0)¢dx
= —/quﬁdaz.

Con lo que queda demostrada la afirmacion.
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Por otro lado, uno se preguntaria si una funcién v continua por pedazos, tene derivada
en el “sentido débil”. Para responder examinemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Sean n =1, U = (0,2) y témese

()_{a: si0<zx<1;
Y= 1 siz<z <2

Se afirma ahora que u' no existe en el “sentido débil”, es decir, no existe u € Lj,.((0,2))
tal que

/ugb’ dz = —/vqsdx Vo € C((0,2)). (A.6)
0 0

Para demostrar la afirmacion, razénese por contradiccion. Supdngase que existe alguna
funcién v € L,.((0,2)) tal que (A.8) se cumple para toda ¢. Entonces

2
—/vqﬁdaz = [ ud'dr
0

Ot ~— - T —u

2
zd'dr+2 | ¢ dx
/
1
= —/¢dx+¢(1) — 2¢(1)
0

= —/1¢dx—¢(1)-

Ahora escéjase una sucesion {@,, }>°_, de funciones de prueba tal que

{O <z <1,
¢m(1) =1,¢m(z) — 0 Vo #1;
Remplazando ¢ por ¢,, y tomando m — o0, se tiene

2

1
1= mli—I>noo d)m = mli—n>loo [/ qumdx B /d)mdx] - 0;
0

0



124 APENDICE A. ESPACIOS DE SOBOLEYV.

lo cual es una contradiccién.

Otra pregunta que surge naturalmente es la siguiente: dada u € L},.(I) con v’ = 0

en el “sentido débil”, ;necesariamente se tiene que u = constante en el intervalo I7; de
hecho, la respuesta a ésta es un resultado conocido, que serd dado a continuacién como
lema.

Lema 3. Sea u € L}, (I) tal que

loc

/ﬁwdx:m Vo € CL(I). (A7)
T
Entonces existe una constante k£ tal que u = k c.t.p.

Demostracién. Témese ¢ € C.(I) tal que

/wmz—1

Se asegura que para toda funcién w € C.(I), existe ¢ € L}, .(I) tal que

loc

Para ver esto tltimo, obsérvese que la funcién
h=w-— ( / w dm) P
T

es continua y con soporte compacto en I, debido a que las funciones w y % lo son. Por
otro lado
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= /wdx—/</wda;>¢dx

1 1 1

_ /wdx— (/wd:rI/wdx>| +I/w(I/wdx> dz

T T |8I

= /wdx—/wd:rzo;

I 1

por lo que h tiene primitiva tinica con soporte compacto.

Sustituyendo el valor de ¢’ en la hipétesis (A.9)

/u[w—(/wdm)w] dx =0, Yw € C.(I);

I I

o también

0 = /uwdx—/u¢</wdx> dx

I I I

- /uwdx—[(/u1ﬁdx/wdx)| +/w</uwd:c) d:c]

T T T lor T 1

— /[u— (/m/)dx)] wdx, Vw € C.(I);

T T
por lo tanto (lema fundamental del cdlculo de las variaciones), u — ( Juy dx) =0c.t.p;
T

es decir u = C con C' = (f up dx). Queda demostrado el lema (3).
T

A.3.2 Definicién de espacios de Sobolev.

Sea 1 < p < ooy k un entero positivo. El proposito es definir ciertos espacios de funciones

cuyos miembros tengan derivadas débiles de todos los ordenes pertenecientes a espacios
LP.
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Antes de dar una definicién general de este tipo de espacios, es conveniente detenerse
en el caso mas sencillo.

Definicion 10. El espacio de Sobolev

WH(I),

se define por

WP = {ue LP(I);3v € LP(I) tal que /ugb'dx: —/Uédx Vo € CCI(I)}
1

I

Si p = 2, normalmente se escribe
H'(I) = Wh (D).
Obsérvese que si v € CH(I) N LP(I) y ademés v’ € LP(I) (aqui ' es la derivada usual),
entonces u € W'P(I). Adem4s la derivada en el sentido débil de u coincide con la usual.
El espacio WP est4 dotado de la norma
lullwre = llullze + [Jo]| -
El espacio de H! estd dotado del producto escalar
(u,v) g1 = (u,v)g2 + (v, 0")2;
con norma asociada
lull s = (full?2 + [1'l172)";

esta tltima, es equivalente a la norma en WP,

Ejemplos.
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(i) La funcién u(z) del ejemplo (1) pertenece a W'P((0,2)).
(ii) La funcién u(z) del ejemplo (2) no pertenece a W2((0, 2)).

Un resultado importante es el siguiente
Teorema 4. El espacio WP es un espacio de Banach.

La demostracién puede ser vista en [1]. Los espacios de Sobolev W*?(I), pueden ser
definidos por recurrencia

WhP(1) = {u e WH'2(I);u' € WEP(1)}.
e igualmente escribir
HY() = WRA(ID), (k=1,..);

No es dificil comprobar que u pertenece a W*P(I) si y solamente si existen k funciones
V1, ..., U € LP(I) tales que

[uDisde =~ [vode Vo€ CE(D), Vi=1,.k

I I

Cuando u pertenece a W*P?(I), pueden tomarse u' = vy, u" = vs,..., u¥) = v y simple-
mente designarlas por D'u, D?u,...,D*u respectivamente.

No es dificil probar que las propiedades descritas para los W?(I) pueden ser exten-
didas a W*?(I). La norma en el espacio W*?(I) est4 dada por

k
lullwes = llullze + 3 [|1D%ull 13

a=1

y el espacio H* estd dotado por el producto escalar
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De manera similar a como se ha procedido hasta ahora, pueden ser definidos los
espacios W1P(Q).

Definicién 11. Sean vy, vy,...,ux € LP(2). Tales que

/ua¢ dr = /vmdx, Vi=1,..,N
89@-
Q Q

El espacio de Sobolev W1P(Q) estd definido por

B¢ .
1,p — D. —_ . [e's) —
WHP(Q) = {u €L ’Q/”axi da —!vzqsdx, Vo € CX(Q) Vi 1,...,N}

Andlogamente, se escribe

HY'(Q) = WH(Q).

Puede probarse que si u € W?(Q), entonces v; es tnica y % = ;.
3

El espacio W'P(Q) estd dotado con la norma

ou
6:@-

;
Lp

k
lullwee = lullze + 3
a=1

el espacio H'(Q) est4d dotado del producto escalar

k
ou Ov
(u, U)Hl = (u, U)L2 + O;l (8—%’ 8—:vz> L2
y la norma asociada

ou
b = (1ot + |

2 1/2
;
L2

es equivalente a la norma de W'2
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Un resultado importante es el siguiente
Teorema 5. El espacio W? es un espacio de Banach para 1 < p < 0.

Para ver la demostracion a este tltimo teorema, véase [1]. A continuacién serd dada
la definicién méas general de espacios de Sobolev.

Definiciéon 12. El espacio de Sobolev
Wk,p(Q)’

es el espacio consistente de todas las funciones u : 2 — IR tales que para cualquier
multi-indice « con |a| < k, D%u existe en el sentido débil y pertenece a LP(f2).

Andlogamente, si p = 2, se escribe
HYQ)=WF(Q), (k=1,..).

De aquf en adelante, dos funciones en W*?(U) serdn identificadas si coniciden c.t.p.

Definicién 13. La norma de la funcién u € W*?(Q) estd definida por

1/p
[ > f|Dau|pdx] si0<p< oo,
[ullwre) = { Lok

> esssup | DY si p = oo;
@<k 9

donde esssup es el supremo esencial sobre el conjunto {2 con la siguiente significacién.
Q

Supéngase que k; € R™ (i € G conjunto de indices), es una cota superior para € c.t.p., es
decir, salvo en un subconjunto de €2 con medida cero. El supremo esencial se define como
el infimo de tales cotas superiores.

Definicién 14. Sean {u,,}%_, una sucesién en W*?(Q) y u € W*?(Q). Se dice que
{um}_, converge a u en W¥*? y se escribe

Upm —> u en  WFP(Q),
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si

i ([ = llwrna) = 0.

Definicién 15. Denétese por WeP(Q) a la cerradura de C°(Q) en WF?(Q). Asi,
uw e WP (Q) siy sélo si existen funciones u,, € C(Q) tales que

Uy —>u en  WHP(Q),

Notacién. Anslogamente, se acostumbra escribir HF(€2) = Wy ().

Obsérvese que Wé“ P(€)) debe ser interpretado como el conjunto que comprende a todas
aquellas funciones v € WHP?(Q) tales que

“D*u=0 en 090 Va talque |of<k—1.

Sin =1y Q es un intervalo abierto en IR, entonces u € W'P?(Q) si y sélo si u es una
funcién absolutamente continua cuya derivada ordinaria (que existe c.t.p), pertence a
LP(§2); sin embargo, este hecho sélo ocurre para n = 1. En general, una funcién puede
pertenecer a algin espacio de Sobolev sin ser continua ni acotada.

Ejemplo 3. Témese 2 como la bola abierta unitaria en IR (denétese esta tltima por
Bl (0))a y

u(z) =lz|7* =z €.

JPara qué valores de «, n y p se tiene que u pertenece a WP(Q)?; Para responder a esta
pregunta, ndotese que u es diferenciable para valores distintos de 0, con

_ Ou  —ax;
P 0xy |w|et?’

x #0,

Uy

en consecuencia
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af
Du(@) = o, A

Sea ¢ € C°(2) y € > 0. Entonces

/ U, dit = — / Ug T + / upN; dS,

Q—B.(0) Q—B.(0) 8B.(0)

Con N la normal interior a 9B.(0). Si @ + 1 < n, entonces |Du(z)| € L'(Q); y en este
caso

/ upN; dS| < ||| 1o / £ dS < Cenle ),
B.(0) 9B (0)

Por lo que

/uqﬁwidx:—/umqﬁdx, Vo€ CX(Q) con a<n-—1.
Q

Q

Ademas, |Du(z)| = @% € LP(Q) siysélosi (a+ 1)p < n. Asi

n_
u€eW(Q) siysélosi o< —-.
p

En particular, si a > 0, entonces u ¢ W1?(Q) para cualquier p > n.

Finalmente, hay que mencionar que las derivadas débiles cumplen con varias de las
propiedades usuales. Notese que mientras que éstas son obvias para funciones diferencia-
bles, para funciones pertenecientes a espacios de Sobolev s6lo puede utilizarse la definicion
de derivadas débiles, por lo que para este caso no lo son. Para encontrar una demostracion
cuidadosa de tales propiedades, ver por ejemplo [6], [1], etc. Aqui s6lo serdn mencionadas.

Propiedades de las derivadas débiles.
Sean u,v € WFP(Q) y |a| # k. Entonces
(i) D*u € Wk=lel?(Q) y D?(D*u) = D¥(DPu) = D**Pu, Vo, 8 multi-indices.
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(ii) VA, € R, du + pv € WEP(Q) y D*(Au + pv) = AD*u + pD%v, con |af < k.
(iii) Si V C , entonces u € Wkr(V).
(iv) si £ € C°(Q), entonces u € WFP(Q) y

De(¢u) =3 ( g ) DD Py,

B<a

(v) WEP(Q) es un espacio de Banach.

A.4 Espacios Duales.

A.4.1 Dual de 7.

A continuacién seran citados algunos resultados de gran importancia en el estudio de los
espacios de Sobolev. Las demostraciones a tales resultados pueden ser vistas en [1], [16],
etc.

Recuérdese que una forma lineal es un mapeo lineal definido sobre un espacio vectorial
E con valores en IR. Normalmente, se define el espacio dual topoldgico E' (o también E*) de
un espacio vectorial E, como aquel cuyos elementos son los funcionales lineales continuos
de E en IR. La norma en E’ estd dada por

|fllzr=sup [f(x)[= sup f(a).
r€F r€F
z]] <1 lz]] <1

Si f € E'y z € E, generalmente se escribe (f,z) en lugar de f(z), y se dice que (,) es el
producto escalar en la dualidad E’, E.

Sea 1 < p < o0o. Se designa por p' al exponente conjugado de p, es decir, al nimero
talque%—i—z%:l.

Teorema 6. (Desigualdad de Hélder). Sean f € IP y g € LP con 1 < p < oo.
Entonces fg € L' y

/fgdx < [ fllzellgll o -
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La desigualdad de Holder, junto con el Teorema de representacion de Reisz, son su-
mamente importantes en el estudio de los espacios LP. Mediante ambos resultados es
posible proporcionar la dualidad de los espacios LP. El teorema de representacén de Reisz
permite representar a toda forma lineal mediante una funcién de L?'. Por conveniencia,
éste sera presentado en tres casos distintos; para 1 < p < oo, p =1y para p = oo.

I. Caso 1 < p < o0.

Teorema 7. (De representaciéon de Riesz). Sean 1 < p < ooy ¢ € (LP)'. Entonces
existe un tnico u € L? tal que

(qb,f):/ufd:c, Vf e L.
Ademais

lull Lo = |9l ey

La importancia de este tltimo estriba en que toda forma lineal continua sobre LP con
1 < p < o0, se representa mediante una funcién de L?'. La aplicacién ¢ —» u es un
operador lineal isométrico y sobre, que permite identificar el dual de L? con L?". Por lo
tanto, es posible hacer la identificacién (LP)' = LP'.

II. Caso p=1.
Teorema 8. Sea ¢ € (L')". Entonces existe u € L* tinica tal que
(6, f) = /ufda:, Vfe Ll
Ademads

[ullzee = N6l zry-

Anélogamente, este tiltimo teorema indica que toda forma lineal continua sobre L' se
representa mediante una funcién de L*°. La aplicacién ¢ — u es isometria que permite
identificar el dual de L' con L*°. Por consiguiente, es posible identificar (L')" = L.
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IIT Caso p = .

El teorema (7) afirma que L® = (L')’. En consecuencia, el dual de L* contiene a
L', pero es estrictamente mayor que L'; pueden construirse ejemplos concretos en los que
las formas lineales continuas ¢ sobre L* no son del tipo (¢, f) = [ufdz, Vf € L*, para
u € L' (véase [1], [16], etc.).

A.4.2 Dual de un espacio de Sobolev.

Recuérdese que en la definicién (5), se mencion el ejemplo clésico del espacio de Hilbert
L? con el producto escalar (u,v) = [u(z)v(z)dz; esto sugiere la equivalencia del teorema
Q

de representacion de Riesz para este tipo de espacios.

Teorema 9. (De representacién de Riesz-Fréchet). Para cada ¢ € H', existe una
unica f € H tal que

(p,v) =(f,v) WweH.
Ademas,

1= el

Obsérvese que el teorema (8) afirma que toda forma lineal continua sobre H puede
ser representada a través del producto escalar. La funciéon ¢ — f es un isomorfismo
isométrico que identifica a H con H'; sin embargo, esta identificacion no siempre es
posible. Pueden ser construidos ejemplos que comprueben esta tltima afirmacién (véanse
[1], [16], etc).

Para definir el espacio dual de los espacios de Sobolev, nuevamente, es conveniente
comenzar con el caso 2 = I. Normalmente se denota por W% (I) al espacio dual de
Wy (1 <p<oo)ypor H'(I) al dual de H{.

Segtin la ltima observacién, no es posible identificar Hy con su dual. Por otro lado,
el teorema (7) afirma que es posible identificar L? y su dual. Por lo tanto

HycL>CcH™
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Ademas, si I es acotado se tiene

WP c L c W™, para 1<p < oo; (A.8)

Pero si I no es acotado, solamente se tiene

Wy c L2c W, para 1<p<2. (A.9)

El teorema de representacién para este caso, afirma que los elementos del espacio
7 , . !
W~=LP" pueden ser representados a través de funciones de L? ; tal resultado es

Teorema 10. Sea F € W~"?"_ Entonces existen fy, fi € L? tales que
(F,v) z/fovdm—l-/flv'dm, Vp € WP
ademas

[ Fll = max{[| foll oo IL.f [l 1o }-

Si I es acotado, puede tomarse Fy = 0.

Como nota adicional, el teorema (10) sigue siendo vélido para formas lineales y con-
tinuos sobre W12,

La generalizacién de los espacios duales para W'P(Q) es totalmente andloga y se
cumplen las mismas contenciones, exeptuando que (A.10) se cumple para n2—f2 <p< o
y (A.11) para ;—]:2 <p <2, con 2 CIR" El teorema de representacién para este caso es
de la siguiente forma

Teorema 11. Sea F € W~ Entonces existen fo,..., fn € L? (Q) tales que

" ov 1,p
- S [l WP (Q).
(F,v) /fovdx-f-i_l/fzami dz, Vv e Wyt (Q)

Adem3s
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max || fill = [|F]]-

0<i<n

Si Q esta acotado, puede tomarse fy = 0.
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