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Prefacio

Al estudiar un plasma de iones frios y electrones calientes mediante el punto de vista de
fluidos, en 1964 Sagdeev muestra que es posible que un pulso de densidad i6nica se propague
sin cambiar de forma. Esto no seria una sorpresa en el limite lineal de las ecuaciones,
sin embargo Sagdeev obtiene el resultado antes mencionado en el caso en que se incorpora
la contribucién de los términos no lineales. El argumento fundamental es que la forma
permanente del pulso es el producto del balance entre términos no lineales, que tienden
a concentrar la onda, con los términos dispersivos, que tienden a esparcirla. Mas tarde,
en 1966, Washimi y Taniuti consideran ondas de densidad iénica en un plasma bajo las
mismas condiciones de antes pero utilizan un método distinto. Partiendo nuevamente de
las ecuaciones de dindmica de fluidos y utilizando un desarrollo perturbativo en el que se
exige el balance de la no linealidad con la dispersion, obtienen la ecuacién Korteweg-de Vries
(KdV), para el caso en que las ondas de densidad iénica dependen solamente de una variable
espacial. En el contexto de ondas en tres dimensiones, el tratamiento anterior consiste en
considerar ondas planas. El que se haya encontrado a la ecuacion KdV en este contexto
fue un gran adelanto, esta ecuacién se conocia desde setenta anos antes y posee el tipo de
soluciéon de forma permanente que se habia discutido en el caso de plasmas. Esta ecuacion es
una de las mds sencillas que posee términos no lineales y otros de caracter dispersivo, donde
el balance de ambos tipos produce ondas de forma permanente.

En 1974, con la pregunta abierta de ondas solitarias en mas dimensiones , Zakharov y
Kuznetsov estudian la propagaciéon de fluctuaciones de densidad de iones en un plasma, el
cual estd en presencia de un campo magnético uniforme e intenso. Se pide adicionalmente
que sea un plasma diluido y no isotérmico, de manera que los electrones tengan una tem-
peratura mucho mayor a la de los iones. Obtienen una ecuacién para las fluctuaciones de
densidad iénica con amplitud pequena que es una generalizacién a dos o tres dimensiones de
la celebrada ecuacion de Korteweg-de Vries. A la ecuacién que ellos encontraron se le llama
hoy la Ecuacion Zakharov-Kuznetsov, o Ecuacién ZK por brevedad.

El trabajo que se ha realizado en relacién a esta ecuacién hasta la fecha ha sido extenso,
aunque alin permanecen muchas cosas por comprenderse. Entre lo que hoy en dia se sabe es
que las ondas con simertria esférica son estables y por lo tanto la ocurrencia de soliones con
esta simetria es posible. Una onda plana en dos dimensiones que presente una perturbacion
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periddica y perpendicular a su direccion de propagacién es estable para perturbaciones con
longitud de onda cortas e inestable para longitudes de onda largas, al analizar el caso en
que la perturbacién posee una direccién mas general, se encuentran resultados semejantes,
donde ahora la estabilidad de la onda depende del dangulo que formen la perturbacién y
la direccion de propagacion. Se ha encontrado a la ecuaciéon ZK o una variante de ella en
varios contextos, lo que le otorga un caracter de alta importancia. Finalmente, los resultados
numéricos son de enorme importancia. Se sabe que una onda plana en dos dimensiones que
es perturbada perpendicularmente a la direcciéon de propagacion se parte en un sistema de
solitones cilindricos estables mas radiacion. Al considerar colisiones de ondas localizadas en
dos dimensiones se observa que las ondas retienen su identidad, pero después de la colision
se desprende radiacion o las ondas generan inestabilidades. Estos resultados y otros mas son
mencionados brevemente en la seccién 1.6.

El propésito del presente trabajo es utilizar las leyes de conservacién de la ecuacion
Zakharov-Kuznetsov para encontrar un sistema de ecuaciones ordinarias que aproxime la
evolucion de una onda con perfil inicial Gaussiano, lo cual se hace en dos y tres dimensiones
espaciales. Se consideran dos situaciones distintas: la primera ignorando la radiacién cedida
por la onda con forma de campana y en el segundo caso, tomando en cuenta el efecto de
dicha radiaciéon. Trabajos anteriores han llevado a cabo el mismo procedimiento para el
caso de otras ecuaciones de onda, tanto en una dimensiéon como en dos, entre estos trabajos
mencionamos a [19], [20], [34] y [24].

En el primer capitulo se comienza con una introduccién al tema de las ecuaciones de
onda no lineales, donde se presentan conceptos como son la dispersiéon, disipacion, la no
linealidad, relaciones de dispersion de las ecuaciones, asi como ejemplos de los conceptos antes
mencionados. Se presenta la derivacién de la ecuacién de Zakharov-Kuznetsov a partir de
las ecuaciones de dinamica de fluidos aplicadas a plasmas, asi como la relacion de dispersion
que gobierna el fenémeno. Se hace un breve tratamiento acerca del fenémeno de disipacion
de Landau (‘Landau Damping’) y se muestra el efecto que tiene sobre las ondas no lineales
bajo estudio. Posteriormente, se mencionan algunos resultados relacionados con la ecuacion
en estudio, que fueron encontrados posteriormente por diversas personas.

En el segundo capitulo comienza con una presentacion de los resultados numéricos obte-
nidos, con el propésito de lograr una familiarizacién con el fenémeno. Esto ademéas motiva
el tipo de aproximacién que se utilizard posteriormente. Inmediatamente sigue una seccién
referente a la distribucién espacial de la radiacién cedida por la onda al avanzar; se mostrard
que la radiacién tiende a acumularse a una cierta regién espacial y esto serd ventajoso para
futuros propdsitos. Luego se procede a considerar la aproximacién de la evolucién de la
onda inicialmente Gaussiana mediante las leyes de conservacién inherentes a la ecuacion.
Comenzando con el caso de dos dimensiones; se encuentran dos leyes de conservacion de
la ecuacion, una correspondiente a la conservacion de masa y otra correspondiente a la
conservacion del momento. Para aproximar la evoluciéon de la onda, se introducen tres
funciones desconocidas dependientes del tiempo: la amplitud de la onda, una relacionada
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con su ancho y la posicién del maximo de la onda, el cual avanza sobre una linea recta. Se dice
entonces que la evolucion de la solucién esta modulada por estas tres funciones del tiempo. De
manera mas especifica, se usan las leyes de conservacion de masa y momento de la ecuacion
tratada, asi como una expresién adicional que resulta de considerar el momento del momento
de la onda respecto de x para encontrar un total de tres ecuaciones diferenciales ordinarias,
lo que permite aproximar la evolucién de las tres funciones desconocidas. Lo anterior se hace
primeramente ignorando el efecto de la radiacion sobre la onda, de manera que se obtiene un
primer sistema de ecuaciones. A continuacion, se hacen consideraciones sobre la radiacion y
se incorpora ésta en el sistema de ecuaciones ordinarias, lo que nos proporciona un segundo
sistema que en principio representa una mejor aproximacién. Se hace una comparacion
de las soluciones obtenidas de los distintos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
obtenidos con una soluciéon numérica directa de la ecuaciéon ZK proporcionada por el doctor
N. F. Smyth.

Después de esto, en el mismo capitulo, se considera una generalizacién a la ecuacién
Zakharov-Kuznetsov, en la cual el término no lineal se modifica. Esto es motivado por el
hecho de que se han encontrado situaciones en distintas dreas donde la aparicion de un
término no lineal distinto es posible, ver por ejemplo [33]. Se realiza el tratamiento hecho
antes para esta nueva ecuacion, ignorando a la radiacién y después incorporandola, de modo
que se llega nuevamente a un par de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que de
hecho se reducen a los obtenidos primero bajo condiciones adecuadas. Esto permite encontrar
las condiciones que debe cumplir el término no lineal para tener como resultado ondas de
forma permanente y también las condiciones que son necesarias para que la onda decaiga
completamente a cero u ocurra una singularidad al diverger la amplitud de la onda, debido
a una concentracion de la masa.

El tercer capitulo consiste de la extension del anterior al caso de tres dimensiones es-
paciales. El tratamiento seguido antes se realiza de nuevo para este nuevo numero de di-
mensiones, siguiendo exactamente la misma metodologia y orden. Se obtienen sistemas de
ecuaciones que aproximan la evoluciéon de una onda con condicién inicial Gaussiana, en el
caso con radiacion y sin ella. Nuevamente al considerar una generalizacién del término no
lineal se obtienen las condiciones necesarias para que resulten ondas con forma permantente,
ondas que decaen y aquéllas cuya amplitud crece mas alla de cualquier cota.
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Capitulo 1

Origen y deduccion de la ecuacion
Zakharov-Kuznetsov

1.1 Introduccion

Actualmente es ampliamente reconocida la riqueza que los fenémenos no lineales brindan a
todas las ramas de la fisica y las matemdticas aplicadas. Sin embargo, esto no siempre ha
sido asi; la falta de métodos generales para resolver este tipo de problemas asi como otras
complicaciones adicionales inhibian su estudio o al menos limitaban el avance obtenido. No
era poco comun linealizar las ecuaciones mediante aproximaciones, como en el caso de la
ecuacion del péndulo, o el despreciar completamente a los términos incomodos, buscando
las condiciones para poder hacer cualquiera de ellas. A pesar de ello, poco a poco a los
fenémenos no lineales se les fue considerando mas a fondo y se descubrié que dan lugar a
comportamientos de gran interés y frecuentemente inesperados. Igualmente, se les encontrd
involucrados en una creciente variedad de problemas, lo que suscité un estudio aun mayor.
Fue asi como se acepto la riqueza que proporcionaban a las situaciones donde aparecian, asi
como su caracter universal. En el presente, el estudio de los fenémenos no lineales se lleva a
cabo de manera vigorosa y extendida a lo largo muchas areas.

En conexién al estudio de estos fendmenos, es también fundamental mencionar la gran
aportacién que las computadoras han brindado. Debido a la falta de técnicas de solucién
generales, la modelaciéon numérica de las ecuaciones no lineales ha permitido observar y
entender un poco los comportamientos resultantes, asi como senalar nuevas vias de anélisis.
Muchas veces esto ocurre de manera anterior a un estudio de otro tipo que no emplee la
herramienta numérica.

Uno de los comportamientos no lineales més interesantes ha sido sujeto a un amplio
estudio, esto es, la aparicién de un tipo especial de solucién fundamental en algunas ecua-
ciones diferenciales parciales no lineales. Estas soluciones especiales adoptan la forma de
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una perturbacién, en ocasiones localizada, que retiene su forma e identidad incluso después
de interactuar con otras perturbaciones de su misma clase o no, por lo que tienen un com-
portamiento analogo al de particulas. La caracteristica de retener su identidad a pesar de
interactuar es algo conocido de las soluciones de ecuaciones diferenciales parciales lineales; en
el caso de ecuaciones no lineales, las no linealidades podrian llevar a las soluciones a generar
discontinuidades o destruir la identidad de cada onda individual, algo que no siempre ocurre.
Estas estructuras coherentes con identidad duradera han sido llamados solitones.

1.1.1 Dispersion, difusiéon y no linealidad

En el estudio de ecuaciones de onda no lineales es de fundamental importancia el entender el
efecto que tienen sobre la solucién tres tipos de términos: los no lineales, los dispersivos y los
difusivos. El primer tipo de término se reconoce de inmediato y la consecuencia mas obvia
de su presencia es el invalidar el principio de superposicion. El efecto de estos términos sobre
la solucion no es trivial y se vera mas adelante, mediante un ejemplo, uno de los posibles
comportamientos que producen.

El segundo tipo de término, el dispersivo, no se reconoce de manera inmediata y de hecho
el que un término sea dispersivo o no depende de la presencia o ausencia de otros términos.
El efecto de estos términos sobre la solucién es, como su nombre lo indica, el de dispersar o
esparcir a una onda localizada sobre una regién mayor del espacio.

Los términos difusivos tienen una naturaleza similar a los dispersivos, en el sentido de que
esta condicién depende de la ocurrencia de otros términos. Tienen el efecto de esparcir a la
solucion sobre regiones mayores del espacio, de manera distinta que en el caso de dispersion:
mientras que los términos dispersivos tienden a separar a las componentes que conforman
una onda, los difusivos producen una caida en la amplitud. Este tipo de términos gobiernan
la conduccién del calor en un cuerpo, de manera que el esparcimiento mencionado es analogo
al caso en que se tiene un cuerpo con una porcién a mayor temperatura que las circundantes
y ésta se enfria calentando sus alrededores.

Estos tres efectos pueden combinarse para producir comportamientos muy interesantes.
Pueden tenerse ecuaciones que presenten cualquier combinacién de los tres tipos de términos
y esto tiene gran influencia sobre el tipo de solucién que resulta.

Tratamos ahora cada uno de los términos antes mencionados por separado, comenzando
con los dispersivos.

Dispersién

Presentamos el concepto de dispersién en el caso de ecuaciones de onda lineales con coe-
ficientes constantes. Como se mencioné antes, estos términos producen un esparcimiento
de las soluciones de las ecuaciones que posean dichos términos, de manera que una onda
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localizada evoluciona hasta llegar a un punto en que se tiene una regién mayor donde la
onda no tiene amplitud despreciable. Veamos como ocurre esto.

En el caso de ecuaciones de onda lineales con coeficientes constantes en una dimensién
espacial, siempre es posible obtener una solucién del tipo

go(x,t) — Aei(szwt+5)’ (1‘1)

donde A,d y k son constantes reales y w en general depende de k. Por el momento, con-
sideraremos el caso en el que w es real, aunque en general esto no es necesariamente cierto.
La linealidad de la ecuacién nos permite tomar a Rey 6 Im ¢ como la solucién fisica del
problema.

Al proponer una solucién del tipo (1.1) en una ecuacién lineal, siempre serd posible dividir
entre A y e, por lo que en este tipo de problemas la amplitud A y la fase § son arbitrarias.
La expresion resultante de proponer a (1.1) como solucién, una vez eliminadas la amplitud
y la fase, tendrd la forma G(w, k) = 0 y se llama relacidn de dispersién. Esta expresién es
quien nos indica cémo debe ser w(k) para que (1.1) sea efectivamente una solucién. De ella
se extrae una funcién w = w(k) por cada raiz de G(w, k) = 0 y la solucién se compone de
una superposicién de términos del estilo (1.1) con las distintas posibilidades para w(k).

Como ejemplo, tenemos la ecuacion de una barra vibrante

Pt + 7 Poas = 0.
En este caso la relacién de dispersion es
G(w, k) =k —w? =0,
que nos da dos posibilidades w = yk?2. La solucién es
ga(a:,t) _ Alei(kx—'ykzt+51) + A2€i(km+'ylc2t+52)’

y como lo anterior serd solucion para cualquier k£, podriamos superponer sobre todas las k’s
integrando en esa variable sobre todo R, aunque en ese caso se debe tener A; = A;(k).

Del ejemplo anterior vemos que cada operacion % en la ecuacién produce un factor
—iw y analogamente cada derivacion a% produce un factor ik, de manera que la reclacién
de dispersién mas general en el caso de ecuaciones lineales con coeficientes constantes es
un polinomio de potencias de w y de k. Si escribimos a la ecuacién lineal de coeficientes

constantes como
L(0,07,...,00;0,,02,...,00)0(z,t) =0,
donde L es un operador lineal, la relacién de dispersién serd simplemente

G(w, k) = L(—iw, (—iw)?, ..., (—iw)?; ik, (ik)?, ..., (ik)?) = 0.
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Por lo que la relacion de dispersion determina a la ecuaciéon de manera unica y viceversa, lo
que las hace equivalentes.

Como se mencion6 antes, una solucién de una ecuacion diferencial del tipo Ae
lo sera para cualquier valor de k, por lo que podemos superponer sobre todas las k’s para
tener una solucién mas general

i(kz—w(k)t+9)

o, 1) = / A(k)eitke—w k) g (1.2)

donde la fase queda absorbida en A(k) y ésta debe decaer a cero en los extremos para que la
integral converja. Una solucién del tipo (1.2) se interpreta como una superposicién de ondas
armonicas con todas las longiutudes de onda posibles (viajando tanto a la derecha como a la
izquierda) y de frecuencias correspondientes w = w(k). De (1.1) vemos que una solucién de
frecuencia pura e**=“(#¥)*) es una onda que avanza a una velocidad w(k)/k, la cual es llamada
la velocidad de fase. Se concluye entonces que a menos que w(k)/k sea constante, las ondas
de cada frecuencia pura avanzaran a una velocidad distinta, dependiendo de los valores de k y
w(k). Por ello, cuando w” # 0 se dice que la onda es dispersiva. El término se origina al notar
que si tenemos una onda localizada expresada como (1.2), sus componentes de frecuencias
puras avanzaran a distintas velocidades y la onda perdera su caracter localizado.

En el caso de la ecuacién de onda cldsica, ¢y — c*¢r, = 0, se obtiene la relacién de
dispersién w? — c?k? = 0; por lo que las ondas son no dispersivas (w” = 0). Las componentes
de frecuencia pura viajan con velocidades w/k = +c¢, por lo que la solucién se trasladara sin
deformarse. La situacién es distinta para la ecuacién de la barra, donde habra dispersién y
la velocidad de fase es w/k = vk, por lo que las ondas con longitudes de onda cortas viajan
con mayor celeridad.

Desarrollamos ahora un ejemplo donde podamos apreciar la dispersiéon de manera grafica.
Considérese la ecuacion

Ut — Uggr = Oa
la cual tiene soluciones del estilo eikz—w(k)t) g
w(k) = k3.

Superponiendo podemos escribir la solucién general

1 [~ .
u(z,t) = Nor: / fo(k)e'®=FD g,

donde pedimos ug(k) — 0 si & — +oo para que la integral converja. Ademds el factor
constante se anade por conveniencia. Si escogemos una condicion inicial Gaussiana

OL.’E2

u(z,0) = up(xz) = e **,
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usamos el Teorema de Inversién de Fourier para obtener (k)

1 o >
Uo(k) = o / e ey = ——

Usando lo anterior, escribimos la solucién como

1

o—k?/(40)

o
—0o0

2y/ar
Usando Mathematica se muestran graficas de u(z,t) dada por la dltima expresién, para
distintos tiempos (ver Fig. 1.1). En ellas, se aprecia claramente cémo el pulso inicial se
dispersa y ésta es una verificacion grafica del efecto tratado.

121 1 1
ag a5 r\ a5 \
u 04 u 0 u 0 \/
0(2} a5 -05
Ve 2202468 6 202 6 D 6 202 6 10 14
X X X
1 1 1
05 ”\ 05 05
u 0/ yAN u 0 /\ JANIVAN u 0 /\ JANRVAN
\/ \VARY% \J VvV
-05 -05 -05
505105 D5 -0 0 1 D D 00 © DD
X X X

Fig. 1.1: Solucién de u; — gy, = 0 con condicién inicial u(z,0) = e % con o = 1/4 y para
t=0,1,2, 4,87y 15.

Difusién

Una vez entendida la dispersion, es mds sencillo entender la difusion. Los términos difusivos
son aquéllos que aporten una contribucién imaginaria con signo negativo a la relacién de dis-
persién; de manera que las soluciones fundamentales e***~“*) tomen la forma ei(kz—Rewt) gImwt
Vemos de inmediato que esto produce una caida en la amplitud de la solucién, conforme
avanza el tiempo. Usando los conceptos de la seccién anterior, la solucién completa, después
de superponer los modos fundamentales, es

o(z,t) = /°° Ak eitheRew(k)D) glma(k)L gp.

o0
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y vemos que al igual que en el caso de una séla solucién fundamental; tendremos un de-
caimiento en amplitud conforme el tiempo transcurre.

Mientras que los términos dispersivos esparcen a la solucion mediante una separacion
de los modos fundamentales, los difusivos lo hacen con un decaimiento de amplitud en el
tiempo, tal como se ve en la ultima expresion.

Presentamos ahora un ejemplo de una ecuaciéon puramente difusiva, de manera que se
aprecie el efecto de mejor manera. La ecuacién de difusién o de calor, es la ecuacién mas
sencilla que presenta este efecto, ésta es

U — Uge = 0.

. .’ . s e e . —ar? .2
Resolvemos ahora dicha ecuacién con condicién inicial u(z,0) = e **". La relacién de
dispersion es

W = —ikQ,
; 2
kr—wt) _— etkzp—k"t

de manera que la solucién fundamental toma la forma e La solucion

general ahora es

1 o ;
u(z,t) = \/—2_7r/ do(k)e™ e * "t dk.

Nuevamente usando el Teorema de Inversién de Fourier tenemos que

y esta forma para 4(k) permite encontrar a u(z,t) de forma explicita. Ella es

u(z,t) = 76_1%&

V14 4dat

de donde se verifica que u(x,0) = e~ *. De lo anterior vemos que la solucién es simplemente
una Gaussiana que se esparce conforme pasa el tiempo.

Nuevamente, usando Mathematica se presentan graficas de la solucién, tomando oo = 1/4.
Ver Figs. 1.2 y 1.3.

En términos de la interpretacion de transporte de calor mencionada antes, el problema
resuelto representa la conduccion de calor en una barra unidimensional e infinita en ambas di-
recciones, cuando el perfil inicial de temperaturas es Gaussiano. En las figuras antes citadas,
podemos ver el esparcimiento antes mencionado, que se interpreta como el enfriamiento de
la parte central de la barra y el consecuente calentamiento del resto de ella.

[e% 1
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Fig. 1.2: Solucién de u; — u,; = 0 vista como superficie sobre el plano z y ¢. La condicién
inicial es u(z,0) = e~ con o = 1/4.

u u

u 1 1 1
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X X X
u

Uy uoq 1
a8 a8 08
06 06 06
Q4 04 Q4

Q2 02/\ 02— [ T~
-75-5-250 255 75 -75-5-250 25575 -75-5-250 255 75
X X X

Fig. 1.3: Soluciones de u; — uzy = 0, la condicién inicial es u(z,0) = e **” con o = 1/4 y
parat=0,1, 2, 3,5y 10.

No linealidad

Trataremos el utlimo tipo de términos, los no lineales, de manera breve pero lo suficiente para
apreciar su contribucién a las ondas solitarias. Veremos que bajo ciertas condiciones estos
términos tienen un efecto contrario sobre las soluciones que los dispersivos: producen una
concentracion en la condicién inicial que puede llevar a una discontinuidad, a la generacion
de ésta se le llama choque o rompimiento, mientras que a ondas de este tipo se les llama

ondas de choque.
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Considérese la ecuacion no lineal de primer orden u; + uu, = 0, con una condicién inicial
u(z,0) = uo(z). Usando el método de caracteristicas se encuentra a la solucién en forma
implicita:

u(z,t) = uo(z — u(z, t)t),

por lo que en general no serd posible obtener una expresién para v como funciéon de x y de
t. En [8], Dodd et al. consideran una condicién inicial formada de rectas por tramos, por
lo que se tiene una funcién continua pero con derivadas discontinuas. En ese caso es posible
obtener una expresién para u(z,t). Afortunadamente, no es necesario obtener a u(z,t) de
forma explicita para entender el colapso o choque. Si estudiamos la ecuacion u; + cu, = 0,
con u(x,0) = ug(x); tendremos como solucién u(x,t) = ug(x — ct). Esto no es més que
la condicién inicial trasladada rigidamente hacia la derecha (si ¢ > 0) a una velocidad c,
por lo que la forma de la onda es siempre la misma. En el caso de la ecuaciéon no lineal
que estamos considerando, podemos interpretar a la solucién u(z,t) = uo(z — u(z, t)t) como
una onda cuyas distintas porciones se desplazan con velocidades diferentes, de hecho la
velocidad en cada punto y en cada momento es precisamente u(x,t). Por ello, tramos donde
u(z,t) > 0 se desplazardn a la derecha y aquéllos donde u(z,t) < 0 lo hardn en sentido
opuesto. Ademds, las porciones donde u(z,t) tenga una mayor amplitud y sea positiva
alcanzaran a las porciones de menor amplitud que estén a la derecha, lo cual puede llevar a
una discontinuidad.

Mostramos gréficas de la solucién de u; — uu, = 0 a distintos tiempos con una condicién
inicial Gaussiana u(z,0) = e~**" con a = 4, obtenidas de la solucién numérica que propor-
ciona Mathematica, ver Figs. 1.4 y 1.5. Es posible apreciar cémo la onda se colapsa sobre
si misma en la parte frontal de la campana hasta llegar a una pendiente vertical; al tiempo
en que esto ocurre se le llama el tiempo de choque. En la teoria de caracteristicas es posible
ver que este tiempo es aquél en el que ocurre el primer cruce de las curvas caracteristicas y
en este caso es posible mostrar que corresponde a tchoque = v2e & 2.3316. Por supuesto que
no es posible mostrar graficas de la solucién numeérica después del tiempo de choque, debido
a que el método falla; a pesar de ello puede apreciarse claramente que la deformacién de la
onda llevara a una discontinuidad en el momento en que se desarrolle una pendiente vertical
en lehoque ~ 2.3316.

1.1.2 La ecuacion KdV

La primera observacion de la existencia de solitones no es reciente, hoy se atribuye de manera
generalizada a John Scott Russell en 1834. Russell, ingeniero y hombre de ciencia de origen
escocés, observé por primera vez una onda solitaria en la superficie del canal de Edimburgo
a Glasgow, mientras realizaba estudios para el diseno de barcas que serian utilizadas en ese
canal. Sus palabras textuales y figuras pueden verse en muchos libros como son [8], [9] y [27],
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Fig. 1.4: Solucién de u; — uu, = 0 con condicién inicial u(z,0) = e~*** con o = 1/4 y para
t=0,0.5,1,1.5, 2.0 y 2.3.

Fig. 1.5: Solucién de u; — uu, = 0 con condicién inicial u(z,0) = e~ con a = 1/4, vista
como superficie en el plano (z,1).

ademas de sus trabajos originales. De manera breve, Russell observé cémo un abultamiento
con forma de campana se creaba por arriba de la superficie del agua al detenerse la barca
de manera repentina. Noto que el abultamiento tenia una fomra bien definida, que viajaba
sin deformarse y sin modificar su velocidad a lo largo de una gran distancia. Una vez que
la onda pasaba por cierta parte de la superficie del agua, ésta recuperaba el reposo sin que
se formaran oscilaciones duraderas. De ello es posible conlcuir que el abultamiento de la
superficie no transfiere momento al resto de ella, sino que lo conserva integro.

A lo largo de numerosos experimentos, aprendié que un perfil que fuera una depresién de
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la superficie se descomponia en un tren ondulatorio sin forma permanente y con decaimiento,
al que se llama radiacion, mientras que un perfil arbitrario por arriba de la superficie se
descomponia en una onda acampanada de forma permanente y otra parte compuesta de
radiacién. De esta manera la onda con forma de campana, a la que llamé Gran Onda de
Traslacion, representa un modo fundamental de propagacién. Experimentalmente encontro
que la velocidad de la onda era /g(h + a), donde g es la aceleracién de la gravedad, h es la
profundidad del canal con la superficie en equilibrio y a es la altura de la ciispide de la onda
acampanada a partir de la superficie en equilibrio; esto es, su amplitud.

En su época, la comunidad cientifica recibi6 los resultados de Russell con escepticismo.
Stokes y Airy dudaban de la existencia de una onda que viaje sin deformacién y que a la
vez tuviera un perfil completamente por arriba de la superficie. Fue hasta la década de 1870
en que el trabajo de Russell se tom6 de manera mas seria y de hecho adquiri6 una base
mas firme. De manera independiente, Boussinesq en 1872 y Rayleigh en 1876 dedujeron que
el perfil de la onda solitaria de Russell era del estilo de sech? y que la velocidad obtenida
empiricamente por Russell era deducible tedricamente. Todo esto lo hicieron suponiendo
que la amplitud de la onda es pequefia en comparacién con la profundiad del agua y que
su anchura cumple una relacion inversa a la anterior, tal como Russell habia notado en sus
experimentos.

Fue hasta 1895 cuando un par de matematicos holandeses trabajando en colaboracion,
Korteweg y de Vries, dedujeron la ecuacién gobernante del fenémeno!. Ellos obtuvieron la
ecuacion

3 [g (2 1, 1
O O g I 1.3
) S\ <3om 27) 3077 >w (1.3)

que es equivalente a la hoy conocida ecuacién Korteweg-de Vries (KdV). En dicha ecuacién,
h es la profundidad del fluido, 7" es la tensién superficial, p es la densidad, n es la elevacion
de la superficie y 0 = ’g—s — 11 Para la deduccién se hace la suposicién de que 7 < h. En
forma adimensional y cambiando de sistema de referencia, se llega a la versién estandar de

KdV:
Up + 6UU; + Ugye = 0.

La ecuacion anterior tiene la solucién de onda viajera

u@nzgww(gu—m)

por lo que tiene la particularidad, comin entre ondas no lineales, de que la velocidad, la
amplitud y el ancho estan relacionadas; de cierta manera que a mayor velocidad se tiene una

!De acuerdo a Alexander, Pego y Sachs en [1] , Boussinesq fue el primero en obtener una ecuacién
equivalente a (1.3) en sus trabajos de 1871, 1872 y especialmente 1877.
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onda mas elevada y angosta. Esta es la onda acampanada que observé Russell, la cual puede
verse que se desplaza sin deformacién y a velociad constante c¢ hacia la derecha. Usando
Mathematica, se muestran graficas de la solucién de un solitén de KdV en la Fig. 1.6.

1 1 1
a8 Q8 a8
a6 06 a6
Ya4 Uazs Uaa
Q2 Q2 Q2
O—=%~0 5 1 =% 5 D %055 D
X X X
1 1 1
a8 Qs 08
a6 a6 06
Ya4 Ya4 Ua4
Q2 2 Q2
5 0 5 D 5 0 5 D 5 0 5 D
X X X

Fig. 1.6: Solucién de un solitén de KdV. La gréfica de arriba muestra un solitén de amplitud
1 y la de abajo uno con amplitud 1/2. Ambas series se muestran a t = 0,2 y 4.

Después de los trabajos de Kortweg y de Vries, la situacién de las nuevas ondas per-
manecié en relativa calma hasta 1955, fecha en que se descubrié un comportamiento ines-
perado que mas tarde seria relacionado con la ecuacién KdV. Se trata de un estudio de la
conductividad térmica de los sélidos, llevado a cabo por Fermi, Pasta y Ulam en el laboratorio
de Los Alamos. El trabajo se realiz6 para el caso de un sélido unidimensional modelado como
un conjunto de masas unidas por resortes con una fuerza que se compone de dos términos:
uno de tipo armoénico y uno de menor magnitud de tipo no lineal. En el caso de un sistema de
masas unidas con resortes puramente armoénicos, la energia proporcionada al inicio se reparte
entre los modos vibracionales excitados y la energia de cada modo permanece constante en
el tiempo. Debye habia propuesto en 1914 que una no linealidad en los resortes provocaria
un intercambio de energia entre modos hasta que se tuviera una reparticion equitativa. Tra-
bajando con la computadora Maniac I, los autores hicieron un experimento numérico con
64 masas y observaron algo inesperado: no ocurria la equiparticién de energia. Si se daba
energia solo al primer modo de vibracion, la energia se transferia entre los modos mas bajos
y eventualmente regresaba casi totalmente al primer modo, a partir de donde el proceso se
repetia con ligeras diferencias, haciendo de éste un fenémeno cuasiperiédico.

Este comportamiento permanecié sin entenderse y fue ignorado por muchos, hasta que
diez anos después, en 1965 el problema fue abordado por Kruskal y Zabusky. Ellos con-
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sideraron el problema de Fermi, Pasta y Ulam aproximando las posiciones discretas de los
osciladores por una funciéon continua. Haciendo después un desarrollo perturbativo de la
solucién, mostraron que a primer orden el desplazamiento de los osciladores a partir de los
puntos de equilibrio cumple la ecuaciéon KdV. El estudio de Kruskal y Zabusky marcé una
etapa, ya que combinaron un estudio analitico con uno numérico. En este ultimo, usaron una
computadora para resolver numéricamente a la ecuacién KdV con condiciones de frontera
periddicas. Obtienen una onda que llega casi al rompimiento pero finalmente éste no ocurre
debido a la dispersion. Después de ello, la solucién desarrolla todo un sistema de ondas
individuales con la forma de sech?, con las mds altas moviéndose més rapido al igual que
en la soluciéon de onda solitaria de KdV. Al alcanzar una onda a otra mas lenta, Zabusky
y Kruskal observaron que ocurre una interaccién pero que después emergen las dos ondas
del inicio y se mueven a la misma velocidad que antes de la interaccion. Esta conducta
que preserva la identidad de cada onda llevd a los autores a acunar el nombre soliton; el
cual se origina del término onda solitaria usado por Russell pero que ademads incorpora el
comportamiento de tipo particula al anadir la terminacién -on.

El que las ondas interactien sin cambiar de forma es justo lo que se espera si la situacion
fuera lineal; sin embargo, este no es el caso y por ello fue totalmente inesperado, por lo que
lo convierte en un proceso no lineal muy particular e interesante. Existen dos evidencias de
que la interaccién es no lineal: (i) al alcanzar la onda répida a la otra, la amplitud de las
ondas superpuestas es distinta a la suma de las amplitudes individuales y (7) después de la
interaccién ocurre un cambio de fase, por lo que las ondas ocupan una posicién diferente de
la que tendrian en ausencia de interaccién.

La solucién de dos solitones de KdV es

4 cosh (z — 8t) + cosh (4z — 64t) + 3
(3 cosh (z — 28t) + cosh (3z — 36t))*

y la deduccién de la misma puede verse en [9] 6 [23]. Nuevamente usando Mathematica,
mostramos graficas de esta solucién mostrando el par de solitones y su interaccion, ver Figs.
1.7 y 1.8. En dichas figuras, se muestran también graficas de la superposicion lineal de dos
solitones con las mismas amplitudes que los de la solucién exacta de dos solitones. Mediante
una comparacién entre ellas, es posible observar el cambio de fase (la onda grande se adelanta
y la pequena se atrasa) y también vemos que en ¢t = 0 la superposicién lineal es distinta a la
de la solucién exacta.

De lo anterior se obtiene una condiciéon ncesaria para la ocurrencia de un soliton, la
cual se usa en ocasiones como definicién abreviada de los mismos. Un solitén debe ser
una solucién a una ecuacién no lineal que cumpla: (i) tenga forma permanente, ya sea
localizada (es decir que decaiga a cero en infinito) o que tienda a valores constantes en los
extremos y (#) interactiie con otros solitones pero retenga su identidad?. Definiciones més

u(z,t) =12

2Se habla de onda solitaria cuando se tiene un solitén aislado, i.e. un solitén se convierte en onda solitaria
al alejarse infinitamente de cualquier otra perturbacion.
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Fig. 1.7: Solucién de dos solitones de KdV antes de la interaccién, para t = —0.5,0.2 y 0.
Las graficas de arriba presentan la solucién auténtica, mientras que las de abajo muestran
la interaccion suponiendo que fuera lineal.
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Fig. 1.8: Solucién de dos solitones de KdV después de la interaccién, para ¢ = 0,0.2 y 0.5.
Las gréficas de arriba presentan la solucién auténtica, mientras que las de abajo muestran
la interaccién suponiendo que fuera lineal.
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rigurosas de un solitéon y una onda solitaria invlucran el problema de Dispersion Inversa o
Inverse Scattering en inglés, y puede verse en [27], [9], [8] 6 [23]. Es importante notar que
la definicién de los solitones es independiente de su perfil, por lo que el perfil de sech? de
KdV no es el unico posible. Con el tiempo se han descubierto otras ecuaciones que poseen
soluciones soliténicas, las cuales poseen otros perfiles como son el de sech para la ecuacion
modificada de Korteweg y de Vries (mKdV) y arctan (e*®) para la ecuacién de Sine-Gordon.
Existen ecuaciones que poseen soluciones de ondas solitarias, pero que no generan solitones:
al obligar a dos de ellos a interactuar, cada onda involucrada no necesariamente retiene
su identidad o se generan ondas adicionales. Como ejemplo de ello, en [8] se menciona el
caso de dos ecuaciones en donde ocurre justo lo anterior: presentan ondas solitarias pero
no solitones. Al colisionar numéricamente dos ondas solitarias de estas ecuaciones, emergen
dejando una estela de radiacién. En esa misma referencia se presentan graficas donde se
aprecia el comportamiento mencionado.

1.1.3 Plasmas y solitones

Al incrementar la temperatura de un gas de manera indefinida, se llega a un punto en
el que la energia térmica de las particulas que lo constituyen es comparable a la energia
electrostatica de amarre entre ellas. En lugar de un gas caliente compuesto de moléculas
eléctricamente neutras, tendremos una mezcla formada de particulas con cargas opuestas:
electrones y ntcleos ionizados. A esta mezcla se le conoce como plasma.

Debido a que posee propiedades muy distintas a los exhibidos por otros estados de la
materia, se le considera un estado fundamentalmente nuevo. Una de estas propiedades es su
alta conductividad eléctrica, la cual provoca que los campo eléctricos aplicados externamente
sean cancelados en su interior por el desplazamiento de cargas generado. El desplazamiento
de cargas en un plasma puede resultar interesante en varios contextos; en particular en el
caso del estudio de ondas, es posible tener fluctuaciones en la densidad de los iones y de
los electrones del plasma y bajo ciertas condiciones estas variaciones tienen una propagacion
ondultaria.

En la tierra, los plasmas aparecen de manera natural sélo en las descargas eléctricas
atmosféricas y en las auroras. Sin embargo, mas alla de la atmoésfera se encuentra la mag-
netosfera; ésta es un plasma formado por la interaccion del campo magnético terrestre con
el viento solar. Para trabajar plasmas en el laboratorio, se toma una cantidad pequena de
gas, se calienta e ioniza mediante una corriente eléctrica que lo atraviese o dirigiendo ondas
de radio hacia él. Por estos procedimientos se da energia a los electrones libres del gas, los
cuales a su vez liberan més electrones mediante colisiones con 4tomos. De esta manera se
llega hasta el grado de ionizacién deseado. En ocasiones, los electrones terminan teniendo
una mayor temperatura que los iones, debido a que ellos son los que transportan la corriente
eléctrica o por una mayor absorcién de ondas de radio.

En el estudio de plasmas se han desarrollado técnicas que se originaron de otras areas
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de la fisica. En un primer punto de vista, cada particula se considera individualmente y su
movimiento esta determinado por la fuerza de Lorentz. De aqui se obtiene cierta intuicién
sobre el comportamiento del plasma y se encuentra que las particulas se mueven en com-
plicadas trayectorias dependiendo de los campos E y B, que en esta perspectiva se piensan
como dados. Por ello, este punto de vista no explica el origen de dichos campos y de hecho es
importante notar que éstos surgen de manera auto-consistente; i.e. los campos determinan
las trayectorias de las particulas, pero las posiciones y velocidades de ellas determinan a su
vez a los campos. Una segunda limitacién de este tipo de estudio se vuelve evidente al recor-
dar que las incognitas de este estudio son las trayectorias de todas las particulas, cantidades
que no pueden determinarse en la practica para un plasma con una cantidad grande de ellas.

Si por otro lado se piensa en el plasma como un gas de particulas cargadas, se vuelve
natural el extender la teoria cinética de gases para describirlos y se modifica hasta obtenerse
una teoria cinética de plasmas, aprovechando el tratamiento de la fisica estadistica para
sistemas de muchas particulas. Esta es distinta a la teoria andloga de los gases ya que
incorpora la interaccién electromagnética y frecuentemente las colisiones son relegadas a
un segundo plano. Este punto de vista es de gran valor y sirve de fundamento para otras
perspectivas de estudio.

Un tercer punto de partida se obtiene al analizar el plasma desde la dindmica de fluidos.
Este acercamiento es motivado por el hecho de que macroscopicamente el plasma simplemente
parece un fluido con alta conductividad eléctrica, similar a un metal fundido. Este fluido
tendra una fuerte interaccién con campos electromagnéticos y se describe en términos de las
llamadas ecuaciones de la magnetohidrodinamica, que son simplemente las ecuaciones de la
dindmica de fluidos® después de incorporar fuerzas electromagnéticas y las ecuaciones que
describen el comportamiento de los campos electromagnéticos mismos, i.e. las ecuaciones
de Maxwell de la electrodindmica. Desde esta perspectiva los plasmas heredan la riqueza
de los fenémenos no lineales, debido a que las ecuaciones de la dindmica de fluidos son
inherentemente no lineales.

Solitones en Plasmas

Como se ha mencionado antes, en el presente son muy diversos los contextos en los que
aparecen ondas solitarias, y el de los plasmas se ha convertido en uno mas. Desde cierta
perspectiva esto se debe a que los plasmas heredan la no linealidad caracteristica de la
dindmica de fluidos. Cabe aqui mencionar que Lamb en [23] expone varios ejemplos en
los cuales la no linealidad hidrodinamica, ug—z, conduce a varias ecuaciones que permiten
soluciones del tipo de ondas solitarias. En el caso de plasmas, los solitones representan

ondas de densidad de iones, de manera que se tiene una regién de diferente densidad iénica

3Es importante notar que las ecuaciones de la dindmica de fluidos aplicadas a plasmas pueden obtenerse
desde el punto de vista de la teoria cinética de plasmas, algo que demuestra la trascendencia de este ultimo
punto de vista, ver [7] 6 [6].
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que se propaga como onda solitaria.

La relacién entre plasmas y solitones no es reciente. En 1964, Sagdeev muestra (se
publica en inglés en 1966 en [30]) que al aplicar las ecuaciones de la dindmica de fluidos a
un plasma de iones frios y electrones calientes es posible obtener un pulso que se propague
un poco mas rapido que la velocidad acustica de los iones (més adelante se mostrard qué
velocidad es ésta) sin cambiar de forma. El autor considera el desarrollo de ondas de choque
en el plasma empleando la analogia con la dindmica de gases. Explica como los términos no
lineales producen un aumento en la pendiente de la condicién inicial (‘steepening’, en inglés)
hasta llegar a una discontinuidad o una funcién multivaluada. Sin embargo, se muestra
también que para cierta amplitud pequena de la onda este rompimiento no se alcanza ya
que los términos dispersivos se tornan importantes antes de llegar a una pendiente vertical.
El argumento principal utilizado en el trabajo es que el desarrollo de ondas no lineales que
se propaguen sin deformacién sélo es posible si ocurre un balance entre no linealidad y
dispersién.

Para amplitudes mayores, Sagdeev menciona que la dispersiéon podria no ser suficiente
para balancear la no linealidad y esto resultaria en la formaciéon de una auténtica onda de
choque, de la cual resulte una discontinuidad o una funcién multivaluada.

Poco después, Washimi y Taniuti en [36] consideran ondas de densidad iénica en un
plasma, bajo las mismas condiciones anteriores de iones frios y electrones calientes. Usando
nuevamente las ecuaciones de dindmica de fluidos® y aplicando un proceso perturbativo
que considere el equilibrio entre no linealidad y dispersién, obtienen la ecuaciéon KdV. Este
resultado muestra entonces que la onda viajera sin deformacién que Sagdeev encontré es la
onda solitaria de esta célebre ecuacion.

En 1967, Montgomery publica sus estudios de ondas de choque en un plasma del mismo
tipo que los considerados antes en [25]. Se parte del modelo de dindmica de fluidos para
plasmas y se comenta la similitud entre este caso y el de una onda de choque actstica no
lineal en un gas. Se llega a la conlcusién de que la no linealidad tendrd el efecto de que
las pendientes de la solucién se hagan mds bruscas y se llegue a una discontinuidad. No se
considera el caso en que la dispersion balancee a la no linealidad, impidiendo la ocurrencia
del fenémeno antes descrito.

1.2 Obtencidon de las ecuaciones de movimiento

En la presente seccién se estudia el comportamiento de ondas de densidad iénica en un
plasma, esto es, variaciones ondulatorias en la densidad de los iones del plasma?®.

4Se desprecia la disipacién de Landau o ‘Landau damping’, como se le llama en inglés. Hablaremos de
esto mas adelante.

5Por analogia con el caso de variaciones de densidad en el aire, a estas fluctuaciones se les llama ‘ondas
acusticas en el plasma’. En inglés son las llamadas ‘ion acoustic waves’.
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Consideramos un plasma diluido de dos componentes, i.e. iones con carga e y electrones
con carga —e, inmerso en un campo magnético uniforme B = Bx de gran intensidad® . Se
trata el caso en que los iones realizan oscilaciones de baja frecuencia, cerca de la llamada

frecuencia i6nica del plasma
1/2
[ 4mnge? /
W; = s
my;

donde ng es la densidad numérica de iones en el estado no perturbado y m; su masa.

Debido al caracter diluido y a las altas temperaturas a las que se encuentra el plasma, es
posible modelarlo como si se tratara de dos gases ideales mezclados: uno de ellos formado
de electrones y el segundo de iones. Utilizando a n como densidad numérica de particulas,
a p como la presion y 1" como la temperatura, son validas el par de ecuaciones de estado

D = nikBTia De = nekBTev

donde los subindices hacen referencia a cada tipo de gas y kp es la constante de Boltzmann.
Por tratarse ademds de gases ideales se sabe que obedecen una distribucién de velocidades
de Maxwell-Boltzmann.

Para simplificar ain mas el problema, se supondra que es posible despreciar los efectos
de la presién en el gas de iones, debido a que las fuerzas electromagnéticas son dominantes.
Esto se escribe de manera precisa como’

pi _ 8mnikpT;
B2/8g7 B2

p= <1,
lo cual se garantiza introduciendo un campo magnético intenso y suponiendo que la tempe-
ratura de los iones no es demasido grande.

Debido a la baja frecuencia de las oscilaciones de la densidad idénica, no se generaran
corrientes significativas que alteren al campo magnético, de manera que %—? ~ 0, por lo que
de las ecuaciones del electromagnetismo sabemos que E = —V¢.

Modelando entonces al movimiento de los iones del plasma como a un fluido, la conser-
vacion de los mismos se expresa como

on

— 4+ V nv = 0’ 14

5 (1.4)
donde se ha omitido el subindice 7 de la densidad de iones n, por simplicidad. La velocidad
de los iones se expresa por v y recordamos que ésta y la densidad de iones son funciones de
x,y,2y el tiempo t.

6Utilizaremos a %X, ¥ y Z como los vectores unitarios en direccién z, y y z respectivamente. Ademds x
denota vector de posicién.
"Recuérdese que un campo magnético ejerce una presién de magnitud B?/8, en unidades CGS.
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El efecto de las fuerzas que actiian sobre los iones se introduce en la ecuacién

ov
— +v-Vv=—
ot m;n
donde se desprecia la presién de los iones, por lo expuesto antes.
El campo magnético es constante y por lo tanto no hay nada mas que decir sobre él. Sin

emabrgo, sabemos que el potencial eléctrico obedece la ecuacion de Poisson

€ €

vxB~-—Sve4

v x B, (1.5)
m;c my; m;cC

Vp— —Vé+
m;

V3¢ = —4me(n — n,),

la cual parece complicar el problema ya que involucra a la densidad numérica de electrones
ne. Se verda ahora que si se supone que 7, > T; se llega a una forma para n. que permite
formular el problema en términos de cantidades relacionadas con los iones y el potencial
eléctrico exclusivamente.

De la distribucién de velocidades de un gas ideal, sabemos que los electrones tendrin
velocidades del orden de (2kpT,/m.)'/? y los iones del orden de (2kpT;/m;)'/?. Recordando
que la proporcién entre masas de iones y electrones es muy grande y suponiendo que 7, > T;
entonces los electrones se moveran mucho mas rapido que los iones. Siendo esto asi, durante
el transcurso de las oscilaciones (de baja frecuencia) de la densidad iénica, los electrones
se limitaran a seguir a los iones y mantener una aproximada neutralidad de carga. Esto
ademas garantiza que el tiempo que tardan los electrones en volver al equilibrio entre si
después de una fluctuacién en la densidad local de iones es minimo y es posible modelar al
gas de electrones como si estuviera en equilibrio. El gas de electrones sigue entonces una
distribucién de Boltzmann

(—ed/kpTe) ep/kpTe
’

Ne = Nge& = ngpe

por lo que los electrones tienden a acumularse en los lugares donde la densidad idnica es
alta y seguir de esta manera el movimiento de los iones. El que la densidad electrénica se
comporte de esta manera ha sido confirmado en los experimentos de Taylor, Baker e Tkezi
en [13] y [35], para el caso sin campo magnético.

Usando esto, el potencial eléctrico obedece

VZQS = —47re(n - n066¢/kBTe). (16)

Por lo que el conjunto de ecuaciones de movimiento es

0
a—Z—FV-nv:O, (1.72)
68—:+V-Vv: —miiv¢+ eicvx B, (1.7b)

V2 = —4dme(n — noec?/*pTe), (1.7¢)
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1.3 Relacion de dispersion de las ondas idnicas
acusticas en un campo magnético uniforme

Se obtiene ahora la relacion de dispersion para las variaciones de densidad i6nica dadas por
(1.7). Pensemos en un plasma que se encuentra en equilibrio, su densidad serd n = ng en
toda su extension, su velocidad v = 0 y el potencial serd una constante que podemos escoger
como ¢ = 08. Si pensamos en la introduccién de un campo magnético uniforme B = BX y
en el desarrollo de una perturbacién de muy pequena amplitud, es vélido linealizar a (1.7)
con los valores promedio, se obtiene de ello

68_7; _|_ nov -V = 0’ (18&)
0
a—‘t’ - —%w + c;'v x B, (1.8b)
V3¢ = —4me[n —n —nﬂ (1.8¢c)
0 OkBTe 3 .

donde se utilizé e¢*/*#Tc ~ 1 + e¢/kyT,. Introducimos ahora perturbaciones periédicas del
tipo n = ng + nel*~w v = veilkx—wl) y ¢ = geilkx=wt)  Pedimos que las perturbaciones
sean pequenas 7/ng < 1, |[v|/+/kgT./m; < 1y ¢/(kpT./e) < 1 de manera que de (1.8) se
obtiene

—inw + ingk - v = 0, (1.9a)
iV = i gk + % x B, (1.9b)
my; m;cC
~ N no€ ~
—k*¢p=—4 - : 1.9
6= —ane (31— 12%.5) (1.9
Lo anterior lo podemos escribir como
w="2k.¥, (1.10a)
n
WV = gk + i x %, (1.10D)
m;
~ 4dmen
_ _men 1.10
o= a2 (1.10¢)

8No significa esto que los iones y electrones individuales estén en reposo, muy por el contrario. Esto
simplemente significa que en promedio no hay desplazamiento neto de ninguno de ellos. La situacién es
andloga con el caso de un contenedor de agua en reposo, el que se observe que el agua estd quieta no significa
que cada molécula lo esté.
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2 — kpTe
D — 4xnge?

si hacemos las definiciones (2, = c% (girofrecuencia de los iones) y A (Ap es la
longitud de Debye).

Se elimina k - v entre (1.10a) y (1.10b), obteniéndose

noe o~ M8 ~ N
W= —k¢+i—k- -V XX
nm; n

Eliminando a su vez ¢ usando (1.10c), se obtiene para w?

c2k? noS . _
C= et (;,L (kyv: = k.0y), (1.11)
D

w

donde ¢ = kpTe o5 1a llamada velocidad de las ondas iénicas acdsticas, nombre que se enten-

dera un poco m4s adelante. El tnico paso restante para obtener la relacién de dispersion, es
eliminar a 9, y ¥, de (1.11). Esto lo podemos hacer si escribimos las componentes y y z de
(1.10b), que son

- e - e~
Wiy = — @k, + 82,0,
my
~ e ~ .~
wi, = — ok, — 1€;7,.
m;
Por lo que tenemos un sistema lineal para las cantidades deseadas. De este sistema se obtiene
para Uy y v,
eq~5 wky + 1%k,
m;  wr—=Q2 7

. ed whk, — 1k,
m;  w?—Q2

(1.12a)
(1.12b)

Usando (1.12) en la ecuacién (1.11) y simplificando un poco se obtiene

2 c2k? N 22k + k]
wo = . .
A2 +1 0 Ak2+1 w?— Q2

Mediante las manipulaciones siguientes podremos simplificar un poco mas la expresién an-
terior

2k? N AU k2 + k?
w? w? w?—0?
2k? cg(kj + k2) 02

w? w? - Q2

MNok? +1=
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_ cgki n C?(k; + k‘g)
w? w?—Q2

De esta manera se obtiene la relacién de dispersién para ondas idnicas acusticas en un plasma
diluido, no isotérmico (T, > T;) en presencia de un campo magnético uniforme B = B%X

21.2 2(1.2 2
2 1.2 _cskz Cs(ky+kz)
Apk? +1 = =25% + el

(1.13)

El caso en que w ~ (); aparentemente traeria dificultades, debido a la aparicion de la
cantidad w? — Q2 en un denominador. Sin embargo, debemos mencionar que en este caso el
efecto de la Disipacién de Landau hace que la anterior relacién de dispersién sea incompleta
ya que en realidad aparecen términos imaginarios adicionales. Esto tiene el efecto de que
la frecuencia w sea compleja (lo cual involucra un amortiguamiento de las ondas) y por lo
tanto el tener a w? — Q? en un denominador no acarrea problemas, ya que §); es puramente
real y no es posible entonces que el denominador se aproxime a cero.

Es sencillo obtener una version adimensional de la relaciéon de dispersion que sera de
trnge® ) 1/2

m;

utilidad mas adelante. Hacemos los cambios k — )\Blk y w — w;w, donde w; = (
es la frecuencia idnica del plasma y satisface que ¢; = Apw;. De estos cambios se obtiene

k2 N ky + k2

2 _
k +1_E w2 — 2’

(1.14)
llamando €2 al cociente €;/w;.

Notamos que la relacion de dispersion para fluctuaciones de densidad de los iones del
plasma en un campo magnético (1.13), y su correspondiente adimensional (1.14) son asimé-
tricas entre las direcciones de propagacion de la onda. En particular, las direcciones y y z
son simétricas entre si, pero la x no lo es. Esto se debe a que el campo magnético uniforme
a lo largo de la coordenada = hace de ella una direccién anisotropica y rompe la simetria
del problema, algo que tendra un efecto fundamental en la ecuacién de onda no lineal que
se deriva del problema, ZK.

Consideramos ahora un par de casos limite a partir de la relaciéon de dispersién encon-
trada, el de campo magnético nulo y uno de gran intensidad. Para eventualmente obtener
la ecuacién ZK estaremos trabajando en el segundo de estos regimenes.

1.3.1 Relacion de dispersion en ausencia de campo magnético

Es posible obtener una relacion de dispersién para el caso de ondas iénicas actsticas en

ausencia de campo magnético seguimos un procedimiento analogo al anterior partiendo desde

(1.7) con B = 0. Sin embargo, se llega a la misma expresién si tomamos 2; = <2 = 0 en

cm;
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(1.13), obteniéndose

ke,
W= (1.15)

VABRE+ T
De manera que la anisotropia desaparece, justo como se esperaba ya que el campo magnético
es enteramente responsable de su aparicion.

Para valores tipicos de temperatura del gas de electrones y densidad de iones usados
por Taylor, Baker e Ikezi en [35], [13] y [14], T. ~ 15,000K° y ny = 10%c¢m™3, tenemos
que \p ~ 2.77*m y ¢, =~ 1760m/s. Esto sugiere que hagamos una aproximacién para w(k)
cuando A\pk < 1 y entonces entenderemos el porqué del nombre de c¢;. Tenemos

W= _ ke ~ ke, (1 — 1)\QDI€2> ~ ke,
VAZE? +1 2
por lo que en el limite de longitudes de onda grandes con una longitud de Debye pequena,
las ondas i6nicas acusticas en ausencia de campo magnético son no dispersivas y viajan con
una velocidad de fase (que precisamente por ser no dispersivas es igual a la velocidad de
grupo) c,;. Es posible llevar la analogia entre ondas actsticas en el aire y en un plasma un
poco mas lejos. En el caso de ondas en el aire, se muestra que en el limite lineal las ondas

~1/2
son no dispersivas y viajan con una velocidad <§—Z(p0)> , donde p es la densidad del aire

y po es la presién en el estado no perturbado. Si se asume que el aire es un gas ideal y que

—1/2
en el proceso ocurre de manera isotérmica? se tiene que (z—g(po)> = %, donde m es

la masa de las moléculas. Notese que esta velocidad tiene la misma forma que ¢, en el caso
de ondas i6nicas acusticas.

1.3.2 Relacién de dispersion en un campo magnético de gran in-
tensidad

Si ahora consideramos el limite en que el campo magnético es muy intenso y las oscilaciones
i6nicas son de baja frecuencia, cumpliendo w ~ w;; podemos resumir todo esto en la forma
Q; > w ~ w;, o bien 2 > 1. La relacién de dispersion sera en este caso
2(1.2 2
C2k2 Cs (ky + kz)

ALk2 41 55
D + w2 QZQ )

por lo que al despejar w? tendremos
2 ks

TR £ (N + 20 %) (k2 + k2)

9En realidad en el caso de ondas de sonido en el aire es més apropiado asumir que la propagacién ocurre
adiabéticamente, por lo que la expresién para la velocidad es distinta.
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ik
Tl ALR2+ (1 + Q=2)(k2 + k2)

(1.16)

Al igual que en el apartado anterior, consideramos el caso en el que las perturbaciones
tienen longitudes de onda largas y entonces Apk; < 1, con j = z,y,2. Se obtiene en ese
caso para w?

W~ c§k§(1 —AZE2 = A5 (1+ Q) (k2 + kg)),
y de lo anterior obtenemos para w
Lig,o 1y —2\(1.2 | 1.2

Mads adelante sera ttil trabajar con expresiones adimensionales, por lo que es conveniente
anadir que la expresiéon anterior tiene su analogo adimensional

w A ky (1 - %kﬁ - %(1 +Q7?) (k) + kf)) : (1.18)

que sera aprovechada después para determinar la forma de la expansion perturbativa medi-
ante la cual se llegard a la ecuacion ZK.

1.4 Disipaciéon de Landau

La disipacién de Landau'® es un proceso extremadamente interesante, mediante el cual una
onda en un plasma (ya sea electrénica o iénica) puede ceder energia a las particulas del
medio que no forman parte de la onda y de esta manera amortiguarse. Se dice entonces
que la energia de la onda se disipa, aunque debe enfatizarse que esto ocurre en ausencia de
colisiones; es en realidad un proceso completamente electromagnético y por lo tanto no un
proceso convencional de disipacién de energia. Por esta razén, la energia se disipa de forma
distinta a la manera en que ocurre en otros medios absorbentes, como queda de manifiesto
al notar que este proceso no involucra un aumento de entropia y por ello es un proceso
termodinamicamente reversible. Veremos que esta reversibilidad de hecho ocurre, ya que
bajo ciertas condiciones las particulas del plasma pueden ceder energia a la onda, de manera
que ésta resulte excitada.

Un aspecto importante de este fendémeno es que fue descubierto de manera tedrica en
1946 por Lev D. Landau y verificado experimentalmente en un plasma por J. H. Malmberg
y C. B. Wharton!! en 1966. Adicionalmente, este fenémeno no esté restringido a plasmas.

10En inglés se le conoce como ‘Landau Damping’.
Y Phys. Rev. Lett., 17, p. 175 (1966).
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En el caso de una galaxia, que puede pensarse como un gas donde la interaccién eléctrica se
sustituye por gravitacional, la disipacién de Landau puede jugar un papel importante en el
entendimiento de la estructura que se adopta.

Una manera de mostrar este efecto es partiendo de la teoria cinética de plasmas. Con-
sideramos un espacio de seis dimensiones, con tres espaciales y tres mas correspondientes a
un espacio de velocidades. Definimos la funcién f(x,v,t) como la densidad de particulas de
una misma especie en este espacio de seis dimensiones, de manera que

/ f dxidzodxsdvidvodus :/ f d*xd®v,
xX VV xX VV

es el nimero de particulas en el volumen espacial V. y a su vez en el volumen del espacio de
velocidades V5. De ello, se sigue que la cantidad

n(x, 1) :/: /_Z /:f(x,v,t)d?’v,

es la densidad espacial de particulas en el punto x y al tiempo ¢. En condiciones de equilibrio
y a una elevada temperatura, el plasma tiene una distribuciéon de velocidades de Maxwell-
Boltzmann

m N\ .
f(x,v,t) =n(x,t) (27TkBT> e BTV,

Considerando ademas la conservaciéon de particulas en el espacio de seis dimensiones se llega
a la importante ecuacion de Boltzmann sin colisiones:
0
—f +v-Vif+aV,f =0,
ot
donde Vxf = (fay, frs fzs), Vo = (fur, fuas fus) ¥ @ €s la aceleracién. Nétese que se tendrd
una ecuacion de Boltzmann para cada especie de particulas.
Usando la segunda ley de Newton, se tiene

0 1
2 +v-Vyf+—FV,f=0.
ot m
Aplicando lo anterior al caso de particulas cargadas tenemos F = ¢ (E—|— %v X B) y la
ecuacion de Boltzmann queda
of

1
Y ivv f+ L <E+—v><B> Vo f =0,
ot m c
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que toma el nombre de ecuaciéon de Vlasov. En esta ecuacion, los campos E y B dependen
de la configuracion del plasma, dado por la funcién f. De esta manera, la ecuacién de Vlasov
es en realidad de tipo no lineal.

Veamos cémo se obtiene la disipaciéon de Landau a partir de todo esto. Supoéngase
que tenemos un plasma de dos especies, iones con carga e y electrones con carga —e, que
inicialmente obedecen una distribucién de Maxwell. Dado que nuestro interés radica en
ondas de densidad de iones nos fijamos en la variacién de la distribucién inicial de éstos:

™m; 3/2 m;
— 1 —3% ZTi Vv
fo(v) =mo <27rkBT,-) €T

y suponemos que los campos son nulos al inicio. Escribimos fy = fo(v), aunque en realidad
no depende de las componentes individuales sino solamente de su norma v = /v -v. La
densidad de particulas al inicio esta dado por:

fo(v)d*v = ny.
R3

Si se desarrolla una perturbacién que produce una pequefia variacién en la densidad
de los iones, entonces f(x,v,t) = fo(v) + f(x,v,t), donde f es la perturbacién sobre la
configuracién incial y tiene una amplitud mucho menor que fy. Esta perturbacién produce
un pequeiio campo eléctrico, E = E. En ausencia de campo magnético, la ecuaciéon de Vlasov
linealizada es

of - .
O v f+ SRV =0,
ot m

Asumimos ahora que f(x,v,t) tiene la forma de un modo normal en la direccién z; y
algo analogo para el campo eléctrico:

f=f(v, t)e*, E = E(t)e**1%, (1.19)

Es posible ver que la densidad de iones tendra la misma forma que las cantidades anteriores:

n= fd3V=/(fo+f)d3V:no+’fL,
R3 R3
es decir

i=n—ng= [ f(x,v,t)d*v= f(oy, e a dPy = p(t)e*™, (1.20)
R3 Qo3

donde se restringe la region de integracion del espacio de velocidades de manera que las inte-
grales sobre v, y v3 abarquen una regién finita, mientras que la integral sobre v; permanece
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sobre todos los reales. A la nueva region la designamos {293; lo anterior tiene el propoésito de
garantizar la existencia de la integral de arriba; basta por lo tanto suponer que la forma de
modo normal en z; se cumple en una regién del espacio de velocidades y que fuera de ella f
es cero.

La ecuacién linealizada de Vlasov resulta ahora

of 0fo

Resolvemos ahora la ecuacién anterior mediante la Transformada de Laplace. Utilizamos
la notacién

flo,t /fvl, e *tdt = f(vy, s),
c{E(t>}= | Be = Bo)

donde Re(s) > 0 y con un valor lo suficientemente grande para que las integrales de arriba
converjan. Suponiendo que el campo eléctrico al tiempo cero es nulo, después de transformar
(1.21) se tiene

. 0
sf— f(v,0 )+zkvlf+—E£:0,
61}1

o bien, se encuentra para f(vy, s)

1

flor,5) = s + ikv;

(1.22)

HCUEESCEE

8’1)1

Requerimos una segunda ecuacién que involucre al campo eléctrico. Esta es propor-
cionada por la teoria electromagnética

_ed
V-E = 4mp = 4dwe(n — ne) = 4me (n — noekBTe) ~ 4me (n —ng — o (/5)

kgT,
= 4re <fL — kzn;e qb) ,

donde ¢ es el potencial eléctrico. Usando la forma del campo eléctrico dada en (1.19) y
también (1.20) tenemos

ikEe™*™ = 4re (ﬁ(t)eikml - —kzn;e ¢) ;



1.4. DISIPACION DE LANDAU 27

si derivamos en z; la ecuacién, tendremos

~ . N . engy =~
—k2Ee™ ™ = dge ( ikn(t)e™™ + —— Fe**1 ) |
(b= + 2o
usando E = —V¢. De esta manera obtenemos el campo eléctrico
- CAmedlk _dmelk

s D™ — _; "DV ¢ 3
(t)_ 11+)\2Dk2n() Z]-+)\2Dk2 QQSf(Ul,t)dv

donde A% = 2T es 1a llamda longitud de Debye. Aplicando la Transformada de Laplace

- 4mnge? )
a la expresion de arriba, tenemos

_ Areddk _
E(s) = —i—P~ Sv. 1.2
(8) Zl + )\QDkQ Q23 f(vl, s)d v ( 3)

Si consideramos f(vy,0) = 0, y sustituimos (1.23) en (1.22), se encuentra

I . 47T62)\2D]€ af() - 3
o) = e 0+ 88 aw, ) J,, (o)

Integrando en la regiéon €293 del espacio de velocidades se tiene

_ 47T€2)\2 k ]. afo r
. 2 9Jo 3 3xre
/§'223 fd V= Zmz(l + )\QDk2) [223 s+ ’iUlk (91)1 d V/Q23 fd v

podemos ahora tomar el limite Q93 — R3, quedando

_ Are? N4k / 1 %d?’v
N mz(l + /\QDk‘Q) R3 S + ’iUlk 81)1 )

3/2  my

. — vV .
Recordamos ahora que fo(v) = ng (ﬁ#) e *8Ti" " por lo que podemos realizar las
3

integrales en vy y v3 de la expresion de arriba:

_; Ame®nodbk /°° L o,
B mz(1+)\%k2) _Oos+iv1k6v1 b

donde fy es una distribucion de Maxwell-Boltzmann en una dimensién con densidad de
particulas igual a uno

1/2 ,
co_ o m —mmet L e 1.24
fo(vy) <27TkBTi> e %= 7Tl/2vie , (1.24)
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donde v; = ,/% es la llamada velocidad térmica de los iones y es la mas frecuente de la

. . .7 . . . 7 2
distribucién. Mediante la definicién w? = #Zcne,
1

plasma, podemos hacer una simplificacién

wiAy /°° 1 dfo
= " —dvl.
1+ M4k2 ) v —is/k Ovy

a la que se llama la frecuencia ionica del

De hecho, es aun mejor el introducir la velocidad de ondas acusticas en los iones, ¢; = w;Ap,
quedando asi

1= “ /00 L 8—fodv
T+ A k2 ) v —is/k v,

Recordamos ahora que Re(s) > 0, de manera que las integrales de la Transformada de
Laplace tengan una convergencia garantizada. Hacemos el cambio de variable s = —iw,
con Re(s) = Im(w) > 0. Con este cambio, la dependencia temporal de f y de E queda
representada como e~ lo que es 1til para el manejo de ondas. Notamos que la restriccién
sobre la parte imaginaria de w conduce a tener perturbaciones inestables que crecen en el
tiempo e~ = ¢~ Re(@teIm W)t qye es justamente el efecto contrario al que se obtiene de la
disipacién de Landau. Con el cambio de variable se obtiene

02 o 1 8f0
1= 5 ——dv;. 1.25
1+)\%k2/_oovl—w/k ovy U1 ( )

La expresién de arriba es de hecho la relacién de dispersién para ondas del tipo f = f (t)etkar,
gobernadas por la ecuaciéon de Vlasov bajo las condiciones descritas antes; esto es, ondas y
campo eléctrico de pequena amplitud, ademas de campo magnético nulo.

En el plano complejo de vy, la integral que aparece en la relacién de dispersién y el polo en
w/k se ven como en la Fig. 1.9, con Imw > 0. Como se mencioné antes, esto corresponde a
perturbaciones que crecen con el tiempo, mientras que el fenémeno en estudio debe producir
lo opuesto.

Consideramos el caso de amortiguamiento ligero, de manera que Imw < 0 pero |Imw| <
w;. Ademads, consideramos el caso de ondas largas con velocidad de fase grande; por lo que
w = ¢k como se ve de la relacion de dispersion para ondas de densidad i6nica en ausencia
de campo magnético'?. Tenemos entonces que ¢, = (kpT,/m;)'/? es una velocidad mucho
mayor que la velocidad térmica de los iones (2kpT;/m;)'/?. Lo anterior queda garantizado
si la temperatura de los electrones es mucho mayor que la de los iones: T; < T,. En ese
caso, las transformadas de Laplace de f(v,t) y de E(t) pueden presentar problemas, pero la

128610 hace falta recordar que en el caso de longitudes de onda grandes en asusencia de campo magnético,
las ondas son no dispersivas y poseen una velocidad cs.
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Fig. 1.9: Contorno de integraciéon en el plano complejo v;. El punto en el plano representa
el polo w/k.

relacién de dispersién no; la expresion (1.25) estd perfectamente bien definida si Imw < 0,
por lo que se puede extender de forma analitica al semiplano inferior.

Resumiendo, consideramos el caso en que w/k tiene una parte real grande y positiva,
mientras que posee una pequeina parte imaginaria con signo negativo. El contorno se deforma
entonces a uno como en la Fig. 1.10.

Fig. 1.10: Contorno de integracién en el plano complejo v;. El punto en el plano representa
el polo w/k.

Calculamos la intergal que aparece en (1.25) aproximando a w/k como si fuera puramente
real. Tenemos en ese caso

°° 1 dfo . wlk=e 1 0fo . Oo 1 0fo
— ——dv; =1 — —d 1 — —d
/;oo v —w/k Ovy e oo U1 —w/k Ouy 1)1+€1_I>% w/kte v —w/k Ovy YL
0 1 af, .
+lim R a—f“ cie’ df
e— w—
W ee w vy —

Y

vi=w/k

oo 1 dfo _dfo
—vp| —— Yy 9Jo
v /_oo v —w/k Ovy U1+m8v1

donde VP indica el valor principal de la integral, el cual proseguimos a evaluar ahora.

2 1/2 _ my 9
Gracias al rdpido decaimiento de g—g‘l’(vl) = (%’,:;T) e %*s8T"' podemos escribir esta
1

integral como la suma de dos contribuciones: la integral sobre un intervalo L centrado en
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el origen donde 2 a contrlbuye significativamente y una segunda integral en la vecindad del
punto singular w/ k. Esto es

© 1 f / 1 o, /“/’”6 1 3f
VP —_ _ _
/ v —w/k Ov U= L v —w/k v, dvi + w/k—e v —w/k Ovy By, (P1)dv1

N 1 afO afO /w/k+e 1
_/Lvl—w/k ov 1d 1+8v1( w/k) wih—e V1 —w/k o

la integral alrededor de la singularidad se cancela debido a la simetria del integrando. Como
w/k tiene una parte real grande y el intervalo L no se extiende muy lejos del origen, dentro
de ese intervalo es vélido tomar v; < w/k y entonces

1 k k kK 5 K
—_—x —— 1+EU1+EU1+JU1 .

Por otro lado, el rapido decaimiento de gg 5, tiene el efecto de que las integrales en los intervalos
que resultan de tomar todos los reales y excluir L, i.e. en los dos intervalos disconexos
denotados por R? — L, sean muy pequefias. Esto nos permite tomar al intervalo L como
todos los reales, por lo que tenemos:

| ko k k2 k3 f
VP/ _ 8f0 ——dv, ~ / 14+ —v + —vf + —vf %dvl
v1 —w/k Ou W o w w w v

k[ [k E .\ 0fo
=—— — — —d
w /_Oo (wvl * w3v1) o, *
donde un par de integrales son cero debido a la imparidad del integrando. La integral de

arriba se calcula facilmente recordando la expresién (1.24) para fo y utilizando la funcién
Gamma por lo que se obtiene

d’U1 + 3

[ Of K K EsT
v —w/k Ovy w? w* m;

Con esto, la relacién dispersién (1.25) es aproximadamente

2
Cs

B K2k kgl .afo
14 A3R2 wt

5 +3 +img(w/k)] (1.26)

w* m;
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Recordamos que se ha considerado el caso de iones frios en comparacion de los electrones y
que ademas nos interesa A\pk < 1. Si despreciamos el término que contiene a la temperatura

de los iones en la relacion de dispersion, tendremos
2
CS

1+)\2k2

— ( /k)] (1.27)

De lo anterior aparentemente resultard una frecuencia que tenga tanto parte real como
imaginaria; esto modela el efecto de transmisién de ondas que a la vez son amortiguadas o
excitadas, dependiendo del signo de la parte imaginaria. Mas adelante veremos de forma
explicita que si los iones estan a una temperatura mucho menor que los electrones, entonces
ocurrird un amortiguamiento practicamente despreciable y el responsable de este efecto es el

término de arriba que es proporcional a g—g‘l’(w /k). Una manera répida de notar la magnitud

de este térmnino es ver que se trata de la pendiente de una funcién Gaussiana, fo(vl) dada
por (1.24) en un punto w/k que es del orden de ¢; y por lo tanto es mucho mayor que v;, la
velocidad términca de los iones. De ello se sigue que dicha pendiente es muy pequena y bajo
estas condiciones es razonable despreciar la contribucion de dicho término. Si se hace esto
se recupera la relacion de dispersion para el caso de ondas de densidad idnica en ausencia de
campo magnético, con iones frios y electrones calientes

2 k2
1+ A2 k2
y que habiamos encontrado antes de forma directa a partir de las ecuaciones de movimiento
en la Secciéon 1.3.

Hemos visto que el término imaginario adicional en (1.27) es el causante de la disipacién
de Landau. Deseamos encontrar una expresion que nos cuantifique este efecto. Como el
término responsable es de magnitud pequena, trataremos a (1.28) como una primera aproxi-
macién a la frecuencia de las ondas (que hasta este orden de aproximacién no presentan
amortiguamiento) y obtendremos una correccién sobre este primer término que incorpore el
efecto deseado. Tomamos w = wy + dw en (1.27), donde wy es la primera aproximacién dada
por (1.28) y dw es la correccién deseada, tenemos

Wi = (1.28)

2 [ 2
R )
e | (wo + dw)? o v, (wo/k)]

2
“o

k2

k2 0fo
wi + 2wdw o "o, Bv, /)

22

“ wo(l ) )+zal(wo/k> =12 O O 0 1k)

despejando se tiene

W 8f0
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y entonces,

7w f
w:w0+25k_ga—£?(w0/k) (1.29)

Notamos que la parte imaginaria de w es negativa (ya que g—g‘l’(wo /k) < 0) por lo que
efectivamente representa un amortiguamiento de las ondas de densidad iénica. Usando la

__mq 2

. 1/2
L4 . v .
expresién fo(vy) = ( g ) e %8Ti ' y aproximando a wy como czk excepto en el expo-

27TkBTi
nente encontramos

1/2 2
T Wy m; 2 my _ mi @
dw R —i—— e kBT K

2 k3 271']{7371' kB,Tz
. 1/2 T

~— 1 WkB T€2 e_ 2’1;‘1 1+)\1'DZ k2 N O,
2\ 2m; Tz‘3/ 2 T, /T;—00

por lo que la disipacién es minima cuando 7; < 7.
De las ecuaciones (1.21) y (1.24) es claro que la disipacién de Landau estd relacionada
con las particulas (iones en este caso) de la distribucién que tienen una velocidad cercana

a la velocidad de fase de la onda, ya que aparece el factor g—f‘l’(wo /k). A estas particulas se
les llama resonantes y por moverse a una velocidad cercana a la onda pueden intercambiar
energia de manera muy efectiva con ella. Esto ocurre de la siguiente manera: las particulas
ligeramente maés rapidas que la onda pueden cederle energia, mientras que aquéllas que
se mueven un poco mas lento la extraen. Como en una distribucién Gaussiana hay mads
particulas lentas que veloces, mas iones seran acelerados por la onda que aquéllos que le
proporcionen energia y por ello la onda se amortigua.

Wk V, wk v,

Fig. 1.11: Modificacién de la condicién inicial fo(v1) en ¢ = 0, mostrando la transferencia de
particulas de un lado al otro del punto v; = w/k.

Como resultado de esto, al ver a la distribucién f(x, v,t) como funcién de v; evolucionar
en el tiempo, tendra el valor fo(v;) en ¢t = 0 y después estard dada por f(x,v,t) = fo(v) +
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f(z1,v1,%). Sinos fijamos en la pendiente en el punto v; = w/k, inicialmente tendra un
valor negativo, como se ve en la Fig. 1.11; sin embargo, poco a poco tendera a aplanarse
e incluso posteriormente a cambiar de signo, ya que se transfieren particulas de la zona
inmediatamente antes de w/k a la regién inmediatamente mayor que la velocidad de fase,
todo ello a expensas de la onda. Una condicion inicial Gaussiana podria modificarse hasta
verse algo como en la Fig. 1.11.

De aqui se observa que la disipacion de Landau no constituye un proceso irreversible,
ya que en la funcién f(x,v,t) queda registrado el intercambio de energia entre la onda y el
resto de los iones; se obtendra algo como en la Fig. 1.11. Esto queda maés claro al considerar
la generacion de una disipaciéon de Landau negativa; es decir, que la amplitud de la onda
crezca en lugar de amortiguarse. Para que esto ocurra, se requiere g—g‘;(wo /k) > 0, por lo
que se tiene una distribucion inicial fuera de equilibrio. Esto es posible de realizarse en el
laboratorio al inyectar particulas veloces en el plasma, se observara entonces que se generan
oscilaciones en la densidad que se propagan ondulatoriamente.

Escribimos ahora a la relacién de dispersién (1.25) en términos de la llamada Funcion de
Dispersion del Plasma, como se acostumbra en trabajos de este tema. Usamos la velocidad
térmica de los iones del plasma, v; = 1/2kgT;/m; para adimensionalizar la velocidad en
direccién z1, vy, por lo que en la relacién de dispersién (1.25) se hace el cambio v; = v;s,
quedando

62 * 1 af()
1+)\2Dk2/ v;8 —w/k Ov (vis)vids

— o0

My 2

. 1/2
’ . — 2 /02 2
Como ademds fy(vy) = (%Zbﬁ) e BT = Wl/l%ie vi/v = ﬁ%ie s° entonces

202 1 * 1 d
1= CS/SZ 3 1/2 / = —e_szds.
L+ Apk?m o0 § T gy ds

Finalmente, se integra por partes con la finalidad de eliminar la derivada dentro de la integral

1= Cf/g? ! /OO ! 2efszds = cf/q;f ! /OO ! Qe*Sst,
1+ k2 a2 J_ (s—i> 14+ X3 k27l/2 J_ (s =)
kv;

con la nueva variable { = k% En textos de Fisica de Plasmas es usual escribir lo anterior
€omo
— Cg//l;zz i 1 /OO 1 6*82d8 — cg/z? ZI(C).
14+ Mk2d¢n'/? J_os—C 1+ A4k2

Donde se ha introducido la nueva funcién

11
Z(C):Wl/Q/_ooS—Ce ds
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a la que se llama la Funcion de Dispersion del Plasma. Con estas definiciones, la relacién de
dispersién (1.25) toma la sencilla forma

27,2
c: v
1=—"_7'). 1.30
El célculo realizado anteriormente a partir de la relaciéon de dispersion para hallar una
expresion que cuantifique la Disipacion de Landau, se puede obtener de esta nueva forma al
considerar simplemente ¢ > 1, ya que se tienen iones frios y por lo tanto v; es pequena.
En ese limite es conveniente usar

~iplf2e—¢* _ L 13
Z(() ~im /e C{1+252+4C4+ }, (>1
que se encuentra en cualquier libro de Fisica de Plasmas, por ejemplo [5]. De ello se obtiene
el mismo resultado que antes, ecuacién (1.26), por un procedimiento considerablemente
abreviado.

Se ha mencionado en repetidas ocasiones que la existencia de ondas de densidad iénica
s6lo es posible cuando la temperatura de los iones es mucho menor a la de los electrones.
La expresion encontrada antes para la Disipacion de Landau en ese caso muestra que existe
un amortiguamiento que se hace pequeio si 7./7; > 1. Sin embargo, con la introduccién
de la funcién Z({) se hace muy sencillo considerar el caso complementario: jqué ocurre si
las temperaturas de iones y electrones son comparables? Veremos que en ese caso no existen
soluciones del tipo de ondas viajeras y cualquier perturbacién es atenuada rapidamente y
por completo.

Supondremos que T, ~ T; y que ambas de ellas son altas, de manera que al igual que antes
podamos suponer que los electrones obedecen una distribucion de Boltzmann y esto simplifica
el desarrollo. Una manera de cuantificar esto es tomar e¢/(kgT,) ~ ep/(kpT;) < 1, como
se habia hecho antes para los electrones. Partimos de la relacién de dispersién en la forma
(1.30) y usamos la expansién para Z(() en el caso ( < 1. Esta es

2C2  4¢t

Z(C)ziwlﬂeC2—2C{1—?+E+---}, (<1

la cual se puede encontrar nuevamente en [5]. Con lo anterior, Z'({) al orden lineal en ( es
Z'(¢) ~ —2int?¢ — 2 (1.31)

y la primera aproximacion de la relaciéon de dispersién es

2 Jv? 2 /v? 2 /v? w
1= 8l & gl —8L70  (_9inl/20 9y — _ 8/ % [ _9,21/2 % _ 9
T+l ©) 1+ng2( i =2) T+2k2\ " ’
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recordando que ¢ = w/(kv;). De lo anterior se obtiene una aproximacion a la frecuencia w

w a0 (U—2(1+/\2 k2)+2> (1.32)
T ont2 \ 2 b '

y se corrobora lo antes mencionado: dado que la cantidad de arriba es puramente imaginaria,

a primer orden no habra ondas viajeras. La Disipacién de Landau en este limite es demasiado

intensa y atenta la onda por completo.

Como en el primer caso calculado, el de iones frios y electrones calientes, encontramos
ahora una correccién a la primera aproximacion obtenida. A la aproximacion de primer orden
(1.32) la llamamos w = iw, y ahora encontramos una correccién de la forma w & iwy + dw.

Para ello, consideramos ahora una aproximacién a Z'({) hasta segundo orden. Esta es:

Z'(¢) = —2im'/2¢ — 2 4+ 4¢2.
Usando el valor (1.32) de wy y la aproximacién anterior, la relacién de dispersién es ahora

Wy + 0w

wo + Ow
o220 9 — Z1(¢) v —2iml2¢ — 2 4 4C% = —2ip YR T 91y 2
™ €) im ' ¢ —244¢ i o + 4( o )
i1/ + ow o4 4(—w§ + ino(sw)‘
kv, k2v;
Despejando a dw encontramos
5 i 4w i 2w (14 4wy 2w
w R = ) :
_27]2;{2 _ :;;}02 kv 1-— Wfﬁ‘;’zv_ w2k, m2ky,; ) w2k,

La primera aproximacion a la frecuencia w después de la correcciéon es

4(4)0 ) 2&)3

~ Sw = i (1
w R 1wy + 0w zwo-i-z( +7r1/2/~wz~ Yy

con wy = 5% (%(1 + A4 k?) + 2).

Vemos que tanto la primera aproximaciéon como la correccion a ésta son puramente imag-
inarias. Esto establece que no hay posibilidad de ondas viajeras, cualquier perturbacién es
atenuada hasta su aniquilacién total. La generaciéon de ondas de densidad idmica sélo es
posible en el caso en que los iones tengan una baja temperatura y los electrones tengan una
alta; especificamente, se requiere e¢/(kgT.) < 1y T; < Tp.

Mencionamos finalmente que el tratamiento de esta seccién constituye la llamada disi-
pacién de Landau lineal, ya que existe una contraparte no lineal cuando se tienen amplitudes
mayores en las perturbaciones. En este caso la amplitud de la onda no decae de manera
mondétona sino que lo hace oscilatoriamente; un tratamiento mas extenso puede verse en [6],

(7] y [12].
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1.5 Deduccion de la Ecuacion Zakharov-Kuznetsov

En esta seccién veremos que las ondas de densidad que se producen en un plasma en la
presencia de un campo magnético uniforme e intenso obedencen a la ecuacién Zakharov-
Kuznetsov (ZK). Esto lo haremos siguiendo el procedimiento perturbativo dado por Infeld
en [15] y [17].

Si se desea obtener una ecuacién de ondas no lineales que posea solitones como soluciones,
es fundamental comprender que la comparacion de 6rdenes de magnitud entre las diversas
cantidades, como son la velocidad en cada direcciéon cartesiana, el campo magnético, la
amplitud (es decir la magnitud de la densidad) son desconocidas a priori. En pocas palabras,
las magnitudes que deben tener las cantidades antes mencionadas para obtener ondas de
forma permanente son desconocidas. Es por ello que en un método perturbativo como el que
se desarrollara, las potencias de la expansion no pueden escogerse arbitrariamente, sino que
deben dejarse libres para su futura determinacion. Esto se hace utilizando un sélo argumento
de no linealidad y dispersion, el cual es comun para este tipo de estudios: se exige que los
términos no lineales sean del mismo orden que los términos dispersivos. Se tiene ademas una
guia proporcionada por trabajos anteriores: es razonable buscar términos que reproduzcan
aquéllos de KdV ya que es sabido que esa ecuacion tiene como soluciones el tipo de ondas
en las cuales estamos interesados. Es decir, se busca que aparezcan términos como U, y
uug. El primero tendra un efecto dispersivo, mientras que el segundo es no lineal y tiende
a producir un colapso o rompimiento de la soluciéon. Nuestro interés radica en una ecuacion
que tenga soluciones con forma permanente por el balance entre no linealidad y dispersion,
por lo que es natural exigir que estos términos se balanceen al tener el mismo orden.

Las ecuaciones de movimiento son:

2_7; +V-nv=0, (1.33a)
ot m; cm;
V2 + dme(n — nget?/*87e) = 0, (1.33c)

donde n y v son respectivamente el numero de iones por unidad de volumen y su velocidad,
las cuales son funciones de tres variables espaciales (z,y, z) y del tiempo ¢. Adicionalmente,
e es el valor absoluto de la carga del electrén, m; es la masa de los iones, ¢ la velocidad de
la luz, ¢ es el potencial eléctrico, kg la constante de Boltzmann, 7, la temperatura de los
electrones, ng es el valor en equilibrio de la densidad iénica y B = Bx el campo magnético,
usamos X para el vector unitario en direccion x y B es constante. Como en la mayoria de
las deducciones de este estilo, pasaremos del conjunto de ecuaciones (1.33) a uno que sea
completamente adimensional, algo que facilitard mucho las manipulaciones. Siguiendo la
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costumbre en fisica de plasmas, definimos las constantes

eB . . , . . .
Q, = , frecuencia de cilcotrén o girofrecuencia de los iones,
cmy;
drnge?\ " .
w; = , frecuencia ionica del plasma,
m;

tal como se habia hecho desde la seccién anterior.

Tomando entonces un campo magnético uniforme B = BX y haciendo los cambios x —
Apx, t = w™'t, v = ¢,v, & = kgT.¢/e y n — ngn, nos queda el conjunto de ecuaciones
adimensionales

on

o +V-nv=0, (1.34a)

ov .
5, TV VvV Ok x v =0, (1.34b)
Vi —e?+n=0, (1.34c)

donde la constante adimensional {2 es la razén de la girofrecuencia a la frecuencia de los
iones del plasma, i.e. Q = Q;/w;. Mediante unos segundos cambios, es posible eliminar dicha
constante. Hacemos ahora t — Q ', x - Q7'x,n - P®ny ¢ — ¢+ 2InQ en (1.34),
quedando asi

Z_Z +V.-nv=0, (1.35a)
ov .
E—i—v-VV—f—V(b—l-xxv:O, (1.35b)
V2 —e® +n=0. (1.35¢)

La relacion de dispersién del conjunto de ecuaciones (1.33) se ha encontrado antes y es:

k2+1:k_g+M
w? wQ_QQ'

Estamos interesados en el tipo de ondas de densidad i6nica con longiudes de onda largas que
surgen en presencia de un campo magnético intenso. Hemos visto antes que esta situacion
corresponde a tomar 2 > w y k < 1 de manera que la relacién de dispersion se vuelve
2 2 2
k k, + k;

2 ~ =
R B
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o bien

/{2
2
1+ k2 Q72 (k24 K2

~ k2 (1—k — Q72 (k+ kD))
Finalmente, la frecuencia de oscilacién w es aproximadamente

1 1 _
w =~ ky (1 — Eki — 5(1 +Q7?) (k2 + ki))
como se obtuvo en la seccién 1.3.
Con estos resultados, en el caso de campo magnético intenso y longitudes de onda largas,
los modos normales e’#*#¥%) tienen una fase
1

1
o(x,t;k,w) =k -x —wt = k,x + kyy + k2 — ks (1 — —kfc -5+ Q%) (k; + k§)> t

1
:km(x—t)-l—kyy—i-kzz—i-kz( k2 + (1+Q )(k§+k§))t,

de manera que en un sistema de referencia que se mueve con velocidad unitaria en la direccion
positiva del eje x, la frecuencia de oscilacion es @ = —k, (342 + 5(1 + Q%) (k2 + k2)).

Se hace ahora un cambio de escala que deje de manifiesto que estamos interesados en
longitudes de onda largas, i.e. k¥ < 1. Escalamos los nimeros de onda de acuerdo a k, =
2k k, = eAyk?'/ y k, = €k’. Donde la potencia de 1/2 en el cambio de escala de k, se
toma sé6lo por simplicidad. Determinaremos a A, y A, requiriendo que la nueva frecuencia
w' sea un escalamiento de la original, de manera que esta nueva frecuencia sélo dependa de
k' y no de e. Haciendo los escalamientos se obtiene

1

1
o =Pk (x—t) + Mkly + kL2 + €7k, <§k'z2 + 5(1 + Q) (EN TR + 62’\“_1k;2)> t

y esto nos sugiere tomar A\, = A\, = 1/2, de manera que en un sistema de referencia que se

mueva a velocidad uno en direccién de z positiva (para eliminar el término combinado = —t)
la frecuencia se escala de acuerdo a w'(k') = €¥/2@. La fase es ahora

1 1
¢ =Pk (x—t)+ e PkLy + €°kLz + K, <§kf + 5(1 +Q7?) (K2 + kf)) t;

cambiandonos al sistema de referencia mencionado antes, hacemos los cambios de variables:

6 = 61/2($ - t)a
n =€y,
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¢ =¢€l?,
=
y podemos escribir las reglas condensadas
0y =20,  0,=¢7%0,, 8,=¢"%0, 0 =0, — %0,

Con estos cambios de variable, el conjunto de ecuaciones (1.35) queda

63/22_/”/ — 61/22—7; _|_ 61/2V MV = 0, (1.36&)

T

63/23_: _ 61/2‘3_2 + v . Vv+e?Vop+xxv=0, (1.36b)
eV2p —e? +n =0. (1.36¢)

Donde el operador V denota derivadas con respecto a las nuevas variables espaciales (&, 7, ().
Ademis, la direccion z y la & son la misma, la diferencia radica en que un eje coordenado
se mueve con respecto al otro, ocurriendo los mismo para las parejas y y 1, asi como z y (.
De ello se sigue que x = {-C y apuntan en la direccién positiva de x o de &, que es lo mismo.
Tendremos también por la antes mencionado y =% z = f . El conjunto de ecuaciones (1.36)
tiene la solucion trivial n = 1,v = 0y ¢ = 0. Perturbamos alrededor de la solucion de
equilibrio, de acuerdo a

n:1+€pnn(l)+...’

¢=epM ...
vgzepﬁvél)—k---,
UHZEPLU,I(II)"i_"‘,
’UCZGPJ"Uél)_}"",

que son los términos de orden menor. Anticipamos que el desarrollo de las velocidades en 7
y ¢ tendran las mismas potencias de € ya que existe simetria con respecto a ese intercambio.
Es necesario determinar las potencias de la expansién, asi como las potencias de los términos
sucesivos.

A partir de (1.36¢) y usando e? ~ 1 + €2 ¢{!) obtenemos al orden menor

donde los puntos suspensivos denotan términos de orden mayor. Claramente el término
e'tPe V29 es también de orden mayor que los otros dos y entonces es necesario pedir que
Pn = Pg Para que no se obtenga una solucién trivial. De este andlisis se sigue que

) = g0,
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De la ecuacién vectorial (1.36b) se obtienen en realidad tres ecuaciones, correspondientes
a las direcciones &, n y (. En direccion £ se obtiene la ecuacién

ov ov ov ov ov 0¢
3/2YY¢ 1/2YY¢ 1/2 & ¢ £ 1/2 =0.
¢ or ¢ 0¢ ¢ (U o€ Ty on e ¢ ) ¢ o0&

Al introducir la expansién en potencias de € se obtiene que el primer término de arriba
comienza en la potencia €3/217¢ el término entre paréntesis tendra términos proporcionales a
€'/2420¢ y €l/2+petp1 En cambio el segundo término comienza en la potencia €'/2*7¢ mientras
que el dltimo comienza siendo proporcional a €'/2tP para no obtener una solucién trivial
pedimos que estos términos sean los de menor orden, entonces ps = p, y también

L
0c "o -

Si integramos lo anterior y notamos que en el infinito las funciones poseen su valor de
equilibrio se obtiene

o0 oD — g,

Informacion adicional resulta de considerar las ecuaciones resultantes en la direccion n y
¢. En direccién n, (1.36b) tiene el aspecto

ov ov ov 81} 31} 0¢
3/20Un _ 1729Un | 12 n Oty n 1290 _ . _ .
o € o€ ¢ <v§ o€ 8{ ) ¢ on v

Una vez mas, al considerar cuidadosamente la expansién en potencias de € de las funciones
de la ecuacion de arriba y evitar soluciones triviales, se llega a que los dos ultimos términos
son del mismo orden, 1/2 + ps = p,, entonces

08V ) _
—v =
ap ¢
El andlisis en direccién ¢ es completamente andlogo. De ello se obtiene nuevamente 1/2+4py =
pL y también

oM
¢ + v,(ll)

Esto nos ha dado ya varias ecuaciones y relaciones entre las potencias de € de las distintas
funciones. Usando estas relaciones y considerando los términos subsecuentes escribimos las
expansiones como

=0.

n=1+en" 4 emn® ...
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¢ =M + 0@ ...
ve = epvél) + 605’[)22) e
vy = €p+1/207(,1) + 6ruU7(72) N
ve = e”“/%él) + e”v?) NE

pidiendo naturalmente que la potencia de ¢ aumente de un término al siguiente.
Consideramos a la ecuacién (1.36¢) con la nueva expansién. Esto es

eV2(ePpM) + €70 pP) — 1 — g — 0@ — (€2P¢(1)2 + 2Pt g (D) 4 206 ¢(2)2)

1
2
+ 1+ 4 emn@ 4 ... =0.
Mediante unas cancelaciones y derivando en £ se obtiene
ep+lv2¢él) + G%HVQ(ZS?) _ 60¢¢§2) _ €2p¢(1)¢§1)
=70 (6000 1 60g) + 09D e =0,

olviddndonos de términos de orden mayor. Notamos entonces que aparecen un par de
. - - 1
términos que son familiares, ya que aparecen en la ecuacién KdV, estos son'? V%é) y

gb(l)qﬁél). El primero tendrd un efecto dispersivo, mientras que el segundo es no lineal y
tiende a producir un colapso o rompimiento de la solucién. Dado que estamos buscando una
generalizacion de KdV a més dimensiones y por ello estamos interesados en una ecuacion que
permita la ocurrencia de ondas con forma permanente debido al balance entre no linealidad
y dispersién, es natural exigir que estos términos se balanceen al igualar sus 6rdenes. Este es
el argumento no lineal fundamental en la deduccién de la ecuacion: los términos no lineales
deben ser del mismo orden que los términos dispersivos; en particular es razonable buscar
términos que reproduzcan aquéllos de KdV ya que es sabido que esa ecuacién tiene como
soluciones el tipo de ondas en las cuales estamos interesados. De esto resulta que 2p = p+1
y entonces p = 1. De hecho es de notar que de los términos restantes, los de menor orden
son

s V2¢§1)’ €79 (/522)’ 62p¢(1)¢§1), € n?),
por lo que pedimos
epHVQ(;Sg) — e”d’qﬁ?) - 62”¢(1)¢g) + e”"ng) = 0;

es decir, 0, = 0, = 2. La anterior ecuacién en forma extendida (después de integrar una
vez) es

V260 — 6@ _ %(ﬁu)z +n® — 0.

13Este término dispersivo en realidad generaliza al de KdV en tres dimensiones.
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Ahora nos fijamos en la ecuacién (1.36b), a lo largo de la direccién . Con la expansién
dada antes (usando que p =1y o, = 04 = 2) queda

/%9, (ev Yy 6”§vé )) ) ( + 6"‘51)(2))
L2 (( M) 4 e )8 + (70 + @) 8, + ( 32y{) 4 iy ) a() (6% )y eagv(Q))
+ €'/20; (egb +e€ ¢(2)+---:O.

Antes se encontré que ¢(V) = vél), y por esto

¢3/20, (ev,g + e"ﬁvg)) — /oy vf)
L2 (( (1 )+60§v )6 + (e 3/21)%1) +e“v§2)) 0, + (e ( 3/2,, (1) _|_€uv )84) ( )+60§U(2))
+ 2060 1o =)

5/2

Pedimos que el término €'/2to¢ 651)?) tenga orden €”/“, de donde o¢ = 2 y entonces

(1) (2) (1)
Ovg B ovg oy Ovg N 0 0
or o€ ¢ o o€ '

En direccién 7 tenemos

2. (63/2 (1) 4 cou gz)) €129, (e /21)51) i GULUS))

+ €'/ ((evél) +e vg) O¢ + (63/21),(71) + e‘”v,(f)) Oy + (63/2Ué1) + EUJ‘U?)) 6¢) (63/21),(71) + e”v,(f))
+ 61/28,, (egb +2¢®@ ) — 63/2Ué1) — e”v?) +---=0,

. 1 , .
si usamos 6,,(15(1) = vé ) para cancelar un par de términos, tenemos

3129, (63/2 (1) 4 oy, (2)) _ 1/28 (63/21)7()1) _}_GULUS))

+ €l/? ((evél) + € vg ) Oe + (e 3/21)%1) + e”v,(f)) Oy + (63/2Ué1) + e”v?)) 64) (63/2’1)51) + e”vf))
+ 29,0@ — e”vg) +---=0.

De donde se observa que es imperativo que o, = 2 y entonces

61)7(,1) 2)
o€ + v = 0.
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En direccién ¢ la situacion es muy similar; se obtiene igualmente o, = 2 y de ello

W
Ove” @
o "

Se han encontrado todas las ¢’s, esto permite escribir la expansién perturbativa como

n=1+en™4+&n® ...,
é=edpM 2P ...

Vg = evél) + €2Ué2) + e,

vy = 63/21},(71) + 621),(72) +e,

v = 63/2Ué~1) + e2vé2) +ee

en el caso de las funciones n, ¢ y v¢ vemos que las potencias de € avanzan una unidad de un
término al consecutivo; mientras que en el caso de v, y v¢ avanzan media unidad.

Falta inicamente considerar las ecuaciones resultantes de (1.36); usando las expansiones,
tenemos que

320, (1+ en + 62n(2)) — €20, (1+ en + 6277,(2))
+e/?v . (1 +en® + eZn(Q)) [(evél) + 621)?)) é-l— (63/21),(71) + 621)£2)) N+ (e?’/%él) + eQUéZ)) é] = 0.
A orden €%/? se tiene que
on(t) B 87)21) _ 0
o¢ 23 ’

esto, en conjunto con las condiciones de que n{V) y vél) se anulan al infinito implican:

Uél) =W

que no es en realidad nueva informacién ya que se obtuvo anteriormente.
A orden €? se obtiene una ecuacién que no es de utilidad y por ello no se muestra. A
orden €2 tenemos

on _on® G on w o

ar o " Tae T e e T ac

Presentamos ahora el conjunto completo de ecuaciones que utilizaremos en lo subsecuente

o) = 6 = p0), (1.37a)
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a¢(1) (1)
=, (1.37b)
o
agg _—0) (1.37¢)
M
agg - (1.37d)
av(l)
6_4f e (1.37¢)
V20 — ¢® _ %(/5(1)2 4+ n® =0, (1.37f)
an® @ an® P 9®
_ o () ; U ¢ _p 1.37
or o " e Tee T am T ac (1.37¢)
OO PO (2)
e P e 007 (1.37h)

ar o9 ¢ of o€

Manipularemos las ecuaciones obtenidas a los diversos érdenes de € y llegaremos a una
ecuacion diferencial parcial para n(!), ésta serd justamente la ecuacién ZK.

Si derivamos una vez en ¢ la ecuacién (1.37f) y empleamos (1.37a) sobre ella y también
sobre (1.37h) tendremos

onM 962 onM  on®
2007 097 @on’  On

5 5 5 5 =0, (1.38a)
on® v oV 9p@

_ (1) —0. 1.
o e TS T o 0 (1.38b)

Sumando las dos ecuaciones en (1.38) y la (1.37g) se llega a
o™ on® o) gl v
9 9 (1) n ¢ —
o6 T¥ar T e Tan T ac

Combinando ahora (1.37b) con (1.37e) y (1.37c) con (1.37d) se obtiene el par de ecua-
ciones

VQ

(1.39)

92 0?2
) — 2
JEa Uy JEaC v (1.40)

En las tltimas dos ecuaciones podemos escribir n(") en lugar de ¢("), usando (1.37a). El

resultado se utiliza en (1.39) para eliminar 1)7(,2) y v?), llegando a la expresién

on(t) (l)ﬁn(l) 1030 53 §Bp)
+n

or ac T2 e et T aeac v
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que es la ecuaciéon ZK en una forma no estdndar. Hacemos finalmente los cambios n(t) —
2-13p() € 5 2718z n— 248y ¢ — 2Y/52 y 7 — t; obteniéndose

1 1 1

@()+n<1>a—"()+v2a—"( ) =0, (1.41)

ot ox ox
que es la ecuacién Zakharov-Kuznetsov en su forma estdndar. De la tltima expresién se
aprecia que ésta es una generalizacion de la ecuaciéon de Korteweg-de Vries a dos y tres
dimensiones, segun sea la dimensién del operador Laplaciano. Vemos de lo anterior que
nuestra exigencia sobre el orden de magnitud de los términos dispersivos y los no lineales,
ademas de la busqueda del tipo de términos que aparecen en KdV nos ha llevado de forma
natural a una generalizacion de ésta, la ecuacién ZK.

Es de notarse que la ecuacién (1.41) es simétrica en las variables y y z, pero no en la
variable . Esto se debe a que el campo magnético uniforme en la direccién = hace de ella
una direccion privilegiada; mientras que las otras dos son arbitrarias, siempre y cuando se
mantenga un sistema cartesiano.

En esta seccion se ha obtenido la ecuacion ZK para el caso de ondas de densidad de
iones con longitud de onda larga, en un plasma no isotérmico y con un campo magnético
uniforme e intenso. Anticipamos, sin embargo, que la ecuacion ZK aparecerd en cualquier
contexto en donde se tenga una relacién de dispersién del tipo (1.17), en el limite en que la
no linealidad balancea a la dispersién. De esta manera, la ecuacién ZK toma un papel mucho
mas fundamental y eso hace de su estudio algo mucho mas interesante. Esto es similar a lo
ocurrido con la ecuacién KdV: al principio surgié en el estudio de ondas en la superficie del
agua, pero después surgié en muchos otros campos, la conexién entre ellos es la relacion de
dispersién.

1.6 Resultados conocidos sobre la ecuacion Zakharov-
Kuznetsov

En esta seccion presentamos algunos de los resultados mas sobresalientes relacionados con
la ecuacién Zakharov-Kuznetsov (ZK).

En 1974, Zakharov y Kuznetsov en [38] estudian la propagacién de fluctuaciones de den-
sidad en un plasma de dos componentes'?, el cual estd en presencia de un campo magnético
uniforme e intenso. Se supone adicionalmente que sea un plasma diluido y no isotérmico, de
manera que los electrones tengan una temperatura mucho mayor a la de los iones. Obtienen
una ecuacién para las fluctuaciones de densidad con amplitud pequefia que es una genera-
lizacién a dos o tres dimensiones de la celebrada ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV). La

14Ge tiene en este caso iones de una sola especie y electrones.
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ecuacién en su forma estandar se escribe

ou ou

ot ox ox (142)
donde el campo magnético tiene direccién paralela a x. Tomando el operador laplaciano en
el nimero de dimensiones deseado, se tendra una generalizacién a KdV. De ello se sigue que
la solucién tipo solitén de KAV serd también solucién de ZK, es decir

u(z,y, z,t) = 120> sech? (n(z — z0) — 41°t) (1.43)

es solucién de (1.42) y en el contexto de tres dimensiones se interpreta como una onda plana.
La anterior es la tnica solucién del tipo de onda solitaria que se conoce para dicha ecuacién,
en particular, no se tienen soluciones que representen ondas solitarias localizadas, ya sea en
dos o tres dimensiones. En ese mismo trabajo, utilizando el teorema de Liapunov los autores
prueban la estabilidad para ondas tipo solitén con simetria radial que decaigan en las tres
direcciones espaciales.

Laedke y Spatschek en [21] realizan estudios de estabilidad para ondas planas soliténicas
como (1.43). Se hace esto para el caso de perturbaciones con longitud de onda grande que
son transversas a la direccién de propagacién. Muestran que una onda plana tipo solitén
genera inestabilidades'® si el campo magnético se intensifica demasiado, o si la amplitud se
vuelve demasido pequeiia. Adicionalmente, se encuentra numéricamente que el paso del caso
estable al inestable ocurre de manera continua.

En 1982, Laedke y Spatschek [22] muestran que una onda plana se torna inestable al
introducir una perturbacion periédica con nimero de onda £k < 1 y perpendicular a la
direccién de propagacion. Mediante un desarrollo en potencias de k£ se encuentra una apro-
ximaci6n para la razén de crecimiento exponencial de la perturbacién, (k). Usando métodos
variacionales se encuentran cotas superiores e inferiores para (k). La aproximacién de dicha
cantidad para k£ < 1 concuerda con las cotas encontradas. De la aproximacion y de las cotas
se encuentra que las inestabilidades crecen con perturbaciones largas (k < 1), que (k) tiene
un maximo y que existe un valor de corte k., a partir de donde v < 0 por lo que en este caso
la onda plana es estable. Se prueba la estabilidad en la regién k > k. mediante el teorema
de Liapunov.

Posteriormente, Infeld en [15] obtiene la ecuacién ZK utilizando un reescalamiento espa-
cial uniforme. Se analiza la estabilidad de ondas planas tipo solitén introduciendo perturba-
ciones periodicas de direccion arbitraria y nimero de onda pequeno. Se hace una expansion
en potencias del nimero de onda de la perturbacién, encontrando que para amplitudes
pequenas se genera un angulo alrededor de la perpendicular a la direccién de propagacién

158e introduce un factor de crecimiento de la perturbacién periédica del tipo e7t. Si v resulta positiva, la
perturbacién crece con el tiempo y se dice que la onda es inestable. De manera semejante, la onda resultara
estable si v < 0.
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dentro del cual las perturbaciones generan inestabilidades, confirmando el trabajo [22]. Con-
forme crece la amplitud, este angulo de inestabilidad crece hasta que todas las direcciones
excepto § = 0,7 (con respecto a la direccién de propagacién) son inestables.

Continuando con su anterior trabajo, en 1987 Infeld y Frycz en [16] presentan un estudio
numérico de la estabilidad de ondas planas soliténicas. A diferencia del trabajo [15], ahora
lo hacen cuando la perturbacién posee un nimero de onda arbitrario perpendicular a la
direccién de propagacion. Se compara la razén de crecimiento del andlisis numérico con los
resultados analiticos de [15], asi como con las cotas obtenidas en [22] para esta cantidad.
Ademads, consideran de manera numérica el caso en que una onda plana soliténica con una
perturbacion perpendicular alcanza a una onda del mismo tipo pero que no presenta per-
turbaciones. Se encuentra que después de la colision ambas presentan inestabilidades. Sin
emabrgo, el desarrollo de la inestabilidad de la onda originalmente perturbada es més lento
que en la ausencia de una colisién, aunque eventualmente recupera su razon de crecimiento
original.

La tercera y ultima parte de la serie de trabajos anteriores, [15] y [16], es presentada en
1989 por Infeld y Frycz en [10]. Este es un segundo estudio numérico en el que consideran
perturbaciones a una onda soliténica plana con direcciéon y niimero de onda arbitrarios.

En un segundo trabajo ese mismo ano, Infeld y Frycz muestran en [11] cémo una onda
plana soliténica que ha sido perturbada de forma periddica de manera perpendiular a la
direccién de propagacién decae en un conjunto de solitones cilindricos. Utilizando el teorema
de Liapunov se muestra que los solitones cilindricos que resultan de la perturbacién son
estables frente a dilataciones. Este trabajo es de una importancia fundamental para nuestros
propositos, ya que en las simulaciones numeéricas se obtienen ondas soliténicas cilindricas, es
decir, localizadas en las dos direcciones espaciales.

Esta es una evidencia fundamental de que la ecuacién ZK posee ondas de este tipo y no
solamente ondas planas. Con esta evidencia numérica, el presente trabajo se centrara en la
aproximacion de la evolucion de ondas localizadas en dos dimensiones.

En [18] Infeld y Frycz presentan una generalizacién a las ecuaciones de KP y ZK, las
cuales representan fluctuaciones de densidad iénica en un plasma con campo magnético nulo
y uno muy intenso, respectivamente.

Posteriormente, en [2] Allen y Rowlands muestran que un andlisis perturbativo ordinario
no permite encontrar mas informacién que una forma asintética para (k) cuando k ~ 0. Ata-
cando el problema de manera distinta, utilizan un método perturbativo de escalas multiples
para encontrar una aproximacion a la razén de crecimiento de una perturbacién peridédica
a una onda plana soliténica. Conociendo dos ceros de (k) (entre los cuales 0 < v(k)) se
encuentra el valor de v en esos puntos. Subsecuentemente se utiliza una aproximacién de
Padé en esa regién. La aproximacién obtenida para 7*(k) presenta un error relativo a los
resultados numéricos menor al 0.9%.

En [39] Zhuk y Popov considran el movimiento de un fluido viscoso junto a una placa
vertical caliente. Al tomar en cuenta la conveccion generada en el fluido, muestran que en
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el problema de hallar el campo de velocidades surge la ecuaciéon ZK.

Se muestra que para ondas viajeras en el sentido del campo magnético que decaen al
infinito, se espera un comportamiento a distancias grandes dada por la funcién modificada de
Bessel K'%. Por otro lado, para ondas que viajen en el sentido opuesto al campo magnético
y que decaen al infinito, el comportamiento lejos del origen estd dado por las funciones de
Bessel”.

En el mismo trabajo se analiza la ecuaciéon ZK en su forma estacionaria con dependencia
exclusivamente radial'®, la cual tiene la solucién 8r 2. Mediante un cambio de variable, se
escribe a la ecuacion de segundo orden como un sistema no lineal de primer orden. Anali-
zando el espacio fase correspondiente, se concluye que el comportamiento en cero siempre es
divergente si se pide que ocurra decaimiento al infinito.

Posteriormente, los autores muestran simulaciones numéricas de la ecuacion ZK con
términos no homogéneos dependientes de la posicién. Tomando uno de tipo Gaussiano,
se desarrolla una onda localizada espacialmente que al principio es parecida a la no ho-
mogeneidad. Subsecuentemente, se deforma y presenta maximos adicionales que posible-
mente adopten un comportamiento soliténico. Tomando una no homogeneidad que oscila
senoidalemte en ambas direcciones espaciales, se desarrolla un conjunto de solitones de am-
plitudes aproximadamente iguales que eventualemente se separan y cesan de interactuar.

Finalmente se modela numéricamente la colision frontal de dos ondas localizadas, encon-
trando los cambios bruscos de amplitud y de fase caracteristicos de colisiones de ondas no
lineales.

Hacemos notar que en este trabajo también se obtiene evidencia de la evoluciéon de ondas
localizadas en dos dimensiones, considerando numéricamente la colision de ondas de este
tipo gobernadas por ZK. También se considera de forma numérica a una onda localizada que
se parte en varias mas, al ser gobernada por la ecuaciéon ZK no homogénea.

En [3] Bradley investiga la deriva de 4tomos en la superficie de una delgadisima placa
metalica al aplicar una fuerte corriente. El fenémeno se conoce como ‘Electromigracion
Superficial’*. y se debe a que los electrones colisionan con los 4tomos y los desplazan. Esto
provoca que la superficie de la placa metdlica se deforme y ocurra una propagacién de dicha
deformacion; de igual manera que la gravedad provoca que ondas viajen por la superficie
de los liquidos. En este trabajo, se considera el caso en que la deformacién de la superficie
depende solamente de la direccion paralela al campo eléctrico. Por un analisis perturbativo
en el limite de fuertes corrientes, amplitud de la perturbacién y grosor de la placa pequenos
(en comparacién con el ancho de la perturbacién) se obtiene la ecuacién KdV para la forma

'6Esta tiene la forma asintética Ko &~ \/2-e~" para r — co.

"Esto significa que lejos del origen se tiene un comportamiento dado por una combinacién lineal de
\/ = cos(r —m/4) y /2 sin(r — w/4).

8Resulta de aqui la llamada ecuacién de Emden-Fowler v + fu' = Fu?.

19En inglés ‘Surface Electromigration’ (SEM).
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de la superficie. Las soluciones son ondas que viajan exclusivamente en la direccién del
campo eléctrico y cuya velocidad decrece con la amplitud. Esto debe contrastarse con el
caso de ondas en liquidos poco profundos, donde la direccién de propagacién puede ser hacia
+00 y donde la dependencia entre velocidad y amplitud es inversa a la de [3].

En [33] Sipcic y Benney presentan un estudio de la ecuacién modificada de Zakharov-
Kuznetsov (mZK),

ug + vPug + Vu, = 0,

en el caso bidimensional. Ha sido mostrado que esta ecuacién describe la propagacién de
fluctuaciones de densidad en plasmas, cuando éstas viajan a un dngulo critico de la direccién
del campo magnético. En el presente trabajo se motiva a la ecuacién mediante una relacién
de dispersién a la que se le introduce una anisotropia. En el caso de ondas de densidad
en plasmas magnetizados, la anisotropia es proporcionada por el campo magnético. Se
muestra que en el caso de ondas con simetria angular y que decaigan a cero al infinito, el
comportamiento lejos del origen estd dado por la funciéon modificada de Bessel K, la cual
decae exponencialmente. Por ello, el comportamiento en este caso es del mismo tipo que
para soluciones de ZK que cumplan los mismos requisitos.

Para las soluciones con simetria angular, se hace un andlisis utilizando la analogia
mecéanica de una particula en un potencial conservativo y con un término disipativo?’. Se
escribe la ecuacion como un sistema y se analiza el espacio fase correspondiente. De la forma
del potencial se muestra que las soluciones necesariamente oscilan alrededor de 0 6 +1 con
amplitud decreciente. En el caso de tender a cero, se muestra que existe una unica solucion
que decae exponencialmente y que sea siempre positiva. En contraste, existen un nimero
infinito de soluciones que decaen eventualmente a cero, pero que primero oscilan cambiando
de signo con un nimero finito de ceros (nodos). Estas soluciones son precisamente caracteri-
zadas por el nimero de nodos que presenten.

Para las soluciones con muchos nodos se introduce un analisis por escalas multiples en la
variable temporal. Esto debido a que dichas soluciones poseen la escala de tiempo rapida de
las oscilaciones y una lenta que es la que marca el decaimiento de los maximos de amplitud.
De esto se encuentran cotas para los maximos de amplitud de las oscilaciones, que son en
realidad envolventes superior e inferior a las oscilaciones.

Subsecuentemente se analiza numéricamente la colisién de dos ondas soliténicas concen-
tradas®. Se muestran gréficas de cortes verticales y curvas de nivel a distintos tiempos.
En ellas se aprecia cémo una onda alcanza a otra de menor amplitud. Después de la in-
teraccién, emergen dos ondas son comportamientos contrastantes: una de ellas decae en el

20Para ello se interpreta a la distancia al origen r como si fuera el tiempo.

21Con esto se quiere decir que tienen un maximo de amplitud y decaen al infinito en todas (en este caso
dos) direcciones, siempre con el mismo signo. En inglés, se les llama soluciones tipo ‘lump’, que literalmente
significa ‘acumulacién’ o ‘protuberancia’.
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tiempo, mientras que la otra crece rapidamente en amplitud hasta generar una singularidad
en tiempo finito. Se tiene también el cambio de fase tipico de la colisién de ondas no lineales:
después de la colision, ambas ondas se encuentran en una posicién distinta a la que estarian
en ausencia de interaccién.

Este estudio numérico por lo tanto también muestra el comportamiento de ondas locali-
zadas en dos dimensiones y motiva el estudio de las mismas.

En [26] Moussa utiliza métodos de dlgebra de Lie para encontrar soluciones exactas a
la version bidimensional de ZK. La primera de ellas es una onda plana soliténica del tipo
(1.43), pero generalizada a cualquier direccién

w(z,y,t) = 12(n; + n3) sech® (ni(z — z0) + n2(y — o) — 4m (] + 73)1),

la cual es una onda plana viajando en direccién (ny,72) y que podria haberse hallado por
inspeccién de (1.42) y (1.43). Las otras dos soluciones obtenidas son

_x—cly—CQt—i-c?, _r—aytc

U(l’,y,t) - t+ Cs + co y U(l’,y,t) - fa

pero tienen la desventaja de no decaer de forma adecuada cuando z,y — 4o00. La extensién
de cualquiera de las tres soluciones anteriores a la version tridimensional de ZK se puede
hallar por inspeccién.

En [4], Bradley estudia el caso de electromigracién superficial en el que la forma de la
superficie depende tanto de la direccién paralela al campo eléctrico como de la transversal,
generalizando su trabajo anterior [3]. Nuevamente aplica un andlisis perturbativo bajo las
condiciones limite requeridas en [3], llegando a un par de ecuaciones diferenciales acopladas
para el potencial eléctrico y la forma de la superficie. Una de las ecuaciones del sistema
tiene una fuerte semejanza con ZK, excepto que el acoplamiento con el potencial introduce
términos adicionales. Si en este sistema se supone independencia de la coordenada transver-
sal, se recupera el caso de su trabajo anterior y la superficie satisface entonces KdV.

Adicionalmente, en este trabajo Bradley analiza la estabilidad de una onda plana soliténica
en este contexto. Para esto, se aplica una perturbacion periddica con longitud de onda
larga de manera perpendicular a la direccién de propagacién y se afiade un factor de cre-
cimiento €, al igual que en los trabajos anteriores de Laedke-Spatschek, Infeld-Frycz y
Allen-Rowlands. Mediante un anélisis de escalas miltiples muy similar al de [2] se muestra
finalmente que la onda plana es inestable ante perturbaciones perpendiculares.

Resumimos ahora los resultados mas relevantes que conocemos que han sido encontrados
para la ecuacién ZK. Se cuenta con lo siguiente:

(i) Gran parte de los trabajos se han concentrado en la estabilidad de la onda plana que
es solucién de ZK. Al introducir una perturbacién periédica perpendicular a la direccion
de propagacion se encuentran inestabilidades cuando la perturbacién posee una longitud de
onda larga y de manera inversa la onda es estable ante perturbaciones con longitud de onda
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corta. Se consideran también perturbaciones peridédicas en otras direcciones y con longitud
de onda larga. Para ciertos dngulos estas perturbaciones generan inestabilidad de la onda
plana.

(i7) Se ha visto que la ecuacién ZK, o una modificacién de la misma, aparece en otros
contextos. Enfatizamos ademds la ocurrencia de la ecuacion mZK, la cual posee una no
linealidad distinta que ZK y motiva la consideracién de términos no lineales mas generales.

(i7i) La evidencia numérica muestra que la ecuacién ZK posee estructuras coherentes
en dos dimensiones (ondas localizadas) pero enfatizamos que no se cuenta con soluciones
explicitas para ondas de este tipo hasta este momento. Se tienen también soluciones numéricas
para las ecuaciones ZK no homogénea y mZK que consideran colisiones de ondas localizadas
en dos dimensiones. Por supuesto que una soluciéon exacta tampoco se ha encontrado en
estos casos.

De lo anterior se desprende que la dindmica de ondas localizadas o estructuras coherentes
es desconocida e interesante de estudiar. En particular, es importante conocer las situaciones
bajo las cuales una estructura coherente gobernada por ZK adquiere una forma permanente
(punto de equilibrio), decae a cero o bien crece indefinidamente en amplitud, obteniéndose
una singularidad en este ultimo caso.

En las soluciones numéricas hechas en el trabajo de la ecuacion mZK, donde el término
no lineal es del tipo u?u, en lugar del término uu, que posee ZK, se observé la evolucién
de dos estructuras coherentes al colisionar. Esto nos empuja a considerar en la Seccién 2.4
la evolucién de ondas localizadas para una ecuacién que posea un término no lineal que
generalice a los de ZK y mZK, esto es, considerar un término no lineal de la forma u”u, con
p > 0.
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Capitulo 2

Soluciones Modulacionales en dos
dimensiones

2.1 Evidencia numérica

En la presente secciéon mostramos lo que resulta de resolver numéricamente a la ecuacion ZK
en la forma

Uy + 6Uly + Uggy + Ugyy = 0, (2.1)

lo cual fue hecho por el doctor N. F. Smyth. Hacemos esto con el prodsito de observar el
fenémeno que resulta y posteriormente entender lo ocurrido.

En el primer caso, se resuelve (2.1) con condicién incial ug(z,y,0) = 0.5¢~%-0%(
y se sigue su evolucién hasta llegar a ¢t = 15. En la Fig. 2.1 se muestra la condicién incial,
mientras que en la Fig. 2.2 se muestra el resultado después de quince unidades de tiempo.
Adicionalmente, en la Fig. 2.3 se muestra el corte en el plano y = 0 de la solucién numérica
en t = 15.

De las Figs. 2.2 y 2.3 vemos que después de transcurrir quince unidades de tiempo se
tiene una estructura coherente que se lleva la mayor cantidad de la masa incial y que ha
avanzado una distancia del orden de veinte unidades en direcciéon z. Notamos también que
su amplitud ha crecido a partir de 0.5 hasta alcanzar un valor cercano a 1.2 y que esta
estructura se ha vuelto més angosta. Por otro lado, vemos que cierta parte de la masa se
ha quedado atras formando una estructura mas compleja que en su mayor parte tiene baja
amplitud; a esta estructura que se forma de la masa cedida por la estructura coherente se
le llama radiacién. Una caracteristica fundamental de dicha radiacion, que es evidente de la
Fig. 2.2, es que solamente se forma en una cierta regién detras de la onda acampanada y
que fuera de esa regién la soluciéon numérica tiene un valor muy cercano a cero.

En un segundo caso, se resuelve (2.1) con condicién incial ug(z, 7, 0) = e~005((@=40)°+4%) ¢
igualmente se sigue su evolucién hasta llegar a t = 10. En la Fig. 2.4 se muestra la condicién

z—40)2+y?)

93
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Fig. 2.1: Condicién inicial de la simulacién numérica ug(z,y,0) = 0.5 00(z=40)"+y")
Cortesia del doctor N. F. Smyth.
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Fig. 2.2: Simulaciéon numérica después de 15 unidades de tiempo, comenzando en t = 0 con
uo(z,y,0) = 0.5¢005((@—40°+4*)  Cortesfa del doctor N. F. Smyth.

incial, en la Fig. 2.5 se muestra el resultado después de quince unidades de tiempo y en la
Fig. 2.6 se muestra el corte en el plano y = 0 de la solucién numérica en ¢ = 10.

En las Figs. 2.5y 2.6 vemos que después de diez unidades de tiempo se tiene nuevamente
una estructura coherente que ha avanzado una distancia del orden de cuarenta unidades en
direccién x. Su amplitud inicia esta vez en 1 y alcanza un valor cercano a 3.2 para ¢t = 10,
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Fig. 2.3: Corte en y = 0 de la simulacién numérica mostrando la condicién inicial y también
el resultado después de 15 unidades de tiempo. Se comienza en t = 0 con wuy(z,y,0) =
0.5e~0-05((==40)*+¥*)  Clortesia del doctor N. F. Smyth.
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Fig. 2.4: Condicién inicial de la simulacién numérica uq(z, y, 0) = e~ 095(==40)°+4*) " Cortesia
del doctor N. F. Smyth.

al igual que en el primer caso, esta estructura se ha vuelto mas angosta. Como antes, vemos
que buena parte de la masa se ha quedado atras en forma de radiacién y que la forma de ésta
es mas compleja esta vez. Notamos que la radiacion se sitiia otra vez en una regién detras
de la estructura coherente y que fuera de esa region la solucién numérica tiene un valor muy
cercano a cero. Una diferencia notable con el primer caso es que esta vez la regién donde la
radiacién es notoria es atin mayor.

Con la experiencia adquirida, habiendo observado la evolucién de condiciones iniciales
Gaussianas con dos amplitudes diferentes, utilizaremos ahora las leyes de conservacion de la
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Fig. 2.5: Simulacién numérica después de 15 unidades de tiempo, comenzando en t = 0 con
uo(z,y,0) = e7005(@=20°+4*)  Cortesfa del doctor N. F. Smyth.
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Fig. 2.6: Corte en y = 0 de la simulacién numérica mostrando la condicién inicial y también
el resultado después de 15 unidades de tiempo. Se comienza en t = 0 con wugy(z,y,0) =
e~0-05((=40)*+4*) " Cortesia del doctor N. F. Smyth.

ecuacién ZK para entender la evolucién de dichas ondas Gaussianas.

Primero observamos que es conveniente dividir la evolucién de la estructura coherente
u onda principal y la de la radiaciéon. Para ello, tomaremos como solucién aproximada de
la ecuacién ZK a la funcién u(z,y,t) = wo(z,y,t) + ui(z,y,t) donde ug(z,y,t) representa
a la estructura coherente y ui(x,y,t) a la radiacién. Tomando como punto de partida las
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soluciones numéricas antes expuestas, usaremos como aproximacion a la estructura coherente
a una funciéon Gaussiana en dos dimensiones espaciales. Mdés atin, como hemos visto que
la amplitud, el ancho y la posicién de dicha estructura cambian con el tiempo, tomaremos
a ug como u(z,y,t) = a(t)e FWE@E=EU)’+v*)  De manera que la evolucién de esta onda
acampanada estd dada por la evolucién de las tres funciones del tiempo a(t), k(t) y £(t); se
dice entonces que la estructura coherente estd modulada por las tres funciones del tiempo
anteriores, o que ella es una solucién modulada o modulacional.

En las soluciones numéricas, también se observé que la radiacién no se distribuye sobre
todo el espacio bidimensional, por el contrario, la radiacién se esparce solamente sobre una
regién bastante definida. El propdsito de la siguiente seccién es comprender como ocurre
esto. Una vez que se logre ello, serd mas facil tomar en cuenta el efecto que tiene la radiacion
sobre la evolucion de la estructura coherente y por esto podremos hacer suposiciones ttiles
sobre la forma de la funcién que representa a la radiacién, u(x,y,t).

2.2 Confinamiento de la radiacion por la caustica

Hemos visto que las ecuaciones de onda que son a la vez no lineales y dispersivas, pueden
poseer soluciones de forma permanente. Sin embargo, no todas las soluciones son de este
tipo, como veremos ahora.

Por simplicidad pensemos en una dimensién, por ejemplo en la ecuacion KdV

Uy + 6Uly + Uppr = 0. (2.2)

La ecuacion anterior tiene la solucién de onda viajera

u(z,t) = gsechz (g(:v - ct)). (2.3)

Si en una simulacién numérica de dicha ecuacién se utiliza una condicién inicial que coincide
exactamente con la anterior onda viajera en ¢ = 0, entonces la solucién para todo tiempo
serd esa onda viajera con forma permanente. En la simulaciéon numérica, se observara como
la solucién consiste simplemente de una traslacion de la condicién inicial. Pero, ;qué ocurre
si proponemos una condiciéon incial arbitraria? Pueden ocurrir en realidad muchos compor-
tamientos distintos, pero se les puede resumir en dos: (a) la condicién inicial puede partirse
y formar varias ondas viajeras del tipo (2.3) de distintos tamafios y con la posible adicién
de un tren de ondas sin forma permanente; (b) se forma exclusivamente un tren de ondas
de forma no permanente del tipo mencionado. Al tren de ondas sin forma permanente, con
una amplitud que a menudo decae a cero, se le conoce como radiacion. El comportamiento
de tipo (b) ocurre muchas veces cuando la condicién inicial no tiene suficiente masa para
formar una onda viajera y resulta solamente el otro tipo de comportamiento. En la simu-
lacion numérica se vera, a partir del tiempo cero, que se forman un cierto niimero de ondas
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viajeras del tipo (2.3), o tal vez ninguna, més una parte complicada, a menudo oscilatoria,
que decae y que es la radiacién mencionada.

La radiacién de una ecuacién de onda no lineal es extremadamente dificil de estudiar y
tomar en cuenta, pero para nuestras consideraciones futuras, sera necesario conocer aquella
regién en el espacio, ya sea en dos o tres dimensiones, donde la radiacion cedida por la onda
principal se acumula. Veremos que es posible hacer esto mediante un andlisis de la version
linealizada de la ecuaciéon ZK, suponiendo que la radiacién posee una amplitud pequena y
consecuentemente la no linealidad contribuye poco a su evolucién.

La version linealizada de ZK en dos dimensiones es

Up + Uggg + Ugyy = 0. (2.4)
De manera que si proponemos una solucién del tipo e#k#—8+y—w(k:Dt) tendremos
—iw — ik® — ikl = 0

de donde w(k,l) = —k® — ki?. Escribimos o(z,y,t;k,1) = k(x — &) + 1y — w(k, 1)t y entonces
la solucién general de (2.4) es

u(z,y,t) = / / g(k, 1)e?@vEED drd] (2.5)

donde por supuesto g(k, 1) debe decaer lo suficientemente rapido para que la anterior integral
tenga sentido.

Es necesario realizar un andlisis de la velocidad de grupo de (2.3) para entender la con-
finacion de la radiacion en cierta regién. Para ello, analizaremos el caso mas simple en una
dimension y recordaremos asi algunas ideas.

Supéngase que se quiere conocer el comportamiento de

H(z,t) = / h(k)eike=wk)t) g

—0oQ

para tiempos grandes. Esto se hace sencillamente en términos del método de fase esta-
cionaria, el cual se explica ahora de manera breve. Al escribir la integral como

/00 h(k)eit(kw/tfw(k))dk

o

y recordando que t es grande, vemos que e*(¥2/t=w(k)) efectiia oscilaciones densas excepto

en esos lugares donde la fase cambie lentamente con k. Escribiendo nuevamente a la fase
como ¢(z,t; k) = kx — w(k)t, vemos que esos puntos estan caracterizados por ¢ = 0. Nos
percatamos ademds de que las zonas donde ocurren oscilaciones rapidas en &k contribuyen
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poco a la integral. Esto se debe a que en la suma de esas areas ocurre una cancelacion entre las
partes por arriba del eje y aquéllas por debajo de él. Concluimos entonces que la mayor parte
de la contribucién a H(z,t) se sitia en la zona cercana a un cierto ky donde ¢y (z, t; ko) = 0.
Usando esto y desarrollando en Taylor alrededor de ky obtenemos la aproximacion

H(.’L‘,t) ~ /00 h(ko)ei(<ﬂ(k0)+(ﬂk(ko)(k_kOH‘%‘Pkk(kO)(k_k0)2)dk'

—00

Se omitio escribir la dependencia de ¢ en x y ¢, ademas, se usé solamente el primer término
de la serie para h(k) y hasta el tercero para . La relacién ¢ (ko) =  — w'(ko)t = 0 nos da
la expresién para H(x,t)

: " 2T ;
H(z.t) ~ h(k i((koz—w(ko)t—w (kO)(k*ko)2)dk = h(k _ 2 pitkoz—w(ko)t—m/4)
(z,2) /oo (ko)e (ko) w”(ko)te

La ecuacién x = w'(kg)t nos proporciona un niimero de onda'! dependiente de la posicién
y del tiempo ko(z,t) = K(z/t). Para la frecuencia tendremos algo andlogo ya que w(kq)
depende a su vez de estas cantidades a través de ko(z,t) = K(x/t). De ello se desprende
que H(z,t) es un paquete de ondas con nimero de onda y frecuencia que varian de punto a
punto y de un instante a otro. Para complicar ain mas las cosas, la amplitud del paquete,

la cantidad h(ko),/ wu%,fo)tei(’“om_‘*’(’“")t_”/ %), es también funcién de la posicién y del tiempo.

Por otro lado, la relacién z/t = w'(ky) tiene una interpretaciéon mucho més fundamental.
De la forma funcional de kg(z,t), que es ky = K(x/t), vemos que tiene un valor constante
sobre los rayos que pasan por el origen x = ct, con ¢ constante. De esta manera, un observador
que se mueve sobre uno de estos rayos y que se fija solamente en los puntos x = ¢t vera una
onda con el nimero de onda ky = K(c) y la frecuencia fija w(K(c)) pero con amplitud
variable. Para dicho observador, la onda avanza a velocidad ¢ (que es su misma velocidad)
con un numero de onda y frecuencia constantes. Para un segundo observador moviéndose a
velocidad ¢’ sobre un rayo = = ¢t, ocurrira algo similar pero él observara siempre el nimero
de onda kg = K(c') y la frecuencia w(K(c')). Por otro lado, un observador que no se mueve
con alguin rayo = = ct, sera testigo de una onda que avanza con nimero de onda, frecuencia
y amplitud que varian en cada punto y en cada instante.

A la cantidad w'(kg) se le llama la velocidad de grupo correspondiente al nimero de onda
ko y por lo antes mencionado es la velocidad a la que avanzan las ondas con ese numero de
onda y frecuencia w(ko).

Retomamos ahora el caso de ZK, extendiendo lo anterior a dos dimensiones. En ese caso,
la fase es

o=k(x—& +1ly—wk,)t

!Suponiendo que la solucién es tnica y que w'(kg) # 0.
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con w(k,l) = —k3 — kI%. De la anterior relacién de dispersién, se obtienen las componentes
de la velocidad de grupo en z y y

W = —3]€2 - l2, wp = —2kl.

De esto se obtiene un importante resultado: la velocidad de grupo en direcciéon z, wy, es
siempre negativa sin importar los valores de £ y [. Esto nos indica que la radiacién cedida
por la onda principal al avanzar en direccién = se queda atras, lo cual simplificard varias
consideraciones posteriores.

Los puntos de fase estacionaria estan dados por

or=2—E+ B2+ %)t =0, o =1y +2klt =0.

Esto tiene una interpretacién andloga a la de una dimensién. Tenemos dos ecuaciones de
donde se obtienen k£ y [ como funciones de z, y y ¢, a éstas las llamamos kg y [y, de igual
forma que en una dimension. Al tomar kg y [ fijas, se obtienen dos familias de curvas con
estas cantidades como parametros. Al moverse el observador con cada una de estas curvas, se
percibe un nimero de onda constante kg 6 [y, dependiendo de la curva escogida. Encontramos
ahora las curvas correspondientes a k. Si eliminamos a [ entre las dos ecuaciones se obtiene

2
2 Y -
:U—€+(3k +4k2t2)t_0’

que es una familia uniparamétrica de parabolas que evolucionan en el tiempo, con & fungiendo
como el parametro. Como se explicd antes, si uno se mueve con estas parabolas, observara
siempre el nimero de onda ky. Existe también una familia de parabolas con parametro [ que
se encuentra de igual forma, si uno fija a [ como [y y se mueve con ellas, se observara siempre
el nimero de onda [y en direccion y. De forma inversa, al obtener ky y [y como funciones de
(z,y,t), tendremos para cada punto del espacio y para cada tiempo un vector de niimero de
onda (kq, lp).

Ahora surge la pregunta ;jen verdad tenemos un vector de nimero de onda para cada
punto de R?? Esto es equivalente a preguntarse si la familia uniparamétrica de parabolas
cubre todo el espacio o no. Esto lo podemos resolver considerando la envolvente de dicha
familia de curvas. Del Célculo sabemos que si tenemos una familia de curvas con parametro
k dada por gg(zx,y,t; k) = 0, entonces la envolvente se obtiene al resolver simultdneamente
las ecuaciones

QDk(.’L',y,t; k) = 07 kak(x7y7t; k) = 0.

De la segunda de éllas, se obtiene k* = % o bien k% = j:QLﬁt. Al usar esto en la primera,
tenemos

x—gzl:\/gyzo,
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Fig. 2.7: Envolventes y algunos miembros de la familia de pardbolas, con ¢ =t =1y diversos
valores de k.

de manera que la envolvente estd formada por dos rectas que se trasladan en el tiempo sin
cambiar su pendiente dadas por

Las envolventes y algunos elementos de la familia de pardbolas se muestran en la Fig. 2.7.
Vemos entonces que las pardbolas estan confinadas a la regién entre las rectas —%(w —-&) <
y < %(z —§), con z < &; de ello se deduce que las pardbolas no cubren todo R? y por
ello, los puntos por los cuales no pasa ninguna parabola no poseen nimeros de onda en x y
y dados por ko(z,y,t) y lo(z,y,t) respectivamente. ;Qué nos indica esto? Nos dice que en
esa region no hay transporte de ondas, el paquete de ondas de la radiacion esta confinado
a la regién antes mencionada entre las envolventes, en el limite en que la amplitud de las
soluciones de la ecuacion ZK tienden a cero.

En tres dimensiones la situacion es completamente andloga. En ese caso la ecuacion ZK

linealizada es
Ut + Ugzr + Ugyy + Ugz, = 0.

Lo que nos porporciona la relacién de dispersién w = —k* — kl?> — km? al proponer una
solucién del tipo eik(z—O+y+tme—wt) — ¢iv [ og puntos de fase estacionaria se encuentran a
partir de

or=2—E+ B2+ 1P +m?)t =0, o =y+2klt =0, Om =2+ 2kmt =0. (2.6)

La velocidad de grupo tiene componentes (wy , w; , wpm) = —(3k* + 12> + m? , 2kl , 2km),
nuevamente la componente en x es siempre negativa.
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Fig. 2.8: Envolvente y algunos miembros de la familia de paraboloides en tres dimensiones.

Usando (2.6), obtenemos la superficie donde la primer componente del vector de niimero
de onda, k, es una constante. Generalizando lo encontrado en dos dimensiones, estas super-
ficies resultan ahora ser los paraboloides

= — 3k? 22 t=0,

Pk £+ ( + e )

con parametro k. Nuevamente encontramos la envolvente de esta familia, demostrando que
los paraboloides no cubren todo R?® y de esta manera son restringidos a estar solamente
dentro de la envolvente. La envolvente es ahora el cono

r—E&+ /32 +2%) =0,

como era de esperarse al generalizar las rectas z — & +v/3y = 0 a tres dimensiones. Podemos
ahora pensar en la Fig. 2.7 como el corte en el plano z = 0 de la superficie cénica envolvente
y la familia de paraboloides con pardmetro k, se muestra también la Fig. 2.8 para una mejor
visualizacion.

Finalmente, como demostracién de estas ideas, mostramos una simulacion numeérica de
la ecuacién ZK en la forma

Up + 6UUL + Uggy + Ugyy = 0

y con condicién inicial u(z,y,0) = 0.5e"%05(@=10°+4*) ] tiempo ¢t = 10. La simulacién
numérica y la grafica fue realizada por el doctor N. F. Smyth y gentilmente proporcionada,
ver Fig. 2.9. En esa grafica puede verse el avance de una onda acampanada, la llamada onda
principal, y también la radiaciéon cedida por ella. Es claro que la radiacién tiene amplitud
bastante menor que la onda principal, puede verse también que se encuentra confinada en una
regién con forma de cuiia detras de ella. Esta region es la que se ha calculado anteriormente,
en el limite en que la amplitud de la radiacién tiende a cero.
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Fig. 2.9: Solucién numérica de la condicién inicial ug(z,y,0) = 0.5¢005( ) después

de 15 unidades de tiempo. Cortesia del doctor N.F Smyth.

2.3 Evolucién de una onda localizada gobernada por la
ecuacion Zakharov-Kuznetsov

2.3.1 Las leyes de conservacion de la ecuacion
ZK

Las leyes de conservacién juegan un papel de extrema importancia en el estudio de ecua-
ciones que dan lugar a comportamiento del tipo de ondas solitarias. Para entender los
resultados numéricos vistos en la Seccion 2.1, usaremos estas leyes de conservacion en el
presente trabajo, lo que permitird encontrar una aproximacion a la evolucion de una onda
inicialmente localizada y con forma de campana, la llamada estructura coherente. De ma-
nera mas especifica, estas leyes de conservacién nos dardn una aproximacién a la evolucion
de las funciones del tiempo a(t), k(t) y £(t), las cuales modulan la evolucién de la estructra
coherente.

Para nuestros primeros propdsitos, basta considerar el caso de dos dimensiones y pensar
que la funcién u que satisface la ecuacién ZK no depende de z, esto es u = u(z,y,t), donde
u satisface

Ut + Uy + Uggg + Ugyy = 0. (2.7)
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La conservacion de masa

Veremos a partir de la ecuacién ZK en dos dimensiones que la masa? total de la onda es una
cantidad conservada. La masa de la onda en dos dimensiones se define como?

ME/ / udxdy,

por lo que debemos pedir que u decaiga lo suficientemente rédpido cuando x,y — 4oco para
obtener un valor finito. Es posible escribir a la ecuacién ZK (2.7) en la forma

1

que es la forma diferencial de la conservacién de masa. De dicha expresion se sigue que

M o0 o o o0 1
4 [ [ [ (30 o

ya que u decae a cero en los extremos. De esta manera tenemos la version integral de la

conservacion de masa
dM d [® [*
- = =0. 2.
o o /oo/ooudxdy 0 (2.9)

La conservacion de momento

Consideramos ahora la conservacién del momento de la onda. De la Mecanica sabemos que
la cantidad total de momento se puede escribir como la masa del sistema multiplicada por
la velocidad del centro de masa. Mediante esto, podemos escribir al momento del sistema
como

P=vVX?2+ YQ/ / udzdy, (2.10)

donde X y Y son las coordenadas del centro de masa y X = %' A su vez, X y Y estan
dadas por
ffo ffo rudzdy ffo ffo yudxdy
. Rt L
oo [0, udzdy oo [0, udzdy

2En el caso de ondas iénicas actsticas podria ser mas adecuado decir la conservacién del nimero total de
iones.

3Si 4 no depende de z, no es posible integrar con respecto a ella en todo el intervalo ya que no se obtendria
algo finito. La extensién para M al caso de variaciones en tres dimensiones es inmediata, siempre y cuando
u decaiga también a lo largo de la tercera direccién.
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Para encontrar una expresién para P desde (2.10), calculamos X y Y

[0 20, zudzdy
f_oooo ffooo udxdy

notando que no es necesario derivar el denominador debido a (2.9). A partir de (2.8) tenemos

/ / zudrdy = — / / [ ( u -l—uww)w—i-a:(uwy)y} dzdy
:—/ 2 (022 + ) | - /wxuzy
/ / ( u +um) drdy = = / / u?dzdy,

donde se ha usado integracién por partes y el que u y sus derivadas se anulan al infinito.
Similarmente, para Y se obtiene

X =

o0

dzx

[ [0 yudady

Y = .
ffooo ffooo udzdy

Usando el mismo procedimiento que para X

/ / yudrdy = — / / [ ( u -I-um) +y(uxy)y] dzdy
——/ (2/2+um)_ dy—/ Yuyy| dy =0,

de manera que el centro de masa de la onda se desplaza exclusivamente en la direccién zx.
Usando estos resultados, podemos escribir el momento de la onda como

1 o o0
= 5/ / u?dzdy, (2.11)

veremos que lo anterior es constante para la ecuacién ZK.
Multiplicando a (2.7) por u tenemos

1
2 2 3
Ut + Uy + Ullggy + Ullgyy = (—u + | U Ul | — Uglpy + (Wlgy)y — UyUgy
t T

1
(§u2>t + <§u3 + Ulyy — 5“;25 — §uz>$ + (uuxy)y =0.
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Por lo que la version diferencial de la conservacién de momento se escribe como
1 1 1 1
(§u2>t + (§u3 + Ulgy — Eui — §u§)$ + (wtgy)y = 0. (2.12)

De aqui se sigue la conservacién del momento P. Usando (2.11) y (2.12) tenemos
Lo 1,
dmdy = u + Ulgy — Uz ~ Uy + (utgy)y | dxdy

por lo que la expresion integral para la conservacion de momento es

dt / / —u2d:cdy—0 (2.13)

2.3.2 Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con-
servacion

Resolver un problema de condiciones iniciales para ecuaciones de onda no lineales que ad-
miten solitones es una tarea formidable. De la teoria de ondas solitarias, es bien sabido que
si se tiene una condicion inicial que coincide exactamente con la onda solitaria de la ecuacion
en estudio, entonces la solucién para todo tiempo serd justamente una onda solitaria. Si se
tiene un perfil inicial que no coincide con la onda solitaria, entonces es posible que el perfil
inicial se divida en varios solitones, mas una componente radiativa; esto es, un tren de ondas
de menor amplitud sin forma permanente. Se pueden ver méas detalles de las ideas anteriores
n [8], [9], [23] 6 [27].

En la presente seccién, motivados por los resultados numéricos, se construye una solucion
aproximada a la ecuacion ZK que se compone de dos partes: una parte con estructura
localizada la cual se representa por una funcién uy(z, y,t) y que llamaremos la onda principal;
mas una segunda parte que representa la radiacién desprendida por la onda principal y que
se representa por una funcién u;(z,y,t). Supondremos ademds que la condicién inicial para
u(z,y,t) es justamente ug(z,y,0), por lo que al inicio no hay radiacién. A la onda principal
le impondremos una forma Gaussiana, centrada en un punto £(¢) sobre el eje x, con una
amplitud a(¢) y con una razén de decaimiento espacial k(t), ver ecuacién (2.14). De esta
manera, la evolucién de la onda principal se determina por las tres funciones a(t), x(t) y £(t);
es decir, estas tres funciones modulan la evolucién de ug(z, y, t), o bien sed dice que ug(x,y,t)
es una solucién modulada o modulacional. A partir de las leyes de conservacién estudiadas
en la seccion 2.3.1 se obtiene un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias para las
funciones a(t), x(t) y £(t) que por lo tanto describen de manera aproximada la evolucién de
la onda principal ug(z,y,t). Como un primer caso, encontraremos un sistema de ecuaciones
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que describen la evolucion de la onda principal ignorando por completo la radiacién; en este
caso se supone que la amplitud de la radiacién es lo suficientemente pequena como para
despreciarla. Después de ello, estudiaremos el caso en que la radiacién no es completamente
despreciable y encontraremos asi un sistema de ecuaciones que describen a la onda principal
anadiendo una correccién debido al efecto de la radiacién.

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiacién
Proponemos entonces como solucién de la ecuacion ZK
Ut + UUg + Uggy + Ugyy = 0,

a la funcién u(z,y,t) = uo(z,y,t) + ui(z,y,t), con uy dada por
uo(m, Y, t) _ a(t)efn(t)((ﬁff(t))2+y2); (2_14)

es decir la onda principal tiene un perfil Gaussiano y ademds se propaga en la direccién x.
En el caso de una solucién de tipo solitén, hemos visto que la onda conserva su forma, por
lo que su amplitud, velocidad y ancho son constantes. En nuestro caso, no se tendra una
onda solitaria por lo que las funciones del tiempo a(t), x(t) y £(¢) toman en cuenta que la
onda principal puede deformarse cambiando las cantidades mencionadas antes. Llamaremos
V(t) = f a la velocidad de la onda principal y por lo antes mencionado es también funcion
del tiempo. Por supuesto que sera indispensable restringirnos al caso k > 0, de manera
que se tengan soluciones aceptables fisicamente. El sistema de ecuaciones que se obtendra
a partir de las leyes de conservacién serd justamente un sistema para a(t), x(t) y £(¢), 1
solucién de dicho sistema nos dird entonces cémo evoluciona la onda coherente wug(z, y,t).
Encontramos ahora la primera de las ecuaciones ordinarias que modelan la evolucién de ug,
esto lo haremos utilizando la conservacién de la masa, ecuacién (2.9).

e Ecuacion correspondiente a la conservacion de la masa

Hemos visto ya que la radiacion desprendida por la onda principal se encuentra confinada
en la region entre las cdusticas Jz(z =€) <y < —7z(z — &) y = < § a la que llamamos
I['(t). Con esta nomenclatura, la regién I'(¢) es aquella regiéon mévil en donde la radiacién
es completamente despreciable. Esta regiéon se muestra en la Fig. 2.10.

Para obtener la ecuacién deseada seguimos el desarrollo de [24] y calculamos el cambio de
la masa de la onda en la regién I'(¢) y tomamos en cuenta que u(zx,y,t) satisface la ecuacién
ZK

d
— udxdy =— / / udxdy + — / / udxdy = / ugdzdy
dt ( \/_y +\/_y F(t)
0 u2
_/0 u|£_ﬁdey —/ u|€+\/§dey — /1"(1:) {(5 +um> + (uggy)y] dxdy.
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- r(t)

~ 1 56

=

Fig. 2.10: La region I'(¢).

Si consideramos ahora que en la regién I'(¢) se cumple u; ~ 0 entonces en esa regién uy por
si sola satisface a la ecuacion ZK, y nos queda

d d *
— drdy ~ — dzdy ~ — 2V d
dt /I‘(t) uaray dt T'(t) Hodray /0' Yo ‘5*\/?7’31 Y

2
r(e) L\ 2 .

donde la paridad de ug con respecto a y nos ayuda a simplificar la expresion que representa
el cambio de masa en la regién de integraciéon. El resultado de arriba nos proporcionara la
ecuacién diferencial ordinaria deseada para los pardametros a(t), x(t) y £(¢), una vez que se
evalien las integrales de arriba. Hacemos eso en este momento, evaluando cada una de las
integrales de arriba y tomando en cuenta que ug y sus derivadas se anulan al infinito.
Comenzamos con la masa total en la regién I'(¢), utilizando coordenadas polares planas:

/ uodzdy = 2/ / uodrdy = 2/ / —)+y )d:rdy
() V3y f 3y
12 57T/6 2
—2/ / ) dz! dy = 2a/ / rdrdy
\/_ 3y

107raP 5T a

6&2_6/£

donde se usé la expresién para la funcién gamma 1T'(s) = [ 2% le=*’dz, y I'(1) = 1. El
resultado de arriba se hubiera podido obtener de manera mas sencilla si notamos que la masa
total de la onda es ™ y por lo tanto la masa en la regién I'(¢) es simplemente 10"/ 0 = 2 del
total.

La siguiente integral requerida es inmediata

© N r'(1/2) a w'/? 7?2 g
dy = KBy +y?) gy = 2 = = .
/0 tole_ya, v /0 e YT VI 2 2612 2 4 k12
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Finalmente la ultima integral es

9 o] 00 u2
r(t) z 0 JeV3y @
U2

oo
= _2/ |:30 + Uggr + uOyy:| dy
0 £-V3y

Si usamos ahora ug,, = (dak?(z — £)? — 2ak) e (@077 Ugyy = (dak*y® — 2ak) (=6 +v7)
se obtiene

U,2
I'(¢) x

2
- / ) SO 1 (daw?3y” — 2ak) e ) 1 (dar’y? — 2ar) e—ﬂ<3y2+y2’] dy
0

[e'9) 2 )
= —2/ %6_8”?’2 -+ (16(1/{2y2 — 4a/{) 6_4"‘3‘2] dy
0

« 4
2 (8r)2 2 W aRpr T 2 YRy 2

__2[a2 L P(A/2) s 1 T(3/2) 1 r(1/2)}
|

+ ak'l? — 7T1/2al~€1/2:|
— _gl/2 1 a —akt?| = 212 | gkl — LG_Q .
4\/§ Kl/2
Sustituimos en (2.15) los valores de las tres integrales calculadas, quedando
doma_ _om? o apfoap_ 1@
dt 6 k 4 gl/2 4+/2 K1/?

o bien,

Sriffda _ 1 e V.a (2.16)
6 dtk  4/2kK/2 2 KL/2 ' '

Esta es la primera ecuacién diferencial ordinaria que involucra a a(t), k(t) y £(t) (€ = V (t)).
Proseguimos ahora a considerar la conservacién del momento.
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e Ecuacion correspondiente a la conservacion del momento

Consideramos la conservacién del momento, ecuacién (2.13). Como la amplitud de u; es

pequena, tomaremos a u? como despreciable con respecto a uZ en todo el plano R?. Adi-

cionalmente, ug es de magnitud despreciable en aquella regién donde u; no lo es y viceversa,
de esto resulta que ugu;, pueda despreciarse en todo el plano. De esta manera, el momento
se puede tomar como

1 1
P:/ —u2da:dy:/ —uoda:dy
R2 2 R2

La ecuacion P = 0 queda asi

2

Y de esto se obtiene la segunda ecuacién del sistema deseado:

=0 (2.17)

e Fcuacion correspondiente a la evolucién del momento en z del momento de la onda

Una manera de obtener una ecuacién mas y que de esta manera cierre el sistema (debido
a que tenemos tres incégnitas a(t), k(t) y £(t)) es considerar el momento en z del momento
de la onda en todo R?, siguiendo a [24]. Esta cantidad es

1
/ r—u’dzdy.
R2 2

Nuevamente despreciando a U,2 UpU1 con respecto a U,2 en todo el plano tendremos que el
1 0 0
cambio de la cantidad de arriba es

2 ~Y
dt/ / x u“dxdy ~ dt/ / T— uodxdy

Usamos ahora la conservacién del momento en forma diferencial, ecuacién (2.12), para
obtener

/oo /oomdw sdxdy ~ / / [( ug + UoUoze — iuﬁz - Eugy)m + (uouow)y] dzdy.
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O bien,

1 1 *°
/ / T— uodxdy ~ / / < U + Ugloge — 5“3;5 — §u§y) dxdy +/ UoUoay
—00
1 1
/ / ( uO + UoUogzr — 5“%1 - iugy> dl’dy,

después de integrar por partes y tomar en cuenta que ug y sus derivadas se anulan al infinito.
Evaluando cada una de las integrales de arriba, comenzamos con la integral correspondiente
al momento en x del momento

/ / T uodmdy—/ / x—& d:vdy—!—f/ / —uodazdy
—f/ / —uodacdy,

la integral que contiene al factor x — £ en el integrando es cero debido a la imparidad del
mismo, ya que la integral se lleva a cabo sobre un intervalo simétrico alrededor del origen.
La expresion resultante se evalia sencillamente

g/ / —uodxdy—g// e 2( f)2+y)dd_%%—%§—f.

Es necesario evaluar también

1 1
/ / ( U + UgUoge — §u§z — 5u3y> dzdy,

para lo cual hacemos las sustituciones ug, = —QaK(x—f)e_”((x_f)2+y2), Ugy = —2a/£ye_”((x_£)2+y2)

(e}

dx

—0o0

Y Ugze = (dar?(z — §)? — 2ak) e_“((‘”_f)z“LyQ), quedando entonces

1 1
/ / ( uO + UpUogz — iugz - Eu(Q)y> d.Tdy

/ / —3n (:c ) +y2) + (40,2!62(56 . 5)2 . 2a2/~c) 6—2n((m—§)2+y2)

24a2/<c (z - 5)267%(( 6)2+y2)—%4a2m2y2e ((‘”"5)2+y2))da€dy
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@ T 1 2I'(3/2) 20(1/2) 1 4T(1/2)? 1 2I'(3/2) 20(1/2)
LY N _ 92, + W) 59 0 1
33 TR ST 2 kT 4 R e 2 2

0g2 L 2T'(1/2) 2I'(3/2)
B 4k2 2 2

3 2 2 2 3
Ta QF(1/2) 2 2 2F(1/2) 2F(1/2) Ta 2
- — 7 —aT(1/2) — — L = .
0k TT T2 —a— Ty 9k

Sustituyendo el valor de las integrales, se obtiene

dmréa*> ma? 9
— =2 =_—— —qa’,

dt4 k 9k

de lo cual queda la tercera ecuacién del sistema para a(t), k(t) y £(¢):
2 3
dga” _ <“_ _ a?) _ (2.18)

De esta manera, el sistema resultante que dicta la evolucién de la onda principal es

572 d a 1 a? Vv

ae_ y._a /2 _
6 dtr 4y/2k/2 Ty an TR =0 (2.19a)
d 2
%“— =0, (2.19b)
K
d 2 3
%% —4 (g—ﬁ - a2) =0, (2.19¢)

que son las tres ecuaciones requeridas para las funciones del tiempo a(t), x(t) y &(t).
De la ecuacién (2.19b) se obtiene de inmediato

a®  a
—_— = — 2.20
) (220

donde ay = a(0) y andlogamente para k(t). Hemos llamado a x la razén de decaimiento
espacial, nombre que se entiende al razonar que para una mayor k la onda Gaussiana se
torna m4s angosta; entonces vemos que s~ ' es una medida del ancho de la onda principal.
Escribiendo a la anterior ecuacién como

2. -1 _
a’K = Ggky,
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vemos que k! es inversamente proporcional al cuadrado de la amplitud de la onda. En otras
palabras, si la amplitud de la onda principal crece, su ancho disminuye y viceversa.
Por otro lado, usando (2.19b) y (2.19¢) se obtiene

d¢ k (a® a
E—V—‘*ﬁ(g—ﬁ—“)—“(a—’f)’

de esta manera, la velocidad de la onda coherente esta dada por

V=4 (g — /{) . (2.21)

Ahora utilizamos (2.21) en (2.19a), de lo que se obtiene

1/2 2 ’
572da 1 @ 1 a 4<g_ﬂ)_(mm:_<2_i)“1_/2+an1/2,
K

6 dir  4v2r72  2k72 \Q 9 4.2
es decir
572 d a 2 1 a? L
LR (L 2.92
6 ditk (9 4\/§> iz on (222)

Tenemos ahora las dos ecuaciones (2.20) y (2.22) para las funciones del tiempo a(t) y «(t).
Estas ecuaciones se pueden resolver exactamente, cosa que haremos un poco mas adelante.
Primero es necesario usar (2.20) para obtener una ecuacién de primer orden para a(t):

sri2da  5r'/%a2 d 1 5ml/2 a2 @ 2 1 ao e
_ = —_——— = — —_—— = — — — a a
6 dtk 6 kodta 6 Koa? 9 42 &(1)/2 ag
o bien, simplificando un poco
6 KkT(2 1 Ko | s
_ Ko (2 _ _ ol e 2.23
“ 5ri ag 9 42 aga ¢ (223)
La ecuacién anterior la escribimos en forma general
Ky K
. 0 0 3
= — —Vv— 2.24
a u (u l/ag a) a’, (2.24)

introduciendo las constantes y = =% (g - ﬁ) >0y v =45 > 0. Nitese que no es

adecuado incluir a los factores de ay y k¢ en las constantes p y v, ya que las condiciones
iniciales de a(t) y (t) tienen gran influencia en la evolucién de la onda principal. Debido
a ello, para cada pareja de condiciones inciales distintas, ag y k¢, tendremos en realidad
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& &q

(€Y (b)

Fig. 2.11: Dependencia del punto de equilibrio aeq con ag y k¢. En (a) se muestra ae, como
funcién de ay, para ko > 0. Igualmente, en (b) se muestra ae, como funcién de g, para
ag > 0.

una ecuacion diferencial diferente, no en la estructura que posee pero si en sus parametros

2 2
libres. La ecuacién (2.24) tiene las soluciones estacionarias a = 0y a = £:2 ~ 0.0454470.

Tomando condiciones iniciales distintas para a(t) y x(t), la solucién de equilibrio a = %Z—é es
distinta para cada pareja de valores iniciales y por lo tanto no tendremos curvas solucién que
converjan todas a un mismo valor %:—i Dicho de otra forma, cada curva tendera a un valor
de equilibrio distinto. De (2.24), se deduce que ocurre un cambio de concavidad al llegar a
i—’;%, pero no todas las curvas solucién efectiian dicho cambio, como veremos mas adelante.

Hacemos un andlisis mds detallado de las soluciones que resultan de (2.24). Escribimos

dicha ecuacién como
3/2 2
0=v2 (B@ - a) a® (2.25)

lo cual facilita el analisis. De la expresién de arriba se observa de inmediato que la solucion

2
ey . A a P . .
de equilibrio no trivial (a # 0), Geq = %ﬁ, crece cuadraticamente con ay y disminuye
inversamente con kg, tal como se muestra en la Fig. 2.11. Existe un punto especial que tiene

el efecto de que la amplitud permanece constante siempre; es decir, el punto de equilibrio y
la condicién inicial coinciden, a éste lo llamamos a* y se determina cuando %% = ag, 0 bien
Si ag = a* = Zky.

Una vez visto lo anterior, identificamos tres comportamientos posibles para las soluciones
de (2.24): (a) el primer tipo de comportamiento consta de soluciones siempre crecientes y

2
que tienden asintéticamente al punto de equilibrio aeq = %Z—g, ésto ocurre cuando a(0) > 0, o
bien si p—v%a(0) = p—v4£2 > 0. El caso (b) se compone de soluciones siempre decrecientes
0
2
y que asintéticamente se aproximan a deq = %Z—g Este caso ocurre si a(0) < 0, o bien si
p—v2 < 0. Elltimo caso, (c), es el caso especial en que a(0) = 0. De la ecuacién diferencial
(2.24) se llega a que @ = 0, lo cual ocurre si ay = a* que es equivalente a p — 1/’;—2 = 0. Ahora

la onda principal viaja de manera que preserva su forma. Ver Fig. 2.12.
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(a) @) (b) (©

Fig. 2.12: Tipos de comportamiento posibles para las soluciones de (2.24). El caso (a) se
divide en dos: aquellas soluciones que tienen cambio de concavidad y aquéllas que no.

Es importante mencionar que en el caso (a) tenemos dos posibilidades, el de aquellas
soluciones que efectiien un cambio de concavidad y aquéllas que no. Para ver esto, calculamos

@ a partir de (2.24)
L (H_ _a) <3ﬁ“—% _4a)
ag \V Ko vV Kg

2
Los puntos a =0y a = L2 no representan cambios de concavidad ya que son ambos puntos
vV Ko

de equilibrio. En cambio, como se mencioné antes, el punto a = %Z_é si marca un cambio
de concavidad de las soluciones. Debido a que estd por debajo del punto de equilibrio, en
el caso (a) la condicién inicial puede ser de dos tipos: o bien se encuentra por debajo del
punto de cambio de concavidad o por arriba de él. En el primer caso tendremos un cambio
de concavidad, mientras que en el segundo no habrg tal.

Podria ahora preguntarse cémo son las soluciones de (2.24) si fijamos a ky. Esto es
equivalente a preguntarse: si tenemos a kg fija y resolvemos a (2.24) numéricamente para
varias condiciones iniciales distintas, graficindolas todas juntas, ;qué clase de curvas se
obtienen? Podemos entender lo que ocurre en esta situacién con lo que hemos hecho ya,
simplemente profundizando un poco en el anilisis.

Lo primero es entender las condiciones bajo las cuales a(t) crece o decrece. Esto se

hace mds sencillamente a partir de (2.25), notando que el factor (%Z—E - a) ent =0, ie.

a,2 . . . .
(%ﬁ — ag ), es quien determina esto. Si observamos la Fig. 2.13 vemos que este factor es

negativo entre 0 < ag < ilﬁg, por lo que tendremos soluciones decrecientes. En cambio para
ﬁlﬁ)o < ag, dicho factor es positivo y las soluciones son por lo tanto crecientes. Visualizando
las soluciones en la Fig. 2.13, en el primero caso, la amplitud de la onda parte de la recta
a = ag y se mueve verticalmente hacia abajo hasta alcanzar la parabola a = %% en un
tiempo infinito. En el segundo caso, para 5&0 < ag, la amplitud se mueve verticalmente

2
hacia arriba e igualmente se aproxima a la parabola a = %Z—g asintéticamente. De esta
manera, la recta vertical ag = ﬁno separa a las soluciones decrecientes de las crecientes.
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. |

a
Vg Ay 0
TR 3u ©

2 2
Fig. 2.13: Grafica de las funciones ag junto con £ y 3440
vV KQ 4v Ko

Consideramos ahora la concavidad de las soluciones. Sabemos ya que el cambio de

2
3 a sz ., .
concavidad se da en a = Z_ﬁﬁ’ funciéon que se muestra también en la Fig. 2.13. De esa

figura concluimos de inmediato que las curvas que inician entre 0 < ay < ﬁlﬂo o entre
ﬁlﬁ)o < ag < ;‘:—Z/-eo no tienen un cambio de concavidad ya que en la evolucién vertical de
a(t) se llega antes al punto de equilibrio que al cambio de concavidad. Por otro lado, si la
amplitud inicia en 22k, < ag, entonces al moverse verticalemente la amplitud en la Fig. 2.13
pasara por la curva del cambio de concavidad antes de llegar a la curva que marca el punto
de equilibrio: tendremos en este caso un cambio de concavidad.

w
=

Con el conocimiento recién adquirido, podemos construir graficas de las soluciones. En la
Fig. 2.14 se muestran las soluciones de manera esquematica, tomando a ky como constante.
Tenemos el punto especial a* = ﬁfﬁo, si la condicién inicial es justo ésta, entonces la amplitud

permanece constante. La recta horizontal g—‘;no separa a las curvas que tienen cambio de
concavidad de aquéllas en las que no ocurre, todas las soluciones por arriba de dicho punto
llevan a cabo un cambio de concavidad, como se dedujo en el analisis previo. Se observa

también como cada curva tiene un punto de equilibrio distinto, dado por aeq = %z—i Ademas
de la figura antes explicada, usando Mathematica se realiza una grafica donde se muestran
soluciones numéricas para a(t) y diversas condiciones iniciales, ver Fig. 2.15.

También es posible estudiar la evolucién de a(t) desde otro punto de vista, variando a

2
pag _ —(2_ 1)\, : .
ko. Escogemos £ e =1 de manera que kg = (9 vz ) % Y variamos ao. En la Fig. 2.18 se

muestran soluciones con distintas condiciones iniciales escogiendo a k( de esta manera.

Nuestro sistema de ecuaciones que aproxima* la evolucién de la onda principal u(z, y, t)
por lo tanto predice que toda onda con la forma propuesta para ug tendrd una amplitud que

4Es importante recordar que esta es una aproximacién que ignora a la radiacién, la consideracién de ésta
llevard a resultados muy distintos.
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B =————— — = — — — — — — — — — — — -
VK

Fig. 2.14: Forma esquemitica de las soluciones de (2.24). El punto ﬁffo es el punto de equi-

librio mientras que g—l’:/ﬁo es el punto que separa las curvas que tienen cambio de concavidad

de aquéllas en las que no ocurre, todas las soluciones por arriba de dicho punto llevan a cabo
un cambio de concavidad.

ap amp
) 0
D 50/
0 Q0
< ] < 0
PDr——— - oo p ) Sttt
10 10
1 2 3 45 510]520530$t40

Fig. 2.15: Soluciones de (2.24) para p = 0.03077, v = 0.67703 y ko = 1 con condiciones
iniciales ay = 10,15, 20,25,35 y 40, para dos escalas de tiempo distintas, lo que permite

apreciar la razén de cambio de las diferentes soluciones. La linea punteada de abajo repre-
senta la solucién estacionaria ﬁno = %, mientras que la segunda en g—l’:mo = g—l’: representa el

cambio de comportamiento entre soluciones que tienen un cambio de concavidad y aquéllas
que no lo tienen.
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Fig. 2.16: Usando las mismas condiciones iniciales que en la Fig. 2.15, mostramos la evolucién
de las ondas Gaussianas que disminuyen su amplitud después de un tiempo infinito. La
primera figura de cada pareja representa la onda solitaria al tiempo cero, con condiciones
iniciales ag =10,15 y 20. La segunda figura de cada pareja representa la evolucién de cada
onda después de llegar al equilibrio, cuando transcurre un tiempo infinitamente grande.
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ta la onda solitaria al tiempo cero, con condiciones iniciales

ap =25,35 y 40. La segunda figura de cada pareja representa la evolucién de cada onda

después de llegar al equilibrio, cuando transcurre un tiempo infinitamente grande.
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a 25

15l

05

Fig. 2.18: Soluciones de (2.24) para las condiciones iniciales ag = 0.3,0.5,0.8,1.5,2 y 2.5,

escogiendo kg = (% — ﬁ) a en cada caso y en dos escalas de tiempo distintas, para apreciar

la razén de cambio de cada curva. El escoger a kg de esta manera tiene el efecto de que el
punto de equilibrio sea el mismo para todas las curvas.

(=1

. , a
S€ aproximara a eq = %

=

2
a 0.045442—3 y una razon de decaimiento espacial que tienda a

2 a2 a2 ’ . . ’
Keg = % -2 = 0.002065-2, de manera que Keq = Laeq. Asi mismo, la velocidad tenderd al valor
qa v2 Ko Ko’ q v ea )

constante Vg = 4 (%9 — eq) = 4% (5 — 4) % = 4 (ﬁ - g) (g - ﬁ) %~ 0.011932%; la
onda u, adoptard por ello un comportamiento de tipo solitén® sin importar las condiciones
iniciales. Es interesante notar que los tres valores de equilibrio, Geq, Keq ¥ Veq, son todos
proporcionales a la cantidad a3 /ko.

Usando a (2.23), podemos escribir también la ecuacién que obedece k(t). Esta es

EF=—% |—pmla——F7] K K. 2.26
CHENER -

Asi mismo, usando la misma notacién que en la (2.24) podemos escribir a (2.26) como

k=2 [& — 1/&1/2] K2

5No se le puede llamar solitén propiamente, ya que falta atin ver qué pasa después de la interacién con
otra onda similar, es necesario que cada onda conserve su identidad durante un choque. Solamente se hace
notar que la onda principal adquiere una forma y velocidad que no cambian, tal como ocurre con las ondas
solitarias.
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La ecuaci6n (2.24) se puede resolver de manera exacta, aunque implicita para la funcién
a(t). Proseguimos en este momento con dicha tarea y separamos en fracciones parciales

. (312 1/2
a . / v? 1 "fo/ v1 ag 1 mg 3 1
1= W12 32 - ao# o aop? a? * W2, a3 T agpd [ kL2 rol? ’
’ut(l)o _Va03a a? o K Mag _Va03a
0 0
obteniendo asi algo que se integra facilmente. De ello resulta
3/9 1/2 ’4/3/2 h‘,l/2
0 —_ 0
HO/ vV a /<;0/ v (1 1 ag 1 1 mg 2 VST H
t = ].n—— _— 1/2 —2——2 ln 3/2 12"
adp® ag  aop? \a  ag 2,€0 L ag K

CI,/L K
0 0 0
Vag Qg /Lao

(2.27)
De lo anterior vemos que si a = a¢ entonces necesariamente ¢t = 0, mientras que si a —

’Ijng entonces ¢ — oo; sin importar las condiciones iniciales, la amplitud siempre tiende

a la cantidad %ﬁ . De esto podemos obtener también una solucién implicita para x(t).

Sustituyendo a = aok'/?/ky*, tenemos

3/2 o172 n(l]/z
3/2 1/2 1/2 a —
. /{0/ v? In B lﬁo/ v /@0/ 1 ap Ko 1 /-@81/2 1 3 0,172 P
n— — ——— | - — - = n
2a3 K aop? \ apk'/?2 @ 1/2 2& a? a 3z A2
oH® 0 oM 0 0 2Ky " 1 0 ous Vngg ap — M'ﬂgo

Notamos que no es facil obtener informacion a partir de dichas soluciones. Para entender el
comportamiento de a(t), analizaremos la ecuacién (2.24) desde otra perspectiva, calculando
los tiempos caracteristicos de cambio en la funcién a(t). Es posible calcular dos tiempos,
aquél que corresponde a la razon de cambio cerca de t = 0, cuando a = ag y por otro lado

~Y u
aquél que corresponde al caso en que a ~ &~ para tiempos largos.

Esperamos que cuando a esté cerca de ;n—o, la tasa de cambio sea pequena; esto es,
el tiempo caracteristico de este cambio es largo. Calculamos este tiempo ahora. Cuando
2
a %2—2 podemos escribir

1/2 312 2 4 2 2

K K a a a a
dza?’o—(u—v—ga): 1/03 {,u3 g+3,u2 0<a—ﬁ—0>+---}(a—ﬁ—0>

ag ag ay | V° kg v? K} V Ko V Ko

y entonces
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Donde aj es el valor de a al tiempo %, el cual es un tiempo positivo y grande, de manera que

2
sin importar el valor de a(0) = ao, la cantidad a(ty) = a estd cerca de %Z—g y el desarrollo
en Taylor de la ecuacion diferencial se justifica.

Si la cantidad a3 /2 es grande, el decaimiento dado por la anterior ecuacién es rapido y

3 3
entonces el tiempo caracteristico asociado es corto. En la situacion inversa, si 23 /2 es chico,

entonces el tiempo asoc1ado es grande. Conviene entonces definir al tiempo caracteristico de
cambio, en el caso a ~ " , COMO:

1/2&3/2 5rl/2 (2 1\° /fg/Q mﬁ”
T3 = - - —— ~ 15,737
uiag 6 9 42
Donde se verifica lo prolongado de este periodo de tiempo, al menos en el caso en que ag y
Ko son O(1).

El otro tiempo caracteristico corresponde a la razén de cambio cerca de ¢t = 0, de manera
que a =~ ag

,Tlargo =

1/2 1/2
, K K K K K
a=a>-2— (M — y—ga) = (aj +3aj(a —ag) +---) > <,u — V—gao — u—g(a — ao))

N/-;(l)/ aj <u — V@> + aoli(l)/Q (3u — 41/@) (@ — ap).

Qo Qg

De esto se sigue que

Ko

K=V, aoky! > {3u—av =0 Ly

~ 0 oK H—aV

a_CLON0073 4 o e 0{ ”*0} _1 .
p—Avg

De lo anterior se sigue que cerca de t = 0 tengamos

1/2 Ko
a—ay~ ag/ﬁo/ (u - 1/—) t,
Qo

por lo que el tiempo corto, correspondiente al cambio cerca de t = 0 es

1 5ﬁ 1.477

feoto = " 6o (2 " aori? 0.045 ag — o]
QoK 971 \/— ag — Ko L ay — Ko

1/2

2 Ko

Se verifica entonces que para ag y ko que sean O(1), Teorto <K Tlargo, de hecho Tioro ~ 1.5
Y Targo ~ 16,000. En la Fig. 2.15 se muestra una grafica de las soluciones elaborada con
Mathematica para = v = 1 y diversas condiciones iniciales. En ella se pueden apreciar las
escalas de tiempo involucradas en el cambio de la funcién a(t).
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Resultados Numéricos 1

Si uno resuelve numéricamente la ecuaciéon ZK con una condicién inicial Gaussiana del tipo
age "0 £)*+v*) (siendo constantes las cantidades con subindice cero) para casi cualquiera de
éstas se vera que la onda cambia bruscamente de tamano, ya sea creciendo en amplitud o bien
el caso contrario. En el analisis precedente hemos obtenido que esto es justamente lo esperado
excepto cuando la condicién inicial es cercana a la cantidad a*, en cuyo caso el valor de
equilibrio es cercano al inicial y entonces el cambio no es tan brusco. Tenemos que a* = ilﬁo ~
22.004kq, de manera que si se desea que una onda con perfil inicial Gaussiano evolucione de
manera lenta al ser gobernada por ZK, debemos pedir ay ~ 22k,. Esto representa una onda
Gaussiana con proporciones muy dispares y dificulta la resolucién numérica de la ecuacién.
Es por ello que para estos propositos conviene cambiar de escala en la ecuacion ZK y escribirla
como

U + OUUL + Uggz + Ugyy = 0.

Con esta modificacién, la ecuacién para a(t) queda

6 k(2 1 Ko | s

El punto de equilibrio ahora es

_ Ps%

Qe
4 V Ko

y el punto especial a* se modifica de acuerdo a

_1V

= ——Ko.
5,uo

a*

Esto motiva a tomar § = 6 de manera que la ecuaciéon ZK tome la forma
Up + 6UUL + Uggy + Ugyy = 0

y de esta manera sea una generalizacién de la forma estdndar en que se escribe a la ecuacién
de Korteweg-de Vries

Up + 6UU; + Ugrr = 0.
El punto a¢* queda entonces

a* ~ 3.66kq
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lo cual provee de una escala més similar entre a(t) y x(t) para facilitar el anélisis numérico
de la ecuacién, que ahora se discute.
La ecuacién ZK en la forma

Up + 6UUG + Uggpy + Ugyy = 0

fue resuelta numéricamente por el doctor N. F. Smyth, quien proporciond los datos numéricos
para su estudio. Utilizé una condicién inical Gaussiana del tipo mencionado con ay = 0.5 y
ko = 0.05, siguid su evolucion en el intervalo de tiempo entre ¢t = 0 y ¢ = 15. De hecho, los
puntos en el intervalo temporal entre 14 y 15 se deshechan, debido a que las condiciones de
frontera (a distancia finita) que se usan por simplicidad en la solucién numérica empiezan a
mostrar sus efectos y producen oscilaciones a partir de ese punto. El fenémeno que se desea
entender no tiene fronteras finitas y por ello esos puntos son indeseables. Es posible hallar
la amplitud de la onda a partir de esta solucién y este serd nuestro principal indicador para
comparar con el sistema de ecuaciones obtenido. Igualmente, el doctor N. F. Smyth también
resolvié numéricamente con ay = 1 y k9 = 0.05 aunque en este caso la onda inicial tiene
demasiada masa y eso produce problemas que serdn evidentes en un momento mas.

Comparamos ahora el resultado arrojado por esta soluciéon numérica con la que se obtiene
de resolver (2.28) (con § = 6) mediante Mathematica tomando ay = 0.5y kg = 0.05 en ambos
casos. Se muestra una grafica de la soluciéon numérica de ZK sobrepuesta a una solucion
numérica de nuestra ecuacion para la amplitud. Ver Fig. 2.19. La anterior comparacién es
suficiente para hacer notar que el ajuste no es bueno; en el segundo caso, ag =1y kg = 0.05
la comparacién no se muestra y de hecho la diferencia es mayor aun.

De dicha figura se observa que no hay una buena comparacién: la solucién para a(t)
brindada por el sistema de ecuaciones crece demasiado lenta comparada con la solucion
numérica hallada directamente de la ecuacién ZK. Para notar esto se muestra la evolucion
de ambas soluciones en dos escalas de tiempo distintas. Debe recordarse que la solucion
numérica de ZK se hace en un intervalo de tiempo entre 0 y 14 por lo que en la grafica de la
derecha de la Fig. 2.19 no se continta esta soluciéon mas alla del intervalo de soluciéon. Sin
embargo, para un tiempo t = 14 la soluciéon numérica ha llegado esencialmente al equilibrio
y puede suponerse que permanezca ahi para tiempos mayores. La comparacion entre puntos
de equilibrio no es tan mala, para la soluciéon numérica esta en 1.28, mientras que el sistema
de ecuaciones ordinarias produce un punto de equilibrio a., = 1.36; es decir, se tiene un
error de 0.08.

Mostramos ahora otro tipo de graficas de la soluciéon numérica de ZK, todas ellas pro-
porcionadas por el doctor N. F. Smyth. En la Fig. 2.20 se muestra la condicién inicial de
la simulacién numérica, i.e. uo(z,y,0) = 0.5¢00(@=40)*+4*) "mijentras que en la Fig. 2.21 se
muestra el resultado de la simulacién numérica en ¢ = 15. Nétese la radiacién cedida por
la onda principal, la cual se encuentra en una region aparentemente triangular detras de la
misma y tiene una amplitud bastante menor.
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Fig. 2.19: Comparacion de la amplitud de la solucién numérica de ZK ( ) con la solucién
numérica del sistema de ecuaciones ( ) obtenido a partir de las leyes de conservacidn,
sin tomar en cuenta la radiacion. Se utiliza ag = 0.5, kg = 0.05y § = 6. Se toman dos
escalas distintas con la finalidad de comparar las escalas de tiempo asociadas a cada curva.

En la Fig. 2.22 se muestran cortes en el plano y = 0 de la solucién numérica a los tiempos
t =0yt =15, donde se aprecia claramente el avance de la onda principal después de ese
periodo de tiempo. En esta grafica resulta mas sencillo notar la diferencia de amplitud entre
la radiacién y la onda principal, aunque la amplitud maxima de la radiacién no esta en el
plano y = 0, como se observa en la Fig. 2.21.

Mostramos ahora un conjunto de graficas correspondientes a una condicion inicial Gau-
ssiana con amplitud distinta. Esta vez se simula numéricamente arrancando con ug(z, y,0) =
e~005((==40)’+3”) o5 decir, una onda con el doble de amplitud y misma ko. En la Fig. 2.23
se muestra la condicién inicial, mientras que en la Fig. 2.24 se muestra la evolucién después
de 10 unidades de tiempo. En esta ultima figura es posible observar que la amplitud de la
radiacién es mucho mayor esta vez y de hecho aparentemente se forman ondas principales
secundarias, las cuales podrian adquirir una forma permanente. Finalmente, en la Fig. 2.25
se muestra un corte en el plano y = 0 de este caso, mostrando tanto el corte en ¢ = 0 como
aquél en ¢ = 10; aqui nuevamente es mas sencillo apreciar el avance de la onda, asi como la
comparacién entre la amplitud (otra vez, la amplitud maxima de la radiacién no se sitia en
el plano y = 0) de la radiacién y la onda principal, teniendo esta tltima apenas unas tres
veces la altura de la radiacién que se observa en este corte.

Para concluir, debemos mencionar que el método de modulacién de soluciones en dos
dimensiones fue deficiente en el caso en que se ignora la radiacién; la comparacién de la
amplitud de la solucién numérica de ZK y la amplitud obtenida del sistema de ecuaciones no
es favorable, aunque la diferencia en los puntos de equilibrio no es mala. La gran diferencia
hallada entre la solucién numérica y el sistema de ecuaciones ordinarias no es de sorprenderse,
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Fig. 2.20: Condicién inicial de la simulacién numérica uo(z,y,0) = 0.5¢~005((w=40)+4?)
Cortesia del doctor N. F. Smyth.
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Fig. 2.21: Simulacién numérica después de 15 unidades de tiempo, comenzando en ¢ = 0 con
uo(x,7,0) = 0.5e005(=—40°+4*)  Cortesia del doctor N. F. Smyth.
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Fig. 2.22: Corte en y = 0 de la simulacién numérica mostrando la condicién inicial y también
el resultado después de 15 unidades de tiempo. Se comienza en t = 0 con wuy(z,y,0) =
0.5e0-95((==40)*+¥*)  Cortesfa del doctor N. F. Smyth.
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Fig. 2.23: Condicién inicial de la simulacién numérica ug(z, y, 0) = e~005(==40*+4*) " Cortesia
del doctor N. F. Smyth.
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Fig. 2.24: Simulacién numérica después de 10 unidades de tiempo, comenzando en ¢ = 0 con
uo(z,7,0) = e~005(@=10°+4”) _ Cortesia del doctor N. F. Smyth.
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Fig. 2.25: Corte en y = 0 de la simulacién numérica mostrando la condicién inicial y también
el resultado después de 10 unidades de tiempo. Se comienza en t = 0 con wuy(z,y,0) =
e~0-05((=40)’+%*) " Cortesia del doctor N. F. Smyth.
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ya que dicho sistema se encontré mediante una simplificacion extrema del problema; en otras
palabras, la radiacion cedida por la onda principal es parte fundamental de su evolucién y no
es facil despreciarla. En la siguiente seccién se toma en cuenta la radiacion que se desprende
de la onda principal, lo cual nos proporcionara un nuevo sistema de ecuaciones que en
principio modelara de forma mas realista la evolucién de la onda principal.

Sistema de ecuaciones al tomar en cuenta a la radiaciéon

Para obtener un sistema de ecuaciones que aproxime la evolucién de la onda coherente de
una mejor manera, es necesario tomar en cuenta a la radiaciéon. Nos basamos nuevamente en
las leyes de conservacion, pero esta vez no despreciaremos a u; con respecto a ug en la region
entre las causticas. Mas adelante serda necesario hacer una suposicién acerca de la forma de
u1 que nos permita incorporar a la radiaciéon a través de la presencia de nuevos parametros
en el sistema de ecuaciones. Consideramos primero la conservacion de la masa, proseguimos
después con la conservacién del momento y finalmente con el momento en = del momento
de la onda, siguiendo asi el mismo orden que cuando se ignoré a la radiacion.

e Ecuaciones correspondientes a la conservacién de masa

Para el caso en que se incorpora el efecto de la radiacién sobre la evolucién de la onda
principal, obtendremos dos ecuaciones a partir de la conservacién de masa. La primera
ecuacién se obtuvo ya antes y se basa en que sabemos que la radiacién estd confinada entre
las causticas. Dicha ecuacion se obtuvo integrando la forma diferencial de la conservacién
de masa fuera de las cdusticas, en la regiéon que antes llamamos I'(¢), despreciando a u; con
respecto a ug.

La segunda ecuacion que se utilizard consiste en considerar la conservacién de la masa
en todo R?, tal como se muestra ahora. De la conservacién de masa sabemos que

d oo o0
%/_oo/_wudacdy—o,

por lo que si escribimos a u(z,y,t) como u = uy + u; tenemos

d [* [* d [* [~ d [ [~ dma dM;

si llamamos M; a la masa total de u,, i.e. la integral de dicha funcién en todo R?. De esta
manera la conservacion de masa nos proporciona el par de ecuaciones

572 d a 1 a2 V a )
QLT — /2 —
6 dir  avar2 T2 T =0, (2.29a)
d ma dM;

—_—— =0. 2.2
dt K + dt 0 (2.29b)
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Fig. 2.26: Corte en el plano y = 0 al tiempo ¢ = 10 de la simulacién numérica para la
condicién incial e 095(=—40’+4") " .5 estructura que poosee la radiacién es clara en este
aumento. Cortesia del doctor N. F. Smyth.

Vemos entonces que el incorporar a la radiacién en la conservacién de masa introduce un
nuevo parametro, la masa total de la radiaciéon M;.

La radiacién cedida por la onda principal, confinada entre las cdusticas, tendrd en general
una forma muy complicada. Esto nos obliga a aproximarla por una funcién que pueda
manipulrse mas facilmente; en particular, nos gustaria poder evaluar la masa total M;.
Mostramos una ampliacién de la Fig. 2.25, donde se observa mejor la radiaciéon cedida por
la estructura coherente, ver Fig. 2.26.

En esa figura se observa que hay zonas donde la radiacién forma una estructura casi
plana, lo que en este contexto se conoce como ‘flat shelf’ en inglés y adoptaremos el término
de plataforma en espanol. Por esta evidencia numérica, se hace la suposicién de que la
radiacion se acumula formando una regién plana en su totalidad, con un cierto valor distinto
de cero. Supondremos que esta estructura se forma justo detras de la onda principal y
entre las cdusticas; ademds, se mueve de manera rigida con ella. La evolucién de la onda
principal tendra el aspecto del avance de una estructura acampanada, con una estructura
plana adherida detras de ella.

Consideramos entonces que el flat shelf se forma en una regién entre las causticas y que
tiene por frontera a una curva C(t); consideramos que esta estructura avanza a la misma
velocidad que la onda principal, esto es, a la velocidad V' (t). Ver Fig. 2.27. A la regién por
delante de esta estructura plana la llamamos R(¢) y calculamos ahora el cambio de la masa
en dicha regién. Si escribimos a la curva C(t) como =z = Z(y, t), tenemos

d d 0o oo 00 0o 00
dt R(t) dt J_o F(y,t) —o0 Ji(y,t) o |— (y:t)
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Fig. 2.27: La regién R(t), cuya frontera es la curva continua C(t). Se muestran también las
causticas con lineas punteadas.

o0 o0 1
- _ / [(—u2 + um> + (uzy)y] dxdy — V/ udy
—oo Jayt) L\2 z o)
(o) /
= —U” + Uz + U dy—V udy
/—oo (2 W) la=a0) c(t)

1
= / (—u2 + Uy + uyy) dy — V/ udy,
o) \2 Co(t)

después de utilizar que u satisface la ecuacién ZK.

Por tratarse de una estructura plana, tomamos a u = u, = cte. sobre una porciéon de la
curva C(t) (sobre la porcién de C(t) que es paralela al eje y) y detrds de ella. No podemos
exigir que u sea constante en toda la regién atrés de la curva C(t) (ni tampoco sobre la curva
completa) ya que debe decaer a cero en infinito. Ademads, tomaremos |u.| < 1 y también
|Uuze| < 1, |uy,| < 1 sobre dicha curva. Si consideramos que u = uy sobre la porcién de
C(t) que es paralela al eje y y que tiene longitud [, tendremos que

i udzdy ~ —V/ udy =~ —Viuge,
dt J re) c()

donde [ es un parametro que no puede determinarse hasta el momento y toma el papel de
una incognita.

Podemos hacer algunas aproximaciones adicionales que nos permitiran relacionar esto
con las ecuaciones obtenidas antes

/ uda:dy:/ uodacdy:/ uoda:dyzﬁ—a.
R(t) R(t) R2 K
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De manera que

d ma
R + Vius, = 0. (2.30)

Como se ha mencionado antes, [ y uy son desconocidos y deben determinarse.

e Ecuacion correspondiente a la conservacion de momento

Para obtener una ecuacién que tome en cuenta la conservacion del momento y ademas
incorpore el efecto de la radiacion, seguimos el procedimiento utilizado en el caso de la masa.
Calculando el cambio de la cantidad de momento en la regién R(t), tenemos

— —u drdy = / / —uzdajdy —/ / ( ) dxdy — V/ dy.
dt R(t) 2 (y,t) 2 #(y,t) o ‘x Z(y,t)

Usando la forma diferencial de la conservacién del momento, ecuacién (2.12), tenemos que
d ) 1 1, 1,
— —u drdy = ——u; — = dxdy —V —u*d
i . 3ty = -/ / ( 0P+ ity — 0 Quy)z+<uuw>y vdy /C(t) Sudy

1o 1, )A / 1,
= ud 4 Ulgy — —u’ — = , Uy, ‘nds —V —udy,
.Am<3 Tt g " cw 2

usando el teorema de la divergencia en dos dimensiones. Utilizando nuevamente que u =
sobre el flat shelf y también sobre una porcién de la curva C(t), donde u es pequefio; si
sobre C(t) las derivadas ugy, Ugy, Uz ¥ u, también lo son, tenemos que

d 2
— —u dxdy =~ ——Vlu
dt v

Al igual que en el caso de la masa, podemos aproximar

7'('@2

1, 1
—u“dzdy :/ —uldxdy ~ / —uldrdy = —,
/I;(t) 2 R(t) 2 0 R2 2 0 4k

de manera que tenemos finalmente

(2.31)

No se hacen nuevas consideraciones sobre la velocidad de la onda principal y se conserva
la expresién encontrada en el caso sin radiacién, ecuacién (2.21).

El sistema de ecuaciones que modela la evolucién de la onda principal, incorporando a
la radiacién, queda mds sencillo si eliminamos uq, entre (2.30) y (2.31). Al hacer esto, el
sistema de ecuaciones es

572 d a 1 a2 V

— a 1/2 _
6 dtk 44/2 ,@1/2 K1/2 +ar'/? =0, (2.32a)
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da> 1w [(da)’
—— 4+ [ Z2Z2) = 2.32
didr 2V <dtm> 0 (2.32D)
a
V-4 (§ — k) =0. (2.32¢)

Podemos reducir el sistema anterior a dos ecuaciones, usando la tercera en las dos
primeras. De ello resulta

572 d a 2 1 a? 1
R c__ - V2 _ /2 —
5 dt/{—i_ (9 4\/5) 72 T Ak 0, (2.33a)
a da® 7 (da\®
4(—— )—— L) . 2.33b
0 ") Gian T (dm) (2.33D)

Que son dos ecuaciones diferenciales no lineales, para las funciones del tiempo a(t) y &(t).
Notese que ahora tenemos un parametro libre a nuestra eleccién, [. La solucién del par de
ecuaciones anterior no es tan facil como en el caso sin radiacion. De hecho, ni siquiera es
sencillo obtener ecuaciones aisladas para cada funcién del tiempo y se trabajara con la pareja
como estd escrita en (2.33).

Resultados Numéricos I1

Adaptamos al sistema de ecuaciones (2.33) para un trabajo numérico, tal como se habia
hecho antes para el sistema sin radiacién. El escribir a la ecuacion ZK como

Uy + 5””3: + Uggz + Ugyy = 0,

nos obliga a modificar a (2.33) de acuerdo a

572 d a 2 1 a? )
oo v < _ - R /2 _
6 din + <9 4\/5) 5/{1/2 ak™'* =0, (2.34a)
da da®> 7 (da\®
g ()l Tfee) 2.34h
(9 “) FTYPRY (dm) 0 (2:34b)

donde la velocidad estd dada por V =4 (%“ — li). Nuevamente tomamos § = 6 y resolvemos
numéricamente (2.34) usando Mathematica, con el propésito de comparar con la solucién
numérica de ZK. Las soluciones se muestran en la Fig. 2.28, para la condicién inicial de
ay = 0.5y kg = 0.05. La otra condicién inicial considerada, ap = 1 y k9 = 0.05 no se
muestra y al igual que antes el ajuste es peor que en el caso anterior.

Notamos varias cosas de la solucién numérica de (2.34). La primera es que no se ha
logrado una buena concordancia entre estas soluciones y la solucién numérica de ZK. Si uno
solamente toma valores de [ positivos, entonces la curva resultante estd siempre por debajo
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Fig. 2.28: Puntos correspondientes a la solucién numérica de ZK (——) y soluciones de
(2.34) para los valores de [ indicados (— — ——). La condicién incial es ap = 0.5. La curva

correspondiente a [ = oo es en realidad tomada del caso sin radiacion, tratado en la seccién
anterior.

de aquélla marcada con [ = oo, que corresponde a la situacion sin radiaciéon. Mientras [
crece, las curvas obtenidas se acercan cada vez mas a la curva marcada [ = oo; por otro lado,
una [ pequeiia corresponde al caso de intensa radiacién. En el caso de [ con valores de 0.5
y 1, la radiacién es tan intensa que la onda pricipal pierde demasiada masa incialmente y
su amplitud cae. Las soluciones de (2.34) son relativamente sensibles para cambios del valor
de I si 0 <l < 10, pero son poco sensibles para 10 < [. En este utlimo caso, las curvas se
aproximan cada vez mas al caso sin radiacion al crecer [, pero de forma muy lenta.

El considerar valores de [ negativos cambia radicalmente el comportamiento de las curvas,
ya que permanecen por arriba de la curva de puntos de la Fig. 2.28, estabilizandose en valores
mayores que ésta. Sin embargo, no tiene sentido tomar valores de [ negativos, como puede
notarse de la deduccién de las ecuaciones que incorporan a la radiacién, debido a que [ es una
longitud, relacionada con el tamano del flat shelf considerado y es por ello que no mostramos
figuras con este tipo de valores de .

En resumen, lo anterior representa una aparente dificultad: hemos incorporado la ra-
diacién de la onda principal y a pesar de ello, no hemos logrado que el sistema de ecuaciones
ordinarias modele de manera adecuada el fenémeno de interés.

Hemos dicho antes que de la Fig. 2.28 se observa que la amplitud dada por el sistema de
ecuaciones crece demasiado lenta comparada con la solucién numérica de ZK. La expresion
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Fig. 2.29: Posicién de la estructura coherente como funcién del tiempo. La linea continua
es la curva para la solucién numérica completa, mientras que la punteada es la posicion
obtenida del sistema de ecuaciones (2.34).

usada para la velocidad de la onda, (2.32c), es lineal en a(t) y x(t). Si la evolucién de a(t) es
lenta, esto nos sugiere que la velocidad usada en el sistema de ecuaciones también tendra un
problema semejante, comparada con la velocidad auténtica de la onda. Comparamos ahora
graficas de la posicién de la estructura coherente £(¢), obtenida de la solucién numérica
auténtica y del sistema de ecuaciones, la velocidad de la onda es la pendiente de cada curva.
Ver Fig. 2.29.

Si comparamos graficas similares para la velocidad, se obtiene lo que se muestra en
Fig. 2.30. La velocidad de la solucién numérica se obtiene tomando diferencias entre las
posiciones del maximo de amplitud de la onda y dividiendo entre el tiempo transcurrido. La
velocidad obtenida de esta forma efectiia oscilaciones densas y por ello los puntos mostrados
aqui parecen proporcionar una curva discontinua. Estas oscilaciones densas son producto del
proceso numérico empleado® y por lo tanto no reflejan el comportamiento real de una onda
gobernada por ZK. La curva punteada es la velocidad obtenida del sistema de ecuaciones.
Para tiempos mayores, la velocidad V () crece hasta alcanzar un valor de equilibrio cercano
a 2.1 para tiempos del orden de ¢ ~ 50.

De ello se infiere que es conveniente modificar la expresién para la velocidad. Se sigue el
procedimiento de otros trabajos de este tipo, como se trata de [19] y [24] para el caso de otras
ecuaciones de onda no lineales, y tomaremos una expresion mas general para la velocidad V.
Esto permitird tener un segundo parametro libre, ademas de [ y se vera que esto permitira

6En particular, el tomar diferencias entre las posiciones y luego dividir entre la pequefia cantidad de 0.002,
que es el tiempo transcurrido entre cada medicién de la posicién introduce grandes errores y este proceso es
el responsable de las oscilaciones observadas.
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Fig. 2.30: Velocidad de la estructura coherente como funcién del tiempo. El conjunto de
puntos se obtiene de la solucién numérica completa, tomando solamente algunos de los
puntos totales. La velocidad obtenida de esta forma efectiia oscilaciones densas y por ello
los puntos mostrados aqui parecen proporcionar una curva discontinua. La curva punteada
es la velocidad obtenida del sistema de ecuaciones (2.34).

que el sistema de ecuaciones arroje resultados con una mayor coincidencia, comparado con
la solucién numérica de ZK. El procedimiento seguido se muestra en la secccién siguiente.

Mejora en la aproximacién de la velocidad
Si proponemos como solucion para la ecuacién ZK
Ut + OUUL + Uggy + Ugyy = 0
a una onda viajera u = u(x — ct,y), para c constante, se obtiene la ecuacién
—Cly + OUUL + Uggy + Ugyy = 0.

La cual se puede integrar una vez para obtener

)
—cu + §u2 + Ugg + Uyy = 0. (2.35)

Después de considerar que u y todas sus derivadas se anulan al infinito.
Consideramos la integral variacional correspondiente a la ecuacién (2.35), esta es

A(u) =/_ /_ [5 (u2 +ul) —éu?’-l-%uQ dxdy (2.36)
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como verificamos ahora. Si llamamos

1 o c
L= 5 (ui—l—uz) — 6U3+ 5’&2,

la Ecuacién de Euler que determina a la funcién que extremiza a (2.36) es
Op Lo, + OyLy, — Ly, = 0.

De esto resulta

Oty + Oyuy + guz — CU = Ugy + Uyy + qu —cu=0
y es la ecuacion que satisface una onda viajera en direccién x, a partir de la ecuacién ZK.

La interpretacién de (2.36) es que una auténtica onda viajera de la ecuacién ZK nece-
sariamente extremiza a la cantidad A. Por otro lado, si evaluamos a A no con una auténtica
solucion de ZK, sino con una aproximada que tenga ciertos parametros aparentemente libres,
podremos encontrar de ello la mejor eleccion de los parametros libres y de esta forma, la
mejor soluciéon aproximada.

Ejemplificamos esto con nuestra solucién aproximada uy = ae F(@=e)*+¥*) " No existe
alguna elecciéon de a y k que permita hacer que ug sea una solucién, pero supéngase que
se quiere tomar a dicha funcién como solucién aproximada. La pregunta entonces es ;como
debemos tomar a las constantes a y « para obtener la mejor solucién aproximada posible?
Esto se logra pidiendo que A(u) se extremice no al variar la funcién u sino con respecto a a
y k. Esto nos dara la mejor aproximacion Gaussiana del tipo ug = ae—r((@—c)*+y*)

Si se evaliia a A en la funcién ug, se obtiene

0 18
—Za—9 = k. 2.37
¢=za—2K, a= kK (2.37)
De donde podemos encontrar a la velocidad ¢ como funcién de a
26

En particular, notamos que la expresién para la velocidad ¢ (con 6 = 1), (2.37), es distinta
que la expresién obtenida antes para V', ecuacién (2.32c).

Las relaciones anteriores entre los parametros a, Kk y ¢ nos brindan la mejor solucion
aproximada, la cual tendrd solamente un parametro libre, ya sea a, k 6 ¢, al escribir los otros
dos en términos del que se escoja.
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Adoptamos ahora una expresion paramétrica de la velocidad de la onda, de manera que
para ciertos valores de los pardmetros se reduzca a la V' encontrada antes, ecuacién (2.32c),
o0 a la expresién para c recién hallada en (2.37).

Notando que tanto la velocidad V' como ¢ son lineales en a y k, tomamos la forma
funcional para la velocidad C', con los pardmetros p, ¢ y p

0
C =g +pu)a—2(1+qps,
de modo tal que si p = 0 entonces se recupera c de (2.37) y donde p y ¢ se determinan de
la siguiente forma: cuando a = %l-ﬁ, es decir, cuando estan relacionadas como en la mejor
aproximacion posible, pedimos que C adopte la velocidad de la mejor aproximacion, dada
en (2.38) y que esto ocurra para toda y. Hacemos k = %a en la expresiéon para C' y nos
queda

€ =2 (301 +pm) ~ 1+ am)}a

lo cual se reduce a (2.38) si ¢ = 3p. Sin pérdida de generalidad, tomamos p = 1 y nos queda
entonces

C = g(l + p)a —2(1 + 3u)k. (2.39)

Lo anterior tiene también otra justificaciéon. En la simulacién numérica de ZK, se utilizé
una condicién incial Gaussiana y esto nos llevé a tomar una funcién de este estilo para la
onda ug(x, y,t); es decir, se ha supuesto que la estructura coherente conserva la dependencia
funcional inicial. Esto no tiene por qué ser asi, la onda principal puede iniciar con un perfil
Gaussiano y modificarlo después al transcurrir el tiempo, conservando una similitud en la
forma acampanada. Si la estructura coherente efectivamente se comporta asi, adoptando la
forma de una funcién distinta, pero conservando la dependencia en (z — &)? + 42, la tnica
variacion en el sistema de ecuaciones obtenido, serd en los coeficientes, ya que éstos surgen
de las integrales en diversas regiones de una funcién Gaussiana. El considerar una nueva
velocidad dada por (2.39) con un pardmetro p modificando a los coeficientes, de cierta forma
toma en cuenta que la onda adopta una forma distinta que la Gaussiana y por ello los
coeficientes pueden variar.

Comprobaremos ahora que la velocidad V' encontrada considerando el momento en di-
reccién = del momento de la onda, es un caso particular de C. Si se introduce el factor
constante d multiplicando el término no lineal de la ecuacién ZK, la velocidad V ahora es

V=4<%—/@)
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y para § = 1 es idéntica a la expresién (2.32c), como debe ser. Si se toma p = 1/3, C' toma

el valor
)
C=14 <§CL—/€) =V,

por lo que efectivamente se recobra la expresion deseada.
Adoptamos a C' como la nueva velocidad de la onda principal y con ello tenemos el nuevo
sistema de ecuaciones

572 d a 5 a® C

a 1/2
—Z_ — = 2.4
e 4\@&1/2—1- 5 o1z T ak 0, (2.40a)
da® 1w (da)’
4a T2y _ 2.4
didr 200 (dtn) 0 (2.40D)
0
C - 3(1 + wa +2(1 + 3u)k =0. (2.40c)

que se obtiene considerando ¢ # 1.
Si eliminamos a C' del sistema de ecuaciones tendremos

5712 d a 1+ p 1 a?
—— - §——= — 3pax’? =0 2.41
6 dtk ( 6 4\/5) iz~ OHAR ’ (241a)
) da® 7 (da)®

Este sistema de ecuaciones se reduce al anterior si hacemos p = 1/3, como se mencioné antes.
Sin embargo, lo que deseamos es mas bien modificar a pu para lograr el ajuste numérico. De
esta manera, (2.41) es un sistema de ecuaciones con dos parametros libres, u y [, esperamos
que con esto se pueda lograr una mejor comparacion con la solucién numérica de ZK.

Resultados Numeéricos III

Retomamos la comparacién con la solucién numérica de ZK utilizando esta vez al sistema
de ecuaciones en la forma (2.41). Si se resuelve para diversas parejas de valores de p y [ se
obtiene algo como en la Fig. 2.31. Mientras que en el caso en que solamente se tenia a [
libre, con [ > 0, las curvas siempre pasaban por debajo de la solucién numérica de ZK; ahora
vemos que es posible variar [ y p lo suficiente para que las curvas del sistema de ecuaciones
pasen por un lado y por otro de los puntos de la solucién numérica de ZK.

El mejor ajuste hallado entre el sistema de ecuaciones se encuentra para los valores [ = 15
y i = 2.3, como puede verse en la Fig. 2.32.

De la Fig. 2.32 vemos que a esta escala el punto estacionario es practicamente el mismo
entre los puntos y la curva. Sin embargo, el comportamiento intermedio es algo distinto ya
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=35 p=10
a4, —-—————————"——————"— - =
12 =10  p=2
S == Sttt
wh /o -7 =6  K=1
| / -
a8y e
ael . -7 N
L /7 — - - =
k- _ _ _ -~
04; N
a2 Te--___ =1 u=1
10 2 D 0 @

Fig. 2.31: Comparacién entre la soluciéon numérica de ZK (
(2.39) (— — ——) con diversos valores de | y p.

0% ¢

t

Fig. 2.32: Comparacién entre la solucién numérica de ZK (- -- - ) v el sistema de ecuaciones

(2.39) (——) con ag = 0.5, 1 =15y y = 2.3,
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Fig. 2.33: Posicién de la estructura coherente como funcién del tiempo. La linea continua es
la curva para la solucién numérica completa, mientras que las punteadas son las posiciones
obtenidas del sistema de ecuaciones, en el caso en que la velocidad no se ha corregido y en
el caso en que se llevado a cabo dicha correccién.

que la solucién a partir del sistema no recrea la curvatura exacta de la serie de puntos. En
particular, mientras que el punto de cambio de concavidad esta alrededor de ¢t = 1 para la
solucion numérica de ZK, para la amplitud a partir del sistema de ecuaciones el cambio de
concavidad esta alrededor de t = 6.

Resulta interesante comparar la nueva posicién y velocidad obtenidas para la onda a partir
del sistema de ecuaciones con la velocidad y posicién de la solucién numérica completa, como
se hizo en las Figs. 2.29 y 2.30 para la forma anterior de la velocidad. En la Fig. 2.33 se
muestra la posicion dada por la solucién numérica, comparada con la posicién obtenida con
la velocidad V' (t), esto es, antes de corregir la velocidad y con la posicién que se obtiene con
la velocidad corregida C(t).

De la Fig. 2.33 vemos que el valor y pendiente de la posicién de la onda proporcionada
por la velocidad C(t) es mucho mejor en la vecindad de t = 0 pero se aleja de la solucién
numérica para tiempos posteriores. De manera contraria, el ajuste que se obtiene al usar a
V (t) como la velocidad de la onda es peor cerca de t = 0, pero se aleja una cantidad menor
para tiempos mayores. De esto inferimos que el ajuste adecuado a la posicién y velocidad
de la onda es crucial cerca de t = 0; el mejorar el ajuste de la posicién en esta regién es lo
que permite a su vez mejorar el ajuste de la amplitud de la onda como se observa en la Fig.
2.32, a diferencia del ajuste visto en la Fig. 2.28.

Podemos también comparar la velocidad de la onda obtenida de la solucién numérica con
la velocidad que se obtiene del nuevo sistema de ecuaciones (2.40). Esto se muestra en la Fig.
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Fig. 2.34: Velocidad de la estructura coherente como funcién del tiempo. El conjunto de
puntos se obtiene de la solucién numérica completa, tomando solamente algunos de los
puntos totales. La velocidad obtenida de esta forma efectiia oscilaciones densas y por ello
los puntos mostrados aqui parecen proporcionar una curva discontinua. Las curva punteada
y la continua son las velocidades obtenidas de los sistema de ecuaciones (2.34) y (2.40); es
decir antes y después de corregir la velocidad.

2.34, donde los puntos respresentan nuevamente la velocidad dada por la solucién numérica
y las curvas punteadas representan a las velocidades obtenidas de los sistemas de ecuaciones,
antes de la correccién en la velocidad y después de ella. La velocidad obtenida de esta forma
efectia oscilaciones densas y por ello los puntos mostrados aqui parecen proporcionar una
curva discontinua. Como se ha mencionado antes, estas oscilaciones son resultado de la
forma en que se calcula la velocidad y no respresentan algo real. Algo mas realista seria
utilizar un ajuste a los puntos de manera que se obtenga una curva lisa. Como se esperaba,
vemos que la aproximacién a la velocidad real de la onda dada por C(t) es mejor cerca de
t = 0, aunque posteriormente la diferencia crece. Para tiempos mayores, la velocidad C(t)
permanece en el valor de equilibrio que se ve en la figura, mientras que la velocidad V' (t)
crece hasta alcanzar un valor de equilibrio cercano a 2.1 para tiempos del orden de ¢ = 50.

El ajuste a la velocidad de la onda logrado por la funcién C(t) es mejor que el de la
funcién V() en varios sentidos y esto es lo que permite reproducir el comportamiento de
la amplitud de la onda de mejor manera. En particular, cerca de ¢t = 0 el valor que toma
es bastante més cercano al valor real y ademds C(t) llega al equilibrio mucho més rapido
que V(t), aunque no tan rapido como la solucién numérica. Adicionalmente, C(t) alcanza
el equilibrio de la misma forma que la solucién numérica: de manera decreciente. Esto se
compara con la forma en que la funcién V' (¢) llega al equilibrio: de manera mucho mas lenta
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Fig. 2.35: Comparacién entre la solucién numérica de ZK (——) y el sistema de ecuaciones
239) (-—————— yeconag=1,1=88y u=3.

y de forma creciente.

Para el caso en que la amplitud inicial es uno, mostramos la figura andloga, en 2.35. El
mejor ajuste se logra en este caso con [ = 8.8 y u = 3. Al igual que antes la mayor diferencia
estd relacionada con el cambio de concavidad ya que la solucién numérica directa efectia
dicho cambio para tiempos cercanos a cero, mientras que la solucion a partir del sistema de
ecuaciones tarda un poco mas en cambiar su concavidad. Sin embargo, fue posible escoger
los parametros libres para que el acuerdo entre puntos de equilibrio sea total.

Resumimos lo encontrado hasta ahora. El mal ajuste entre el sistema de ecuaciones
ordinarias que incorpora a la radiacion uinicamente a través del parametro [, en particular
la lenta evolucién de la funcién a(t) dada por el sistema de ecuaciones comparada con la
solucién numérica completa, nos motiva a tomar una versién mas general de la velocidad de
la onda principal, la cual conserva la forma funcional de la expresién anterior y se obtiene a
partir de la integral variacional para la forma de ZK correspondiente a ondas viajeras. Esta
nueva forma de la velocidad de cierta manera toma en cuenta que la estructura coherente
después de t = 0 no tiene porqué ser Gaussiana y por lo tanto los coeficientes obtenidos
en las ecuaciones pueden ser distintos. Esto introduce el pardmetro adicional y de manera
que resulta un sistema de dos ecuaciones ordinarias con dos parametros libres [ y la antes
mencionada p. En este caso se logra un ajuste bueno e incluso se puede reproducir el
punto de equilibrio de la solucién numérica directa con una curva que se sitia muy cerca
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de la anterior. La mayor diferencia resulta de considerar el cambio de concavidad de las
soluciones. La solucién numérica directa presenta un cambio de concavidad casi inmediato,
mientras que la solucién del sistema de ecuaciones presenta un cambio analogo para tiempos
posteriores. Podemos decir que un sistema de ecuaciones ordinarias con dos parametros
libres es suficiente para lograr un muy buen acuerdo con la solucién numeérica de la ecuacién
parcial pero no para reproducir el grado de detalle que estd involucrado en el cambio de
concavidad de la solucién.

Es un asunto de experiencia en este tipo de trabajos que en el cambio de concavidad
siempre existe gran discrepancia y esto esta relacionado con la complejidad de la radiacion
cedida por la onda principal, como se menciona en [24]. En el trabajo citado se menciona que
en la soluciéon numérica de la ecuacién parcial la cdustica tarda cierto tiempo en formarse,
mientras que en el sistema de ecuaciones se asume que ésta se forma de inmediato, algo
que necesariamente acarrea discrepancia entre las soluciones. Finalmente, si uno observa
las Figs. 2.21, 2.24, 2.22 y 2.25, es evidente una tremenda complejidad en la forma de la
radiacién, por lo que el incorporarla en el sistema de ecuaciones de manera mas realista es
algo muy dificil. De ello, resalta la buena calidad de los resultados obtenidos a pesar de la
forma tan compleja de la radiacion.

2.4 Evolucién de una onda localizada gobernada por
una generalizacion de la ecuacion
Zakharov-Kuznetsov

2.4.1 Las leyes de conservacion de la ecuaciéon ZK generalizada

Hemos visto que en el articulo de Sipcic y Benney, [33], se considera a la ecuacién mZK, la
cual involucra una no linealidad del estilo u?u, en lugar de la que presenta ZK. Los autores
mencionan que esa ecuacion surge en el estudio de fluctuaciones de densidad de los iones de
un plasma cuando ésta se propaga con un cierto dngulo con respecto al campo magnético.
Al igual que la ecuacién ZK, la ecuacion mZK no es exclusiva de esta situacién sino que por
el contrario puede surgir en muchos contextos. Incluso pueden surgir ecuaciones con una no
linealidad mas general, del estilo uPu,. Por ello, consideramos ahora una generalizacion a la
ecuaciéon de Zakharov-Kuznetsov en dos dimensiones, que presentamos en la forma

Up + UPUL + Uggpy + Ugyy = 0, p>0 2.42
Yy

con u = u(x,y,t) y la cual se reduce a ZK para p = 1. Por simplicidad, a esta generalizacién
de la ecuaciéon Zakharov-Kuznetsov la llamaremos gZK.

Encontraremos las leyes de conservacion correspondientes a esta ecuaciéon y luego ob-
tendremos a partir de ellas ecuaciones ordinarias que aproximen la evoluciéon de una onda
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coherente Gaussiana, tal como lo hicimos en el caso p = 1. Obtendremos asi una genera-
lizacién a los procedimientos seguidos antes y se estudiard el tipo de comportamiento de
la onda coherente al variar p. Por las ideas discutidas en la seccién 1.1, esperamos que un
aumento en la no linelidad (para p > 1) puede llevar a que no ocurra un balance entre la dis-
persién y el efecto antes mencionado, de manera que la estructura coherente decaiga a cero
o se colapse sobre si misma. En el caso opuesto, para p < 1 puede ser que la no linealidad
no sea lo suficientemente intensa para evitar que la onda se disperse por completo.

La conservacion de masa

Al igual que en el caso de la ecuacion ZK, la ecuacién considerada ahora tiene algo analogo
a la conservacién de masa y que se reduce a la expresion correspondiente a ZK si hacemos
p = 1. Desfinimos la masa total como

ME/ / udxdy,

por lo que debemos pedir que u decaiga lo suficientemente rapido cuando x,y — 400 para
obtener un valor finito. Podemos escribir a la ecuacién gZK (2.42) como

1
up + (p - 1u”+1 + um> + (Ugy)y = 0, (2.43)

T

y esta es la forma diferencial de la conservacién de masa. A partir de (2.43) se sigue que

/ / udxdy = / / (p - 1up+1 + um) — (Ugy)ydzdy =0,

ya que u(z,y,t) y sus derivadas decaen a cero en el infinito. Tenemos la version integral de
la conservacion de masa

= 2.44
dt dt/ / udzdy = 0, (2.44)

que sera utilizada mas adelante para obtener un sistema de ecuaciones que aproxime la
evolucion de una onda con la misma forma que ug, tal como se hizo en el caso de ZK.

La conservacion de momento

Consideramos ahora la conservacién del momento de la onda. Este se define como

1 o o0
= 5/ / u’dzdy, (2.45)
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veremos que lo anterior es constante en el tiempo, a partir de la ecuacién gZK.
Multiplicando a (2.42) por u tenemos

1 1
uty + uP T gy 4 Wy + Uy, = <§u2> + (IEUJID“L2 + uum> — Ugllgy + (Wligy)y — UyUzy
¢

T

1 1 1 1
= <§u2>t + <m P2 4 gy — §u§ - §uz>m + (utigy), = 0.

Por lo que la version diferencial de la conservacién de momento se escribe como

1 1 1 1
<§u2>t + (p n 2u”+2 + Uy — §ui — §u§)m + (Utigy)y = 0. (2.46)

De aqui se sigue la conservacién de P en forma integral de manera sencilla, siguiendo el
procedimiento conocido. Usando (2 45) y (2.46) tenemos

Zu? = 2.4
dt / / u“dzdy = 0 (2.47)

y sera igualmente utilizada para aproximar la evolucién de la onda coherente.

2.4.2 Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con-
servacion

Proponemos una solucién a la ecuacién gZK que se compone de dos partes: una parte con
estructura localizada la cual se representa por una funcién ug(z,y,t) y que llamaremos la
onda coherente o principal; mas una segunda parte que representa la radiacién desprendida
por la onda y que se representa por una funcién u,(z,y,t), de manera idéntica al caso con la
ecuacién ZK. Nuevamente supondremos que la condicién inicial para u(z,y,t) es justamente
uo(z,y,0), por lo que al inicio no hay radiacién. A partir de las leyes de conservacién en-
contradas en la seccion 2.4.1 se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que
describen de manera aproximada la evolucién de onda coherente ug(z,y,t). Al comienzo,
encontraremos un sistema de ecuaciones que describen la evolucion de la onda coherente
ignorando por completo la radiaciéon. Después de ello, estudiaremos el caso en que la ra-
diacién no es completamente despreciable y encontraremos asi un sistema de ecuaciones que
describen la evolucién de la onda coherente afiadiendo una correccién debido al efecto de la
radiacién.

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiacién

Para la ecuacién gZK

Up + UPUG + Uggy + Ugyy = 0, p>0
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—— r(t)

=

Fig. 2.36: La region I'(¢).

proponemos como solucién a la funcién u(z,y,t) = ug(z,y,t) + ui(x,y,t), con ug dado por
uo(z, 9, ) = a(t)e OO 2), (2.48)

es decir la onda coherente tiene un perfil Gaussiano y ademdas se propaga en direccion x.
Al igual que antes, las funciones del tiempo a(t), k(t) y £(t) toman en cuenta que la onda
coherente puede deformarse, debido a que no es un solitén. La funcién V (t) = § es la ve-
locidad de la onda coherente y por lo antes mencionado es también funcién del tiempo. Por
supuesto que nos limitamos al caso x > 0, de manera que se tengan soluciones con sentido
fisico. La primera de las ecuaciones ordinarias que modelan la evolucién de ug se obtendra
utilizando la conservacién de la masa, ecuacién (2.44).

e Ecuacion correspondiente a la conservacion de la masa

Al igual que en el caso p = 1, la radiacién desprendida por la onda coherente se encuentra
confinada en la regién entre las cdusticas’ %(.I &) <y< —\%(x -8 yx <& alaque
llamamos I"(¢), de igual manera que en el caso de la ecuacién ZK. De esta manera, la regién
['(t) es aquella regiéon mévil en donde la radiacién es practicamente nula. Esta regién se
muestra en la Fig. 2.36.

Seguimos el desarrollo usado en el caso de ZK y calculamos el cambio de la masa de la
onda en la regién I'(¢), tomando en cuenta que u(z,y,t) satisface la ecuacién gZK

d d [e'9) [e's) d 0 [e's)
— udzxdy :—/ / udxdy—i——/ / uda:dy:/ urdzdy
dt Jr ) dt Jo Je-vay dt J o Jervay o

0 0 Yan
_/0 u|§_\/§dey - /_oou|§+\/§dey - /I‘(t) {(p—i— . +um)$+ (uxy)y} dzdy.

"El que la regién donde queda confinada la radiacién no se modifique en el caso de gZK es de esperarse,
pues ésta regién se dedujo tomando la parte lineal de la ecuacién ZK, parte que es idéntica en el caso de
gZK.
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Como en la regién I'(¢) se cumple u; ~ 0 entonces en esa regién u =~ ug y nos queda

d d o0
7 - udxdy NE uod:cdy ~ —QV/O uo‘é_\/gydy

Yyt
_ /m) [(p?l- . + u()m) + (u()wy)y} dzdy, (2.49)

donde la paridad de ug con respecto a y nos ayuda a simplificar la expresion que representa
el cambio de masa en la region de integracion. Evaluamos ahora cada una de las integrales
de arriba tomando en cuenta que ug y sus derivadas se anulan al infinito.

En la seccién 2.3.2 se hall6 la masa total en la regién I'(t):

5
/ updxdy = ome.
I'(t) 6 Kk

La siguiente integral también fue calculada en la seccién 2.3.2

el o d _m? a
0 Ole-vay™ = 4 g2

La ultima integral requerida es

p+1
Jo [ G ) = o asao=2 [ [T (355 ) }dmy
T 3y

o0 up-l-l
= —2/ [p 1 + Ugzr + uoyy:|
0

Si usamos ahora ugz, = (dak?(z — £)? — 2ak) e~ ((z=8)+y?
se obtiene

uﬁ“
+ Ugge |+ (Uog dxdy
/I‘(t) [(p+1 ’ )m ( Oy)y]

e 1)r(3y2+y2 29 2 3y’ +y? 2,2 3y®+y?
:—2/ +16—(P+ )n(y+y)+(4aﬁ 3y —2@/{,) e_’“(y+y)+(4a/§y —2a/£) e FBy +y?) dy
o |P

6\/§y

)yuoyy (4cm y? — 2akK) e —r((z—€)2+y?)

bl

o ap“ 2 2
= —2/ n 16_4(p+1)”y + (16ar’y® — 4ak) e " | dy
0 p
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[ aPT! 1 I'(1/2 1 I'(3/2 1 I'(1/2
__,[a /2 g G2 _, (1/2)
[p+1(4(p+1)k)1/2 2 (4k)32 2 (4k)1/2 2
r 1/2 1 1/2 1
=-2 m a” + m/ art? — 7Rl = —g/? L a” — ax'?
| 4(p + 1)3/2 k1/2 2 2(p + 1)3/2 k1/2
— 212 | gpl/2 _ 1 a’t!
2(p + 1)32 k12

Ahora sustituimos los valores de las tres integrales en (2.49)

dsma _ 72 a1 a
dt 6 k 4 k2 2(p+1)32 k2]
o equivalentemente,
572 d a 1 @tV oa 12

— = - —— —aK

6 %H 2(p_|_ 1)3/2 Kk1/2 2 k1/2 (2.50)

Esta es la ecuacién diferencial ordinaria que generaliza a (2.16), la cual podemos obtener al
hacer p =1 en la expresién (2.50) y de esta manera verificar los célculos.

e Ecuacion correspondiente a la conservacion del momento

Al considerar la conservacién del momento en el caso p # 1, se llega exactamente a la
misma expresion obtenida antes, cosa que se muestra ahora. Bajo las mismas condiciones;
esto es, tomando a u? y a ugu; como despreciables con respecto a u2 en todo el plano R?, el
momento se calcula como

1
P:/ —u%la:dy:/ —uidzdy.
]RZ 2 R2

La ecuacion P = 0 queda asi

b e a4

Y de esto se obtiene una ecuacién adicional, y que es idéntica a (2.17)

—— =0. (2.51)
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e Ecuacién correspondiente a la consideracion del momento en z del momento de la onda
Consideramos ahora el momento en x del momento de la onda, sabemos de antemano que
esto nos proporcionara la ecuacion que cierra el sistema y de hecho, una expresiéon que nos
proporciona la velocidad de la onda en términos de su a y x. El momento en x del momento

es
L,
r=u“dzrdy.
Rz 2

Nuevamente despreciando a u? y uou; con respecto a ug en todo el plano tendremos que el
cambio de la cantidad de arriba es

/ / T= u2dxdyN—/ / T— uod:r;dy.

Usamos la ecuacién (2.47)

1 1
o[ riaviamiv = [ [ | (gt s = g0 = 538, ) -+ )| .

De ello se obtiene

1 1
/ / T uodxdy / / ( ? 4 UgUoee — EUS‘” — Euoy) dzdy
+ / UgUozy dx

> = 1 p+2 1 2 1 2
= oy 5 Y0 + UoUpzy — Yoz — U0y dzxdy,
— 00 —0oQ

después de integrar por partes y tomar en cuenta que ug y sus derivadas se anulan al infinito.
Las integrales de arriba tienen los valores

/ / T— uod:cdy— Zgz ,

segun se encontrd en la seccion 2.3.2. Es necesario evaluar

R B 1 1 1
/ / <p " 2u18+2 + UgUpgy — Eugm — §u(2)y> dxdy,
—0o0 —0o0

por lo que requerimos las expresiones ug, = —Qa&(x—f)e_“(($_§)2+y2), Ugy = —Qa&ye_“(($_§)2+y2)

Y Ugze = (4ar?(z — §)? — 2ak) e_“(($_5)2+y2), quedando entonces

Sl o A TS 1, 1
P 5t + UoUpzy — U0z — §u0y dzxdy
—00 J —00



2.4. EVOLUCION DE UNA ONDA GOBERNADA POR LA ECUACION GZK 111

/ / ap+2 (r+2)s((@=€)+v%) 4 (40’k*(z — €)* — 2a°k) 2 (=6 +v7)

p+
_ —40, ( 6)2 —2/5((1 £) +y2) . 140/21‘623/26 ((z ))dl‘dy

2 2
L@ w1 A(E/2)20(12) |, 1AN/2? 1 20(3/2)20(1/2)
T p+2(+2)k A2 2 ) “TokT 4 C T 2 )

gz L 20(1/2)20(3/2)

a2 2 2

_ T a? T ,I'(1/2)” — a®T(1/2)? — ,I'(1/2)” _ ,[(1/2? w1 a*? 2
=2 n @ — a @’ — ¢ — B wa©.

Sustituyendo los valores calculados, se obtiene

d mé&a® 7 aPt? )
- =——————— —T7a’,
dt4 k p+2)? &
por lo que al simplificar
d {a® aPt? 0
=4 — - . 2.52
dt ((p +2)2%k ¢ (2:52)

El sistema de ecuaciones ordinarias para a(t), k() y £(t) que aproxima la evolucién de
la onda coherente, en el caso p # 1 es

572 d q 1 a’tt  V a

— — r 12 _ 5
6 ditk 2(p+1)3/2 kl/2 + 9 K1/2 +ak 0, (2.53a)
d a®
—— =0 2.53b
dt K ’ ( )
d 5&2 a,p+2 9
— = =4y — ) =0. 2.53
dt r ((p+2>2n ‘ (2.55¢)
De la ecuacién (2.53b) se obtiene, al igual que cuando se tenfa p = 1
a®  a
P 2.54
K K’O’ ( )

donde ag = a(0) y x(0) = Ky.
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Por otro lado, usando (2.53b) y (2.53c) se obtiene

p+2 P
LIV S ARTE) DY (AR
dt a? \ (p+2)% (p+ 2)?

la velocidad de la onda coherente esta dada por

V=4 (ﬁ - m) , (2.55)

lo cual se reduce a (2.21) en el caso p = 1.
Utilizando (2.55) en (2.53a)

572 d a B ( 2 1 an
(

°r 2T _ 1/2 2
6 dir P22 2p+1pr ) T (256)

Las dos ecuaciones (2.53b) y (2.56) determinan a las funciones del tiempo a(t) y «(t) a partir
de las condiciones iniciales. Usando (2.54) podemos obtener una ecuacién diferencial para

a(t):
5r'2da  br'?aldl  Br'ala ( 2 1 ay p+lf(1)/2 9
(

6 dix 6 kedta 6 roa®  \(p+2)? 2p+1)¥2

1/2
a
Ko 0

o bien, simplificando un poco

6 Ki/? 9 1 K
= 0 - P— 20a2| @ 2.57
0= 57 gy [((p+2>2 2(p+1>3/2>“ ] (2.57)

La ecuacién anterior la escribimos en forma general

1/2
K
= (f(p)ap - Viga2> a?, (2.58)
con f(p) = = ((pf2)2 — 2(p+11)3/2) y v = 5% > 0 igual que en la seccién 2.3.2; obsérvese

que f(1) = p, lo cual coincide con la ecuacién (2.24) y corrobora los cédlculos efectuados.
De la ecuacién (2.58), vemos que la funcién f(p) tiene gran influencia sobre el compor-
tamiento de a y de a. Es por esto que debemos entender el comportamiento de dicha funciéon
y para ello mostramos su gréfica en la Fig. 2.37. Vemos que f(p) tiene dos ceros: el primero
ocurre en p = 0 y el segundo en p ~ 10.44. Ademds f(p) es positiva entre las dos raices,
0 < p < 10.44 y negativa para 10.44 < p. Adicionalmente f(p) — 0 cuando p — co.
Dependiendo del valor de p, es conveniente escribir a la ecuacién (2.58) en las dos formas

Ky K
o= (f(p)—V—SaQ_p> aPt? si 0<p<2,
Ao Qg
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Q®
Qo +
(o] 0:]
(0024

aal

Fig. 2.37: La funcién f(p).

1/2
o="0 <f(p)ap2 — l/ﬁ—g) at si 2 <p.

a/() a/O

En el caso 0 < p < 2 tenemos dos puntos de equilibrio, el primero dado por a = 0 y el

a§ f(»)
Ko V

1
segundo por a = < o Cualquier onda coherente con una amplitud inicial distinta de
cero adoptara la amplitud dada por el ltimo punto de equilibrio, para tiempos infinitamente
grandes; ademads, la evolucién de la amplitud ocurre de forma monétona. Al igual que el
caso p = 1, tenemos un punto especial a* que corresponde al caso en que la condicion
inicial y el punto de equilibrio coinciden. Esto ocurre cuando f(p) — u’;—gaﬁ"’ = (), o bien si

1/p
ay = a* = (%) . En este tltimo caso, tendremos que la amplitud de la onda coherente

permanece constante para todo tiempo.
Un calculo sencillo demuestra que el cambio de concavidad se sitia ahora en a =

1
) 1
ag 2+p 2-p e1e1 e , «z
(K—O 22 f (p)) , que es menor que el punto de equilibrio y ademas se reduce a la expresion

hallada antes si escogemos p = 1. Es por esto que segun la condicién inicial, las soluciones
que son crecientes pueden efectuar un cambio de concavidad o no. Los diferentes tipos de
soluciones se dividen entonces en tres: (a) soluciones siempre crecientes, (b) soluciones siem-
pre decrecientes o (c) soluciones que permanecen constantes. De este andlsis se deduce que
para 0 < p < 2, la onda coherente siempre se aproxima a una onda con forma y velocidad
permanente; es decir, tiene un caracter de tipo solitéon. Las curvas solucién se muestran de
forma esquemadtica en la Fig. 2.38.

En el caso p = 2 podemos tener dos comportamientos, dependiendo de si f(p) — 1/2—%
es positivo a negativo. En ambos casos el tnico punto de equilibrio es para a = 0 y las
situaciones varian solamente en si la solucién es siempre creciente o de manera inversa,
siempre decreciente; notando ademas que debido a la ausencia de un punto de equilibrio no
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(a) @) (b) (©

Fig. 2.38: Los diferentes tipos de curvas soluciéon para 0 < p < 2 y sus clasificaciones. Las
curvas tipo (a) se dividen en dos dependiendo de la ocurrencia de un cambio de concavidad.
El punto de equilibrio se muestra con una linea punteada.

a a

@ (b)

ko

Fig. 2.39: Tipo de curvas solucién para p = 2. Caso (a), f(p) — v% > 0. Caso (b),
0
flp) —v3s <0.

cero, no hay posibilidad de que exista un punto especial a*, tal que a(t) = a* para todo t;
ni tampoco es posible tener cambios de concavidad. Esta situacién es de especial interés,
ya que permite integrar la solucién de manera sencilla. De ello veremos que en el caso
flp) — 1/’;—(2‘; > 0 de hecho es posible que la amplitud se vaya a infinito en un tiempo finito,
como veremos enseguida. Las curvas solucién se muestran de manera esquematica en la Fig.
2.39, mostrando ambos casos.

En el caso p = 2 tenemos la ecuacién diferencial

(L2 Ko

0 4

a4=— 2)—v—=|a

o (12 -03)

con f(2) = MLW (% — ﬁ) ~ 0.01948. Esta ecuacion se integra de manera sencilla. De ello

resulta
Qg

(1 — 3a2ky? (f(2) - 1/’2—%) t) '

a(t) =
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Es por esto que en el caso de amplitud creciente, f(2)— v2$ > 0, tendremos una singularidad
0

en la amplitud al tiempo

1 ( Ko =
t=——17(2) - 1/—) :
3a2ky? ag
2, —1

Dada la relacién entre la amplitud a(¢) y la razén de decaimiento espacial k(t), a’k~' =
a2ky'; una singularidad en a(¢) implica también un comportamiento andlogo en la funcién
k(t), por lo que tendremos una onda cuya altura crece indefinidamente, haciéndose cada vez
mas angosta de forma simultanea.

Este resultado es muy interresante ya que estd relacionado directamente con el trabajo
de Benney y Sipcic, [33]. Ahi, los autores estudian la ecuacién modificada de ZK, que resulta
de tomar p = 2. Si el lector recuerda, en la Seccién 1.6 se coment6é que en dicho trabajo,
los autores analizan numéricamente la colisién de dos ondas solitarias que avanzan en el
mismo sentido. De ello, resulta que una de las dos adquiere una inestabilidad que la lleva
a crecer en amplitud hasta alcanzar una singularidad en tiempo finito. Nuestro sistema de
ecuaciones ordinarias nos dice que esto es de esperarse, aunque en esto no se ha incluido
ninguna interaccién con otra onda solitaria. Del trabajo [33] no es claro si es posible obtener
esta divergencia para ondas sin interaccion.

En el caso 2 < p < 10.44, tenemos nuevamente un punto especial a*; tal que si la
amplitud comienza en ese punto en ¢ = 0, entonces tendra el mismo valor para todo tiempo

1/p
futuro. Dicho punto se calcula pidiendo @(0) = 0 y estd dado por a* = (%) . Existen

también los dos puntos de equilibrio a = 0y aeq = (ﬁ Z—%’) " El punto @¢* marca un
cambio de comportamiento, si ag > a* entonces la solucién crece indefinidamente y de forma
mondtona. Esto se deduce al notar que si a* < @y entonces aeq < @, de forma que el
punto de equilibrio estd por debajo de la condicién inicial. De esta manera, las ondas que
comiencen con condiciones iniciales por arriba de a* crecen hasta tener una amplitud infinita,
mientras que aquellas ondas que partan con tamanos iniciales menores, tienden a cero. La
tercera posibilidad es que ay = a* de lo que resulta una amplitud constante para cualquier
tiempo. No hay comportamiento de tipo solitén. Las curvas solucién se muestran de manera
esquematica en la Fig. 2.40.

Finalmente, para el caso 10.44 < p, tenemos que f(p) es negativa; de donde a también lo
es y la solucién siempre tiende a cero, sin importar su condicién inicial. No existe un punto
especial a* para el cual corresponda una variacién inicial nula, @(0) = 0, ni tampoco es posible
la ocurrencia de cambios de concavidad. La Fig. 2.41 muestra este tipo de comportamiento.

Del andlisis precedente conlcuimos que el comportamiento de tipo soliton sélo es posible
en el caso en que 0 < p < 2, dentro de la aproximaciéon obtenida a partir de las leyes de
conservacion.
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t t t

Fig. 2.40: Los tres tipos de curvas solucién para 2 < p < 10.44. El punto que separa el tipo
de comportamiento, a*, se muestra con linea punteada.

t

Fig. 2.41: Curva solucién tipica para 10.44 < p.
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Sistema de ecuaciones al tomar en cuenta a la radiaciéon

Procedemos ahora a obtener un sistema de ecuaciones que incorporen a la radiacién en la
descripcién de la evolucién de la onda coherente, para la ecuacién generalizada de ZK (gZK).
Seguiremos de cerca el desarrollo de la seccién 2.3.2 en el caso anélogo.

e Ecuaciones correspondientes a la conservacion de masa

Al igual que en el caso p = 1, obtendremos dos ecuaciones a partir de la conservacion de
masa. La primera ecuacion se obtuvo ya antes y se basa en que sabemos que la radiaciéon
esta confinada entre las causticas . Dicha ecuaciéon se obtuvo integrando la forma diferencial
de la conservacién de masa fuera de las cdusticas, en la regién que antes llamamos I'(%),
despreciando a u; con respecto a .

La segunda ecuacién resulta de considerar la conservacién de la masa en todo R?, tal
como se muestra ahora. De la conservacion de masa sabemos que

d oo o0
a/_oo/_ooudacdy—o,

por lo que si escribimos a u(z,y,t) como u = uy + u; tenemos

d’ﬂ'a, dM1
dt/ / udmdy—d/ / uodxdy—i-d/ / uydrdy = 7 r 7 =0,

si llamamos M; a la masa total de uq, i.e. la integral de dicha funcién en todo R%. De esta
manera la conservacion de masa nos proporciona el par de ecuaciones

5712 d a 1 aPt1 LY V a a0 (2.590)

6 dir 2+ 1P Rz T 22 T T oo
d ma dM;

e =0. 2.59b

dt K + dt ( )

Notamos que esto generaliza lo obtenido antes, reduciéndose la primera de ellas a la ecuacién
previamente hallada en (2.29a) si hacemos p = 1.

Se hace ahora la suposicién de que la radiacién se acumula formando una regién plana con
un cierto valor distinto de cero; esta estructura es el ‘flat shelf’ discutido antes. Supondremos
que esta estructura se forma justo detras de la onda coherente y entre las causticas; ademas,
se mueve de manera rigida con ella. La evolucién de la onda coherente tendra el aspecto del
avance de una estructura acampanada, con una estructura plana adherida detras de ella.

Conservando la notacion usada en el caso p = 1, consideramos que el flat shelf se forma
en una region entre las cdusticas y que tiene por frontera a una curva C(t); recordamos que
esta estructura avanza a la misma velocidad que la onda coherente, esto es, a la velocidad
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Fig. 2.42: La regién R(t), cuya frontera es la curva continua C(t). Se muestran también las
causticas con lineas punteadas.

V (t). Ver Fig. 2.42. A la regién por delante de C(¢) la llamamos R(t) y calculamos ahora el
cambio de la masa en dicha regién. Si escribimos a la curva C(t) como = = Z(y, ), tenemos

an
— udxdy = —/ / udxdy = / / udxdy — V/ U
dt R(t #(y,t) o) t |:c w(yt
uPt 4 um> + (ug ] dxdy — V/ udy
/ /(y, [(p+ 1 (as)y 0

= uP  ug, +u )dy V/ udy,
/() (p+1 " c(t)

después de utilizar que u satisface la ecuacién gZK.

Tomamos a u = u, = cte. sobre una porcién de la curva C(t) y detrds de ella. No
podemos exigir que u sea constante en toda la regién atras de la curva C(t), ni tampoco
sobre la curva completa, ya que debe decaer a cero en infinito. Ademads, tomaremos |uq| < 1
y también |uz,| < 1, |uy,| < 1 sobre C(t). Si consideramos que u = u, sobre una porcién
de C(t) que tiene una proyeccién sobre el eje y de longitud /, tendremos que

d 1 1
— udzdy ~ —/ ( uP 4+ Vu) dy ~ —I ( ubtt 4 Vuoo) .
dt Jr) Y oy \p+1 v +1

Mediante algunas aproximaciones adicionales podemos relacionar esto con las ecuaciones
obtenidas antes

/ uda:dy:/ uodacdy:/ uoda:dyzﬁ—a.
R(t) R(t) R2 K
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De manera que

d ma uP
- lu 1% e =0. 2.60
dt K * ( * P+ 1) (2:60)

A diferencia del caso p = 1, tener |uy| < 1 no garantiza que el término con w2 sea pequerio
comparado con us,, como ocurre en el caso p ~ 0.

e Ecuacion correspondiente a la conservacion de momento

Para obtener una ecuaciéon que tome en cuenta la conservaciéon del momento y ademas
incorpore el efecto de la radiacién, seguimos el mismo procedimiento que en el caso de la
masa. Calculando el cambio de la cantidad de momento en la regién R(t), tenemos

d ) o o (1] <1
—u drdy = —/ / —uzdacdy = / / (—uQ) dxdy — V/ dy.
dt J iy 2 wi) 2 —so Jaa) \2 /4 % ezt

Usando la forma diferencial de la conservacién del momento para la ecuacién gZK, ecuacién
(2.46), tenemos que

d 9 1 1 1
_u dxdy = / / [( uP? + ung, — —ui - —u2> + (Ut ] dzdy
dt R(t) (,0) p —+ 2 2 2 Yy . ( y)y

1
— V/ —u?dy
o) 2

1 1 1 1
= — P g, — —ud — U uu, ) -nds — V/ —u?dy,
/C(t) <p+ 2 2% 2 Y o) 2

Nuevamente hacemos u = uq, sobre el flat shelf y también sobre una porcién de la curva C(t),
donde u,, es pequeiio; si sobre C(t) las derivadas vy, Ugy, Uy ¥ u, también lo son,tenemos
que

d 1, uPt? 1
— —u“dxd -1 V .
7 ) 2u Tdy ~ ( ) + U )

Al igual que en el caso de la masa, podemos aproximar

ma?

1 1
/ —u?dzdy ~ / —uodxdy ~ / —uldrdy = —,
R(t) 2 R(t) 2 R2 2 4k

de manera que tenemos finalmente

d ma? 9 uk,
— 7 —_ 2.61
Ty luoo< V+ ) (2.61)

p+2
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Al igual que en el caso de la masa, tenemos en este caso que el término u2? no es
necesariamente despreciable con respecto a u2 , como ocurre para p ~ 0.

En un primer caso, no se hacen nuevas consideraciones sobre la velocidad de la onda
coherente y se conserva la expresién encontrada en el caso sin radiacién, ecuacién (2.55).

De esta forma, el sistema de ecuaciones que aproxima la evoluciéon de la onda coherente
en el caso con radiacion es

572 d a 1 ™V oa 1
-z — 12 — 2.62
6 dtk 2(p+1)%2kl/2? * 2 K1/2 Tak ’ (2:62a)
d ma ub
L (VL 2.62b
praE < +p+1> (2:62b)
d ma? 1 uf,
dma” e (L, e ) 2.62
dt4m+u°°<2 +p+2> ’ (2.62¢)
Y 0 2.62d
- ((p+2)2_ﬂ>_' (2620

Mientras que en el caso de p = 1 se reducia el sistema a dos ecuaciones eliminando V' y e,
en este caso se puede reducir de manera sencilla solamente a tres al eliminar V', la cantidad
Uy aparece de una forma mas complicada que antes y no vale la pena simplificar mas que eso.
Lo anterior se puede resolver numeéricamente pensando en ., como una funcién adicional
del tiempo.

Esta vez no se cuentan con resultados numéricos directamente de gZK para algin valor
de p y por lo tanto no se tienen datos para comparar con (2.62). A pesar de ello, con el
proposito de un futuro trabajo numeérico, anticipamos que sera necesario adoptar una forma
mas general para la velocidad y hacemos eso ahora.

Mejora en la aproximacién de la velocidad
Al proponer una onda viajera como solucién para la ecuacién gZK y después de integrar una

vez se llega a

o
—cu + mup“ + Ugy + Uy = 0. (2.63)

Al considerar que u y todas sus derivadas se anulan al infinito.
La integral variacional correspondiente a la ecuacién (2.63) es

I R B AP 2 o p+2 EuZ "
A(u) :/oo /OO {5 (uz +ul) — mu +3 dzdy. (2.64)

Recordamos al lector la interpretacién de (2.64). Una auténtica onda viajera de la
ecuacion gZK necesariamente extremiza a la cantidad A. Si en cambio evaluamos a A



2.4. EVOLUCION DE UNA ONDA GOBERNADA POR LA ECUACION GZK 121

no en una auténtica solucion de gZK, sino en una que sea aproximada y que tenga cier-
tos parametros aparentemente libres, podremos encontrar de ello la mejor eleccién de los
parametros libres y de esta forma, la mejor solucién aproximada; proponemos como solucion
aproximada a wug = ae F(@—e)?+y?) g mejor elecciéon de los pardmetros se logra pidiendo
que A(u) se extremice no al variar la funcién u sino con respecto a a y . Esto nos dard la
mejor aproximacién Gaussiana del tipo uy = ae™#(@=ch*+y?)

Al evaluar a A en la funcién ug, se obtiene

) ) a?t?  mca?

Alw) =50~ i prar = Tan

las ecuaciones A, =0y A, =0 son

26 1 2)2
c=————a’ — 2k, af = p+1p+2) K (2.65)
p+1)(p+2) dp
y podemos encontrar a la velocidad ¢ como funcién de a exclusivamente
46
CcC = a,p (266)

P+1)(+2)2

Los anteriores valores de los parametros son entonces los que debe tener la mejor apro-
ximacion Gaussiana para una onda viajera de gZK y para esa soluciéon aproximada, per-
manecera libre solamente uno de los tres parametros

Como antes, se adopta ahora una expresion parameétrica de la velocidad de la onda, de
manera que para ciertos valores de los pardmetros se reduzca a c recién hallada en (2.65).
Siguiendo el procedimiento hecho antes para ZK, la nueva velocidad con el parametro u es

26 (
(p+1)(p+2)

14+ p)a? —2(1 + (p+ 2)p)k. (2.67)

que se reduce al valor de ¢ de (2.65) si u = 0.

Sin embargo, a diferencia del caso p = 1 en que la velocidad C' generalizaba tanto a ¢
como a V', en este caso C' puede coincidir con V dada en (2.62d) solamente cuando p = 1,
como se comprueba facilmente.

Olvidando ese detalle, dado que C' nos proporciona un parametro libre adicional, adop-
tamos a C como una mejor expresion para la velocidad de la onda coherente y por ello
(incorporando ademds la ¢ que multiplica al término no lineal de gZK) el sistema de ecua-
ciones se modifica a

57r1/2ig B ) aPtl N c
6 dtk 2(p+1)32k'/2 2 gl/2

+ ak'/? =0, (2.68a)
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d ma ub
- - ©_ ) = 2.
- +loo<0+p+1) 0, (2.68b)
d Ta? , (1 uP
Ialchall Z ©_ ) = 2.
TP +luoo(20+p+2> 0, (2.68¢)
20
C——Fk——(1+pd+2(1+ (p+2)u)k =0. (2.68d)

(p+1)(p+2)

El sistema anterior posee ahora dos parametros libres, [ y 1 y por lo tanto tiene mayores
posibilidades de lograr un buen ajuste con una simulacién numérica de gZK, para el valor
de p deseado.



Capitulo 3

Soluciones Modulacionales en tres
dimensiones

3.1 Evolucion de una onda localizada gobernada por la
ecuacion Zakharov-Kuznetsov

3.1.1 Las leyes de conservacion de la ecuaciéon ZK

Obtener soluciones moduladas como hasta ahora es posible en el caso de tres dimensiones, no
existe alguna dificultad inherente excepto el cdlculo de integrales triples en lugar de dobles.
El problema con tres dimensiones yace en la obtencién de resultados numéricos. En lugar
de tener una malla bidimensional para las variables espaciales, se tiene una malla cibica y
eso acarrea grandes dificultades. Sin embargo, motivados por los resultados obtenidos hasta
ahora, notando que la modulacién de soluciones tiene gran éxito para dos dimensiones, se
continia con el caso de tres dimensiones de manera paralela a lo antes expuesto.

Obtendremos en primera instancia las leyes de conservacion de la ecuacion de ZK en ese
nimero de dimensiones. Denotamos, al igual que antes, por u a la funcién que satisface la
ecuacién ZK en tres dimensiones u = u(z,y, 2, t), esto es

Up + Uy + Ugzy + Ugyy + Ugzy = 0. (3.1)

La conservacion de masa

A partir de la ecuacién ZK en tres dimensiones es posible ver que la masa total de la onda
es una cantidad conservada. La masa de la onda en tres dimensiones se define como

M = / / / udzxdydz,

123
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debemos pedir que u decaiga lo suficientemente rapido cuando z,y, 2z — 400 para obtener
un valor finito. Escribimos a la ecuacién ZK (3.1) en la forma

1
Uy + <§u2 + um> + (Uay)y + (Ugz), = 0, (3.2)

que es la forma diferencial de la conservacion de masa. De dicha expresion se sigue que
- = / / / wdrdydz = / / / {— <§u2 + um) — (Ugy)y — (Ugz), | dzdydz
= (],

debido a que u y sus derivadas decaen a cero en los extremos. De esta manera tenemos la
version integral de la conservacién de masa

= afoo/oo/ooudxdydz = 0. (3.3)

La conservacion de momento

Ahora consideramos la conservaciéon del momento de la onda. Al igual que en dos dimen-
siones, podemos escribir al momento del sistema como

P=VX2+Y2+4 22/ / / udzdydz, (3.4)

denotando con X, Y y Z a las coordenadas del centro de masa. Estas coordenadas estan
dadas por

B 5 5[5 audadydz v 2 5 55 yudadydz B I 5 5 zudadydz
N [ 5[5 udzdydz’ N 2 2[5 udzdydz N [ 5[5 udzdydz

Calculamos X, Y y Z

X

L [T [ zudrdydz
X =% Fx 1o ;
f_oo f_oo f_oo udxdydz

notando que el denominador es constante, como se muestra en (3.3). A partir de (3.2)
tenemos

o o0 o0 o0 (o] o0 1
/ / / zupdrdydz = — / / / [m <§u2 + um) + 2 (Ugy)y + T(Usz), | dzdydz
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dzdz

__/ / x(u2/2+um) - dydz—/ / TUgy -
/ / xum dxdy+ / / / < U +um) dxdydz
:5/_00 /_OO /_Oou2dxdydz,

después de integrar por partes y de recordar que u y sus derivadas se anulan al infinito.
Por otro lado, tenemos para Y

I 5 5, yudadydz
f_oooo ffooo ffooo udrdydz

Y =

Usando que u satisface a la ecuaciéon ZK, como se hizo para X

/°° /00 /°° yudrdydz
/ / / ( u +um> + Y(Uay)y + Y(ugs) drdydz

—/ / y (u®/2 4 ugy) dydz — / / Y(uyy + uyy) - dydz = 0.

El intercambiar z por y en el tltimo célculo (debido a que existe simetria con respecto a esas
dos coordenadas) revela que Z = 0. Por lo anterior, el centro de masa de la onda se desplaza
exclusivamente en direccién z. Usando las expresiones para X, Y y Z, podemos escribir el

momento de la onda como
1 (o] o0 (o]
= 5/ / / w?dzdydz, (3.5)

siguiendo el caso de dos dimensiones, veremos que lo anterior es constante a partir de la
ecuacion ZK.
Multiplicando a (3.1) por u tenemos

2
Ut + U Uy + Ullggy + Ulgyy + Ulg,, = < ) < ud + uum) — Uglgy + (Ulgy)y
xr

uyuwy + (uuwz) — UyUg,

1 1 1
( ) < UP 4 Ulgy — 5“2 - §uf] - 51@)
T

+ (Utigy)y + (vtg,), = 0.
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La versién diferencial de la conservacién de momento se escribe como

1

1
<§u2>t + <§u3 + Uy — 5“:25 - §u§ - —ui)w + (Uligy)y + (vtig,), = 0. (3.6)

De (3.6) se sigue la conservacién de P. Usando (3.5) y (3.6) tenemos

— = “u?) dedyd
_/00/00 13+ 12 12 12+( )+( )ddd—O
= ) 3u UU gy 2uz 2uy QUZ . Ulgy )y Uy ) ax0YAZ = U,

obteniendo asi la expresién integral para la conservacién de momento

AP d [* [* [*1,
E—%/_m/_m/_wiudxdydz—o. (3.7)

3.1.2 Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con-
servacion

En esta seccién, obtendremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describan
la evolucién de una onda principal gobernada por la ecuacién ZK en tres dimesiones. Serd
el andlogo a lo hecho ya en dos dimensiones, en la seccién 2.3.2.

Al igual que antes, proponemos una solucién a la ecuacién ZK que se compone de dos
partes: una parte con estructura localizada la cual se representa por una funcién ug(z, y, 2, t)
y que llamaremos la onda principal; mas una segunda parte que representa la radiacién des-
prendida por la onda principal y que se representa por una funcién u, (z,y, 2z,t). La condicién
inicial para u(z, y, 2, t) es justamente ugy(z, y, 0), por lo que al inicio no hay radiacién. Usando
las leyes de conservacién estudiadas en la seccién 3.1.1 llegaremos a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que describan de manera aproximada la evolucién de la onda prin-
cipal ug(z,y, z,t). Primeramente, encontraremos un sistema de ecuaciones que describen la
evolucién de la onda principal ignorando por completo la radiaciéon; en este caso se supone
que la amplitud de la radiacion es lo suficientemente pequefia como para despreciarla. De-
spués de ello, estudiaremos el caso en que la radiacién no es completamente despreciable y
encontraremos asi un sistema de ecuaciones que describen a la onda principal que incorporan
una correccion debido al efecto de la radiacion.

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiacion

Proponemos entonces como solucién de la ecuacién ZK

Ut + UUg + Uggr + Ugyy + Uy = 07
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Fig. 3.1: La regién I'(¢).

a la funcién u(z,y,t) = wo(z, vy, 2,t) + ui(x,y, 2,t), con uy dado por
(3, , 2,1) = a(t)e O (FmE0 72), (3.8)

es decir la onda principal tiene un perfil Gaussiano y se propaga en direccion z. En el caso
de una solucién de tipo solitén, hemos visto que la onda conserva su forma, por lo que su am-
plitud, velocidad y ancho son constantes. Al igual que en dos dimensione, las funciones del
tiempo a(t), x(t) y £(t) toman en cuenta que la onda principal puede deformarse cambiando
las cantidades mencionadas antes (conservamos la manera de denotar a dichas funciones, de
manera de hacer el desarrollo lo mas simple posible). Nuevamente V (t) = € es la velocidad
de la onda principal y es también funcién del tiempo. Es indispensable considerar siempre el
caso k > (0, de manera que se tengan soluciones aceptables fisicamente. A partir de las leyes
de conservacion se llegard a un sistema para a(t), x(t) y £(¢), la solucién de dicho sistema
nos dird entonces c6mo evoluciona la onda principal ug(z,y,t). Utilizando la conservacién
de la masa, ecuacién (3.3), encontramos ahora la primera de las ecuaciones ordinarias que
modelan la evolucién de ug.

e Ecuacion correspondiente a la conservacion de la masa

Se ha visto ya que la radiacién desprendida por la onda principal se encuentra confinada
en la regién dentro de la superficie caustica z < &, (y?+2?%) < %, la cual tiene forma cénica
y la llamamos I''(t), igual que en el caso tratado antes. La regién I'(t) es aquella regién mévil
en donde la radiacién es completamente despreciable. Esta region se muestra en la Fig. 3.1.

Calculamos el cambio de la masa de la onda en la regién I'(¢) y tomamos en cuenta que
u(z,y,t) satisface la ecuacién ZK

i udxdydz :i / / / udxdydz
dt F(t) dt —o0o J —00 5—\/5(?!24‘32)1/2

:/( | udxdydz —/ / u‘g_\/g(yzﬂz)l/z‘/dydz
I'(t —o0 J —00
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2
_ / [(“ +um> + (tmy)y + (ttar)s | dodydz
r@) L\ 2

/ / u|§\/—y+ o Viydz.

Si consideramos ahora que en la regién I'(¢) se cumple u; ~ 0 entonces en esa region u ~ ug
y nos queda

d d o0 oo
— drdy ~— drdy ~ =V ,dyd

2
r) L\ 2 v

Esta relacién nos proporciona una ecuacién diferencial ordinaria para los pardmetros a(t),
k(t) y £(t) deseada, una vez que se evaliien las integrales de arriba. Evaluando cada una de
las integrales de arriba y tomando en cuenta que ug y sus derivadas se anulan al infinito,
encontraremos dicha ecuacion de forma excplicita.

Comenzamos con la masa total en la regién I'(¢), utilizando coordenadas esféricas con
origen en (£,0,0):

/ updzrdydz = / / / updxdydz
T'(¢) —o0 J —0o JE—3(y2+22)1/2
:/ / / ae‘“(($—§)2+y2+22)dxdydz
—o00 J -0 5—\/§(y2+z2)1/2
= / / / ae_“(‘°l2+y2)da:'dydz
(y2+22)1/2
2% r57/6
—a/ / / 12 gin Odrdfdy
- 42 92 _ a
_27T/~c3/ cos f 57r/6/0 e *utdu = QWW

_mf2 (1 . ﬁ) o
2 2 | K3/2

donde se us la expresién para la funcién gamma 1T'(s) = [ 22 e *'dz, y ['(3/2) = x'/2/2.
El resultado de arriba se hubiera podido obtener de manera mas sencilla de la manera
siguiente: la masa total de la onda es 3/ 7, mientras que el dngulo sélido subtendido por el

2 2

(1 . @) T'(3/2)

cono desde el origen del sistema de coordenadas esféricas es 27 (1 + %) Por lo tanto la
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masa en la regién I'(¢) es simplemente la masa total multiplicada por la fraccién del dngulo
solido total 47; esto es, se debe multiplicar por un factor 1 —2m (1 + ‘f) (1 + f)
La siguiente integral requerida es inmediata

/ / u|f V3(y2 +z2)1/2dyd2 - / / k(3y2+322+y +Z2)dydz

_ adr(1/2?  a
“ 1k 4 4k 4/@

Finalmente la iltima integral requerida es
/ [(“0 + um) + (tomy)y + (um)z] dzdydz
r(e) L\ 2

o Y A A

/ / [ + U0z + Uoyy + U'Ozz:| dydz
E-VB(y2 )12

Si usamos ahora ug,, = (4ak?(z — £)? — 2ak) (@0 +v*+2") Ugyy = (4aK*y? — 2ak) e (@0 +v*+27)

Y Uz, = (dar®2? — 2ak) 6_“((w_5)2+y2+22), se obtiene

2
/ [(“ -l-u(m) +(u0my)y+(u0m)z] ddydz
I (t)

2

2
(@ + u()m) + (Uay)y + (quz)z] dzdyds

/ / [ o~ 2n( (3y2+322+y2+22) + (4cm23(y2 + 22) _ 2cm) e—n(3y2+322+y2+z2)

+ (4a/<;2y2 _ 2a/<o) e Ry 43274y +2%) + (4a/£222 _ 2a/<a) e—n(3y2+3z2+y2+z2)] dydz

/ / [ e 80 4 (16ak2(y? + 2%) — Bak) e W+ ]dydz

16
———+6 T (m/ / (1 +v?) e“ “dudl/

2 8k 4/@ 162
3T T a? T
=—q——— —a —:—a
2 16 & 2 2 16 &k

Sustituimos los valores de las tres integrales calculadas en (3.9) de lo que se obtiene

3/2
SO PR

2 %W:mfe 1r 2%
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simplificando un poco

e ¥2)e e e re 3.10
+ dt k32~ 8 K 2 K @ ( )

12 ( V3 ) d a 1 a> Va
Esta es la primera ecuacién diferencial ordinaria que involucra a a(t), k(t) y £(t) (€ = V(t)).
Proseguimos ahora a considerar la conservacién del momento.

e Ecuacion correspondiente a la conservacion del momento

Consideramos la conservacién del momento, ecuacién (3.7). Como la amplitud de u; es
pequeia, tomaremos a u? y uou; como despreciables con respecto a u2 en todo el espacio R?,
de manera que el momento se puede tomar como

1
P:/ —u%lxdy:/ —uodmdy
R3 2 R3 2

La ecuacién P = 0 toma la forma

dt/ / / —uod:rdydz —d—/ / / ¢ ((@=6) 4y 4 )dxdydz

d 73/202

Tdt AaRd?
La segunda ecuacién del sistema deseado es:

d a®

e Ecuacién correspondiente a la consideraciéon del momento en z del momento de la onda

Como hemos visto con anterioridad, una manera de cerrar el sistema de ecuaciones para
las tres incdgnitas a(t), k(t) y £(t) es considerar el momento en = del momento de la onda
en todo R®. Esta cantidad es

1
/ r—u’drdydz.
RS 2

Despreciando a U2 UpU1 con respecto a U2 en todo el espacio, el cambio de la cantidad de
1 0 0 ’
arriba es

d

1 d
%/ T— u2dxdydz~£/ T— uodxdydz



3.1. EVOLUCION DE UNA ONDA GOBERNADA POR LA ECUACION ZK 131

Con la conservacion del momento en forma diferencial, ecuacién (3.6), se obtiene

d1
/ v 2u0d:vdydz

1 1 1 1
_/ z [ <§u§ + UoUozz — Eu%z - §ugy - §ugz> + (UoUosy)y + (UOUsz)z] drdydz.
R3 T

12

Es decir,

oo (o] o0 1
i/ / / x—u%dmdydz
d
1 1 1
/ / / ( uo + UUoge — iugm — iugy — §ugz) dxdydz
/ / UoUoay| da:dz + / / UoUozz| d:vdy
1 1
uO + UgUogr — 2“095 — 2u0y — EUOZ dxdydz,

al integrar por partes y tomar en cuenta que wug y sus derivadas se anulan al infinito. Eva-
luando cada una de las integrales de arriba, encontraremos la tercera ecuacién buscada

/ / / T— uodxdydz —/ / / T — dxdydz+f/ / / —uodxdydz
o[ [T ] jutasayes,

la integral que contiene al factor x — £ en el integrando es cero debido a la imparidad del
mismo, ya que la integral se lleva a cabo sobre un intervalo simétrico alrededor del origen.
La expresion resultante tiene por valor

3 / / / uldzdydz = € / / / e~ 20 (@=8+v"+2%) gyl

73/2 3/2 £a?

2 23/2,{3/2 - 4\/_163/2

12

Evaluamos ahora

1 1 1
/ / / ( uO + UUogz — §U’gw - iugy - 5“32) dxdydz:
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k((z—€)2+y2+22)

T—€)2 42422 _
Oy ), Ugy = —2akye ,

para lo cual sustituimos ug, = —2ak(x — f)e_”((

Upy = —2akze F(E-OT ) gy (4ak?(x — £)? — 2ak) e~ #((@=O™"+2") g0 obtiene

1 1 1
/ / / ( U’O + UoUozz — 5“’(2);5 - §U’gy - §U’Oz> diEdde

/ / / —3n (z—€)2+y2+22) i (4(12,{2(3; . 5)2 _ 2a2/£) e—2n((z—§)2+y2+z2)

§4CL2I€ (1’ §)26_2'€(( —£)%+y’+z ) %4a2l€2y26 2% (( —€)2+y2+z2)

3 1 20(3/2) 40(1/2)?

_ %4(1,2%2226 25(($—§)2+y2+z2)>dxdydz — @ (1)3/2 + 422

3 \3k (2k)%/2 2 4
1 8I(1/2)3 1 2I(3/2) 4T'(1/2)?
— 242 — 9q2k2
kPR 8 R 2 1
g2 1 20(3/2)4r(1/2)* 22 1 20(3/2)4T(1/2)?
(2k)5/2 2 4 (2k)5/2 2 4
7.‘.3/2 0,3 1 CI, 1 CI, 5 1 a2 )
:9\/§W+\/— 172 L(3/2)T(1/2)* - 7—/F(1/2) _3ﬁ 72 '(3/2)'(1/2)
w32 ¢d 1 a? 1 a?
= ———1(1/2) — ——-T'(3/2)['(1/2)°
Wl iRk (1/2) 9/2 K12 [(3/2)L(1/2)
232 g3 md2 g2 p32 g2

:9\/§,§3/2 - V2 K2 - 4/2 K12

_7r3/2 a3 5m3/2 2
_9\/§,£3/2 4\/5 Kkl/2°

Sustituyendo el valor de las integrales

d m3/2 £a? 73/2 3 5732 g2

%4\/5,@/2 _9\/§,€3/2_ 42 K172’

y tenemos ya la tercera ecuacion del sistema para a(t), x(t) y £(%):

d &a® 46 a3 a?
dt k32~ 97 K3/2 - K12

(3.12)

Hemos obtenido ya tres ecuaciones para las tres funciones del tiempo a(t), x(t) y &(%),
escribimos estas ecuaciones de nuevo ahora

2
(148 da 1a va o
(H )dmi”ﬂ 8% T 2R 0T (3.133)
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d a®
2y 3 2
d & 4V a ?_ 0. (3.13¢)

di k32 97 k3/2 K1/2

De (3.13) vemos que se obtiene un sistema de ecuaciones similar al obtenido para dos di-
mensiones pero que los factores numéricos y los exponentes cambian un poco.
De la segunda ecuacién, (3.13b), se obtiene de inmediato

a? a?
donde ag y kg son el valor de las funciones a(t) y x(t) al tiempo ¢ = 0.
Si usamos (3.13b) y (3.13c) se obtiene

d¢ k32 (46 a? a? 4/6

— =V = - = a — 9k,

dt a? 27 K3/2 K1/2 27
asi, la velocidad de la onda principal esta dada por

44/6
V= 2—\7[(1 — bk. (3.15)

Si utilizamos (3.15) en (3.13a) se obtiene

3\ d la?2 1 4/6 2v/6 1 2 3
7r1/2<1+§) a :_a___g<ia_5ﬁ>_a:_(i__>a_+§a,
K

dtrd32 8k 2k \ 27

es decir
2
K

Llegamos entonces a dos ecuaciones (3.13b) y (3.16) para las funciones del tiempo a(t) y

K(t).

Podemos ahora obtener una ecuacién para la funcién a(t) exclusivamente. Usando (3.14)

y (3.16)
4/3
e V3 d a1 (V6 1)al” oy 3
2 ) dt y3? 27 8] ko 2
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si despejamos a

-1 3/2 4/3
a=n1? (1 + é) [(i - 1) o _ §a1/3] a8/3. (3.17)

2 ao 21 8) ko 2

Podemos escribir la ecuacién en forma general

172 Ko
a= 2/3 (a - Bﬁal/f‘) a8/, (3.18)
g Gy

-1 -1
con las definiciones o = 7~ /2 (1 + §> (% - %) >0y B =32r1/2 (1 + §> > 0 en
las cuales, al igual que en dos dimensiones, no se incluyen las cantidades que dependen de las
condiciones iniciales ya que dichas cantidades deben considerarse con cuidado al proceder en
el andlisis. Como se menciono en el caso de dos dimensiones, el que las condiciones iniciales
de las funciones a(t) y k(t) aparezcan en las ecuaciones diferenciales mismas produce que para
cada pareja de condiciones inciales distintas, ag v kg, tendremos en realidad una ecuacion

diferencial diferente. La ecuacién (3.18) tiene el par de soluciones estacionarias ¢ = 0y

4
(eq /3,2 N 0.000053282—2. Cada curva solucion con amplitud inicial no cero tenderd al
0

valor estacionario deq = ;;—2%, sin embargo, como éste depende de las condiciones iniciales,
este valor es distinto para cada curva y por lo tanto cada curva tendra su propio valor de
equilibrio. Las ondas principales a tiempos grandes adquieren una amplitud a.q la cual crece
a la cuarta potencia con ag y es inversamente proporcional al cubo de ko. De (3.18), se

3 4

deduce que ocurre un cambio de concavidad al llegar a (S—g) Z—g, pero al igual que en caso
0

bidimensional, no todas las curvas solucién efectiian dicho cambio. Escribimos a la ecuacion

(3.18) como
312 o o
a=pB-2_| =2 — a3 | a®3 (3.19)

En tres dimensiones también existe un punto especial que tiene el efecto de que la amplitud
permanece constante siempre; esto ocurre cuando el punto de equilibrio y la condicién inicial

4/3
1/3 Do
coinciden, a éste lo llamamos a* y se determina cuando % ——0 — ao/ = 0,0 biensiay=a* =
B
aK)o.

Hay tres posibilidades para el comportamiento de las soluciones de (3.18): (a) el primer
tipo consta de soluciones siempre crecientes y que tienden asintéticamente al punto de equi-

4/3
53 3, esto obviamente ocurre cuando a(0) > 0, o bien si %ago - 1/3 > 0. El caso

(b) se compone de soluciones mondtonas decrecientes y que asintoticamente se aproximan a

librio @eq =
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(a) @) (b) (©

Fig. 3.2: Tipos de comportamiento posibles para las soluciones de (3.18). El caso (a) se
divide en dos: aquellas soluciones que tienen cambio de concavidad y aquéllas que no.

4/3
deq- Este caso ocurre si a(0) < 0, o bien si %% - a(l)/?’ < 0. El 1ltimo caso, (c), es el caso
4/3
especial en que a(0) = 0. De la ecuacién diferencial (3.18) se llega a que %% — a(l)/ P =0.

Ahora la onda principal viaja de manera que preserva su forma. Ver Fig. 3.2.

Los tres tipos de soluciones antes expuestas abarcan completamente las posibilidades que
(3.18) permite; sin embargo, cabe mencionar que en el caso (a) tenemos dos posibilidades,
el de aquellas soluciones que efectien un cambio de concavidad y aquéllas que no. Para ver
esto, calculamos ¢ a partir de (3.18)

3 4/3 4/3
gt (aa ) (Sea” e s
ag \ B ko 38 ko '

3 4
. a . .
Como se ha visto, a = 0y a = (%) —% no representan cambios de concavidad ya que
0
8a > a
son ambos puntos de equilibrio. En cambio el punto a = (ﬁ) —% marca un cambio de
0

concavidad de las soluciones. Debido a que estd por debajo del punto de equilibrio, para las
soluciones que son mondtonas crecientes, llamado caso (a) anteriormente, la condicién inicial
o bien se encuentra por debajo del punto de cambio de concavidad o por arriba de él. De
ocurrir lo primero, tendremos un cambio de concavidad, mientras que si la condicion inicial
esta por arriba del punto de cambio de concavidad no habra tal.

Llevamos ahora a cabo un anélisis de las soluciones de (3.18) en el caso en que kg es fija,
de igual manera en que se realizé anteriormente para el caso bidimensional. Es necesario
entender bajo qué condiciones a(t) es creciente o decrececiente. A partir de (3.19), vemos

4/3 4/3
que el factor (%ag—o — al/?’) evaluado en t = 0, i.e. (%ag—o — a(l)/?’), es quien lo determina.
Observando la Fig. 3.3 se deduce que este factor es negativo entre 0 < ag < 5&0, por lo que
curvas con condiciones iniciales en ese intervalo seran soluciones decrecientes. Por otro lado,
para gmo < ag, este factor es positivo y las soluciones son por lo tanto crecientes.

Visualizando las soluciones en la Fig. 3.3(b), en el primero caso, la amplitud de la onda
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ik 3
3 B3 KS
o % |
| s |
'8y &
! (9[3) K
| . |
By Y B X
oo _gKo 8_GKO
&) p

4/3
Fig. 3.3: En (a) se muestra una gréifica de %% y a(l)/?’. En (b) tenemos la grafica de las

3 gt 8 3 4
] 1 o 0 o 0
funciones ag junto con <3) 2y (%) g

parte de la recta a = ay y se mueve verticalmente hacia abajo hasta alcanzar la curva
B

«

3 4
a = (%) % en un tiempo infinito. En el segundo caso, para
0

mueve verticalmente hacia arriba partiendo de la recta a = ag e igualmente se aproxima a
B

a

ko < ag, la amplitud se

3 4
la pardbola cuarta a = (%) Z—% de forma asintética. La recta vertical ag =
0

soluciones decrecientes de las crecientes.

Ko separa a las

Al igual que en dos dimensiones, algunas de Is soluciones crecientes efectian un cambio

de concavidad, mientras que otras crecen siempre con la misma concavidad. Hemos visto
3 4
. . a .
que el cambio de concavidad se da en a = (8—"‘) %, curva que se muestra en la Fig. 3.3(b).
0

93
De esa figura concluimos de inmediato que las curvas que inician entre 0 < ag < gmo 0
entre gmo < ay < %/ﬂo no tienen un cambio de concavidad ya que al moverse el valor de la

amplitud de forma vertical se llega antes al punto de equilibrio que al cambio de concavidad.
En contraste, cuando la amplitud inicial satisface %/{0 < ag, al moverse verticalemente la
amplitud en la Fig. 3.3(b) pasard por la curva del cambio de concavidad antes de llegar a la
curva que marca el punto de equilibrio y ocurrird asi un cambio de concavidad.

Ahora es posible construir graficas cualitativas de las soluciones. En la Fig. 3.4 se
muestran las soluciones de manera esquematica, tomando a kg como constante. Tenemos el
punto especial a* = glio y hemos visto que si la condicion inicial tiene este valor, la amplitud
se conserva constante. La recta horizontal %/ﬂo separa a las soluciones que efectiian un
cambio de concavidad de aquéllas en las que no ocurre, tal como se mostra anteriormente.
Se observa también cémo cada curva tiene un punto de equilibrio distinto, dado por aeq =
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WPr/BAU — ———— = — — — — — — — — — —— = — =
Bro/at

Fig. 3.4: Forma esquemética de las soluciones de (3.18). EI punto B 1o es el punto especial

a
a* y el punto %&0 es el punto que separa las curvas que tienen cambio de concavidad de
aquéllas en las que no ocurre, todas las soluciones por arriba de dicho punto llevan a cabo

un cambio de concavidad.

o)’ al
B) k3

Ademis de la figura antes explicada, usando Mathematica se realiza una grafica donde
se muestran soluciones numéricas para a(t) y diversas condiciones iniciales, ver Fig. 3.5.

Se deduce del analisis anterior, de igual manera que en dos dimensiones, que el sistema de
ecuaciones que aproxima la evolucién de la onda principal ug(z, y, 2,t) predice que toda onda
con la forma propuesta para uy adoptara una forma y velocidad permanentes al transcurrir

3 4 4
el tiempo. En particular, su amplitud se aproximara a aeq = (%) % R 0.00005328% y una
0 0
4/3 4 4 4
razon de decaimiento espacial que tienda a Keq = fio% = (%) % ~ 0.000002004%, de
a, 0 0

_a . / 101 e _ 46 _ _
manera que Keq = 5eq- La velocidad tendera al valor de equilibrio Voq = 52 eq — Skeq =

3 3
(%) (% - %) Z—g = (%) (15—2 - %) % ~ 0.000009310:—2. Es interesante notar que los

tres valores de equilibrio, Geq, Keq ¥ Veq, S0n todos proporcionales a la cantidad ag/k3.
La ecuacién (3.18) se puede resolver de manera exacta para a(t), si hacemos el cambio

w = a'/? y separamos la integral resultante en fracciones parciales

Ko_,1/3
273 o — ﬁ 4/3a / 0 273
a9 a9 a9

a(t)1/3 6 36
kol
:3/ 1/2 3/2 dw
1/3
a 8 6 K K,
0 ago (aag/3 - B 23 w)

0

a(t) a a()'/® 3w2dw
t = / o i = / R n :
0 ( > a8/ 0 (a — ﬁw) w
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ad ag
59) 59)
Q0 40/
F_ _______-_-__—“——Z——Z—-t“- f:::::::::::::::::
0 Z)¥
10 20 D Q0 t50 5 P H 10 1B B 1B A
t

Fig. 3.5: Soluciones de (3.18) para o = 0.01707, 8 = 0.45352 y kg = 1 con condiciones ini-
ciales ag = 15, 20, 25, 28,32 y 35, para dos escalas de tiempo distintas, lo que permite apreciar

la razén de cambio de las diferentes soluciones. La linea punteada de abajo representa la
solucién estacionaria ag = a* = ko = £, mientras que la segunda en Ly = 2 representa el
«a o 8a 8a

cambio de comportamiento entre soluciones que tienen un cambio de concavidad y aquéllas
que no lo tienen.

a(h)1/3 2/3 1/2 3/2 5/2 7/2 9/2
+3/ ® l 170/ n ’fo/ B n ’fo/ B n ’fo/ B ﬁo/ B “o/ 55] dw,
a K,

2 2/3 2 3t 1073 14/3 6 6
L3 o “ows ao/ a?wd Gt wr g B otwd ag Bosw?  afobw

por lo que se obtiene

1/2 372

m? 813
Ez_lﬁg/265lna§/3a a7 Ba a/? (1 1 >_ K8 (1 - 1)
4

6,6 172 3/2 1/2 5/3 5/3 2/3 4/3 4/3
agor 1/3 a 2 \a

3 0 o — B ao/ dky " ag ag "o aq
ag 0

K232 (1 1) k28 (1 1 ke84 [ 1 L, m8/2551 al/3
— -—— ] - — — — ———In —.
30203 \a o 2aé0/3a4 a2/3 a§/3 a(1)4/3a5 all3 a(1)/3 afab a(1)/3

La expresion anterior resulta muy complicada para extraer informacion de manera rapida,
por lo que para entender mejor el comportamiento de a(t), analizaremos a la ecuacién (3.18)
desde otra perspectiva; calculando la razén de cambio de la funcién a(t): aquél que corres-
ponde al cambio cerca de ¢ = 0, cuando @ = ay y por otro lado aquél que corresponde al

3 4

Q, .

€aso en que a =~ (%) %, para tiempos largos.
0

3 4
Cuando a esté cerca de (%) Z—g, la razén de cambio serd pequena, ya que de (3.18) en
0

este caso a es chica; por ello, el tiempo caracteristico de este cambio es largo. Calculamos
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3 4
. a . .
este tiempo ahora. Cuando a ~ [ %] -3 podemos escribir
B Ky

-_“(1)/2 8/3 Ko 173
a —2—/3a o — 54—/30/

Qg Qg
1/2

k!t (aBa?  8a a2 o? ag B ko % K3 a? aj
L (@ Y (‘5__)+> (‘5—/5—/ (7‘))
gl a? af
~~ i ()

de esto

3 .4 3 4 _ a8a6 (t—to)
ot a a”a 9/2 0
- 0 5 a6———0 e 3rg "85
3 .3 3 .3 :

B Ky B Ky

Denotamos con af, al valor de a al tiempo %y; el cual es un tiempo positivo y grande, de
0 g

3 4
manera que sin importar el valor de a(0) = ay, la cantidad a(ty) = ay esté cerca de (9) )

3
y el desarrollo en Taylor de la ecuacion diferencial sea valido.

Ko
Como en dos dimensiones, obtenemos el tiempo caracteristico de cambio cuando a =
o?/33 a partir de la solucién aproximada, el cual es un tiempo largo:

9/2 o5 6 9/2 9/2
1 2
Targo = 3’€% 6’8 _ P+ V3/2) o~ 1,314,628,251 70 ~ 1,314, 628, 251,
ao 25(2v/6/27 — 1/8)¢ ag ag

siag y Ko son O(1).

Donde se verifica lo prolongado de este periodo de tiempo, al menos en el caso en que ag y
Ko estan cerca de uno.

El otro tiempo caracteristico corresponde, como en dos dimensiones, a la razén de cambio
cerca de t = 0, por lo que a =~ ag

. _K’(l)/2 8/3 y Ko 173
@="pd |\ TPt
a a,

Ko 813 8 573 Ko 13 Ko B —a/3
= 2/3 <CL0/ —1-50,0/ (a—a,o)—i-...) (a—ﬁ4—/z)’a0/ _4—/350,0 / (a_a0)+...>
ag ag a

K 8 K
z/i(l)ﬂa?) <a - ﬁa—;)) + 3&(1)/2a0 <—a - ﬂ—()) (a — ap).
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Al resolver la ecuacién diferencial anterior

a— (3% 172, (84_gre
a—ay R ag——2— <€3n0 ao(§a-p32)t _ 1)
8 — BH0
3(9a ﬁao)

Cerca de t = 0 se cumple que
K
a—ay~ ;@3/%3 (a - 5—0) t
Qo

la escala de tiempo corto, correspondiente al cambio cerca de t = 0 es

1 w2 (14 %) )
Teorto = = ~ 2.3, si ag y Ko son O(1
waglo—pum| mad| (30 - 4) - 3

Vemos que para ag y ko que sean O(1), Teorto <K Tlargo-

Sistema de ecuaciones al tomar en cuenta a la radiaciéon

Deseamos ahora obtener un sistema de ecuaciones que describan la evolucion de la onda
principal tomando en cuenta el efecto que tiene la radiacién sobre ella. Al igual que en el
desarrollo llevado a cabo para dos dimensiones, nos basamos nuevamente en las leyes de
conservacion, sin despreciar necesariamente a u; con respecto a ug en la regién dentro de la
superficie caustica. Luego se hard una suposicion acerca de la forma de u; que nos permita
incorporar a la radiacién a través de la presencia de nuevos parametros en el sistema de
ecuaciones; de manera especifica, asi como en el caso de dos dimensiones se supuso que
era constante en una regién por detras de la onda principal (‘flat shelf’), supondremos ahora
que u; es constante en una regién tridimensional por detras de la onda principal.

e Ecuaciones correspondientes a la conservacion de masa

Una vez que se incorpora el efecto de la radiacién sobre la evolucion de la onda principal,
la conservacion de masa nos permite obtener dos ecuaciones que describen la evolucion de
dicha onda. La primera de ellas se obtuvo antes y se basa en que sabemos que la radiacion
esta confinada dentro de la superficie caustica. Esta ecuacion se obtuvo integrando la forma
diferencial de la conservacién de masa fuera de las superficie caustica, en la regién que antes
llamamos I'(¢), despreciando a u; con respecto a .

La segunda ecuacién que se hallard, resulta de considerar la conservaciéon de la masa en
todo R3. De la conservacién de masa sabemos que

d o0 o0 o0
E/_m/_w/_wudxdydz:o,
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por lo que si escribimos a u(z,y,t) como u = uy + u; tenemos

/ / / udzdydz = & / / / uodadydz + - / / / wydudyd:

d 7T3/2

dt 12 dt =0,

donde M, es la masa total de la radiaciéon. La conservacion de masa nos permite entonces
encontrar el par de ecuaciones

2
12 V3\d a 1a& Va
(1+ )dt 77 T 8 R + 2l€+a—0, (3.20a)
d %a dM;
— 4+ =0 3.20b
a2 T (3.20b)

Considerando la forma que adopta la radiacion, se hace ahora la suposicién hecha antes
para dos dimensiones: la radiacién se acumula formando una regién en el espacio donde u
es constante, con un valor distinto de cero; que es la estructura analoga al ‘flat shelf’ de dos
dimensiones. Supondremos que esta estructura se forma justo detras de la onda principal y
dentro de la cdustica; se mueve de manera rigida con ella. Al igual que en dos dimensiones,
la evolucién de la onda principal tendra el aspecto del avance de una estructura con un
perfil de amplitud acampanado (en tres dimensiones esto corresponde a tener una regién
en ese numero de dimensiones con una amplitud maxima al centro y que decae en todas
direcciones) y una estructura con amplitud constante adherida detras de ella (es decir; una
region tridimensional con amplitud constante).

Consideramos entonces que la estructura de amplitud constante se forma en una regién
dentro de la cdustica y que tiene por frontera a una superficie S(¢); consideramos que esta
estructura avanza a la misma velocidad que la onda principal, esto es, a la velocidad V' (t).
Ver Fig. 3.6. A la regién por delante de esta estructura plana la llamamos R(t) y calculamos
ahora el cambio de la masa en dicha regién. Si escribimos a la superficie S(¢) como z =
Z(y, 2,t), tenemos

i udrdydz = — / / / udzrdydz
dt () (v:2:)
= / / / udxdydz — V/ / u‘xzj(y B t)dydz
Z(y,2,t) —o00 J —0 =
/ / / [( u® + um) + (Ugy)y + (um)z] dzdydz
(y,2,t) T

-V / udydz
S(t)
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Fig. 3.6: La regién R(t).

1
= —/ <—u2 + Ugg + Uyy, Ugy, uwz> -ndS — V/ udydz,
s \2 S(t)

después de recordar que u satisface la ecuacién ZK en tres dimensiones. Usando la notacion
usual, 7 es el vector normal a la superficie S(t).

Usando las ideas aplicadas antes en dos dimensiones, tomamos a u = Uy, = cte. sobre una
porcién de la superficie S(t) y detrés de ella. No es posible pedir que u sea constante en toda
la regién atras de la superficie S(¢), ni tampoco sobre la superficie completa, es imperativo
que tienda a cero en infinito. Ademds, tomaremos |ue| < 1y también |uy,| < 1, |u,,| <1
y |u,,| < 1 sobre dicha curva. Si u = u, sobre una porcién de S(t) que tiene una proyeccién
sobre el plano z = 0 (o cualquiera paralelo a él) de drea A, tendremos que

d
— udrdydz =~ —V/ udydz ~ —V Aug,.
dt J e S(#)

Entonces A es un pardmetro que toma en cuenta el tamaitio de la regién donde u es constante
y es el andlogo del pardmetro [, introducido en el tratamiento bidimensional.

Si hacemos algunas aproximaciones adicionales, podremos relacionar esto con las ecua-
ciones obtenidas antes

w3/2q

/ udxdydz:/ uodxdydz:/ uodxdydzzw.
R(t) R(t) R3 K

De manera que

d m3/2%q
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e Ecuacion correspondiente a la conservacion de momento

Seguimos el mismo procedimiento que en el caso de la masa y obtenemos una segunda
ecuacion a partir de la conservacién del momento. Calculando el cambio de la cantidad de
momento en la regién R(t), tenemos

7 g 200 __/ / / _Udedde _/ / / ( ) drdydz
dt (t) 2 y,z t) y”zt
2
- V/oo /—oo 2" ‘“Zi(y,z,t)dydz-

Mediante la forma diferencial de la conservacién del momento, ecuacién (3.6), nos queda

1
i —u2dmdydz

dt
Ly 14 15,
u F Uy — SUp — SU, — U |+ (Ulgy)y + (Uly,), | dzdydz
#y,2,t) 2 2 2 -
-V —u2dydz = 1ug‘ + uu 1u2 — EU,Z — 1uQ U gy, UL -ndS

1
- V/ —u?dydz,
S() 2

usando el teorema de la divergencia. Recordando que u = u, en una regién por detras de
S(t) y también sobre una porcién de dicha superficie, donde u., es pequefio; si sobre C(t)
las derivadas sz, Ugy, Uss, Uz, Uy ¥ U, también lo son, podemos aproximar

d 1
— —u 2dedydz ~ =V A=u> .
Como en el caso de la masa, hacemos la aproximacion

73202

1, 1
—u“drdydz ~ / —uldxdydz ~ / —uldrdydz = ————,
/R(t) 2 R 2 R#2 4v/2K3/2
de manera que tenemos finalmente
d m%a? 1
il = _VA-W:. 3.22
dt 4\/§/§3/2 2 Hoo ( )

Como en dos dimensiones, se conserva la expresion encontrada para la velocidad en el
caso sin radiacién, ecuacién (3.15).
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Escribimos el sistema completo que gobierna la evolucion de la onda principal

3\ d «a 1la®> Va
/2 (4 £ ~- - -z 4 = — 2
T (+2>dtm3/2 8/{—!—2%—#—& 0 (3.23a)
d ©/%a
d 7322 1
— 4+ VA-u2 =0 3.23
4+/6
V- 2—‘7[a + 5k =0. (3.23d)

Reducimos esto a solamente dos ecuaciones

3\ d 2v6 1 2 3
1/2 (1 " i) a 4 (_\/_ _ _) % ~Sa =0, (3.24a)

2 | dt k3/2 27 8
4 d 22132 [ d 2
W g ) da Vet d a NT (3.24b)
27 dt k3/? A dt k3/?

El sistema (3.24) se puede resolver numéricamente para a y  pero la falta de resultados
numéricos directamente de ZK hace que dicha tarea tenga poco proposito.

3.2 Evoluciéon de una onda localizada gobernada por
una generalizacion de la ecuacién Zakharov-Kuznetsov

3.2.1 Las leyes de conservacion de la ecuaciéon ZK generalizada

Completando ahora el caso de tres dimensiones, consideramos primero las leyes de conser-
vacion de la ecuacion generalizada de Zakharov-Kuznetsov, gZK. La ecuacién gZK en tres
dimensiones para la funcién v = u(z,y, 2, t) es

Ug + WU + Uggy + Ugyy + Ugz, = 0, p > 0. (3.25)

Siguiendo el procedimiento varias veces usado, encontraremos ecuaciones diferenciales
ordinarias a partir de las leyes de conservacién, las cuales aproximan la evolucién de una onda
principal Gaussiana. Las ecuaciones que se hallen en esta seccién serdn una generalizacion
a las obtenidas antes en el caso de tres dimensiones y p = 1; de esto se podra determinar el
comportamiento de la onda principal para distintos valores de p. Dados los resultados que
se hallaron en el caso de dos dimensiones y p # 1, esperamos que exista un intervalo para
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p en el que sea posible un comportamiento de tipo soliton. Tal vez habra valores de p para
los cuales la onda crezca infinitamente y esperamos también que para valores grandes de p
no ocurrird un balance entre la dispersion y el efecto de la no linealidad, por lo que la onda
principal tendra una amplitud que tienda a cero.

La conservacion de masa

Al igual que en los casos anteriores, la masa de la onda en tres dimensiones se define como

M = / / / udxdydz

y se exige que u decaiga lo suficientemente rdpido cuando x, y, 2 — £00 para obtener un valor
finito. Escribimos la forma diferencial de la conservacion de masa, a partir de la ecuacion
gZK (3.25)

1
ug + (Zmu’”rl + um>$ + (Ugy)y + (Uzz). = 0. (3.26)
De lo anterior se sigue que
dM
i a—
dt

y la version integral de la conservacién de masa es

dM  d [® [® [
= —t/_oo/_oo/_ooudxdde—O. (3.27)

La conservacion de momento

1 o o x
P = 5/ / / udrdydz, (3.28)

mientras que la version diferencial de la conservacion de momento se escribe como

(—u )t + (p—+ 2up + Ulgy — 5”;5 - iuy — §Uz ) + (uuwy)y —+ (uum)z = 0. (3'29)

El momento de la onda es

2

Como siempre, de la version diferencial de la conservacion de una cantidad se sigue la con-
servacién de la misma. Con (3.28) y (3.29) tenemos
dP
— =0,
dt

dP d [* [>* [*1,
= ﬁf_oo/_oo/_oo U dzxdydz = 0. (3.30)

de manera que
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3.2.2 Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con-
servacion

Ahora obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describan la evolucion
de una onda principal gobernada por la ecuacién gZK en tres dimesiones.

Como antes, proponemos una solucion a la ecuacién gZK que se compone de dos partes:
la primera es una estructura localizada la cual se representa por una funcién ug(z,y, z,t),
como se ha manejado ya, esta es la llamada onda principal; una segunda parte que es la
radiacién desprendida por la onda principal y que denotamos por us(z, y, z,t). Nuevamente,
la condicién inicial para u(z,y, z,t) es justamente uy(z,y, z,0), al inicio no hay radiacién.
Consideramos primero el caso en que se ignora a la radiacion.

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiacién

Solamente para recordar al lector la notacién usada, proponemos como solucién de la ecuacién
gZK en tres dimesiones

Uy + upua: + Ugze + Ugyy + Ugz, = 0,
au(z,y,t) =u(z,y,2,t) +ui(z,y, 2,t), con ug dado por

uo(z,y, 2,t) = a(t)e_“(t)((w_s(t))uyzﬂz) : (3.31)

Una vez mas, V(t) = § es la velocidad de la onda principal y depende del tiempo. Usando
las leyes de conservacién se llegard a un sistema para a(t), «(t) y £(t) que nos dird cémo
evoluciona wuy(x,y, z,t). Encontramos la primera de las ecuaciones diferenciales ordinarias a
partir de la conservacion de masa.

e Ecuacion correspondiente a la conservacion de la masa

Recordamos simplemente que la radiacion desprendida por la onda principal se encuentra
confinada en la regién dentro de la superficie caustica z < &, (y*+2%) < ‘5_7;, que tiene forma
cénica y la llamamos I'(¢), igual que en el caso tratado antes. Dicha regién se muestra en
la Fig. 3.7.

El cambio de la masa de la onda en la regién I'(¢), tomando en cuenta que u(z,y, z,1)
satisface la ecuacién gZK es

d d o o o
— udzrdydz =— / / / udzrdydz
dt T'(t) dt —o0 J —00 6,\/5(1/24_,22)1/2

Pt
=— / K + uu) + (Ugy)y + (Ugz), | dedydz
I (t) -

p+1
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Fig. 3.7: La regién I'(¢).

o o
_ / / u‘g,\/g(szrzz)l/szydz'
—0oQ0 —0o0

Como en la regién I'(t) se cumple u; ~ 0 entonces en I'(¢) es cierto que u ~ uy y nos queda

d d (9] o

dt drdy ~— dxdy ~ =V dud

dt /1:‘(t)u Tay dt /1_:(?5) Upazxay /OO /oo u0|§—\/§(y2+z2)1/2 ydz
1

P+
I'(t T

Evaluando cada una de las integrales de arriba y tomando en cuenta que ug y sus derivadas
se anulan al infinito, encontraremos la primera ecuacién diferencial buscada.
La masa total en la regién I'(¢) se encontré en la seccién 3.1.2:

7.‘.3/2 \/g a
dedydz = — |1+ — | —=
/P(t) Horayas 2 ( * 2 | k3%

de igual forma, la integral

/—00 /—oo u|§*\/§(y2+z2)1/2dyd2’ = ix

también se calculé en la seccién 3.1.2.
La ultima integral requerida es

oy
/ [( 0 +u0M> +(uozy)y+(um)z] dzdydz
T(t) T

p+1

1
:_/OO/OO u8+
oo d o P+

+ UQzx + Uoyy + U,()zz:| dydz
E-VB(y2 )2
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Usando ugz, = (daw®(z — £)? — 2ak) (@0 +97+%), Ugyy = (dak*y® — 2ak) e~ (=6 +y7+2%)

¥ oz, = (4ak?z* — 2ak) 6_“((””_5)2”2”2), obtenemos

up+1
I'(t -

/[

+ (4cm2y2 _ Qam) e By°+322+y>+2%) + (4&&222 _ Qam) e BY°+322+y>+2%) dydz

%6_@‘}‘1)5(31/2—1—3,224-3/2—}-3’2) i (4a,£23(y2 4 Zg) _ 2&/%) JENCH AT IR
p

™
—a— —— :
2 dp+1)?

Los valores de las tres integrales calculadas se sustituyen en (3.32) de lo que se obtiene

d 1 @
i/2 (1 + \/§> S = o _Va_, (3.33)

2 | dt k3/2 2(p+1)2;_5;

Esta es la primera ecuacién diferencial ordinaria que involucra a a(t), x(t) y £(t); generali-
zando a (3.10).

e Ecuacion correspondiente a la conservacion del momento

Ahora se considera la conservacion del momento. Asumiendo que la amplitud de u; es

pequena, se asumira que u? y ugu; son despreciables comparados con uZ en el espacio R?,

por lo que el momento se puede tomar como

1 1
Pz/ —uZd:cdy:/ —ugdzdy.
R3 2 R3 2

La ecuaciéon P = 0 es ahora

. d 00 [ ™ q d 7.‘.3/2a2
P~— ~ug = =
7 /oo /OO /oo 2u0d:cdydz FTPE 0

La segunda ecuacion del sistema deseado es:

d a?

y es idéntica a la ecuacién obtenida para p = 1.
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e Ecuacién correspondiente a la consideracion del momento en z del momento de la onda
El momento en x del momento de la onda en todo R? es

1
/ r—uldrdydz
R3 2

y hemos visto que podemos utilizar esta cantidad para cerrar el sistema de ecuaciones.
Despreciando a u? y ugu; con respecto a u2 en todo el espacio, el cambio de la cantidad de

arriba es
/ / / .Z' w?dzdydz ~ —/ / / T— uod:vdydz

Con la conservacién del momento en forma diferencial, ecuacién (3.6), se obtiene

[ [ et b
—/_w/_m/_oo =

+ (UOUOxy)y + (UOUOzcz)z] drdydz.

1
p+2 2 2 2
Uy~ + UpUogz — Euogg — §u°y — §u0z
T

O bien

/ / / T— uodxdydz
1 1 1
2

después de integrar por partes y tomar en cuenta que ug y sus derivadas se anulan al infinito.
Evaluamos ahora las integrales anteriores. Hemos visto ya la igualdad

/ / / T— uodxdydz—f/ / / —uodacdydz

al escribir el factor de = dentro de la primera integral como z — & + £ y notando que el
integrando es impar con respecto a r — £. La segunda integral se habia calculado antes y

tiene por valor
o0 oo poo q ) m3/2 §a2
f/_oo/_oo/_oo §u0dacdydz: —4\/§W
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Encontramos ahora el valor de

Y A b L o Ly, 1o, 14,
m“o + UoUozz — §U’Oz - §u0y - 5“02 dxdydz)
—o00 J—00 J —0

sustituyendo wy, = —2ak(x — 5)67"((“5)2”2“2), gy = —2amye*”((w*§)2+y2+z2), Uy, =

2akze (@O ) o (4ak*(z — €)* — 2ak) e (@0 4y 42%)

A e L pee Loy 1, 1,
5t + UoUpzgy — U0z ~ 5%y ~ o dzdydz

2

p+2

- 14@2% (x — 5)26_2“(($—f)2+y2+z2) _ 14012&23/26 ((m_£)2+y2+22)
2 2

24 424 ,2 p+2 3/2
- %4&2K32226 ((w—&) +ty“+z ))dmdydz = @ (( T ) )

p+2\(p+2)k
1 2T (3/2) 4I'(1/2)? 1 8T(1/2)3
L 3200/, 1 S/
ey 2 1 @r2 8
e 1 OMG2ATA/? L, 1 90(3/2)4T(1/2)
2rp2 2 4 @R 2 4
b22 L 2T(3/2)4T(1/2)
— 2a°k
(2r)%/2 2 4
73/2 gpt2 1 a? 1 a? 1 a2

RO N TR I'(3/2)L'(1/2) \/§,€1/2F(1/2) NG T'(3/2)L(1/2)
732 qpt? 532 g2
_(p+2)5/2 K3/2 4\/5 K12
Usamos los valores de las integrales anteriores y obtenemos asi la tercera ecuacion del sistema

para a(t), £(t) y £(t):

d &a® 42 P12 5 a? 535
dt k32 (p + 2)5/2 K3/2 - Tgl/2T (3.35)

Se tienen ahora tres ecuaciones para las tres funciones del tiempo a(t), (t) y £(t), estas
ecuaciones son

+1 Vv
yryp V3 do 1 @ Va, o, 3.36
i <+ 2)dtm3/2 4(p+1)? & ToRTe (3-36a)
d a?
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d &a? 42 aqpt? a2
dt k32 (p + 2)5/2 k3/2 + 5,{1/2 =0. (3.36¢)

De la ecuacién (3.36b) se obtiene una relacién entre a(t) y (%)

2 2
a ag

0

nuevamente usando a ag y k¢ como los valores de las funciones a(t) y x(t) al tiempo t = 0.
Con (3.36b) y (3.36¢) se obtiene

d¢ K3/2 442 P12 a? 42
—= =V = -5 = af — 5K’7
it 2 \G+ P e? W) T prapn
la velocidad de la onda principal esta dada por
44/2
_ W2 (3.38)

w+277"

Si utilizamos (3.38) en (3.36a) se obtiene la ecuacién

p+1
7r1/2<1+‘/7§)d - :—< v 1 )“ +ga. (3.39)

dt K32 (p+2)52  2(p+1)2

Tenemos ahora dos ecuaciones (3.36b) y (3.39) para a(t) y (t).
Obtenemos ahora una ecuacién para la funcién a(t) exclusivamente. Usando (3.37) y

(3.39)
2 4/3
e <1+\/§> d a 1:_( 2v2 1 >a0 ap_1/3+ga’

2 ) dtga (P+2)°% 2p+1)*) kKo

o despejando a a

1 32
a4 = 7"'_1/2 (]_ + @) ,{02

2 ag (p+2)52 2(p+1)2) ko

4/3
( 2\/5 _ 1 ) Qg ap+5/3 _ ga?:] ) (340)

Podemos escribir la ecuacion en forma general

1/2

. K K
a = % (g(p)ap+5/3 - ﬁ4—/03a3> , (3.41)
) )
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g(P)ace |
Qs |
Qo
a®
@

aa

Fig. 3.8: La funcién g(p). Aunque no se aprecia bien a esta escala, g(p) se anula en p & 25.61
y es negativa a partir de ese valor.

1 _1
con g(p) =7 /2 (1 + @) ((pig)%,/z — Q(I,il)z) y B = %W’I/Q (1 + @) > 0, de la misma

forma que en la seccion 3.1.2. Como se requiere por consistencia con esa seccidn, tenemos
que g(1) = a y corroboramos de esta manera lo correcto de estos nuevos célculos.

La funcién g(p) determina en gran medida el comportamiento de a y de a. Para entender
el comportamiento de dicha funcién mostramos su gréfica en la Fig. 3.8. la funcién ¢(p) tiene
dos ceros: en p =0y en p ~ 25.61. Entre los dos ceros, 0 < p < 25.61, g(p) es positiva y se
torna negativa para 25.61 < p. Para valores de p positivos y crecientes tenemos que g(p) — 0.
De esta manera, el comportamiento de esta nueva funcién es completamente andlogo al de
la funcién introducida en dos dimensiones, g(p). Esto nos brinda un comportamiento similar
para el caso de tres dimensiones, con muy ligeras variantes.

Como en el caso de dos dimensiones, es conveniente escribir a la ecuacién (3.41) en las
dos formas

R Ko a/3-p | p+5/3 ;
GZF g(p)—ﬁ@a a , si 0<p<4/3,

1/2
d—i ()p74/3_ﬂﬂ 3 si 4/3 <
T 2/3 g\p)a 4/3 a S P
Qo Qo

Vemos que el comportamiento de la amplitud es totalmente dependiente del valor de p que
se tenga. Analizamos los diversos casos por separado, dependiendo del intervalo en que se
encuentre el valor de p. Cuando tenemos 0 < p < 4/3 tenemos los puntos de equilibrio

ag” 9(p)

a:0yotromaisqueesa:<’60 5

/3—p
) . Por la disposicion de signos en la ecuacién
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(a) @) (b) (©

Fig. 3.9: Tipos de curvas solucién para 0 < p < 4/3. Las curvas tipo (a) se dividen en dos
dependiendo de la ocurrencia de un cambio de concavidad. El punto de equilibrio se muestra
con una linea punteada.

diferencial, vemos que cualquier onda con una amplitud inicial distinta de cero adoptara la

amplitud dada por este ultimo punto de equilibrio de manera asintética conforme crece el

tiempo. Por la misma razén, la evolucion de la amplitud ocurre de forma mondtona. Como

en el caso p = 1, existe un punto especial a* que corresponde al caso en que la condicion

inicial y el punto de equilibrio coinciden. Esto ocurre cuando g(p) — aﬁ%aé/ 5P — 0, 0 de
0

1/p
manera explicita si ag = a* = (%) . Si esto ocurre, la amplitud de la onda principal

permanecera constante para todo tiempo.

a5’ 9(p) 3p+5
ko B 9
de equilibrio y se reduce a la expresion adecuada si escogemos p = 1. Segun la condicién
inicial y como el punto de cambio de concavidad es menor al de equilibrio, las soluciones que
son crecientes pueden efectuar un cambio de concavidad o no. Usamos la misma notacion
que en el caso de dos dimensiones y dividimos los diferentes tipos de soluciones en tres:
(a) soluciones siempre crecientes, (b) soluciones siempre decrecientes o (c) soluciones que
permanecen constantes. De todo esto se deduce que para 0 < p < 4/3, la onda principal
siempre se aproxima a una onda con forma y velocidad permanente; es decir, tiene un caracter
de tipo soliton. Las curvas solucién se muestran de forma esquematica en Fig. 3.9.

1/3-p
El cambio de concavidad es ahora a = ( ) , el cual es menor que el punto

Cuando p = 4/3 es posible que ocurran dos comportamientos distintos, dependiendo
de si g(4/3) — B-3% es positivo a negativo. El tnico punto de equilibrio es a = 0 y la

Unica variacién poosible es si la solucién es siempre creciente o siempre decreciente. No hay
posibilidad de que exista un punto especial a* # 0, tal que a(t) = a*, tampoco es posible
tener cambios de concavidad. Como en dos dimensiones, este valor umbral es de especial
interés, ya que permite integrar la solucién y encontrar a(t) de forma explicita. En el caso
g(4/3) — 1/’;—(‘2: > 0 es posible que la amplitud se vaya a infinito en un tiempo finito, como
veremos enseguida. Las curvas solucién se muestran de manera esquematica en la Fig. 3.10,
mostrando ambos casos.
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@ (b)

Fig. 3.10: Tipo de curvas solucién para p = 4/3. Caso (a), g(4/3) — 8-4% > 0. Caso (b),
a9
9(4/3) — BL5 < 0.
0

La ecuacién diferencial cuando p = 4/3 se integra de manera sencilla. El resultado es

Qo

1/2?
(1 — 2a"ky? (g<4/3> - —;93) t)
0

-1
con g(4/3) = 7~1/2 (1 + ?) <(4/32f22)5/2 — 2(4/?}“)2) ~ 0.0196556 Es por esto que en el

caso de amplitud creciente, g(4/3) — ,Ba'% > 0, tendremos una singularidad en la amplitud
0

a(t) =

al tiempo

-1
1 Ko

Qg

Como la amplitud a(t) y la razén de decaimiento espacial, x(t), estan relacionadas de acuerdo
aa’k73% = a2k, 32 una singularidad en una de estas funciones implica un comportamiento
similar en la segunda. Si en el caso p = 4/3 la amplitud se va a infinito para tiempo finito, la
funcién k(t) efectuard el mismo tipo de comportamiento. Tendremos una onda cuya altura
crece indefinidamente, a la vez que su ancho tiende a cero.
Cuando se satisface 4/3 < p < 25.61, existe nuevamente un punto especial a*; de tal
forma que si la amplitud tiene ese valor en £ = 0, entonces permanecerd constante para to;io
1/p
i)li()) .

tiempo futuro. Dicho punto se calcula pidiendo a(0) = 0 y estd dado por a* = (g(p

1

p—4/3
Hay dos puntos de equilibrio a = 0y aeq = (%2—93) . Como ha ocurrido anteriormente,
a9

el valor a* divide los tipos de comportamiento, si ag > a* entonces la solucién crece de forma
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t t t

Fig. 3.11: Los tres tipos de curvas solucién para 4/3 < p < 25.61. El punto que separa el
tipo de comportamiento, a*, se muestra con linea punteada.

t

Fig. 3.12: Curva solucién tipica para 25.61 < p.

mondtona sin llegar nunca al equilibrio. Esto se debe a que si a* < ay entonces aeq < ag,
de forma que el punto de equilibrio estd por debajo de la condicién inicial y no puede ser
alcanzado por una solucion creciente. Las ondas que comiencen con condiciones iniciales por
arriba de a* crecen hasta tener una amplitud infinita; mientras que ondas que comiencen
con amplitudes iniciales menores tienden a cero, por un argumento analogo. La ttlima
posibilidad es que ay = a* de lo que resulta una amplitud constante para cualquier tiempo.
En este rango de valores de p no hay posibilidad de un comportamiento de tipo solitén, ya
que las ondas no adquieren una forma fija en el tiempo. Las curvas solucién se muestran de
manera esquematica en la Fig. 3.11.

La tdlitma posibilidad es que p se sitie en el rango 25.61 < p, donde g(p) es negativa. De
esto se sigue que a también es negativa y la amplitud de la solucién siempre decae a cero,
sin importar su condicion inicial. Dado a que no hay més que el punto de equilibrio a = 0,
no existe un punto especial a* para el cual corresponda una variacién inicial nula, a(0) =0
y que deje a la amplitud constante para todo tiempo. Esta misma condicién de la ecuacion
diferencial impide la ocurrencia de cambios de concavidad. La Fig. 3.12 muestra este tipo
de comportamiento.
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Del presente analisis se puede conlcuir que s6lo es posible el comportamiento de tipo
solitén cuando 0 < p < 4/3; considerando, por supuesto, la aproximacién que nos brindan
las leyes de conservacién.

Sistema de ecuaciones al tomar en cuenta a la radiaciéon

Deseamos ahora tomar en cuenta el efecto de la radiacién sobre la evolucion de la onda prin-
cipal. Siguiendo el desarrollo llevado a cabo para dos dimensiones, usamos nuevamente las
leyes de conservacion sin despreciar necesariamente a 1, con respecto a ug en la region dentro
de la superficie caustica. Adoptaremos la suposicion de que u; es constante en una region
en una region tridimensional por detras de la onda principal (‘flat shelf’ en dos dimesniones).

e Ecuaciones correspondientes a la conservacion de masa

Como se ha visto, una vez que se incorpora el efecto de la radiacion, de la conservacion de
masa resultan dos ecuaciones diferenciales . La primera de ellas se obtuvo antes y se basa en
que sabemos que la radiacion estd confinada dentro de la superficie cdustica. Esta ecuacién
se obtuvo integrando la forma diferencial de la conservacién de masa fuera de las superficie
cdustica, en la regién que antes llamamos I'(t), despreciando a u; con respecto a ug.

La segunda resulta de considerar la conservacién de la masa en todo el espacio. De esta
ley de conservacién sabemos que

d (o] o0 o0
E/oo/oo/ooudacdydz—(),

si escribimos a u(zx,y,t) como u = uy + u; resulta

/ / / udxdydz = —/ / / uodmdydz+—/ / / uydrdydz
d m/%q

an _
Saer g Y

denotando a la masa total de la radiacién como M;. La conservacién de masa nos proporciona
las dos ecuaciones

3\ d a 1 a”™ Voa

T2 1 v3 - - =0 3.42

( * )dtrs?’ﬂ 4p+1)? & ToRte=0 (342a)
d ©%a  dM,
— 4 . 3.42b
dt k3/2 + dt ( )

Se hace ahora la suposicién acerca de la forma de la radiacién: suponemos que ésta se
acumula formando una region en el espacio donde v es constante, con un valor pequeno pero
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Fig. 3.13: La regién R(¢).

distinto de cero. Como antes, supondremos que esta estructura se forma justo detras de la
onda principal, en la regién dentro de la cdustica y que se mueve de manera rigida con ella,
como si estuviera adherida.

Consideramos que la estructura de amplitud constante se forma en una regién dentro de
la custica que tiene por frontera a una superficie S(t), ademds esta estructura avanza a la
misma velocidad que la onda principal, V' (¢). Ver Fig. 3.13. La regién por delante de esta
estructura la llamamos R(t), como en el caso p = 1 y calculamos ahora el cambio de la masa
en dicha region. Si la superficie S(t) se puede escribir como la funcién z = Z(y, 2, t), tenemos

4 udzdydz = a / / / udzdydz
dt J gy dt J oo J—c0 Ja(y,20t
= updrdydz — V/ / u| s, dydz
[ .. e
o o o0 1
- _/ / / K_UPH + um> + (Ugy)y + (um)z] dzdydz — V/ udydz
—o0 J —o0 J Z(y,2,t) D+ 1 z S()

1
_ _/ [_up+1 + Ugy + Uyy + uzz] dydz — V/ udydz,
sw Lp+1 S(t)

usando que u satisface la ecuacién gZK en tres dimensiones. Usamos la notacién usual, con
7 como vector normal a la superficie S(t).

Tomamos a u = ue = cte. sobre una porcién de la superficie S(t) y detrds de ella. Una
vez mas, no es posible pedir que u sea constante en toda la regién atrés de la superficie S(t),
ni tampoco sobre la superficie completa, ya que se debe pedir que tienda a cero en infinito.
Tomaremos |us| < 1y también |ug,| < 1, Juy,| < 1y |u,,| < 1 sobre dicha curva. Si
U = Uy sobre una porcién de S(t) que tiene una proyeccién sobre el plano x = 0 de drea A,
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tendremos que

1
d udzdydz ~ —/ ——uPtdydz — V/ udydz ~ —A uﬁjl V Atge.
dt J s P+ 1 s +1

El pardmetro A toma en cuenta el tamano de la regiéon donde u es constante y es el andlogo
del parametro [, introducido en el tratamiento bidimensional. Nétese que ademas hemos
conservado el término que lleva un factor de u?T!, debido a que no es despreciable en el caso
en que p ~ 0.

Con algunas aproximaciones adicionales, podremos relacionar esto con las ecuaciones
obtenidas antes

m/%q
/ udzrdydz ~ / updrdydz ~ / updxdydz = VR
R(t) R(t) R3 K

De manera que

d m3/? 1
%7;3/2“ AU 4V Ause =0, (3.43)

e Ecuacion correspondiente a la conservacion de momento
Con el mismo procedimiento, obtenemos una segunda ecuacion a partir de la conservacion
del momento. Calculando el cambio de la cantidad de momento en la regién R(t), tenemos

d 2 2 * * 1 2
E R(t) 5“’ dxdydz _/ / /(y,zt <_u )tdmdydz a V/oo /_oo Eu ‘Sﬂzii(y,z,t)dydz'

Usando la forma diferencial de la conservacién del momento, ecuacién (3.6), nos queda

d 2 Y R L e Lo 1, 15,
— —u dzdydz = / / / ——— U Uy — SU — SU, — DU
dt R(t) 2 —o0 J —o0 J Z(y,z,t) p+2 2 2 2 z

1
+ (Ulgy)y + (Vty,), | dedydz — V/ —utdydz
S() 2

Recordando que u = uq, en una regién por detrds de S(t) y también sobre una porcién de
dicha superficie, donde uy, es pequeno; si sobre C(t) las derivadas ugzy, Ugy, Ugz, Uy, Uy Y Uy,
también lo son, podemos aproximar

d
— —uzdacdydz ~ —/

1
—uPdydz -V / wldydz ~ —A uP? — VA—u?
dt J e 2 s P+ 2

s 2 +2 90"
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Como en el caso de la masa, hacemos la aproximacion

1 1 1
/ —u?dzrdydz ~ / —uldrdydz ~ / —ugdrdydz =
R(t) 2 R(t) 2 R3 2

de manera que tenemos finalmente

d 73/2¢2 1
— P24 VA2 =0.
dt 44/2k3/2 * p+ gliee VAl

73202

4\/§,§3/2’

159

(3.44)

Como en dos dimensiones, se conserva la expresion encontrada para la velocidad en el

caso sin radiacién, ecuacién (3.15).
De esta forma, el sistema de ecuaciones resultante es

d m/%q

— PH 4+ VAu,, =0

dt 1302 + p+1uoo + Uoo ’
d m/2q? 1
_ A p+2 A= 2 _
dt4\/§/-g3/2+ p+2uoo +V 5 thoo 0,

44/2
—WG+5K/:0,

el cual puede ser resuelto numéricamente.

(3.45a)
(3.45b)

(3.45¢)
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Conclusiones

En la Seccion 1.6 vimos que la evolucion de estructuras coherentes gobernadas por la ecuacién
ZK no esta comprendida. Lo mismo ocurre para las generalizaciones de la ecuacién ZK en que
se considera un término no lineal distinto o en que se introduce un término no homogéneo.
A partir de las soluciones numéricas del doctor N. F. Smyth se observé céomo ocurre la
evoluciéon de una estructura coherente en el caso de una condicién inicial Gaussiana. El
notar el cambio de amplitud, ancho y el desplazamiento de la onda nos motivé a utilizar
las leyes de conservacion de la ecuacion Zakharov-Kuznetsov para entender dicha evolucion
a través de una solucién modulada a través de tres funciones del tiempo que representan
justamente la amplitud, el ancho y el desplzamiento antes mencionado. Se han encontrado
sistemas de ecuaciones ordinarias aproximados para estas tres funciones del tiempo que
indican la evolucién de una onda inicialmente Gaussiana. Lo anterior se hizo en dos y tres
dimensiones espaciales; ademés de considerar dos situaciones distintas: una ignorando la
radiacién cedida por la onda con forma de campana y otra en la que se toma en cuenta el
efecto de la radiacién. La aparicién de una ecuacién (mZK) con una no linealidad distinta a
la de ZK nos llevo a considerar la misma situacién para una ecuaciéon donde la no linealidad
generaliza tanto a la de ZK como a la de mZK. A esta ecuacién la llamamos gZK.

En el caso de dos dimensiones se compararon las soluciones obtenidas de los sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias con una solucién numérica directa de la ecuacién ZK, en
los casos sin radiacién y en el que se le toma en cuenta. Para el caso sin radiacién, el ajuste
encontrado no es bueno y como se ha mencionado antes, esto no es sorpresa alguna ya que
se trata de un modelo simplificado en extremo.

En el caso en que se incorpora la radiacién, en principio no se obtiene un buen ajuste
tampoco; sin embargo, el considerar una expresién mas general para la velocidad de la onda
principal incorpora un nuevo parametro libre que permite lograr un muy buen ajuste entre
la solucion numérica directa y la solucién que brinda el sistema de ecuaciones.

Posteriormente, se considera una generalizacién a la ecuaciéon Zakharov-Kuznetsov, con
un término no lineal modificado. Ignorando a la radiacién y después incorpordndola, se llega
nuevamente a una pareja de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que de hecho
generalizan a los de ZK. Con lo anterior, se determinan las condiciones que debe cumplir el
término no lineal para que se produzcan o no ondas de forma permanente.
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Por 1ltimo se trata el caso de tres dimensiones. Se sigue el tratamiento de antes y se
obtienen sistemas de ecuaciones que aproximan la evolucion de una onda con condicion inicial
Gaussiana, primero sin radiacién y luego incorporandola. Para la ecuacién gZK, obtenida al
considerar una generalizacion del término no lineal de ZK, se hallan las condiciones requeridas
para que ondas incialmente Gaussianas adquieran forma permantente, o bien evolucionen de
manera distinta a ésta.

Una futura extensién a este trabajo puede seguir varias lineas. Una de ellas estad rela-
cionada con la obtencion de mas resultados numéricos. Solamente se contd con este tipo de
resultados para el caso de la ecuacion ZK en dos dimensiones, mientras que en el presente
trabajo se analizo también el caso correspondiente en tres dimensiones, asi como la ecuacion
gZK en dos y tres dimensiones. La obtencién de resultados numéricos para la ecuacién
ZK en tres dimensiones es algo extremadamente complicado y hasta el presente impractico
debido a la cantidad de calculos requeridos. Es por eso que la extension inmediata debe
darse en relacién de la ecuacion gZK en dos dimensiones. Ya que se han obtenido soluciones
modulacionales para este caso, es de gran interés la obtencién de resultados numéricos en el
caso sin radiacion y con ella, con el proposito de hacer las comparaciones con los sistemas
de ecuaciones ordinarias obtenidos en cada situacion.

Otra extensién de gran interés seria el considerar la evolucién de una estructura coherente
de la ecuacién ZK con un término no homogéneo. Vimos en la Seccién 1.6 que existen
simulaciones numeéricas de este tipo, cuya evolucién es un total misterio. Obtener una
aproximacién a esta situacién para una comparacién con la solucién numérica es de gran
interés.

Un par de lineas de investigacion adicionales son: la consideracién de ondas localizadas en
dos dimensiones que no posean simetria circular y el considerar un sistema de dos ecuaciones
del tipo ZK para dos funciones u y v que se encuentran acopladas. En el primer caso,
bajo ciertas condiciones la onda coherente podria partirse en dos o mas ondas coherentes
individuales o de manera inversa tender a alguna configuracién de equilibrio estable. El
segundo caso mencionado puede surgir en la modelaciéon de ondas en las interfases de un
fluido estratificado, donde una onda en una de las interfases afecta a otra onda en una
segunda intrefaz.
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