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Introduccion

El proposito de este trabajo es plantear, con cierto grado de detalle, un modelo esquematico
del proceso de transmision del impulso mecanico en la membrana del timpano al movimiento
de las ondas ciliares que se encuentran sobre la membrana basilar y que son responsables de la
transduccion de esta senal mecanica en una senal eléctrica.

Para poder formular el problema son necesarios varios resultados de mecanica de fluidos
asi como multiples observaciones y resultados experimentales relacionados con la anatomia del
oido interno.

Por esta razon, dedicamos el primer capitulo a la presentacion de las ideas no elementales de
mecanica de fluidos que se necesitan. En el segundo capitulo describimos la fisiologia del oido
interno; también presentamos algunas evidencias experimentales importantes para describir el
comportamiento de éste 6rgano. En efecto, fue la evidencia experimental la que permitio a J.
Lighthill (cuyo trabajo exponemos) cambiar radicalmente de punto de vista en el enfoque del
problema [L..4] y dar una explicaciéon coherente de muchos fenémenos que antes -hace apenas
unos 10 anos- resultaban inexplicables o paraddjicos.

En el tercer capitulo presentamos el modelo fisico y matematico del proceso. Aqui enfati-
zamos en el modelo y en la explicacion clara de los tres mecanismos -dispersion, viscosidad y
no linealidad- que intervienen. La interaccién de estos tres mecanismos genera el movimiento
de las células ciliares en lugares especificos de la membrana basilar; dichos lugares dependen
de la frecuencia del estimulo. En la presentacion del modelo hemos sacrificado algunos detalles
matematicos que el lector interesado podra seguir en las referencias una vez que queden claros
los procesos fisicos y las aproximaciones involucradas.

En este trabajo hemos hecho una aproximacion muy severa que pudiera parecer inconsistente
con la conclusion. Esta aproximacion es la bidimensionalidad del flujo de capa limite que usamos
en todos los calculos. Discutimos este punto fundamental en el apéndice A, el cual es parte
integrante de este trabajo. En los apéndices B y C completamos algunos detalles necesarios
para el desarrollo.

Finalmente, presentamos las conclusiones y los problemas que hasta la fecha siguen abiertos
en torno a este problema.






Capitulo 1

Planteamiento del problema.

Las caracteristicas principales de la estructura del oido humano fueron descubiertas durante los
siglos XVI y XVII, aunque los detalles mas finos de su estructura no vieron la luz sino hasta
finales del siglo XVIII. Los primeros dibujos que representan aproximadamente al oido tal y
como se conoce hoy en dia fueron hechos por Politzer en el ano de 1873.

Fué también durante el siglo XVII cuando surgieron los primeros cuestionamientos acerca
de como es que se propagan las ondas sonoras en el oido. El patrén de vibracion de la par-
ticién coclear (se le llama particion coclear al conjunto formado por la membrana basilar y
las estructuras que se encuentran sobre de ella, incluyendo a la membrana tectoria) ha sido
el problema central durante mas de un siglo. Debido a la ausencia de evidencia experimental
sobre las propiedades mecanicas de la membrana basilar, muchos de los modelos creados eran
puramente especulativos.

La obtencion de esta evidencia experimental requeria del desarrollo de instrumentos para
realizar mediciones directas de la elasticidad de la particion y de la forma de las ondas viajeras
que se propagan sobre la membrana basilar.

Esto fue posible hasta este siglo, y muchos de los resultados experimentales fueron obtenidos
por von Békésy. Békésy fue el primero en observar la discriminacion de frecuencias realizada por
la céclea, lo que se conoce como principio de posicion. También midié algunas de las propiedades
de los fluidos cocleares asi como de la rigidez de la membrana basilar. Algunos de los resultados
que obtuvo siguen siendo validos hoy en dia. Sin embargo, algunos fisiélogos experimentales de
la segunda mitad de este siglo han esclarecido algunos problemas relacionados con la rigidez de
la membrana basilar [V.1] y con el mecanismo de propagacion de ondas [R.1]. Estos resultados
han permitido determinar cémo varian los parametros esenciales (la densidad y la viscosidad
del fluido y la rigidez de la membrana) y esto ha sido de vital importancia en la elaboracién
de un modelo sobre propagacion de ondas en la coclea, como veremos a continuacion.



Mencionamos anteriormente que uno de los problemas en la modelacion del oido interno en el
siglo pasado se debia a la falta de resultados experimentales pero ademas tales modelos pueden
descartarse debido a algunas de sus suposiciones, relacionadas con la rigidez de la céclea. Por
ejemplo, Helmholtz modela a la membrana basilar como una serie de resortes, y donde el fluido
que la rodea disminuye la frecuencia natural de esta serie de “resonadores”. Hoy en dia se
sabe que la rigidez de la membrana en la direccion longitudinal es casi nula, por lo que este
modelo no es valido. Otro tipo de modelos tomaban en cuenta los problemas hidrodinamicos y
consideraban que la particion coclear sélo jugaba el papel de una membrana de rigidez conocida.
Este ultimo enfoque es similar al que consideraremos en este trabajo, pues aqui estudiaremos
la interaccion entre las propiedades mecanicas de la particion coclear y las del fluido que la
rodea. Sin embargo, una diferencia importante consiste en la forma en que modelaremos a la
membrana basilar. En efecto, basandonos en evidencias experimentales recientes, veremos que
la membrana basilar no se comporta como una membrana en el sentido elastico de la palabra,
sino como una placa cuya rigidez depende unicamente de la coordenada longitudinal. Otro de
los problemas en modelacion es el de determinar los parametros importantes del mecanismo
que se quiere describir. Unas de las simplificaciones mas importantes en nuestro modelo se
relaciona con la forma espiral de la coclea. Hasta el momento no se ha podido determinar si
esta forma tiene alguna importancia; aunque se cree que la forma se debe tinicamente a una
economizacion del espacio. Este argumento se basa en el hecho de que en algunos animales la
coclea esta estirada. Otra de las caracteristicas geométricas que posiblemente se deba también
a una economizacion del espacio es la disminucion del diametro de la coclea en el sentido
longitudinal de la membrana; despreciaremos también esta caracteristica.

Por otro lado, si consideramos una seccion transversal de la céclea, vemos que ésta se en-
cuentra dividida en tres conductos. Dos de estos conductos se encuentran separados por la
membrana de Reissner, cuyo espesor es muy pequeno. Como la propiedades mecanicas de los
fluidos cocleares son las mismas independientemente del conducto en que se encuentren, pode-
mos considerar a la coclea como dos conductos estirados y divididos por la particién coclear.
Esto se muestra esquematicamente en la figura 1, donde hemos supuesto que la membrana
basilar divide a la coclea en dos conductos cuyas areas transversales son idénticas.

Hasta el momento no hemos considerado a la particion coclear. Esta particion se compone
de la membrana basilar, del érgano de Corti y de la membrana tectoria. La mayoria de los
modelos suponen que estas tres estructuras se mueven en fase. Como el movimiento de la par-
ticién se debe a las caracteristicas mecanicas de la membrana basilar, en nuestra aproximacién
consideraremos que la particion se compone unicamente de dicha membrana. Finalmente, en
este trabajo no estudiaremos el efecto del helicotrema, por lo que supondremos que la mem-
brana basilar se encuentra sobre el semiplano y = 0, 0 < z < oo, como se ilustra en la figura
1.2.

Antes de pasar a un estudio mas detallado, debemos aclarar que supondremos el problema
bidimensional, es decir, en el plano longitudinal que se muestra en la figura 1.2. Esta aproxi-
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’ ’

7’ // // 7’
se supone que la céclea es infinita

// // /
Tercera simplificacion del modelo; aqui
en la direccion longitudinal y para z positivas.

Figura 1.2: tercera simplificacion del modelo.

11



macion puede parecer muy severa, pero la justificaremos en el apéndice A.

Hasta el momento s6lo hemos discutido las simplificaciones geométricas que nos llevaron
a modelar al sistema en la forma en que se mostré en la figura 1.2. Ahora consideramos el
problema del acoplamiento entre la membrana basilar y el fluido que la rodea. La viscosi-
dad del fluido juega un papel muy importante en el mecanismo, pues permite que la energia
transportada por la onda se disipe en la posicion del punto caracteristico, correspondiente a la
frecuencia de dicha onda. Una manera de formular el problema del acoplamiento es resolver las
ecuaciones de Stokes (las cuales describimos con detalle en el capitulo 4) para el fluido junto
con las condiciones de frontera en las que interviene la membrana. Debido a que los efectos de
la viscosidad se encuentran confinados cerca de la membrana basilar, el movimiento cerca de
las fronteras sélidas es muy pequeno y no afecta al comportamiento en la regién de interés. Las
soluciones de la ecuacién de Stokes tienen la ventaja de ser validas en toda la region ocupada
por el fluido. Para determinar el movimiento generado cerca del punto caracteristico, incluire-
mos los efectos no lineales en la ecuacion de Stokes y ésto nos permitira evaluar el flujo medio
generado por la disipaciéon de energia de la onda en esa region. Este flujo medio es responsable,
a su vez, de la aparicion de un flujo medio de volumen en la direccion transversal de la coclea.
En el capitulo III desarrollaremos el método anterior y daremos una expresion para el flujo
medio de volumen.

Otro método consiste en usar la aproximacion de capa limite en la regién donde se disipa
la energia. Este método tiene varias desventajas pues sélo es valido en regiones donde exista,
efectivamente, una region donde los efectos de la viscosidad esten confinados. Sin embargo,
nos interesa encontrar el flujo acistico cuando la energia se disipa, y en esta region el numero
de onda es muy grande. Por esta razon el método aproximado sélo es valido cuando el nimero

adimensional k = k (% 2, que es igual a la escala del numero de onda entre la escala del ancho
de la capa limite, es pequeno. En el apéndice A desarrollamos éste método para calcular el flujo
acustico cerca del punto critico, para el problema de propagacion de ondas. En el siguiente
capitulo estudiaremos los conceptos de mecanica de fluidos necesarios para la formulacion del
problema.



Capitulo 2

FLUJO ACUSTICO

2.1 Introduccidn.

Se pueden distinguir tres casos de interaccion entre un fluido y una onda acustica, cuando éstos
se encuentran en un mismo sistema. Los diferentes tipos de interaccion dependen de cual de los
dos elementos es preponderante o si tienen la misma importancia. En el caso que nos interesa,
es decir, el de flujo acustico, se generan movimientos en el fluido debido a la propagacién de
una onda sonora en el medio.

Antes de poder plantear modelos en los que este fenomeno aparece, debemos de aclarar
ciertos conceptos importantes, como lo son los movimientos medios lagrangianos y eulerianos,
el flujo de momento o el esfuerzo de Reynolds, entre otros. De hecho, el flujo acustico se debe
a la accién del esfuerzo de Reynolds; es exclusivamente la disipacion de energia acistica la que
permite la existencia de gradientes de flujo de momento. Por lo tanto, cuando en un sistema
en el que interactien un fluido y una onda acistica exista algin mecanismo de disipacion de
energia, aparecera un flujo acustico.

En este capitulo estudiaremos estos conceptos de mecanica de fluidos necesarios para la
formulacién del problema de propagacién de ondas en la coclea. FEstos conceptos incluyen,
como dijimos anteriormente, mecanismos de propagacion de ondas y de disipacion de energia
para fluidos compresibles e incompresibles. En el caso de la coclea despreciaremos los efectos de
la compresibilidad del fluido pues éstos no son importantes en la regién de interés. Sin embargo,
es importante senalar la existencia de estos mecanismos de disipacion. También determinaremos
las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales nos permiten mostrar explicitamente la contribucion
de los efectos no lineales - el esfuerzo de Reynolds - sobre el comportamiento del fluido.
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desplazamiento

p(X;.0) / P 1)

Descripcion Lagrangiana.

Descripcion Euleriana.

Figura 2.1: Esquema ilustrativo de las diferencias entre las descripciones lagragiana y euleriana.

2.2 Sistemas de referencia lagrangiano y euleriano. Efecto
sobre el movimiento.

Las dos maneras de describir el movimiento de un fluido son la lagrangiana y la euleriana.
En el primer caso, consideramos un elemento de volumen en el fluido y establecemos cual es
su posicion en t = 0; después definimos una funcién que determine su posicion final. Esta
funcion depende del tiempo y de la posicién inicial. Por lo tanto, en la descripcion lagrangiana
determinamos la trayectoria de particulas de fluido. En este sistema de referencia todas las
variables (i.e., la posicion )?, la densidad p, etc.) especifican alguna propiedad, al tiempo ¢,
de la porcion del fluido que se encontraba en la posicién X, inicialmente. Esta descripcion
permite ver lo que le sucede al fluido mientras se mueve. Asi, si dp/dt es negativo, entonces
el fluido se esta expandiendo. Es por ello que se reserva la notacién de derivada total, d/d¢,
para el marco lagrangiano. El problema con esta descripcion es que el sistema de coordenadas
()20, t) se mueve con el fluido, por lo que es dificil deducir su comportamiento en una posicién y
a un tiempo determinados. En el caso de la descripcion euleriana, consideramos cierta posicion
y cierto tiempo fijos y vemos que sucede con el fluido que pasa por ese punto. Aqui las
variables consideradas son funcion de la posicién X y del tiempo t y corresponden a diferentes
porciones del fluido que pasa por el punto ()?,t). Esta descripcion facilita el calculo de la
variacion espacial de alguna variable al tiempo ¢, la cual podria también medirse a partir de
una fotografia tomada en ese instante [M.1, pp.234-235]. En dindmica de fluidos, la descripcién
mas usada es la euleriana, debido a que las dificultades matematicas son menores. En la figura
2.1 se muestran las diferencias entre estos dos enfoques.
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Para comparar estos dos métodos y determinar si existen diferencias entre ellos, vamos a
ilustrarlos con un ejemplo clasico y sencillo, el de la onda plana propagandose en la direccion
z. El campo de velocidades (sistema de referencia euleriano) estaria dado por

u = u, cosfw(t — ¢ 'a)]. (2.1)

El promedio de la velocidad en un punto fijo seria cero, debido a que el promedio de cos[w(t —
¢ 'z)], sobre un periodo, es cero. Por otro lado, de la ecuacién anterior, vemos que para un
punto inicial z, la velocidad seria

u(z,y,t) = u, cosfw(t — ¢ 'a,)],

la cual nos da la ecuacién que satisface u en las coordenadas lagrangianas. Como dentro de
este marco la posicion X es tal que dX /dt = u, entonces

X(xovt) = uow_l SIH[UJ(t — c_lgjo)] + o

Para encontrar las ecuaciones de movimiento (posicién y velocidad) dentro del sistema euleriano,
debemos de preguntarnos cual es el desplazamiento X — z, de la porcion de fluido que se
encontraba en z al tiempo t. Pero como x = (X — z,) 4 z,, entonces

T =2, + uw ' sinfw(t — ¢ 'x,)).

Ademas, podemos aproximar a u(z) alrededor de z,, a primer orden, por

9
u(z) = u(z,) + (x — xo)a—u = u(x,) — ¢ 'ulsin®(wt — kz,).
Tlr=z,
Entonces, si ¢ ~ z,, tenemos que
u(z) ~ u(z,) — ¢ 'ulsin?(wt — kz), (2.2)

donde

u(x,t) = wuy = velocidad en el sistema euleriano de coordenadas,

u(z,,t) = wu, = velocidad en el sistema lagriangiano de coordenadas.

Vemos que si nos restringimos a los términos de primer orden la velocidad seria la misma en
cualquiera de los dos sistemas de referencia. Sin embargo, el término de segundo orden muestra
que estas velocidades son en realidad distintas; esto es importante cuando queremos estudiar la
forma de la energia de algin sistema, pues los términos de la energia son términos de segundo
orden. Al término que caracteriza a la diferencia de las velocidades en los sistemas de referencia
lagrangiano y euleriano se le llama “velocidad de Mclntyre”, (uy). Para el caso de una onda
sonora, deducimos que

Uy = Uy, — up = ¢ "u’sin®(wt — kz). (2.3)
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Como el promedio con respecto a un periodo de sin?(wt — kz) es 1/2, la velocidad media de u,
es

1
ﬂM = 'LLL _— 'LLE = EL _— ﬂE = EL = 50_1u3. (2.4)

Este ejemplo ilustra claramente que la velocidad media puede cambiar mucho dependiendo
del sistema de referencia que estemos considerando. También muestra que su diferencia, la
velocidad media de Mclntyre, puede ser del orden de alguna de ellas.

Un cambio sumamente importante relacionado con el sistema de referencia concierne a los
cambios con respecto al tiempo de las variables del problema. En el sistema lagrangiano, la
derivada total d/dt de alguna propiedad f del fluido se expresa como [M.1]

df of ofde Of  Of 95
dt ot "oz dt ot ox (2:5)
Como se vié antes, df/0t es el cambio de f en un punto fijo z, mientras el fluido fluye por este
punto. df/dt incluye el cambio temporal de f en el fluido en movimiento, asi como el cambio
de f en z si f difiere segun el punto. La ecuacion anterior es facilmente generalizable a mas
dimensiones. Usando regla de la cadena, uno obtendria la relacion

df _9f . .
E_E—I—u Vf (26)

entre la derivada total y el cambio temporal de f en un punto fijo. Sif es la velocidad, tenemos

du ou o p
E—gﬁ-u-Vu. (2.7)

En la aproximacién a primer orden (cuando u es pequeno), despreciamos el término 4 - Vi
(debido a que este término es cuadratico) de la ecuacién (2.7), y las derivadas temporales de la
velocidad no dependen del sistema de referencia. Sin embargo, tanto la energia acustica como
la intensidad son de segundo orden y por ello es indispensable considerar el término @ - Vi
dentro de las ecuaciones de conservacion. Finalmente, cuando el fluido se mueve como un todo
con respecto al observador, su velocidad puede ser grande y la magnitud de @ - Vi comparable
(componente a componente) a la de alguno de los otros dos términos de (2.7).

En la siguiente seccion estudiaremos las aproximaciones lineales de las ecuaciones de con-
servacion. Estas ecuaciones nos llevaran a estudiar la relacién entre la velocidad media de
Mclntyre y la disipacién de la energia del fluido que satisfaga dichas ecuaciones.
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2.3 Ecuaciones de conservacion: Aproximacion lineal.

2.3.1 Ecuacion de conservacion de masa.

Como su nombre lo indica, esta ecuacion expresa la conservacion de masa y también se le conoce
como ecuacion de continuidad. Supondremos que no existen fuentes de masa, por lo que si M
es la masa dentro de un elemento de volumen V' de tluido, tenemos

aM d
P2 av=o.
i t/vpv 0

Supongamos que el volumen V' es un volumen fijo arbitrario. Entonces el cambio temporal de
la masa total es igual a la porcién de fluido que sale por la frontera de V' (flujo de masa), es
decir

d
&/‘,Pdvz/‘]%dvz—ép'ﬁ-ﬁdS:— flujo de masa.

Usando ahora el teorema de la divergencia, deducimos que

/ [% -I-V-(/)ﬁ)] dv = 0.

Debido a que el volumen que consideramos es arbitrario, el integrando debe de ser cero, por lo
que la ecuacion anterior se reduce a la ecuacion diferencial

dp o - .
E—I—V-(pu)—E—I—(u-Vp)—l—pV-u—O. (2.8)

La ecuacién anterior es la forma mas usual de la ecuacién de continuidad. Esta ecuacién es
valida independientemente de las propiedades del fluido considerado.

Finalmente, si suponemos que @ Vp es pequenio en comparacion con los otros términos (este
término es de orden €?), obtenemos una primera aproximacién de la ecuacién de continuidad,
es decir

dp
ot

En este caso, hemos supuesto que podemos escribir a la velocidad y a la densidad como desa-

+p,V-u=0.

rrollos en forma de potencias de un parametro pequeno, ¢, de modo que

— —
U = €U,, Y

p = potepr
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2.3.2 Ecuacién de conservacion de momento.

Si P es el momento total contenido dentro del elemento de volumen V introducido en la seccién
anterior y F'" es la fuerza que ejerce el resto del fluido sobre nuestro elemento de volumen,

P d } L
E—a V([)U)dV—F,

la cual es simplemente la segunda ley de Newton. Siguiendo un razonamiento analogo al de la
seccion anterior podemos deducir que

V/ {a(gf) + V- [(pﬁ)ﬁ]} av =

donde V - [(pu)u] es el flujo de momento (por unidad de volumen) que sale a través de la

frontera de V. Para aproximar las ecuaciones al caso lineal suponemos que la fuerza total que
se ejerce sobre nuestro elemento de fluido se compone tnicamente por la presioén p, la cual es
una fuerza superficial, por unidad de area, y normal a la superficie S de la region C' ocupada
por el elemento de fluido. En ese caso, la fuerza total se reduce a

P = /f ds :/[(—pI) 7] dS, (2.9)

donde T es la matriz unitaria, y n es el vector unitario normal a la superficie de C', dirigido
hacia el exterior de dicha region. Una deduccién de la forma de FT para este caso puede verse,
por ejemplo, en la referencia [C.2, p.15]. La integral de superficie de la ecuacién (2.9) puede
transformarse en una integral de volumen, por lo que la fuerza total queda como

FT = [V (=pD)dV = — | Vp V.

Introduciendo la forma integral de la fuerza total en la segunda ecuacion de esta seccidn,

obtenemos o i)
pi o
R L v [(pa)a)dV = — / Vp dV.
|, =+ V- lp [ Vb av.
y como V es arbitrario, obtenemos una ecuacion diferencial de conservacién de momento
a U —\ =
(aptu) + V. [(pu)u] = —Vp. (2.10)

Por otro lado, en el caso lineal se desprecia el segundo término de la parte izquierda de la
ecuacion (2.10) por ser cuadratico, suponiendo que es mas pequeno que el primero. Del mismo
modo, podemos depreciar el término @dp/0dt. Entonces nos queda una ecuacion vectorial muy
sencilla, dada como
Ju

Po T
dado que p puede escribirse como p. + p,, donde p. = p — p,, es despreciable con respecto a p,
en el caso de la aproximacién lineal.

_vpa
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2.3.3 Aplicacion de las ecuaciones lineales: onda sonora.

En la seccién 2.3.2 obtuvimos las aproximaciones lineales de las ecuaciones de conservacion de
masa y de momento, las cuales son

dp
Vi = 0. 2.11
gy TPV 4 = 0y (2.11)
ou
. - _Vp, 2.12
2y Vp (2.12)

respectivamente. Si aplicamos el operador divergencia a la ecuacién (2.12) y le restamos la
derivada con respecto a t de la ecuacién (2.11), obtenemos
9*p  Op, ., ou 0%p

2, 2" Y ~
VP=ga T e T g Ve

por lo que, en la aproximacion lineal, obtenemos la ecuacion

d*p,

2 —
VP

= 0. (2.13)

Lo que queremos ahora es ver la relacion entre p y p, para eliminar alguna de estas variables
de la ecuacion (2.13). Sabemos que la presién depende tnicamente de la densidad en el caso

particular de una onda sonora, pues en la aproximacion lineal se desprecian los términos agtov-ﬁ

y % - Vpo. Podemos entonces desarrollar a p = p(p) alrededor de la posicién en reposo, la
cual estaria dada por p(p,) = p,. Como estamos considerando una perturbacion pequena, al
desarrollar a la presion en serie de Taylor alrededor del punto (p,, p,), podemos despreciar los
términos de segundo orden o mayores. Es decir estamos exigiendo a la presion una dependencia
explicita con respecto p sin depender de ninguna otra propiedad. Esta condicién se satisface si
estamos en un proceso bardtropo. En consecuencia la presion p(p) se puede aproximar por

dp
P:Po—|- P — Po) 7
-

P=pPo

Dado que es un proceso adiabatico definimos a la velocidad local del sonido como

dp

2 ‘

¢ =—. 2.14

a4, (2.14)

En particular si p = p, entonces ¢, = % . Ademas definimos también a p. como la presion
o

P=Po
en exceso con respecto a la presion hidrostatica p,, y a p. como a la densidad en exceso con

respecto a la densidad en reposo p,. Tanto p, como p, son constantes, por lo que

Vip=Vipe = ¢,'Vip. = ¢,"V?p, y
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a2 " oz T oz T gz

Por lo tanto, de la ecuacion (2.13) y lo anterior, obtenemos dos ecuaciones del mismo tipo,

tanto para p. como para p.:

0%p
2y72 e ‘
cVep. — 52 0, y (2.15)
0*p
2 29 Pe ‘
\Y% Pe — C W = 0, (216)
respectivamente. En efecto, estas ecuaciones son del tipo
*f
W — COVf = 0,

la cual es la conocida ecuacion de onda y donde la velocidad de propagacion de dicha onda
seria ¢,. Finalmente, podemos hacer una ultima simplificacién de las ecuaciones lineales de
conservacion (2.11) y (2.12). Esto se logra considerando que p. es mucho menor que p,, y como
p = pe + po, podemos escribir a las ecuaciones antes mencionadas como

ape -
Nod o= 0, 2.1
5 + poV - U 0, vy (2.17)
ou
AL v 2.1
Po 5 Vp (2.18)

Utilizaremos las ecuaciones (2.17) y (2.18) para ilustrar el principio de conservacion de la energia
para el caso de ondas sonoras.

Conservacién de energia en ondas sonoras.

Multipliquemos a la ecuacién (2.17) por ¢?p.. Como p, = ¢*p. v pOipe. = (1/2) [0:(p?)] (donde
0; =parcial con respecto a t), obtenemos una ecuacion equivalente dada por

< 9(p?)
2p, Ot

+p.V-id =0, (2.19)

Ademas, multipliquemos a cada una de las tres ecuaciones (2.18) por la componente correspon-
diente del vector velocidad y sumémoslas. De este modo obtenemos la ecuacién

o O
—/; i) + (- V)p. = 0, (2:20)
Sumando las ecuaciones (2.19) y (2.20) obtenemos
a1 5
“p.ld V- (p.d) = 0. 2.21
p 2poﬁe+2p|u| + V- (peti) (2.21)
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La ecuacién (2.21) es una ecuacion de conservacion de energia. De hecho, vemos de inmediato
que %po|ﬁ|2 es la aproximacion lineal de la densidad de energia cinética. Ademas, ¢*p?/2p, es
una aproximacion de la densidad de energia potencial. Esta energia puede evaluarse calculando
el trabajo necesario para comprimir al fluido hasta alcanzar ese estado. Se le da el nombre
de trabajo de expansion al que realiza un sistema contra las fuerza ejercida por la presion
externa p.,:. Esta presion esta distribuida uniformemente, es decir 6W = p.,; dV, donde V es
el volumen (considerado como variable). En el caso de un proceso de expansion cuasiestatico,
Pert €5 siempre igual a la presion p dentro del sistema y 6W = pdV. Por lo tanto el trabajo
elemental que realizan los cuerpos sobre el sistema es —pdV. En consecuencia el trabajo total
necesario para que el sistema -el cual ocupa, inicialmente, un volumen V,- ocupe un volumen
V1 se expresa como la integral simple

W=—1{ p.dv.

o

en la cual el volumen es la variable de integracion, y como la masa considerada es constante,

PoVo
p?

pV = p,V, = dV = — dp.

Por otra parte, para pequeinias perturbaciones p* ~ p?, por lo que

Vo
dV~——dp
Po
Por lo tanto
Vi 62‘/0
W=—/ pdV= / (p = po) dp,
Vo po o
pues p. = c*p. = ¢* (p — p,). Entonces
AV, | p? ey,
R A R O]
0o [2 Pop 20, Pe

Po

Entonces, si e es la densidad de energia cinética y e, la de energia potencial, la ecuacién (2.21)
puede reescribirse como

0 S
ert €)=~V - (peil).

Vemos que el cambio temporal de la densidad total de energia es igual al opuesto de la diver-
gencia del vector p.u. Por la ecuacion anterior, este vector representa al flujo de energia por
unidad de area y por unidad de tiempo. Al valor medio de dicho vector se le llama intensidad
de energia acustica y se denota por I= peti. Por valor medio seguimos entendiendo el promedio
sobre un periodo temporal. Como p, = ¢*p,, la ecuacién (2.21) muestra que el valor medio del

flujo de energia acistica es igual al valor medio del flujo de masa multiplicado por ¢
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Finalmente, la ecuacién 2.17 y la aproximacion a primer orden de @ nos permiten ver que,
para el caso de ondas sonoras -recordemos que las ondas sonoras son ondas longitudinales,
por lo que podemos reducirnos al caso unidimensional-, el promedio temporal de u satisface la

ecuacion
T

T t
1 ‘ 1 8p6 /
To/u(x,t / u(x,,t)dt —T,Oo J o L u(xo, T )d'r] dt.

0

En la ecuacion anterior, el término del lado izquierdo es simplemente la velocidad media eule-
riana ug, mientras que el primer término del lado derecho es la velocidad media lagrangiana

ur. Por otra parte,
T t ] t T
/ [/u Ty, T ] dt = T{pe [/u(xo,T)dT]} / u(x,,t
0 0 0 0

El primer término del lado derecho se hace cero debido a que u(x,,t) es una funcién periédica

~N| =
"il

de periodo T' (asi la definimos); el segundo término es la intensidad de la enegia acistica .
Entonces, el desarrollo anterior nos permite deducir que

-1 2
Uy, = Uy + p, 1.

Podemos generalizar este resultado a mas dimensiones, lo que nos permite escribir
= _ = -1 27 9 o
up, =up +p, ¢ 1, (2.22)

donde 1} es la velocidad euleriana promedio. Concluimos entonces que la diferencia entre las
velocidades en el sistema de referencia lagrangiano y euleriano puede escribirse, en general,
como

pote? I = velocidad lagrangiana media — velocidad euleriana media. (2.23)
En el ejemplo de la onda plana visto anteriormente, [ se convierte en un escalar, y de las
ecuaciones (2.4) y (2.23), deducimos que en esta situacion

1
I =pu= §pocuz. (2.24)

Este resultado es muy importante, pues muestra que la diferencia de las velocidades medias

lagrangiana y euleriana es un mecanismo de disipacién de energia media, puesto que !

o ekt ep) = —p eV - (Ul — ).

En la siguiente seccion estudiaremos algunos de los mecanismos de disipacién y veremos el
efecto que tienen sobre el mecanismo de propagacion de la energia.

!Recordemos que si promediamos con respecto al tiempo, podemos intercambiar el orden de las derivadas
espaciales y de dicho promedio.
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Mecanismos de atenuacién de energia en ondas sonoras.

Uno de los mecanismos de atenuacion de energia puede deducirse de la aproximacion lineal
usada en la seccién anterior. Esto proviene del hecho que la presién puede depender no sélo
de la densidad, sino también de cambios temporales de ésta en un punto dado. Dentro de la
aproximacion lineal consideramos el desarrollo de Taylor a primer orden de la presion. En este
caso

p—po=cp—po), (2.25)
con 6 =constante. Ahora queremos incluir en la ecuacién (2.25) algin término que pueda ser
una fuente de disipacion de la energia. En ondas sonoras consideramos un proceso barétropo,
es decir, que la presiéon depende unicamente de la densidad del fluido en el que se propaga.
Ademas, queremos que la férmula para p sigua siendo una aproximacion lineal. por lo anterior
deducimos que podemos sumarle a la ecuacién (2.25) un término del tipo 5%. Definiremos
entonces a p. como

)
p—po= CQ(P—/JO)—F(Sa—{Z- (2.26)

Si consideramos el caso unidimensional, las ecuaciones (2.17) y (2.18), son de la forma

Ou  Op. B
poa—l_ a:c - 07 y
dpe ou B
ot TPegy = O

donde z es la direccion de propagacion y u la velocidad.

La densidad total de energia e; ya se determiné anteriormente y es

c? 1
e =¢ep e, = o (p— po)2 + 5/)0'112. (2.27)

Usando ahora las ecuaciones de conservacion, vemos que

B P
o P poax u@x

0 , 10u
= —5, (P —po)ul + pe — pe] 3
Pero ahora p
u
Pe = 62:06 - /)058_7
T

por lo que aqui la parcial con respecto al tiempo de la densidad total de energia es

e, 9 A\’ N
E = _%(Peu) - PO(S(%) . (2'28)
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De lo anterior concluimos que en este caso existe una tasa de disipacién de energia por unidad
de volumen, dada por el segundo término de la ecuacién (2.28). La constante 6, definida en la
ecuacion (2.26), toma en cuenta varios efectos de disipacién, como por ejemplo la viscosidad del
fluido, o la conduccién de calor dentro del mismo [L.2, pp.78-80]. Por otro lado, la disipacion
es proporcional al cuadrado del gradiente de velocidades. Esto implica que los maximos de
disipacion ocurren cuando el gradiente de la velocidad es muy grande; esto a su vez hace que
el gradiente tienda a disminuir, por lo que las irregularidades del mismo se suavizan. Por esta
razon es usual llamar a ¢ difusividad del sonido. Otra consecuencia importante debida a la
forma del término de disipacion concierne a las ondas sinusoidales. Supongamos que tenemos
una onda de este tipo. Si e4 es la porcién de energia disipada, entonces, a partir de la ecuacion
(2.1), deducimos que

—% = p, 0 (%)2 = pobu’ (%)2sin2 [w(t - c_lx)],

cuyo promedio es simplemente

1 g (W2 9 ¢
5 Po 0t (Z) . (2.29)
Por otro lado, la energia total media ? es
— 2 _ 1 2 o ¢
€ = pou® = p,u’ cos? [w(t —c 1”0)] = 5 Potiy- (2.30)

La porcién de densidad de energia que se disipa por unidad de tiempo es la ecuacién (2.29)
divididos por la ecuacién (2.30) y por lo tanto es igual a 6(w/c)’. Ademds, el periodo de
una onda sinusoidal es 27 /w, de donde concluimos que la porcién de energia disipada en cada

periodo es
2rwod

5 -

(2.31)
c

En esta seccion hemos estudiamos el efecto de mecanismos de disipacion de la energia para
el caso de ondas sonoras. Vimos que esta disipaciéon depende del cuadrado del gradiente de
velocidades. Esto indica que si existe un punto en el cual la onda es tal que el gradiente de
velocidades es muy grande, la disipacion de la energia también aumenta y suaviza el compor-
tamineto de la onda, de modo a que su amplitud disminuye. Veremos que podemos llegar a
conclusiones similares para el caso de propagacion de ondas en un fluido incompresible. Para
ello estudiaremos el caso del fluido newtoniano. En dicho caso, los efectos disipativos debidos
a la compresibilidad del fluido son, a su vez, despreciables con respecto a otros mecanismos
de disipacion, como lo es la viscosidad. En la siguiente seccion estudiaremos las ecuaciones de
conservacion para el caso de un fluido newtoniano incompresible.

2Ver apéndice C.
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2.4 Ecuacion de Navier-Stokes: Fluido newtoniano.

Como dijimos en la seccion anterior, la ecuacién (2.8) de conservacion de masa sigue siendo
valida para todo fluido; en particular, para el fluido newtoniano, el cual estudiaremos después
de definir al tensor de rapidez de deformacion.

2.4.1 Tensor de rapidez de deformacion.

Este tensor se define como

o 8ui
N Bx]-’

y se puede dividir en la suma de un tensor simétrico y otro antisimétrico. De la definicion de

62']'

ei; deducimos que

62']'

) Jx; + Ox; 2 dx; B ox;

Se puede demostrar que la parte simétrica de e;; representa al campo de los esfuerzos cortantes
con respecto al tiempo, mientras que la parte antisimétrica representa a la rapidez de rotacion
de un elemento de fluido alrededor de sus ejes * [C.2, p.23].

2.4.2 Ecuacion constitutiva para fluidos newtonianos.

Se le llama ecuacion constitutiva® a la relacién que existe entre el tensor de esfuerzos al que
se encuentra sometido el fluido y el tensor de rapidez de deformacion. Para el caso lineal,
supusimos que el tensor de esfuerzos, al que definiremos como 7;;, era igual a — pé;;. En efecto,
se puede demostrar [C.2, p.15] que la fuerza total por unidad de area, f, puede escribirse como
T =#-7. En el caso general el tensor 7 no es isétropo, sino que posee una componente p;;,
cuyos elementos fuera de la diagonal son distintos -o cuando menos uno de ellos- de cero. La
forma de 7 depende del fluido considerado. De ahora en adelante consideraremos unicamente
fluidos newtonianos. Muchos de los fluidos mas comunes, como el aire o el agua, pertenecen

a este grupo. Para estos fluidos el tensor de esfuerzos satisface las siguientes condiciones [C.2,
p.24]:

1. Cuando el fluido esta en reposo, el estuerzo es hidrostatico y la presion que ejerce el fluido
es la presion termodinamica.

3La rotacién se efectiia en sentido antitrigonométrico.
4Otra ecuacién constitutiva es la que relaciona al flujo de calor con la temperatura. En este trabajo consi-
deraremos que la temperatura del sistema es constante, por lo que el flujo de calor es idénticamente cero.
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2. 7;; depende linealmente del tensor e y no depende de ninguna otra variable.

3. Como durante la rotacién de un cuerpo rigido no aparecen esfuerzos cortantes, aqui
supondremos que para un fluido newtoniano se satisface esta propiedad.

4. Las propiedades del fluido son isotropas, es decir, no hay direcciones preferenciales.

La condicion 1 implica que 7;; es de la forma
Tij = —Pbij + Pij

donde p;; se define como el tensor de esfuerzos cortantes y donde p es la presion termodinamica.
Por otro lado, debido a la condicion 3, la parte antisimétrica del tensor de esfuerzos debe
anularse, pues esta parte representa esfuerzos cortantes debidos a rotaciones. Entonces, si

6ul 8uk
Z 32]]{71 ( 81:1)

las condiciones 3 y 4 indican f;;i; debe ser un tensor simétrico e isétropo. Un tensor de rango
cuatro, con estas caracteristicas, puede escribirse como (una demostraciéon detallada de esto se
encuentra en la referencia [F.2, pp.170-171])

Bijkr = A6ijor + i (00 + 6i16j1) -

En efecto, todo tensor isétropo puede escribirse como una combinacién lineal de los tensores
0i;0k1, 0ik051+01105 y 0i1,051— 01101, pues estos tres ltimos tensores son isotrépos de rango cuatro.
Como ademas [;;i; es un tensor simétrico, el coeficiente de término de 3 que multiplica a
0ik0;1 — 00,5 debe de ser cero. Reemplazando el valor de ;1 en la expresion de p;;, tenemos

Our Q)

= {)\(52](%1 + M((Szké]l + 6215]k)} (a
Xk dx

lo cual se reduce a

Oou; Ou
=M Z [07@] T j] '

Vemos que p;; es una funcién lineal del tensor de rapidez de deformacién ey. Esto es una
consecuencia de la condicién 2.

Finalmente, la ecuaciéon constitutiva para un fluido newtoniano es de la forma

Ou; Ou
—pbi; + Aoy Z [8”0 +3 ?] : (2.32)
J ey
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El tensor de esfuerzos de la ecuacién (2.32) tiene dos términos correspondientes a esfuerzos
normales; uno de ellos se relaciona con la presion ejercida sobre algin elemento de fluido por
el fluido que lo rodea, mientras que el segundo se debe a flujos de masa en la direccién normal.
El dltimo término considera rotaciones del fluido que estamos estudiando. Entonces, cuando
el coeficiente p es importante, el fluido deja de ser irrotacional e interviene la vorticidad del
fluido dentro de la descripcion del sistema.

Coeficientes de viscosidad.

Definimos a la presién mecanica p,, sobre el fluido como el promedio de las componentes
normales del tensor de esfuerzos, es decir:

1
—Pm = —p= 5(711 + T2 + T33).

Por lo tanto, de la ecuacién (2.32),

p = 7+ (4 /3 T 2,

J

Cuando el fluido es incompresible la divergencia de la velocidad es cero y la presion mecanica
es igual a la presion hidrodinamica. En ese caso el unico coeficiente de viscosidad que aparece
en la ecuacion (2.32) es p, y lo llamaremos simplemente como viscosidad. Este coeficiente no
puede determinarse analiticamente, sino empiricamente [C.2, p.26]. Como dijimos antes, este
coeficiente cobra importancia solo cuando el fluido no es irrotacional. A continuacion veremos
algunas propiedades de los fluidos incompresibles.

2.4.3 Fluido incompresible.
Como dijimos antes, en este caso la ecuacién de continuidad se reduce a
V.-u=0, (2.33)

debido a que la densidad es constante.

En la seccion 2.3.2 vimos que la ecuacion de conservacion de momento se escribia como

J {% TV Kf)oﬁm}dv _
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Sin embargo, ahora la fuerza total se compone de una fuerza volumétrica y de una fuerza
superficial dependiente del tensor de esfuerzos 7 dado por la ecuacién (2.32), de modo que

fT:/poﬁdV—I—/T-ﬁdS:/poﬁdv—l—/V-TdV:/[poﬁ—l—V-T] dv.
14 S 14 14 14

Por lo tanto la ecuacién de conservacién de momento toma la forma

0 0 Jdp 0 [0u; @u]]
~(pous 7 (pousug) = — -2 .
giPeti) + 2 g o) = =5 -+ 1D 5 [a:cj M TS
Ademas, si usamos el resultado (2.33) esto se reduce a
8 Jp o
Pn (pou) + Z pouj Uk) T o v, NZ a a + poFj. (2.34)

Finalmente, como p, es constante, obtenemos la ecuacién de conservacién de momento para
fluidos newtonianos incompresibles, dada como

oi
a_l: (i - V)J:—p—Vp+1/V2u+F (2.35)

donde v = u/p, es la viscosidad cinemdtica. A la ecuacion (2.35) se le conoce como ecuacion

de Navier-Stokes.

2.4.4 Atenuacion debida al coeficiente de viscosidad.
Capas limite.

Las capas limite son capas delgadas vecinas a la superficie de un cuerpo sélido sumergido en
un fluido, o también a las fronteras que delimitan la region donde se encuentra este fluido. La
caracteristica mas importante de estas capas limite es que en esta region del fluido se deben de
considerar efectos debidos a la viscosidad pues es alli donde dichos efectos son grandes; esto se
debe a que en dicha region los gradientes de la velocidad también son importantes. Fuera de
la capa limite podemos considerar que el fluido se comporta como un fluido ideal. Entonces,
si tenemos un flujo medio definido en todo el espacio, y si fuera de la capa limite este flujo
es irrotacional al tiempo ¢t = 0, esta caracteristica se mantendra en la region externa a la capa
limite. De hecho, cuando consideramos el caso lineal, la ecuacién de conservacion de momento
era

au

0 Vea
Pogy = —VP
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por lo que si calculamos el rotacional de la igualdad anterior, tenemos

pO[VX%]z—VXVpezo,

independientemente del valor de p..
Si definimos a la vorticidad del fluido como Q! = V x @ °
se deduce que

, entonces de la ecuacién anterior

00

o
y que por ende Q no depende del tiempo. Al flujo irrotacional que se encuentra fuera de la capa
limite se le llama flujo externo[C.2, p.268]. Por el contrario, dentro de la capa limite el flujo no
puede considerarse como irrotacional; en dicha region los gradientes de velocidad deben de ser
grandes. Esto se debe a que la velocidad relativa entre la frontera y el fluido es cero, y que la

0, (2.36)

velocidad debe pasar de este valor al valor que toma en la capa limite, cuyo espesor es pequeno.
Lo anterior se refleja en la ecuacion satisfecha por la vorticidad en la capa limite, es decir

0

— = V.

dt
En consecuencia, 0 depende del tiempo. Al flujo dentro de la capa limite se le denomina flujo
interno.

Atenuacion de la energia dentro de la capa limite

En la seccion anterior se estudiamos un mecanismo de atenuacion de energia en ondas so-
noras. Sin embargo, este tipo de atenuacion es pequeno comparado con la atenuacién debida
a la viscosidad del fluido. Vemos que en las ecuaciones de Navier-Stokes para la conservacion
de momento, la viscosidad aparece como el coeficiente de V2u. Anteriormente definimos a la
viscosidad cinematica v como u/p,. Ademas, sabemos que una ecuacién del tipo

—

— =V

ot

se conoce como ecuacion de calor. En nuestro caso, la existencia de v en las ecuaciones se debe
a los esfuerzos viscosos dentro del fluido. Entonces, estos esfuerzos disipan energia inicamente
en la region donde la viscosidad sea importante, es decir, dentro de la capa limite. Esto se debe
a que, si tenemos una velocidad @ de la forma

u=U(y)exp[i (wt — kx)],

5En la literatura a la vorticidad se le denota usualmente por &, pero aqui la denotaremos de este modo para
no confundirla con la frecuencia angular.
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entonces UU es solucion de la ecuacién
vU" — (k* —iw)U =0,

por lo que

14

k2 —qw
Uly) ZAeXp{— 7y},

cuando u esta acotada en infinito. De la relacién anterior vemos que la amplitud de la velocidad

dentro de la capa limite decae como exp [—\/kQ/I/ — iw/l/] que depende, como veremos, del

ancho de la capa limite, asi como del nimero de onda k? dividido por la viscosidad cinématica.
Esto hace que el decaimiento de U sea muy grande en regiones donde la viscosidad entra en
juego. En general, esta viscosidad es pequena. Esto hace que el decaimiento de U sea atin mas
abrupto. También debemos constatar que en regiones donde la viscosidad interviene y donde
el numero de onda es ademas grande, el decaimiento es atin mayor, por lo que en estas regiones
la disipacion de la energia debida a la viscosidad es maxima.

Como dijimos antes, la fase de U depende del ancho de la capa limite. Siguiendo el razona-
miento de Lighthill [L.2, p.129-131], determinaremos el ancho de esta capa limite para el caso
de un movimiento periodico, de frecuencia w, en un fluido que se encuentra en la region y > 0
y tal que la frontera en y = 0 sea una frontera sélida. Supondremos también que el gradiente
de presiones en la direcciéon x, dp./dx , oscila con respecto al tiempo con la misma frecuencia
que @ y es independiente de y. Por ultimo, p y p se tomaran como constantes. Ademas, supo-
nemos que la componente x de la velocidad, u, depende unicamente de las coordenadas y y t.
Consideraremos a las fuerzas externas como despreciables con respecto a la fuerza debida a la
viscosidad y que el término @ - Vi es pequeno (por ser de orden cuadratico). La ecuacién de
conservacién de momento en la direccion x esta entonces dada como

ou B Op. 0%y

o = " on +Ma—y27

debido a que v = u(y;t). Debemos resolver la ecuacién anterior junto con la condicién de
frontera u = 0 en y = 0.

Suponemos ademas que tanto u como dp./dx son proporcionales a exp(iwt), de modo a que
pueden expresarse como

u = u(y)exp(iwt), y
Op. _ Opo(x) .
e P exp(iwt),

donde la solucién fisica del problema es la parte real de estas expresiones. De las ecuaciones
(2.37) obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria para u,(y) dada por
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a2uo . apo(x)

pr — piwu,y(y) = . (2.37)

Las condiciones de frontera son
u,(0) =0, y (2.38)
u,(y) finito cuando y — oc. (2.39)

La solucién de la ecuacion (2.37), con las condiciones de frontera (2.38) y (2.39), se escribe

ome u,(y) = A(z)exp <—\/my> + B(z)exp <my) + C(z), (2.40)

donde Aexp (—\/iw/l/ y) + Bexp (\/iw/u y) es la soluciéon general de la ecuacion homogénea,
mientras que C'(x) es una solucién particular de la ecuacién (2.37). Por la condicién de frontera
(2.39) es necesario que B = 0. Por otro lado, una solucién particular de la ecuacién (2.37) es
C(z) =ip~'w™dp,/dz. Usando esta solucién particular y por la condicién de frontera (2.38),
deducimos que A = —ip~'w™'dp,/0x. Finalmente, lo anterior nos permite concluir que

u,(y) = ip_lw_l% [1 — exp <—\/my)] . (2.41)

Cuando y crece estamos fuera de la capa limite. Entonces la solucion tiende al valor

. 1 —19p,
Uer(y) = 1p7'w 18%, (2.42)

el cual debe de coincidir con el valor que toma la velocidad en la regién donde el fluido de
supone ideal (irrotacional, incompresible e inviscido). De las ecuaciones (2.41) y (2.42), vemos

" U, = [1 — exp <—\/Lw7y)] Ueg. (2.43)

En la figura 2.2 se muestran las graficas de las partes real -la cual es la solucion fisica del
problema- e imaginaria de u,/ue;. De la ecuacion (2.43) inferimos que

Y
parte real de u, = R(u,) = 1 —exp (—72) y

Y Y w\ /2
parte imaginaria de u, = J(u,) = exp (—— sin| — |, conY = (—) )
V2 V2 v

El ancho ¢ de la capa limite se puede definir tomando un valor de y arbitrario, a partir del
cual (u, — Ue;)/Uer sea razonablemente pequeno. Por ejemplo, podemos definir al ancho de
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Figura 2.2: Capa limite: Un movimiento oscilatorio se modifica a distancias pequenas de la
frontera por un factor 1 —exp (—\/iw/l/ y). La variable Y corresponde a y(2)'/2. La parte real

14

corresponde a la linea continua, y la imaginaria a la linea punteada [L.2, p.93].

capa limite de modo a que (u, — ez )/Ue, sea menor a 3% [L.2, p.131]. Esto se logra tomando

a dicho ancho como
v
0 =5y/—. (2.44)
w

Sin embargo, la arbitrariedad en la eleccion de ¢ se reduce al coeficiente de proporcionalidad, es
decir, a la eleccion del valor y a partir del cual consideraremos que el fluido es ideal. Pudimos,

por ejemplo, haber tomado a é simplemente como /v /w.

2.5 Superposicion de un flujo medio estacionario y de
un movimiento perioédico.

En esta seccién veremos como se modifican las ecuaciones de Navier-Stokes cuando conside-
ramos la superposicion de un movimiento medio estacionario y de un movimiento periddico.
Veremos que las ecuaciones que se obtienen son equivalentes a las que se obtendrian si es-
tudiaramos el problema del régimen turbulento permanente [H.2, p.7]. Antes de determinar las
ecuaciones de movimiento, vamos a ver las propiedades de los promedios temporales.

2.5.1 Definicion del promedio.

Sea una propiedad A del fluido. Entonces el promedio temporal de dicha propiedad es

A(z) = %/OT Az, 7) dr, (2.45)
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donde T es el periodo de A. En este trabajo hemos usado ya dicho promedio para el caso de mo-
vimientos periddicos (ver 2.2). A continuacién enunciaremos las propiedades de los promedios

H.2, p.7):

Propiedades de los promedios:

Sean A=A+ay B =B+ b. Entonces

@, y por lo tanto @ = 0;

b, y por lo tanto b = 0;

2.5.2 Ecuaciones de movimiento.

Las ecuaciones generales de conservacion siguen siendo validas para un fluido donde se su-
perponen un flujo medio y un movimiento periédico. Sin embargo, en este caso se separan a
las variables en la suma de su valor medio y de una fluctuacién alrededor de este valor; esta
fluctuacién seria el movimiento periodico. Consideraremos el caso de un fluido newtoniano,
incompresible, y tal que su viscosidad sea constante. Entonces las ecuaciones de movimiento
son las ecuaciones (2.33) y (2.35), es decir

Vi = 0,y (2.46)
dii

Por +p(i- V)i = —Vp+uVii+ F. (2.47)

Para un fluido incompresible p = p =constante. Proponemos a @ y a p como

i = d+u, vy (2.48)
p = p+r, (2.49)

= _
con u' =0y p’ = 0. Esto se cumple independientemente de que los movimientos sean cuasi-
periddicos o no. Cuando tenemos perturbaciones periddicas o cuasi-periddicas, se cumplen las
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siguientes igualdades para derivadas de los promedios [S.1, art.38]:

o’

— =0 2.50

o, (2.50)

o

£ o— 0 2.51

Py (2.51)
(2.52)

Ademas para cualquier perturbacién se cumple
Vigh = 0.

Ecuacién de Continuidad.

Si reemplazamos en la ecuacién de conservacion de masa (2.47) el valor para u dado en la
ecuacion (2.48) y promediamos sobre un periodo, podemos intercambiar el orden de integracion
y el de derivacion (la derivada parcial es una derivada espacial). Ademas, usando las propiedades
de los promedios antes mencionadas,

m_ N = S o
ET—Z%(W—FW)—Z(? 'uZ—O. (2.53)

: . X
% % % g

Por lo tanto, la divergencia del valor medio de la velocidad, denotada como @;, también se
anula cuando consideramos una perturbacion o una variacién de u; alrededor de su valor medio.

Conservacion de Momento: Ecuaciéon de Reynolds.

Sea A el lado izquierdo de la ecuacion (2.47). Reemplazemos el valor de @ en dicha ecuacién.
Obtenemos (_ _})
o (u+ ' - - - -
— Pys YL 7 2!
A_po It +Po[(u‘|‘u) V](u—l—u)
Si desarrollamos primero esto para obtener una suma de productos y promediamos después,
obtenemos

I Ay p—
A = W—I_ 675 ‘|‘/)(UV)M
tp (@ V) +p(u-V)u +p (V)i (2.54)
Ahora bien, como supusimos que la densidad es constante, tenemos que
o B ou' _0
ot or T
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El primer término de la ecuacién (2.54) es simplemente p, 9ii/dt, debido a que tanto p, =
como 4 son valores promedio. Por otro lado, si usamos la ultima de las propiedades de los
promedios y el hecho de que el promedio temporal conmuta con las derivadas espaciales, tenemos
que

Po (EV) = p, (EV) E—I—po('i’ . V) .
Analogamente, usando las demas propiedades vemos que los tdltimos tres términos de la ecuacion
(2.54) se anulan. Entonces,

A=y, |G+ (@9)T| 40, (7 V) (25)

Sea B el lado derecho de la ecuacion (2.47). El promedio sobre un periodo de B es mas
sencillo de determinar que el anterior. De hecho, dicho promedio es

B=-Vp+uVii+pF. (2.56)

Las ecuaciones (2.55) y (2.56) son iguales, es decir,

Po B—? +(@- V) ﬁ] = Vp+ Va4, F - p, (w- V).

Por otro lado, V - 4 = 0, y usando la dltima propiedad de los promedios, asi como la ecuacion
(2.53), tenemos que

VT = 7 (VAR (V)

por lo que podemos sumar el término

—pou' (V-u') =0

del lado derecho de la ecuacion (2.56). Es entonces claro que podemos escribir a la ecuaciéon
de Navier-Stokes, para el caso en que un movimiento medio se superpone a un movimiento
periddico, como

ou; __ ;| Op 0*u; — —— .
Po la—l-xuk 8—7:;5] = om +Mza:ﬂja$j +Pon—Za—xk(PoUiuk)- (2.57)

k 7 k

Cuando el flujo medio es estacionario, el primer término del lado izquierdo de la ecuacion

(2.57) se anula.
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2.5.3 Interpretacion fisica del término — — (p w ui()
Xk

Antes (ecuacién (2.33)) habiamos obtenido el tensor de esfuerzos para el caso de un fluido
newtoniano. Para el caso incompresible este tensor es

8ui 4 au]-)

Tij = —pbij + 1 (aw £
7 7

y la ecuacién de Navier-Stokes en funcion de 7;; es

Ou; Ou; dp 0%y,
ui—t = _ F
pat +pzj: ‘78:1:]' 8;1;2+M2]:8x]8x]+'0
872- ;
= Z 2 + pFZ
. 8:1:]-
j
Vemos que podemos incluir el término extra, es decir, el término —a%(pu;uﬁc), dentro del tensor
de esfuerzos 7;;. En ese caso dicho tensor se define como
A
T = —Doij + =) - puiu;, (2.58)
afﬁj

en el que hemos suprimido el término du;/dz; debido a que

o [og] o T

J J

Por lo tanto, m representa el esfuerzo debido a la perturbacion w'. Como Reynolds fue
el primero en escribir la ecuaciéon para un fluido -para el caso de un fluido turbulento- en la
forma (2.57), a este tensor se le conoce como FEsfuerzo de Reynolds [H.2, p.22]. Este esfuerzo
tiene componentes normales (¢ = j) y tangenciales (¢ # j). Consideremos que el flujo medio se
anula, por lo que el movimiento se debe a los esfuerzos de Reynolds. Entonces, como pu) es el
momento en la direccién zy, (puj)u] es el flujo de momento en la misma direccion, y el flujo
medio es simplemente (pu})uj. consideremos un elemento de volumen tal y como se muestra
en la figura 2.3. Si dS; es el elemento de superficie perpendicular al plano (x2,z3), el flujo

medio de momento a través de d.S; es (pu’12) d.Sy; por lo tanto, en la expresion para 71 aparece
el término —(pu}?), pues dicho término corresponde a la reaccién del medio sobre el elemento
de volumen. Consideremos ahora el caso en que ¢ # j. En este caso la componente j del flujo
medio a través de dos superficies perpendiculares a la direccion z; es

Ji(xi + h) = pul(zi + k) u)(zi + h) S
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Superficie de
area S.

Figura 2.3: Esfuerzos de Reynolds en un elemento de volumen. El area de la base de este
elemento es S y su altura es h. También se muestra el flujo medio de la componente pu; del
momento en la direccién u;.

si estamos en la superficie superior, y
Ji(wi) = puj(z) uj(xi) S

cuando consideramos a la cara inferior del cubo. Si h es pequeno, podemos desarrollar en serie
de Taylor la primera expresiéon y restarle la segunda, obteniendo asi

————  Opui(z;) ul(; —
S+ ) = (o) = § |y age) + LAV )|
;
por lo que
g i _ g Opuife) uj(ei)

La relacién anterior no es sino la fuerza, en la direccion x;, debida al flujo medio pasando a
través de la superficie de nuestro elemento de volumen. Esta fuerza provoca una reaccién igual
y opuesta en dicho elemento. Definimos, entonces, a la fuerza extra -debida al exfuerzo de
Reynolds- por unidad de area como

7
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2.6 Flujo acustico.

2.6.1 Ecuaciones para movimientos de flujo lentos.

Para determinar el flujo acustico, debemos de encontrar ()_, la velocidad media del fluido
fuera de la capa limite, debida a la propagacién de una onda sonora dentro del medio. Esta
velocidad media se determina a partir de las ecuaciones

au; .
Zi:a;ci = 0, (2.60)
ou; 0*u; Ip
oY UWi—— = pF; - , 2.61

que son las ecuaciones de continuidad y de Navier-Stokes para la velocidad media @ cuando el
fluido es incompresible.

Una manera de calcular @ es suponer que el término de la izquierda, en la ecuacién (2.61),
es mucho menor que los términos de la derecha. Para que esta aproximacion sea valida, es
necesario suponer que el flujo de momento @ a través de la superficie S de una regién fija
arbitraria sea muy pequeno; es decir

por lo que

po (i -V)u = 0.

Esto equivale a considerar que la dinamica del flujo medio esta -casi exculsivamente- determi-
nada por los esfuerzos viscosos [S.1, p.77-78]. Ademas, las ecuaciones(2.60) y (2.61) forman
un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas, uy, Uz, Uz y p. A esta aproximacion se
la llama aproximacion RNW, pues Rayleigh, Nyborg y Westervelt [L.3, p.403] la usaron para
determinar movimientos medios debidos a un término F; de forzamiento. Otra aproximacion
consiste en despreciar los términos debidos a fuerzas inerciales (como la gravedad, la cual se
considera para el caso de ondas en agua profunda, que estudiamos en el apéndice C), pues,
como se dijo antes, la fuerza debida a los esfuerzos de Reynolds es la que determina el tipo de
movimiento. Por otro lado, si consideramos al flujo externo, donde la viscosidad es despreciable,
entonces la ecuacion(2.61) toma la forma

Jp
(Fl)inv - afCZ

= 0. (2.62)
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Vemos que esta fuerza se equilibra con el gradiente de presiones (el cual no varia dentro o fuera
de la capa limite, pues no depende de la viscosidad del fluido, parametro que determina la
diferencia entre los flujos externo e interno), y que la ecuaciéon (2.61) puede escribirse como

(F}) = (F)j + 0V7 = 0. (2.63)

Por lo tanto, sélo la diferencia entre F; -dentro de la region donde p es importante- y (F),
es capaz de inducir un flujo acistico. Usaremos las ecuaciones (2.60) y (2.63) para determinar
(W), Este flujo acustico depende del tipo de perturbacién u} y de como se modifica -por
efectos disipativos- dentro de la capa limite. Calcularemos aqui el flujo actstico para casos en
los que es aplicable la ley de flujo de Rayleigh, la cual se define a continuacion.

2.6.2 Ley de flujo de Rayleigh.

La ley de lujo de Rayleigh se aplica a dos tipos de flujos medios [L.3, p.414]:

1. Al flujo acustico resultante de una onda sonora estacionaria que se disipa dentro de la
capa limite, debido al efecto de la viscosidad.

2. Al flujo acustico resultante de la vibracion de una frontera que delimita a un fluido
inicialmente en reposo (a este flujo también se le llama flujo acustico, a pesar de no estar
presente una onda sonora en el sistema).

Como dijimos anteriormente, consideramos que el flujo acustico se debe a la atenuacion de
la energia dentro de la capa limite, por ser los mecanismos de atenuacién en dicha region mucho
mas importantes que otros. Esto se debe a que la viscosidad del fluido es la que provoca la
disipacion de la energia y la viscosidad es importante sdlo cerca de la frontera. Supondremos,
a continuacién, que esta frontera se encuentra en y = 0. También consideraremos el caso
bidimensional. Calcularemos el flujo acustico cerca de la frontera. Para ello supondremos que
la velocidad de la perturbacion u’ es periddica con respecto al tiempo fuera de la capa limite.
Después construiremos la velocidad dentro de la capa usando los resultados obtenidos el la
seccién 2.4.4. Deduciremos entonces la forma de la velocidad v" dentro de la capa limite por
medio de la ecuacion de continuidad.

En el caso 2, el fluido adquiere una velocidad media después de cierto tiempo, durante el
cual la onda que se propaga sobre la frontera transmite una cantidad importante de momento
-asi como de energia- al fluido que se encuentra en contacto con esta frontera. Los casos 1y
2 son en realidad el mismo, pues basta una transformacion de ejes coordenados para pasar de
uno a otro. Si U(x) es la velocidad fuera de la capa. Entonces, la velocidad

u! = Ul(z) exp(iwt) (2.64)

exr
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provoca, en ambos casos, el mismo tipo de flujo acustico en la frontera de la capa limite. Por
otro lado, dentro de esta region, la velocidad u’, se atenta por un factor dependiente de la
distancia a la frontera. Dicho factor se determiné anteriormente para el caso de una onda
viajera (ver 2.4.4). Entonces, por analogia a ese caso, podemos escribir a la velocidad dentro

de la capa limite como
jw 1/2
u' = ul, {1 — exp [— (—) y] } , (2.65)
v

donde u’, esta ahora dado por la ecuaciéon (2.64). La ecuacién (2.65) nos permite determinar
la componente vertical v’ de la velocidad.

Consideremos primero el caso 2). En ese caso el fluido es incompresible, por lo que la ecuacién

de continuidad se reduce a

ou' o' 0

Oz i oy
Sin embargo, si determinamos la velocidad vertical v’ usando la ecuacién de continuidad anterior
y las ecuacién (2.65) para ', obtenemos un resultado que nos lleva a concluir que v’ crece con
y, lo cual no es posible debido a que la velocidad vertical fuera de la capa limite debe de ser
finita. Por otra parte, en el caso 1) debemos de considerar al fluido como compresible, pues de
lo contrario no se propagaria una onda sonora en el medio (la velocidad de esta onda sonora
serfa infinita). Pero podemos encontrar condiciones sobre las perturbaciones que nos den un
resultado coherente para ambos casos. Tomemos entonces la ecuacién de continuidad dada
como

dp
— 4+ V- (pi) =0.
5 TV (pd)
Supondremos que
1. Vp = 0;
2. p es funcién de = y de ¢ dnicamente, por lo que %% es independiente de y;

3. Como dijimos antes, estamos tratando el caso bidimensional;

4. La velocidad @ puede separarse en una velocidad media @ y en una perturbacién J’, cuya
componente horizontal v’ esta dada por la ecuacién (2.65) cuando estamos dentro de la
capa limite.

Ahora bien, por la ecuacion de continuidad y por las condiciones 1 y 2, tenemos que

a%[%irv-(pﬁ)] = -(V-u) =0.
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Promediemos la ecuacion anterior con respecto al tiempo. Entonces
13} 0 =
wv-in=2L(v 7

ya que u' es nulo. Lo anterior nos induce a concluir que

0 S
0_y (V-u’) =0,

por lo que dentro de la capa limite la velocidad vertical v’ debe de ser solucion de la ecuaciéon

o 9 dul, <iﬁ)1/2 <iﬁ)1/2‘
oy2  Oxzdy  dz \ v P v Y
v’ du’, fw\ M2
R TER PR l‘ ) y]“(‘f)
o —1/2 qu! s\ 12
o= = (2) T e |- ()] Ao +

Por otro lado, pedimos que v' = 0 en y = 0, por lo que
- -1/2 du’
Blay=+(2) =,
v dx

y que vl esté acotada cuando y es grande, por lo que A(z) = 0. Por lo tanto, concluimos que

1w\ "2 du! iw\ /2
v =+ (—) — {1 — exp l(——) y] } . (2.66)
v dx v

Podemos encontrar el flujo actstico a partir de las ecuaciones (2.59), (2.65) y (2.66), pues

Fo= —p, l@f) + (857)] : (2.67)

En efecto, el flujo acustico se relaciona con la coordenada tangencial del esfuerzo de Reynolds
[L.3], por lo que determinaremos tnicamente la velocidad (@)_.. Antes de calcular F),, demos-
traremos que el promedio temporal de la parte real de dos variables tales que se puedan escribir
como un factor complejo multiplicando a exp (iwt), es igual a la mitad de la parte real del
producto de una de las variables y del complejo conjugado de la otra. Sean

u' = (A + Bi) [cos(wt) + isin(wt)], y
v' = (C + Di) [cos(wt) 4 ¢ sin(wt)]. (2.68)
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Entonces
upvy = [Acos(wt) — Bsin(wt)] [C cos(wt) — D sin(wt)],

con up = R(u') y vy = R(v'), por lo que
— 1
vl = ) (AC + BD).

Sea ahora v'* el complejo conjugado de v’. Multiplicando a u’ por v'*, obtenemos

u' v = {[Acos(wt) — Bsin(wt)] + i [Bcos(wt) + Asin(wt)]} x
{[C cos(wt) — Dsin(wt)] — 1 [D cos(wt) + C sin(wt)]},

y de lo anterior deducimos que

lo cual nos permite concluir que

1
WA AN i
URUR—§<UU)R7

con (u'v'™), = R(w'v'™). En el caso que nos interesa, los valores de A, B, C'y D, en las

ecuaciones anteriores, son

A = Ul —exp(—ay)cos(ay)],

B = Uexp(—ay)sin(ay),
1 dU :

C = o——[l —exp(—ay) cos(ay) + exp(—ay)sin(ay)], y
2a dz
1 dU :

D = ——[exp(—ay)cos(ay) + exp(—ay) sin(ay) — 1],

2a dx

w\1/2
donde a = (Z) , por lo que

— 1 1
u'? = 5 (A2 + BQ) = §U2 [l — 2exp(—ay)cos(ay) + exp(—2ay)],
y
uw'pv'p = i U d—U [l — 2exp(—ay)cos(ay) + exp(—2ay)] .
4a  dz

(2.69)
(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

Ademas, suponemos que los cambios de @ son muy pronunciados en la direccion y mientras que

en la direccién x son mas suaves, por lo que
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Entonces, usando esta aproximacion y las ecuaciones (2.63) y (2.67), tenemos que

u __|ouh  (owh) | uRR _ (0uRvR .
e - (5) - (%)) .

. U
Podemos determinar —(x, &) como

9¢

¢ 0% IS
a—nz(%ﬁ)dﬂ=1/ 1/

oy [0
a;;f - ( a:c2R) ] (x,n)dn +

47t [u’Rv’R — (u’Rv’R) ez] (z,€). (2.76)

Esto se debe a que queremos que U esté acotada y si tuvieramos ademas una constante del lado
derecho de la ecuacién (2.76), obtendriamos términos de la forma ay al integrar dos veces, y
este término no esta acotado cuando y crece. Usando la ecuacién (2.73), vemos que

ou? AU _
e Ua [l — 2exp(—ay)cos(ay) + exp(—2ay)] .
o 7
R es simplemente el valor que toma cuando y — oo, es decir
Ox Ox
du'%, . ouE du
[ Ox ] yo [ Ox Ud;v
Entonces L L
o'y, ou's, U _ _
[ 5 ] — [ 52 = Ua [—2exp(—ay) cos(ay) + exp(—2ay)]. (2.77)
Pero

~ exp(—2af) . exp(a—aﬁ) [cos(aé) — sin(af)],

13
/ —2exp(—an)cos(an) 4+ exp(—2an)dn =

2a
por lo que
€| 9,12 12 _ _
[ |2 (OB ) | (o = 0§ P2 | O o 0g) — sinag)] .
dx Jx dz 2a a
(2.78)
Ademas, vemos de la ecuacion(2.74) que
1 dU
[u’Rv’R - (u’Rv’R) m] (z,¢) = 1o U o [—2exp(—a&) cos(af) + exp(—2af)]. (2.79)
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Por lo tanto, la ecuacién (2.76) queda como

Ju _ _1,,dU [exp(—a€)cos(al) exp(—af)sin(al) exp(—2af)
a—f(x,f)—l/ UE{ }

2.
2a 2a 4a ( 80)

A la ecuacién (2.80) volvemos a integrarla, esta vez entre la frontera (y = 0) y en un punto
arbitrario dentro de la capa limite. Por la condicién de adherencia en la frontera, tenemos que
u(x,0) =0,y asi

a(e,y) = v U [ exp(-2a€)de — - [ exp(—a€) sin(a) de +
u(x,y)=v ——— [ exp(—2a — — [ exp(—aé)sin(a
Y dz U 4a Jo P a Jo P
1 y
+o [ expl—at) cos(ag) de .
2a Jo
Se puede demostrar que el término entre corchetes es igual a

exp(—2ay) N 3exp(—af)sin(af) N exp(—af) cos(af) 3

8a? 4a? 4a? 8a2’

Ademas, cuando consideramos al flujo externo, ese término se reduce a

3
8a?’
Por lo tanto,
_ Jv=t dU
[u($7y)]6$ - 8@2 57
W\ 1/2
y como a = (2—) , obtenemos finalmente
v
3 dU
Upp = - UU—. 2.81
. 4w  dz ( )

A la velocidad @, se le denota también como s, por ser una velocidad de deslizamiento (“slip
velocity”). Es importante constatar que s no depende del coeficiente de viscosidad. Por lo
tanto, aunque este coeficiente de atenuacion sea muy pequeno, el flujo actustico asociado con
dicha atenuacion no cambia. En caso de que se consideren otros mecanismos de disipacion
de energia acustica, dichos mecanismos pueden tener el efecto de aumentar la velocidad del
flujo medio. Sin embargo, suponemos que la mayor contribucion al flujo acustico se debe a la
atenuacion de la energia debida al efecto de la viscosidad sobre el medio.

En este capitulo hemos desarrollado algunos aspectos sobre mecanica de fluidos. De estos
aspectos el mas importante es el efecto de una perturbacion sobre un flujo medio. Esta pertur-
bacion aparece en la ecuacion de conservacion de momento del flujo medio 4 en la forma de un
término no lineal conocido como esfuerzo de Reynolds. La componente tangencial del esfuerzo

44



de Reynolds es la que se relaciona con la generacion de un flujo de momento en la direccién
de propagacion de la onda, es decir, en la direccién x; esto nos permitié calcular inicamente
la componente en z del flujo acistico @. Por otra parte, estudiamos diversos mecanismos de
disipacion de energia. De estos mecanismos, el mas importante es el debido al efecto de la
viscosidad sobre la onda que se propaga en la frontera del fluido (para el caso en que el fluido
esta en reposo y que la perturbacion proviene del movimiento de la frontera que delimita al
fluido). En el tercer capitulo veremos que en el caso de la ciclea los fenémenos no lineales, asi
como la disipacién de energia, también interactian para generar un flujo acustico cerca de la
frontera oscilante del sistema, es decir, cerca de la membrana basilar. Para ello es necesario
que estudiemos algunas de las propiedades de los fluidos que se encuentran dentro del sistema
auditivo, asi como las propiedades mecanicas de la membrana basilar. Dedicaremos el siguiente
capitulo a este estudio, basandonos en algunos experimentos realizados durante este siglo y que
aclaran el papel que juega la membrana basilar en el mecanismo de propagacion de ondas en
la céclea.
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Capitulo 3

BIOMECANICA COCLEAR.

En el capitulo anterior vimos algunos conceptos sobre fluidos que nos permitiran, posterior-
mente, explicar el mecanismo de propagacion de ondas en la coclea. Este sistema se compone
no solo de dos tipos de fluidos -cuyas propiedades mecanicas son iguales- sino también de una
frontera flexible: la membrana basilar. Antes de entrar en detalles sobre experimentos que
nos permiten entender el papel jugado por la membrana basilar en el proceso de propagacion
de la onda, expondremos en la primera secciéon las caracteristicas anatomicas y fisiologicas del
oido interno. A continuaciéon describimos someramente la anatomia del oido externo y del oido
medio, asi como el mecanismo de transmision de las ondas sonoras desde la oreja hasta la
membrana que une al oido medio con el interno.

El aparato auditivo del hombre es doble y esta situado a ambos lados de la cabeza. El oido
externo se compone de la oreja y del conducto auditivo externo. La presién del aire -debida
a la propagacién de una onda sonora en este medio- en el tubo auditivo externo hace vibrar a
la membrana timpanica (ver figura 3). Esta membrana separa al oido externo del oido medio,
el cual esta constituido por una cadena de huesecillos -el martillo, el yunque y el estribo- y de
un conducto que comunica con la cavidad nasal llamado trompa de Fustaquio. Debido a que el
martillo se encuentra adherido a la membrana timpanica, la vibraciones de dicha membrana se
transmiten mecanicamente a la cadena de huesecillos; en particular, al estribo. Este huesecillo
se encuentra adherido -gracias a un ligamento- a otra membrana que separa al oido medio del
interno. Por la forma de esta membrana, se le da el nombre de ventana oval.

A continuacion describiremos al oido interno y también veremos ciertas propiedades de los
fluidos asi como de las estructuras que lo componen. La importancia de esta descripcién reside
en que el mecanismo de propagacion de ondas en el oido interno y su efecto sobre el movimiento
de los fluidos dentro del mismo son la parte central de este trabajo.
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3.1 Anatomia y fisiologia del oido interno.

Al oido interno se le conoce también como laberinto. Consta de un laberinto membranoso
cerrado, lleno de un liquido llamado endolinfa (ver figura 3.2). Sobre porciones de su pared
se encuentran ubicados receptores nerviosos, cuya funcién varia segun su posiciéon dentro del
laberinto. El laberinto membranoso se divide, ademas, en tres partes que se diferencian no sélo
por su aspecto sino también por su funcion. Estas tres partes son: los canales semicirculares,
el vestibulo, y el caracol. El vestibulo se compone a su vez del utriculo y del sdculo; comunica
por arriba con los canales semicirculares y por abajo con el caracol. Sin embargo, el canal de
Hensen (figura 3.2), el cual conecta al saculo con el caracol, se encuentra a menudo obliterado

en el adulto (ver [F.1, p.685]).

Tanto el vestibulo como los canales semicirculares forman parte del 6rgano del equilibrio, por
lo que su estudio esta fuera del contexto de este trabajo. Para saber detalles sobre su anatomia
o su funcionamiento, consultar por ejemplo las referencias [F.1, pp.689-691] y [Q.1, pp.485-
486]. Antes de considerar la anatomia del caracol, es importante mencionar que el laberinto
membranoso se encuentra totalmente encapsulado por el laberinto 6seo, cuya forma es similar
a la del laberinto membranoso (ver figura 3.3). El vestibulo corresponde, por ejemplo, a la
parte del laberinto dseo que encapsula al utriculo y al saculo [F.1, p.685]. Los laberintos 6seo y
membranoso se encuentran conectados a través de vasos sanguineos y nervios. Se puede ver de
la figura 3.3 que la cavidad entre estos dos laberintos, en la region del vestibulo y del caracol,
se encuentra llena de un liquido. Este liquido es llamado perilinfa.

El caracol, o “céclea”, constituye el 6rgano auditivo. Asciende desde su base dando dos
vueltas y media y va estrechandose conforme se enrosca en torno a un eje. Sin embargo, la
forma espiral de la céclea no se encuentra en todos los animales. Por ejemplo, el 6rgano auditivo
del o0so hormiguero [B.2, p.407] esta totalmente estirado. Por ello, esta forma no se considera
en la mayoria de los modelos, y pocos autores la han considerado como esencial (Una excepcion
serfa un articulo de Huxley [H.3], en el cual el autor estudia los posibles efectos que podria
tener esta caracteristica sobre el problema de la resonancia en la céclea). En la figura 3.4 se
muestra un corte transversal de la céclea, desde un punto de vista macroscopico. Se ve que del
laberinto 6seo parte una lamina dsea que atraviesa parcialmente a la seccion transversal. En
el espacio entre esta lamina 6sea, y el punto diametralmente opuesto al punto de partida de
dicha lamina, se encuentra la llamada membrana basilar (24. en la figura 3.3). Al conducto
que queda debajo de la membrana basilar se le da el nombre de rampa timpdnica, debido a
que esta en comunicacion con el timpano a través de la ventana redonda. Como el ancho de
la lamina espiral es mayor en la base del caracol que en la punta, la membrana basilar es
-inversamente- mas delgada cerca de la base que en la punta del caracol [L.6, p.2]. Por otro
lado, de la lamina 6sea parte otra membrana, la membrana de Reissner o membrana vestibular,
la cual forma un angulo agudo con la membrana basilar (figura 3.4). Estas dos membranas se
encuentran conectadas a través de la estria vascular, una membrana adherida a la pared de
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la coclea. Estas tres membranas se juntan poco antes de llegar a la punta del caracol. Por lo
tanto, corresponden a la parte coclear del laberinto membranoso. Por encima de la membrana
de Reissner, se encuentra la rampa vestibular, la cual comunica con el vestibulo a través del
conducto de Hensen. Al espacio que queda libre entre el punto de unién de las tres membranas
y el laberinto dseo se le conoce como helicotrema (ver figura 3.3). La estria vascular produce la
endolinfa, de modo que la composicion quimica de este fluido es distinta a la de la perilinfa. Sin
embargo, las propiedades mecanicas de ambos liquidos son las mismas [L.6, p.2]. Ademas, la
membrana de Reissner es muy delgada, por lo que podemos suponer que se mueve con los fluidos
que la rodean [L.6, p.2]. Debido a estas propiedades tanto de los fluidos cocleares como de la
membrana de Reissner, desde un punto de vista macroscopico uno puede suponer que la céclea
es unicamente un tubo dividido en dos partes, cuyas areas transversales son aproximadamente
iguales, separadas por una superficie flexible, es decir, por la membrana basilar y los érganos
que se encuentran encima de ella. Al conjunto de la membrana y de estas estructuras se le
da el nombre de particion coclear. En la figura 1 mostramos un esquema de la coclea vista
macroscopicamente. También vemos la idealizacion de la coclea como dos tubos separados por
la particién coclear. Desde un punto de vista microscopico, es importante senalar que sobre la
membrana se encuentra el campo receptor del érgano auditivo [F.1, p.687], el 6rgano de Corti.

Por la forma de este 6rgano (figura 3), se crean a ambos lados de éste dos surcos espirales
a lo largo de la membrana basilar. El surco interno se encuentra del lado de la lamina dsea,
de la cual parte otra membrana llamada membrana tectoria. La membrana tectoria cubre al
surco interno y se adosa sobre la parte superior del 6rgano de Corti. El érgano de Corti se
compone de dos tipos de células: células de sostén y células ciliares receptoras. El hecho de
que la composicion quimica dentro del conducto coclear sea diferente a la de la perilinfa es
importante para el mantenimiento de las células ciliares. De la figura 3, vemos que hay cuatro
células ciliares en cada corte transversal de la coclea. Una de estas es una célula interna, y su
funcion es la de transducir la senal coclear en una senal eléctrica, la cual se traslada a través
del sistema nervioso hacia el cerebro. Las células externas, por el contrario, reciben senales
del sistema nervioso central y no poseen la capacidad de transducir las senales del medio que
las rodea. Esta diferencia, tanto espacial como funcional, entre las células interna y externas,
es un descubrimiento bastante reciente (ver por ejemplo [L.6, p.3]). De hecho, el papel de las
células externas consiste en amplificar senales actsticas de poca amplitud. Es por esta razon
que el comportamiento de la membrana basilar es muy distinto segin si se hacen experimentos
en animales vivos o en cadaveres. Dejaremos aqui las consideraciones micromecanicas de la
coclea, a pesar de la importancia que tienen. Para un analisis detallado, referirse al articulo
antes mencionado [L.6]. Nos concentraremos a continuaciéon en un estudio macroscépico de
algunas propiedades mecanicas importantes para la propagacion de ondas en la coclea.
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3.2 Resultados experimentales.

3.2.1 Propiedades mecanicas de los fluidos cocleares.

Mencionamos en la seccion anterior que la perilinfa y la endolinfa tienen una composicion
quimica distinta, pero que sus propiedades mecanicas (viscosidad y densidad) son las mismas.
También se senalamos que estas propiedades mecanicas no se alteran segun si se miden in vivo
o varias horas después de la muerte. Békésy [B.2, p.434] determind los valores de dichas propie-
dades, obteniendo 0.0197 Poise (1 Poise = 1g cm™' s71) para la viscosidad y 1.034kg m™> para
la densidad. El valor dado para la viscosidad es el correspondiente a la temperatura corporal
normal, es decir, a una temperatura de 37° C. Para el caso del agua a 40°C, la viscosidad es de
0.644x1072 Poise, y la densidad es de 0.9923 kg m ™. Vemos que la densidad del agua es com-
parable a la densidad de los fluidos cocleares, mientras que su viscosidad es aproximadamente
la tercera parte. Aun cuando es dificil comparar los valores antes mencionados, debido a que
no corresponden exactamente a la misma temperatura, lo anterior nos permite afirmar que las
propiedades mecanicas de los fluidos cocleares son parecidas a las del agua.

3.2.2 Rigidez de la membrana basilar.

Para poder determinar el tipo de ondas que se propagan sobre la membrana basilar, es im-
portante determinar las caracteristicas de la tension a la que esta sometida dicha membrana.
Para ello debemos determinar la razon entre la deformacion longitudinal y la transversal. Si la
tension fuera isotropa, la deformacion resultante tendria una forma circular. Si, por el contra-
rio, la tensién es mayor en una direccion y menor en la direccion perpendicular a la anterior,
entonces la deformacion es eliptica. Al realizar este experimento en cadaveres, Békésy [B.2,
p.472] encontré que cerca de la punta de la céclea (es decir, cerca del helicotrema) la defor-
macion era circular, aun cuando la presion sobre la membrana no se ejercia en un punto cercano
al eje central de la misma. Cerca de la base la deformacion era de forma eliptica y su eje mayor
correspondia con el eje longitudinal de la membrana. La razén entre el eje longitudinal y el
transversal era a lo mas de 2 : 1 [B.2, p.473]. Por lo tanto, Békésy concluyé que la parte
mas flexible de la membrana tenia las mismas propiedades elasticas en cualquier direccion,
y consideré que esto se cumplia sobre la membrana en general, pues la parte mas flexible es
la parte importante dentro del estudio de propagacion de ondas en la céclea. Por otro lado,
Békésy observd que empezando a hacer mediciones media hora después de la muerte y durante
las siguientes cuatro horas no se detectaban cambios en la posiciéon del maximo de la amplitud
del desplazamiento, por lo que concluyé que las propiedades elasticas debian de ser las mismas
antes o después de la muerte.

El mismo experimento fue realizado por L. Voldfich en cécleas de conejillos de Indias [V.1,



p.331-335]. En este experimento, las propiedades elasticas de la membrana basilar se empe-
zaron a analizar quince minutos después de la muerte de los animales [V.1, p.332]. Voldiich
también analizé la forma de la deformacion en cécleas de animales muertos 24 horas antes
del experimento, asi como en cocleas conservadas en distintas substancias, las cuales podrian
-presumiblemente- modificar las propiedades elasticas. Los resultados que obtuvo contradicen
los obtenidos por Békésy para el caso de cocleas frescas. En efecto, para cocleas frescas Voldrich
no solo obtuvo el mismo patrén de deformaciéon a todo lo largo de la membrana, sino que la
deformacion era altamente anisétropa: cuando apoyaba la aguja sobre la membrana basilar, ob-
tenia una deformacién en forma de una banda muy delgada y orientada en el sentido transversal.
El ancho de la banda dependia del radio de la aguja utilizada; esto implica que la deformacién
no se extiende en direccién longitudinal o espiral (ver figura 3.6), lo cual es importante a la
hora de plantear un modelo de propagacién de ondas en la céclea. El patron de deformacion
es 1déntico al que se obtendria deformando un conjunto de fibras paralelas delgadas con un
pequeno objeto punzante (ver figura 3.7). Ademads, cuando se quitaba la aguja, la membrana
basilar regresaba a su posicion original. Para cécleas no frescas o conservadas en alguna subs-
tancia nociva, Voldfich obtuvo una impresién circular similar a la obtenida por Békésy, es decir,
cuando las propiedades elasticas de la membrana son homogéneas. Finalmente, si se rompia
la membrana con la aguja, la ruptura se volvia invisible en el caso de membranas frescas. En
cambio, en las otras se observaba una ruptura de forma circular.

Trataremos de explicar las razones por las cuales Békésy no obtuvo una deformacion eliptica.
Segiin Voldiich, Békésy usé cadaveres humanos para sus experimentos [V.1, p.334]. Estos
cadaveres no podian ser muy frescos, pues como Voldrich cita, Békésy los obtenia en hospitales
y por lo tanto debian de tener mas de 24 horas. Sin embargo, Békésy traté de observar, por
medio de un microscopio, si cambiaba la forma o el aspecto de los tejidos de la particion coclear
cuando se sacrificaba a un conejillo de Indias. Békésy no detecté cambio post-mortem alguno
de los tejidos de la membrana basilar, mas no parece que haya efectuado el experimento de la
aguja en animales recién sacrificados. Finalmente, Voldfich mostré que la solucion utilizada
por Békésy para preservar los tejidos cambia las propiedades fisicas de los mismos. Por lo
tanto, aunque no queda claro en el libro de Békésy si usoé cadaveres o conejillos de Indias para
el experimento de la aguja, el resultado que habria obtenido deberia ser el mismo (ver figura
3.8) debido a las sustancias que usaba para preservar sus cicleas.

Los resultados de Voldfich nos permiten deducir algunas caracteristicas del mecanismo de
propagacion de ondas en la céclea. Para empezar, suponemos que la deformacién de la mem-
brana basilar obtenida experimentalmente por Voldfich es igual a la deformacién de la misma
cuando una onda sonora se transmite mecanicamente a los fluidos cocleares. Vimos que la
membrana basilar puede modelarse por un sistema de fibras paralelas. Si la membrana basilar
en reposo se encuentra sobre el plano y = 0, entonces cada una de estas fibras -o por lo menos
su eje sl las suponemos cilindricas- se encontraria en una x = constante. Definimos a s como
la rigidez de la membrana basilar. Entonces, s es una funcién de = solamente, es decir

s = s(z). (3.1)



El hecho que la deformacion de la membrana sea casi nula en el sentido longitudinal de la misma
se refleja en la independencia entre el nimero de onda y la rigidez. Ademas, la ecuacién (3.1) nos
muestra que la membrana basilar oscila -en direccion y- por secciones delgadas y separadas entre
si, cuyo movimiento es independiente del de las secciones vecinas. Esto permite que el volumen
de fluido necesario para deformar cada seccion sea menor al que se requiere cuando la rigidez
depende de otras variables. Hasta ahora solo hemos establecido, a partir de los experimentos
de Voldfich, que la rigidez depende tunicamente de la posicién sobre la direccion longitudinal
de la membrana. Sin embargo, también podemos determinar su comportamiento cualitativo
a partir de algunas caracteristicas anatomicas de la membrana basilar. Mencionamos, en la
seccién 3, que la membrana basilar dividia -junto con la lamina espiral 6sea- a la coclea en
dos conductos !. Se ha observado que la membrana basilar es mas delgada en la base que en
la punta; el ancho de la membrana varia gradualmente de 0.1 mm en la base a 0.5mm en la
punta, a lo largo de 35 mm, aproximadamente [L.6, p.2]. También se ha determinado que su
espesor decrece conforme nos acercamos a la punta. En la figura 3.9 se muestran de manera
esquematica las variaciones de las dimensiones de la membrana basilar, asi como la idealizacién
de ésta como un conjunto de fibras paralelas. Los dos factores antes mencionados contribuyen
a que la rigidez de la membrana disminuya de la base a la punta de la coclea, siendo esta
disminucién de casi cuatro ordenes de magnitud [L.6]. Como veremos mas adelante, el hecho
que s solo dependa de x y que ademas disminuya conforme nos alejamos de la base del caracol
tiene una consecuencia importante sobre el mecanismo de discriminacién de frecuencias, o lo
que se conoce como “principio de posicion”. Para analizar cualitativamente este principio,
asi como para mostrar evidencias de que las ondas cocleares son dispersivas, estudiaremos a
continuacion algunos resultados obtenidos por William S. Rhode [R.1, pp.1218-1231].

3.2.3 Experimento de William S. Rhode.

Para analizar las vibraciones de la membrana basilar en monos arana, Rhode utilizé la técnica
Moéssbauer. Este procedimiento consistia en implantar una fuente de rayos gamma sobre la
membrana, en un punto cercano a la base de la céclea. El procedimiento quirirgico permitia
que las fuentes fueran implantadas a una distancia entre si de menos de 2 mm, en la direccién z,
por lo que correspondian aproximadamente a la misma posicion sobre la céclea. Rhode colocd
una segunda fuente sobre el timpano, en el punto de contacto entre este ultimo y el martillo
y obtuvo movimientos sinusoidales de estas fuentes excitando al oido del mono con una onda
sonora monotonal. Debemos senalar que el movimiento de la membrana basilar en si no es
significativo, sino el movimiento de la misma en relacién con el estimulo. Por ello, si nyg v 7m
son el desplazamiento de la membrana basilar y del martillo, respectivamente, y si

nvB = amp cos(wt+0yp) ¥ (3.2)
N Ay, cos (wt +0,,) , (3.3)

!Cuando nos limitamos al estudio macroscépico.



las variables significativas son ayg/a,,, la razén entre la amplitudes, y 85 — 6,,, la diferencia
entre las fases. A ayp/an, se le llama “razén entre sefiales de entrada y de salida” (Input-
Output ratio) de la funcién de transferencia de la membrana basilar. Los resultados obtenidos
por Rhode muestran que el desplazamiento de la membrana varia como funcion de la frecuencia,
de la posicion de la fuente sobre la membrana, y de la intensidad del estimulo. Aqui nos
limitaremos al estudio de la dependencia de 5y con la frecuencia y con la posicion.

Si consideramos que la posicion es constante (asi como la intensidad del estimulo), podemos
graficar ayg/a,, y 04 = Opg — 0., como funciones de la frecuencia w/2x en kHz. En las figuras
3.10 y 3.2.3 se muestran los resultados obtenidos por Rhode en los casos en los que le fue posible
hacer mediciones para frecuencias suficientemente altas.

La figura 3.10 corresponde a ayp/a, en dB -es decir, 20log (app/am)- como funcién de
la frecuencia (w/27), la cual se muestra a escala logaritmica. Esta figura muestra las carac-
teristicas importantes de la razén ayp/a,,. La mas importante de estas caracteristicas es una
frecuencia para la cual se obtiene un maximo de la razén apyg/a,,. Este maximo se encuentra
en (w/2m) &~ TkHz.También observamos que para frecuencias menores de 6 kHz, la relacion
entre ay g/a., es una funcion lineal de la frecuencia. Sin embargo, cerca de la frecuencia carac-
teristica, la pendiente de la curva aumenta drasticamente, pasando a un valor medio de 24 dB
por octava. Para frecuencias también cercanas, pero mayores a la caracteristica, ayg/a,, decae
linealmente a un valor constante. Este decaimiento es muy abrupto. La asimetria de esta figura
es una evidencia del papel que juega la membrana basilar en la discriminacion de frecuencias.
En efecto, el punto maximo es el correspondiente a la frecuencia caracteristica para esa po-
sicion sobre la membrana. Esta frecuencia es la frecuencia de resonancia de ese punto. El valor
maximo de aprg/a,, corresponde a ese punto. Como para frecuencias mayores apg/a,, decae
rapidamente, deducimos que las frecuencias caracteristicas mayores corresponden a posicio-
nes sobre la membrana que se encuentran todavia mas cerca de la base. Frecuencias menores a
6 k Hz se encuentran todavia lejos de su posicion de resonancia, por lo que la respuesta obtenida
es lineal en ese intervalo de frecuencias, ademas de que su amplitud es menor que la obtenida
cerca de la frecuencia caracteristica. La diferencia de fases 8; = Oy — 6,,,, también permite
deducir propiedades importantes de la céclea. La figura 3.2.3 muestra que para frecuencias
menores de 0.03 kHz, 6, es aproximadamente constante e igual a 7/2. Esto se debe a que en el
limite de frecuencias bajas, #y;5 es también la fase de las fluctuaciones de presién, asi como la
fase de la velocidad de la ventana oval. Por lo tanto, en este limite, 8,5 es también la fase de la
velocidad del martillo. Pero esta dltima esta 7/2 mas adelante que la fase del desplazamiento
del mismo, pues como

Nm = G cos (Wt + 6, ,
U, = W Gy, SiD (—wt — b,,) = wa, cos (wt +0,, + g) )

Por lo tanto, para bajas frecuencias debe cumplirse la relacion §; = = /2. Para frecuencias
menores de 5.5 kHz, 6, es una funcién lineal de (w/27), pero su pendiente disminuye después,
conforme nos acercamos por la izquierda a la frecuencia caracteristica. Este comportamiento



es muy importante pues muestra el caracter dispersivo de las ondas cocleares. Rhode considerd
que la velocidad de propagacion de la onda se mantenia casi constante hasta la frecuencia
caracteristica [R.1, p.1228], por lo que las ondas no eran dispersivas. Sin embargo, aunque
la pendiente de 6; es menor (su valor absoluto aumenta) para frecuencias mayores a dicha
frecuencia, también disminuye después de 5.5 kHz, es decir, para frecuencias menores a la
caracteristica y cercanas a ésta. Si en cada punto de la membrana basilar la onda tuviera
una velocidad definida independiente de la frecuencia, entonces la fase de las vibraciones de la
membrana seria una funcién del tipo

HMB:0m+%—WT,

donde 7 es el tiempo fijo en el que la onda viaja desde la base hasta el punto donde se encuentra
la fuente [L.6, p.6]. La relacion anterior sélo se cumple para w/27 < 5.5 kHz, por lo que cerca
del punto de maximo desplazamiento, la frecuencia debe de depender del nimero de onda.
Para frecuencias mayores y cercanas a la caracteristica, la diminucion de la pendiente también
debe de atribuirse al efecto de dispersion. El hecho de que la pendiente disminuya nos induce
a pensar que la velocidad de propagacion (velocidad de fase) disminuye cuando nos acercamos
al punto de resonancia.

Unas caracteristicas que no se han discutido hasta ahora corresponden al comportamiento
para altas frecuencias. Este comportamiento se observo siempre que fue posible obtener datos
en ese intervalo de frecuencias. En la figura 3.10, ayg/a,, decae abruptamente pero no a cero,
sino a un valor constante. Del mismo modo, f; no decae a cero sino que toma un valor constante,
por lo que la velocidad de fase aumenta drasticamente. Una interpretacion de este resultado
es el de considerar que la respuesta de la coclea se divide en dos tipos de ondas. Una de ellas
es una onda estacionaria, la cual es medible s6lo cuando la onda viajera ha desaparecido, es
decir, para frecuencias mayores a la frecuencia caracteristica. Debido a que la ventana oval -la
cual se encuentra adherida, por medio de un ligamento, a la base del estribo- se mueve gracias
al estimulo de la membrana timpanica por la onda sonora y que la ventana redonda se mueve
libremente, la amplitud de la presiéon de ambas ondas es la misma al momento de generarse en
la base. Como la onda estacionaria y la onda viajera tienen mismo signo en la rampa vestibular
pero signo opuesto en la rampa timpanica, las ondas se cancelan en la ventana timpanica. Cerca
de la frecuencia de resonancia, la onda viajera domina sobre el movimiento, pues aunque su
velocidad disminuye, su amplitud crece enormemente. Este hecho nos permite despreciar a la
onda estacionaria en el rango de frecuencias que nos interesa, en decir, cerca de la frecuencia
caracteristica. En efecto, el flujo acistico en la cdclea, el cual determinaremos en el siguiente
capitulo, cobra mayor importancia cerca de dicha frecuencia, pues entonces la velocidad de
propagacion de la energia es pequena y el tiempo que tiene esta energia para disiparse es muy
grande, como veremos posteriormente.

Otra muestra de que las ondas cocleares son dispersivas se obtiene graficando, cuando es
posible, a la frecuencia w en funcion del nimero de onda k. Para ello utilizaremos otros
resultados obtenidos por Rhode, en los cuales determiné como variaban las curvas obtenidas



en funcion de la posicion. Para ello, implanté dos fuentes sobre la membrana basilar -en vez
de una- a una distancia de 1.5 mm la una de la otra, y grafico los resultados. El procedimiento
seguido es el mismo que el anterior. Los resultados se muestran en las figuras 3.12 y 3.13.

Estos resultados muestran claramente algunas de las propiedades ya mencionadas. En efecto,
vemos que la frecuencia caracteristica del punto mas cercano a la base de la céclea es mayor a la
del otro punto. También podemos ver como las pendientes tanto de 84, como de 6, disminuyen
para frecuencias mayores a 5.5 kHz. Sin embargo, este experimento nos permite determinar la
relacion grafica entre el niumero de onda y la frecuencia. Debido a que el niumero de onda se
define como la razén de cambio de la fase con respecto a la posicion (ver apéndice B, para cada
frecuencia podemos determinar el valor medio del numero de onda como

04, — 04 04

9
Ty — X1 T1 — T2

kp'rom

con x1 — &3 = 1.5 mm. La gréafica de w/2x como funcién k., se muestra en la figura 3.14.

Cuando no hay dispersion, la frecuencia y el nimero de onda son proporcionales entre si. La
figura 3.14 muestra que esto solo sucede para frecuencias menores de 5 kHz, corroborando asi
nuestra afirmacién de que las ondas sufren dispersién antes de alcanzar la frecuencia critica.
En la figura también se muestra cémo la curva w/2x vs. k tiende asintéticamente hacia el
valor de la frecuencia critica. Por lo tanto, su pendiente decrece gradualmente hacia cero. Esta
propiedad de la relacién entre w/2x y k es sumamente importante, debido a que la pendiente
de la curva es precisamente la velocidad de grupo del paquete de ondas U, la cual es también
la velocidad de propagacion de la energia.

Las consideraciones anteriores nos permiten concluir que la onda propagandose sobre la
membrana basilar es una onda viajera. Ademas, la velocidad de propagacion de la energia
disminuye y tiende a cero conforme nos acercamos a la frecuencia caracteristica. Como veremos
en el siguiente capitulo, esto nos indica que el efecto de las propiedades mecanicas sobre la
propagacion es el de frenar a la onda antes de que ésta llegue al punto caracteristico, por lo que
la energia que transporta la onda se acumula en la cercania de este punto. También veremos
que el efecto de la viscosidad es el de provocar la disipacion de esta energia, de modo que la
amplitud de la onda no crece infinitamente -como sucederia si el fluido coclear estuviera ausente-
sino que llega a un maximo y después decae estrepitosamente a cero. Ademas de estudiar
cualitativamente la interaccion entre las propiedades dispersivas de la membrana basilar, la
disipacion de la energia debida a la viscosidad de los fluidos que rodean a la misma y el efecto
de la disipacion de esta energia sobre el fluido, construiremos un modelo donde estén presentes
estos mecanismos y que prediga la forma de la onda que se propaga sobre la membrana basilar.
Este modelo se basa en las ecuaciones de Stokes para fluidos. El hecho de que los gradientes
de la amplitud sean grandes en la region donde se disipa la energia nos induce a determinar el
siguiente término de la aproximacion WKB para ondas viajeras. Dicho término es un término
no lineal y corresponde al estuerzo de Reynolds en la teoria de flujo acistico que estudiamos
en el capitulo 2. Este flujo acustico es importante en la regiéon donde se disipa la energia



pues se genera, precisamente, gracias a esta disipacion. Determinaremos este flujo medio en la
vecindad de la membrana basilar. La razon de esto es que sobre la membrana se encuentran
las células ciliares, que son responsables del mecanismo de transduccién de la senal mecanica
en senal eléctrica cuando son estimuladas en la direccién transversal (la direccion (z)) de la
membrana, por lo que determinaremos una expresion para el flujo medio de volumen en la
direccion transversal debido al flujo acustico horizontal. Esto puede parecer paradodjico pues el
modelo que consideraremos es un modelo bidimensional. Sin embargo, en el apéndice A daremos
algunos argumentos que permiten despreciar a la velocidad transversal (sobre la membrana)
con respecto la velocidad en la direccién de propagacién de la onda; supondremos, entonces,
que la contribucion del flujo actustico horizontal al flujo de volumen es la contribucién principal
y que otras contribuciones son despreciables. Por lo tanto, podemos considerar un modelo
bidimensional de la membrana para evaluar, finalmente, el flujo de volumen debido al flujo
acustico que aparece cerca del punto caracteristico.
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Figura global del oido. Cada oido tiene tres partes principales: el oido externo,
el oido medio y el oido interno. El timpano forma el limite del oido medio; las ondas
sonoras lo hacen vibrar; estas vibraciones se transmiten a través de tres huesecillos
-martillo, yunque y estribo- a la ventana oval del oido interno. De ahi pasan al
caracol, que contiene células sensitivas que convierten las vibraciones mecanicas que
se propagan dentro del oido interno, en impulsos nerviosos. El oido interno contiene

también a los canales semicirculares, nuestro 6rgano del equilibrio.

Figura 3.1: Figura global del oido.
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Figura 3.2: Laberinto membranoso. El laberinto membranoso se puede dividir en tres
partes: el vestibulo, los canales semicirculares, y el caracol. Las dos primeras forman parte del
sistema de equilibrio, mientras que el caracol corresponde al sistema auditivo.
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Figura 3.3: Esquema de un corte longitudinal de los laberintos membranoso y éseo.
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Figura 3.4: Corte transversal de una espira del caracol.

1. Lamina espiral ésea 7. Membrana tectoria

2. Rampa vestibular 8. Organo de Corti

3. Membrana de Reissner 9. Membrana basilar

4. Conducto coclear 10. Rampa timpdanica

5. Estria vascular 11.  Dendritas

6. Ligamento espiral 12.  Ganglio espiral coclear
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Figura 3.5: Organo de Corti.
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Células ciliares externas 17.

Tunel externo
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Figura 3.6: Microfotogafia de la deformacion de la membrana basilar cuando el experimento
se efectia en cocleas frescas. En la esquina superior izquierda se muestra esquematicamente el
resultado obtenido: una banda transversal delgada cuyo ancho depende del ancho de la aguja.
N: aguja; L: lamina espiral 6sea; BM: membrana basilar.

Figura 3.7: Modelo de fibras paralelas en la direccion transversal. Las fibras se deforman por
la presion ejercida con el objeto y reproducen la forma de la deformacion en el experimento de

Voldiich.
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Figura 3.8: Microfotografia de una coclea danada o perteneciente a un animal muerto varias
horas antes. Esquematicamente, se muestra la deformaciéon circular al ejercer presion con
la aguja, asi como la perforacion circular causada por la ruptura de los tejidos al presionar
demasiado con la aguja misma. N:aguja , L: lamina espiral 6sea; P: perforacién; BM: membrana
basilar.
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Figura 3.9: Esquema de la variacién en las dimensiones de la membrana basilar para las tres
direcciones.
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Figura 3.10: Amplitud aypg/a, en dB. Las mediciones para varias frecuencias se extrapo-
laron. Rhode encontré que la vibracién de la membrana basilar era lineal para (w/27) =
1kHz, 6 kHz y 9kHz, lo que justifica la extrapolacion lineal para estas frecuencias. Se mostré
que para (w/2x) en el intervalo [1, 6] la vibracién de la membrana basilar era lineal.
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Curva tipica de 64 en funcién de (w/27) cuando fue posible hacer hacer
mediciones para frecuencias grandes. La escala usada es lineal para
mostrar que para frecuencias menores de 5.5 k Hz 8 es una funcién lineal,
excepto en una regién cerca del origen [(w/27)] < 0.03 kHz, donde 6, =
1.6 rad = 7/2.

Figura 3.11: 0, (en rad) vs. (w/27) (en kHz).
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Figura 3.12: Resultados obtenidos para dos fuentes T} y 75, las cuales fueron injertadas sobre
la Membrana Basilar. La distancia entre estas dos fuentes era de un centimetro y medio.

T T v T . T v T T T ! |
2 4 s 8 10 12

Figura 3.13: Razodn entre el desplazamiento de la Membrana Basilar y del martillo, para el
esperimento en el que se media el movimiento en dos posiciones distintas de la membrana. T,
y 04, son los datos obtenidos para la fuente mas cercana a la base de la céclea.
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Figura 3.14: Frecuencia (en kiloHertz) como funcién del nimero de onda promedio, el cual

Ba, —0a,

se determiné usando la formula k.., = —Z, donde 6;, v 04, son valores experimentales

obtenidos por Rhode. Ademas, g—“; =15ms™ ! si w/2r < 5.5kH:z.
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Capitulo 4

Descripcion cualitativa y modelo de la
coclea.

4.1 Modelo cualitativo de propagacion de ondas.

En el capitulo anterior mostramos algunos resultados obtenidos por Békésy, por Voldfich y
por Rhode. Las observaciones experimentales de Rhode nos permitieron encontrar la relacion
grafica entre el nimero de onda k y la frecuencia angular del movimiento w (ver figura 3.14 del
capitulo 3). Esta relacion determina las caracteristicas de propagacion de la onda; se le llama
relacion de dispersion (ver apéndice B). La relacion de dispersion es una relacion local en una
perturbacion cuya longitud de onda es corta comparada con las escalas tipicas del sistema. En
un sistema donde se observen ondas viajeras, podemos escribir el desplazamiento vertical como

¢ = Alerajesp i (L) | (11)

€

donde el parametro e =(longitud de onda)/(escala tipica del sistema) es mucho menor que 1.
La funcién 6 define a la fase del paquete de ondas. Esta fase se relaciona con el numero de
onda local asi como con la frecuencia local del sistema. La derivada con respecto a x de la
fase determina al nimero de onda, mientras que su derivada con respecto a t al negativo de la
frecuencia local:

Y. _
a0 .

La ecuacién (4.1) generaliza la férmula

&= Aexp[i (kx — wt)],
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donde A, k y w son constantes. Cuando el medio en el que se propaga la onda es inhomogéneo,
la frecuencia no sélo depende del numero de onda sino también de la posicion, de modo que

w=w(k, ). (4.4)
Por otra parte, la ecuacion de conservacion de energia toma la forma [W.2]
oE N ow'(k) E
ot Ox

donde E es proporcional a A%, La ecuacién (4.5) nos permite deducir que en el caso en que
w'(k) es una constante la velocidad de propagacion de la energia es la velocidad de grupo U
definida como (ver apéndice B)

=0, (4.5)

U =uW'(k).

Por lo tanto, si tenemos una relacién de dispersiéon (ecuacién (4.4)) dada por mediciones ex-
perimentales (ver figura 3.14) la ecuacién (4.5) nos permite identificar las propiedades del
mecanismo de propagaciéon de ondas. Usaremos la figura 3.14 para deducir dichas propiedades,
asi como otros resultados experimentales obtenidos en el capitulo 3.

En el capitulo anterior vimos que las propiedades mecanicas de los fluidos cocleares son
similares a las del agua. Ademas, sabemos que el movimiento de las ondas superficiales pro-
pagéndose en agua penetra a una distancia del orden de k™. Por analogia a ese caso, la inercia
del fluido para el problema de propagacion de ondas sobre la membrana basilar también es
proporcional a k7!, aunque en este caso dicha inercia se duplica, esencialmente, pues los mo-
vimientos del fluido ocurren a ambos lados de la membrana basilar [L.6]. Si m; es la inercia
debida al fluido, el razonamiento anterior implica que

my = Ak™', con A = constante.

Sea B la inercia debida a la membrana basilar y a las estructuras que se encuentran sobre de
ella. Una caracteristica de la relacion de dispersion para sistemas conservativos es que debe de
escribirse como (ver apéndice B)

L rigidez generalizada

inercia generalizada

Para el caso de la céclea la rigidez generalizada se reduce a la rigidez s(z) de la membrana
basilar y la inercia generalizada a la inercia de las partes del sistema que se encuentran en
movimiento durante la propagacion de la onda. Esto es,

w? = %Sf)B, para z > 0. (4.6)
Es facil encontrar la funcién inversa de la ecuacion anterior, dando como resultado
wA
k(. =\ 4.7
(a) = (1.7

68



Por otra parte consideramos que el estimulo se compone de una onda monotonal, lo cual implica
que la frecuencia es constante: w = constante = w,. Si la posiciéon de resonancia de la onda
cuya frecuencia es la anterior es x,, la ecuacién (4.7) indica que la rigidez en dicho punto es
s(x,) = w,B, y que la ecuacién para el numero de onda puede escribirse como

w,A
s(z) — s(z,)

Por lo tanto, conforme la onda se aproxima al punto de resonancia su numero de onda tiende
a infinito, por lo que su longitud de onda disminuye considerablemente. Ademas, como w =
constante = w,, entonces el flujo promedio de energia, A%, no depende de ¢. Asi, por la ecuacién
(4.5) tenemos que

k(z) = (4.8)

0 (' (k)A%) _
Ee =0, (4.9)
por lo que
W'(k)A*(z) = W' [k(0)] A*(0) = constante,
es decir,
AQ(x) _ conslt]ante (4.10)

Pero los resultados experimentales muestran que U tiende asintoticamente a cero cuando nos
acercamos al punto de resonancia. Esto implica que la amplitud A de la onda crece sin limite
conforme nos acercamos a dicho punto. Este comportamiento se muestra esquematicamente en
la figura 4.1

Este patron de ondas muestra las siguientes caracteristicas:

Hay acumulacion de energia en la vecindad del punto caracteristico de la onda que trans-
porta dicha energia; la posicion de este punto depende de la frecuencia del estimulo.

Los puntos de acumulacion de energia se acercan a la base de la céclea si la frecuencia
del estimulo aumenta (ver la figura 3.12).

Las ondas se acortan conforme la onda se acerca a la posicién caracteristica.

e No hay onda reflejada.

A este mecanismo de absorcion de energia se le conoce como absorcion de capa critica, y se
presenta en problemas de fluidos estratificados [L.2]. Recordemos que sélo existen dos tipos
de mecanismos de disipacion de energia que incluyen el fenémeno de resonancia. El otro caso
aparece en problemas de guias de onda, por ejemplo, donde existe una frecuencia de corte.
El dltimo caso es opuesto al que hemos descrito pues en éste toda la energia se refleja y la
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Comportamiento cualitativo de la membrana basilar cuando no se
consideran mecanismos de atenuacién. Vemos que conforme nos
acercamos al punto caracteristico el nimero de onda y la amplitud
del movimiento crecen drasticamente, por lo que la energia trans-
portada por la onda se acumula en el punto = z,.

Figura 4.1: Comportamiento de la membrana basilar cuando no consideramos

efecto de la viscosidad.

70

el



amplitud de la onda es finita. Ahora trataremos de construir un modelo cualitativo donde el
mecanismo de absorcion de capa critica se refleje en la forma de la relacion de dispersion.

En el capitulo anterior 3, vimos que la estructura interna de la membrana puede modelarse
como un arreglo de fibras paralelas (figura 3.7 en la seccion 3.2.2 del capitulo 3). Por la forma
de la membrana basilar, la cual se muestra esquematicamente en la figura 3.9 del capitulo 3, la
rigidez de la membrana basilar debe de disminuir de la base a la punta del caracol. De hecho,
Lighthill menciona que la rigidez disminuye por cuatro 6rdenes de magnitud en la direccién
longitudinal de la membrana basilar [L.6]. Entonces el acoplamiento en la direccién z se debe
al fluido que rodea a la membrana. El efecto del fluido se refleja en la inercia del sistema, el
cual se compone de la membrana basilar y del fluido. Vimos que la relacion de dispersion es
de la forma mostrada en la ecuacion (4.8).

En esta ecuacién aparece la inercia anadida my debida al fluido, por que lo incluye el efecto
que éste tiene sobre el acoplamiento de las fibras en la direccién . La ecuacion (4.8) nos permitio
predecir algunos de los resultados que se observan experimentalmente y que corresponden al
mecanismo de absorcion de capa critica. De lo anterior podemos deducir que la relacién de
dispersion (4.8) es adecuada para describir el sistema de la cdclea. Por lo tanto este sistema es
un sistema hidroelastico en el cual tanto el fluido como la membrana intervienen para producir
el fenémeno de propagacion de ondas.

Esto explica la falla de los modelos elasticos. Dichos modelos suponen un acoplamiento
elastico en la direccion x, lo que da lugar a una relacion de dispersion de la forma

2 S(I)kQ
B4 Ak

La grafica de la relacion de dispersion anterior se muestra esquematicamente en la figura 4.1. En
k = k, dicha grafica tiene un punto de inflexién y la pendiente de la curva empieza a aumentar
después de este punto; por esta razoén la relacion de dispersion no muestra las caracteristicas
del mecanismo de absorcion de capa critica, lo cual contradice los experimentos. De hecho, el
punto de inflexion da lugar a una frecuencia de corte en = = z,.

Anteriormente vimos que si no consideramos el efecto de la viscosidad del fluido, cuando k& —
oo la amplitud del movimiento A también crece sin limites. Sin embargo, cuando consideramos
el acoplamiento de la membrana con el fluido, entra en juego la viscosidad del mismo como
mecanismo de disipacion de energia. En efecto, si bien la viscosidad es muy pequena, la
atenuacién de la onda debida a la viscosidad -del orden de (k? x viscosidad)- se vuelve de orden
O (1). Esta atenuacion es responsable de que la amplitud de la onda sea finita. Entonces, la
viscosidad provoca la disipacién de la energia -la cual es suministrada a sistema por el estimulo
en la ventana oval- en el punto * = z,, dando lugar a un estado periddico en el tiempo pero no en
el espacio. La forma del desplazamiento, con los efectos de disipacién incluidos, fue determinada
por Zweig y se muestra en la figura 4.1. Esta grafica la obtuvo Zweig interpolando los datos
obtenidos por Rhode en el experimento de las dos fuentes [R.1].
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w (k)

Relacion de dispersion que obtendriamos en caso de que hubiera
un acoplamiento elastico en la direccién x. En este caso la grafica
muestra la existencia de un punto de inflexion el cual corresponde
a una frecuencia de corte. En este caso la energia se refleja y la
amplitud de la onda es finita.

Figura 4.2: Relacion de dispersién en el caso de un acoplamiento elastico en la
direccidn z.
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Relacién entre el desplazamiento de la membrana basilar y el eje longitu-
dinal z de la membrana obtenida por Zweig. Esta relacién la determiné
dicho autor usando las datos experimentales de Rhode.

Figura 4.3: Desplazamiento (en nm) vs. coordenada longitudinal x (en ¢m) obtenida por Zweig.

El modelo cualitativo de propagacion de ondas que hemos descrito en este capitulo explica
como se propagan las ondas en la céclea. Vimos que conforme una onda se acerca a la posicion
caracteristica que le corresponde su numero de onda y su amplitud crecen. También vimos que
la accién de la viscosidad sobre la onda no solo limita el crecimiento de la amplitud, la cual
alcanza un maximo finito, sino que también provoca el decaimiento a cero de dicha amplitud
gracias a la disipacion en la energia. Sin embargo este modelo cualitativo no nos ayuda a
comprender cémo se mueven las células ciliares del érgano de Corti, el cual se encuentra sobre
la membrana basilar (ver figura 3 del capitulo 3). Como dijimos en el capitulo anterior, estas
células -en particular, las células internas- son responsables del mecanismo de transduccion de
la senal mecanica en una senal eléctrica.

A continuacion trataremos de explicar el movimiento de las células como una consecuencia del
mecanismo de propagacion de la onda y de la absorcion de la energia en el punto caracteristico.
Vimos en la seccion anterior que estos mecanismos son lineales. Sin embargo, en la region donde
la amplitud del movimiento crece enormemente (en relacién con el movimiento de puntos mas
cercanos a la base de la cdclea) para luego decaer a cero, los efectos no lineales se vuelven
importantes. Uno de estos efectos es la aparicion de un flujo medio -analogo al flujo acustico
que estudiamos en el capitulo 2- generado por la atenuacion de la energia de la onda. Este flujo
podria generar un flujo de volumen en el plano perpendicular a la direccion de propagacion.
Como la energia transportada por la onda se disipa totalmente cerca del punto caracteristico,
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en esta region el flujo medio es mayor que en otras regiones mas cercanas a la base. Entonces
el flujo de volumen generado en el plano (z,y) puede ser suficientemente grande como para
provocar la deflexion de las células ciliares.

En la siguiente seccion trataremos de escribir las ecuaciones de movimiento para el problema
de la coclea, basandonos en los resultados cualitativos que obtuvimos en esta seccion. Esto nos
permitira, posteriormente, incluir los efectos de los términos no lineales sobre el movimiento.

4.2 El sistema hidroelastico y sus propiedades disper-
sivas.

Por la seccion anterior sabemos que la relacién de dispersion

L rigidez generalizada

inercia generalizada
es valida cuando
e la rigidez incluye las contribuciones de las fuerzas que tienden a mantener al sistema en
equilibrio y
e la inercia incluye las contribuciones de las masas que deben ponerse en movimiento para

que el sistema se mueva a su vez.

En ambos casos, son las contribuciones en la energia las que son relevantes para definir a la
rigidez y a la inercia [L.5, p.164]. Independientemente de la coordenada generalizada g que
utilicemos, las energias potencial y cinética se definen como

1
E, = 3 ¢y (4.11)
1 aq>2
FE., = = — 4.12
- 2"L<at ’ (412)

donde m y s son la inercia y la rigidez de la membrana basilar respectivamente. Para flujos
en ductos en general, en particular en el caso de la céclea, £ y E, son energias por unidad de
longitud del ducto.

La rigidez volumétrica s = s(x) satisface la ecuacion (4.11) si ¢ es el volumen desplazado
en una de las rampas por unidad de longitud -en la direccion z-. Sea entonces V' el volumen
desplazado durante el movimiento de la membrana. Por otro lado, definimos a 2p como la
diferencia de presiones entre las rampas requerida para producir el desplazamiento del volumen

74



/Membrana basilar.
L & 4
k )
Dos segmentos no acoplados de la

membrana basilar.

Figura 4.4: Idealizacion del sistema coclear.

por unidad de longitud V' [L.5, p.199]. Por conservacién de energia, la tasa de cambio de la
energia del sistema coclear debe ser igual a la tasa de trabajo Qp%—‘; efectuado por la diferencia
de presiones entre las rampas vestibular y timpanica. Finalmente, aproximamos la condicion
sobre la membrana basilar como una condicion en y = 0. De este modo, la condicién de
acoplamiento entre el fluido y la membrana basilar se expresa como

2
9 lzm (24 ;Vz] =5 (),
ot |2 ot 2 ot

esta condicidén se reduce a

2

mﬁV(x,t) + s(x)V(x,t) =2p(z,t) en0 <2< oo, (4.13)

donde p(z,1) es la diferencia de presiones entre las dos rampas del fluido que rodea a la mem-
brana. La ecuaciéon (4.13) es la ecuacién de un oscilador arménico forzado. La frecuencia
natural de dicho oscilador es w? = s/m donde m es la masa de la membrana basilar. La

idealizacion del sistema se muestra en la figura 4.4.

Como dijimos anteriormente supondremos que el movimiento es bidimensional y que se
efectia en el plano (z,y) (la justificacion detallada de esta idealizacién se encuentra en el
apéndice A). Por otra parte, suponemos que el flujo es irrotacional, por lo que la velocidad @
de dicho fluido puede expresarse como el gradiente del potencial de velocidades. Entonces por
la ecuacién lineal de conservacién de momento (2.12) del capitulo 2 y por la incompresibilidad
del fluido, la presién p del fluido satisface la ecuacion de Laplace

Vip=0 en0<z< . (4.14)
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Ademas, suponemos que el laberinto 6seo es una frontera sélida y que este laberinto se encuentra
a una distancia y = £d -con d constante- de la membrana basilar. La condicién que satisface
p en la frontera es entonces
dp
dy

Ademas si recordamos la analogia del problema con la propagacion de ondas en agua profunda

0. (4.15)

(ver apéndice C), podemos interpretar la condicion de superficie libre como una condicién sobre
la aceleracion de la membrana. Supondremos entonces que esta aceleracion viene dada por el
gradiente de presiones -generado gracias al movimiento de los fluidos- entre las dos rampas que
componen a la céclea y que estan separadas por la membrana basilar. Tomaremos la rampa
vestibular como objeto de nuestro estudio, por lo que aqui y > 0. Recordemos, ademas, que

V' es el volumen desplazado, por lo que la aceleracion es —, entonces por la segunda ley de

Newton, obtenemos una segunda condicién sobre la membrana dada por la ecuaciéon

pf/::Zd%, eny=0 con0 <2< o0. (4.16)
Y

Por otro lado, debemos de considerar las condiciones de frontera para 9,V y 0;V en t = 0, asi
como la condicién para V en la posicién del estimulo, la cual es

V(0,0;t) = V, exp (iwt),

para V en la base de la membrana basilar. El sistema de ecuaciones (4.13), (4.14), (4.15) y
(4.16), junto con las condiciones de frontera para V', constituyen el sistema de ecuaciones que
describen el movimiento.

Debido a que el estimulo es una onda periddica con respecto al tiempo vamos ahora a tratar
de encontrar soluciones para este modelo.

Buscamos soluciones del tipo de ondas viajeras que sean periddicas en el tiempo, por lo que
proponemos a V' y a p de la forma

€

V = Alex)exp(iwt) exp l_iﬂ(ex)l +eV 4. (4.17)

0
p = Blex,y)exp(iwt) exp [—i (6;17)] +epM 4.t (4.18)
€

Donde € representa la escala tipica de la inhomogeneidad, es decir, a la escala de s(ex) con
respecto a la longitud de onda del movimiento. De la ecuacién (4.18) podemos deducir que
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agr _ (é)QB(e:c,w exp(iwt) exp l—ig(ex)] +

8132 c
2,(1) . ..
+e { 9 P;Q —i0B(ex,y) — QiHB} exp(iwt) exp l—la(?)l +- 0y
(4.19)
2 2
%;; = a@yé exp(iwt) exp l—t@] +-, (4.20)

donde el punto significa que derivamos con respecto a la variable lenta -es decir con respecto a
€x-.

Como p satisface la ecuacion de Laplace (4.14), si sumamos las ecuaciones (4.19) y (4.20)
los coeficientes de cada una de las potencias de € debe anularse. Considerando el coeficiente de
la potencia de € de orden 0 obtenemos la ecuacién diferencial

0B
y*
cuya solucién puede escribirse como
Blex,y) = Fi(ex) exp(fy) + Fo(ex) exp(—Oy).

La ecuacién anterior nos permite escribir la aproximacion a orden cero de la presion. Si la
sustituimos en la ecuacién (4.18) para p y usamos la condiciéon de frontera (4.15) en y = d,
vemos que p tiene la forma

(9)2 B(ex,y) =0,

€

p=Flez) {exp [9(637)3/] + exp [29(ex)d - H(Gx)y] } exp liwt - i@(em)] _

Podemos eliminar a F' de la ecuacién anterior si consideramos la condicién de frontera (4.16)
sobre la membrana basilar. Usando la forma (4.17) que propusimos para V, vemos facilmente

que
9*V 0(@)]

Patg

= —pw® A(ex) exp(iwt) exp [—i
€

por lo que la condicién (4.16) queda como

dB(ex,0)
—pw? Alex) = 2d—""-.
pw” Afex) o

0B(ex,0)

Podemos encontrar a por medio de las ecuaciones anteriores. Esto nos permite

Y
determinar a F' en funcion de A, de modo que
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Flex) = —pw?Alex) {Zdé [1 — exp (Zdﬁ)] }_1 (4.21)
Por otra parte, la ecuacion (4.13) se escribe en términos de A y de F' como

[—mw2 + 8(61‘)] Alex) = 2F (ex) [1 + exp (ZQd)] ) (4.22)

Eliminando a F(ex) de la ecuacién (4.22) por medio de la ecuacién (4.21), obtenemos fi-
nalmente la relacién de dispersién (cuando consideramos la aproximaciéon a orden cero de las
magnitudes fisicas V' y p) dada como

) N exp(Qéd)—{—l B N
w {m +p (0d) W} = s(x). (4.23)

En el limite cuando el nimero de onda crece 8d > 1 y la ecuacion (4.23) toma el valor dado
en la ecuacién (4.6), la cual es la relacién de dispersién que estabamos buscando, pues es la que
permite que se satisfagan las observaciones cualitativas de la seccion anterior.

Vamos ahora a indicar esquematicamente el proceso que permite obtener el siguiente orden
de la aproximacién de la energia. Las variables V1) y p(1) satisfacen las siguientes ecuaciones
no homogéneas:

9V
mT sl = 0,
92y () ap)
= 2d
P o ay
2,10 g ) 0
861;2 +aa];2 - —i@FeXp{iwt—il (i"’;)” x

{exp [0(6.13)!/] + exp [29(@) d— H(Gx)y]} ,

con las condiciones en la frontera correspondientes. El sistema homogéneo debe tener so-
luciones y una de ellas es la onda cuyo numero de onda 0 satisface la ecuacién de dispersion.
Por lo tanto, el sistema no homogéneo tiene soluciones tnicamente cuando se satisface una
condicion de compatibilidad. Podemos obtener esta condiciéon separando variables e integrando
por partes la ecuacién que resulta en y para p(!). Esta condicién toma la forma de una ecuacién
diferencial para F'y podemos expresarla en términos de la variable V' como

O Az
0_xw (k)A*(ex) = 0.
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La ecuacién anterior es precisamente la ecuacion (4.9) que sugerimos de manera cualitativa,

al usar el argumento de velocidad de grupo cuando — = 0. Nos fue posible utilizar este

argumento por que no hay una dependencia temporal explicita.

4.3 Efectos viscosos.

En esta seccion estudiaremos el efecto de la viscosidad sobre el mecanismo de propagaciéon de
ondas en la coclea. Debemos entonces de considerar la ecuacién de conservacion de momento
del fluido que rodea a la membrana. Supondremos que el fluido es incompresible por lo que
podemos tomar a la ecuacién (2.35) de Navier-Stokes -que dedujimos en el capitulo 2. Como

i i ., , . ) S S R )
primera aproximacién supondremos que el término no lineal (4 - V)4 -donde # es la velocidad
del fluido- de dicha ecuacion es pequeno; entonces u satisface

817 . 2
pat = uVu — Vp.

A esta ultima ecuacién se le conoce como ecuacion de Stokes.

Peskin siguié este método para determinar la forma de la propagacion de la onda sobre la
membrana y para tratar de explicar el principio de posicion. Peskin considera que la mem-
brana es viscoelastica, por lo que en sus ecuaciones aparece un coeficiente de viscosidad de la
membrana. Sabemos que no existen evidencias de dicho coeficiente. Sin embargo, el modelo
de Peskin también presenta las caracteristicas del mecanismo de absorcion de capa critica. El
problema con dicho modelo es que debe resolverse numéricamente. Por otra parte Lighthill
encuentra una solucién aproximada al problema en forma analitica. Esta solucion permite es-
tudiar los efectos de la viscosidad en la capa critica, asi como encontrar el flujo medio que
actia como fuente de flujo de volumen. Este flujo de volumen podria ser el responsable del
movimiento de las células ciliares.

Como queremos estudiar el efecto de la viscosidad sobre el movimiento, no podemos suponer
que siga siendo valida la ecuacién (4.14) (aunque después veremos que si lo es), debido a que la
dedujimos para el caso en el que el fluido es irrotacional: Como vimos en el capitulo 2, en las
regiones donde la viscosidad es importante el fluido no puede considerarse como irrotacional.
Las demas ecuaciones de la seccion anterior no se modifican. Debemos entonces resolver el
sistema de ecuaciones

0*V :
m +s(x)V = 2p(x,0,t) si 0< < oo, (4.24)
0*V . Op : .
P o = Zd%(o,t) si 0<z< oo, (4.25)
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Por = uV*i—Vp si 0<z < oo, (4.26)
V-u = 0 si 0<y<d, (4.27)
u = (0, aa—‘t/) en y=0y (4.28)
u = 0 en y=d. (4.29)

Ademas, supondremos que la viscosidad cinematica v es pequena y que sus efectos estan
confinados dentro de la capa limite.

En esta seccion vamos a determinar la disipacién de la energia debida a la viscosidad. Para
ello es necesario que encontremos una expresion para la velocidad 4 del fluido. Esto es lo que
haremos a continuacién. Por analogia a nuestro razonamiento de la secciéon anterior, vamos a
suponer que la forma de V' puede aproximarse por la expansion (4.17), por lo que su derivada
con respecto al tiempo es

ov
ot

c

= iwA(ex) exp lm —iM] +ee (4.30)

donde A y 6 los determinamos en el caso de la solucion inviscida. Entonces la condicion de
frontera (4.28) puede escribirse como

=
U

= (0,iwAexpifwt — kz])

‘y:O

Por otra parte suponemos que % es una funcion periédica con respecto al tiempo, por lo que
U = (u,v)exp(iwt), (4.31)
Entonces pg—f = twi. Otra conclusién de la condicién anterior seria
wi = uV*i — Vp. (4.32)

Cuando calculamos la divergencia de la ecuacion de Stokes -ecuacién (4.26)- y usamos la
relaciéon (4.32) notamos que

piw(V - @) = =V*p + uV3V - 4.

Si recurrimos a la ecuacién (4.27) obtenemos

Vp = 0. (4.33)
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Ademas, podemos eliminar a p de la ecuacién de Stokes pues la ecuacion (4.33) anula el término
V23 Vp] = 0. Consecuentemente, al calcular el laplaciano de la ecuacién (4.32) encontramos que

VA [V? —iwr i = 0.

Por lo tanto, p y u satisfacen el sistema desacoplado

Vip = 0,
Vg = 0y

v (VQ—if)ﬁ _—
vV

Donde v = %. Si suponemos que u es de la forma (separacion de variables)
. 0
u=Ul(y)exp(iwt —i—).
€

y la escribimos en la ecuacién (4.37):

0*u 49 0*u N 0*u B
Jzt dz20y? = Oy

: -1
wr l@ —|— a—yQ

2 2
0%u au]:m

encontramos que

(0)*0 —2(0)*U" (y) + UM (y) —iwv™" [—(0)°U + U] =0

Si definimos K* = (#)* + iwv™!, encontramos que la ecuacién se escribe como

U'y) — [(0)* + K*| U"(y) + (0*K*) U = 0.

(4.34)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Un breve examen de esta ultima ecuaciéon nos indica suponer que U = exp(ry). Entonces

obtendremos el polinomio r* — [92 + KQ] + (9)2[(2 = 0. Este polinomio tiene como raices a

ro= :I:é, + K. Sireemplazamos la condicién de frontera en y = d por una condicién para y

grande encontramos que

U(y) = Bexp(—0y) + C exp(—Ky).

Ademas U = 0 en y = 0 nos especifica que
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Uly) = B |exp(—0y) — exp(—Ky)| .

Si escribimos la componente v de la velocidad de la forma v = Vexpi(wt — 8/¢) entonces
vemos que v satisface las mismas ecuaciones aunque cumple con la condicion de frontera V =
wA en y = 0. Ademas, v satisface la relacion g—g + g—Z = 0. Entonces

—i0B [exp(—@y) — eXp(—K'y)] +D [K exp(—Ky) — éexp(—éy)] —wAK exp(—Ky) =10

De esta ecuacion inferimos que

W0B+60D = 0 vy
0B+ KD = iwAK.

Al resolver este sistema encontramos que u y v son de la forma:

u(x,y) = 1D exp [wt - i@(e:c)] {exp(—éy) — eXp(—K'y)} y (4.41)
0 . .
v(z,y) = Dexp [wt —1 (61)] {exp(—@y) — 0K eXp(—Ky)} , (4.42)
€
donde las funciones D y K satisfacen
D(1 —0K™Y) = iwA(ex) y (4.43)
K? = 0% +iwr . (4.44)

Ahora podremos calcular la disipacion de la energia cinética debida al efecto de la viscosidad.
La tasa de disipacion de energia D, por unidad de volumen y promediada sobre un periodo
temporal, se expresa como [L.4, p. 592]

D =2(( %)+ (g—y)> +u<(g—;‘ ¥ g—x)>

Si usamos las ecuaciones (4.41) y (4.42) para u y para v, respectivamente, vemos que

% = % exp lwt _ LH(Gx)] {exp(—Gy) - eXp(—Ky)},
g_Z = %971[( exp th — 69(?)] {—éexp(—éy) + K eXp(—Ky)},
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g—; = % exp [wt - i@(e:c)] {exp(—éy) — eXp(—K'y)},
ov ihwA b(ex

- P lwt—z )1{—exp(—9y)+exp(—f(y)}-

dy  1-6/K

Por otra parte, demostramos en el capitulo 2 que el promedio (con respecto al tiempo) del
producto de dos variables de la forma (A + Bi)exp(iwt) es simplemente la mitad del factor
-que mutiplica a la exponencial- de una de ellas por el complejo conjugado de la otra. En el
apéndice A demostramos que esto es cierto también cuando dichas variables se escriben como un
complejo multiplicado por exp(iwt — i6/¢€). Aplicamos este resultado aqui. Si no consideramos
la componente exp(iwt — 0 /¢), podemos deducir facilmente, de las ecuaciones anteriores, que

(%) (%)* - LA)QJ‘GXP(—@)—GXp(—Ky)‘Z Y
(22) (25) - L/WJ‘GXP(_@)—GXP(—K;U)‘Q.

Del mismo modo, tenemos
o oo\ (ou oo\ A(fwA)
(0 v (2 o) _ ey
dy 0xr) \dy Oz <

Por lo tanto, D queda como

fﬂwfwmz {‘exp(—é‘y) - eXp(_Ky)‘Q *

Pero el término entre llaves de la ecuacion anterior es igual a

. . 2
exp(—0y) — % (02[&’_1 + K) exp(—Ky)

) 1. )
D= exp(—0y) — 5 (0K=" + K07') exp(—Ky)

)

2€Xp(—29y) {1 + i ‘9[&'_1 + [(9_1‘2} lexp(—2Ky)| —
9‘3{[2—1—9[&’_1 —i—](é_l] exp [— (9—{—[&’) y]}

Si integramos la expresion anterior de y = 0 a y = oo, obtenemos la disipacion total de energia
por unidad de area A, como:

A = HUJA {91

RO+ K} +

(97“/1)2 RR(K)]™ [1 + i 0K+ Ké—ﬂ . (4.45)
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En efecto,

2/exp 29y 9_1;
0
1 + 0K + K6- 1‘ no depende de y y
[ lexp(=2Ky) dy = RROF) 5
0

y finalmente

240K 4+ K1
0+ K

070%{[2+9[(_1—|—](9‘1]6Xp[ (6+K)y]}ay = —3%(

= R0+ K.

Ahora bien, la expresion para A puede reescribirse como
pwA)?
4|16 /K|’

A= K (RE) [ 80° (RK)? + 46 |K* + |97 + K

1

Ademas, sabemos por la ecuacion (4.44) que

0 = R(K*)=2(RK)* —|K|™*, vy que
‘92 + K? : = 402 + w2
Entonces A se reduce a
A M((ZA)Q (

Si escribimos lo anterior en términos del nimero adimensional k = 6/v/w, tenemos que

. (k% + 1)1/2—|—/<:2 1
A= { R T3 A (1.46)

Este coeficiente es un coeficiente de disipacién por unidad de longitud y sobre un ciclo. Esto
quiere decir que debemos modificar la ecuacion de conservacion de la energia para la amplitud,
de modo a incluir los efectos disipativos. Este coeficiente A depende de la amplitud A de V,
del numero de onda local é, y de un factor donde interviene el nimero adimensional k. Si
incluimos los efectos disipativos, entonces dicha ecuacién queda como

a ! 2 2
o (k) A = —AA%
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Podemos facilmente integrar esta ecuacion, dando como resultado

T

A
—/—dm
w/

0

W'(k) A*(z) = w'(0)A*(0) {exp

por lo que la amplitud es de la forma

A*(z) = %ﬁ;(o) {exp [— / a dl’] } , (4.47)

w/

La ecuacién (4.47) nos permite interpretar la abrupta caida de la amplitud de la onda a cero.
esta caracteristica se debe a que W' tiende a cero conforme se acerca la onda a la posicion
caracteristica. En efecto, por la relacion de dispersion que obtuvimos (ver figura 3.14), vemos
que w' tiende a cero mas rapidamente que w, —w, o que &, —z en nuestro caso (pues consideramos
a w fija). Cerca de la posicién caracteristica, podemos, de lo anterior, deducir que w’ se hace
cuadraticamente cero como funcién de la diferencia z, — z, es decir, ' [k(z)] ~ a (z, — z)?,
con a > 0. Si A fuera cero, la amplitud A de la onda se volveria infinita cuando w’ tiende a
cero, que fue lo que dedujimos anteriormente. Pero como A siempre es positiva (ver la ecuaciéon

(4.46)), en la vecindad de z, tenemos que

A 1
exp _/J dx%exp[—%_ﬂc],
0

por lo que la amplitud del movimiento de la membrana es cero en * = x,. Esto nos indica
que la amplitud desarrolla un gradiente decreciente muy pronunciado en la vecindad de la capa
critica. La amplitud de la onda, incluyendo los efectos viscosos, se muestra esquematicamente

en la figura 4.3. Debemos senalar que hasta la fecha no existe un tratamiento matématico
completo que obtenga la ecuacion de disipacion de energia como consecuencia de una condicién
de compatibilidad.

En el desarrollo anterior consideramos que los términos no lineales @ - Vi eran pequenios. Sin
embargo, cerca del punto caracteristico la amplitud de la onda es grande y el efecto de estos
términos es importante. En la siguiente seccion estimaremos el efecto mas notable de estos
términos sobre el movimiento, es decir, la aparicién de un flujo de volumen medio en el plano
(z,y) -el plano transversal de la membrana basilar.

4.4 El flujo medio.

En la seccién anterior omitimos los términos no lineales de la ecuaciéon de Navier-Stokes (4.26),
y esto nos permitié calcular el efecto de la disipacion en la capa critica. En esta seccion
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Esquema del desplazamiento de la membrana basilar cuando con-
sideramos disipacion, la cual se debe a el efecto de la viscosidad
sobre el movimiento de la membrana. En el punto x, la amplitud
de la onda es cero, por lo que dichos efectos son responsables de
que la energia transportada por la onda se disipe dentro del fluido
antes de que dicha onda alcance el punto caracteristico.

Figura 4.5: Esquema del desplazamiento de la membrana basilar.

86



estudiaremos el efecto de los términos no lineales. Si incluimos estos términos, la ecuaciones
que debemos resolver son

mV + s(x)V = 2p(x,0,1), (4.48)
pV = zd@(;c,o,t), (4.49)
dy
ou . . 92
Vi = 0, (4.51)
= (u,v) = (0, V) eny=0y (4.52)
u = 0O0eny=d. (4.53)

Por otro lado, ya calculamos la solucién aproximada de @®) (ecuaciones (4.41) y (4.42), y
basandonos en las expresiones dadas por las ecuaciones (4.17) y (4.18) encontramos las aproxi-
maciones V(© y p(®). Escribimos a la solucién como una funcién periédica y una contribucién
debida a los efectos no lineales, cuya importancia se debe a la presencia de una capa critica en
x = x,. Para calcular los efectos no lineales tomamos aproximaciones

v o= w4 (4.54)
Oy (4.55)
p o= pO M 4o (4.56)

para u, V y p, respectivamente.

Si linealizamos al sistema de ecuaciones que describen al movimiento, obtenemos, para los
términos de orden (1),

mVW 4 s(x) VD = pi), (4.57)
. opH)
PV = ng , (1.58)
y
dat)
P + (@ v)a + (@ v) @ + (@ v)a® = —vp® 4 v,
(4.59)
v.-a® = o, (4.60)
@Weny = 0y (4.61)
@M eny = 0. (4.62)

Vemos que el término ('J(O) : V) i®©) es como una fuerza externa que actia sobre el flujo u(®).

Como @) es del orden de [u(o)] 2, podemos despreciar los términos ('J(O) . V) iy (ﬁ(l) . V) i©)
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en la ecuaciéon (4.59). Obtenemos entonces la ecuaciéon de Stokes (4.26) pero con un término

extra de forzamiento (término ('17(0) . V) @); es decir,

datt)
P51

= —vpW + (V2 — (g(o) : V) @, (4.63)

con las condiciones de frontera @ = 0 en y = 0 y en y = d. Desarrollemos ahora el término
('J(O) : V) i en serie de Fourier con respecto a  y a t . Este desarrollo se descompone en un
término promedio y en un término que oscila con respecto al tiempo. En el capitulo 2 (seccién
2.5) discutimos las contribuciones de estos términos y su origen. En este caso la fuerza debida

al esfuerzo de Reynolds tiene dos contribuciones, que son

F, = v (.J(O).J(O) - ({j(o)ﬁ’(o))7 (4.64)

donde la barra denota promedio espacial y temporal. Cuando la amplitud de las ondas no
depende de z, la unica contribucién a la fuerza es la del segundo término del lado derecho de la
ecuacion (4.68). Sin embargo, en el problema que estamos estudiando ambos términos aparecen.
Desarrollando el término @) en serie de Fourier tenemos que el término independiente del
tiempo satisface la ecuacion

T v = 4,2 aea0 — 0 zoz0l (4.65)
ox dy
V.il=0y (4.66
@ =0eny=0,y=4d (4.67)

La dependencia en x en la ecuacion es ahora sobre la escala mas lenta. Ademas, las componentes
en la direccién y tienen promedio cero. En principio, la solucion del sistema de ecuaciones dado
por la ecuacién (4.65) y la ecuacion (4.66), junto con las condiciones de frontera (4.67) es el
flujo acistico que estamos buscando. Como el problema es lineal, basta con que conozcamos
una solucién fundamental del problema de Stokes para escribir una solucién de las ecuaciones
(4.65), (4.66) y (4.67) anteriores en términos de una integral del tipo de la que se obtiene con
la teoria del potencial. Aunque esta formulacion es exacta, tiene la desventaja de ser dificil de
interpretar. Por lo tanto, seguiremos otro camino.

Para empezar, recordemos que la fuerza debida a los esfuerzos de Reynolds se restringe a la

capa limite, ya que decae como exp (—y\ /w/l/). Por esta razon, el flujo acustico se concentra en
la capa limite. Esto nos motiva a reemplazar a la fuerza externa por una condicion de frontera
efectiva en y = 0. Esto es el analogo a reemplazar la ecuacion ordinaria inhomogénea

n
W'y = f(), con
y(0) = 0 cuando y — 0, z — oo,
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por la ecuacién homogénea

vy" —y = 0, con

y(0) = f(0) cuando y — 0, v — 0,

cuando v — 0. En nuestro caso el analisis es mas complejo ya que se trata de un vector y que
debemos satisfacer la condicién V - @) = 0. En el apéndice A explicamos como encontrar en
este caso la condicion de frontera efectiva. Entonces obtenemos que el flujo acistico esta dado,

en este caso, COoImno

- 2
a1 = l%AQg — 8% (%) ,0] = (us,0) en y = 0. (4.68)
El primer término de la componente horizontal de @ es la contribucion del término —p;—yﬁ(o)ﬁ(o)
-de la ecuacion para F,-, mientras que el segundo depende del gradiente del cuadrado de
la amplitud de la onda. Ambos términos tienen el mismo signo en la vecindad de z,. El
decaimiento de A? debido a la viscosidad del fluido produce un flujo medio muy intenso. A
continuacion veremos que este flujo medio es responsable del flujo de volumen en el plano
transversal de la coclea, el cual es perpendicular a la direccion de propagacion de la onda. Con
la condicién de frontera (4.68) anterior podemos resolver el problema de Stokes. Como el flujo
se encuentra confinado en la capa limite, no consideraremos la condicion de frontera en y = d.
Por lo anterior, resolveremos ahora el problema dados por las ecuaciones

uV*i = Vpy (4.69)
Vi = 0, (4.70)
con las condiciones de frontera
i = (us;,0)eny=0y (4.71)
u — 0 cuando y,z — oc. 4.72)

Aqui hemos idealizado a la onda y al flujo medio al despreciar su dependencia con la variable
z. La solucién de este problema de Stokes es clasica (ver, por ejemplo la referencia [B.1]). Por
esta razon reproducimos los detalles necesarios para la interpretacion de dicha solucién. Para
obtener una solucion singular, consideremos el problema homogéneo. Entonces la presion es
solucion de la ecuacion de Laplace

Vip=0.
Por otra parte, si 4 es de la forma
— p
u = ﬂ(rv Y, Z)7
entonces u satisface
pNV?ii = Vp,
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ya que VZp = 0. Pero
V- l%(r7yaz)] =3p+ (.?f,y,Z) - Vp.

La ecuacién anterior no es cero a menos que la funciéon p sea una funcion homogénea de grado
(=3) (por el teorema de Euler para funciones homogéneas). Por lo tanto, para obtener una
solucion debemos de encontrar una funcién arménica de grado (—3). Entonces necesitamos una
solucién con la singularidad apropiada. Como el dipolo es de grado (—2), y el cuadrupolo de
grado (—3), tomamos una solucién cuadrupolar del tipo

3y
p=0Q—— 4.73
p Q4ﬂ_r57 ( )
con 1 = a2+ y?+ z2. Entonces p, dada por la ecuacién (4.73) presenta las propiedades
que necesitamos pues es una funcién arménica de grado (—3) y tiene una singularidad en
x =y = z = 0. El campo de velocidades asociado a la distribucion de presiones dada por la

ecuacion (4.73) es

L Q 3y
U= — ' . 4.74
u 2/1/ 4777'5(x7y’2) ( )
Vamos ahora a demostrar que cuando y — 0 tenemos que
Q 3z%y  Q
= —6(z)é(2). 4.75
3 Tt~ 1, 0@)(2) (4.75)

Sea el caso en que y es positiva y sea una funcién f(z,z) de soporte compacto; integremos
sobre el plano las componentes de @ multiplicadas por f. Si v es la componente vertical de la
velocidad, tenemos que

Q 3y* p* cos b )
// derdZ_Zluélﬂ' // 5/2 f(pcosb,psin@)dpdb.

“oo 50 (r* +y?)
Si dividimos a la integral en dos integrales, la primera sobre el intervalo [0,¢] y la segunda
sobre [¢, 0], queda claro que la integral sobr el intervalo [¢, oo] tiende a cero cuando y tiende a
cero. Para poder evaluar a la primera integral, desarrollamos a la funcion f en serie de Taylor
alrededor del punto (0,0), de modo que

f(pcosb,psinf) = f(0,0) + g—fpcosﬁ—l— g—fpsiHQ—l—--- = f(0,0) 4+ O(p).
x y

La integral sobre 6 de f(0,0) es cero. Para el término O(p), tenemos una integral acotada por

arriba, pues
€

!/P
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Pero y"¢'~" tiende a cero cuando y tiende a cero y cuando 5 es menor que 1. Por lo tanto,

hm// (z,z)dxdz = 0.

— 00 — 00

Siguiendo un razonamiento analogo para la componente transversal w, escribimos a la integral
sobre el plano (z, z) del producto de w por la funcién f en coordenadas polares, de modo que

7 OO’ _Q 3y p® cos B sin b
_/_/ w f(2,2) de dz = 2W// e U0+ 0 dpde

En este caso obtenemos el mismo resulatado que el que obtuvimos antes para v, es decir, que el
limite de la integral es cero cuando y tiende a cero. Finalmente, para la componente horizontal
u tenemos que

]o]ouf(:z:,z)dxdz_%z_i// P cos2€/2 [£(0,0) + O(p)] dpd8.

—00 —00

1 + cos(20)

Como cos® ) = , s0lo tenemos que evaluar la integral correspondiente al término

cos(26)

1/2, pues el término nos da una integral que podemos facilmente evaluar a partir de los

resultados anteriores y cuyo limite es cero. Para el término 1/2 tenemos una integral de la

forma .
e
—————=[f(0,0) + O(p)] dpdé.
2p 4w ) 2(p2_|_y2)5/2[ (0,0) ()]
Pero
27 3 . o
P p’ 2
0/(/)2‘|‘y)5/2 3+l 3] (p? —I-y e

62

0
2 + 2
3(e? + y2)3/2 3(e2+y )1/2 3y’

3
Y recordando que debemos multiplicar el resultado anterior por (8—) y, tenemos finalmente
que
Q
hm uf z,z)dedz = f(O 0),
por lo que

limu = 425(37)5(2),

y—0 o
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que es exactamente la ecuacion (4.75) a la que queriamos llegar. Esta forma (4.75) de u es una
solucion fundamental del problema. Si tomamos a () igual a 4y, podemos concluir que el flujo
que mueve a las células ciliares es de la forma

wo S (z = &y(z —n)
2[04 — ) 4y 4 (2 — 1)

5 5/2m(€777) d¢ dn. (4.76)

En la ecuacion anterior hemos extendido las integrales al plano y = 0 ya que @; esta concentrado
cerca del punto ¢ = x, y distribuida uniformemente en la direccion transversal. Obtendriamos
una férmula andloga a la ecuacion (4.76) anterior para la velocidad v. Si integramos por partes
(en ¢) la integral en la ecuacion (4.76) vemos que la componente en la direccién transversal de
la velocidad w puede reescribirse como

2177_[0 ZO +;_+n() )2]3/2 (-a@f)) d¢ d. (4.77)

La ecuacién (4.77) nos permite deducir que w apunta hacia afuera de la fuente. En efecto, el
comportamiento de la integral se debe al término

)

el cual es positivo en el punto £ = z,. Ademas, w y (z — ) tienen entonces el mismo signo.

Por lo tanto, w apunta hacia afuera de la fuente. La figura 4.4 muestra esquematicamente las
observaciones anteriores.

También vemos que el flujo w es maximo cuando x ~ x,, es decir, en el punto donde se
forma la capa critica. Lo anterior explica el movimiento de las células ciliares como producto
de un estimulo de frecuencia especifica. Trataremos ahora de estimar este flujo. Para ello,

)

como una fuente concentrada. Para esto podemos aproximar la integral de la ecuacién (4.77)

0= ——— o 3/2//( )dfdn. (4.78)

27r[y + (z — ) o o

podemos interpretar el término

COomo

De la misma forma,

oo 5 3/2/ /(

27r[y2—|—(;17—:1: —I—Z2 e —mo

) dé du. (4.79)
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Membrana basilak

En esta figura se muestra esquematicamente la deformacion de las
células ciliares hacia afuera del punto z = z,, debida a la presencia
de un flujo medio w en dicha direccién.

Figura 4.6: Esquema de la deformacion de las células ciliares debida al flujo w.
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V4

Flujo de volumen generado por el flujo medio en la direccién transversal
de la membrana basilar. Este flujo medio es consecuencia, a su vez, del
flujo actstico generado por la disipacién de la energia de la onda cerca
del punto caracteristico x = z,.

Figura 4.7: Esquema de la intensidad de flujo de volumen g.

El valor de la integral en las ecuaciones (4.78) y (4.79) esta dominado por la regién a la derecha
del maximo de w;. Por lo tanto, como primera estimacién de la intensidad ¢ del flujo de volumen
proponemos

1 o0
0= 1 [mman (1.80)
Este flujo de volumen se muestra en la figura 4.4 para una distancia nodal fija, medida a partir
del origen.

Este analisis completa el modelo del movimiento de las células ciliares como generado por
una onda que viaja sobre la membrana; la maxima amplitud de la onda se produce en una
posicion que depende de la frecuencia del estimulo.

94



Capitulo 5

Resumen, conclusiones y perspectivas.

En este trabajo tratamos primero de describir algunas ideas de mecanica de fluidos necesarias
para comprender el problema de propagacion de ondas en la coclea. Hicimos hincapié en las
ecuaciones lineales y no lineales para fluidos, asi como en diversos mecanismos de disipacién de
energia. Incluimos también las ecuaciones para fluidos compresibles en un sistema adiabatico,
aunque como vimos después los efectos de la compresibilidad del fluido pueden despreciarse en
la region de la coclea que estabamos estudiando. También consideramos diferentes mecanismos
de disipacion de energia, los cuales son responsables de la aparicién de términos no lineales
-estfuerzos de Reynolds- en las ecuaciones de Navier-Stokes y generan un flujo medio impor-
tante en la direccién de propagacion de la onda. En el siguiente capitulo estudiamos algunas
propiedades de los fluidos cocleares y de la membrana basilar.

Ademas, vimos algunas caracteristicas del mecanismo de propagacion de ondas en la céclea
gracias a experimentos efectuados por Rhode. Estos experimentos muestran la discriminacion
de frecuencias debida a las propiedades mecanicas de la membrana basilar, lo que se conoce
como principio de posicion. En efecto, a cada frecuencia del estimulo le corresponde un punto
caracteristico sobre la membrana basilar; frecuencias mayores a la frecuencia de dicho punto son
absorbidas por la membrana en posiciones que se encuentran mas cerca de la base de la coclea
y por lo tanto no pasan por este lugar. Por otra parte, estos experimentos nos permitieron
deducir el caracter dispersivo de las ondas cocleares, asi como aislar los efectos de la dispersion.
Lo anterior nos llevo a estudiar, en el capitulo 4, los tres fendmenos que interactian en la
propagacion. El primero de estos, la dispersion de la onda, se debe inicamente a las propiedades
mecanicas de la membrana basilar y domina sobre el movimiento hasta que la onda llega al
punto caracteristico que le corresponde sobre dicha membrana. La dispersion es la que frena
a la onda y no le permite pasar mas alla de su punto caracteritico, de modo que tanto su
numero de onda como su amplitud crecen enormemente. En este punto se acumula toda la
energia transportada por la onda. A este mecanismo de absorcién de energia se le conoce como
absorcion de capa critica y se ha observado con anterioridad en fluidos estratificados, como por



ejemplo la ionodsfera. Es sorprendente ver que este fendmeno también se presenta dentro de la
coclea, y que por lo tanto un modelo de absorcion de energia parecido al de guias de ondas es
totalmente inadecuado para la descripcion de nuestro sistema.

Por otra parte, es en la capa critica donde la viscosidad del fluido interviene; es la viscosidad
la responsable de que se disipe la energia en la regiéon donde esta ultima se acumula. La
importancia de la viscosidad se debe a que el nimero de onda es muy grande en la capa critica,
por lo que la tasa de pérdida de energia se vuelve, a su vez, importante. Entonces, la amplitud
de la onda no crece infinitamente: alcanza un maximo y decae luego abruptamente a cero
por el efecto de la viscosidad del fluido que rodea a la membrana. Cuando esto sucede, los
gradientes de la amplitud son grandes; entonces debemos de considerar los términos no lineales
en las ecuaciones que describen al fluido. Estos términos no lineales generan un flujo medio
en la direccion de propagacion de la onda. Es en la vecindad de la membrana basilar donde
nos interesa determinar este flujo medio, pues vimos que sobre esta membrana se encuentran
la células ciliares -responsables del mecanismo de transduccién. Por estas razones dedujimos el
flujo medio en la vecindad tanto de la membrana basilar (es decir, en y = 0) como del punto
caracteristico que le corresponde a la frecuencia del estimulo, es decir, en una posiciéon muy
particular de la céclea. Finalmente, este flujo medio genera un flujo de volumen en la direccion
transversal.

Por la forma del flujo medio que determinamos, podemos ver que este flujo no depende de la
viscosidad, a pesar de ser una consecuencia del efecto de la viscosidad sobre la disipacién de la
energia transportada por el movimiento de la membrana. Esto nos induce a concluir que este
flujo medio aparecera aun cuando la viscosidad del fluido sea pequena. Suponemos que esto se
debe a que la tasa de disipacion de energia depende también del nimero de onda, y como en
la region donde aparece el flujo medio, este numero de onda es grande, la tasa de disipacion
también lo es. Finalmente, propusimos una forma para el flujo de volumen en la direccién
transversal. Evaluamos este flujo de volumen donde el flujo medio es maximo, que es cuando
es mas importante. Pensamos que este flujo medio de volumen es el responsable de la deflexion
-en la direccion transversal- de las células ciliares. Esta deflexién hace que los canales de las
células se abran, permitiendo el paso de iones dentro de las mismas. Este paso ionico dentro
de la célula, provocado por la deflexion, corresponde a la transduccién de la senal mecanica en
una senal eléctrica. Dejaremos el estudio de esta transduccion para investigaciones posteriores.

Hasta el momento es dificil realizar un experimento que determine el flujo medio de volumen.
Ademas, es posible que el papel que juega la membrana tectoria durante este proceso es el de
canalizar este flujo en la direccion transversal - sobre el plano de las células ciliares. Podriamos,
en el futuro, tratar de incluir a la membrana tectoria en el modelo y ver si es este el caso. Otra
simplificacion que hicimos en el desarrollo de este trabajo fue la de determinar el flujo medio
en un modelo bidimensional de la céclea. En este modelo, por lo tanto, es imposible ver el
efecto de la forma del laberinto dseo. Este efecto seria importante cerca de los puntos donde se
adhiere la membrana basilar, pues los movimientos de los fluidos no son importantes mas alla



de una distancia del orden de k~! de la membrana. Sin embargo, en el apéndice A, estudiamos
la forma de la velocidad en la direccion transversal y damos argumentos que nos permiten
concluir que, cerca del punto caracteristico, esta velocidad es mucho menor que la velocidad
en la direccion de propagacion de la onda. Este hecho nos induce a pensar que el flujo me-
dio de volumen que apareceria considerando al flujo acustico transversal, es también pequeno
comparado con el que determinamos en este trabajo y que puede despreciarse. Posponemos la
demostracion para el futuro.

Por otra parte, no consideramos en el modelo el efecto que pueden tener los surcos en el pro-
ceso de propagacion de la onda, efecto desconocido, hasta la fecha, de acuerdo con la literatura
consultada. Finalmente, mencionamos antes que es dificil medir el flujo de volumen a través
de las células ciliares, tanto por la estructura y las dimensiones de la cdclea como por la necesi-
dad de realizar este experimento in vivo. Recomendamos, para nuevas investigaciones, contar
con la colaboracion de fisidlogos experimentales de manera a subsanar este ultimo aspecto del
problema.






Apéndice A
Flujo acustico en la coclea.

Como vimos al estudiar el problema de flujo acustico en el capitulo 2, la ley de flujo de Rayleigh
se aplica al “flujo acustico resultante debido a la vibracién de una frontera que delimita a un
fluido en reposo”. En este apéndice trataremos de determinar el movimiento medio -al que
también llamaremos flujo acustico- generado dentro de los fluidos cocleares por la vibracién de
la membrana basilar. Como vimos en la ultima seccion del capitulo anterior, podemos considerar
a la membrana basilar como parte de la frontera que delimita al fluido. La membrana basilar
juega un papel similar al de la frontera libre en el problema de propagacion de ondas en agua
profunda. Aunque los fluidos cocleares no se encuentran en reposo, su masa decae como el
inverso del nimero de onda, y como cerca del punto de resonancia este numero de onda es
muy grande, la ley de flujo antes mencionada es aplicable también, aproximadamente, al caso
de propagacion de ondas dentro de la céclea. En este caso las ondas cocleares no son ondas
sonoras, sino ondas propagandose sobre una placa -la membrana basilar no se comporta como
una membrana en el sentido elastico de la palabra- cuya rigidez disminuye por cuatro ordenes
de magnitud desde la base hasta la punta del caracol.

En este apéndice mostraremos primero (seccion A.l) que el problema de propagaciéon de
ondas en la céclea puede reducirse a un problema bidimensional. Por la analogia del problema
con el de propagacion de ondas superficiales en agua profunda, podemos estudiar el problema en
una sola de las rampas. En este caso la membrana basilar es una de las fronteras que delimitan al
fluido. Las otras fronteras son rigidas pues las constituye el laberinto dseo. También suponemos
que el eje x es un eje de simetria de la membrana y que la forma del laberinto dseo es circular.
También consideraremos a la lamina espiral désea como inexistente, de manera que la membrana
basilar es el diametro del semi-circulo que delimita a nuestro fluido. Seguiremos considerando
que la aproximacion WKB es valida, por lo que proponemos un potencial de velocidades de la
forma

¢ = P(z,y)exp [t(wt — kz)].

El gradiente de este potencial de velocidades es igual a la velocidad del fluido, cuando éste es
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y
R
lim ®=0
R—-s o
Membrana basilar.
- R = R z
X

0,= V(D) e i (wt - kx)

Figura A.1: Planteamiento del problema en tres dimensiones, en términos del potencial de
velocidades ¢. En este esquema se muestra un corte transversal de la membrana. El eje x se
muestra también en la figura.

irrotacional. Lo anterior siempre se cumple si consideramos al fluido fuera de la capa limite, pues
entonces el fluido puede considerarse como ideal. Por otra parte, debido a que la velocidad de la
onda viajera es pequena y que en la region donde queremos encontrar la solucion la amplitud de
esta onda es maxima, podemos suponer que se cumple la ecuacién de Laplace -esta condicion es
equivalente a despreciar los efectos de compresibilidad del fluido, los cuales no son importantes
-como se vio el el capitulo 3- para frecuencias mayores a la frecuencia caracteristica que nos
concierne, pero no para frecuencias menores a ésta. Por lo tanto, usaremos las ecuaciones para
fluidos incompresibles que dedujimos en el capitulo 2. Por otra parte, supondremos que los
efectos de la frontera solida sobre el fluido pueden despreciarse, por lo que tomaremos a esa
condicion como si fuera a profundidad grande. Esta es otra de las analogias del problema con
el de propagacion de ondas en agua profunda. Las aproximaciones sobre la geometria de la
céclea que hemos descrito se muestran en el esquema de la seccién transversal de la céclea de
la figura A.1. En esa figura mostramos las condiciones de frontera asi como la ecuacion que
debe de satisfacer el potencial de velocidades. Estas ecuaciones constituyen el planteamiento
del problema que resolveremos para poder dar argumentos sobre la reduccién del problema
tridimensional a un problema bidimensional. Finalmente, consideraremos que la coclea esta
estirada.
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A.1 Distribucion local.

Fuera de la region donde el efecto de la viscosidad es importante, el fluido puede considerarse
como un fluido ideal y por lo tanto podemos expresar a la velocidad como el gradiente de un
potencial de velocidades ¢. Por la conclusiones sobre las caracteristicas que debe presentar un
modelo de propagacion de ondas en la coclea (ver capitulo 3), podemos suponer que la solucién
se escribe como una superposicion de ondas viajeras longitudinales (en la direccién z). Cada
una de estas ondas se expresa, en forma general y para el caso en tres dimensiones, como

H(,, 1) = By, =) expli(uwt — ko), (A1)
donde la solucién al problema fisico se reduce a la parte real de la ecuacién (A.1). Ademas, ¢
es solucion de la ecuacion de Laplace, por lo que @ es solucion de la ecuacion

o e
oyt 0z*

® debe de satisfacer las condiciones de frontera sobre la membrana basilar y la condicion

—k® =0, (A.2)

impuesta por la suposicion de que el fluido esta en reposo cerca de las fronteras solidas de la
céclea. Supongamos que el eje x coincide con el eje de simetria axial de la membrana basilar
(ver figura A.1). De este modo, consideramos que la membrana basilar se encuentra en el plano
y = 0. Si la condicién para ¢ sobre la membrana basilar es

uy = o= V(z)exp[i(wt — k)], (A.3)
¥
la condicion para ® en dicha superficie es
0
- = V . 1“%.4
=V (A1)

La condicion sobre la frontera dsea de la céclea seria la misma tanto para ¢ como para @, y
ésta es

lim @(z,y)=0. (A.5)

22 +y?—o0

A continuacién resolveremos la ecuacién (A.2), con las condiciones de frontera (A.4) y (A.5).
Encontraremos dicha solucion en funcién de la solucion fundamental del problema.

A.1.1 Solucion fundamental.

Antes de determinar la soluciéon fundamental, vamos a escribir la ecuacién (A.2), y la condicién
de frontera (A.5), en términos de las variables u = |r] y ¢ (ver figura A.2) definidas como

= arcen (3]
@ = arctan|=].
z
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. 112
lull=(z2 +y?)

(zy)

<y

(z5.Y0)

z

Figura A.2: Ilustracion de las variables utilizadas para obtener la solucion fundamental del
problema.

Haciendo este cambio de variables, el laplaciano se expresa como

PPy 10 18
Iy 920 vt wdu  u? i

por lo que las ecuaciones (A.2) y (A.5) se pueden escribir como

0? 10 1 0?
- T E)e( = A.
(Ga+aga * g~ F)olme) =0, (A-6)
con la condicion de frontera
lim ® = 0. (A7)

U— 00

Supongamos ahora que tenemos una fuente puntual a una distancia u, de (0,0) y que el
angulo entre el vector u;, y el eje z es ,. La solucién fundamental G es la solucion del
problema planteado en las ecuaciones (A.6) y (A.7), incluyendo dicha fuente. Consideremos
ahora la condiciéon (A.4). Pediremos que la solucién fundamental cumpla con la condicién de
Neuman homogénea en y = (. Pero

96 00 con o0
dy — Y5 u Op’

y como singp =0y cose # 0 cuando y = 0 (en ¢ =0 o 7), debemos pedir que
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Debido a la simetria del problema cuando u — oo, supondremos que G es independiente del
angulo ¢ en la region donde esta definida la solucién del problema. Entonces, si G = G (u, u,),

# 1a9  , L
(W t oo k ) Glu,u,) = o(|d — ),

donde u, seria la posicién de la fuente con respecto a estas variables. Ademas, sabemos que

(1 — o)) = Z6(u — u.)slp — )

u

En efecto, la delta de Dirac tiene la propiedad de que, para toda funcién f,
o) = [ [ £ 9)8109) = (20,00 d= dy.
En coordenadas polares, tendriamos que
f(rscos @y, rosing,) = / / f(rcose,rsing)g(r,¢)rdrde,
y para que lo anterior sea cierto ¢ debe ser se la forma
1
g(r, @) = —8(r = 10)b(¢ — o).
Entonces,

1
—— = — k) G(u,u,) = —6(u —u,)6(0 — ©,). A8
(2= 1) G ) = 80— )bl = ) (A3)

Podemos integrar la ecuacién (A.8) con respecto a . El lado izquierdo de dicha ecuaciéon
s0lo se modifica por un factor multiplicativo igual a © (suponemos que G no depende de ¢,
y ademas que nuestro problema esta definido para el semiplano superior) y el lado derecho es
igual

1

—6(u — u,),
u
debido a las propiedades de la delta de Dirac. Sea G’ = #G. Debemos resolver la ecuacion
2
(u% + % — k2u) G'(u,u,) = 6(u — uy), (A.9)
junto con la condiciéon
Jim G"=0. (A.10)

Pediremos, ademas, que G’ sea regular en u = u,.

Si uu,:
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En este caso G’ es solucion de la ecuacion homogénea

d l dG’

I U T ] — k*u@G' = 0. (A.11)

La ecuacion (A.11) es la ecuacién de Bessel Modificada de orden cero [I.1, p.143], por lo que la
solucion general se escribe como

G’ (u7 uo) = Cl(uo)IO(ku) + cz(uo)Ko(ku).
Como Io(ku) diverge cuando v — oo, si u es mayor que u,, la solucién se escribe como
G’ (u,u,) = ca(u,)Ko(ku), para u > u,. (A.12)

Por otro lado, pedimos que G’ sea finito si 0 < u < u,. Como Kg(ku) diverge si u — 0 ,
entonces en este caso la solucion seria de la forma

G’ (u,u,) = e1(u,)o(ku), para 0 < u < u,. (A.13)

Vamos ahora a determinar el coeficiente c¢y(u,) de la ecuacion (4.17). Para ello es necesario
considerar las propiedades de la solucion fundamental [I.1, pp.734-735]. Por continuidad de G’
en u = u,, se debe satisfacer

e2(uo)Ko(ku,) = e1(uy)lo(kuy,). (A.14)

Ademas, como

0? 0? 0?
(“am Ju?  Ou

T Ty —) G(u,uy) = 6(u — uy), (A.15)

entonces

0| 0G
Ju

u%] — kE*uG = §(u — uy,). (A.16)
Integremos de u = u, — € a u = u, + €. Por lo tanto
l oG

U

uote Uote
] — / EuG(u,u,)du = 1. (A.17)

Uo—

Pero u y G son regulares en u = u,. Por lo tanto

Uote
lin% EuG(u, u,)du = 0, (A.18)
!
de modo que uoa—G‘ - uoa—G =1.
ou — ou —
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En consecuencia, la condicion de salto de la derivada de G’ es

dG’ dG’
+

T bt T dw

1

u=u;  ku,

Usando (A.12) y (A.13) obtenemos

o (o) Ko (ku,) — e1(uo)Ig(ku,) = kl

Uy

(A.19)

Ahora despejamos a ¢;(u,) de la ecuacion (A.14) y la reemplazamos en (A.19). Entonces

Lo(ku,)

Uy

ea(to) [To(kuo ) K (ku,) — Ko(kuo) I (ku,)| = (A.20)

Faltaria determinar el valor de Io(ku,)K{(ku,) — Ko(ku, )1 (ku,). Sabemos que tanto Io(x) como
Ko(z) son solucién de la ecuacién de Bessel Modificada de orden 0, es decir,

(@) +af'(x) — 2’ flx) =0, (A.21)
con f=1Ipo f=Kg. Sireemplazamos Iy y K en la ecuacion (A.21) obtenemos
2"y + 2l'y — $210(:E) =
K”O + IK/O — fCQKo(I) = 0.

Multiplicamos a la primera ecuacion del sistema anterior por Ky y a la segunda por Iy y después
las restamos; asi que

$2 [K()I"O — K"()Io] +z [16K6 — Kglo] — .172 [IoKO — ](0]0] = 0.

Entonces

1
[Kolg — KBIO]/ = — [I5Ko — Klo] -

z

Usemos ahora la ecuacién (A.20) en la expresion anterior, podemos deducir

1
[To(kuo)Kp(ku,) — Ko(kuo)Th(ku,)] = T [To(ku, ) K (ku,) — Ko(ku, )T (ku,)] - (A.22)
La ecuacién (A.22) es una ecuacién diferencial ordinaria, y se resuelve facilmente dando como
resultado, cuando = = kug,

To(kuo)Kh(kuo) — Ko(kuo)l(kuy) = — (A.23)

ku,’

con ¢ =constante. Ademas, K{ = —K; e If = I [I.1, p.145], por lo que (A.23) es equivalente a

[

Io(kuo)Kl(kuo) —|— Ko(kuo)ll(kuo) = _k‘u .

(A.24)
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Para determinar la constante ¢, usaremos las expansiones asintéticas de Ig, Iy, Ko y Ky, para
x grande, limitandonos al primer término (para ver cual es la forma de estas expansiones,
consultar la referencia [A.1, pp.377-378]). Estas expansiones nos permiten concluir que

1 c
lo(kuo) Ky (ku,) + Ko(kuo)y (kuy) ~ — = ——,
o(kuo) Ky (kuo) + Ko(ku, )i (ku,) i, i,
y por lo tanto ¢ = —1. Por todo lo anterior, tenemos finalmente el valor de ¢; dado por

ea(ku,) = —Io(ku,).

Ademas, si consideramos que la fuente se encuentra en u, = 0, y como I es tal que lim Ig(ku,) =

Uo—0

1, entonces

e2(ku,) = —1;

entonces la solucién (A.12) estd definida en todo el espacio. Al considerar el caso en que la
fuente se encuentra en u, = 0, sélo existe la solucion para u > 0. Entonces, cuando la fuente
se encuentra en el origen, la solucion de Green es simplemente

G (u,) = —— Ko (K.

Esto nos induce a concluir que, en el caso en que la fuente se encuentra en un punto arbitrario

(20, Yo), la solucion fundamental puede escribirse como

1 ..
G (u,p) = —— Ko (k|7 = 73]), (A.25)

siendo esta solucion valida en todo el espacio. Determinaremos ahora la solucion de nuestro
problema usando la funcién de Green (A.25).

A.1.2 Solucion en términos de la funcion de Green.

Definimos a la region donde existe nuestra solucion fundamental como el semi-circulo de radio
R, cuyo diametro coincide con el eje z,. Sea S la frontera de dicha region (ver figura A.3).

Por el segundo teorema de Green !, sabemos que

/ (G%i" - @OZ—S) ds, = //R (GV?e, — @,V2C) dA., (A.26)

o

'Este teorema se deduce transformando la integral de linea del lado izquierdo de la ecuacién (A.26) en una
integral de superficie, por medio del teorema de la divergencia.
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Yo

- R R Z,
Figura A.3: Regién en la que esté definida la solucién fundamental.
con dA, = dz, dy, y ®, = ®(2,,y,). Pero
GV, — 9, VG, = G(V? — k)@, — @,(V* — k%)G.
Ademds ®, satisface la ecuacién (A.2) y G satisface
(V2= k)G = 8(2 — 2)6(y — vo),

respectivamente, en K. Por lo tanto,

090, oG
S/G on B (I)O%dso N _/ /R(I)(ZoayO)(S(Z - 20)5(!/ B yo) dAO - _(I)(Z’y)’

es decir,

90, G
B(z,y) = —/G -~ 0,5 dS, (A.27)
So

Sobre y, = 0, G satisface la condicién de Neumann homogénea, y

9 _ B 0
on Oy,
por lo que sobre esa parte de la frontera
R 00, _
®,(2,y) = /_RGayo yda (A.28)
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0

Sobre el semi-circulo, consideremos que v, = R y — = ——, entonces
on  Ou,
r 0G (u,u,) 00
= Us) — G(u,u,)=— de,. A2
o) = [ ot 2 - GluuSE|ag (A.20)
0 Uo
Ademas

0G (u, u,) o =1[ 0 o
[—a% ]R - 7{ 0 [Ko<k|u—uo|>1}%:R

:nglgﬂﬁ—éDléi(Mﬁ—dHﬂ

uo=R
Pero 5 i
l (k| — 122)) _ R —rcos(p — o) 7
I, lu,=Rr \/r2 + R? — 2rRcos(¢ — ¢,)
por lo que )
: 0 .
lim (k|u — uy)) = 1.
R—oo _auo wo=R

Por otra parte,

lim Ky (ki — A) =0,

R—oo

y sabemos que

lim ®,(R) = 0.

R—oo

o] _}-

Por otro lado, aunque no sabemos cual es el comportamiento de

0o,
ou, womR

cuando R crece, suponemos que es acotada, y entonces, como lim G =0,

Entonces

R—oo
o,
lim {[Ga ] } =0,
R—oo auo wo=R
por lo que tenemos que
lim @, = 0. (A.30)

R—oo
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Por lo tanto, las ecuaciones (A.28) y (A.30) nos permiten concluir que la solucién valida sobre
el semi-plano superior es

N nglgo/ G ayo Yo=0 dZO’
es decir,
b(z,y) = —7" / Ko ( z—2)7+ y2) V(7)dZ, (A.31)

donde los puntos fuente (z,,y,) = (Z,0) se encuentran sobre la membrana basilar.

A.1.3 Solucion asintotica.

De la ecuacién anterior (A.31), podemos determinar facilmente el limite de ® cuando y tiende

a cero. En efecto,
o0

(®),p= —7" / V(Z)Ko (k]2 — 2|)d2. (A.32)
Consideremos la expansion en serie de Taylor de V(7)) alrededor de z. Esta expansion es
R I il
m=0

m!

donde V(m)(z) es la derivada m-ésima de V(7) evaluada en z. Sea entonces

o0

(@)oo= —7 " > VII(2) 1, (A.33)
m=0
con

- 7K0(k|Z—z|)(Z7;7'Z)de. (A.34)

Podemos reescribir a la integral I,, como la suma de dos integrales [; e I, la primera de ellas
definida para el intervalo | — oo, 2], y la segunda en [z, oo[. Si hacemos los cambios de variables
uy =z — /4 para I,y us = Z — z para I3, deducimos que I, se reduce a

- o] o™ o] um
I, = (—1) /KO (ku) “— du + /KO (k) du,
0 0
por lo que, si m =2n + 1, I5,41 = 0. Entonces tenemos que
2n

u

(2n)!

Ly = Iy, = 2 /KO (k) — du. (A.35)
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Calculo de Iy,:

Si n =0, sabemos que [W.1, p.388]

(o)

arccos (a)
O/GXp (—Gt) KO (t) dt = ﬁ’
por lo que si a = 0 2,

2 /Ko (t)dt = % (A.36)
Si n # 0, consideremos el cambio de variable v = ku y multipliquemos a I3, por (—1)". En

consecuencia
27 . (/R
Vilyy = 2 / dv.
(=" = ¢ / { o)l [

El término entre corchetes del integrando es el n-ésimo término del desarrollo de Taylor de

cos(v/k) [C.1, p.472]. Ademas, tenemos que [W.1, p.388]

1/2

/KO cos< )dv =2 l1+ (%)T . (A.37)

Como k es grande (por lo menos mayor que 1), podemos usar el desarrollo de Taylor para la
funcién (1 + z)“, el cual esta dado por

—1)z? -1 (a— 1)z
(1+$)a:1+a$+w+”'+a(a ) 7(;‘ n+ 1l g

Reemplazando a x por (1/k)2 y a a por —1/2, vemos que el n-ésimo término del desarrollo de
~1/2

1 2
Taylor de ll + (z) ] , €s

{l1+ (%)Tm}n=%u-3-5---(2n—1)},

y2*"n!l=2-4-6---(2n). Lo anterior nos permite concluir que para n # 0

1-3-5---(2n — 1)
2.4-6---(2n)

]2n — 7T]€_2n_1

(A.38)

2Kg(ku) > 0, por lo que la integral debe ser positiva.

110



Entonces, usando los resultados de las ecuaciones (A.36) y (A.38) en la ecuacion (A.33), obte-
nemos una expansion en serie de Taylor de ® en y = 0, con k& > 1, como

VW(z) -, (A.39)

Si k es suficientemente grande, podemos considerar sélo el primer término de la expansion

(A.39), por lo que la aproximacién asintética de (@) en este caso, es simplemente

y:O bl

(@), ~ — k1 V(2). (A.40)

Por medio de las ecuaciones (A.40) y (A.1), podemos deducir que

)y ~ —KV(2)expli(wt —ka)], (A.41)
(%) » ~ tV(z)exp[i(wt — kz)], (A.42)
(%)yzo ~ =k V(2)expli(wt — ka)]. (A.43)

las ecuaciones (A.42) y (A.43), junto con la ecuacién (A.3), caracterizan a la distribucién de
velocidades cerca de la membrana basilar. Podemos suponer que esta distribucion es una buena
aproximacion de la distribucién real de velocidades, cuando nos encontramos en la frontera de
la capa limite [L.4, p.562]. las componentes = (ecuacién (A.42)) y y (ecuacién (A.43)) de la
distribucién de velocidades tienen la misma amplitud pero fase distinta: la fase de u, es mayor
que la de u, por un factor de 7 /2.

Si suponemos que u, es despreciable, entonces las caracteristicas de la fase y de la amplitud
de u, y de u, nos muestran que el movimiento de las particulas es un movimiento circular
alrededor de un eje z =constante, tal y como sucede en el problema de propagacién de ondas
en agua profunda (ver apéndice C). Debido a que la propagacion de las ondas se efectia en la
direccién x, vamos a comparar a |u,| con |u,|. De la figura A.4 vemos que

jus] _ K V()
e =V

tan p =

donde ¢ es el angulo entre el plano en el que se realiza el movimiento circular y el plano (z,y).
Para que u, sea despreciable, suponemos que

, -1 |yt
arctan [7| uz|y:0] = arctan lik |V (Z)q
|ua],—g [V (2)]

es suficientemente pequeno como para que el movimiento de las particulas se efectie sobre el
plano (z,y) y poder limitarnos al primer término de la expansién de (¢),_,. Recordemos que
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(@) (b)

Figura A.4: Ilustracién de las componentes x y z de la velocidad y del dangulo ¢ en a): tres
dimensiones y b): en el plano (z, z).

estamos tratando de determinar la solucién cerca del punto de maximo desplazamiento de la
membrana basilar. En este punto de maximo desplazamiento la derivada de la amplitud V'(z)
es cero, por lo que si estamos en una vecindad suficientemente pequena, podemos considerar
que V'(z) es pequeno. Esto se debe a que supusimos que las variables del problema varian
suavemente. Ademas, debido a la viscosidad, la amplitud de la onda es finita. Finalmente,
cerca del punto caracteristico el numero de onda es grande. Estas consideraciones nos permiten
despreciar a la componente transversal de la velocidad u, cuando nos encontramos cerca del
punto caracteristico. Por lo tanto, en la siguiente seccion describiremos el movimiento de la
membrana basilar como un movimiento localmente bidimensional, por lo que tomaremos una
z fija. De este modo, la amplitud del movimiento es una constante. Sin embargo, debemos
senalar que en caso de que ¢ no sea pequeno el plano del movimiento se efectia sobre el plano
definido por el angulo ¢, y en ese caso debemos de considerar otros términos de la expansion
asintotica de ¢.

A.2 Movimientos localmente bidimensionales. Capa
limite.

A.2.1 Ecuaciones de movimiento para el flujo externo.

Vimos en la seccion anterior que cuando k crece, de modo que nos acercamos a la frecuencia
caracteristica (ver figura 3.14 del capitulo 3), las ondas viajeras cocleares tienden a ser local-
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mente bidimensionales. Entonces, en esta seccion consideraremos que el movimiento se efectia
en el plano (x,y) unicamente y tomaremos a z como constante. Bajo estas suposiciones, la
condicion de frontera en y = 0 es simplemente

)
oo =V, (A.44)
dy
con V = constante. @ se define como antes (ecuacién (A.l)), excepto que ahora depende

unicamente de y. Ademas, como ¢ es solucién de la ecuacion de Laplace en la regién ocupada
por el fluido, ® satistace

0*o

— — k0 =0. A45

- (A.15)
Las soluciones de la ecuacion (A.45) son Aexp(—ky)y Bexp(+ky). Sin embargo, pedimos que
¢ esté acotada cuando y — oo, por lo que B = 0. Ademas, la condicién (A.44) nos permite

deducir que A = — k=1 V. Por lo tanto, la solucién ® que buscamos se reduce a
® = —k7'Vexp(—ky), (A.46)
y entonces
¢=—k7'Vexp(—ky)exp[i (wt — kz)]. (A.AT)

Si definimos a la componente horizontal u de la velocidad como

u = a(y) exp [i (wt — kt)] = %7

ox

y a la componente vertical v como
v=">(y) exp [t (wt — k)] = —

la ecuacién (A.47) nos permite afirmar que
a(y) =iV exp(—ky) vy b(y) = Vexp(—ky),
por lo que

u = iVexp(—ky)expl[i(wt — k)], ¥y A 43)
v = Vexp(—ky)expli(wt — k). (A.49)

~—~

Observamos que cuando y es pequeno la ecuacién (A.49) se reduce a la ecuacién (A.3) (con z =
constante = z,), por lo que V(z,) = V) y la ecuacién (A.48) se reduce a la ecuaciéon (A.42).
También vemos que la amplitud de u es igual a la de v y que la diferencia de fases entre u y v
es w/2, por lo que el movimiento de las particulas es un movimiento circular, caracteristico de
ondas en agua profunda -conclusion a la que habiamos ya llegado en la seccién anterior. Otra
analogia entre ondas cocleares y ondas en agua profunda es que la amplitud del movimiento es
proporcional a exp(—ky) (ver apéndice C).
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A.2.2 Atenuacion de la velocidad dentro de la capa limite.

En el capitulo 2 vimos como se atenuaba la velocidad debido al efecto de la viscosidad, en la
region donde ésta es importante. Vimos, ademas, que si la velocidad ue, fuera de la capa limite
oscilaba con respecto al tiempo, dentro de la capa limite la velocidad era de la forma

e fi-e - (2)"]).

Por otro lado, la ecuacién (A.48) nos permite escribir a e, como
Uer = © Vexp [t (wt — k)],

pues suponemos que el ancho de la capa es pequeno, y en ese caso exp(—ky) ~ 1. Entonces,
dentro de la capa limite, la velocidad u seria

jw\ /2
u=1V {1 — exp [— (—) y] } exp [t (wt — kx)]. (A.50)
v
La atenuacion de u., dentro de la capa limite hace que se cumpla la condicion

u=0, eny=0. (A.51)

Queremos ahora determinar la velocidad v dentro de la capa limite. La condicion de frontera
paraveny =0 es

v=V. (A.52)
Consideraremos ademas que v es acotada cuando y es grande. Por analogia al caso descrito en
, du v . 3
el capitulo 2, supondremos que — + 70 independiente de y, por lo que
x o y

0*v 0*u 0 iw\ /2
9y = Oaly —Wa—y{l e [— ) y”

Entonces

v(x,y) =[A(x) — kV]y — kV (%) e exp [— (%)1/2 'y] + B(x).

Las condiciones de frontera cuando y — oo y cuando y = 0 nos permiten determinar a las

funciones A y B. Estas funciones son A= kVy B=V 4+ kV (%) _1/2, por lo que

o=V {1 +k (%) o {1 —exp l— (%’”)m y] }} . (A.53)

3Por comodidad, hemos suprimido el factor exp [i (wt — kz)] de las ecuaciones.
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En esta seccion hemos construido las velocidades dentro de la capa limite de modo a que
se cumplan las condiciones de frontera en y = oo y en y = 0. La condicién en y = 0 es la
condicién de acoplamiento entre la velocidad del fluido y la velocidad de la membrana. En las

ecuaciones (A.50) y (A.51), vemos la dependencia explicita de las velocidades con el ancho de
1/2
la capa limite, el cual es inversamente proporcional a (%) / . Debemos notar que esta no es la

forma usual de determinar las velocidades desde el punto de vista matematico. En este caso
nos es posible seguir este procedimiento debido a la similitud entre el problema de propagacion
de ondas en la coclea y el de la propagacion de ondas -en agua- provocadas por una frontera
que oscila. Para este segundo caso es aplicable la ley de flujo de Rayleigh, la cual estudiamos en
el capitulo 2. Por esta razén podemos considerar al comportamiento como similar y evitarnos
muchos desarrollos matematicos formales relacionados con métodos asintéticos.

En lo que resta de este apéndice trataremos de estimar los movimientos medios generados
por la propagacion de ondas en la céclea, usando las ecuaciones de la velocidad tanto para el
flujo externo -ecuaciones (A.48) y (A.49)- como para el interno -ecuaciones (A.50) y (A.53).
También trataremos de estimar los flujos de volumen debidos a dichos movimientos, pues estos
flujos son los que pueden provocar la deflexion de las células ciliares. Estos flujos de volumen
medios se generan gracias a estos movimientos medios, a los que también llamaremos flujo
acustico por su similitud con ese fenémeno. El flujo acistico se genera, a su vez, gracias a la
disipacion de la energia de la onda cerca del punto caracteristico. Esta disipaciéon se debe al
efecto de la viscosidad del fluido que rodea a la membrana. Si el fluido no estuviera presente,
tendriamos que en la posicion caracteristica la amplitud de la onda creceria drasticamente,
debido a que ese punto es un punto de acumulacién de energia.

A.3 Flujos medios de MclIntyre.

A.3.1 Flujo externo.

Sabemos del capitulo 2 que el flujo medio de Mclntyre se define como

Supongamos, para empezar, que las condiciones sobre las fronteras son tales que las velocidades
medias eulerianas, tanto de u como de v, son nulas. Por lo tanto, el flujo medio de MclIntyre
es igual al flujo medio lagrangiano, y solo debemos de encontrar la velocidad media en este
sistema de referencia. Como estamos estudiando el flujo externo, u y v estan dadas por las
ecuaciones (A.48) y (A.49), respectivamente. Podemos escribir desplazamientos infinitesimales
ox y oy de las particulas de fluido como

u v

br = — y oy = —. (A.54)

1w 1w



Ademas, la velocidad lagrangiana se escribe, en términos de estos desplazamientos, como

Ju Ju
up, = —0 — i A5
= 5,00+ 5,0 (A.55)
con @ = —tkuy @ = —ku. Escribimos ahora a v como
Jz Jy

u = [A + Bi]exp(iwt),
con A =Vexp(—ky) sin(kz),y B = Vexp(—ky) cos(kz), y a v como
v = [C + Di]exp(iwt),

con C' = Vexp(—ky) cos(kx),y D = —V exp(—ky) sin(kz). Entonces, usando el resultado ob-
tenido en el capitulo 2 sobre promedios de productos de funciones de la forma (a+ 1) exp(iwt),

- af{) o+ () ).

A—- B

—iWw

obtenemos

por lo que

o %%{[_ik(AJrBi)][ ]+[—k(A+Bi)] [C_.Di]}

—iWw

1
> = [kw™ (A% + B?) + kw™" (BC — AD)) .
Pero A* + B* = BC — AD = V?* exp(—2ky), y entonces
up = uar = kw™'V? exp(—2ky). (A.56)

Siguiendo un razonamiento analogo, es facil determinar que

1
UL =i = jhw ! (AC + BD) = 0. (A.57)

Las ecuaciones (A.56) y (A.57) se conocen por le nombre de flujo de Stokes. Vemos que dicho
flujo se efectua tunicamente en la direcciéon de propagacion de la onda, pues su componente
vertical es nula. Sin embargo, debemos ademas sumarle el flujo de Stokes dentro de la capa
limite, por lo que ahora determinaremos dicho flujo.

4Recordemos que Z* es el complejo conjugado de Z, para todo Z perteneciente a C.
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A.3.2 Flujo interno.

Dentro de la capa limite, la velocidad de propagacion esta dada por las ecuaciones (A.50) y
(A.53). Del mismo modo que en la subseccién anterior, suponemos que el flujo medio euleriano
es nulo. Las ecuaciones (A.54) y (A.55) no dependen de la regién donde estemos calculando
el flujo medio, por lo que también son validas dentro de la capa. Sin embargo, ahora tenemos

ou
g_y B {‘V (ﬁ)/ exp [— <ﬁ>/ y] } expli (wt — ka)]. (A.58)

— = —tkuy
Por otro lado, es facil demostrar que si

ox

u=(A+ Bi)exp[i(wt — kz)], ¥y (A.59)
v=(C+ Di)exp[i (wt — k)], (A.60)

entonces el promedio del producto de las partes reales de u y de v es
1
URVR = 5 (AC + BD) .

Este resultado es idéntico al que habiamos encontrado antes, cuando teniamos a las variables
en funcién de exp(iwt) en vez de exp [t (wt — kz)]. Por lo anterior, podemos escribir a Trvg
como

1
URVR = 59‘% (A4 Bi)(C — Dq)]. (A.61)
Si a u, dado por la ecuaciéon (A.50), lo escribimos en la forma
u= A+ Bu, (A.62)

entonces
A = —Vexp(—ay)sin(ay) y B =~V [exp(—ay)cos(ay) — 1],
con a = (%)1/2. Ademas, si
Ju

— = Dr AL6:
7y C + Di, (A.63)

la ecuacién (A.58) nos permite deducir que
C = aV exp(—ay) [sin(ay) — cos(ay)] v D = aV exp(—ay) [sin(ay) + cos(ay)].

Finalmente, si

v=FE+ Fi, (A.64)

117



por la ecuaciéon (A.53) tenemos

kV )
E=V+ g [l — exp(—ay) cos(ay) + exp(—ay) sin(ay)] y

F= k_V [exp(—ay) cos(ay) + exp(—ay)sin(ay) — 1] .

En términos de A, B, C', D, E y F, la velocidad media lagrangiana puede escribirse de la forma

1 _ _
= [hw™ (A*+ B?) + 0™ (CF — DE)| .
Pero
kw™? (A2 + BZ) = kw 'V*[1 — 2exp(—ay) cos(ay) + exp(—2ay)], y
CF—DE = —kV?exp(—ay)sin(ay) — aV?exp(—ay) [cos(ay) + sin(ay)] .

Entonces la velocidad media lagrangiana queda como

up = % [kw_IVQ [l — 2exp(—ay)cos(ay) — exp(—ay)sin(ay) + eXp(—Zay)]]

_%aw_l‘/Q exp(—ay) [cos(ay) + sin(ay)]. (A.65)

La ecuacion (A.65) determina la forma del flujo medio de Mclntyre cuando suponemos que el
flujo medio euleriano es cero. De esta ecuaciéon podemos también deducir dicho flujo cuando
nos encontramos sobre la membrana basilar, es decir, cuando y = 0. Este valor es

V2

(UL)y—o = (U)o = —W7 (A.66)

1
y proviene unicamente del término §aw_1V2 exp(—ay) [cos(ay) + sin(ay)] de la ecuacién (A.65).

Por otra parte, cuando suponemos que la region en la cual es valida esta solucion es muy delgada
-debido a que la capa limite, en general, satisface esta condicién-, podemos suponer que la con-
tribucion al flujo medio del término

1
§kw_1V2 [l — 2exp(—ay)cos(ay) — exp(—ay) cos(ay) + exp(—2ay)]
es despreciable en comparacién con la del otro. Entonces, para determinar el flujo de masa

-por unidad de longitud en la direccién transversal y para y > 0- resultante de la diferencia
entre el flujo de Mclntyre externo e interno, debemos calcular la integral I dada por

00 V2 .
/ (unr) e — (W), dy = /kw eXp(—Qay) + —— 7 exp(—ay) [cos(ay) + sin(ay)] dy,
5 (8vw)
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cuyo resultado se reduce a

I=—

~1y/2 2 9,1\ 1/2
wV V (21/) 0, (A.67)

_I_ R
2 (8yw)1/2 w
cuando aproximamos a cos(ay) por 1 y a sin(ay) por cero. Esto implica que no existen flujos de
masa entre la region externa y la interna, pues los flujos externo e interno se cancelan entre si.
Esto indica que el flujo de McIntyre no juega un papel importante en los movimientos medios
de las particulas, para el caso de los flujos cocleares.

Antes de ver si es posible que se generen movimientos medios gracias a la presencia del
esfuerzo de Reynolds, debemos considerar con mas cuidado el comportamiento de las particulas
que se encuentran en la frontera flexible de la region considerada, es decir de las particulas que
se encuentran junto a la membrana basilar. En el analisis anterior supusimos que la velocidad
media euleriana era nula en toda la region ocupada por el fluido, en particular, junto a la
membrana. En el caso de ondas cocleares, sin embargo, la velocidad media lagrangiana es
la que se anula, pues las particulas deben de satisfacer la condicion de adherencia en dicha
frontera. La velocidad de Mclntyre que determinamos antes, dada por la ecuacién (A.66),
sigue siendo valida, pero en el caso de ondas cocleares nos da la condicién de frontera de la
velocidad euleriana media. Por lo tanto, para ondas cocleares las velocidades medias lagrangiana
y euleriana satisfacen las condiciones

(WL)yo = 0, ¥ (A.68)
V2

e (A.69)

(@E)ymy = —(W),o =+

sobre la membrana basilar. La segunda condicion de frontera nos permitira calcular la velocidad
media euleriana en la frontera de la capa limite.

En esta seccién vimos que el flujo medio de MclIntyre neto se anula en el caso de propagacion
de ondas en la céclea. Sin embargo, no lo demostramos en el caso general, sino sélo a primer
orden. Para ver que esto es cierto en general, en la referencia [L..4] hay un argumento que se
basa en notar que el vector (6x, éy) es un vector solenoidal (cuya divergencia es cero), y que

por lo tanto el valor de la integral / ur, dV, donde V es el volumen entre dos planos paralelos
‘/'

vecinos - cuyas ecuaciones son del tipo x = constante- es cero. Entonces el flujo medio que
aparece en el caso de la coclea solo puede deberse a los términos no lineales de la ecuacion de
Navier-Stokes, es decir, al flujo de momento generado por la disipaciéon de la energia de la onda
que se propaga sobre la membrana. Fste mecanismo de disipacion se debe a la accién de la
viscosidad del fluido sobre la onda, de modo que su amplitud decae abruptamente a cero poco
antes de llegar a la posicion caracteristica. Entonces, ya en este punto, la amplitud de la onda
es cero; esto nos indica que en esta posicion toda la energia de la onda se ha disipado, por lo que
el flujo medio generado por la disipacién es grande en esta region y es en este lugar donde este
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flujo medio tiene mayores probabilidades de general un flujo medio de volumen importante,
en la direccion transversal de la céclea. En la siguiente seccion determinaremos la velocidad
euleriana media dentro de la capa limite debida a los términos no lineales. La calculamos en
esa region por que

e es en esta region donde el efecto de la viscosidad es importante y por lo tanto también el
flujo medio.

e esta region es cercana a la membrana basilar y el flujo medio puede generar un movimiento
de las células ciliares en la direccion transversal.

Usaremos la ecuacién (A.69) como condicién de frontera de la velocidad media euleriana
sobre la membrana (en y = 0). Esta es la condicién de frontera efectiva.

A.4 Flujo medio debido al esfuerzo de Reynolds.

Como vimos en la seccion A.2 anterior, el flujo medio de Mclntyre no provoca flujos de masa
netos, pues los flujos de masa externo e interno tienen la misma magnitud, pero direccion
contraria. Otras fuentes posibles de flujos medios son los esfuerzos de Reynolds. En esta
seccién determinaremos la velocidad euleriana media debida a dichos esfuerzos. Denotaremos
aqui al flujo euleriano medio en la direccién (z) por wg. Calcularemos esta componente de la
velocidad media y veremos después que es esta componente la que es capaz de generar un flujo
de masa sustancial en la direccién (z) °. La ecuacién (2.75) nos permite escribir a la segunda
derivada parcial, con respecto a y, de la componente ug, como

_ _ — A.
0y? g [ oz oz + Jy dy )|’ (A.70)

donde v’ y v' estan dados por las ecuaciones (A.50) y (A.53), respectivamente. En efecto, es
facil ver que la fuerza debida al esfuerzo de Reynolds es nula cuando consideramos al flujo

externo, es decir, al flujo descrito por las ecuaciones (A.48) y (A.49). En ese caso
— 1
g = 5V exp(—2ay),

y como no depende de x, su derivada parcial con respecto a esta variable es nula. Ademas,
usando también las ecuaciones (A.48) y (A.49), podemos facilmente deducir que

AT -
upvp =0,

Es el flujo de masa en esta direccién el que seria capaz de mover las células ciliares del érgano de Corti
(ver figura 3 del capitulo 3), y por lo tanto permitiria la transduccién del movimiento mecénico en una senal
eléctrica.
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para el caso del flujo interno. Esto implica que el efecto del esfuerzo de Reynolds se encuentra
confinado a la region donde la viscosidad es importante. Dentro de esta region, se puede ver
que la derivada parcial con respecto a = de u'% es cero, pues atin dentro de la capa limite la
amplitud de v’ es funcién de y solamente. Esto se deduce de la ecuacién (A.50). Entonces, si
existe algun tipo de flujo euleriano medio, éste se debe a la accion de los esfuerzos de Reynolds
cortantes sobre el fluido. A continuacion veremos si es este el caso.

Para determinar a los esfuerzos de Reynolds cortantes, usamos las ecuaciones (A.62) y (A.64).
Estas ecuaciones nos permiten escribir a uzvy como

upvp = = (AE + BF),

¢

N | —

por lo que

- 1 2
ulpuly = -5 {V2 exp(—ay)sin(ay) + oo [exp(—2ay) + 1 — 2exp(—ay) cos(ay)]} ,

de donde deducimos que

1kV?
(%), = =350
Por ende,
1 2
whvh — (Wpth) L =3 {W exp(—ay) sin(ay) + < — [exp(~2ay) — 2exp(—ay) cos(ay)J} :
(A.71)

Ademas, usando (A.70), tenemos

¢ 8;;;?(77) dp =v7t /’5 % [u%v}% — (u%v%)m] (n)dn,

es decir,
oug

e (O = v ok = (uRoR) ] (©)

La razén por la cual calculamos unicamente la primitiva es la misma que la expuesta en el

capitulo 2. A la ecuacion anterior podemos integrarla nuevamente entre la frontera (y = 0) y una
altura y dentro de la capa limite, para obtener la velocidad media en un punto arbitrario dentro
de dicha region. El que escojamos como limite de integracion inferior al punto correspondiente
a y = 0 se debe a que conocemos el valor del flujo euleriano medio sobre la membrana (ecuaciéon

(A.69)). Ademas,

2

o [ ek (), Jrae = =g (g -

costay) + snfa)]
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da 2a 2a
v eV (1 N exp(—ay)
2a 2a 2a

v=1kV? { 1 exp(—ﬁZay)}

+ [— cos(ay) + sin(ay)]} )

(A.72)

Cuando y es grande nos encontramos en la frontera de la capa limite, y es en este lugar donde
nos interesa el flujo euleriano medio. En ese caso las ecuacién (A.72) se reduce a

V2 1 _
—W —|— ZVka 1.

Finalmente, lo anterior nos permite concluir que
V2 V2
(81/w)1/2 (8yw)1/2

(ug),, = + + iVka_l = iVka_l. (A.73)
Esta velocidad euleriana media, en la frontera de la capa limite, es igual a la que se obtendria
en la teoria clasica de flujo acustico, en la que se considera el efecto de una onda sonora viajera
interactuando con una frontera solida [L.4, p.574]. En efecto, para el caso de la onda sonora,
tanto g como v son cero en y = 0. Como v = 0, las ondas cocleares dentro de la capa limite
difieren tinicamente por el primer término del lado derecho de (A.72); pero éste y la condicién
de frontera (A.69) se anulan entre si. Por lo tanto, es légico que hayamos obtenido el mismo
resultado para los dos casos en los que hemos estudiado este fenémeno.

Supongamos ahora que la amplitud del movimiento depende de x, por lo que la condicion
de frontera para la velocidad vertical v es V = V(z). Con esta suposicién, obtenemos una
contribucion al flujo medio proveniente de los esfuerzos normales pu’%. Usando la ecuaciéon
(A.62), podemos deducir que

12 12
AR I = Vd—v [exp(—2ay) — 2exp(—ay) cos(ay)] . (A.74)
Ox dx dx

Esta dltima ecuacién es igual a la ecuacién (2.77). Ademas, como V = V(z), v ya no es de la
forma dada por la ecuacién (A.53), sino que ahora

V= A‘I‘B, (1A75)

A - v{1+f/gf)l/2 (1-e0 ['_ (2)”2})}, )
w3 e[ )

con
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Vemos que A es igual a la ecuacién (A.53) y entonces la contribucién de este término al flujo
acustico es igual a la ecuacion (A.73). Si ademds multiplicamos a B por la ecuaciéon (A.50),
obtenemos el mismo resultado que el que obtendriamos multiplicando a la ecuaciones (2.65) y
(2.66) entre si. Por lo tanto, la contribucién de B es igual a la que obtuvimos en la ecuacién
(2.81), es decir,

_ 34

4w dx

Finalmente, concluimos que cuando V es funcién de (z), el flujo euleriano medio total es
simplemente la suma de las ecuaciones (A.73) y (A.76), por lo que

(A.76)

1 3 . dV
ug),. = Vil — —V—. AT
7). = 1 v (A7)
Esta ecuacion es una generalizacion del resultado clasico de la teoria de flujo acustico cuando
una onda sonora viajera, tal que su amplitud depende de la direccion de propagacién, interactia

con una frontera sélida de la region donde dicha onda se propaga [L.4, p.575].

Este valor del flujo acustico que hemos encontrado es el valor de dicho flujo cerca de la
membrana basilar, asi como cerca del punto donde la disipacion de la energia es total. Este
flujo acustico es el que podria generar un flujo medio de volumen en la direccion transversal
de la membrana basilar, es decir, a través de la células ciliares que se encuentran sobre el plano
transversal correspondiente a la posicion de disipacion maxima de la energia. Por otra parte,
mencionamos en el capitulo 2 que el esfuerzo de Reynolds es importante en la generacién de
un flujo medio en la direccién longitudinal. Para ver este hecho en el caso de la membrana
basilar, calcularemos a continuacion el flujo medio lagrangiano o, en la direccion vertical. Por
las ecuaciones de la velocidad en el caso del flujo interno, y por las ecuaciones de v’ y de v’ en
términos de un complejo multiplicando a un factor del tipo exp [i(wt — kz)], vemos que

o= Mt (4 - o (poF _ ot
UL—2 kw™ (AEF — BF)+w (Fay an)],
con
A = —Vexp(—ay)sin(ay),
B = —V[exp(—ay)cos(ay) — 1],
kV :
E = V+ %a [l —exp(—ay) cos(ay) + exp(—ay)sin(ay)] vy
kV :
F = e [—1 + exp(—ay) cos(ay) + exp(—ay) sin(ay)] .

De lo anterior podemos deducir que

E F E2V? .
Faa—y — Eaa—y = kV? exp(—ay) + o lexp(—2ay) + exp(—ay)sin(ay) — exp(—ay) cos(ay)],
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y ademas,

w1121
kw™ (AE + BF) = —kw 'V?exp(—ay)sin(ay) + %z [— exp(—2ay)] +
a
~1.21/2
—{—% [2exp(—ay) cos(ay) — 1] .

Por lo tanto

. _1 @_ @ B wtk?V? o N i (o
ko™ (AE 4+ BF)+w (Fay an = 5 exp(—2ay) sin(ay) +
~17.2y/2
+ = — lexp(—ay) cos(ay) - 1].

Lo anterior indica que la velocidad media lagrangiana vertical sobre la membrana basilar es

L

= 0. (A.T8)

y=0

Esta ecuacion (A.78) indica que nuestra suposicion anterior -de que podemos limitarnos a
calcular la componente horizontal del flujo medio- era correcta.

En este apéndice hemos calculado el flujo medio debido al esfuerzo de Reynolds, con la
aproximacion de capa limite. Como dijimos en el capitulo 4, este método para calcular a dicho
flujo es mas facil de interpretar, aunque en cierto sentido la solucién analitica seria mas correcta.
En efecto, aqui hemos hecho una suposiciéon muy fuerte. Esta suposicion es de que el flujo se
divide, realmente, entre un flujo interno y en uno externo. El problema con esta suposicion es
que en la region donde estamos calculando este flujo medio el nimero de onda es grande. Por
lo que vimos en el capitulo 4, debemos entonces de tener una viscosidad muy pequena. esto se
debe a que, para que la aproximacion de capa limite sea valida, necesitamos que k sea pequeno.
Como & es proporcional a k e inversamente proporcional a la raiz cuadrada de v (la viscosidad
cinématica), el sistema debe tener un amortiguamiento muy ligero (es decir, v debe ser muy
pequenio) para que nuestra aproximacion sea valida.

El flujo acustico que determinamos aqui nos permite ademas determinar si dicho flujo es
capaz de generar un flujo de volumen en la direccién transversal, lo cual hicimos en le capitulo 4.
Dejaremos cualquier conclusion fisiologica sobre la importancia del flujo acustico y de su efecto
sobre el mecanismo de transduccién para trabajos posteriores. Esto se debe a la imposibilitad
de comprobar, por el momento, la importancia de las conclusiones a las que llegamos en este
estudio y su validez experimental.
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Apéndice B

Relacion de dispersion, velocidad de
grupo.

Como se vié en el capitulo 2, las ondas sonoras son ondas que se propagan a velocidad constante.
Dicha velocidad se define como velocidad de propagacion del sonido en el medio, y su valor
en el agua es de 1400ms™ [M.1]. Sin embargo, otros tipos de ondas pueden propagarse en
un fluido, y sus caracteristicas dependen no solo de las propiedades del fluido en cuestién y
de las fronteras que lo delimitan, sino también de las aproximaciones de las ecuaciones de
conservacion que se estan considerando. Como ejemplo de otro tipo de ondas podemos citar
las ondas gravitacionales (ver apéndice C), sobre las cuales actia la fuerza de gravedad. Un
caso “particular” de las ondas gravitacionales son las ondas capilares, cuya longitud de onda
es pequena (ver el libro de Lighthill, [L.2, p225], para mas detalles sobre estas ondas). Las
ondas capilares son tales que la fuerza im portante no es tanto la fuerza de gravedad sino la
tensién superficial de la frontera libre (ver, por ejemplo, el libro [L.2, p.225] para mas detalles
sobre estas ondas). Para las ondas arriba mencionadas, la velocidad de propagacién ¢ ya no
es constante; depende, en general, de la longitud de onda A. La relacién entre ¢ y A se llama
relacion de dispersion. También se le llama relacion de dispersion a la relacion entre la frecuencia
w y el numero de onda k, la cudl es mas facil de calcular. Una consecuencia importante de
la dispersion es la aparicion de una nueva velocidad distinta de ¢, denotada por U y conocida
como velocidad de grupo.

Existen varias maneras de determinar la relacion de dispersion. Consideremos primero el
método clasico, que es el que se desarrolla en la mayoria de los libros (ver, por ejemplo, la
referencia [S.2, p.51]). Consideremos la superposiciéon de dos ondas monotonales propagandose
en la direccién x positiva, y cuya amplitud es la misma. Suponemos, ademas, que el numero de
onda y la frecuencia de las ondas son vecinas; esta suposicion es necesaria cuando consideramos
que las dos ondas forman parte de un mismo grupo, o paquete de ondas.



Siay = acos(wit — kix) y am = acos(wat — ka), el desplazamiento seria

(=ay+a_.

Otra manera de escribir a a4 permite expresarlas como

oo meo{[(2) - (B ) ] s (2 - () ).

por lo que ay = cos(A + B), con

( es entonces

(=ay+a_=cos(A+ B)+ cos(A— B) =2cos Acos B,

g:@(;c,t)cosK“l;“?)t— (’“;kz)r] (B.1)

con C(z,t)=2acos [(wl ;w2>t— (kl ; kQ) x] .

Como w1 ~ wy y k1 & kg, C(z,1) es una cantidad que varia muy despacio. A C(z,1) se le llama

amplitud de grupo [S.1, p.186], y es la amplitud de una onda cuya velocidad de propagacion es
w1t @ Por otro lado, la amplitud se desplaza a una velocidad w2 w2
ki + ko ‘ ’ ' ky — ky ) ky — ky
es la velocidad de propagacion del paquete de ondas. Cuando tomamos el limite ko — &y,

definimos a una velocidad U en ky, como el valor de

es decir,

, por lo que

U(k)) = lim (M) ~ e, (B.2)

la cual es la velocidad de grupo.

En la figura B.1 se muestra la forma de (, (linea continua). La linea punteada representa
la funcién C(z,t). Esta funcién envuelve a paquetes de onda que viajan hacia la derecha con

velocidad U.
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Figura B.1: Gréfica de la funcién ¢ (linea continua). La linea punteada -la envolvente de la
grafica de (- es la grafica de la amplitud C(z,1) de esta funcién y envuelve a paquetes de ondas
que viajan hacia la derecha con velocidad U.

Los nodos son los puntos donde la amplitud de la onda es cero, y en esos puntos no hay
intercambio de energia entre los paquetes. Vemos que las ondas sinusoidales poseen la propiedad
dispersiva, es decir, que la velocidad de propagacién depende del nimero de onda. El efecto
de la dispersion es el de provocar que una perturbacién general se pueda descomponer en sus
distintas componentes, las cuales se caracterizan por su numero de onda. Es por ello que una
superficie libre puede aproximarse localmente, por una onda sinusoidal [L.2, p.209].

Consideremos ahora el caso mas general, donde no tenemos ondas superpuestas, sino una
infinidad de ondas, tales que el nimero de onda varia gradualmente, por lo que w = w(k) varia
del mismo modo. Siguiendo el razonamiento de Sommerfeld escribimos al desplazamiento como

(= /Oo a(k)exp(ia)dk,
donde ( es en realidad la parte real de esta integral, y

a=w(k)t — kx = wot — kox + (w — wo)t — (k — ko).

Entonces ( = C(x,t) exp [t(wot — kox)], con

Oz, t) = / a(k) exp [i(w — wo)t — (k — ko)x] dk.
En este caso podemos también reducir el problema a una onda sinusoidal, cuya amplitud C'
depende de z y de t. Sin embargo, para que ( defina a un paquete de ondas es necesario que
(' sea una funcion que varia gradualmente, por lo que se requiere que

(w—wo)t — (k — ko),

el argumento del integrando, sea aproximadamente constante. Imponiendo esa condicion y
diferenciando, tendriamos

Aw dzx

Ak dt’
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y en el limite cuando Ak es muy pequeno, obtenemos la velocidad de grupo, i.e., la velocidad
de propagacién de la amplitud, como

_do_ds
dk o dt’

Vamos ahora a usar lo expuesto anteriormente para encontrar ciertas caracteristicas de los
parametros k y w. Suponderemos ahora que el desplazamiento se escribe como

U

¢ = D(z, )R [exp [ia(z, 1)]],

donde « es la funcién de fase. De modo a que ( sea en efecto una funcion casi sinusoidal, por
lo menos localmente, a debe de satisfacer

Ja Ja
Ox ot
Entonces k£ ya no sera una constante, en general; k se define como el retraso de la fase. k solo
puede definirse si « varia gradualmente; en ese caso podemos aproximar a « por su desarrollo
de Taylor a segundo orden, es decir

w.

a & oo, o) — ko(x — o) + wo(t — to), y.

Como « varia lentamente, consideramos que se cumple

o Do
ooz dxot’
Entonces k y w deben ser tales que
ok N Ow 0
ot oz
: Ow  dwdk
Pero si w = w(k), T tenemos
ok ok dw
E—I_U@_x_o’ con U—%.
En el caso en que w dependa también de la posicion, podemos definir a la velocidad de grupo
como p
w
U=—
ok’
k k k
en;(;nces U% = Z_:% = aa—j Ademas, se sigue cumpliendo que % + Z_i = 0, por lo que
UE = —Ua—w. En este caso tenemos una ecuacion parcial de primer orden para w dada por
x
ow ow
—+U—=0.
ot + Jdx

128



Esta ecuacién es facil de resolver usando el método de caracteristicas. En efecto, cuando

dz

— =1,

dt
tenemos que

Ow U@w_aw d;v@w_dw_o
T T TR T T T

x
Por lo tanto, w es constante sobre curvas en el plano (z,t) que satisfagan — = U. En el caso de

la céclea esta conclusion es muy importante, pues en ese caso consideramos que la frecuencia de
la onda es una constante -debido a que el estimulo es una onda monotonal. Ademas, la figura
3.14 del capitulo 3 nos indicé que la velocidad de grupo de la onda tendia a cero conforme nos
acercabamos a la posicién caracteristica de la onda. Por lo tanto, son las propiedades mecanicas
de la coclea las que provocan que se detenga la onda en la posicion caracteristica.
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Apéndice C

Ondas gravitacionales en un canal.
Consideraciones generales sobre
energias medias.

En este apéndice consideraremos primero ondas propagandose sobre la superficie de un canal
cuya profundidad h es arbitraria y constante. Supondremos que la unica fuerza que actua sobre
el fluido es la fuerza de gravedad y consideraremos el problema bidimensional. Sin embargo,
consideraremos la aproximacion lineal de la ecuacion de conservacion de momento. También
consideraremos que el fluido es irrotacional, por lo que @ = V¢. Entonces ¢ es solucion de la
ecuaciéon de Laplace

V2 =0, (C.1)

dentro de la regién ocupada por el fluido. si consideramos que la compresibilidad del fluido
es muy pequena podemos suponer que la ecuacién de continuidad es V - 4 = 0. Por otro lado,
cuando la superficie esta en reposo, la presién a una distancia —y de dicha superficie esta dada
por la suma de la presién atmosférica y de la presion hidrostatica debida al agua [L.2, p.94], y
entonces

Po = Pa — Pog- (C.2)

Si ahora perturbamos la superficie, ésta ya no se encuentra en y = 0, sino a una altura
y = ((x,1). En una seccién transversal (con x fija), la presion seria ahora la suma de la presiéon
del fluido en reposo y de la presion p. debida a la perturbacién, es decir,

P = po+ Pe.
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Pero p = p, cuando y = (, por lo que se deduce que

Pe = pog( (C.3)

Por otro lado, en el capitulo 1 (flujo acistico) determinamos la ecuacion de conservacién de
momento tal que

Ju N Ipe
po ot ox

=0, (CA4)
por lo que

__, 09
Pe = —Po (C.5)

Igualando las dos relaciones que encontramos para p., vemos que en la superficie libre se

(%>< - o (.6)

Esta condicion puede relajarse para el caso de perturbaciones pequenas y considerarse en
y = 0. Para ver una justificacién detallada de esto se puede consultar la referencia [S.2, pp.19-
22]. Otra condicién de frontera proviene de la continuidad de la velocidad en la superficie libre:
la velocidad @ del fluido en la frontera es igual a la derivada total con respecto al tiempo de (,

debe de satisfacer la condicién

por lo que
d¢ oa¢ B (09
FTERr]} +u-V(= (uy)y:g = (ay y:C. (C.7)
Pero @ - V( es un término pequeno y también aproximamos la condicién en y = 0, ob-
teniéndose
0 0
a—i = 8—(5 sobre y = 0. (C.8)
Finalmente, nos falta la condicion de frontera en y = —h, donde h es la profundidad. Esta

frontera es sélida por lo que no depende del tiempo; en dichas fronteras, la componente normal
de la velocidad se anula [S.2, p.11]. Entonces
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¢ _

9y 0 si y=—h. (C.9)

En resumen, debemos de resolver el problema:

Vi = 0 en —h<y<O0, (C.10)
¢ d¢

W = —ga—y en y=0, (C-ll)
9¢ .
a_y = 0 en y=—h. (C.12)

La condicién en y = 0 se deduce de las dos condiciones (C.6) y (C.8) que teniamos antes
sobre esta frontera.

Resolveremos el problema proponiendo una solucion ¢ separable y ademas tal que sea sinu-
soidal en la direccion x:

B(r.yi1) = D(y) explifwt — ko). (C.13)

Por lo anterior ® es solucién del sistema
®"(y) —k*®(y) = 0 en —h<y<O0 (C.14)
®'(—h) = 0. (C.15)

La condicién en y = 0 es mas complicada y la estudiaremos después.

La solucién de la ecuacion (C.14) del sistema anterior se escribe, en forma general, como

O(y) = Aexp(—ky) + Bexp(ky). (C.16)

La condicién en —h nos va a dar una condicion relacionando a las dos constantes A y B.
Dicha condicion se obtiene derivando a ®(y) e igualando a cero, dando como resultado

Aexp(kh) = Bexp(—kh). (C.17)

Para simplificar la forma de ®(y), igualamos las dos constantes Aexp(kh)y Bexp(—kh) a
1/2®,, y reemplazando en ®(y),
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B(y) = B {eXp[k(y +h) +2€Xp[_k(y + h)]} — @y cosh[k(y + h)]. (C.18)

La condicion en y = 0 nos va a permitir encontrar la relacion de dispersién para el caso de
ondas gravitacionales. De hecho,

¢ _ _ 09

en y=0: 527 = —ga—y (C.19)

=  —w'¢ = —g®'(0)expli(wt — kz)] (C.20)

= —wd = —gz((g)) (C.21)

= le — g(g)((g))] ®=0. (C.22)

Esta relacién debe de cumplirse para todo (x,y;t). Por lo tanto se debe de satisfacer

®'(0)  ®oksinh(kh)
2 - = = '3
o ®(0) 7%, cosh(kh) gk tanh(kh). (C.23)

Es importante constatar que las ondas de gravedad son un ejemplo de ondas dispersivas,
pues ¢ depende de A como

1/2
L w 1 12 gA 27 h )
c=o= [gk tanh(kh)] = [ﬂ tanh (T . (C.24)
En la figura se muestra la forma que tiene la funciéon anterior. También se muestran las
1/2
funciones a las cuales converge ¢ para A pequeno y para A grande. Estas funciones son (%) /
y (gh)'/?, respectivamente.
La velocidad de grupo (del apendice B) se define como
dw
V=— C.25

) 2 d dA d  dA 2r 27 \? A?
pero si k= —, — = —— == = ——, por lo que

Nodk T dkdy Y dk T k2T (202 2n
A2 d (27rc> B A2 l 27 27 dc]

L T TS NS W AR ™ IS VAR W )Y
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c=[(9N2n tanh(znh/)\)]yz

e
@) - et

Y
c=(ghj2q) ® cuando A es grande

2
0.5(gh) —|

1
c=(gh) ? cuandoA es chico.

T T T T T T T
2h an 6h 8h 10n 12h 14h A

Figura C.1: Velocidad de fase ¢ de la onda dada como funcién de la longitud de onda A de la

misma.

Finalmente, concluimos que

de
V=c——. C.26
c= Ay (C.26)
Por la definicién de V', es mas sencillo obtener a w como funcién de k y graficar dicha funcién.
Entonces V' es simplemente la pendiente de la curva obtenida.

Antes de determinar a V' para el caso de las ondas de gravedad, vamos a ver algunas pro-
piedades del movimiento del fluido. Determinamos anteriormente el potencial de velocidades
como

¢ = g cosh[k(y + h)] expli(wt — k)], (C.27)

y las componentes horizontal u y vertical v de la velocidad serian entonces

u = —itk®gcosh[k(y + h)]expli(wt — k)],
v = k®gsinh[k(y + h)] exp[i(wt — kz)].

Siguiendo el razonamiento de A. Sommertfeld, integramos con respecto al tiempo las ecua-
ciones anteriores para obtener el desplazamiento horizontal ¢ y el vertical 5, respectivamente.
Las constantes de integracion se deben de anular para que se preserve la periodicidad de la
solucion, por lo que se obtiene

£ = —SCI)O cosh[k(y + h)] expli(wt — k)],

n = —%CI)O sinh[k(y + h)] exp[i(wt — kz)].



Sean
k
a = —®qcosh[k(y + h)], y
w
b = E<I>0 sinh[k(y + h)].¢
w

Como ¢ y n son en realidad la parte real de cada una de las ecuaciones del sistema anterior,
deducimos que

= —acos(wt — kz) (C.28)
= bsin(wt — kz), (C.29)

donde a y b estan dadas por (C.28) y (C.28), respectivamente. La trayectoria de las particulas
se obtiene eliminando a t de las expresiones (C.28) y (C.29), de modo que

S (C.30)

a? = b?

La ecuacién anterior es la ecuacién de una elipse, cuyos ejes a y b se relacionan por !

b o fanh[b(y+ B)] = tanh(kh) s y=0,
a
= 0 si y=—h. (C.31)

y cuya excentricidad

50
e=vVa?—p2 =2 (C.32)

w
no depende de la profundidad considerada.

En el limite en que la profundidad es muy grande, cerca de la superficie -o relativamente
cerca, de modo que y sea pequeno con respecto a h- 2 seria
b
— & tanh(oco0) = 1. (C.33)
a
En el caso de agua profunda, las particulas siguen una trayectoria circular. Los radios de dicho
movimiento serian

a= SCDO cosh[k(y + h)] = % cosh(kh)[cosh(ky) + sinh(ky) tanh(kh)], (C.34)

'En el caso en que A es pequefio tanh(kh) ~ kh < leny =0,y 5 — (0 en y=—h. Entonces en ese caso el

a
movimiento es casi horizontal, pues b < aVy.
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cuando h es grande, es decir cuando tanh(kh) ~ 1, y por ende

a= @Cosh(kh) exp(ky). (C.35)

w

Lo mismo encontrariamos para b considerando la misma aproximacion. Por lo tanto, el radio
de la trayectoria circular de las particualas decrece exponencialmente, conforme la profundidad
y considerada aumenta. Ademas, cuando tomamos a @ = 2B exp(—kh) -por definicién de ®g-
la dependencia de a con respecto a h puede despreciarse, pues

g cosh(kh) = B[l + exp(—2kh)] =~ B, (C.36)
cuando h es grande. Entonces a es simplemente

kB
jexp(k'y), (€C.37)

por lo que decae exponencialmente como funcién de la profundidad.

Es importante constatar que las ondas gravitacionales son un ejemplo de ondas dispersivas,
donde ¢ depende de A, o de k. ¢ es simplemente

A 27\ 1"
c= % = [gk~! tanh(kh)]}/? = [g—ﬂ_ tanh (%)] (C.38)
Ahora vamos a calcular la velocidad de grupo U para este tipo de ondas.
Como 1 1 h
2 o, AW 9 .
— = 2w—- = gtanh(kh) + ———— .
@) = 2oy = g tanh(kh) £ O oy (C39)
ye= 5
U gk kh
— = —— |tanh(kh) + ———+—| . C.40
¢ 2w? l anh(kh) + coshQ(kh)] ( )
Por lo tanto - ” o
1 1 2
] =14+ —]. 41
c T2 l  Sh(ER) cosh(kh)] > l + sinh(Zkh)] (C-41)

Vemos que U es aproximadamente igual a ¢ sélo para el caso de agua poco profunda, en el
que h es pequeno y el segundo término de la cantidad en corchetes de la férmula anterior es
aproximadamente igual a 2.

Vamos ahora a determinar la constante « tal que, si h > a, el error cometido al aproximar
a ¢ por su forma para agua profunda sea menor que 3% . Esto quiere decir que queremos que

1/2 ] -1/2 ‘
9A iz (27h) (gAY e (2R
(271-) tanh ( ;| 5 = tanh )
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sea tal que

1 —0.03 < tanh'/? (#) <1,

97k
0.97 < tanh'/? (%) <1.

1/2

Como la funciéon z'/* es creciente, la desigualdad anterior es equivalente a

27 h
0.9409 < tanh (T) < 1.

Si h = al y tanh (Z%h) = tanh(a) = 0.9409, entonces,
a=0.278. (C.42)

Por las propiedades de la funcién tanh(x), basta con que tomemos 27 > 0.28 para que el error

1/2
cometido al aproximar a ¢ por el valor (ﬂ) / que toma para agua profunda sea a lo mas de

2
3% [L.2, p.216].

Vamos ahora a estudiar las energias cinética y potencial, por unidad de area horizontal para
el caso h grande. Para un flujo irrotacional, la energia cinética puede escribirse como

Ek:g///R(ﬁ)2dR:g///RVqﬁ-V(bdR. (C.43)

Ademiés, como VZ%¢ = 0, podemos sumarle el término ¢VZ?¢ = 0 al integrando de la ecuacién

(C.43). Y Como
V¢ -Vé+¢Vie=V-[6(Ve),

usando el teorema de la divergencia obtenemos a Ej de la forma

B = g//s¢g—f ds, (C.44)

es decir, como una integral sobre la frontera del fluido. En el caso de ondas en agua, en
y=—h % = 0, por lo que la integral anterior se reduce a una integral sobre la superficie libre
- en el caso de la aproximacién lineal. Por lo anterior, la energia cinética, por unidad de area

horizontal, puede escribirse como [L.2, p.213]

) T LA
Ek—ﬁplqﬁa—y]y:o—:zpk (at). (C.45)
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Entonces

L (oY

Determinemos ahora el exceso de energia potencial para ondas en agua, por unidad de area
horizontal. Esta energia potencial se escribe como (EP)C = fEh pgydy = tpg (¢* — h*) y para

(=0,

1
(Ep)gzo = §P9C2-

Por lo que

1
AE, = —§pgh2. (C.A7)

Esta es la forma de la energia potencial, pues sabemos son diferencias de energia potencial
las importantes para el movimiento.

Por las ecuaciones (C.46) y (C.47), vemos que para ondas en agua profunda podemos consi-
derar al desplazamiento ( de la superficie libre como una coordenada generalizada, a pg como
una rigidez generalizada, y a pk~! como una masa generalizada. En efecto si calculamos los
promedios en un periodo, tanto de Ej como de E,, tenemos que

= 1 (3) ) = ot s (= ),

y
2
1 L |[0 : z
(E,) = 2pg< [( af) 0] ) = %wQCI)OQ(eXp [2@@ <t — Z)b
Una condicién para que (Ex) = (E,) es que w? = 2 = gk, la cual se cumple para ondas en

agua profunda. Siguiendo un razonamiento analogo para ondas a una profundidad arbitraria
obtendriamos un resultado analogo. De hecho, si la relacion de dispersion en un sistema en
vibracion se puede escribir

L rigidez generalizada (C.48)

. . . bl
inercia generalizada

entonces probaremos que las energias cinética y potencial medias son iguales entre si.
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En efecto, siguiendo un razonamiento analogo al anterior, podemos llegar a las mismas
conclusiones para agua cuya profundidad es arbitraria, es decir que (E,) = (Ey) vy que

(B) = (Ep) + (Ek) = 2(E,).

En efecto, en el caso en que h es arbitrario,

¢ = 2B exp(—kh) cosh[k(y + k)] exp[i(wt — kx)].

Usando la condicién (C.6) podemos determinar ¢, dando como resultado

(= “oB exp(—kh) cosh(kh)sin(wt — kz). (C.49)
g
Por lo que
Lo a2 5 2 .2
E, = §ng = ;pw B* exp(—2kh) cosh®(kh) sin”(wt — kx). (C.50)
@/
Por otra parte, de (C.49) podemos determinar %. Ademas, en este caso ? = (I)(((()))) ¢, por
)

lo que la energia cinética, en este caso, se escribe como

E, = %p [k tanh(kh)] ™" (%) ,

es decir,
E) = pkB? exp(—2kh) sinh(2kh) cos®(wt — kz). (C.51)

De (C.50) y (C.51) podemos deducir que

(E,) = (B}) = ngQ exp(—2kh) sinh(2kh), (C.52)
., Rigidez , .,
sl w® = — = gktanh(kh), que es exactamente el valor dado en (C.23), y también que
Inercia
E=(E)=(E)+(E,) = pkB* exp(—2kh) sinh(2kh). (C.53)
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Vamos ahora a demostrar que U, la velocidad de grupo, es la velocidad de propagacién de
la energia. Para ello necesitamos determinar el flujo de energia a través de una superficie S
dada. Sea R la region que ocupa el fluido considerado, tal que S es su frontera. Siguiendo el
razonamiento de Stoker [S.2, p.47-54], tenemos que la energia dentro de la regién R esta dada

e=oflf s (52) < (5) + ()

Pero la ecuacion de Navier-Stokes, para el caso en que el fluido es irrotacional, incompresible

por

+ gy dadydz. (C.54)

e inviscido y cuando la fuerza externa es la fuerza de gravedad, se escribe como

ou . . Vp .
A L (C.55)

donde g es el vector unitario en la direccion y. Pero @ = V¢ y gy = V(gy). Ademas, es facil
ver que

(Vé-V)V6 = ;V(Vo- Vo).

Entonces la ecuacion (C.55) se puede expresar en funcién de ¢ como

(52) + (5) - (32)

A la ecuacién (C.56) se le conoce como ecuacion de Bernoulli. A partir de ella podemos

+ % gy =0 (C.56)

reescribir a (C.54) como

E:_///R (p—l—p%) dzdydz. (C.57)

Entonces el flujo de enegia por unidad de tiempo, Ccll—ff, es

=l o= ]+

donde v,, es la componente normal de la velocidad de S. Suponiendo que p no depende del
tiempo,
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JI] @+ poidedyde = o f[[ bu6m+ 0y00+ 6:0udadydz=p [[[ Vo-Vorav,

es decir,

I+ oo azayaz = [[ 5% as

donde ¢, es la componente de la velocidad del fluido tomada en la direccién de la normal a
S y cuyo sentido es hacia afuera de R.

Entonces

dE
o= //Spqﬁt (¢, — V) — puy, dS. (C.58)

Nos interesa el caso en que S es una superficie geométrica fija de la forma = =constante.
En este caso v, =0 y el flujo de energia a través de esta superficie es

dE) 0 ¢
— =p ¢i— dy. (C.59)
( dt z= constante /_h ta‘r

Si ¢ es una onda progresiva de la forma

¢ = O(y,z) expli(wt — k)]
9 9

entonces — = —c—, y (C.59) se escribe como

ot Oz
dE o [9g\

El signo se debe a que R se encuentra a la izquierda de S, por lo que el flujo de energia de
una onda progresiva propagandose hacia la derecha hace que disminuya la energia dentro de R.
La ecuacion (C.60) determina el flujo de energia por unidad de tiempo. Para el caso de ondas

en agua,
% = 2k B exp(—kh) cosh[k(y + k)] sin(wt — k),
T
por lo que
dFE inh(2kh) + 2kh
= —2cpB*k* exp(—2kh) lsm ( 2k) + ] sin?(wt — k), y (C.61)
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dE B2k? exp(—2kh
‘ _ pBIRTexp(=2kh) (b okh) 4+ 2kh]. (C.62)

‘<a> 2
Comparando a la ecuacién (C.62) con (C.53) y (C.41), vemos que
dFE

45| v (.63

lo que nos permite concluir que U, la velocidad de grupo, es también la velocidad de propagacion
de la energia.

Concluimos este apéndice demostrando que para vibraciones en general la energia cinética
promedio es igual a la energia potencial media. Consideramos que el movimiento puede expre-
sarse como una superposicién de ondas del tipo

¢ = Ay, z) cos(wt — kz). (C.64)
Entonces definimos a una rigidez generalizada s(z, k) y a una inercia generalizada, m(z, k),
tales que
1
Ep 55527 y
1 [0\
b, = = — | .
£ (8t)
Pero

& = A?cos’(wt — kz)

2
(%) = WwlA? sinQ(wt — kx).

Remplazando los valores anteriores en las definiciones de las energias potencial y cinética, y
determinando el promedio sobre un periodo de las mismas, obtenemos

sA?
<Ep> = Ta y

mw?A?
(Be) = —

Por lo tanto, las energias medias son iguales cuando se satisface la condicion
w'=—. (C.65)

Ademas, podemos escribir al promedio de una superposicion de movimientos del tipo (C.64)
como una superposiciéon de promedios, por lo que el resultado (C.65) sigue siendo valido. Este
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resultado es muy importante pues la mayoria de los movimientos pueden escribirse como una
superposicion de movimientos del tipo (C.64), es decir, como una serie de Fourier. En particular,
consideramos que nuestro problema es de este tipo, por lo que se aplican los resultados aqui
obtenidos. También es posible demostrar que la descripcion en términos de flujo de energia
es equivalente a estudiar el problema usando el método WKB. Una demostracion detallada de
esto puede encontrarse en el capitulo 11 del libro de Whitham [W.2, pp.384-403], por lo que es
correcto el procedimiento utilizado para encontrar el flujo acustico en el problema de la coclea.

Finalmente, es importante aclarar que es posible demostrar que la velocidad de propagacion
de la energia sigue siendo la velocidad de grupo U. La demostracion de lo anterior es un poco
tediosa. Recomendamos consultar el libro de Lighthill, referencia [L.2].
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