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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo que describe la evoluciéon de ondas rodantes.
Estas ondas se observan en canales con fondo plano. El modelo consiste en un estudio
del perfil de la superficie del agua descrita mediante la aproximacion para aguas someras,
ademas se le agrega un término proporcional al cuadrado de la velocidad, con el objeto de
aproximar la pérdida de energia debido a la friccién con las paredes. El sistema de ecua-
ciones asi obtenido es un sistema de ecuaciones diferenciales cuasilineal para la velocidad
u y el perfil h del agua. El andlisis lineal muestra que las ondas rodantes se producen
debido a la inestabilidad generada cuando el nimero de Froude es mayor que dos (F > 2).
Esta inestabilidad provoca que las condiciones iniciales peridédicas evolucionen hacia una
solucion discontinua (salto hidraulico). Mediante un analisis de dos escalas de tiempo se
encuentran las ecuaciones que describen evolucion de la amplitud para el caso ligeramente
inestable. Finalmente se encuentran el perfil y la velocidad del salto hidraulico en el caso

ligeramente inestable relacionandolos con las condiciones iniciales.
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Introduccion

Overhead the albatross hangs motionless upon the air.
And deep beneath the rolling waves,

in labyrinths of coral caves.

The echo of a distant tide.

Comes willowing across the sand

And everything 1s green and submarine...

Waters, Wright, Mason, Gilmour.

Figura 1. Ondas rodantes en un canal. En este caso las ondas
se mueven de derecha a izquierda.

Infinidad de fenomenos se producen en el agua. Una mirada a la superficie de un
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lago nos despierta la curiosidad sobre la multitud de efectos observados. Algunos efectos
interesantes se producen al observar flujos en rios y canales. El fenéomeno a estudiar en
este trabajo recibe el nombre de ondas rodantes y se presentran al deslizar agua sobre un
plano inclinado (Figura 1).

En 1903 Vaughan Cornish [C] fotografié y describié este comportamiento en su libro.
Las ondas rodantes consisten en pequenas protuberancias que se forman en la superficie
del agua. Estas avanzan mas rapido que el flujo. Las perturbaciones avanzan hacia abajo
formando lineas perpendiculares a la direccion de propagacion. Ademas, Cornish noté que
se propagaban a distancias regulares entre si.

Este fenémeno depende de la rugosidad del suelo del canal, pues en un fondo de
grava no aparecian, mientras que en un piso de cemento (liso) se forman, crecen y se
mantienen. En 1949 Robert F. Dressler planted el problema como una serie de saltos
hidraulicos distribuidos periddicamente a lo largo del eje z; en este caso se supone que
el canal tiene fondo plano y recto (ver Dressler [D]). La reproduccién en laboratorio de
estas ondas muestra un hecho mas: la velocidad de las ondas rodantes es mayor cuanto
mayor sea la altura que tengan las ondas ademas que al encontrarse dos de éstas coalescen
formando una ola rodante mas rapida y més grande (ver Mayer [M]). A pesar de la aparente
estabilidad en el perfil, el flujo ciertamente dista de ser uniforme. Las observaciones del

fenémeno sefalan el siguiente comportamiento en el flujo dentro de la ola (Figura 2).
D

D

Figura 2. Flujo dentro de la onda rodante
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Las ondas rodantes se producen en aguas poco profundas comparadas con la longitud
de éstas y el ancho del canal, sin embargo llegan a desbordar canales disenados para
transportar esa cantidad de liquido pero considerando que el flujo es uniforme; ademas,
generan esfuerzos no deseados sobre las paredes (ver Stoker [S]).

El estudio de el fenémeno en este trabajo se basa en un modelo conocido como de
aguas someras, al que se le agrega un término hidraulico de disipacion de energia atribuido
a la viscosidad. Se consideraran condiciones iniciales periddicas con el fin de aproximar
la regularidad en la distribucién de las ondas. Mediante este modelo se planea relacio-
nar las condiciones iniciales periddicas y continuas con la velocidad y el tamatio del perfil
de las ondas rodantes, asi como el estado estacionario final de éstas, es decir de los sal-
tos hidraulicos. Dadas las caracteristicas citadas anteriormente se usara un modelo de
aguas poco profundas (modelo no viscoso) al que se le agregara un término hidraulico que
represente la pérdida de energia debida a la fuerza viscosa.

En el capitulo 1 se explica en qué consiste y cuales son las hipotesis del modelo de
aguas someras. En él se explican las caracteristicas de un flujo de este tipo asi como
las hipétesis hidraulicas involucradas al considerar la disipacion de energia debida a la
viscosidad. Esta hipotesis considera que la disminucién del momento en el flujo de agua
debido a la viscosidad se comporta proporcionalmente al cuadrado de la velocidad. Esta
suposicion es usual en Hidraulica y es una aproximacion propuesta por Antoine Chézy hace
mas de dos siglos. Posteriormente, se deduce el sistema de ecuaciones que describen tanto
el perfil como la velocidad para el flujo en un plano inclinado, considerando condiciones
iniciales periodicas, ademas de encontrar las soluciones para flujo uniforme. La velocidad
sélo dependera de las coordenadas (x,t), por lo que la altura h define el perfil de la onda

rodante. No se describe el comportamiento turbulento del fenémeno. Finalmente, se define
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el ntumero de Froude F, parametro adimensional, que relaciona la componente horizontal
de la fuerza gravitacional con la fuerza “viscosa” debida a la disipacion de energia.

En el capitulo 2 se estudia la evolucion del sistema de ecuaciones cuasilineal, primero
mediante un estudio lineal. En este estudio se encuentra el valor de la constante F' a partir
del cual el sistema se vuelve inestable para tiempos largos. Este fenémeno de inestabilidad
define el crecimiento de una perturbacion inicial de tal manera que modela la evolucién
de la onda rodante. En la seccién (2.2) se plantea un estudio basado en el método de dos
tiempos para una inestabilidad pequena 0 < F'—2 = ae. Al exigir soluciones acotadas para
tiempos largos se eliminan los términos cuya amplitud crece indefinidamente (términos
seculares). Las relaciones asi encontradas definen la evolucién tanto de la amplitud de la
onda como de la velocidad del flujo.

En el capitulo 3 se describen las caracteristicas del salto hidraulico para el problema
completo, tal y como se definio en el capitulo 1. Basandose en el simil con las ecuaciones
constitutivas del gas ideal politrépico (ver Landau y Lifshitz [L]) se definira la solucién
periddica discontinua del modelo, tanto la velocidad del salto como las ecuaciones que
definen el perfil y la distribucion de velocidades. Posteriormente, se encuentran las mismas
relaciones que definen el salto hidraulico, pero para la aproximacion obtenida mediante el
método de dos escalas de tiempo, encontrando de manera explicita las relaciones entre las
condiciones iniciales, la velocidad y el perfil del salto hidraulico.

Finalmente, se presentan las conclusiones relativas a este estudio. Es necesario mencio-
nar que el presente trabajo esta basado en el articulo de Kevorkian y Yu [K-Y]: Nonlinear

evolution of small disturbances into roll waves in an inclined open channel.



Capitulo 1

Construccion del Modelo

I told you about strawberry fields,

you know the place where nothing s real,
well here’s another place you can go,
where everything flows...

Lennon, McCartney.

1.1 Introduccién

En este capitulo se estableceran las ecuaciones constitutivas que describen la evolucion
del perfil del agua en un plano inclinado. Por una parte, se plantea el modelo de aguas
someras. Esto simplifica enormemente el problema, aunque sigue siendo un problema
no lineal. El modelo de aguas someras es un modelo en que el flujo se considera no
viscoso e incompresible ademas de establecer la fuerza gravitacional como tnica fuerza
volumétrica. Al eliminar la viscosidad se esta despreciando la disipacion. Se definen las
ecuaciones de conservacion de masa y momento para el sistema, asi como la condiciones de
frontera e iniciales. La aproximacion de ondas largas permite considerar que la presion es
hidrostatica; posteriormente, se deduce la aproximacion del campo de velocidades v para
ondas largas. Entonces se agregara al modelo el coeficiente de Chézy, coeficiente hidraulico

que aproxima la pérdida de momento debido a la friccion producida en las paredes. Se
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deducen las ecuaciones constitutivas y se encontrara la solucion correspondiente a un flujo
estacionario. Dada la regularidad en la distribucién de los saltos, sefialada por Dressler
[D], se considerara que las condiciones iniciales para el perfil h y la velocidad de u consisten

en funciones periédicas con el mismo periodo.

1.2 El Modelo de Aguas Someras

1.2.1 Ecuaciones de Conservacion

Se considera un elemento de fluido V. La hipotesis del continuo consiste en considerar
que este elemento es pequetio en comparaciéon con las dimensiones del sistema, aunque no
tan pequeno como para compararse con el camino libre medio entre dos particulas. La

masa del fluido que sale del volumen Vj por unidad de tiempo es

// pv-ndS,
s

donde n es el vector normal a la superficie S y v es la velocidad del fluido v = (u, v, w).

Figura 3. Elemento de fluido Vy. La disposicion de ejes en la
figura serd la misma para todo el trabajo

El flujo de agua es igual a la masa que sale a través de la superficie S por unidad de
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tiempo. Es decir

entonces la conservacion de masa (si no hay fuentes o sumideros de masa) se escribe como

ST

Esta ecuacion también es conocida como la ecuacion de continuidad.
Si el volumen es fijo con respecto al tiempo, usando el teorema de la divergencia se

obtiene la ecuacion

op .. _ 5 ¢
n + div(pv) = 0. (1.2.2)

En el caso del agua, la densidad sera considerada constante en todo el espacio y en
el tiempo. En consecuencia la ecuacion de conservacién de masa deriva en la condicion

siguiente (en coordenadas cartesianas).
div(v) = uz + vy + w, = 0. (1.2.3)

Los subindices representan las derivadas parciales.

En la deduccién de las ecuaciones de conservacion de momento no se consideran los
términos viscosos. Es decir, el tensor de esfuerzos tiene todos sus términos fuera de la
diagonal iguales a cero (ver Batchelor [B]). Por lo tanto, en el modelo de aguas someras
no hay disipacién por friccion. Se considera, ademas, que no hay flujo de energia debido
a la conduccion térmica. En otras palabras el sistema es isentropico. Los términos de
la diagonal en el tensor de esfuerzos representan fuerzas en la direccion normal interior
a la superficie S que rodea el volumen Vj (fuerzas compresivas), por lo que las fuerzas

superficiales sobre el elemento de fluido corresponden tnicamente a la presion.
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pt+pAx

AX

Figura 4. Fuerzas superficiales sobre un cubo de lados Ax,Ay

y Az.

La ecuacion de movimiento se obtiene usando la segunda ley de Newton. Al tomar un
elemento de fluido con caras paralelas a los ejes coordenados obtenemos en la direccién x

la ecuacion siguiente
[—(p+ peAz) + p|AyAz + FipAxAyAz = pa; Az AyAz, (1.2.4)

donde p es la presién. El vector F = (Fy, Fy, F3 ) representa la fuerza externa volumétrica
por unidad de masay a = (aq, az, as) denota a la aceleracion. Tanto F como a son funciones

que dependen de x y t. Al tomar el limite AV — 0 la relacion (1.2.4) se encuentra

_pli—l_/)Fl(:cvyath) :[)Gl(I,y,Z,t). (125@)

De manera analoga se calculan las ecuaciones de movimiento para las otras dos coordenadas

—Dy + [)FQ(CC,y,Z,t) = paQ(I7y7Z7t)a
(1.2.5b, ¢)

—p: T+ [)Fg(ZE,y,Z,t) = Pa3(377'y727t)a

que en su forma vectorial se escriben como

1
——grad(p) + F = a. (1.2.6)
p
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La fuerza volumétrica que vamos a considerar es la fuerza gravitacional F = (0, —g,0)
donde g es la aceleraciéon debida a la gravedad.

Las ecuaciones de movimiento describen las trayectorias de una particula (esta es la
definicion del sistema de coordenadas lagrangiano). Se considera conveniente transformar
la ecuacién (1.2.5) al sistema euleriano (u,v,w;t). En el sistema de coordenadas euleriano
las variables a observar son las componentes del vector velocidad v=(u,v,w) y el tiempo
t.

Supdngase que G = G(z,y, z;t) es una funcién que depende de la posicion y el tiempo;

dado que x = (z,y, z) es la trayectoria de la particula, entonces

d_x
de

=x=v = (u,v,w).

Usando la regla de la cadena se encuentra que la derivada de G con respecto al tiempo

corresponde a

d
d—f =G+ Gy + G2+ G =Gou+ Gyo+ Gow + Gy (1.2.7)

En particular se obtiene la expresion para la componente a; de la aceleracion

du

a; = T = uuy + vuy + wu, + ug. De manera analoga se calculan las expresiones
para as y as.

En consecuencia la ecuacién (1.2.5) se escribe en variables eulerianas como

1
Uy + Uty + VUy + WU, = ——Pg,
p
1
v+ uvg +ovy +Fwv, = ——py — ¢, (1.2.8)
p
1

Uy + uw, + vwy + ww, = ——p,.
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Elsistema (1.2.3)y la ecuacion (1.2.8) conforman un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales incompleto para u,v,w,p y p. Falta establecer las condiciones iniciales y de
frontera, ademads, del comportamiento de la presién. En la seccién (1.2.4) se describiran
estas condiciones y se planteara el comportamiento de la presién. Antes de definir estas
condiciones es conveniente simplificar el problema mediante el Teorema de Hembholtz.

1.2.2 Teorema de Helmholtz

La circulacion I'(t) del campo de velocidades v se define como (ver Courant y John

[C-ID)

T(t):%v-TdZ:% (ud:{:—l—'vdy—l—wdz),
C C

donde T es la tangente a C. La curva C es una curva cerrada dada por x(o,t) con o tal que
x(0,t) =x(1,t) (0 <o <1 ). Al fijar o, x define la posicién de una particula de la curva
I'. Es decir, la circulaciéon estd dada en forma lagrangiana. Debido a la parametrizacion,

la tangente a la curva I' es tal que T = x,. Al derivar con respecto al tiempo se observa

que
d ! -
—T :/ (v -T+v- -T)do. (1.2.9)
d¢ 0
Esta ecuacion se reescribe al sustituir a = v, F = (0,—¢,0) = —grad(gy) en la

relacion (1.2.5) y usando el hecho que T=v,

1
I = / [—ET -grad(p) — ¢T - grad(y) + v - VU:| do
0 P

[ e st
= ——Po — 9Yo + 5(V-V)e| do =0,
0 P 2
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pues v, p e y coinciden al evaluar en 0 =0y 0 =1 (p y ¢ son constantes). Por lo tanto
['(t) es constante, en esta tltima relacion consiste el teorema de Helmholtz.

Al considerar en las condiciones iniciales a un fluido en reposo, se tiene el caso en que
['(t) = 0 para todo el tiempo y para cualquier curva cerrada. De esta dltima condicién se
infiere que f{

rot(v) = 0. (1.2.10)

Por lo que el campo vectorial v es el gradiente de una funciéon potencial ¢ = ¢(z,y, z;t),

v = grad(¢) = (¢a, ¢y, ¢2). (1.2.11)
La funcién ¢ esta dada por la integral de linea

Al considerar que el flujo es irrotacional en la ecuacién de continuidad se obtiene que

¢ satisface la ecuacion de Laplace

Es decir ¢ es una funcion armoénica. Ademas, el potencial de velocidades permite que

las ecuaciénes (1.2.8) tomen la forma

1
grad(¢.) + 5 grad(u® + v? + w?) = — grad(*) — grad(gy).

IS

Al integrar esta ultima relacion obtenemos una version de la ecuacion de Bernoulli

1

T Otra deduccion de la irrotacionalidad del fluido puede encontrarse en Landau y Lif-

shitz [L]
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donde C' = C(t) no depende de las variable espaciales.
Dado que al sumar una funcién de ¢ la ecuacion (1.2.13) no se altera, se puede a-
gregar un término a la funcién potencial sin cambiar la estructura de las ecuaciones de

conservacion antes citadas. De hecho es posible definir
t
o=o+ [ code,

con ¢* es una funcién armoénica. Al plantear este potencial la ecuacion (1.2.13) pierde el
término C(t). Por lo que podemos suponer que C(t) = 0 sin que se pierda generalidad.

Las ecuaciones (1.2.12) y (1.2.13) son las ecuaciones de movimiento del nuestro fluido;
solo falta determinar las condiciones de frontera e iniciales, ademas del comportamiento
de la presion.

1.2.3 Condiciones de Frontera

Una de las fronteras del fluido a estudiar es la superficie de éste, que se denotara
por S. La condicion de frontera en S exige que las particulas que se encuentran sobre la
superficie permanezcan ahi. Se describira la superficie por una funcion ((z,y,z;t) = 0,
por lo que al considerar la relacién (1.2.7) se obtiene la condicién en S (ver Stoker [S])

d¢

3 = W TG Fwl G =0. (1.2.14)

La ecuacién (1.2.14) se puede reescribir al tomar en cuenta que el vector ((g,Cy,(:)

es normal a la superficie Aqui n es el vector normal a la superficie libre S definido como

n = (e, Cy, G/ (2 + ¢+ C2)Y? (ver Courant y John [C-J])

96 _ (i '
on \/sz -I-Cy2 + (.2

(1.2.15)
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Esta es la condicién de frontera. En el caso de un canal, el fondo esta fijo, asi como las

paredes, en consecuencia

06

I 0 en las paredes y el fondo. (1.2.16)
n

La altura y de la superficie libre se puede definir como una funcion de x,z y t
y =n(z,z1), (1.2.17)
por lo tanto, en la superficie { = y —n = 0 cumple con la ecuacion (1.2.14)

Pallz — ¢y +¢:m=+ 0 =0, eny=n, (1.2.18)

y la ecuacion de Bernoulli toma la forma

1
g0+ b0+ 5(6:° + 8,7 +6.7) + % —0. (1.2.19)
En esta ultima expresién p = p(z,y,z;t). Hay que notar que las relaciones (1.2.17) y

(1.2.18) son no lineales para n y ¢ pues ¢ = ¢(x,n,z;t).

1.2.4 Aproximacion para ondas largas

Dado que los frentes de ondas se mueven en lineas rectas perpendiculares a la direccion
de flujo rio abajo, se considerara que tanto la funcién ¢ como la funcién n no dependen de
la coordenada Z7. Entonces el perfil obtenido en Z = 0 sera el mismo para todo el ancho

del canal. Por lo tanto, ¢ = ¢(X,Y; T) satisface la ecuacion de Laplace en dos dimensiones

dentro del fluido (ver la ecuacion (1.2.12))

AP =dxx + Dyy = 0. (1.2.20)

T En esta seccion se usaran mayusculas para las coordenadas (X,Y, Z;T) y la funcién

®, ya que se adimensionalizaran las ecuaciones.
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La ecuacién de Bernoulli (1.2.13) se expresa entonces

1
(w0t +
P

z =0 1.2.21
2 Y ( )

gY + @4 +
ya que se exige que &y = w = 0. La superficie del fluido esta definida por Y, =

Hn(X/Ly,T/Ty) (ver figura 5). Ly es la longitud de la onda, asi como T} es el periodo de

la misma.

Y= Hn(X /L, T/T)

/

\

n=1

Figura 2. Perfil del fluido

El canal tiene el fondo plano, horizontal; la altura para el fluido en reposo es H. En

consecuencia la condicién de frontera para el fondo es (ecuacién (1.2.16))

0% d
5. =~y (X.0.7) =0, (1.2.22)

Para la superficie Yy = Hn(X,T) la condicién (1.2.18) indica que
0% 0 0d 0
Ui H n_

xox oy T Har =0 (1.2.23)

Dado que en la superficie libre la presion debida al fluido es cero, la ecuaciéon de Bernoulli

para la superficie sera
0P

1
an+a—T—}—§('u2+'vz) =0 enY = Hy. (1.2.24)
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Las condiciones iniciales corresponden a una perturbacion en la superficie con ampli-

tud A y la longitud caracteristica Lg

X X
Hn(—.0) = Ah(— 1.2.25
T/(LO bl ) (LO )7 ( )
con velocidad inicial cero
®(X,Y,0)=0. (1.2.26)

Al introducir las variables adimensionales

r=—, yYy=—, t=— 'y o= ; (1.2.27)

en la ecuacion de Bernoulli se obtiene la relacion entre las constantes Lo, H y V. Esta es

la velocidad caracteristica
V = \/gT{, (1.2.28)

En consecuencia la ecuacién de Laplace toma la forma
6% Guz + byy = 0, (1.2.29)
donde 6 = H/Lgy. Las condiciones de frontera son las siguientes
¢y(x,0;t) =0 en el fondo, (1.2.30)
mientras que en la superficie libre se satisface

by(x,m;t) = 6% [ni + bu(x, m;t)n.], (1.2.31)

ademas la ecuacién de Bernoulli para la superficie libre es

e(x,m,t) + %[gbwz(m,n;t) + gbyz(m,n;t)] +n=0. (1.2.32)
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Las condiciones iniciales se escriben como

¢(z,y,0) =0,
(1.2.33)
n(z,0) = %h(z)

Al considerar que las ondas son mucho mas largas que la altura H se pide que 6 < 1.
Aqui 6 es el parametro alrededor del cual se aproximara la ecuacién eliptica por medio
de perturbaciones alrededor de ¢. La expansion asintotica para ¢ es (ver Kevorkian, Cole

[K-C])
d(x,y;t;0) = o) {¢)0(Sﬁ,y;t; §) + 62 b1 (x,y;t;6) + 64 pa(,y;;8) + 0(56)} )

Donde a(¢) es la amplitud de la funciéon ¢. Esta se fija por las condiciones iniciales. En
esta aproximacion la condicién de frontera relativa al fondo determina nuestra solucién.
Por lo que al exigir que la expansion se elimine término a término para cada orden de ¢ se

obtiene

Poyy = 0; $o = po(z;t)
y?
¢1yy = — 045 ¢1 = p1(z;t) — ?‘Poxx(il?;t)
y? y

En consecuencia las expansiones correspondientes a las velocidades u y v seran
22
2 Y
S‘oox—l_(s <S‘91x - Eg‘gozwx)

U= ¢, =0 2 4

+64 <9‘921; - %5‘911;1:1: + gzsooauzxwav) + 0(66)

3
[
v = ¢y = {_62y9‘90x1’ + 64 <_y9‘91x1: + Ftpoxxzz> + 0(66)} .
Entonces, para la primera aproximacion, la velocidad para ondas largas es paralela al

fondo del canal, debido a la condicién de frontera en el fondo. Por lo que se considerara,
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a partir de este momento, que la velocidad v sdlo depende de u. Este razonamiento
es analogo a considerar que el promedio de la componente de la velocidad v sobre las
coordenadas x,y, z,t, son iguales a cero; también se considera a u(z,t) como el promedio
de u(x,y, z,t) sobre y y z. Cabe notar que, al considerar w = 0 el flujo en esa direccién es
cero lo que simplifica el problema a estudiar. El que la condicién de frontera en el fondo
domine la soluciéon para 6 < 1 es analogo a considerar que la curvatura de la onda es
pequena. Solo falta definir la presion para tener cerrado el problema. Debido a que los
términos correspondientes a la aceleracién en el eje y (ecuacién (1.2.8, b)) son de orden
6%, el lado izquierdo de ésta es cero en la aproximacién para orden 1 al considerar el caso
ondas largas, por lo tanto en esta ecuacion la presion queda definida como la hidrostatica.

1.2.5 Relacion entre las ecuaciones de gas ideal y aguas someras

Considérese que para aguas someras la presion es hidrostatica

p=gp(n—y). (1.2.34)
Donde n = n(x,t) es la funcién que define la superficie libre. Entonces p, = gpn,, no

depende de y. En consecuencia la ecuacién de movimiento (1.2.8) es (uy = u, = 0)
Ut + Uty = —gNg.

Esto concuerda con los resultados obtenidos en la subseccion anterior. Por lo tanto la

velocidad u sélo depende de (z,t). Se introducira la densidad por altura p definida como

p = pn.
La densidad p antes definida puede variar con respecto al tiempo y la posicién. A-

demas, se define a la presion por altura como

n
Fz/ pdy.
0
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Por la relacién (1.2.34) se encuentra

Construccion del Modelo

n
= —ndy =P, 92
p /ng(n y)dy 2= 3,7

Es decir las funciones p y p mantienen una relacion de la forma

p= A7,

donde A = ¢/2p y v = 2. Esta relacién corresponde al de un gas ideal politrépico con

constante adiabatica v igual a 2. En este sistema el analogo a la velocidad del sonido es

la velocidad de propagacién a entropia S constante (ver Landau [L])

Entonces

¢ es la velocidad de propagacion de una perturbacion en

aguas someras. Dado que la

superficie n depende de (z,t), la velocidad de propagacién de una perturbacién depende

de x y t.

Tal y como sucede para gases ideales, el comportamiento del flujo difiere esencialmente

para el caso en que la velocidad u sea mayor o menor que c¢. De manera analoga al de

flujos compresibles, si el flujo tiene velocidad u > ¢ se le llama flujo supercritico y el caso

u < ¢ corresponde al caso subcritico.

1.3 El Coeficiente de Chézy

Hasta este momento se ha considerado que el flujo no es viscoso, lo que permite

simplificar enormemente el problema. Sin embargo, no se puede disenar un conducto para
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transportar agua sin considerar la pérdida de energia asociada a la friccion con las paredes
del canal, es decir la producida por los esfuerzos cortantes. Conforme fue desarrollandose
la Hidraulica nacié la necesidad de modelar estas pérdidas de alguna manera. Dado que
el comportamiento del agua (y en general de cualquier fluido) es dificil de estudiar, las
férmulas deducidas para estos problemas son para flujos donde la altura de la columna,
el area transversal del canal y la velocidad u son constantes para todo x y t, asi como la
pendiente del canal. La condicion de velocidad constante puede interpretarse de tal manera
que la velocidad promedio tanto en el tiempo como a lo largo del canal es constante. El
tipo de flujos que se acaba de plantear dificilmente se encuentra en la vida diaria, sin
embargo los resultados obtenidos en la practica producen soluciones satisfactorias para los
problemas hidraulicos.

Dado que en este caso se considera que el flujo es uniforme, las tinicas fuerzas invo-
lucradas en el eje & son la correspondientes a la componente horizontal de la aceleracion
gravitacional (el canal estd inclinado) y la debida a la friccion en las paredes y el fondo del
canal. Estas deben de estar en equilibrio. Debido a la uniformidad en los factores fisicos
del problema, la resistencia dependera de la velocidad del flujo (ver Chow [Ch]).

En general los calculos de velocidad media en el flujo uniforme se expresan en la forma

V = CR"s",

donde V es la velocidad media, R = A/P es el radio hidraulico definido como el area A del
canal dividida entre el perimetro mojado, s es la pendiente del canal y k, v son exponentes.
C' es el factor de resistencia. Para el flujo, este factor depende de la viscosidad, rugosidad,
etc. Existen una multitud de formulas de este tipo, de entre éstas relaciones las de Chézy

y de Manning son las mas usadas.
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En 1769 Antoine Chézy propuso la primera aproximacion que describe la disipacion
debida a la viscosidad en un flujo uniforme, con el objeto de disefiar un canal de abasteci-
miento de agua para la ciudad de Paris. Esta formula fue deducida experimentalmente y

8€ €Xpresa Ccomo

V =kVRs,

donde k es el coeficiente de Chézy. Esta relacion describe la dependencia de la velocidad
media con respecto al radio hidraulico R y la pendiente s. Para obtener esta formula, Chézy
supuso que la disipacién es proporcional al cuadrado de la velocidad CV? con C = 1/k
(ver Chow [Ch]). Esta es la aproximacion que se usara para describir la disipacion debida
a la rugosidad. Los valores de C' pueden se encuentran en tablas para rugosidades diversas,
por lo que la constante C' puede ser especificada para un arreglo experimental dado.

En este trabajo se utilizara esta formula para flujo uniforme, aunque obviamente en
el fenomeno real el flujo se encuentra lejos de ser uniforme. Este tipo de suposiciones ha

sido util durante mas de 200 anos demostrando su validez como aproximacion.

1.4 Las ecuaciones constitutivas

Una vez especificadas las caracteristicas fisicas del modelo de aguas someras se plan-
tearan las ecuaciones de conservaciéon de masa y la ecuacion de evolucion del momento
para el caso de un plano inclinado como el de la figura 6.

El canal tiene forma rectangular con un ancho By e inclinaciéon s, constantes. La
superficie del fluido se denotara por H = H(X,T) = Ho(X/Lo,T/T,) y la velocidad
(horizontal) del fluido es U = U(X,T) 1. Lg es la longitud tipica de la onda y Tp es el

periodo tipico de la misma. Por lo tanto, el cambio en la masa en el volumen contenido

T Una vez mas se usan mayusculas antes de adimensionalizar el sistema.
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entre los planos X y X» es el flujo a través del plano X; y el plano X, (ver Kevorkian
[K])
d % X,
Byp=— HdX = Bgp (HU)|y! . (1.4.1)
ar /., :

Z

Figura 1. Plano inclinado. La region G estd delimitada por
los planos X1, Xo, Z =0, Z = By y Yy; ademas de la superfi-
cie libre H = H(x,t).

Para encontrar la ecuacion de movimiento en X se considerara el cambio en el momento
total de la regién G (ver figura 6)

d [
-— BoHpU dX
dj-,/X1 odizp )

el flujo de momento a través de los planos X; y Xy (dS es el elemento de superficie en
estos planos). Dado que la velocidad es paralela al fondo del canal, ésta se puede escribir

como v=(U,0,0); n es la normal sobre los planos. Entonces el flujo de momento es

U

//pU 0 | -ndS= (pU2HBO‘)\§:.
0
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La contribucion debida a la presion hidrostatica en las paredes X = X y X»

{/H pgBocoss(H —Y) dY}

Al inclinar el canal debemos tomar en cuenta la componente sobre el eje X del peso de la

H=H(X,,T) )1 Xa
= pgBy cos s—

2 X

H=H(X.,T) 2

region G

X
/ gpHBysensdX.
X1

Debido a que un factor importante es la rugosidad, se introducira un término de disipa-
cion hidraulico donde la fuerza debida a la friccién por unidad de area es proporcional al
cuadrado de la velocidad (coeficiente de Chézy) —CU?. Es decir, la disipacién debida a la

reguosidad es

X2
—/ pC(By + 2H)U? dX.
X1

Al reunir todos estos términos y eliminando los factores comunes la ecuacién de conserva-

cion de momento queda como

d X H?2 Xo X
—_— HUdAX + (U?H + g cos(s)— = gH sen(s) dx
dr 2
X XI5 (1.4.2)

X2 H
— / C(1+2=)U%dX.
X, By

Al observar el lado izquierdo de la ecuacion (1.4.2) se puede notar que el caso s = 0 es
la aproximacién de aguas someras para un plano horizontal. El término gH sen(s) es la
componente horizontal de la aceleracién debida a la gravedad. En conclusion las fuerzas
externas se encuentran del lado derecho de la igualdad. En el caso de estacionario la
componente horizontal de la fuerza de gravedad y el término de disipacion se anulan. Este

caso corresponde a un flujo uniforme U = Uy, H = Hy con Uy, Hy constantes;

X X
2 H 2
/ C(1 —|—2—0)U02dX = gHysen(s)d X, para todo (X, T).
Xy By Xy
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Por lo tanto
U gHgysens 1/2
‘T lci+20))
con o = Hy/By. Si se considera que el canal es muy ancho comparado con la profundidad,

es decir 0 € 1

H 1/2
U = <%> , (1.4.3)
y la Hy correspondiente
2
Hy = Y
g sen(s)

Se usara Hy como escala vertical del modelo. Es conveniente transformar el sistema a

variables adimensionales

Por lo que la ecuacién (1.4.1) se escribe como

d%/“ hde = (hu)|” . (1.4.4)

T1

Aqui obviamente Vy = Ly /Ty. La ecuacién de conservacion del momento es

d T h2 Z2 1 To o
E/m hu da + <u2h + 3) . + 72 5 u?(14 20h)da — / hdz =0. (1.4.5)
De esta ecuacion surge la relacion
_ 1/2
Vo = (gHgcos(s)) ', (1.4.6)

que permite relacionar Lo y Hy mediante Ly = Hy/tan(s). Si el angulo s es pequeilo se

estd aproximando para ondas largas.
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La F' es un parametro adimensional, llamado nimero de Froude (F > 0)

B tan(s) B U02(1 + 20)

F? = .
C gHycos(s)

(1.4.7)

Para el caso del canal ancho o < 1 la ecuacién (1.4.5) se escribe como

d T2 h2 2 o o2
a/ hudz + <u2h + 7) . + /1;1 (% — h) dz =0, (1.4.8)

1
y al aproximar cos s ~ 1 el nimero de Froude al cuadrado es

— U02

F? = —.
gH,

(1.4.9)

Si u y h son funciones continuas, con primeras derivadas continuas, las ecuaciones se

reescriben usando el teorema fundamental del calculo ( ver Courant y John [C-J])

he + (hu), = 0
12 u? (1.4.10a,b)

La ecuacion (1.4.10a) permite simplificar (1.4.10b) quedando el sistema como

u? (1.4.11a,b)
ug+uuy, +hy, =1-— ik

Expresando este ultimo sistema de ecuaciones en forma matricial

<Z>t+ <11A ZL) <z> _ (1_2?2 ) _ (1.4.12)

Este es el sistema a estudiar en el resto del trabajo. Falta por establecer las condiciones

iniciales del problema, ya que la condicién de frontera en el fondo plano especifica que la

velocidad es paralela al eje x. Se considerara que en t = 0
h(l‘, 0) = fO(x)7

u(,0) = go(2),

(1.4.13)
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con fy, go funciones continuas y peridédicas con periodo 2I.

La ecuacion (1.4.12) es de la forma u; + A(u, h)u, = f con

’ 0
uz(h), A:<U h> y f:< u? ) (1.4.14a,b,c)
u 1 u 1—
hE?

Por lo tanto u satisface una ecuacién diferencial cuasilineal.

Ellado derecho de la ecuacion (1.4.12) representa el balance entre la fuerza de gravedad
y la disipacién (~ u?/F?) debida a la friccién en el fondo. El ndmero de Froude F
es positivo, si el angulo de inclinacién s es mayor que cero. Si F' es pequeno la fuerza
dominante es la fuerza de friccion “viscosa”. Por lo tanto se espera que para F pequeno
las particulas del fluido se desaceleren. En cambio para F' grande la fuerza de gravedad
acelerara las particulas del fluido. El comportamiento de F' = tan s/C sélo depende de la
inclinacion s del plano y de la constante C' de friccién asociada a la rugosidad, cuyo valor
se puede encontrar en tablas.

El ntamero de Froude permite hacer modelos a escala del canal, con el objeto de
estudiar este fenomeno. De hecho el numero de Froude se usa en infinidad de problemas,
donde la fuerza de gravedad esta involucrada en las condiciones para frontera libre (ver
Levi [Le]).

Cabe senalar que para este modelo la velocidad de propagacion de perturbaciones c

es
c=+/gH.

La definicién de flujo supercritico corresponde al caso U > /¢gH, asi como la de flujo
subcritico a U < /gH.
En consecuencia se ha definido el modelo para el flujo de agua poco profunda en un

plano inclinado. Las caracteristicas de este modelo consisten en que el agua es incompre-
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sible, no viscosa, irrotacional y con velocidad paralela al eje x. Las ecuaciones que definen
al sistema son la de conservacién de masa y la de evolucién de momento, con condiciones
iniciales periddicas tanto para el perfil A como para la velocidad u. Ademas la evolucion
del sistema depende del parametro de Froude F. En el siguiente capitulo se estudiara en

detalle la evolucién de las condiciones iniciales periddicas para este modelo.



Capitulo 2

Evolucion de Condiciones Iniciales

2.1 Estudio Lineal

En el capitulo anterior se obtuvo el sistema de ecuaciones diferenciales parciales que

modela el flujo de agua en un canal inclinado, dado por

OG0 gm) e

con condiciones iniciales

h(z,0) = fo(x) u(z,0) = go(z) (2.1.2a,b).

Donde f y ¢g son funciones peridédicas con periodo 21.

En este capitulo se estudiara la evolucion de las condiciones iniciales periddicas. Pri-
mero mediante un analisis lineal, que permitira definir el numero de Froude F' a partir
del cual el sistema es inestable. En la aproximacién lineal la inestabilidad senalara que,
tanto la velocidad como el perfil aumentaran su amplitud indefinidamente conforme avan-
za el tiempo. Es decir, el flujo se acelerara debido a que los coeficientes en la expansion
de Fourier crecen exponencialmente. Dado que la disipacion de energia en el sistema es

de orden cuadratico, es de esperar que las soluciones sean estables para tiempos grandes
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tal y como se observa el fenémeno en el laboratorio, por lo que se estudiara el sistema
para el caso ligeramente inestable mediante el método de dos escalas de tiempo. Parte
de esta técnica consiste en eliminar los términos que crecen indefinidamente para tiempos
infinitos, conocidos en la Teoria de Perturbaciones como términos seculares. Al eliminar
éstos es posible describir la solucion completa a primer orden considerando que, tanto
el perfil como la velocidad de las olas respetan la defincién de aproximacion asintotica.
La solucién encontrada de esta manera crece conforme avanza el tiempo hasta un estado
estacionario, el salto hidraulico.

Es decir, debido a la no linealidad de las ecuaciones que rigen el sistema, las condiciones
iniciales continuas evolucionan a la solucion discontinua definida por el salto hidraulico.
Fisicamente, el flujo se acelera hasta alcanzar la velocidad de propagacion c¢. En ese
momento se genera el equivalente a una onda de choque para un gas ideal politrépico.

Dado que el término de Chézy CU? esté definido para flujos en la direcciéon = (rio
abajo) se considerara que u > 0. por lo tanto la matriz

Alu,h) = <lf h) , (2.1.3)

u
es una matriz positiva. Para tiempos muy pequefios 0 < ¢; < 1 la matriz (2.1.3) se
aproxima por las condiciones iniciales

A(u, h) ~ <90($) fo(fﬂ)> :

1 go()

esta matriz es peridédica por tener condiciones iniciales periddicas en @ (ver John [J]). En

consecuencia posee valores propios periddicos puy = go ++v/fo, 2 = go —/ fo. Estos valores

de  da
dr ~ " de
w1 = go + vV foy 2 = go— v fo. Por lo tanto para 0 < t; < 1 la solucién es periodica

propios definen las caracteristicas = {2, que parat = t; tendran la pendiente
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en r. Este método se puede usar para extender la solucion a t5 > t; a partiendo de que
tanto u(x,t;) como h(x,t;) son periddicas definiendo de nuevo una matriz peridédica para
el tiempo t = t5. Por lo tanto la solucién del sistema (2.1.1) es periddica para todo t > 0.

El sistema (2.1.1) tiene solucién estacionaria ug y ho constantes si

'LL02

=1 2.1.
hoF? (2:13)

Fijando hg = 1, para respetar las escalas, se obtiene
uo? = F2.
Se considerara solo la raiz positiva pues u > 0, entonces
ug = F. (2.1.4)

La solucion (hg, ug) corresponde a la solucién de equilibrio entre fuerza gravitacional y la
friccion (Ho, Up) definidas en la seccion (1.4) por la ecuacién (1.4.3).

Se usara (hg,ug) como primeros términos de una expansion lineal para u y h de la
forma

h=1+eh (2.1.5),
u=2F+ et (2.1.6).

Y las condiciones iniciales correspondientes

h(z,0;¢) =1+ ¢f(x)
(2.1.7a,b)
u(x,0;€) = F + eg(x).

Aqui f y g son periddicas de periodo 2[. Se supone que € es pequeno, por lo que se esta

aproximando la soluciéon h y u cerca de la soluciéon estacionaria h = 1, u = F. También se
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esta suponiendo que el sistema completo (2.1.1) tendra soluciones parecidas a las obtenidas

por estas expansiones al considerar € < 1. Por lo anterior la matriz A(u, h) se escribe en

Alu, h) = (f ;) +e<g

Obviamente el sistema de orden €’ se satisface (ho = 1,ug = F). Para orden € el sistema

la forma

S DR

) =A% +eAl (2.1.8)

correspondiente es el sistema lineal con coeficientes constantes

B¢ DEAC 2O o

La matriz A° es una matriz simétrica, positiva definida; en consecuencia tiene valores
propios reales, por ello el sistema es un sistema hiperbolico y los valores propios definen las
curvas caracteristicas (ver Kevorkian [K]). Los valores propiosson \y = F+1y Ay = F—1

y los vectores propios asociados son p; = (1,1) y p2 = (1, —1) respectivamente. La matriz

11 1
P‘i(l —1)’

transforma el sistema a las nuevas funciones w; y wsy tales que

;L . _1 1 1 w1 _1 ’LU1—|—‘LU2 P
(Nepw=( 1) () =2(m5m). e

La transformacion (2.1.10) convierte al sistema (2.1.9) en

2 2
F+1 0 1(-1+% “1=-%) 7o ,
Wt—|-< 0 F_1>W$—I—§ 1_2 1+z w=14): (2.1.11)
F F

con condiciones iniciales

wy(z,0) = f(z) + g(), wa(x,0) = f(z) —g(x). (2.1.11a,b)
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El sistema (2.1.11) se puede desacoplar para obtener una ecuacion diferencial de segundo

orden con coeficientes constantes para ws

0 0 0 0 2 /0 3F 0
(5 +(F+ 1)8_:1;) <§ + (F — 1)a—$> wp + 4 (E + 78—3) wy =0, (2.1.13)

con condiciones iniciales

‘LU2($, 0) :f -9,

9 2 fiyg (2.1.14)
wal,0) =(1 = F)(f —g) = (14 2)(f —0)~ (1 (LT

La funcion w; también satisface la ecuacion (2.1.13) aunque con diferentes condiciones

iniciales.

Esta ecuacion es un caso particular del sistema

0 0 0 0 0 0
<§+Ala—x> <§+Aza—$>w+6<§+aa—x>wzo, (2.1.15)

con Ay > A2 a >0y 6 >0. La ecuacion (2.1.15) es equivalente a
th—|-(/\1 +/\2)Wxt+/\1/\2Wzl’ —|—(5Wt—|—a6W$ IO (2116)

La periodicidad de las condiciones iniciales permite estudiar la estabilidad del sistema
mediante el analisis de los coeficientes correspondientes a la serie de Fourier que aproxima
la solucién.

En la ecuacion (2.1.16) el discriminante A = (/\f + /\g)/Z > 0, sigue siendo un sistema

hiperbdlico. Sea W} una solucion del tipo de onda viajera
Wi = Aexp(ika — iwt) con Wi(z,0) = arexp(tkz) (2.1.17),

donde en general w es un nimero complejo w(k) = a + 5. Expresando Wy, en funcién de

ay B.
Wi = Aexp(ft)expli(kx — at)].
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Entonces el caso # > 0 corresponde a un crecimiento exponencial en la amplitud de las
soluciones, por lo tanto el sistema es inestable. Para el caso # < 0 la soluciéon disminuye su
amplitud exponencialmente conforme crece el tiempo, en este caso no se generan las ondas
rodantes. Las ondas rodantes se generan para el caso inestable entonces, es conveniente
observar con cuidado el caso § > 0.

Al sustituir (2.1.17) en (2.1.16) se obtiene un polinomio de segundo orden
w? —w[(A + A2k — i8] + A Ao k? —iadk = 0. (2.1.18)

La parte compleja de las soluciones w; y we indicara la estabilidad de la solucién. Las

raices son

1 1
wip = {(/\1 + A0)k — i8 £ [(—(A1 + A2)k +6)? — 4(\y Aok? — iadk)] ? } . (2.1.19)

La expresion w = w(k) es conocida en propagaciéon de ondas como la relacién de dispersién.
Es necesario estudiar la parte imaginaria de la raiz y compararla con —:z6. Sea z el nimero
complejo dentro de la raiz en la expresién anterior, es decir \/z = [(—(A\; + A2)k + i§)? —
4N Ao k? — iaék)]l/z. Simplificando z = (A — A\2)?k? — 8% 4+ 126k(2a — Ay — A\2). Por lo
tanto

12> = [(A\1 — A2)2k? — &%) + 46%k*[2a — (A1 + A2))%. (2.1.20)
Definiendo 6 tal que

(A1 — Ag)2k? — 62

K

2(5]4?(2@ — /\1 — /\2)

sen f =
E

cosf = ,

Dado que /z = |z|'/?(cos(8/2) 4 isen(#/2)), usando las relaciones del dngulo medio se

obtiene

_ [+ O = Ao)%R? — &2 %—I-i 2]+ 62— (A1 — Ao)2k2]?
_ . 2 |

Vz
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Usando esta ultima relacién y la ecuacién (2.1.16) se obtiene

52— (A — Ag)2E2]7
B =Im[w(k)] = —6 +Im[V2] = -6 + 2| + (21 2) 7
donde |z| esta dada por (2.1.20). Se supone que k > 0y Ay < Az. Al sustituir el valor de

/7 en la ecuacién anterior y simplificar se obtiene que la condicién de inestabilidad 8 > 0

es equivalente a exigir que

(a — A1)(a — Ag) > 0

por lo tanto, el sistema es inestable si @ > A; 0 @ < Az. La ecuacién (2.1.13) tiene

M =F+4+1y A =F —1por lo que la condicién a > Ay (a = 3F/2) implica
3F

En consecuencia la condicion de inestabilidad es para el caso F' > 2. La condicion a < A9
no se satisface para F > 0. Hay que notar que la inestabilidad no depende de k, por lo

que todos los términos de la expansion de Fourier

e.@)

wo(z, 1) = Z ar(t)exp[i(kx — at)],

k=—c0

correspondiente a las condiciones iniciales

wo(x,0) = Z ayexp(tkz).

k=—c0

crecen exponencialmente conforme avanza el tiempo. Consecuentemente la amplitud de la
solucién iL, @ crece indefinidamente para F' > 2. Es decir la ecuacion es inestable para
F>2.

En el caso F < 2 las amplitudes de las soluciones k y @ decrecen de forma exponencial
conforme t crece. Entonces para F' < 2 la solucion a tiempos largos se reduce al flujo

estacionario h =1, u = F.
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En el caso F > 2 la solucion (;L, @) no es valida para tiempos arbitrariamente largos

pues la perturbacion regular exige que

esta misma condicion se exige para u.

Sin embargo en la ecuacion completa (2.1.1) se observa que el término de disipacion es
de orden cuadratico, por lo que es de esperarse que la solucién no crezca indefinidamente.
A continuacion se hara un estudio por el método de dos tiempos para 0 < F — 2 ~ O(e)

con el fin de analizar la inestabilidad.

2.2 Estudio por el método de dos escalas de tiempos

Hasta este momento la aproximaciéon lineal solo senala un crecimiento exponencial
para F' > 2. De ninguna manera se describe el fenémeno de las ondas rodantes. En esta
seccidn se encontraran las ecuaciones que describen la evolucion de condiciones iniciales en
ondas rodantes. El método consiste en estudiar el caso ligeramente inestable F' = 2 + e«a
con a ~ O(1) > 0. Por lo tanto la amplitud de la onda crecera exponencialmente aunque
en una escala de tiempo t diferente a la escala t del problema. Es decir, t = €t es el tiempo

lento (e < 1) y la amplitud de la solucién para el caso ligeramente inestable es

exp(aet) = exp(at).

Entonces u y h dependeran de z,t y t.
u=u(z,t,1)
h = h(z,t,1).

Haciendo una expansion cerca del flujo estacionario ug = F, hg = 1.

u=F + eu(z,t,1) + uz(x,t,1)
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h=1+¢ehi(x,t,t)+ €ho(z,t,1), (2.2.1)
Entonces las derivadas parciales con respecto al tiempo se expresan como

17, 0 17,

mientras que las derivadas con respecto a & conservan su forma.

Para el caso ligeramente inestable F' = 2 4 ea u se expresa como
u=2+¢ela+u)+ e2uy. (2.2.3)

Al introducir las expansiones (2.2.1) y (2.2.3) tomando en cuenta la relaciéon (2.2.2) se

obtienen los sistemas de ecuaciones siguientes. Para orden e

(<G D) (5 00-0) e
Y para orden €2
o)+ (2 ) () (s ) ()

2.2.5a.b
—hii— (o +up)hie — hiui, - ( a,b)
= au u — .
—uy;— (@ +up)uig + Tl —(hy — 71)2 ng
Con condiciones iniciales
h(”C,0,0) =1+ Ef,
(2.2.6a,b)

u(z,0,0) = F + €g.
El sistema (2.2.4) es el sistema lineal (2.1.9) con F' = 2. Entonces los valores propios son
A1 = 3y A2 = 1. Estos valores propios corresponden a los vectores propios p; = (1/2)(1,1)

vy p2 = (1/2)(1,—1). Por lo tanto, la transformacién

/1 1
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con v = (hy,u1)T yS; = (S1, R1)T, permite diagonalizar la matriz. Hecho esto, el sistema

(2.2.4) es equivalente a

GGG =06 )6 s

Donde S1 = hy +uy y Ry = hy —u;. Ademas, los vectores propios Ay = 3y Ay = 1 definen

a las variables caracteristicas (ver John [J])
£ =a — 3t, n=ux—t. (2.2.9a,b)

Al introducir las variables (2.2.9) en el sistema (2.2.8) se obtiene el sistema

1
517) = §R1,

. (2.2.10a, b)
ng = §R1

El sistema (2.2.10) se resuelve facilmente. Al integrar la ecuacién (2.2.10b) se obtiene la

solucion
Rl(‘fanvg) = 7”(7775) €xXp <§> . (2211)

Introduciendo ésta en la ecuacién (2.2.10a) se deduce
; n § . oo 1
S1(&:n,t) = gq(n,t)exp <§ + s(€, ). (2.2.12)

Donde ¢(n,t) = %/’7 r(v,t)dv. Se desconoce la dependencia tanto de r como de s con
respecto a t. Esta dependencia se encontrara al sustituir las soluciones Sy, R, en la ecuacién
a orden €?. En las condiciones iniciales (2.2.6a,b) las funciones f y ¢ son periédicas en z con
periodo 2[. El sistema (2.1.1) tiene soluciones periddicas por lo tanto Ry y S; conservan
esta propiedad. Esta condicién de periodicidad se extiende para s(&,%), r(n,t)exp (g) y
q(n,t)exp (g) Se definira r(n,t) = Fexp(—n/2) vy ¢ = Gexp(—n/2) pues

rexp(£/2) = rexp <§Tn) = rexp(—t), (2.2.13)
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gexp(£/2) = fexp (57”) = Gexp(—), (22.14)

permiten exigir periodicidad en z para ¢ y 7. Para el estudio del sistema a orden €? es

necesario sustituir las funciones hy = (S1 + R1)/2 y u1 = (S1 — R1)/2 en el lado derecho
(términos ny y ng) del sistema (2.2.5). Este sistema tiene los mismos valores propios
(A1 =3y A2 = 1) por lo tanto se plantea el sistema diagonalizado para las funciones S,
y Ry mediante la transformacion lineal definida en (2.2.7). Posteriormente se realiza el
cambio de variables correspondiente a las caracteristicas £ y n . Entonces la ecuacion

correspondiente a S; es

1
Slf — §(40[ + 351 — Rl)(slg + 517))

(B + $1)(Rag + Fy) + S (S1 — Ru) (2.2.15)
1 2
3 [Z(Sl + 3R1)] .

Para Rj este proceso genera la ecuacion

1 1 1
R25 — §R2 = ile —|— §(40é — 3R1 —|— 51)(R15 —|— Rl’l)
1 o
+ g(Ba 4+ 51)(S1e + S1g) + S (51— ) (2.2.16)

11 2
—5[1(514—3]%1)] )

Esta ecuacion es de primer orden no homogénea para R;. Al multiplicar ambos lados

de ésta por el factor integrante exp(£/2) y sustituir Ry y S1 por las expresiones (2.2.11) y

T Los detalles de los calculos correspondientes a esta seccion aparecen en el Apéndice 1.
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(2.2.12), considerando que ¢, = /2, se encuentra la relacién

0 1 1 1
S Rrexp(—/2) = 3 [+ ar, + Jar + fad] (1)
1 1
+ 3 exp(—£/2) [335 + as — 132] (Ty)
(2.2.17)
1 13 1
+ 3 exp(£/2) [qrn — 3rry, — Zrz + Zqz} (Ts)
1 TS
+ g [srn -5 + ser + 354 ) (Ty)

Donde r = r(n,t), ¢ = q(n,t) y s = s(n,t). Al introducir la variable lenta ¢ = et es
necesario exigir que las funciones r y s no generen soluciones no acotadas en Ry y 59
cuando el tiempo es muy grande. Esta exigencia proviene nuevamente de que tanto R,
como 53 son expansiones asintoticas de la solucion. Es necesario estudiar la contribucion
de cada término 7; (¢ = 1,2,3,4) al ser integrado con respecto a £ para obtener Ry, asi
como la integral con respecto a 1 en el momento de calcular Ss.

Al integrar con respecto a £, el término 7} no esta acotado para valores de x grandes;

en consecuencia se exige que

o @
ri +ary + ZT + Zq =0, (2.2.18)

donde ¢(n,1) = %fn r(v,t)dv. Esta relacién define la dependencia de r con respecto a t

y 1. Los términos (73) y (74) son acotados al integrar con respecto a £ y n (ver Apéndice

I). Al integrar por partes (72) con respecto a £ se obtiene
2) [* 1
eXp(g&/ (ssg +as — 182)6}(]:)(—1//2) dv
(2.2.19)

«

13 52
S exp(6/2) [ sexp(-v/2dv+ Tp + G

Este término esta acotado para toda £,n. Sin embargo, al integrar con respecto a 7 la

amplitud no esta acotada pues (T3) sélo depende de €. Entonces es necesario tomarlo en
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cuenta en el momento de calcular S3. En resumen, al integrar la ecuacion no homogénea
(2.2.17) se obtiene la relacién (2.2.18) con el objeto de que la amplitud r(n, ) sea acotada
para toda z,f. Los términos en la relacién (2.2.18) son llamados en Teoria de Perturbacio-

nes como términos seculares. Falta encontrar la relacion anédloga para s(€,t). Al reescribir

la ecuacién (2.2.16) en funcién de s, r, y ¢ mediante las expresiones (2.2.11) y (2.2.12) se

encuentra
S Ln,
_ % (3; + asg + 2335 + %32 — %s) (T5)
_ %exp(f/Q) (% + ZQSE — %TSE + Zar + gsr + %q + %sq — %37“,,) (Ts)
— exi(f) <qr + ng — 27“2 — %QT,, — %TT,?> . (T7)

Al integrar con respecto a n, los términos (75 ) y (77) generan funciones acotadas (ver
Apéndice 1). Los términos en (75 ) no dependen de 7 por lo que, sumados a los provenientes
de Ry (relacion (2.2.19)) deberan ser cero. En resumen, eliminando los términos seculares

correspondientes a la ecuacion (2.2.20) se obtiene la condicién

3 o o ¢ o ex 2
s+ (a + 15) ¢ = 5~ gexp(§/2)/ sexp(—v/2)dv — #Cl =0. (2.2.21)

Esta ecuacién define a s como funcién de € y . Las relaciones (2.2.18) y (2.2.21) cierran
el sistema de ecuaciones planteado para orden € al agregar £ como variable adicional en u
y h.
De esta manera, el problema del sistema de ecuaciones diferencial cuasilineal acoplada
se ha aproximado por un sistema de ecuaciones integro-diferenciales no acoplado.
Reescribiendo la ecuacion (2.2.21) en funciéon de 7 (¢ = (1/2) fn r(v,t)dv) se encuentra

2 n
P+ aity — %F + %(”/) [/ Fexp(—v/2)dv + Cy| = 0. (2.2.22)
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Multiplicando la ecuacién (2.2.22) por exp(—n/2) y derivando con respecto a n se obtiene

la siguiente ecuacion diferencial
r=0. (2.2.23)

aryy + Tig —

La ecuacion es hiperbdlica ya que A = 1/4 > 0; se hard un andlisis similar al hecho para

la ecuacién lineal (2.1.12). Al suponer una solucién del tipo onda viajera
it = Aexpli(kn — wi)]

se encuentra que la relacion de dispersion w es

Esta relacién se obtiene también al sustituir F' = 2+ €ea en la relacién de dispersién (2.1.18)
correspondiente al caso lineal. Esto se debe a que 7#(7,1) es la amplitud de la propagacion
para el caso ligeramente inestable pues a(k* +1/2)/4(k* 4+ 1/4) es positivo para toda k y
a>0

Anélogamente es posible multiplicar la ecuacion (2.2.21) por exp(—£&/2) y derivar, lo

que genera la ecuacion de segundo orden parcial y no lineal dada por

3 1 3 1 o
o+ ZS See + Sge + 1 a+ 3s¢ — 53 S¢ — 53; =0 (2.2.24).
Como las funciones 7 y s son periodicas es posible encontrar el valor de las constantes
Cy y C3 de las ecuaciones (2.2.21) y (2.2.22). Debido a que la funcién s es periddica con
periodo 2[, de la ecuacién (2.2.21) se obtiene la siguiente relacion

13 £+21
/ sexp(—v/2)dv + C, = exp(l) (/ sexp(—v/2)dv + Cl) .

-1 -l
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Esta relacion es valida para todo £, en particular para £ = —[. Entonces la constante Cy

se escribe como

—ﬂ lsex —v /2 v
Cl_l—exp(l)/—l p(=v/2)dv

De manera analoga se encuentra el valor de Cy. Este es

e [ oy
Cz_l—exp(l)/_l p(—v/2)dv. (2.2.25)

Sustituyendo estas relaciones en las ecuaciones (2.2.21) y (2.2.22) se generan las relaciones

. l
P+ afy, = %f_ %(77/2) [/anexp(—y/Z)dy—l— %/ sexp(—y/Z)dz/] :
—1 -l

(2.2.26)

3 o «a £

s+ (a + Zs) s¢ = ZS + gexp(§/2)/ sexp(—v/2) dv

o (2.2.27)

& sexp(—v/2)dv.
n 5 [ ses(cu2

1 — exp(

La relacién (2.2.35) nos permite expresar ¢ en funciéon de r para el caso periddico

R . C
q(n,t) :E/ T(I/,t)dl/—l-72

_! [/nf(y,f)exp(—u/Q)du—l— &”D/_lfexp(—y/%dy] .

2 1) 1 —exp(

Por lo tanto la relacion entre ¢ y 7 es

g = 2/2) [ / By exp(—v/2) dv + L(”Z) / lfexp(—v/2>dv] -

2 _ 1 — exp(
Las funciones 7 y s determinadas por las ecuaciones diferenciales (2.2.26) y (2.2.27)
conforman la solucién a primer orden siguiente

h(z,t,f) =14€h; =1+c¢ <M>

2

u(.x,t,f) =l+e(atu)=1+e€ <a + %) )
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Al sustituir Ry = rexp(£/2) = fexp(—t)y S1 = gexp(£/2)+s = exp(—t)+s se encuentra
que, las soluciones hasta orden € de h y u son

bz, t,8) = 1+ = [s(x = 3,3) + (4 + ) exp(—1)]

ap _ (2.2.28)
(B = Fte|at 82308 23“) (G-
donde s y 7 satisfacen las condiciones iniciales (2.2.6a,b)
F(xz,0) = f(z) — g(x), S(x,0) = f(x) 4+ g(x) — ¢(x,0). (2.2.29a,b)

En las ecuaciones (2.2.28a,b) las amplitudes ¢ y 7 decrecen exponencialmente conforme
aumenta el tiempo, atn considerando que 7 ( y por ende §) son inestables pues la amplitud
7 crece exponencialmente (7 ~ exp(a/4)t). Si el tiempo T transcurrido es de orden €',
T ~ O(1/e), las amplitudes 7 y ¢ son un orden de magnitud mds pequenios comparados
con s. En consecuencia, para tiempos t > (1/¢€), el comportamiento de la solucién depende
unicamente de Is funcién s, siendo ésta determinada por la ecuacion (2.2.27).

La ecuacion (2.2.27) se resuelve mediante un método numérico, que predice la evolu-
cion del perfil y la velocidad del flujo. La inestabilidad del sistema indica que el flujo se
acelera hasta que éste alcanza la velocidad de propagacion ¢. En ese momento se produ-
ce el equivalente de una onda de choque, que para el caso de aguas someras es un salto
hidraulico. Dado que el estudio por el método de dos escalas de tiempo es para el caso
ligeramente inestable, el salto hidraulico se alcanzara en un tiempo infinito. Sin embargo
se desconoce si la funcién s(€,1) es periédica cuando ¢ se acerca al infinito. A continuacion
se demostrara que en un tiempo infinito s(¢,t) es periddica.

La ecuacion diferencial (2.2.24) define nuestra funciéon s. Al plantear el cambio de

variable 7 = 1/t en € = x — 3t y t = et se obtiene la ecuacién

72 3 1 3 72

T 0 TP D T e — o ¢
9 (a + 2 3€)srr + 12(&7 1= 58 + € 5 )sr = 0. (2.2.30)
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Pues las derivadas parciales con re

specto a t y & corresponden a

0
= —er’— ¥y

9

ot or
9 2

o€

9
3 0r

En la variable 7 el caso t ~ oo es andlogo a tomar 7 ~ 0. En este caso la ecuacién (2.2.30)

se reduce a

Es decir s(7) = (2/3)a para todo 7

. Porlo tanto s es periddica pues s(7(z)) = s(7(x+21)).

Debido a la inestabilidad, las condiciones iniciales peridédicas crecen hasta formar ondas

rodantes periodicas.

21

Figura 7. Condicion wnicial periddica.

Conforme pasa el tiempo las ondas rodantes se van empinando cada vez mas.
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21

Figura 8. Ondas rodantes periddicas.

Hasta que, para tiempo infinito el perfil se convierte en saltos hidraulicos peridédicos.

21

Figura 9. Saltos hidrdulicos periddicos.

La funcién s(¢,t) define el salto hidraulico cuando t — oo, por lo que se necesita

sélo una ecuacién para definir el salto hidraulico (ver Apéndice II). Entonces es necesario

encontrar la forma de divergencia asociada

Dado que

9

0
8_f¢+6§

é—A=0.
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la forma de divergencia buscada es
(3 Vot 1 n 3 _ 3a
TR\, T 160

(87 5 cX {
+ 22 exp(e/2) ( [ ses(-vizdv+ L(”Z) / lsexp(—u/zmy) |

1 1 — exp(

En consecuencia la relacién

1 3 \? 1 3 \?
%_[¢1_5<“+13+> ‘§<“+13—>

di  [¢] Z(SJF_S_) 7

definira la velocidad del salto hidraulico. Los subinidices + y — corresponden a los valores
limite tomados por la derecha y por la izquierda, respectivamente. Finalmente, la velocidad

del salto hidraulico es
% —a+t §(3+ +so). (2.2.31)
En conclusion el sistema de ecuaciones (2.1.1) tiene soluciones periédicas para todo
t. La aproximacién lineal senala que éste es inestable para F' > 2. En el caso F < 2
la amplitud de las perturbaciones a primer orden decrece exponencialmente, por lo tanto
la amplitud de las condiciones iniciales decae a la solucién estacionaria h = 1, u = F.
Al estudiar el caso inestable por el método de dos escalas de tiempos se obtiene una sola
ecuacion valida para tiempos del orden O(1/€) (ecuacién (2.2.27)). Esta ecuacion describe
la evolucién de la onda rodante tanto en el perfil & como de la velocidad u. Para tiempo
infinito la solucion generada por s evoluciona hacia el salto hidraulico. Es decir, debido
a la no linealidad de A(h,u) las condiciones iniciales peridédicas evolucionan en ondas
rodantes que crecen hasta convertirse en saltos hidraulicos para tiempo infinito. En el
siguiente capitulo se describiran las caracteristicas del salto hidraulico, basandose en el

simil existente entre las aguas someras y el gas ideal, senalando la analogia entre una onda

de choque y el salto hidraulico.



Capitulo 3

El Salto Hidraulico

3.1 Relaciones para el problema Completo

En el capitulo anterior se mostré que, para este modelo, las ondas rodantes se generan
debido a la inestabilidad del sistema para el caso F' > 2. Es decir, para condiciones iniciales
periodicas, la inestabilidad hara crecer la amplitud de la perturbacion hasta ir alcanzando
el valor asintotico correspondiente a un estado en equilibrio. Hasta este momento se ha
supuesto que la solucién de h y u son continuas y poseen primeras derivadas continuas. Sin
embargo, falta estudiar la solucion discontinua para el problema, el salto hidraulico. En este
capitulo se estudiara el caso de un sélo salto, es decir el punto (s que se mueve a velocidad
constante de tal manera que las funciones son continuas con primeras derivadas continuas
en todo el dominio excepto en (s+2Im, con m entero. El estudio del salto hidraulico se hara
para el sistema de ecuaciones cuasilineal (1.4.12) con el objeto de encontrar la velocidad
con que se propaga la discontinuidad, asi como las alturas por la izquierda y por la derecha
del perfil (y por ende las velocidades correspondientes). Posteriormente se usaran estas
relaciones en la aproximacién obtenida por el método de dos escalas de tiempo con el

objeto de obtener el perfil final s* del salto hidraulico definido como el lim; .o s(&,1),
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relacionandolo con las condiciones iniciales. Es decir, se encuentra la velocidad y el perfil

del salto hidraulico en funcién de las condiciones iniciales.

Figura 10. Salto hidrdulico. El salto se mueve de izquierda o derecha.

Dresler [D] demostro que la tnica solucién periddica estacionaria para el problema del
plano inclinado consiste en un arreglo periodico de saltos hidraulicos. Los saltos hidraulicos
son discontinuidades tanto en el perfil A como en la velocidad u. En estas discontinuidades
se conservaran tanto la masa como el momento. Sin embargo la energia no se conserva
para particulas que cruzan el salto (ver Kevorkian [K]). Se denotara como h_ a la altura
y a u_ como la velocidad correspondiente al tomar el limite por la izquierda del salto. De
manera analoga h4, uy representan los limites por el lado derecho. El salto hidraulico se

mueve hacia la derecha.
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y
h.
/—\_/_‘i h+
u. | Us
(s X

Figura 11. Definicién matemdtica del salto hidrdulico.

Se hara el cambio de variables t* = ¢, ( = = — ¢t donde ¢ es la velocidad del salto
hidraulico. No hay que confundir ésta velocidad con la velocidad de propagacion c. Se
denotara ademas a la velocidad u* = u — ¢ (velocidad relativa). Entonces las derivadas

parciales toman la forma siguiente

o 0
dx ~ 0¢
o o9 9
at — o ‘ac

Por lo que al usar la forma diferencial de las ecuaciones completas (1.4.10) se obtiene la

expresion correspondiente a la ley de conservacion de masa
De manera analoga la conservacion de momento se escribe como
2 F?

1 ook 2
(u*h)e + <u*2h + _—h2> PR Gl 0 (3.1.2)
¢

Dado que el salto hidraulico es un perfil & fijo con velocidad u* fija con respecto a t*

las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.2) se simplifican de tal manera que

(u*h)e =0y (3.1.3)
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2 L.y (u* +¢)
u*“h+ =h =h—-—. 1.4
(u + 5 g 72 (3.1.4)

De la ecuacién (3.1.3) se obtiene una relacion entre u* y h (pues sélo dependen de ().

Esta es

w*h =k, (3.1.5)

donde k£ es una constante. Esta ultima ecuacion implica que la razén de descarga es
constante. Entendiéndose a la descarga como el cambio en el volumen de liquido por
unidad de tiempo. De hecho al derivar con respecto a ( la relacion (3.1.5) indica que

u*h/
h Y

*/
u — _

donde la prima seniala la derivada con respecto a (. Al sustituir esta relacién en la ecuacién

(3.1.4) se obtiene
b F?h — (u* 4+ c)2
F(h — u*2)

(3.1.6)

Esta ecuacion diferencial define el perfil h(() en funciéon de u*. Dado que la razén de
descarga es constante, existen dos tipos de discontinuidades. El primero es el caso en que

h_ se encuentra por encima de hy (h_ > hy), y u® <ul

y C
h.
\//| h+
u ;\_/
U
(s X

Figura 12. Salto hidraulico con h_ > hy.
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o el caso contrario (h4 > h_)y u* > u}

Figura 13. Salto hidrdaulico con h_ < hy.

Para el caso de aguas someras se establece que en una discontinuidad que se propaga
hacia la derecha, la altura h_ tiene que ser mayor que la altura hy (ver Stoker [S]); pues
de otra manera la discontinuidad produciria un aumento en al energia aun en el caso de
un plano horizontal (ver Kevorkian [K]). Esta relacion es consistente con la analogia entre
el salto hidraulico y una onda de choque que se propaga a la derecha para un gas ideal
politropico unidimensional, ya que la densidad p es menor en la region a la derecha del
choque comparada con la densidad a la izquierda de éste p_ < p4 (ver Landau [L]). Usando
la relacion politrépica asociada al modelo de aguas someras p = (g/2p)p*, con p = pHh,

se obtiene h_ > hy. En consecuencia, de la relaciéon (3.1.5) se tiene que

uth_=k=ulhy. (3.1.7)

En consecuencia se deduce que u* < wu}. Es decir, una particula que pasa del lado
derecho del salto al izquierdo de éste perdera energia cinética. Es conveniente recordar que
la velocidad u so6lo depende de x y ¢, es decir la misma u a lo largo del eje y. Por lo tanto,

el salto convierte parte de la energia cinética en potencial, otra parte se disipa por efecto



58 Capitulo 3 El Salto Hidraulico

de la discontinuidad. De esta manera se explica que el salto sea un estado estacionario ain
para el caso inestable F' > 2.

En el sistema de referencia del salto hidraulico se observa que la regién a la izquierda
del salto tiene velocidad subcritica mientras que la velocidad a la derecha de éste es super-
critica, es decir la velocidad es menor (o mayor) que la correspondiente a la velocidad ¢ de
propagacién (ver subseccion (1.2.5) y seccion (1.4)). Una vez mas esta condicion respeta
la analogia de gas ideal. La region a la derecha de la onda de choque se mueve a velocidad

supersonica con respecto a la discontinuidad.

C C
- -
| sup ! sup
. S —_—

X

Figura 14. Salto hidrdulico mostrando las regiones de veloci-
dades subcritica (sub) y supercritica.

Por periodicidad y, considerando que la funcién h es continua para ¢ # (s, se concluye
que existe un punto (. donde la velocidad es critica, es decir en ese punto la velocidad de

propagacion U, del flujo satisface

c=+/gH.=U,,

al expresar esta igualdad en funcion de las variables adimensionales H, = Hoh., U, = Vyul

con Vo = \/gHy (relacién (1.4.6)) se obtiene

u? = h,. (3.1.8)
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Por lo que el denominador de la ecuacion (3.1.6) se anula en el punto (.. Entonces la

relacion (3.1.5) se escribe como

urhe = k. (3.1.9)
Al usar la relacion (3.1.5) se puede reescribir la ecuacién (3.1.6) en funcion de h y k como

i F2° = (k + ch)?
- F2(h3 —k?)

Donde h? = k? es el punto donde se alcanza la velocidad critica u.. Esta tltima relacién

Se 1‘eescribe COINO
_ F?h® — (+h? + ch)?

hl
(ks — BY)

(3.1.10)

Aqui h es continua en h.. Supongase que el numerador en esta ecuacién es diferente de
cero en ( = (.

F2R% — (+hi + ch)? 40,

se concluye que h tiene tangente vertical en h.. En consecuencia la imagen del perfil seria

como la figura

T
\

X

Figura 15. Saltos hidrdulicos con tangencia vertical.

Si ademas k" es una funcién continua, entonces h tiene un punto de inflexion en (..
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Calculando la segunda derivada de ( con respecto a h en la ecuacion (3.1.10) se obtiene

%¢ 3F2)? F2(h® — h3)(3F2h? — 2c(+h*/? + ch))

Oh* paps _ (£nf + ch>2 . (P20 — (hé —|—ch)2>2

Al evaluar esta expresion en h = h, el segundo término es igual a cero (pues el denominador
2
es diferente de cero) y el primer término es diferente de cero. Por lo tanto — # 0. En

Oh?

consecuencia no tiene punto de inflexién, por lo anterior el numerador evaluado en h. es

cero. Es decir

F2h? — (£h3/% 4 ch.)? = 0.

El numerador igual a cero permite obtener una expresion explicita de h. y u. en funcion

decy F
c? +c

he=-———= yV U= ——

(F+1)2 (F+1)
Debido a que el caso inestable F' > 2 genera las ondas rodantes y considerando que u. > 0,

el valor de u,. correcto es
c

ur = —— 3.1.11
uc F_|_17 ( )

en consecuencia la correspondiente altura critica h. estd dada por

62

he= — .
(F+1)

(3.1.12)

Dado que h, es raiz tanto del numerador como del denominador de la ecuacion (3.1.10),
entonces ésta se simplifica como

dh  F?h* 4 (hF? = )h + b2
d¢ F?(R?+hh.+R2)

(3.1.13)

Hasta aqui h esta definida en forma implicita, sin embargo, se puede obtener ¢ = ((h)

integrando la ecuacién
% B F2(h? + hh. + h?)
dh  F2h2 4 (h.F2 — c2)h + h2’
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Expresando h.F? —c? = —(2F +1)/h, se obtiene a ( en funcién de h como la integral

de esta ecuacion (( =z — ct = ((h)), con ¢ € (—=1,() y fijando h(—I) = 1, es decir

v (B epn p - Loz
F F2 ¢
C(h)—lz/ {1—|— - }dh.
! o L ey
F? ¢ F
Las raices del denominador
2F +1 h
h? — heh 4+ (=)?
2 + ( F) 5
son ha y hp definidas como
2F+1++4AF +1
hap= 572 he. (3.1.14)
Después de integrar ((h) corresponde a la expresion
h— h4 h— hB
hy=h—1+k1 —~ ] — kol . 1.1
G =h =1+ hatog (1 =14) — katog (1252 ) (31.15)
donde
h% + hahe + h? h% + hphe + 12
]{?1 = — y kQ = .
ha—hgp ha—hp

De la relacion (3.1.14) se observa que hq > hp, y pata F > 2 h. > ha > hp > 0.
La ecuacién (3.1.15) define implicitamente el perfil. Sin embargo, falta todavia en-
contrar la velocidad de la discontinuidad, es decir los valores limite h_, k4. Usando las

relaciones de discontinuidad (Apéndice 2) para las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.2) se obtiene

C[h) = [hu?] y (3.1.16)
([hu*] = [u*zh + %hQ] : (3.1.17)

Donde el corchete [¢(h,u)] = ¢4 — ¢ = ¢(hy,uy) — ¢p(h_,u_).
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Dado que el salto esta fijo en este sistema de referencia C = 0 por lo que las relaciones

entre h_ y hy son

[hu*] = 0, (3.1.18)
[u*zh + %hz} = 0. (3.1.19)
La relacion (3.1.18) es un caso particular de la expresion (3.1.5) pues
hou_ = hyuy =k = h>/2

Usando esta ultima relacién en la ecuacién (3.1.19) se concluye que h_ y hy satisfacen la

igualdad

(hy — o) G(m +ho)— hih—> =0

Para una discontinuidad en la superficie hy # h_, entonces la relacion entre los valores

1 / 8h.’
hy =5 q—h-+ h_? 4+ > (3.1.20)

Por otra parte, la condicién de periodicidad ((h_) = ((h4+) + 2] permite obtener una

limite h_ y hy es

ecuacion mas, que junto a (3.1.20) permita obtener los valores de h_ y hy. Esta condicién

€S

h_—hA h——hB
h_ —hy =20+ k1 — | — kol — . 1.21
! s <h+—hA> ’ Og<h+—hB> (3.1.21)

Sin embargo las relaciones (3.1.20) y (3.1.21) sélo definen a h_ y h4 implicitamente y
dependen de h,.

Ahora el objetivo consiste en encontrar una relacion entre la discontinuidad estacio-
naria y las condiciones iniciales del problema. Con este proposito se define el promedio de

una funcién ¢(¢) en un periodo como

. 1 21 . N
i=g [ ecedc (3.1.22)
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Por lo tanto, al promediar la ecuacion de conservacion de masa (3.1.1) se obtiene

heo +

~

u*h)g = 0.
Dado que h es periddica el promedio de la conservacion de masa se reduce a la condicion

hes = 0.

En consecuencia h(t*) es una constante. Al evaluar en t* = 0 se obtiene el valor de esta

constante (ecuacion (2.1.2a))

h(t*) =1 +€f. (3.1.23)

El promedio de la ecuaciéon de conservacién de momento (3.1.2) es

(hu )t* —|— (U 2h —|— ihz)g = h — T

De nuevo la periodicidad de h y u simplifica esta iltima relacién. Entonces el promedio

de la conservacion de momento se escribe como

(uw &)
EF2

(hu*)t* = E— F2

=1+4ef — (3.1.24)

En general, el lado derecho de esta ecuacion es diferente de cero pues el sistema no
esta en equilibrio, por lo que el promedio del momento no es constante, sino depende del
tiempo.

Sustituyendo el perfil ((h) dado por la ecuacion (3.1.15) en la relacion (3.1.23) se

encuentra que

1 [ 1 " d -
21 Je, o 2l Jy, dh

donde (s es el lugar donde se encuentra el salto hidraulico. Al integrar por partes esta
relacion y usar el hecho que ((h—) = ((h4) + 2 se obtiene

h_
hy + —(he =)o — = [ c(h)ydh=1+F. (3.1.25)
2 21 J,,
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En consecuencia el perfil inicial define, aunque de manera implicita, la velocidad
del salto hidraulico, asi como los valores h_ y hy (v las velocidades u_ y uy). Hasta
este momento las relaciones obtenidas son exactas y su solucién depende de un método
numérico de la misma manera como la ecuacion (1.4.12). El paso siguiente consiste en

aplicar estos resultados en la ecuacion (2.2.37).

3.2 Relaciones para la aproximacién por perturbaciones

En el capitulo 2 se encontré que la ecuacion (2.2.37) define el comportamiento para
tiempos largos de h y u pues
h(z,t) = 1—|—§3(x —3t,1),
u(x,t) = F+e(a + %s(x — 3t,t~)).
Dado que el salto hidraulico es un perfil fijo en el tiempo, se considerara que s* es el valor

asintético de s cuando t — oo aproxima al salto hidraulico. Por lo tanto & y u quedan

expresadas COINo

1
h=1+ 568*, (3.2.1)
u=1+da+%% (3.2.2)

donde s* = lim_.o s(x — 3¢, tN)

Para ecuaciones lineales la velocidad de propagaciéon de una discontinuidad esta dada
por la velocidad definida mediante las caracteristicas. Sin embargo, para el caso no lineal
la velocidad de la onda de choque es mayor que la definida por las caracteristicas. La

funcién s depende de £ = z — 3t y t, por lo que se considerara que la velocidad del salto

hidraulico ¢ es cercana y mayor que la pendiente de la caracteristica 3, es decir

c=3+eB+ O(). (3.2.3)
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Entonces ¢ > u. El salto hidraulico es mas rapido que la velocidad del flujo. En conse-

cuencia el cambio de variables ( = x — ¢t corresponde a
(=a—3t—eBt=E—pt. (3.2.4)

Por lo que las relaciones para las derivadas parciales son

0 0 7] 0

ac ¥ e ac

/
g l

ot
Usando estas relaciones la ecuacion (2.2.37) se reescribe de la manera siguiente
461
/ s*exp —(—v/2)dv
—14+81

I +61
+ &/ s exp(—v/2) dv
L—expl J_i4p1

3 « « .
(a— B+ 13*)34* = ZS* + geXP(C/Q)eXP(ﬂt)

al hacer un cambio de variables las integrales se simplifican obteniendo

¢
s*exp —(—v/2)dv

3 —1

(a — B+ 13*)34* = L + gexp(C/Z)

4 8 expl !
SR S * —v/2)d
+1—expl/_ls exp(—v/2)dv

(3.2.5)

Considerando el cambio de variable (3.2.4) la condicién de salto (2.2.31) se escribe como
3 * *
oz—ﬂ—|—§(3++3_):0. (3.2.6)

Si se deriva la ecuacion (3.2.5) con respecto a ( y se eliminan los términos integrales, se

obtiene

3*2 / 3* * *3 fB 3*
15¢ —I—(oz—ﬂ—l—zs )SCC_SC(ZQ_§+§S )=0,

Mediante algunas simplificaciones la ecuacion anterior se expresa como derivada total con

respecto a (, sin los términos integrales

2
(id—gz{l(a(a — ,3)3*2 +6s*} = d—i{33*2 + 4(3a — 2/3)s™ }. (3.2.7)
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Que al ser integrada se expresa como

3

3’5(0{ — B+ ZS*) = i{3*2 + %(305 —28)s" + Ky }. (3.2.8)

16 3

donde K es la constante de integracién. Las expansiones (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.3) describen

au.’ y he como

1
u = (u =) =2+ o+ 557) — (3+8) + O(F)),
1
he =14+ 568*.

Exigiendo la condicién de velocidad critica (3.1.8) para orden € se obtiene
., 4
sh= §(ﬂ — a). (3.2.9)

Entonces, en el punto en que la velocidad es critica el término a la izquierda de la ecuacién
(3.2.8) se hace cero de manera similar a la ecuacién (3.1.10). Basandose en el argumento
del punto de inflexién utilizado en la seccién anterior, el lado derecho de la ecuacién (3.2.8)
también se tiene que anular en s = s.. Usando el valor de s, obtenido en la relacién (3.2.8)

se encuentra el valor de la constante K. Este valor es

16

Ky = =(8 = a)(8 - 2a). (3.2.10)

i

En consecuencia la ecuacién (3.2.8) se escribe como

ds* 3 7+ (4/3)(3a — 28)s* + (16/9)(B — a)(B — 2a)

d¢ 16 a— B+ (3/4)s* ’

Esta relacion se simplifica al factorizar el monomio correspondiente a la raiz en s = s,

tanto del denominador como del numerador. Entonces s* satisface

ds* 1. %(,3 —2a)). (3.2.11)
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Esta ecuacién define ¢ = ((s*),

d¢ 4 5 1¢
ds* — s* = (4/3)(8 — 2a)’ (32.12)

De igual manera que en la secciéon anterior se fijé h(—1) = 1 = 1 + (¢/2)s*, por lo que

s*(=1) = 0. Entonces el perfil ( = ((s*) corresponde a

3s*

S TC v

¢ =—I+4log : (3.2.13)

A diferencia de la ecuacién (3.1.15), la ecuacién (3.2.13) permite encontrar s*(() ex-

s*(¢) = w <exp <%> - 1) . (3.2.14)

plicitamente

Usando la condicién de periodicidad ( = ¢ + 2[, la ecuacién (3.2.13) también se escribe
como
14

(=1+4log (3.2.15)

3s* ‘
i2a—5)|

Ahora hay que encontrar los valores limite s* y s% . Usando las relaciones (3.2.12), (3.2.14)

y la condicién de periodicidad ((s* ) = 21 + ((s% ) se obtiene

3s*_ s* 4
—l+4log|l+ ———|=1+4log|l + ———]. 3.2.16
R RS e IR R erer) (3210
Que, de manera analoga a (3.1.20) define la relacién entre sy y s— . Utilizando la relacion

de discontinuidad (3.2.6) se pueden encontrar las expresiones exactas s* y s%

.4 2a .
=g <ﬁ t ol 1) (3.2.17)

2c

o Al 20 .
3+_3<5 exp(1/2)+1>‘ (3.2.18)
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Sin embargo, no se conoce aun la velocidad de propagacion ¢ pues se desconoce el valor de

B. Al sustituir (3.2.17) en (3.2.15) se encuentra el lugar del salto ( = (. Este es

(s = —4log (3.2.19)

cosh —

(2a — 3)
~— 7 1l

|
Solo falta encontrar la velocidad del salto hidraulico pues ya conocemos tanto el perfil
como la velocidad de éste. Una vez mas se usara el promedio definido en (3.1.22), y la
relacion (3.1.23), donde

%

h(t*)zl—l—ele—l—e%.

Por lo tanto

s* = 2f. (3.2.20)

Usando la expresiéon de s* establecida por la ecuacién (3.2.14) se obtiene

8exp((s/4) senh(%) —2l=f.

Al sustituir (s dada por la relacién (3.2.19) en esta ecuacién y después de algunas mani-

pulaciones se encuentra 3 explicitamente dada por

_ 2
§= ;f +2a(1 - 7 tanh ) (3.2.21)

Con ella se pueden encontrar los valores que definen el salto hidraulico para el caso ligera-
mente inestable. Dada la inestabilidad del sistema el perfil estacionario final para s(¢,7)
para t — oo es el generado mediante las relaciones del salto hidraulico. El perfil final
consiste en un arco de exponencial cuya amplitud es mayor si « también lo es. Pues al

sustituir f de la expresion (3.2.20) en la relacion (3.2.13) se obtiene

4o l —
s = (Ttanh— — _f)(expgT —1).
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De la misma manera la velocidad del salto es mayor si o aumenta. Asimismo, la constante
B es la misma para dos funciones del mismo periodo pero con el mismo promedio en la
condicién inicial f.

En resumen, el salto hidraulico se mueve a la derecha con una altura h_ mayor que
h4 con velocidad mayor a la del flujo. La discontinuidad disipa energia de tal manera
que el perfil es estacionario. La evolucion de la condicién inicial para el caso ligeramente
inestable tarda un tiempo infinito en formar el salto hidraulico y el perfil éste para la
aproximacion de dos escalas de tiempo consiste en un arco de exponencial creciente en (.
En el sistema de referencia con velocidad igual a la del salto la velocidad al frente de éste

es supercritica y la velocidad atras del mismo es subcritica.



Conclusiones

Las hipotesis involucradas en el estudio por medio del modelo de aguas someras hecho
en este trabajo son usuales para problemas de Hidraulica. Es decir, considerar al flujo como
incompresible y bidimensional, ademés de considerar a la presion como hidrostatica. Una
vez hechas estas suposiciones se agrega un término de disipacion asociada a la viscosidad.

El modelo definido por las ecuaciones de conservacion de masa y evolucion de momen-
to, con las variables h y u acopladas, es cuasilineal. No es posible encontrar una solucion
analitica exacta que describa las ondas rodantes como una evolucion de perturbaciones
iniciales. Las tnicas soluciones exactas son correspondientes a perfiles estacionarios, es
decir el flujo uniforme A = 1, u = F 6 el caso del salto hidraulico. La evolucion de las
ondas rodantes se describe mediante simulaciones numéricas. Sin embargo, en este trabajo
se encuentra una aproximacion que describe éste fenémeno. Primero, mediante la aproxi-
macion lineal, se encuentra que el sistema de ecuaciones es inestable cuando el niimero de
Froude F' es mayor que 2. Por lo tanto, para F' > 2 el sistema generara ondas rodantes
periodicas que eventualmente se convertiran en saltos hidraulicos. Es decir, el fenémeno
de las ondas rodantes se debe a la inestabilidad del sistema cuando la aceleracion debida
a la gravedad excede en cierta proporcion a la disipacion asociada a la viscosidad.

Para el caso ligeramente inestable, la aproximacion por el método de dos tiempos

describe el sistema para tiempos del orden O(1/e) mediante una sola ecuacion integro-
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diferencial no lineal. La soluciéon numérica de esta ecuacion es mas sencilla que la que
describe el problema completo. Ademas, exige que el perfil permanezca acotado para todo
t > 0. Otra consecuencia, consiste en que el perfil de la perturbacion inicial evolucionara
en un tiempo infinito hacia un arco de exponencial cuya velocidad sera mayor que la del
flujo.

Sin embargo, el modelo no predice el comportamiento para nimeros de Froude mucho
mas grandes que 2. Tal y como lo seniala Mayer [M] para canales muy inclinados se rompe la
condicion de regularidad de el patrén (los frentes de onda formando rectas perpendiculares
al flujo rio abajo) debido a la turbulencia, pues las velocidades y las presiones serian muy
grandes, generarandose flujos en la direccion z.

Queda como trabajo posterior el estudio numérico de la ecuacién (2.2.27) para di-
versas condiciones iniciales, comparandola con la solucién numérica al problema completo
(1.4.10). Ademaés de extender todo el estudio a perturbaciones iniciales no periédicas con
el objeto de verificar por lo menos cualitativamente, la interaccion entre dos ondas rodan-
tes con diferente velocidad, en consecuencia de diferente tamano, para el caso ligeramente
inestable.

También se puede extender el modelo al considerar que la constante o = Hy /By no es
cero sino que ésta sea de orden €, con objeto de establecer una estimacion del efecto de las
paredes sobre la velocidad y el perfil de la onda rodante, asi como el del salto hidraulico

para el caso F' + ea.



Apéndice |

Estudio de términos seculares en el método
de dos escalas de tiempo

En la seccion (2.2) se encuentra que la solucion a primer orden para el método de dos
escalas de tiempo es (ecuaciones (2.1.12) y (2.2.13))

Rl =rlDes (§) (11)

16 ) = ato e (5 ) +5(6.0 (1:2)

Donde ¢(n,t) = %/" r(v,t)dv. Sin embargo se desconoce la dependencia tanto de r
como de s con respecto a t. Esta dependencia se encontrara al sustituir las soluciones
S1,R; en la ecuacion a orden e. El sistema tiene soluciones periddicas, por lo tanto,
s(&,1) r(n,t)exp(€/2) v q(n,t)exp(£/2) son periddicas. Al definir r(n,t) = Fexp(—1/2) y

g = Gexp(—n/2) permite considerar a 7 y ¢ periddicas en x pues

rexp(£/2) = rexp <§Tn> = 7 exp(—t), (1.3)

ex(e/2) = exp (£ ) = qespl—) (14)
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lo son.

Para orden € el sistema asociado es (ecuaciones (2.2.5a,b))
hz 2 1 hg 0 0 h2
() () () (5 9) ()

—hy;— (a4 ur)hiy — hiuge ny
= au u = )
—Uy§— (Of + ul)ulx + 71 - (hl - 71)2 n2

(I.5a,b)

2

Para el estudio del sistema a orden € es necesario sustituir las funciones hy = (S; +

R1)/2y u1 = (S1 — R1)/2 en el lado derecho ( términos ny y ny) del sistema (1.5). Para

ny se obtiene
—h;—(a+up)hie — hiuy, = —%(Slg + Ry7) — %(20& + S1 = R1)(S1z + Riz)
— 2(51 + R1)(S1z — Riz) = ni1.
Al expresar esta ultima relacién en funcion de € y 5 se encuentra que

¢

1 1
—hy = (atui)hie = hiwe = = 5(5; + RByg) = S+ 51)(S1g + S1n)
. (1.6)
= gla = Ri)(Rig + Ruip) = na.

Anélogamente el término del lado derecho (ny) de la ecuaciéon (1.5b) se expresa como

g Uy 2 1

—uy;— (o + Ul)ulz‘l‘T — (h1 — 5 )= —5(51 — Ry);
1 @
— 1(206 + 51— R1)(S1— Ri)e + Z(Sl - Ry)
1 2
- [—(Sl +3R1)] .
4
Expresandolo en funcion de £ = ¢ — 3t y n = ¢ — t se obtiene
' uy 2 1 1
—ugi = (@t u s + gt = (=) = 5 (Sy — Ryp) = 720+ S1 — Ri)(Sig + Siy)

1
+ (20 + S = Ri)(Rig + Riy) + (51 — Ry)

- E(s1 4 331)]2 ~ .
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Al diagonalizar la matriz mediante la transformacion (2.2.7), el sistema (1.5) toma la

forma siguiente

)+ (3 D).+ (0 ) ()=

(1.8)
_p-r ) 1 1 ny\ [ ni+ne
o 19 o 1 -1 %] o N1 — 1N ’
que en el cambio de variables £, n queda como
2527) = R2 + iy + na, (_[9)
—2R25 == —R2 + ny —na. (_[10)

Al escribir la ecuacién (1.9) en términos de Ry, Sy toma la forma (ecuacion (2.2.15))
1

1
551{ — §(40é + 351 — Rl)(515 + 517))

1
+ (B + S1)(Big + Biy) + %(51 — Ry) (1.11)

1
527) == §R2 -

11 2
3 [1(51 + 3R1)]

Correspondiendo a la ecuacion (1.10) la relacién

1 1 1
R25 — §R2 = ile + §(40é — 3R1 + 51)(R15 + Rl’l)

1
S(Bi+ S1)(Sie + Sy + %(51 — Ry) (1.12)

11 2
—5[1(51+3Rl)] 7

Analisis para la ecuacion (1.12)

_|_

Todos los términos no homogéneos de la ecuacion(1.12) tienen que ser integrados con

respecto a £. Al multiplicar la ecuacion (1.12) por el factor integrante exp(—£/2) se obtiene

0 — 1 1
5 (Reesp(—/2) =exp () { SR+ Gla+ 51— 3ROy + Rig

1
+ §(51 + R1)(S1y + Sie) + %(51 - Ry) (1.13)

_ % E(s1 + 331)]2 }
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Al sustituir las soluciones (I.1) y(I.2) del sistema a orden € en la ecuacién para Ry

(I.13) y considerando que ¢, = r/2 se encuentra la ecuacién siguiente (ecuacién (2.2.17))

0 1 1 1
6_§(R2 exp(—£/2)) = 2 [rg + ary, + Zar + Zaq] (Th)
1 1
+ 3 exp(—£/2) [335 + as — 132} (1)
(I.14)
1 13 1
+ 3 exp(£/2) [qrn — 3rry, — ZTZ + qu] (T5)
1 rs
+ 3 {37",7 Y + ser + 55q} ) (Ty)

Donde r = r(n,t), ¢ = q(n,t) vy s = s(n,t). Al introducir la variable lenta t = et es
necesario exigir que las funciones r y s no generen soluciones no acotadas en Ry y S
cuando el tiempo es muy grande {. Por lo tanto se estudiara la contribucién de cada
término 7; (¢ = 1,2,3,4) tanto a la solucién Ry como para S.

Los términos incluidos en T} sélo dependen de n y . En consecuencia al integrar con
respecto a £ se produce una contribucién

1 1
gexp(f/Z) (rg + ar, + Zar + Zaq) )

Al expresarlo en funcién de 7 y ¢ (ecuaciones (1.3) y (1.4)) tomando en cuenta que

Ty = (feXP(—U/Q)),, = (f,, — g) exp(—n/2) se encuentra que

r 1 1
%exp(—t) (fg + ar, — a; + Zaf + Zacj) ) (1.15)

Hay que notar que la amplitud del término (1.16) crece indefinidamente conforme a

(pues £ = & — 3t). Por lo tanto este término es inaceptable.

7 Esta exigencia proviene de que tanto R; como S son expansiones asintoticas de la

solucion.
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Al integrar la suma en el término (73 ) se obtiene

1 ¢ 1

3 exp(f/?)/ (ssg + as — Zsz)exp(—y/Z) dv, (1.16)
que no crece indefinidamente. Sin embargo, considerando que s = s(¢, 1), este término
presentara problemas al integrar Ry con respecto n (ecuacion (1.11)) pues aparecera la

variable n
¢ 1
TS—IGXP(«E/Z)/ (ssg +as — ZSZ)exp(—y/Z) dv,

que es un caso analogo a la ecuacién (1.15) pues su amplitud crece conforme a x (n = z—1t).
Con respecto al término (73) es facil notar que la dnica dependencia con respecto a £

proviene de exp(£/2), por lo tanto después de integrarlo presentara un comportamiento

exp(£/2) 13 1
? qry — 3rry — ZTZ + ZqQ .

Al expresarlo en funcion de ¢ y 7 se obtiene

exp(—2t) [ .. ﬁ e z~2 1~2
T qry 5 3rry, 47“ —|—4q ) (I.17)

Estos términos estan acotados si 7 y ¢ no crecen mas rapido que exp(—t), consideracion
que se justificara posteriormente.

Finalmente el término (74)

?

éexp(—f/?) [(rn - %) /5 s(v,t)dv + (g +1)s

se reescribe como

1

5 ~,
g exp(—t) [(f,, — F)/ s(v,t)dv + (G+7)s (1.18)

Esta expresion esta acotada si ¢, r y s lo estan.
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Por lo tanto para tener consistencia en la expansion al integrar con respecto a 1 se
exigira que el término (77) en la ecuacién (1.14) sea cero, es decir

o @
r;—l—ozrn—l—zr—{—zqzo, (1.19)

donde ¢(n,%) = (1/2) ["r(v,t)dv. Esta es la primera condicién para que el sistema esté
acotado. Estos términos se llaman “términos seculares” en Teoria de Perturbaciones. De
esta manera se determina r en funcién de 5 y t. También se considerara el sumando (1.16)
al momento de integrar con respecto a €.

Analisis para la ecuacion 1.11

Al integrar (1.11) se determina Ss.

1 1 1
527, = §R2 — 551{ — §(40é —|— 351 — Rl)(515 + 517))
1
+ g(R1 + 51)(R15 + Rm) + %(51 — Ry)
11 2
~3 [Z(Sl + 3R1)] .

Donde R; contiene los términos (1.16), (I1.17) y (I.18). Los términos (1.17) y (1.18) perma-
necen acotados después de integrar con respecto a 71, por lo tanto de Ry sélo tomaremos
en cuenta al sumando (1.16).

Al reescribir la ecuacion (1.11) en términos de s, r y ¢ se obtiene (ecuacién (2.2.20))

1
527) = §R2
1 3 1, a
~3 <3t + ase + 1335 + Es — ZS) (T5)

Looter2) (g4 2 Lot B B @y ] 1 @)(Im)
5 €XP €7+ as¢ = grse +oyar oSt 4 2t g5 — sy 6

exp(€) 7 5 1 1
- (qr + ng - grz — 54 =5 |- (T7)
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Los términos en (T5) no dependen de n por lo que junto a los términos provenientes
de Ry deberan se cero. Por otra parte tanto los términos (75 ) como (77) generan funciones
acotadas (una vez mas sustituyendo 7 y ¢). El sumando (1.16) proveniente de Rs es

exp(£/2)

£ 1 a 3 2
EI2) [ (ose s = Gty expl-v/2)dv = Sexp(e/2) [ sexpl-v/2)dv 5+

16

Al sumarlo con el término (75) y pedir que la suma sea cero se obtiene

3 o o ¢ o ex 2
s+ (Oz + ZS> S¢ = g5~ gexp(f/Z)/ sexp(—v/2)dv — #Cl =0. ([.21)

Esta es la ecuacion (2.2.21), en esta ecuacién se eliminan los términos seculares aso-

ciados a s por lo que se determina su dependencia con respecto a £ y t.
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Las Relaciones de Rankine-Hugoniot

En este apéndice se encuentran las relaciones que rigen una discontinuidad, es decir
los valores de las variables que la determinan para sistemas de ecuaciones de conservacion.

Sea el sistema de ecuaciones de conservacion
d [*
E / '¢1(‘u($, t)v h(rv t)7 Z, t) dt :gbl(u(fcl)v h(fcl)v &z, t)
—onluaa) ha)et) + [ Ma(u(e), o). 2.0)do
d [*
E LZ)Z(U(Iv t)a h(l’, t)7 €, t) d$ :¢2(u(x1)7 h($1), Z, t)
~dalutaa). ha2) )+ [ Ra(ue). o), a, )
1 (IL.1)
Estas ecuaciones corresponden a las ecuaciones de conservacion (1.4.4) y (1.4.5). Si

las funciones 9;, ¢;, son continuas con primeras derivadas continuas para todo = € [z1, z2],

el sistema (II.1) es equivalente al sistema de relaciones de divergencia

0 0

—U1+=—¢1 — A =0,
0 0 '
El/)rl-%(ﬁz — A2 =0.

Para el caso de un salto hidraulico se supone que las relaciones (II.1) permanecen

validas, aunque la funciones ¢, ¢2, ¥ ¥ 12 no son continuas. Esta suposicién da buenos
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resultados en el estudio de ondas de choque, que en el caso de aguas someras corresponde a
saltos hidraulicos. Un salto hidraulico es una discontinuidad en el perfil 4 y en la velocidad

u. Sea & = £(t) la discontinuidad que define el salto hidraulico.

A
y

| &=(t)

>
X

Figura L. Salto hidraulico £(t) y regiones Dy y Ds.

La funcién € = £(t) divide el dominio [z1,22] en Dyt 2y <2 <&(t)y D2 €(t) <z <
z2(t). Ademas ¢1, @2, 11 y 12 son continuas y tienen primeras derivadas continuas en Dy
v Dy. Entonces la integral de ; es (i = 1,2)

£(1) z

/I2 Yi(u, h,x,t) dz = Yi(u, h,x,t) dz + 2 Yi(u, h,x,t) dz. (I1.3)
T T 5(75)

Al aproximar t; en serie de Taylor alrededor del valor £(t) por la izquierda se obtiene

O,
ox

77Z)i(u7 h,x,t) = 7ubl(u7 hafvt) + (u—v h—v‘f—at)(‘f(t) - l‘) + O(‘f(t) - :E)a

donde h_ = lim, ¢y~ h(x,t) y u_ = lim, ¢y~ u(z,t). De manera analoga se definen
los limites por la derecha hy, uy y las correspondientes a ¥; 4, ¢;4. Entonces al integrar

esta iltima ecuacion de x1 a £(t) se obtiene la siguiente aproximacion para primer orden

£(1)
/ Yilu, hya,t) da = pi(u_, ho, &, 1)(E() — 1) + O((6(t) — @1)*).
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Por lo tanto, al integrar de z; a x, se encuentra que cerca de la discontinuidad se tiene

que

/ 2 ¢i(‘u7 h,.fl?,t) d$ = 77Z)i(u—7 h—7‘€7t)(§ - $1) - ?ubi(u-lw h+7‘€7t)(§ - $2)

=i (£ —x1) =i (E—a2) + O((€ — 21)*) + O((€ — 22)?).
(I1.4)

Haciendo expansiones similares alrededor de £(t) para ¢1 y ¢2

di(u(xy), b, x,t) — ¢i(u(xe), h,x,t) = ¢i_ — diy + a;’;— (E(t) — aq) — a;; (E(t) — 22).

Y los términos asociados a A; seran

/ 2 AZ dr 7 Al_(f - 501) — Al+(f —Iz).

Al derivar con respecto al tiempo la relacion (I1.4) se encuentra la siguiente expresion

para primer orden

d [* d d
E/xl i dz = _d_f(#}i_p - ¢z_) = —d—§[¢l] + O(f — ~171) + O(f _ ~172)-

Donde los corchetes denotan los valores limite cerca de la discontinuidad para la funcién
[¥;] = (¥iy — i_). Por lo tanto, al hacer los limites z1 — £~ ,22 — £ en la relacién 1.1,

se encuentra que

d¢
— V1] = |¢1],
dt[ | =1l¢1], ¥ (15

d¢

dr [1h2] = [¢2].
Estas relaciones son conocidas en dinamica de gases como las relaciones de Rankine-
Hugoniot para la velocidad de propagacion de una discontinuidad. Para el caso de las

ecuaciones (1.4.4) y (1.5.5) 1 = h, o = uh, ¢1 = uh, ¢2 = hu* + (R?/2) y Ay = 0,
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Ay = h — (u?/F?). En consecuencia las relaciones de salto (IL.5) corresponden a

de ..
Tl = b,y

d¢

(k] = [huz 4 % h?] . (11.6)

d¢

Es posible notar cierta similaridad entre las ecuaciones (I1.6) y las relaciones de di-

vergencia (1.2) (ver Whitham [W]) ya que la ecuacion
0 0
— —¢1 — Ay =
a1 Y1+ B 1 1=0,

y la relaciéon
E[en] = [¢4],

permiten identificar los términos involucrados en la expresion que define la velocidad de la
discontinuidad.

Las relaciones (I1.6) definen la velocidad de la discontinuidad, sea un salto hidraulico o
una onda de choque, asi como los valores limite a la izquierda y derecha para el perfil  y la
velocidad u. En las ecuaciones (1.4.4) y (1.4.5) se necesitan 2 ecuaciones, sin embargo para
el caso de la aproximacion para tiempos largos en la aproximacién ligeramente inestable
(ecuacion (2.2.27)) solo se necesita una de ellas para definir las caracteristicas del salto

hidraulico completamente.



