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Resumen

El propéposito del presente trabajo es estudiar el efecto de una onda
plana monocromdtica que se propaga en un material compuesto por una
matriz elastica en la cual se hallan suspendidas una o méas poblaciones
de inclusiones esféricas, para analizar la forma en que éstas dispersan
y atenuan la onda. En cada uno de los compuestos considerados la
densidad de masa de las inclusiones es mayor que la del material matriz.
El estudio se basa en las predicciones del modelo autoconsistente de
[Sabina & Willis (1988)].

En el capitulo §1 se introduce el tensor de deformacién y una inter-
pretacién geométrica para sus componentes. Se da en una forma simple
la derivacién de las leyes locales de conservacion de masa y de balance
de impetu, momento angular y energia a partir de los axiomas de la
mecanica en que se postulan, en términos de la descripcién euleriana
para la posicion de un punto en el espacio, es decir, las coordenadas es-
paciales. Se define un elemento apropiado para analizar las fuerzas apli-
cadas a través de la superficie de un cuerpo: la traccién t = t(x, n, ),
que representa la fuerza por unidad de area aplicada en un punto x rel-
ativo a un elemento de drea cuya normal exterior apunta en la direccién
del vector normal unitario n y la forma en que fluye la energia en una
superficie, en términos del tensor del esfuerzo y la traccién. También se
da una breve discusion de la ecuacion constitutiva que caracteriza a los
solidos linealmente elasticos cuando se trata de materiales isétropos.
Finalmente se discute la manera en que las ondas planas se polarizan
en un medio homogéneo e isétropo, que son las ondas longitudinales o
P y las transversales o S.

En el capitulo §2 se analiza la dispersién de una onda plana que se
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8 CONTENTS

propaga sobre un barra eldstica y heterogénea. Se motiva a partir de ese
ejemplo una explicacion de las curvas contra frecuencia para la rapidez
de fase y atenuacion en el caso de una onda longitudinal propagandose
en un compuesto.

En el capitulo §3 se presenta el método de energia de Budiansky para
calcular, en el caso estatico, los médulos elasticos efectivos de una ma-
terial compuesto como el que se ha descrito antes.

En el capitulo §4 se presenta el método autoconsistente de Sabina y
Willis para calcular los médulos eldsticos efectivos de un material com-
puesto en el caso dindmico (e.g. cuando se propaga una onda en el
medio), planteando un problema de dispersién simple. También se pre-
sentan las ecuaciones de punto fijo para la densidad y el tensor de
moédulos eldsticos efectivos que se obtienen con esta propuesta en el
caso general en que sélo se pide que las inclusiones de una poblacién
tengan una misma forma y tamano, y las ecuaciones correspondientes
al caso de inclusiones esféricas.

En el cdpitulo §5 se dan las hipdtesis para este trabajo y se describe
como se contruyen las graficas de la velocidad de fase y la atenuacion
contra frecuencia, en términos de cantidades adimensionales para facil-
itar la comparacién entre diferentes resultados y materiales, a partir de
las ecuaciones autoconsistentes del modelo de Sabina y Willis. En base
a la interpretacién de las graficas de una mezcla con una poblacién de
esferas de Pb en Epon828x (epoxy), se han conseguido explicar algunas
observaciones de lo que ocurre en el caso de dos poblacidnes de igual o
diferente material.

Finalmente se muestra un apéndice donde aparecen algunos detalles de
la derivacién de las ecuaciones autoconsistentes.



Capitulo 1

Fundamentos de Elasticidad

1.1 Introduccion

Hay muchos aspectos del comportamiento de la materia que se pueden
describir y predecir sin poner atencion a su estructura molecular, como
la propiedad que poseen los sélidos de deformarse cuando son sometidos
a un esfuerzo, o el modo en que se vacia un tanque lleno de agua.
La teoria que se ocupa de estudiar los fenémenos macroscépicos de la
materia es la mecdnica del medio continuo.

Intuitivamente es claro que tiempo y espacio se pueden identificar con
un continuo de cuatro dimensiones. Extendiendo esa idea a la materia
se habla de un material continuo como aquél en que estan bien definidas
en el sentido matematico, las densidades de masa, de impetu, de mo-
mento angular y de energia. Es decir, que en cualquier punto existe
el limite de esas cantidades como funciones de la posiciéon. Entonces,
con esta teoria uno acepta la idea de que un volumen infinitesimal es
una particula de un continuo, y en cualquier vecindad de una particula
siempre hay particulas, aunque es equivocado justificar este enfoque
por el nimero de moléculas que hay en un volumen dado, puesto que
en el limite un volumen infinitesimal no contiene moléculas. Por tanto,
el concepto de material continuo es una idealizacién del mundo real
aplicable a problemas en que la estructura discreta de la materia se
puede ignorar. Y se infiere que las cantidades que aparecen en la teoria
se deben interpretar como ciertos promedios estadisticos.
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La mecanica del medio continuo estudia la respuesta de la materia a
diferentes condiciones de esfuerzo en términos de los conceptos tiempo,
espacio, materia y energia, en dos partes. Primeramente los principios
generales que son comunes a todos los medios como la conservacién
de masa y los balances de impetu, de momento angular y de energia.
Y en segundo lugar las relaciones constitutivas que definen materiales
idealizados. Por ejemplo, entre los materiales que tienen la propiedad
de recuperar su forma original cuando el esfuerzo a que son sometidos se
retira, es decir los materiales elasticos, bajo ciertas restricciones se dice
que la deformacién es proporcional al esfuerzo. Estos son los materiales
linealmente elasticos. En el estudio de la propagacion y dispersion de
ondas elasticas, lo mas apropiado es considerar al medio en que las
ondas se propagan como linealmente elastico, porque las amplitudes de
las ondas en cuestion son pequenas. Alguna bibliografia sugerida para
este tema es [Lay, Rubin & Krempl (1993)] y [Lin & Segel (1988)].

1.2 Deformacion

Comunmente se usan dos tipos de coordenadas para describir la posicién
de un punto del medio continuo en el espacio. Las coordenadas mate-
riales X que corresponden a un tiempo inicial ¢ = ¢y, y las espaciales
x para otro tiempo t # t;. Las deformaciones sufridas por el cuerpo
llevan a los puntos materiales a través del tiempo a varias posiciones
espaciales, es decir

x = x(X, t). (1.1)

Se considera que para un punto material P y el punto espacial p que
pasa a ocupar después de un cierto intervalo de tiempo, existen vecin-
dades By b respectivamente tales que x = x(X, t) es un difeomorfismo
de B en b; es decir, x = x(X,t) es una funcién diferenciable, biyec-
tiva y su inversa también es diferenciable. Fisicamente esto significa
que los cambios que sufre la materia en cuestién no incluyen rupturas
o superposiciones. Tampoco sucede que la materia se colapse en un
punto.

Considérese una particula localizada al tiempo inicial £y en P, un punto
de coordenadas X, véase Figura 1.1. Al tiempo ¢t > ty la particula se
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La impenetrabilidad de la materia se establece requiriendo que las dos descripciones de la
posicién, material para t = to y espacial para ¢t > to, o euleriana y lagrangiana respectiva-
mente sean monovaluadas, y la suavidad del dezplazamiento u(x,t) = x(X,t) — X se establece
requiriendo que ambas descripciones tengan tantas derivadas continuas como sea necesario.

Figure 1.1: Las dos descripciones de la posicion.

localiza en p con coordenadas x(X,¢). Cuando la posicién relativa de
la particula se altera, el medio continuo se deforma. El vector desplaza-
miento u se define como

u(X,t) = x(X,t) — X. (1.2)

Considérese un segmento de recta dX que al tiempo t = ¢, tiene coorde-
nadas iniciales y finales X y X 4+ dX respectivamente, véase Figura 1.2.
Si dX estd en el material que se esta deformando, en un cierto tiempo
t sus extremos ocuparan las posiciones x(X, ) y x(X + dX, ¢).

Es posible escribir, a primer orden

.TZ(X + dX, t) - .T,(X, t) = Ti,j (X, t)de, (13)

donde se usa la convencién de suma de indices repetidos. ! Entre més
pequeiio sea |dX| més préxima a cero es la contribucién hecha por los

! Esta notacién es para simplificar la escritura de sumas de tal manera que cuando
aparece un subindice repetido en un término se entiende que se suma sobre ese
indice y que va de uno a tres. La regla para esta notacién es que un subindice debe
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X (X,t)

La deformacién cambia un elemento de linea infinitesimal dX en un nuevo elemento de linea
dx.

Figure 1.2: La deformacion de un elemento de linea.

términos nolineales de la serie. Un modo conveniente de establecer este
hecho es decir que si dX es infinitesimal y

entonces

d.’L'Z' = Jﬁi,j(X,t)de. (15)

Si derivamos( 1.2) con respecto de X se obtiene

Tij = (5,']' + Us,j- (16)

Donde §;; es la delta de Kronecker. Una medida de deformacién local
es el cambio en el producto escalar dX - dX', donde dX y dX' son dos
elementos de linea que pasan por el punto P antes de la deformacién
y que al tiempo ¢ se transforman en dx y dx', pasando por el punto p,
véase Figura 1.3. Usando( 1.6) podemos reescribir la diferencia de los
productos escalares

aparecer a lo més dos veces en un término. Ademds, se usa la notacién de comas
para denotar la derivacién con respecto de una coordenada X, i.e. 0x;/0X; = x;,;.
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dX

Una medida de deformacién comimente utilizada es la variacién en el producto escalar entre
dos elementos de linea dX y dX .

Figure 1.3: La variacién del producto escalar.

dzdz; — dXdX; = (85 + ;) (G + uer)dX;d X, — dX;dX;(1.7)
= (uk,j + Uj,k + ui,jui,k)dedX,;. (18)

La parte entre paréntesis es una medida de deformacién, el tensor de
deformacion, y se denota por

2Nk = Wj kg + Uk + Ui Ui k- (1.9)

Asi que la diferencia de los productos escalares se escribird
dx - dx —dX -dX' = 27;,dX;dX,. (1.10)
Frecuentemente la deformacién es muy pequena (i.e., |u;;| < 1). En

tales casos es natural reemplazar el tensor de esfuerzo por su aproxi-
macion lineal, escribiendo

1
Nik = §(Uj,k + Up,j)- (1.11)
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Es muy oportuno interpretar geométricamente la variacién de longi-
tudes, dngulos y volimenes en términos de los componentes de 7;y.

En el caso especial en que dos elementos de linea son paralelos al vector
coordenado e;: dX; = dX}, dX, = dX, = dX;5 = dX; = 0, véase
Figura 1.4.

De analizar la variacién de dos elementos de linea inicialmente paralelos concluimos que los
elementos de la diagonal 711, 722 y 33 representan la variacién por unidad original de longitud
paralela a los ejes coordenados.

Figure 1.4: Dos elementos de Linea inicialmente paralelos.

Se verifica que dz; = dz| y |dx|? — |[dX|? = 2ny1|dX|?. Si se define
p = (dz; — dX;)/(dX;1), i es el cambio por unidad original de lon-
gitud paralelo al eje e;. Asi, sustituyendo en la expresiéon anterior se
encuentra que

2n1 = 2p + 1, (1.12)
que tiene solucién p = (1 + 2m;1)*/% — 1, pues sélo la raiz con signo
positivo tiene sentido fisicamente, dado que si ;; =0, pu =0y dx =
dX(l + 27711)1/2.

Para esfuerzos infinitesimales |u; ;| < 1, consecuentemente |n;;| < 1y
1

po= 1+ 5(27711) +0(nt;) — 1, (1.13)

Mmi- (1.14)

Q
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Asi que 711, 792, ¥ 733 representan la variacion por unidad original de
longitud paralela a los ejes coordenados, e, e; y e3 respectivamente.

Por otra parte, si tomamos dos elementos de linea inicialmente ortog-
onales, por ejemplo dX; = dX, dX, = dX' y dX, = dX3 = dX, =
dX:; = 0, véase Figura 1.5 encontramos que

|dx||dx | cos 8 = 2n5|dX|[dX]. (1.15)
e
A3
O %
2T
e
=
0 2
e
1

De andlizar la variacién entre dos elementos de linea inicialmente ortogonales, concluimos
que, si ¢ # j, entonces 7;; representa la mitad del decremento en el dngulo recto que estaba
originalmente formado por segmentos de linea paralelos a e; y e;.

Figure 1.5: Dos elementos de linea inicialmente ortogonales.

Sea 12 = 7/2 — 0, entonces 72 es el decremento en el dngulo recto
originalmente formado por componentes en las direcciones de e; y e,.
Es decir cos @ = cos(m/2 — y12) = sen yia. Asi, dx = dX(1 + 2n,1)? y
dx' = dX'(1 + 792)/?, consecuentemente

27)12

; 1.16
V14 211+ 2m9 (1.16)

sen -y =

Para deformaciones infinitesimales esta expresién se reduce a vy =
2m15. Por lo que 7o representa la mitad del decremento en el dngulo
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recto que estaba originalmente formado por segmentos de linea parale-
los a e; y es.

Otra interpretacién importante se encuentra al considerar el jacobiano
de la deformacion J, el cual representa la razén entre un elemento de
volumen después de la deformacién y un elemento original de volumen.
El jacobiano esta definido por

8(xla T2, .Tg)

o A (117)
det [W], (1.18)
= det [(51] + U,z',j]. (119)

Expandiendo esta expresion para el caso que se ha considerado de es-
fuerzos infinitesimales se concluye que

Asi que la traza de 75, n; representa la variaciéon de volumen después
de la deformacién por unidad original de volumen.

Es oportuno decir que los resultados expuestos corresponden a una
teoria lineal y que en principio deberian ser limitados, pero en el andlisis
en que se utilizan son muy adecuados porque las amplitudes de las ondas
(y asimismo los esfuerzos y deformaciones) son muy pequenas.

1.3 Ecuaciones de Movimiento

Las ecuaciones de movimiento de la elasticidad lineal se derivan de
las leyes de conservaciéon de masa, impetu, momento angular y en-
ergia. Una forma conveniente de describir el medio es considerar la
distribucién de densidad, el campo de velocidad, la distribucién de
temperatura, etc., como funciones de la posicion.

La implementacién de este esquema hace necesario que las leyes de con-
servacién sean aplicables a materiales que se hallan en algin volumen
arbitrario. A menudo sucede que algunas cantidades aparecen en una
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integral de volumen o en una de superficie. La necesidad de transformar
cantidades de este tipo sugiere la utilizacién del teorema de Gauss y un
lema sobre la derivada material de una integral de volumen, conocido
como teorema de transporte de Reynolds?.

Teorema 1 (Gauss) Sea V una region conveza con frontera S, que es
una superficie que consiste de un niumero finito de partes, cuyos vectores
normales constituyen un campo vectorial continuo por partes. Sea f(x)
una funcion definida en V y en su frontera S. Sea f continuamente
diferenciable en V', si n = (ny,ng,n3) es el vector unidad interno o
externo normal a S, entonces

/Vgidv:/sfn,-ds. (1.21)

Otro calculo 1til en la derivacion de las ecuaciones de movimiento es
la razén de cambio respecto del tiempo de una integral de volumen de
una funcion continuamente diferenciable,

Teorema 2 (Transporte de Reynolds) Sea f(x,t) una funcidn es-
calar continuamente diferenciable sobre un dominio V (x,t) con frontera
S(x,t), sin es el campo de vectores normales externos a S, entonces
el cambio temporal de la integral de f(x,t) en V es igual a la integral
del cambio temporal de f(x,t) en V mds el flujo a través de S, es decir

d o of .
a/Vfdv — VEdV—k/Sfu-ndS. (1.22)

Notese que si la frontera al tiempo ¢ es S, al tiempo t + At se habra
movido a otra frontera S'. Este resultado ilustra que en general la
derivada material y la integraciéon espacial no conmutan.

2Para una
prueba del teorema de Gauss se sugiere consultar [Marsden & Tromba (1988)], y
[Eringen (1967)] para la prueba del teorema de Reynolds.
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1.3.1 Conservacion de Masa

El principio de conservacién de masa establece que la masa de un cuerpo
es constante con el tiempo. La masa m contenida en un volumen espa-
cial a un tiempo t es

/ pdV = m, (1.23)
14

donde p = p(x,t) es la densidad del medio continuo en el punto x al
tiempo .

La conservacién de masa requiere que dm/dt = 0. Reemplazando p
por f en el teorema de Transporte de Reynolds, se concluye que el
integrando es idénticamente cero pues no se han impuesto condiciones
al volumen de integracion. Asi, es posible escribir al menos tres formas
alternativas de la ley de conservacién de masa

dp .
/V v + /S pii;n;dS = 0 (1.24)
op 0 , .
a + —axj (puj) =0 (1.25)
— — = 0. 1.2

Estas son las llamadas ecuaciones de continuidad. Nétese que (1.24)
es una propiedad global, mientras que (1.25) y (1.26) son locales. La
ecuacién (1.24) la podemos interpretar de la siguiente manera, la razdn
de cambio respecto del tiempo de la masa contenida en un volumen dado
es igual al flujo de masa a través de la superficie de ese volumen.

Debido a que en este enfoque se estudian cuerpos en vez de particulas,
se define un elemento apropiado para analizar las fuerzas aplicadas a
través de la superficie de un cuerpo.

Definicién 1 La traccion t = t(n, x,t) representa la fuerza por unidad
de drea en el punto x relativo a un elemento de drea cuya normal ex-
terior es n.

La traccién t es una funcién continua y antisimétrica respecto del vector
normal n, t(—n, x,t) = —t(n, x,¢). Fisicamente significa que la accién
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exterior sobre un elemento de drea es igual en magnitud y opuesta en
direccién a la accién del interior del material sobre el exterior en el
mismo elemento de superficie, es decir, equivale a la ley de Newton de
accion y reaccion. El tensor de esfuerzo o se relaciona con la traccion
t mediante el vector unidad normal n a través del siguiente

Teorema 3 Sea o;; el jotaésimo componente del vector de esfuerzo
que actia sobre el elemento de superficie cuya normal n apunta en la
direccion de e;, entonces

tj (Il, X, t) = TLZ'O']'Z'(X, t) (127)

Una derivacion elemental de este resultado se puede hacer considerando
un tetrahedro infinitesimal con tres caras normales a los ejes coordena-
dos y la cuarta al vector n, como lo ilustra la Figura 1.6. Si el area de
esta ultima cara es ds, entonces el area de las otras caras es dscosn-e;,
donde e; es normal a la cara en cuestion. El volumen del tetrahedro es
dV = %hds y h es la altura del tetrahedro por la cara normal a n.

n
e />~ t
3
e
0 2
e
1

Se considera un tetrahedro infinitesimal con tres caras paralelas a los ejes coordenados y la
cuarta al vector normal n.

Figure 1.6: El tetrahedro infinitesimal.
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Las fuerzas en la direccién positiva de e; que actian en las tres super-
ficies coordenadas se pueden escribir de la siguiente manera

(=0 + €)ds;, (1.28)

donde o;; son los elementos del esfuerzo en el vértice P. Los ¢; significan
que el esfuerzo varia un poco respecto del vértice y tienden a cero
cuando h lo hace. Por otra parte, la fuerza que actia sobre el triangulo
normal a n tiene una componente (t; + €)ds en la direccién de e; y la
fuerza de cuerpo una componente (¢, + ¢ )dV mientras que la razén de
cambio respecto del tiempo del impetu tiene una componente pu;dV.
Asi que es posible escribir el balance de fuerzas en la direcciéon de e;
como

1 o1
(—0'11+61)n1d8+(—0'21+62)n2d8+(—031+€3)n3d8+(f1+6 )ghds = pulghds
(1.29)
Si tomamos limite cuando h tiende a cero se obtiene

tl(n, X, t) = 01111 + 0219 + 031M3. (130)

E igualmente para las otras dos direcciones de e, y es, es decir (1.27).
Esta ecuacién establece que los elementos de o0;; son necesarios y su-
ficientes para calcular la traccion a través de cualquier elemento de
superficie, y dado que t(n,x,t) es un vector y la férmula es consistente
para todo vector normal n se concluye que o;; es un tensor de segundo
orden, el llamado tensor de esfuerzo.

1.3.2 Balance de Impetu

Las leyes del movimiento de Newton establecen que en un sistema de
referencia inercial la razon de cambio con respecto del tiempo del mo-
mento lineal o impetu es igual a la resultante de todas las fuerzas
aplicadas. En un instante el momento lineal de todas las particulas
contenidas en un volumen arbitrario V' es

P:/VpudV. (1.31)
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La resultante de todas las fuerzas que actian sobre ese dominio V' de
frontera S es

F = /S tdS + /V £4v, (1.32)

donde t es la traccién sobre S y f es la fuerza de cuerpo por unidad de
volumen en el material. Es necesario expresar [qtdS como una inte-
gral de volumen y aplicar el teorema de Reynolds a P para obtener la
ecuacién de conservacién del impetu a partir de dP/d¢t = F. Primera-
mente tenemos

d
L adv = [ td /fd 1.
dt/vpudV /5 S+ | fav. (1.33)

La ecuacién( 1.33) la podemos interpretar como: :la fuerza total apli-
cada instantaneamente sobre un volumen jo es igual a la razon de cam-
bio respecto del tiempo del impetu dentro del volumen mds el flujo neto
de impetu a través de la superficie.

Por un lado escribimos

0

y por otra parte
i/ wdV = /a(udV—i-/ diingdS,  (1.35)
dtv'oZ B Vatpz Pty '

= [ oi) (pw)]dv (1.36)

De aqui es posible escribir

/ [ (i) (puzuj)]de / (a%ajﬁfi)dv. (1.37)

No se han impuesto condiciones sobre V y S asi que los integrandos
deben ser iguales, es decir,

0 0 0
—(pu; —(pu;u;) = —0y; . 1.
ot (pu]) + oz, (pu,uj) 0z; oij + [i (1.38)

El lado izquierdo de la ecuacién (1.38) se puede reescribir como

d0p o . 0 . .0 .
Uz‘(a + 87]-’0%) + p(aui + Uja—xjui)- (1.39)
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Por la ley de conservacién de masa la primera parte entre paréntesis es
cero, mientras que la segunda es idénticamente du;/dt, y asi se obtiene
la ecuacién local de movimiento de un continuo

. 0
pli = 5 —0ji + Ji- (1.40)
J

1.3.3 Balance de Momento Angular

Sea H el momento angular del material, es decir, la integral del mo-
mento angular de las particulas en V (por comodidad el origen se
tomara en el interior de V). La ley de conservacién del momento angu-
lar establece que la razén de cambio del momento angular respecto del
tiempo es igual a la torca resultante alrededor del origen. El momento
angular es

|4 |4

Y sit es la traccién en la superficie y f la fuerza de cuerpo por unidad
de volumen la torca es

Li :/ eijkxjfde+/ eijka:jtde, (142)
14 S

donde ¢;;;, es el signo de permutacion que vale cero si hay indices repeti-
dos, 1 si es una permutacién par de (123) y -1 en cualquier otro caso.

Entonces tenemos la ecuacién
d
&/V(X/\pu)zdv = /Vﬁz'jkﬂﬂjfde—{—/Seijk:rjtde. (143)

Para poder usar la expresién dH/dt = L es necesario aplicar el teorema
de transporte de Reynolds al momento angular y transformar, usando
el teorema de Gauss, la segunda parte de la expresion para la torca en
una integral de volumen. La ecuacién (1.42) se reescribe

L;= /Vfijkxjfde'F/V(Eijlcﬂﬁlek),ldV- (1.44)

La ecuacién de balance dH/dt = L implica

0, . 0 .
/V leiguts g7 (i) + 5 - (eiguw i) |4V = /Vﬂjkxjfﬁ /V(@jkﬂ?jazk),de-
(1.45)
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Nuevamente los integrandos de ambos lados deben ser iguales, es decir

o, . 0 ..
Gijkxj&(puk) + %(Gijkxjﬂum) = €ijkTifr + (€ijpxjom) s, (1.46)

y el segundo término de la izquierda de (1.47) se puede reescribir

0

Gijk’l:tjﬂk + eijkmja—.’ljl(pakul) = €KLy a—mlpukul (147)

Puesto que el signo de permutacion es un tensor antisimétrico y u;uy
es simétrico respecto de j y k, entonces

Gijk(fﬂj(fzk),l = €jk0jk T €ijkT;O1k 1, (1-48)

por lo que (1.48) se puede reescribir

0 0
ikl o7 —— (purty) — fx — — €k05k = 0. 1.49
fzyk[at (pzk) + B2, (plwy) — fr — O] — €ijkOjk (1.49)
Pero la parte entre corchetes es cero por la ley local de conservacion
del impetu, de donde

€ijk0jk = 0, (1.50)

es decir, 0j;, es un tensor simétrico
Ojk = Okj- (151)

Que es la forma local de la ley de conservacion de momento angular.

1.3.4 Balance de Energia

Igualmente el movimiento de un continuo obedece la ley de conservacién
de energia, es decir, la razén de cambio respecto del tiempo de la suma
de las energias cinética K y potencial U es igual a la potencia P de
las fuerzas externas mas el resto de las energias () que entran o salen
del cuerpo por unidad de tiempo (aunque sélo se considera energia no
mecénica debida a un efecto térmico),

%(K+U) =P+Q. (1.52)
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P se escribe explicitamente
pP= / pFidV + / t;(n, x, t)idS. (1.53)
v s
Sustituyendo en el segundo sumando del lado derecho t;(n,x,t) = gjin;

y aplicando enseguida el teorema de la divergencia y el principio de
conservacion del impetu y del momento angular, se obtiene

. ou;
P = /V[Uz(pE + Uij,j) + Uij—al'j]dv (1.54)
di; o0,
= i —— i —|dV. 1.55
@Mﬁ+%%1 (1.55)
La energia cinética por unidad de tiempo es
1 ..
K = —/ Pt 0;dV, (1.56)
2Jv
y consecuentemente
d d
—K:/ 1~ dV. 1.57
- ~ e (1.57)

Similarmente, si F es la energia interna por unidad de masa
U= / pEQV, (1.58)
1%

resulta U AE
— = —dV. 1.
dt /V'O a4V (1.59)

Si en el proceso no hay disipacién de energia y se denotan por Sy 7T ala
entropia por unidad de masa y la temperatura absoluta respectivamente

ds
Q:/VpTEdV. (1.60)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (1.52) se obtiene

o0, dE ds
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Esta ecuacion se puede interpretar como: la razon de cambio respecto al
tiempo del trabajo hecho por las fuerzas de cuerpo y de superficie en un
volumen fijo mds la razon de cambio del calor que entra en el mismo,
es tgual a la razon de cambio total de las energias interna y cinética
dentro del volumen, mads el flujo de las energias cinética e interna a
través de la superficie de ese volumen.

Por otra parte este resultado es valido sin imponer condiciones al vol-
umen de integracién, se puede escribir en forma equivalente

4 (T — =) = 0. (1.62)

Més aun, reescribiendo 0u;/0z; como la suma de una parte simétrica
e;; y una antisimétrica w;;, esta ecuacién también es equivalente a

dE ds 0
Pl — Trgp) = oy (e — wig), (1.63)

donde la rotacién infinitesimal w;; = (01;/0x; —01;/0x;)/2 es un tensor
antisimétrico de segundo orden (en consecuencia o;;w;; = 0), asi que la
ecuacion general para la conservacion local de energia es

dE TdS 6eij

Pl —Tgp) =i pT (1.64)

1.4 Relaciones Constitutivas

La ecuaciéon mas importante para caracterizar a los sélidos linealmente
elasticos es la generalizacién de la ley de Hooke que establece que la
deformacion es proporcional al esfuerzo

0ij = Lijriex, (1.65)

donde L;ji; es el tensor de modulos eldsticos, que es independiente del
esfuerzo y la deformacién. Es una caracteristica del material. Como
tensor de cuarto orden tiene 3* = 81 elementos, si bien, como 0;; = 0j;
y €ij = ej;, entonces L, = Ly y por tanto L se puede simetrizar

1
0ij = 5 (Lijet + Ljint), (1.66)
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pero ademas existe la propiedad
Lijri = Liji, (1.67)

por lo que el niimero de entradas linealmente independientes se reduce
a s6lo 36 en el caso més general de un medio anisétropo.

Sin embargo, en el caso is6tropo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4 Si L;j,; es un tensor isétropo de cuarto orden con las

simetrias Lijp = Ljiw = L entonces L, se puede escribir en
términos de dos pardmetros
Lijie = N0k + (01 + 6udji), (1.68)

donde 6;; es la delta de Kronecker®.

Y consecuentemente
O = )\ekk&-j + 2,ueij (169)
Esta es la forma mas general para caracterizar a un sélido eldstico

e isotropo en el cual las deformaciones son funciones lineales de los
esfuerzos.

Asi que un sélido de este tipo esta caracterizado por dos parametros A
y 4 (constantes de Lamé).

Puesto que el moédulo de compresibilidad  se escribe kK = A + %,u,
el tensor de esfuerzo se puede escribir en términos de los médulos de
compresibilidad x y rigidez p,

1
0ij = wendij + 2u(ei; — F0ijen). (1.70)

1.5 Flujo de Energia

El flujo de energia a través de un elemento de area se puede hallar a
partir de la razén a que el trabajo es hecho de un lado al otro del area,
que es el producto de la traccién t y la velocidad u, es decir, la potencia
por unidad de area

3Para una prueba de este resultado se sugiere consultar [Jeffreys (1965)].
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1.6 Ondas Planas

Entre las soluciones particulares de la ecuacién de onda, una de las mas
simples y utiles es la de onda plana. Una onda plana es una funcién
escalar o vectorial de la posicién x y el tiempo t que es constante en un
plano que asimismo se mueve en el espacio con velocidad fija en una

direccién normal
U; = ui(kj:vj — Ct). (172)

Sustituyendo esta forma en la ecuaciéon de movimiento en notacién ten-
sorial
HU; 54 + ()\ + /L)Uj,ji = p?'],i, (173)

se obtiene la expresion
A+ u)kjk,-u; + /ijk,-u; = pctuy (1.74)
donde la prima denota d/d(k - x — ct).

Equivalentemente se escribe

en donde podemos convenientemente definir A=A+ pu, c =pc2 —py
u;-' = v;, que determina un problema de valores propios

[Akjkz - 0'51']']’1)1' =0. (176)

El cual tiene solucién no trivial si det(Ak;k; — 0d;;) = 0%(c — A) = 0.
Los valores propios determinan la velocidad de propagacion de las on-
das que so6lo son dos. Del polinomio caracteristico tenemos mas infor-
macioén, pues al valor propio con multiplicidad dos le corresponde un
espacio de dimensién dos puesto que kju; = 0, asi que pc> — p = 0
implica

2=Fr (1.77)

que es el cuadrado de la velocidad de la onda transversal, dado que los
eigenvectores estan en el plano del frente de onda

k;x; — ct = constante. (1.78)
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El desplazamiento correspondiente es paralelo al frente de onda. Es la
llamada onda transversal u onda S.

Mientras que con el otro valor propio ¢ = Ay 0 = pc? — 1 hacen

oAt 3kt 4y

1.79
; 3 (1.79)

Se tiene k;k;v; = v;, es decir, v es igual a su proyeccién a lo largo del
vector normal unitario k, o en otras palabras que v es paralelo a la
normal al frente de onda. Consecuentemente, existe una segunda onda
que representa un desplazamiento perpendicular al plano de la onda.
Es la llamada onda longitudinal u onda P.

Estas dos ondas son las unicas ondas planas posibles en un cuerpo
isétropo linealmente elastico. Notese que la onda P es mas rapida que
la onda S, puesto que

A+2u > p. (1.80)



Capitulo 2

Dispersiéon de Ondas en una
Dimension

2.1 Introduccion

Se estudia la propagaciéon de una onda plana monocromaética en una
barra eldstica, infinita y heterogénea porque es un problema simple
que se puede resolver totalmente e involucra aspectos que son comunes
al problema mucho mas complicado de una onda plana propagandose
en una material compuesto por una matriz elastica con inclusiones
esféricas. Se considera que el drea y la forma de la seccién transver-
sal de la barra son constantes y esta formada longitudinalmente por
tres partes, de tal manera que los extremos son de una resina epoxica
(Epon282z) y el componente de enmedio es de plomo. Noétese que
la densidad de la seccién de enmedio es mucho mayor que la de las
otras dos regiones de la barra. Debido a que los médulos elésticos y la
densidad de masa de la barra son constantes por pedazos y la seccion
transversal de la misma no depende de la posicion, entonces la ecuacion
que modela las ondas que se propagan sobre la barra es la de onda. Mas
aun, como la barra es recta el movimiento es puramente longitudinal.

Cuando la frecuencia radial de la onda incidente se aproxima a un modo
normal de vibracién de la barra de plomo, la norma de la amplitud de
la onda que se refleja en la primera interface, | R; (w)|?, alcanza un valor
maximo y la norma de la amplitud de la onda que se transmite en la

29
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segunda interface, |T5(w)[?, alcanza un valor minimo. De hecho estas
dos cantidades satisfacen la relacién

(R ()" + | Bw)* =1, (2.1)

si 1 es el cuadrado de la amplitud de la onda que incide en la primera
seccién. Esta ecuacion expresa conservacion de la energia.

Debido a que la geometria de una onda plana que se propaga en una
dimensién es muy diferente a la del caso de una onda plana propa-
gandose en una suspensién de particulas sélidas en un sélido, ain en
el caso de una sola esfera incrustada en un material homogéneo, no es
claro si debemos esperar que una onda plana monocrématica, o con una
sola frecuencia, que se propaga en un medio compuesto por una ma-
triz eldstica con inclusiones esféricas tenga un comportamiento analogo
al de la barra, es decir, que existan frecuencias caracteristicas que de-
pendan del radio de las inclusiones, de la concentracion de éstas y de
los materiales que forman la mezcla, de tal manera que cuando la fre-
cuencia radial w de la onda que se propaga sea proxima a una frecuen-
cia critica, las inclusiones resuenen y ocasionen que la atenuacién sea
maxima. Sin embargo, el estudio en conjunto del modo en que vibra
la seccién de enmedio de la barra unidimensional y la forma en que la
energia se propaga a lo largo de las tres secciones de la misma motiva
la comprensién de lo que ocurre en el otro caso.

2.2 Una Barra Finita de Plomo

Para encontrar los modos normales de vibracién de una barra finita, en
este caso la barra de plomo, es necesario resolver la ecuacion

2
56" +0=0, (22)

sujeta a las condiciones de frontera
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Donde ¢ = ¢(x) es el desplazamiento vertical de la barra desde su
posicién de equilibrio. ¢(2a) = 0 significa que ese extremo de la barra
estd fijo, mientras que ¢ (0) = 0 nos dice que ninguna fuerza se aplica
a la barra en ese extremo. Es decir, es una condicién de extremo libre.

La solucién del problema que satisface la condicién de frontera (2.3) es

o(z) = sen E(:1: —2a)|; (2.5)
c
y su derivada en cero
6(0) = ¥ cos f(—za)] —0, (2.6)
c c
implica
= £(2n +1)m, n=0,1,2,.. (2.7)

| n | cpp(2n+1)7/4a |
1| 1.7357299e+00
2| 5.2071898e+-00
3| 8.6786497e+4-00

Se ha tomado ¢ como la velocidad del sonido para ondas P en
Plomo, cpp = 2.21 x 10°m/s y la longitud de la barra a = 1m.

2.3 Una Barra con un Dispersor

Considérese una barra infinita compuesta longitudinalmente por tres
secciones, de tal manera que los extremos son de un material epéxico
y la seccién de enmedio, de plomo, mide 2a (véase Figura 2.1).

Como la velocidad de fase de la onda se conoce en cada componente de
la barra, el problema queda planteado de la siguiente manera:

Pu 1 Pu (2.8)
or?  c(z)? o2’ '

con ¢(z) definida por
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€poxy plomo epoxy

La barra estd compuesta longitudinalmente por tres secciones, la primera y la tercera son de
epoxy y la de enmedio es de plomo.

Figure 2.1: La barra heterogénea.

c1, <0,
c(x) =4 ¢, 0<z<2a,
c1, 2a0<uw,

con c¢; > c¢o, y condiciones de frontera

u”(0,¢) = u*(0,1), (2.9)
u (2a,t) = u(2a,t), (2.10)
ou~ out
Elﬁ(o,t) = EQ%(O,t), (2.11)
ou~ out
Ega—x(ZU,, t) = Ela—x(Qa,t), (212)

donde E; y E5 son los médulos de Young del epoxy y el plomo respec-
tivamente. u~(zo,t) indica un limite donde z se aproxima a un punto
Ty por la izquierda pero siempre permanece de ese lado, similarmente
ut(zo,t) significa que = se aproxima a un punto z, por la derecha
pero siempre permanece de ese lado. Las condiciones de frontera (2.9)
y (2.10) equivalen a decir que el desplazamiento es continuo en las in-
terfaces, y las condiciones (2.11) y (2.12) describen analiticamente que
la traccion que se aplica sobre la barra es continua en las fronteras.
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Supongamos que incide sobre la barra de izquierda a derecha una onda
plana monocromatica de amplitud uno,

u(z, t) = e@/eh), (2.13)

donde w es la frecuencia radial y ¢ es la rapidez de fase. Debido a que
las caracteristicas de la barra son constantes por pedazos, el efecto que
tiene el cambio de medio sobre la onda es que cuando ésta cruza la
frontera se descompone en dos nuevas ondas, una que se refleja y otra
mas que se transmite.

Por la forma de la onda incidente la solucidn se escribe

6iw($/cl—t) + eiw(—m/cl—t)Rl, T < O,
u(z,t) = ew@/e=07 4 ewl2/2=)R, (< x < 2a,
ew@/e-t)T, 2a < ,

Donde R; y T;, © = 1,2 son las amplitudes de las ondas que se reflajan
y transmiten en la primera y segunda interfaces respectivamente. Apli-
cando las condiciones de frontera a la solucién tentativa, el problema se

reduce a un sistema de ecuaciones lineales en las amplitudes Ry, Ry, T}
y Iy

1 + R1 == Tl + R2a (2'14)
E E
—1(1 — Rl) = _2(T1 - R2)a (215)
Cc1 Co
eZwai/cle + e—Zwai/62R2 — e?wai/61T2’ (216)
22 iy _ g-2wnifapy 2L wailar, (2.17)

C2 C1

Nos interesa encontrar las amplitudes como funciones de la frecuencia
de la onda que se refleja en la primera seccién, R; = R;(w), y de la que
se transmite en la tercera seccién de la barra, T, = Ty(w); y comparar
las frecuencias donde |R;(w)|? y |T2(w)|? toman sus valores maximos y
minimos con aquellas de los modos normales de vibracién de la barra
de plomo, para ver como es la energia que se propaga a lo largo de toda
la barra cuando la seccién de enmedio resuena.
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Si resolvemos para Ri(w) y To(w) en el sistema de ecuaciones lineales,
obtenemos

4E1E2/6102
R = : 2.18
1(w) (E1[c1 + Ea]cy)2e~wai(l/e2) — (E, [e; — E2/62)2’( )
AE, E. —2wai(1/e1+1/c2)
Tyw) = UELEy/crcr)e (2.19)

(E1/c1 + Ba/cp)?e~twaill/e2) — (B [y — Ey/co)?’

En la Figura 2.2 se muestra una grafica de | R;(w)|? contra la frecuencia
w y una grafica similar para |T5(w)|? en la Figura 2.3, se ha tomado
a = 1m y las velocidades del sonido en el plomo y en el epoxy, para
ondas P, como 2.21 x 103m/s y 2.64 x 10°m/s respectivamente.

Amplitud al cuadrado: R1

Frecuencia: w

La gréfica de |R:(w)|® contra w muestra un comportamiento periédico, cerca de
las frecuencias en que la barra de plomo resuena, la norma de ésta amplitud toma
valores méaximos como funcién de la frecuencia, es decir la mayor parte de la energia
de la onda que se propaga forma parte de la onda que se refleja en la primera seccién
para esos valores de frecuencia.

Figure 2.2: Una gréfica de |R;(w)|? contra w.

Las graficas de |R;(w)|* y |T2(w)|? contra frecuencia w muestran un
comportamiento periédico, y como se ha dicho en la seccién (2.1), en
las las frecuencias donde la barra de plomo de la regién de enmedio
resuena, el cuadrado de la amplitud de la onda que se transmite en
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11

Amplitud al cuadrado: T2
o o o o
w S n o

o
N

0.1
[

Frecuencia: w

La gréfica de |T(w)|? contra w, tambien tiene un comportamiento periédico, y toma

valores minimos en las frecuencias en que resuena la barra de plomo, la energia de
la onda que se transmite a la tercera seccién es minima para esas frecuencias.

Figure 2.3: Una gréfica de |Ty(w)|? contra w.

|? toma sus valores minimos como funcién de
la frecuencia, asimismo |R;(w)|*> toma valores maximos en esos pun-
tos. Ademés, en las frecuencias donde |T5(w)|? alcanza sus maximos
|T5(w)|? = 1, donde se ha tomado el cuadrado de la amplitud de la
onda que incide sobre la primera seccién de epoxy se ha tomado como
1. Es decir, toda la energia de la onda incidente se transmite a la
tercera seccion.

la tercera seccién |Th(w)

Muchos de los aspectos considerados en el presente capitulo son pro-
totipo de aquellos que ocurren en un caso mas general, con una ge-
ometria més complicada, como propagacién, reflexién, transmision,
atenuacion y dispersién de ondas, asi como el efecto de una onda plana
cuando cambia de un medio homogéneo e isétropo a otro con las mis-
mas caracteristicas. En el caso de una onda plana monocromatica
propagandose en un medio elastico, como el epoxy, con una o mas
poblaciones de esferas de un material de densidad grande comparada
con la del epoxy, como el plomo, la reflexiéon y transmisién de la onda
son mucho méas complicadas debido a la dispersién multiple ocasionada
por las inclusiones y la forma esférica de las interfaces. Sin embargo,
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como se verd mas adelante, el fenémeno de dispersion estudiado ahora
motivard de alguna manera la explicacién de los fenémenos que ocurren
en el caso tridimensional.



Capitulo 3

Los Mddulos Elasticos de un
Material Compuesto

3.1 Introduccion

El método autoconsistente de energia de Budiansky. En el
analisis para la derivacién de los médulos efectivos de un material com-
puesto por varias especies de inclusiones elasticas e is6tropas en una
matriz con las mismas caracteristicas, la distribucion de cada com-
ponente se asume tal que a la larga el compuesto se comporta como
homogéneo e isétropo. Esta es la hip6tesis més sencilla que se hace en
ausencia de otra informacién sobre la distribucién de las inclusiones. El
material se imagina como una matriz de material de tipo n+1 en el cual
se hallan dispersas de manera uniforme esferas de n tipos diferentes de
materiales, y el radio de cada tipo de inclusién es el mismo.

En este capitulo se muestra la derivacion de los parametros efectivos de
un material equivalente pero homogéneo e isétropo, en el caso estético,
haciendo un balance de energia. Es un cdlculo relativamente sencillo
que se generaliza al caso dinamico por el método autoconsistente de
[Hill (1963)] segin se verd més adelante en el modelo autoconsistente
de [Sabina & Willis (1988)].

37
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3.2 Derivacion de los Modulos Efectivos

Sea C' un cubo del material compuesto, con sus aristas paralelas a los

ejes coordenados e; y apliquese un esfuerzo uniforme puro o1, = 0% a la

superficie del cubo. Aunque la deformacién correspondiente e no es

uniforme a través del cubo, el médulo cortante efectivo se define como
*

pr = o° /€, donde € es el valor medio de ej5 sobre el volumen V' del
cubo

1
Vv /v c12 (3:1)
El valor medio de 015 en V es precisamente ¢° y la energia de la defor-

macion elastica E estd dada exactamente por

1
E:—/0612dV—
2Jv

=7 (3.2)

l\3|'—‘
DO
=

*

Pero ademds en términos del médulo cortante u; (i = 1,...,n) de las
varias especies de inclusiones

1 0 1 n ;
E o= = [ 2%y, 5/ 03 (e — H92yay,  (3.3)
14 1

(0.0)2 0.0 n+1 i

= +25 - / e1odV, 3.4
2,u‘n+l 2 ;( ,Ufn—{—l) i 2 ( )
(0.0)2 n éi

= ——[—+) ¢l 3.5
PR Dol (3.5)

De comparar las dos ecuaciones para la energia (3.2) y (3.5) resulta que

n . .
1 +Zcz 122 €;

,U' ,U'n+1 1 ,U'n—f-l UO

Gy (3.6)

Esta relacion es exacta, pero é; sera aproximada por el esfuerzo cortante
que puede ocurrir en una inclusién de la iésima especie encajada en una
matriz infinita e isétropa, sometida a un esfuerzo cortante o5 = o° que
tiene los médulos eldsticos efectivos hasta ahora desconocidos.
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La solucion exacta para este tipo de aproximacion autoconsistente de-
muestra, segin se puede ver en [Elsheby (1957)], que el esfuerzo cor-
tante en la iésima inclusion es uniforme y de magnitud

o9

5 — 3.7
Tt B — ) (3.7

donde (* es un parametro dado en términos del médulo de efectivo
Poisson v* por
2(4 — 5v%)
e — 3.8
p 15(1 — v*) (38)

Entonces, el médulo de rigidez efectivo se escribe

1 1 - Wi Ci
— = +3Y (1 - . (3.9)
W g ;( un+1)u* + B (i — p*)

Esta relacion permite calcular el médulo de rigidez efectivo p* cuando
se conocen los modulos de rigidez de los materiales de las especies con-
stitutivas y la proporcién que ocupan éstas en el volumen total.

Un célculo similar para el médulo de compresibilidad £* = P/, donde
0 es la contraccion volumétrica media producida por una presiéon uni-
forme PY sobre la superficie de V, lleva a

1 1 " K; C;

— = + 1—— , 3.10
K*  Kpa1 ;( mn)/{* + a*(k; — K*) (3.10)
donde a* es un parametro en términos del modulo de Poisson
1+
e — 3.11
“ 3(1 —v*) (3:.11)

El resultado es totalmente andlogo al del médulo de rigidez, y se puede
consultar en [Budiansky (1965)].
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Capitulo 4

Propagacion de Ondas
Elasticas

4.1 Introduccion

En este capitulo se escribe la derivacion general de las ecuaciones au-
toconsistentes del modelo de Sabina y Willis, y enseguida se escriben
las ecuaciones para el caso de varias especies de inclusiones esféricas,
de acuerdo a como aparecen en [Sabina & Willis (1988)]. Las ecua-
ciones autoconsistentes son ecuaciones de punto fijo para el tensor de
moédulos elasticos y la densidad de masa. Sin embargo, cuando el com-
puesto es isotropo, el tensor de modulos eldsticos esta caracterizado
por solamente dos médulos, los de rigidez p y compresibilidad &, con-
secuentemente se obtienen ecuaciones de punto fijo para los modulos
y k y la densidad py.

4.2 El método autoconsistente de Sabina
y Willis

Se considera un material eldstico inhomogéneo con una microestructura

tipica de una suspension de particulas elasticas, llamadas inclusiones,

en un solido elastico llamado matriz. Nos referimos a este medio como
un compuesto. Las inclusiones pueden ser de n tipos distintos; cada

41
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inclusién de tipo r = 1,2,...,n tiene densidad de masa p,, tensor de
modulos eldsticos L, y la misma forma, tamano y orientacién. Asi, cada
una de ellas ocupa un dominio x + €,, donde €, define el tamafio y la
forma de la inclusién y x el vector de posicién de su centro de masa, el
cual esta distribuido aleatoriamente de tal manera que no halla traslape
entre las inclusiones. La matriz esta caracterizada por su densidad de
masa pn+1 y su tensor de modulos eldsticos L, ;1. Suponemos que el do-
minio que ocupa el compuesto es lo suficientemente grande para tener
suspendidas una gran cantidad de inclusiones. Es de interés conocer
la respuesta estatica o dinamica del material ante la accién de fuerzas
externas o internas. Por ejemplo cudl seria el campo de desplazamiento
u, cémo se atentdan las ondas, etc. Atn si conocieramos con exactitud
la configuracién de las inclusiones, no podria resolverse este problema
completamente. En el caso dindmico tendriamos un problema de dis-
persién multiple. Asi pues, en vez de plantear el problema de esta
manera, se plantea el problema de calcular el campo promedio < u >
de u al considerar todas las posibleas configuraciones del compuesto
mencionado.

A falta de mayor informacién sobre la posicion relativa de las inclu-
siones, supondremos que la distribucion de sus centros de masa es uni-
forme e is6tropa. Es decir, la densidad de probabilidad de encontrar a
una inclusién de tipo r centrada en el punto x es igual a n,, indepen-
diente de x, n, es la densidad del nimero de dichas inclusiones. La
probabilidad de que a un punto x le corresponda el material del tipo r
es igual a la fraccién volumétrica ¢, = n, |2, |, donde [Q2,| es el volumen
que ocupa una inclusion de tipo r. La fraccién volumétrica de la matriz
es ¢, 11 y se satisface Y"1 ¢, = 1. Atin con estas hipétesis estadisticas,
que son las mas sencillas, es posible predecir ciertos efectos importantes
como se vera mas adelante.

En ausencia de fuerzas de cuerpo, la respuesta del compuesto estd regida
por la ecuaciéon de movimiento

dive = p, (4.1)

es decir la divergencia del tensor de esfuerzos es igual a la razon de
cambio respecto del tiempo del impetu, la ecuacién se tomara en un sen-
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tido débil, que incluye la continuidad del desplazamiento y la traccion
entre las interfaces inclusién y matriz, donde p = dp/dt. El tensor de
esfuerzo o y la densidad del vector de impetu estan relacionadas con el
tensor de deformacién infinitesimal y la velocidad u respectivamente,
por las relaciones constitutivas

o = Le, (4.2)
P = pu, (4.3)

donde Ly p son el tensor de médulos eldsticos y la densidad de masa del
compuesto respectivamente. Recuérdese que el tensor L es de cuarto
orden y los tensores o y e de segundo orden. En notacién indicial o de
indices repetidos, estas ecuaciones tienen la forma

oij = Lijren,
pi = pu;. (4.5)

El tensor L y la densidad de masa p dependen de la posicién x; en
particular toman los valores L, y p, respectivamente cuando x esta en
la inclusion de tipo r. Asi, por medio de la funcién indicadora,

1, xe(,
0, otro caso

F ), = {

podemos escribir

n+1

L(X) = ;err(x)a (46)

n+1

px) = B o) (4.7)

En vez de plantear completamente un problema de muchos cuerpos, se
calcula a partir de las ecuaciones los campos promedio < o >, < e >,
<p>,<u>y<u> Laecuaciéon de movimiento es lineal y el
promedio se obtiene inmediatamente
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div<o>=<p>. (4.8)

Bajo este enfoque el nuevo problema quedaria completamente planteado
si tuviéramos relaciones constitutivas entre < o >, < p >y < e >,
< u > respectivamente. En otras palabras, si pudiéramos establecer
que

<o> = Ly<e>, (4.9)
<p> = p<u>. (4.10)

Entonces tendriamos las relaciones constitutivas de un material equiva-
lente que, en principio seria més facil de estudiar que el original, porque
estos parametros caracterizan a un material sin microestructura cuya
respuesta se espera sea la misma que la del material compuesto. A Ly y
po los denominaremos tensor de médulos eldsticos y densidad efectivos.
Aunque ya no tenemos planteado un problema de muchos cuerpos, a
nuestro objetivo hay que agregarle la bisqueda de las propiedades efec-
tivas Ly y po-

Dado que
< fr(z) >= ¢, (4.11)
se sigue sin dificultad que
n+1
<e> = Y ¢ <e>, (4.12)
r=1
n+1
<u> = Y ¢ <u>, (4.13)

r=1

donde < e >, y < u >, son, respectivamente, los valores esperados de
e vy u en la posicién x condicionado a encontrar al material tipo r en
x. Igualmente tenemos

n+1
<o> = Y ¢ <o >, (4.14)

r=1
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n+1
= Z L, <e>,. (4.15)

r=1

De estas ecuaciones eliminamos < e >,;1 para obtener

<o>=Ly1<e>+Y (L — Lny) <e>,. (4.16)

r=1

De manera semejante obtenemos

n
<P>=ppp1 <U> 4D ¢(pr — por1) <>, . (4.17)

r=1
Estas ecuaciones son exactas, asi que si tuviéramos una expresion de
< e >, en términos de < e > y una relacion similar entre < u >, y <
u >, obtendriamos las relaciones constitutivas del material equivalente.

Para poder encontrar los coeficientes de estas ecuaciones seria necesario
conocer completamente la estructura del compuesto. Por una parte, esa
informacién no esta disponible y por otra, el problema seria muy dificil
de resolver. En cambio, podemos obtener expresiones aproximadas que
relacionen a < e >, con < e >y a < u >, con < u > por medio
del método autoconsistente. Para esto, suspendemos o insertamos una
inclusién de tipo r con centro de masa en el punto X en una matriz
homogénea de referencia cuyas propiedades son precisamente las del
material efectivo, que por el momento son desconocidas, es decir, car-
acterizados por el tensor de médulos eldsticos Ly y densidad de masa py.
Planteamos el siguiente problema: cudl es el estado de esfuerzo debido
por ejemplo a la acciéon de una onda plana. El campo de desplaza-
miento que incide sobre la inclusion es uy; tenemos un problema de un
s6lo dispersor. La onda que se propaga en el material de propiedades
Ly y po debe ser la onda promedio < u > por autoconsistencia, es
decir, independiente del centro de masa x . Nétese que uy y < u >
dependen de Ly y pg. Una vez resuelto el problema de un dispersor
conocemos el desplazamiento u(x,#;x ), la deformacién e(x, t;x'), etc.
De ahi calculamos, por ejemplo el promedio condicionado para < e >,
el cual estd dado por

1 ,
<e >y (z,t) = T Jo e(x, t;x )dx, (4.18)
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donde U, = {x : x —x € Q,}. Aqui el conjunto de todas las posibles
configuraciones estd dado por todas las posibles configuraciones del
centro de masa x de una inclusién de tipo r en la matriz de propiedades
efectivas Ly y po. Asi cualquier campo promedio estd referido a ese
conjunto. Y el campo promedio condicional es aquel que consiste en
considerar sélo aquellos elementos del conjunto de todas las posibles
configuraciones tales que en la posicién x se encuentra una inclusion de
tipo 7 y ademds x € x + Q,. De forma analoga se calcula la velocidad
media condicional < 1 >,.

o°Q

—P
O

Figura 1. El material heterogéneo se modela con un material compuesto por una matriz con
las propiedades efectivas del primero y una sola inclusién de un material r.

Estos campos promedio condicionales dependen de los campos eq y
Uy, y por lo tanto de < e > y < u > una vez que se eligen Ly y po
autoconsistentemente. Esto se aclara cuando se calculan explicitamente
los campos promedio condicionales.

4.3 El Problema de un Dispersor

Vamos a considerar un compuesto de extensién infinita y las ondas
planas promedio que se pueden propagar en él. Asi, el problema de un
dispersor que analizaremos es el de una onda plana arménica monocromética
que incide sobre una inclusién de tipo r, la onda tiene la forma
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uy(x,t) = mexpi(kn - x — wt), (4.19)

donde m es el vector de polarizacion, n el vector unidad que define la
direccién de incidencia y £ es el nimero de onda del medio de referencia
de propiedades Ly y po que por el momento desconocemos.

Es conveniente escribir la relacién constitutiva entre el esfuerzo o y la
deformacion e en todo el compuesto por medio de la “polarizacién del
esfuerzo” 7, la cual se anula en el exterior de la inclusién. Entonces
para cualquier compuesto se tiene

o= Loe+T, (4.20)

equivalentemente de (4.2) se escribe

7= (L, — Lo)e. (4.21)

En forma analoga, si 7w es la “polarizacién del impetu” que se anula en
la matriz, tenemos

T = —iw(p, — po)u. (4.22)

Al sustituir estas relaciones constitutivas en la ecuacion de movimiento,
vemos que u es el desplazamiento que se generaria en un material ho-
mogéneo con tensor de médulos elasticos Ly y densidad py, como si
fuera producido por la fuerza de cuerpo div 7 + iwm, distribuida en la
inclusion exclusivamente. Entonces, por medio de la funcién de Green
G(x,w) del medio de referencia, podemos escribir una representacién
integral de la solucién de este problema. Asi, escribimos, para cada w

ui(x) = (ug)i(x) + /[Tkj,k(y) + iw;]Gyj(x — y)dy. (4.23)

La velocidad y la deformacién se obtienen en términos de la funcién de
Green, m y 7 a partir de esta ecuacion por derivacion.

En lo que sigue conviene escribir esta ecuacién para u y las que se
obtienen para e y u = —iwu en la siguiente forma simbdlica pues resulta
mas compacta y facil de asimilar,
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u = uy+Gx*(divr +iwn), (4.24)

= w—S*7—M=xm, (4.25)

e = ey—SpxT— M, *, (4.26)
—iwua = —iwug — Sy * T — My, (4.27)

donde el simbolo * representa la operacién de convolucién espacial en
el caso reducido del tiempo, es decir, para las ondas armonicas, en el
que todos los campos tienen un factor comin exp(iwt) que se puede
suprimir sin que halla lugar a confusién. La contribucién del campo
incidente estd dada por ug, ¢y y ug, respectivamente. Mientras que los
operadores S, M, Sy, M, S; y M; estan dados en términos de G(x,w).

Con la sustitucién de las ecuaciones (4.21) y (4.22) en (4.26) y (4.27) se
obtiene un sistema de ecuaciones integrales acopladas para determinar
las polarizaciones 7y 7

—iwuy = (p —po) tm— Sy xT — My * T, (4.28)
eo = (Ly—Lo) 1 =Sy %7 — M, xT. (4.29)

Estas ecuaciones son dificiles de resolver en forma exacta, por tanto
se busca una soluciéon aproximada. Se toma 7 y 7 constantes sobre
la inclusién, pero dependientes de la posicién de su centro de masa x’
y que satisfagan en promedio las ecuaciones (4.28) y (4.29). De esta
manera

—iwtl) = (p—po) 'm =S w1 — M (4.30)
&) = (L, — L) 't = 8D w7 — M s, (4.31)

donde la barra representa el valor medio respecto a la inclusion y el
superindice indica que la inclusién es de tipo r. Por ejemplo,

r 1 ’ ’
ég) = |QT| 0, 60(X )dX .

De manera andloga definimos @”; también

(4.32)
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_ 1 ' /
S0 = e ‘//Q Sl —x)dxdx, (4.33)

los otros promedios S\", M) y M\ estén igualmente definidos.

Cuando la inclusién tiene un centro de simetria, como es el caso de las
inclusiones esféricas, se puede comprobar que M:ET) = S't(r) = 0 puesto
que los operadores M, y S; son impares con respecto a x. Entonces las
ecuaciones (4.30) y (4.31) se desacoplan y podemos despejar a 7y ,

= [(L, — Lo)™ + 50y, (4.34)
m o= —iwllp — po)”t + M) Mg, (4.35)
De aqui podemos calcular la deformacion e y el desplazamiento u aso-

ciados a 7 y 7 en la inclusién de tipo r usando (4.21) y (4.22), esto nos
da

e = [I+S"(L, — L) e (4.36)
u = [I+M"(p, - po)] ! 37)

donde I denota al tensor unidad de cuarto y segundo orden en el
primero y segundo casos respectivamente.

. ., !
Para una inclusién con centro de masa x , se encuentra que

&) = eo(x)h(k), (4.38)
) = ug(x)h(k), 39)
donde
]‘ tkn-x
he (k) = e dx. (4.40)
|Qr| Qp

A partir de aqui es posible calcular las estimaciones de los valores condi-
cionados de e y u, es decir,
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<e> (x) = hp(k)he(=k)I+ ST (L, — Lo)] teo(x), (4.41)
—iw<u>, (x) = —iwhe (k)R (k)T + M (p, — po)] Tuo (64)42)

Finalmente, identificamos la onda en el material equivalente con la
onda promedio en el compuesto, es decir, up =< u >y eg =< u >.
Al sustituir estos valores en las ecuaciones (4.41) y (4.42) tenemos las
relaciones que estabamos buscando cuando obtuvimos las ecuaciones
(4.16) y (4.17). Sustituyendo en éstas y cancelando los factores multi-
plicativos < e > y < u >, obtenemos las expresiones para las relaciones
constitutivas del material equivalente, estas son las ecuaciones autocon-
sistentes.

Ly = Lpgi+ an e () he (—E)(Ly — Lo)[I + ST (L, — Lo)]4,43)

b = st 3 rhe (Y (=R) (e = po)lI + M (pr — po)] t.44)

r=1

Estas ecuaciones de punto fijo constituyen una forma conveniente de
calcular Ly y py dada una onda plana.

4.4 Inclusiones Esféricas

La formulacién de las ecuaciones autoconsistentes es bastante general,
no se especifican las propiedades de la matriz ni las de las inclusiones,
tampoco la forma de éstas. En esta seccién se escriben las ecuaciones
autoconsistentes en el caso de que las inclusiones sean esferas de n
diferentes tipos, cada especie de radio a, y cada tipo de material car-
acterizado por propiedades L, y p,. La matriz tiene propiedades L,
Yy pnt1- Todos los materiales son isétropos y sus tensores de mdédulos
elasticos estan caracterizados por los correspondientes modulos de com-
presibilidad &, y de rigidez p,.

Una vez resueltas las ecuaciones autoconsistentes, el nimero de onda k
debe satisfacer el problema de valores propios
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[(Lo)ijkikiki — pw?dij]m; = 0, (4.45)
de acuerdo a la discusién sobre ondas planas del capitulo uno.

Al resolver las ecuaciones autoconsistentes se debe considerar la funcién
de Green adecuada !, debido a que entra en las ecuaciones a través de
los promedios 5'3([) y Mt(r), los cuales hay que calcular a cada paso de
la iteracién. Los autores eligen la funcién de Green G(x,w) para un
medio tridimensional homogéneo e is6tropo con propiedades Lg y po,
que representa ondas viajeras que decaen a medida que |x| crece. Esta
funcion tiene la forma

5 ew|x|ﬂ 1 82 ew‘x|a — ew|x|ﬂ
Y B2x|  w?Ox;0z, x|

donde d;; es la delta de Kronecker, o es la rapidez de la ondas Py 3
la de las ondas S, y las rapideces estan dadas por

47rp0Gz-j(x) - ]a (446)

_ (/-eo+p4,u0/3)1/2’ (4.47)
B = (& (4.48)

Po

en términos de los moédulos de compresibilidad kg, de rigidez pg, y la
densidad de masa py del medio. Dado que estamos considerando un
material equivalente, los pardmetros kg, po y po pueden tomar valores
complejos, en tal caso las raices cuadradas en (4.47) y (4.48) se toman
ambas con parte real positiva y parte imaginaria negativa, para que
cuando w sea real, la funcién de Green dada por la ecuacién (4.46)
corresponda a ondas que se alejan de la fuente y decaen cuando |x|
crece.

Con la notacién indicial se escribe

(LO)ijkl = /{051']'516[ + Mo(éikéjl + 5il(5jk — 2(5235]“/3) (449)

!En el apéndice se encuentra la discusién sobre la funcién de Green y el célculo
de 8¢ y Mt(r) en términos de la misma.
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En notacién simbélica?

Lo = (30, 210), (4.50)
de tal manera que
1
3/€0 = g(LO)iikka (451)

Esto permite calcular los términos correspondientes a 3rg y 240 de S(r)
por medio de (Sa(;r))“kk y (S(T))WJ

€q 1[ 2¢€,
3I€0 + 4/,1,0’ 5 3I€0 + 4/1/0

Por medio de estas propiedades las ecuaciones autoconsistentes se es-
criben

S =

T

+ 6—/3]], donde (4.53)
Ho

n+l Crhr(k)hr(—k)(/ﬁr - l€n+1)
_ 4.54
ko Font1 Tz::l L+ (K — Ko)R .
b (k)b (= k) (4 — 1)
= - 4.55
0 +1 7;1 1+ (pr — po)ft (4:59)
n+1 CThT(k)hr(_k)(pr - Pn+1)
o ~Put1) 4.56
0 +1 Z::l 1+ (pr — po)p (129
donde
3¢,
A T 4.57
K 3K + 4o 0
= H2ca+ (3r0 + dpo)es (4.58)
Suo(ko + 4to)
5= 2”@ (4.59)
3p0

2Ver apéndice A.
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La funcién h, (k) para inclusiones esféricas de radio a, estd dadas por

he (k) = 3[sen (ka,) — kaycos(kay)]/(kay)®. (4.60)

Las ecuaciones (4.57), (4.58) y (4.59) pueden resolverse por iteracién. A
frecuencia cero se calcula la solucién exacta para una inclusion en una
matriz eldstica, isétropa e infinita. Después se procede incrementando
la frecuencia y tomando como valor inicial de la nueva iteracién el
que se obtuvo en la frecuencia anterior. Este es el llamado método de
continuaciéon. Para una onda incidente P el nimero de onda se toma a
partir de los valores de Ly y po, es decir

k=k, = w(w)lﬂj (4.61)
3p0
y para una onda incidente S,
k= kg = w(E2)1/2, (4.62)

Po
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Capitulo 5

Compuestos con Dos
Especies de Inclusiones

5.1 Introduccion

La meta de este trabajo es estudiar el efecto de una onda plana mo-
nocromatica que se propaga a través de una suspension de particulas
solidas en un sélido, y para ese fin se interpretan las predicciones del
modelo de [Sabina & Willis (1988)]. Se considera que el material estd
formado por una matriz elastica en la cual se hallan suspendidas varias
especies de inclusiones esféricas. Es decir, en la matriz estan dis-
tribuidas de manera aleatoria dos o mas poblaciones de esferas tales
que en cada poblacién las esferas son de un mismo tamano y material.
De acuerdo a las hipotesis del modelo autoconsistente el compuesto
macroscopicamente se comporta como homogéneo, isétropo y disper-
sivo.

Debido a la cantidad de parametros en el problema que nos ocupa
(e.g. la concentracién volumétrica de los materiales solutos, los médulos
elasticos y la densidad de masa de los componentes, el nimero de pobla-
ciones de esferas, etc.), es necesario restringir los casos a estudiar para
poder explicar los resultados que el modelo arroja. Esto se obvia si se
recuerda que la investigacion es solo numérica y que se conocen casos
con una sola especie de inclusiones en que las soluciones teéricas con-
cuerdan muy bien con datos experimentales. Mds especificamente, la

1)
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eleccion de las cantidades de las mezclas estudiadas se basa en el andlisis
y la comparacién con datos experimentales de las graficas de rapidez de
fase y atenuacién contra frecuencia para ondas longitudinales, o P, en
la resina epdxica Epon 8287 con una sola especie de esferas de plomo
a 5.4% de concentracion.

5.2 Una Poblacion de Esferas de Plomo
en Epon 8287

Para facilitar el analisis de los resultados mencionados se grafican can-
tidades adimensionales, es decir, se grafica la rapidez de fase v de la
onda P en el material efectivo, dividida por la rapidez de fase v, de
la onda P en el material matriz, y la atenuaciéon « multiplicada por el
radio a de las esferas de alguna poblacién, ambas contra el nimero de
onda normalizado k,a, donde ks es el nimero de onda de la onda P
relativo al material matriz y a el radio de las esferas. La medida de
atenuacién es Im [k], véase Figura (5.1).

Es indistinto hablar de nimero de onda o frecuencia porque se trata
de cantidades adimensionales o numéricas. Por ejemplo, kea = wa/vs,
donde w es la frecuencia radial de la onda. El uso de cantidades adi-
mensionales permite comparar entre resultados de diferentes materiales
y dimensiones haciendo s6lo un reescalamiento.

La comparacién de las soluciones del modelo con los datos experimen-
tales de [Kinra (1985)] y [Kinra (1987)] que se presenta, indica que los
resultados tedricos y practicos concuerdan muy bien con una sola es-
pecie de inclusiones. Es notable que la relacién soluto/matriz entre las
densidades es grande en este caso de esferas de plomo en Epon 828Z.
Ademas parece apropiado pensar que si el radio de las inclusiones per-
manece constante, entonces a medida que la concentracion volumétrica
de las inclusiones es menor, éstas se encuentran mas alejadas entre
si. Esto sugiere que conforme la suspensién estd més diluida, menos
fuentes de dispersion se estan despreciando. Y dado que en este caso
se toma una solucion aproximada del problema de un solo dispersor, la
prediccién autoconsistente serda mas precisa.
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Gréficas de rapidez de fase (izquierda) v/vs y atenuacién (derecha) aa versus frecuencia ksa,
para ondas P. La curva continua es la prediccién tedrica y se compara con los valores experi-
mentales reportados por Kinra (85) +, y Kinra (87) - - - para una sola poblacién de esferas de

plomo en Epon 2887 a 5.4% de concentracién.

Figure 5.1: Teoria y experimentos.

Debido a que la prediccién tedrica estima de forma aproximada la
solucién del caso de un sélo dispersor, el rango de validez de los re-
sultados se limita a un intervalo de frecuencia koa < 7/2, es decir,
desde longitudes de onda muy grandes hasta que la longitud de onda
en la matriz es aproximadamente el doble del didmetro de las esferas
respecto a las cuales se normaliza. En este intervalo de frecuencia se
manifiesta una resonancia notable aun con la solucién aproximada que
se usa. Esto se debe, seglin hacen constar los autores, a que se toman
constantes las polarizaciones del esfuerzo 7 = (L, — Lg)e y del impetu
m = —iw(pr—po)u que se introducen para obtener una relacién constitu-
tiva entre los tensores de esfuerzo o y de deformacion e, y entre la densi-
dad de momento p y la velocidad 1 a lo largo de todo el compuesto. Por
tanto, es un problema independiente averiguar cémo aumenta el rango
de validez del modelo usando polarizaciones no constantes '. Por otra

1Se debe mencionar que la aproximacién de la solucién de un solo dispersor puede
hacerse con tanta precisién como se desee. Sin embargo, las ecuaciones analiticas
que se obtienen en el presente caso son faciles de resolver.
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parte, para frecuencias muy bajas hay un factor adicional de precision,
porque para frecuencia cero se calcula la solucién autoconsistente ex-
acta para una sola esfera incrustada en una matriz infinita e isétropa,
véase capitulo §3, y a partir de esos datos usando un método de contin-
uacion, se construyen los datos que constituyen la prediccion tedrica.
El método de continuacién permite calcular en forma aproximada la
densidad y el tensor de moédulos elasticos efectivos, en base a las ecua-
ciones de punto fijo que son las ecuaciones autoconsistentes del modelo
de Sabina y Willis, bajo la hipdtesis de que si se conocen la densidad y
el tensor de médulos elasticos del compuesto para un valor de frecuen-
cia wp, entonces podemos aproximarlos en una pequena vecindad de
wp resolviendo por iteracion las ecuaciones autoconsistentes, tomando
como valores iniciales para la iteracién los correspondientes a wy. De
esta manera, se construye la prediccion tedrica empezando por calcular
la solucién exacta para frecuencia cero y después tomando pequenos
incrementos de frecuencia de acuerdo al método de continuacién.

Por otra parte, al analizar la grafica de rapidez de fase del Pb en Epon
8287 a 5.4% de concentracién podemos dividirla en tres partes, primero
un intervalo de baja frecuencia en que el cociente de las rapideces es
decreciente, desde el limite estatico hasta que el cociente toma un valor
minimo, seguido por un intervalo de mediana frecuencia en que di-
cho cociente aumenta muy dramaéaticamente, excediendo a uno, para
finalmente aproximarse a uno a alta frecuencia sin oscilar mas. La
explicacién de este comportamiento es que existe una frecuencia car-
acteristica del compuesto tal que las esferas resuenan en una forma
tipica cuando la frecuencia radial de la onda que se propaga iguala un
valor critico, de hecho la curva de rapidez de fase tiene un punto de
inflexiéon en esa frecuencia. Asimismo, se observa que la atenuacién
toma un valor maximo en la misma frecuencia que el punto de in-
flexién la rapidez de fase, véase Figura (5.1). La interpretacién de ese
maximo de atenuacion es que la energia de la onda queda casi atrapada
en las inclusiones cuando la frecuencia de la onda coincide con el valor
critico. Para hacer mas evidente esta explicaciéon podemos establecer la
siguiente analogia: Consideremos una esfera incrustada en una matriz
eldstica tal que la densidad de masa de la esfera sea grande comparada
con la de la matriz. Supongamos que a la esfera se le desplaza desde su
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posicion de equilibrio sin rotacién alguna y luego se le deja mover libre-
mente. Parece apropiado pensar que la esfera se movera en una forma
semejante a un sistema masa resorte amortiguado. Para ésto podemos
asociar el término masa con el hecho de que la densidad de masa de la
esfera es grande comparada con la de la matriz, el término resorte se
debe al caracter eldstico de la matriz y el término de amortiguamiento
se debe a la energia mecanica que se irradia hacia afuera de la esfera
debido al movimiento. En un compuesto con muchas inclusiones la fre-
cuencia de resonancia de una esfera se ve afectada por la presencia del
resto de ellas, sin embargo, es lo mdas adecuado pensar a cada esfera
como incrustada en un material isétropo y homogéneo con propiedades
efectivas iguales a las del compuesto, de acuerdo con el modelo de au-
toconsistencia. Por otra parte, se observa en la grafica de atenuacién
un maximo relativo a alta frecuencia, aunque a esa escala no se ve que
corresponda a un punto de inflexién en la rapidez de fase.

Al parecer la frecuencia de resonancia depende continuamente de la
concentraciéon y el radio de las esferas, es decir, al variar ligeramente
la concentracién la frecuencia de resonancia también varia ligeramente,
véase Figura (5.2).

Asimismo, si consideramos una mezcla con dos especies de inclusiones
de radios diferentes pero del mismo material, cada especie a 2.5% de
concentracion y tal que los radios sean aproximadamente del mismo
orden de magnitud, digamos en una proporcién de a;/as = 4/5, si nor-
malizamos respecto del radio mayor a = a», la frecuencia adimensional
de resonancia es comparable a la de una mezcla con una sola poblaciéon
de esferas a 5% de concentracién, véase Figura (5.3). De aqui en ade-
lante todas las graficas se normalizan respecto del radio mayor cuando
aparecen dos radios de inclusiones.

En base a estas observaciones, se han estudiado inicialmente com-
puestos con dos especies de inclusiones del mismo material y radios
muy diferentes. Se analizaron mezclas de esferas de plomo en la resina
epéxica Epon 828Z, esferas de fierro en polimetilacrilico (PMMA) y
esferas de vidrio en la resina epéxica TraCast 3012. El criterio de
[Kinra (1985)] para escoger estos materiales fue motivado para pro-
ducir resultados experimentales con materiales accesibles y que fueran
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La frecuencia de resonancia depende continuamente de la concentracién de las inclusiones. 4%
linea continua, 5% linea de guiones y 6% linea de puntos y guiones.

Figure 5.2: La frecuencia de resonancia.

representativos de los diferentes parametros que intervienen. Asi, la
relacién soluto/matriz entre las densidades de masa p, los médulos de
Young E, de rigidez i y de compresibilidad x es como se muestra en
la Tabla (5.1). Obsérvese que en el caso de Pb/Epon 8287 el cociente
de las densidades es grande, mientras que en el caso de Fe/PMMA el
cociente ente los médulos de Young es el grande. Y finalmente, en la
combinacién vidrio/TraCast el cociente de las densidades es de orden
uno y el de los médulos de Young es de un orden de magnitud mayor.
Esta disparidad entre las caracteristicas de las combinaciones de mate-
riales es de utilidad para interpretar las predicciones del modelo.

5.3 Dos Poblaciones del Mismo Material

Dada la frecuencia radial w de la onda incidente y los médulos elasticos
Kr, My v la densidad de masa p, que caracterizan a cada uno de los
materiales componentes de la mezcla, se resuelven las ecuaciones au-
toconsistentes (4.54), (4.55) y (4.56) para determinar los pardmetros
efectivos ko, 110 ¥ po- Las tres ecuaciones tienen la misma estructura: el
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Gréficas de mezclas con una y dos poblaciones del mismo material tal que las frecuencias de
resonancia son comparables. La linea — corresponde a una poblacién a 5% de concentracién,
la linea —— corresponde a la mezcla con dos poblaciones a 2.5% de concentracién. El cociente
entre los radios es ai1/as = 4/5 y se normaliza respecto del radio mayor a = as.

Figure 5.3: Frecuencias de resonancia comparables.

parametro efectivo igualado al parametro en la matriz mas un término
por cada poblacién en el compuesto, que depende del radio a, de las
esferas y de las caracteristicas del material que forma las inclusiones
de esa poblacién. Cada término viene de la soluciéon aproximada de un
solo dispersor, el del material y radio correspondiente. Por tanto en
el caso de dos poblaciones de inclusiones de diferente radio, el término
que corresponde al radio mayor es védlido desde longitudes de onda muy
grandes hasta que el didmetro de las esferas 2a, es aproximadamente
igual a la semilongitud de onda, es decir kqeay < 7/2, e igualmente el
término que corresponde a la otra poblacion de esferas es valido en un
intervalo kya; < m/2. La suma de los dos términos deberd ser valida
en el intervalo comiun de validez, es decir, el que corresponde al radio
mayor. Por esa razén todas las graficas de mezclas con dos poblaciones
de diferente radio consideradas estdn normalizadas respecto del radio
mayor.
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| | p/p | EVE | W/w | &/k ]
Pb/Epon 8287 || 9.4010 | 4.9553 | 7.0461 | 4.8284
Fe/PMMA | 6.6723 | 40.004 | 30.4367 | 41.4086
vidrio/TraCast | 2.1121 | 14.9255 | 7.1887 | 16.9756

Los cocientes soluto/matriz de la densidad de masa y los médulos elédsticos de los compuestos.

Table 5.1: Cocientes de los médulos y densidades.

5.3.1 Pb/Epon 828Z

Inicialmente se analizan las graficas de rapidez de fase y atenuacién
de un compuesto con dos poblaciones de esferas de Pb de diferente ra-
dio en Epon 828Z. Se consideran dos mezclas con dos poblaciones de
esferas, cada una a 2.5% de concentracién de tal manera que el co-
ciente entre los radios es a;/as = 1/5y a1 /as = 1/10 respectivamente.
Noétese que se ha tomado igual concentracién volumétrica y no igual
numero de esferas en cada poblacién. Asi, si hay NV, esferas grandes en
un volumen dado, entonces habra N; = (as/a;)3 N, esferas pequefias en
promedio en ese mismo volumen. Esta eleccion se debe a que los valores
extremos en las gréificas dependen de la concentracién volumétrica de
esferas. Los resultados de los dos compuestos mencionados se comparan
con los que corresponden a mezclas con una poblacién de inclusiones
a 2.5% y 5% de concentracién, porque 5% es la concentracién total
en las mezclas con dos poblaciones, y por otra parte, cada poblacion
de esferas deberia resonar en forma independiente, es decir, a frecuen-
cia adimensional muy diferente porque tambien los radios difieren por
mucho, véase Figura (5.4).

Se observa que en cada caso aparece un maximo de atenuacion aprox-
imadamente a frecuencia adimensional 3.3 x 107!, véase Tabla (5.2).
En los compuestos con dos radios diferentes ese pico de atenuacién
corresponde a las esferas grandes.

Un hecho que hace mas evidente el resultado anterior es que para fre-
cuencias muy préximas a cero, o equivalentemente para longitudes de
onda muy grandes, la rapidez de fase en los compuestos con dos ra-
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Se comparan dos mezclas con una sola poblacién de Pb en Epon 828Z, con dos mezclas de los
mismos materiales con dos poblacidénes a 2.5% de concentracién. La linea — corresponde al caso
con dos poblaciones cuando el cociente entre los radios es a1 /a2 = 1/10, la linea —— al caso del
cociente ai/az = 1/5 la linea — a la mezcla con una poblacién a 2.5% de concentracién y la
linea - - - corresponde a la mezcla con una poblacién a 5% de concentracién. La normalizacién
es con respecto del radio mayor. El minimo de la rapidez de fase es mayor en los compuestos
con dos poblaciones que en la mezcla con una poblacién de concentracién de 5% porque en

esas frecuencias la onda “siente” la presencia de las esferas pequenas.

Figure 5.4: Cuatro mezclas de Pb en Epon 8287, se normaliza respecto
del radio mayor.

dios es muy préxima a la del compuesto con una poblacién a 5% de
concentracion, porque las longitudes de onda correspondientes son muy
grandes comparadas con ambos radios. De esta manera, a medida que
la frecuencia aumenta, la longitud de onda disminuye hasta que re-
suenan las esferas grandes. Los valores extremos en rapidez de fase y
atenuacion aparecen casi en la misma frecuencia en todos los casos, ex-
cepto en el de la mezcla con dos poblaciones con radios en proporcion
ai/as = 1/5, caso en el que el modelo autoconsistente ademds predice
la resonancia de alguna poblacién de esferas a alta frecuencia. Por otra
parte, a pesar de que el pico de atenuacién que se manifiesta cerca de
koay = 3.3 x 107! difiere aproximadamente por 10~2 entre las mezclas
con dos poblaciones y el compuesto con una poblacién a 2.5% 2, las on-

2Este es un argumento muy fuerte para decir que en tales compuestos resuenan
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‘ al/ag ‘ aas ‘ kQCLQ ‘ )\EponBZBZ ‘ concentracién ‘
1:10 | 4.7784235e-02 | 3.3500001e-01 | 1.8755777e+01 5%
1:5 | 4.7589410e-02 | 3.3500001e-01 | 1.8755777e+01 5%
- 5.8425996e-02 | 3.3000001e-01 | 1.9039955e+01 2.5%
- 1.1586659e-01 | 3.6500001e-01 | 1.7214206e4-01 5%

Se compara la frecuencia de la maxima atenuacién y la longitud de onda correspondiente entre
dos compuestos de dos poblaciones de Pb en Epon 828Z a 2.5% con la misma mezcla con una
sola poblacién de inclusiones a 2.5% y a 5% de concentracién.

Table 5.2: Se compara entre cuatro mezclas de Pb en Epon 8287 el
primer pico de atenuacion.

das P en los compuestos con dos poblaciones son mas lentas, es decir,
el cociente de las rapideces se mantiene por abajo de uno. De hecho,
en el caso de dos radios en proporcién a;/as = 1/10 el medio casi no
es dispersivo para frecuencias adimensionales desde 0.4 hasta 2.0.

En el caso de dos poblaciones con radios en proporcién ai/as = 1/5
el modelo autoconsistente predice la resonancia de alguna de las dos
poblaciones de esferas a alta frecuencia, que de acuerdo con los ra-
zonamientos anteriores corresponde a las esferas de radio menor. Mas
aun, podemos ver que las frecuencias en que el modelo predice los dos
maximos de atenuacion estan casi en la misma proporciéon que los ra-
dios. Dado que kea; = kaas(ay/as), entonces kya; = (3.35 x 1071)(5) ~
1.60 x 10°, la frecuencia de resonancia de alta frecuencia. Se observa
en la grafica de atenuacién que el maximo de atenuacién debido a la
resonancia de las esferas pequenas es mayor que el que corresponde a
la resonancia de la otra poblacién de inclusiones. La explicacion de
este hecho es que en un volumen dado el nimero promedio de esferas
pequenas es mucho mayor que el nimero de esferas grandes, entonces
atn cuando la fraccién volumétrica de cada poblacion es la misma, la
atenuacion ocasionada por las esferas pequenas debe ser mayor cuando
actian como resonadores, es decir cuando atrapan energia.

sélo las esferas grandes en esa frecuencia adimensional.
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5.3.2 Fe/PMMA

El mismo anélisis de los compuestos de Pb en Epon 8287 se ha hecho
con mezclas de Fe en PMMA y vidrio en TraCast. En el caso del Fe
en PMMA el comportamiento de la mezcla con una sola poblacion a
2.5% de concentracién es similar al de la mezcla correspondiente de
Pb en Epon 828Z para kea < m/2; sin embargo, para frecuencias adi-
mensionales kya & 2 la atenuacion y la rapidez de fase se vuelven cre-
cientes. De hecho el modelo autoconsistente predice un modo normal
de vibracién para alguna frecuencia adimensional apenas mayor que 2,
véase Figura (5.5).
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La linea — corresponde a dos poblaciones de Fe en PMMA a 2.5% de concentracién, el cociente
entre los radios es a1/a2 = 1/10, la linea —— corresponde al mismo tipo de mezcla cuando el
cociente entre los radios es ai1/as = 1/5, la linea —- corresponde a la mezcla con una especie
a 2.5% de concentracién y la linea - - - corresponde a la mezcla con una especie a 5% de
concentracién.

Figure 5.5: Fe en PMMA, se normaliza respecto del radio mayor.

Por esa razén el analisis para las mezclas de Fe en PMMA se hace para
un intervalo de frecuencia adimensional [0, 3]. A pesar de que se excede
el intervalo donde la prediccion tedrica es mas apropiada.

La descripcién de las graficas de rapidez de fase y atenuacién es similar
a las correspondientes de Pb en Epon 8287 para las cuatro mezclas
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ai/as oay koas APMMA concentracién
1:10 | 3.6577161e-02 | 4.3500000e-01 | 1.4444104e+01 5%
1:5 3.6558345e-02 | 4.3500000e-01 | 1.4444104e+01 5%
- 4.1790921e-02 | 4.1999999¢-01 | 1.4959965e+01 2.5%
- 8.2670458e-02 | 4.6000001e-01 | 1.3659098e+01 5%

Se compara la atenuacién, frecuencia y nimero de onda entre dos compuestos con una sola
poblacién a 2.5% y 5% de concentracién, con dos mezclas con dos poblaciones que los radios
estdn en proporcién a;/as = 1/5y ai/az = 1/10, de Fe en PMMA y se normaliza respecto del
radio mayor.

Table 5.3: Se compara entre cuatro mezclas de Fe en PMMA el primer

pico de atenuacion.

consideradas, excepto que el segundo maximo de atenuacién se aprecia
con mas claridad que en los compuestos de Pb en Epon 828Z. Para
frecuencias proximas a cero la rapidez de fase en las mezclas con dos
poblaciones a 2.5% de concentraciéon es muy préxima a la del com-
puesto con una poblacién a 5%, y para frecuencias mas altas aunque
la atenuacion toma practicamente los mismos valores que en el caso
de una poblacién a 2.5% de concentracién, la rapidez de fase es menor
debido a la presencia de la otra poblacion de esferas. Por otra parte,
de la comparacién entre las graficas de atenuacién de los casos con una
poblacién de esferas y las que corresponden al compuesto con dos radios
en proporcién a;/as = 1/5 se observa en los primeros dos que las es-
feras resuenan en dos frecuencias diferentes y en el tercero se ve que las
esferas pequenas resuenan casi a la misma frecuencia adimensional que
las grandes en el pico de atenuacién que se manifiesta a mayor frecuen-
cia, es decir, hay un reforzamiento en el pico de atenuacion porque casi
coinciden las frecuencias criticas de los dos tipos de esferas. Ademas
de que la medida de atenuaciéon debida a las esferas pequenas es mayor
que la que corresponde al otro radio de esferas, como se explicé en los
compuestos de Pb en Epon 828Z.
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5.3.3 Vidrio/TraCast

Del anélisis de las combinaciones de esferas de vidrio en TraCast con-
sideradas se concluye que este tipo de mezclas es mas debilmente dis-
persivo que los otros dos antes tratados, porque la variacion total en
la rapidez de fase asi lo indica. Al parecer qué tan dispersivo es un
compuesto depende fuertemente del cociente soluto/matriz de la densi-
dad de masa, véase Tabla (5.1). También merece destacarse que en los
tres tipos de mezclas considerados, donde se ha mantenido constante la
fraccién volumétrica de inclusiones, la menor frecuencia de resonancia
de las esferas es mayor conforme el material de las inclusiones es menos
denso respecto de la matriz. En el presente caso el primer maximo
de atenuacién se manifiesta a frecuencia kesa =~ 1.9 x 107'. Véase
Figura (5.6) y Tabla (5.4).
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La linea — corresponde a una mezcla con dos poblaciones vidrio al 2.5% de concentracién en
TraCast, la proporcién entre los radios es ai/a2 = 1/10, la linea —— corresponde al mismo
tipo de mezcla pero el cociente entre los radios es ai /a2 = 1/5, la linea —- es de la mezcla con
una poblacién a 2.5% y a la de una poblacién a 5% de concentracién corresponde la linea - - -.

Figure 5.6: Esferas de vidrio en TraCast.

Por otra parte, en los compuestos de esferas de vidrio en TraCast vemos
que el limite estatico del cociente de las rapideces de fase es mayor que
uno. De hecho, en los compuestos con dos radios de inclusiones dicho
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| ai/as | aay koaso Mracast | concentracién |
1:10 | 2.9123399e-02 | 1.9000000e+-00 | 3.3069397e+-00 5%
1:5 | 3.1292636e-02 | 1.9000000e+00 | 3.3069397e+00 5%
- 2.8231328e-02 | 1.9000000e+00 | 3.3069397e+00 2.5%
- 5.1528648e-02 | 1.9250000e4-00 | 3.2639924e-+00 5%

Se compara la atenuacién, frecuencia y nimero de onda entre dos poblaciones con dos pobla-
ciones de vidrio en TraCast, normalizando respecto del radio mayor, con las dos mezclas con
una poblacién a 2.5% y 5% de concentracién.
Table 5.4: Se compara entre mezclas de vidrio en TraCast el primer
pico de atenuacion.

cociente se mantiene por arriba de uno para frecuencias adimensionales
desde kya = 0 hasta kya =~ 2.75. Y al igual que en los compuestos de Pb
en Epon 8287 y Fe en PMMA cerca del limite estético el cociente de las
rapideces de fase en los compuestos con dos radios es muy préoximo al
mismo cociente en la mezcla con una poblacién a 5% de concentracion.

Cerca de la frecuencia koa = 0.7 la rapidez de fase es mondtona cre-
ciente y tiene un punto de inflexiéon en cada una de las cuatro mezclas,
aunque no corresponde propiamente a un maximo de atenuaciéon por
lo que no se considera que alguna poblacién de esferas resuene cerca
de esa frecuencia. Sin embargo, a una frecuencia mayor que en los
dos casos anteriores, de kea ~ 1.9 x 10° se manifiesta la resonancia o
“atrapamiento” de energia por las esferas grandes y nada mds en ese
intervalo de frecuencia.

5.4 Dos Especies de Inclusiones de Difer-
ente Material

En base a las conclusiones de la seccion anterior, parece apropiado
comparar entre mezclas con dos tipos de inclusiones de diferente mate-
rial para utilizar lo que se sabe sobre compuestos con dos especies de
inclusiones del mismo material cuando los radios difieren por mucho.
Para ese fin se han considerado mezclas a 2.5% de concentracién de
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Pb/Epon 828Z, Fe/PMMA y vidrio/traCast, afiadiendo en cada caso
una segunda poblacién de esferas a 2.5% de concentracién, de cada uno
de los materiales solutos, de radio diez veces menor que el de la primera
poblacion. Asi, por ejemplo en el PMMA las esferas de Fe seran siempre
las de radio mayor.

5.4.1 Epon 8287

Al comparar las frecuencias de resonancia de cada uno de los com-
puestos que tienen como matriz Epon 8287 vemos que se manifiesta
un pico de atenuacién aproximadamente en el punto kea = 3.3 x 107!
que seglin sabemos corresponde a las esferas de radio mayor que son
de Pb, y es consecuente con los resultados de la seccién (5.3.1), véase
Figura (5.7).

Por otra parte, se tiene que la onda P en el compuesto es mas rapida
conforme el material de las esferas pequenas es menos denso. Se observa
en los casos en que las esferas pequenas son de Fe o de Pb que el cociente
de las rapideces de fase se mantiene por abajo de uno para frecuencias
desde koa = 0 hasta kea ~ 3, atun cuando cerca de kea = 3.3 x 10}
el cociente de las rapideces de fase es creciente como funcion de la
frecuencia en la forma caracteristica en que se describe cerca de un
punto critico en que resuenan las esferas de alguna poblaciéon. En el
compuesto en que las esferas pequenas son de vidrio el efecto de éstas
es negligible en el intervalo de frecuencia adimensional [0, 2], por lo que
en este caso las graficas de rapidez de fase y atenuacion tienen la misma
descripcion de las que corresponden a una poblacion de esferas de Pb
en Epon 828Z a 2.5% de concentracién, véase Figura (5.4).

Para frecuencias altas se tienen efectos diferentes en cada uno de los
compuestos. Porque en las mezclas en que las esferas pequenas son de
Fe o de Pb el compuesto es dispersivo para frecuencias kqa > 2. Se
observa en las graficas de atenuacién que el pico que corresponde a las
esferas de radio menor refuerza el segundo pico que el modelo predice
en el caso de una poblacion de esferas de Pb en Epon 828Z. Es decir
el medio se vuelve mas dispersivo cuando dos diferentes poblaciones de
esferas resuenan a frecuencias proximas.
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En cada caso se trata de dos poblaciones de inclusiones con las esferas grandes de Pb y las
chicas de Pb en la linea —, de Fe en la linea —— y de vidrio en la linea - - -.

Figure 5.7: Diferentes materiales en las esferas pequenas en una matriz

de Epon 828Z, las esferas grandes son de Pb.

5.4.2 PMMA

Al igual que en los compuestos de la seccién anterior, en que las esferas
grandes son de Pb, en el presente caso se observa que a bajas frecuencias
el efecto de las esferas grandes que son de Fe hace que la mezcla sea
dispersiva. El modelo predice que resuenan las esferas grandes de Fe
a una frecuencia koa ~ 4.2 x 107!. La presencia de esferas de un
orden de magnitud menor, hace que el medio sea mas lento conforme
el material de las esferas pequenas es mas denso para frecuencias desde
koa = 0 hasta ksa = 2. Y en el caso de que las esferas pequenas sean
de vidrio el medio se comporta practicamente como una mezcla de una
poblacién de esferas de Fe en PMMA a 2.5% de concentracién, en que
el modelo predice claramente un segundo modo normal de vibracién de
las esferas a frecuencia kea ~ 2.1 x 10°. Es muy notable que en este
caso la frecuencia en que se manifiesta el segundo pico de atenuacién
sea un casi miltiplo de la frecuencia que corresponde al primero de
ellos. véase Figura (5.8).

Asimismo, en altas frecuencias el efecto dominante es el de las es-
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En cada caso se trata de dos poblaciones de inclusiones con las esferas grandes de Fe y las
chicas de Pb en la linea —, de Fe en la linea —— y de vidrio en la linea - - -.

Figure 5.8: Diferentes materiales en las esferas pequenas en una matriz

de PMMA las esferas grandes son de Fe.

feras de radio menor por lo que las tres mezclas de esta seccién tienen
practicamente la misma descripcion que las que les corresponden en el
caso en que las esferas grandes son de Pb de la seccién anterior.

5.4.3 TraCast

Finalmente, al analizar los compuestos con esferas grandes de vidrio
podemos tomar como conclusiones las observaciones de las dos sec-
ciones precedentes. Porque tambien aqui se tiene que la onda P en el
compuesto se vuelve mas lenta conforme el material que compone las
esferas de radio menor es més denso, aun cuando las esferas grandes
resuenan de acuerdo a las conclusiones de las secciones en que se tienen
inclusiones de un mismo material. Pues se tiene un pico de atenuacion
a frecuencia kya = 1.9 x 10° que corresponde a la resonancia de las
esferas grandes de vidrio. Asimismo, se tiene que en el caso de que
dos poblaciones de esferas resuenen en frecuencias cercanas, entonces
los picos de atenuacién correspondientes se refuerzan entre si. Véase
Figura (5.9).
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Se observa, que los compuestos con esferas de Fe o Pb de esta seccion
son mas dispersivos que el caso con esferas de vidrio para frecuencias
desde koa = 0 hasta kea =~ 2, y para frecuencias kqa > 2 las gréaficas
tienen la misma descripcién que las que les corresponden en las dos
secciones precedentes. Lo cual significa que la dispersién que pudiera
ser ocasionada por propiedades intrinsecas de los tres materiales ma-
trices considerados es despreciable comparada con la que ocasionan las
inclusiones, puesto que los materiales matrices considerados tienen car-
acteristicas diferentes.
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En cada caso se trata de dos poblaciones de inclusiones con las esferas grandes de vidrio y las
chicas de Pb en la linea —, de Fe en la linea —— y de vidrio en la linea - - -

Figure 5.9: Diferentes materiales en las esferas pequenas en una matriz
de TraCast, las esferas grandes son de vidrio.



Conclusiones

e En el andlisis de las curvas de dispersién presentadas se tiene que
dada una mezcla con dos poblaciones del mismo material y radio
muy diferente tal que el cociente soluto/matriz de la densidad
de masa sea grande, como es el caso de esferas de Pb en epoxy
y Fe en PMMA, la medida de atenuacién es mucho mayor en el
maximo ocasionado por la resonancia de las esferas pequenas que
el que corresponde a la resonancia de las otras esferas.

e De la comparacion de los resultados para mezclas con dos pobla-
ciones de esferas de diferente radio tales que tengan el material
matriz y una poblacién de esferas de radio mayor fijos. El efecto
observado es que para bajas frecuencias, si la concentracion y la
proporcién entre los radios se mantiene constante, entonces la ve-
locidad del sonido en el compuesto y la medida de atenuacion son
mayores a medida que el material que forma las esferas de radio
menor es menos denso.

e Otro resultado observado en todas las combinaciones de materi-
ales consideradas, es que a concentraciéon volumétrica constante
la frecuencia de resonancia de las esferas es menor conforme el
cociente soluto/matriz de la densidad de masa es mayor.
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Appendix A

La funcion de Green

Debido a que la funcién de Green del medio efectivo entra en el cdlculo
de los promedios S, y M, a cada paso de la iteracién al resolver las ecua-
ciones autoconsistentes, se considera una funcién de Green G = G(x, w)
y los operadores M, y S, para un medio tridimensional homogéneo con
propiedades Ly y po que represente ondas viajeras que decaigan con-
forme |x| crece, es decir, ondas viajeras que decaen conforme se alejan
de la fuente. La funcién de Green utilizada es la solucién singular fun-
damental de la ecuacién reducida de la elastodindmica ' en una regién
infinita, con una fuerza de cuerpo concentrada que actia en un punto
&, en una direccién fija e;. La funcién de Green empleada tiene la forma,
(se sugiere consultar [Eringen & Suhubi (1975)] para ver la derivacién
de la funcién de Green)

5 ew|x‘/ﬂ 1 82 6w|x‘/a — 6w|x‘/ﬂ

T R2x|  w?oxo; ’
donde £ = 0 y « es la rapidez de las ondas P y 3, la de las ondas S.
Las rapideces a y 3 estan dadas por

A1)

47Tp()Gij (Xa U)) = ‘X|

a = (M)lﬂ, (A.2)
Po
Ho 12

1Se pide que la solucién tenga dependencia arménica en el tiempo exp(—iwt) y
se omite ese factor por comodidad.
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en funcién de los médulos de compresibilidad «g, de rigidez pg y la densi-
dad de masa py del medio. Los pardmetros w/ag y w/fs pueden tomar
valores complejos, de tal manera que las raices cuadradas en (A.2)
y (A.3) se toman ambas con parte reales positivas y partes imaginarias
negativas para que, cuando w << 0 6 w >> 0 la funcién de Green dada
por la ecuacién (A.1) corresponda a ondas viajeras que se alejan de la
fuente y decaen cuando |x| crece.

La evaluacion del término M, para una inclusién esférica de radio a en
términos de la funcion de Green se efectua a partir de la relacion

Mij = —LUGij, (A4)
y consecuentemente
(My)ij = —w*Gj. (A.5)

Del primer sumando de la funcién de Green, es necesario calcular la
integral

zk7|x x \
I=[ 4 / (A.6)
|x|<a \<a

C T =xT

donde k, = w/vy para v = a 6 3, segin sea el caso. La evaluacién de
esta integral da

16m2a?

I= "3 (@ (A7)

donde 3(1— ik,
€ = u[sen (k,a) — k,a cos(k,a)]e’?. (A.8)

(kya)®
Del segundo sumando de la funcién de Green es necesario evaluar las

integrales
, 02 eik.,a.|x7x’|

g = / d / d |, A9
I |x|<a x Ix'|<a x Ga:ixj [ |X—X‘ ( )

Debido a que esta matriz es isdtropa, entonces es igual al producto de
un tercio de su traza y la delta de Kronecker 4;;, lo cual da el siguiente
resultado

1
Jij = _55,,-[4m3 + K21] (A.10)



7

Por otra parte, lo que estd entre corchetes en (A.9) es 47 veces la
solucién fundamental de la ecuacién de Helmholtz ( para la derivacién
de esta solucién se sugiere ver [Lin & Segel (1988)], por tanto

1672%a®

JZ] - 511 TGW. (A].].)
Esto permite escribir (M;);; de la siguiente manera
— 1
(My)ij = 7—06i;(3 — €a — €5)- (A.12)
3P0

Para calcular (S;)iju se procede de la siguiente manera, primero, la
definicién del operador es

(Sz)ijrr = =G (ij,k0)| i) (kD) (A.13)

donde (;j)(k) significa que sélo se considera la parte simétrica del tensor.
Y por otra parte

g _ 1

T

= ] Joxe SM(z — 2')dxdx . (A.14)

Este tensor es isotropo y tiene las mismas simetrias que L. Con la
notacién simbdlica Lq se escribe

(Lo)ijer = Ko0ij0k + to(0ikdji + 0k — 20;651/3), (A.15)

y debido a que este tensor esta caracterizado por los médulos kg y o
se introduce la notacién simbdlica

L() == (3/{0, 2,&0), (A16)
de tal manera que
1
3k = g(LO)iikk; (A.17)

Esto permite calcular los términos correspondientes para escribir S,

en notacién simbdlica por medio de (S )iikr ¥ (Sz)iji; ¥ la funcién de
Green. El resultado es

- €0 1 2€, €3
S, = - + 8. A19
(3/‘60 +4dpy 5 [3’% + 4pg Mo]) ( )
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La notacién simbélica permite escribir las ecuaciones tensoriales auto-
consistentes en términos de kg, o y po como se presentan en el capitulo
4. Debido a que la suma y el producto de dos tensores isétropos es
un tensor isétropo, se tienen las siguientes propiedades de la notacion
simbdlica:

Si Ly y Lp dos tensores caracterizados por (3k4,2u4) v (355,2upB)
respectivamente, entonces

LaLp ((3k4)(3km), (214)(21B)), (A.20)
Li+Lg = ((364)+ (368), (2pa) + (2un)), (A.21)
Lyt = ((3ka)7 (2ua)™h), (A.22)

I = (1,1). (A.23)

donde I es el tensor identidad de cuarto orden.
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