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Introduccion

En las ultimas décadas se han desarrollado varios modelos matemaéticos
para entender las diferentes etapas de la evolucién de un tumor. Esto
es debido a que las técnicas “in vitro” permiten tener un mejor control
de los efectos de diferentes factores que influyen en su crecimiento. En
ésta Tesis se estudian algunos modelos matematicos del crecimiento de

tumores cancerosos siguiendo los trabajos de Glass|AdBe|, Burton [Bu],
Adam [Ad I] [Ad II] , Byrne y Chaplain [ByCh]

Actualmente no existen modelos que incluyan todo el proceso evolutivo
del tumor. Soélo se tienen modelos que describen por separado sus
diferentes etapas.

En el primer capitulo se estudian modelos cldsicos de crecimiento de po-
blaciones. Esto permite de manera intuitiva establecer los mecanismos
del crecimiento de las células del tumor en su primera etapa. También
se presentan modelos para aproximarlos mejor a la poblacion de células
Cancerosas.

En el segundo capitulo se estudia un modelo difusivo de un tumor
esferoidal que permite explicar el surgimiento y desarrollo del nicleo
necrotico. Usando este modelo se estima también el tamano de la capa
viable.

Debido a que los modelos de tumores considerados en esta tesis son de
tipo difusivo, en el capitulo tercero se deduce la ecuaciéon de difusion
en tres dimensiones y se resuelve imponiendo simetria esférica.

Como estos tumores secretan sustancias que inhiben su propio creci-
miento es importante entender este proceso. En el capitulo cuarto se
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utiliza un modelo similar al que se estudi6 en el capitulo segundo al
que se le agrega un término que modela dicho efecto.



Capitulo 1

Modelos de Crecimiento

1.1 Tumores sélidos y difusivos

Los tumores cancerosos o neoplasias se originan de la alteracién de
una sola célula o de un grupo de células. Estas células cancerosas
se caracterizan usualmente por su rapido y descontrolado crecimiento
[Ro]. En seguida se darédn las caracteristicas que distinguen a dos tipos
de tumores: sélidos y difusivos.

Los tumores s6lidos son compactos con limites bien definidos y el niimero
de células cancerosas es directamente proporcional al volumen. Los tu-
mores difusivos no tienen frontera bien definida y las células cancerosas
pueden migrar hacia la periferia del tumor [Cr].

En este capitulo se describen las etapas del desarrollo de los tumores
solidos y se estudian algunos modelos simples que permiten entender
las primeras etapas de su crecimiento.

1.2 Etapas del desarrollo del tumor

El crecimiento y desarrollo de los tumores sélidos ocurren en dos etapas
distintas:

i. Fase de crecimiento avascular

ii. Fase de crecimiento vascular.
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La primera se llama avascular porque en esa etapa aun no aparecen
vasos sanguineos que alimenten al tumor.

A continuacién se presenta una clasificacion que ayuda a explicar las
etapas en el crecimiento de un tumor.

La fase avascular se divide en

I) Etapa homogénea

IT) Etapa de formacién del niicleo necrético (que no siempre se pre-
senta).

Por otra parte, la fase vascular se divide en

III) Etapa de vascularizacién

IV) Etapa de invasién y metdstasis.

Es necesario destacar que en esta tesis solo se estudiaran las dos pri-
meras.

En la etapa homogénea el crecimiento del tumor sigue el comporta-
miento del crecimiento de una poblacion de células. Esto se ilustra en
la figura 1.2.1, en la cual se muestra un conglomerado de esferoides
multicelulares.

Los esferoides multicelulares son estructuras esféricas avasculares que
pueden cultivarse in vitro bajo un suministro bien definido de condicio-
nes que hace posible modelar el microambiente de las células in vitro.
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Figura 1.2.1 Crecimiento de células .
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El didmetro de un nédulo avascular mide a lo méas dos milimetros.

En los siguientes esquemas se ilustra el desarrollo de un tumor en su
etapa homogénea. Note que en la figura 1.2.3 aparece un nédulo avas-
cular cuyo crecimiento es anormal respecto al de las otras células.

(Lot PPN
RSN ies

Zaly Vag:
S(NeS @S N AN
o8 ressiter (@e:

S I
et

v )
oL
TR

@) 4
PTN NS
S09001@b

Figura 1.2.4 Agrupacién de nddulos avasculares.

Al pasar el tiempo la aglomeracién de nédulos deja de ser esferoidal e
invade el tejido. La figura 1.2.5 trata de ilustrar este hecho.
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Figura 1.2.5 Formacién del Tumor.

Al iniciarse la vascularizacién, el tumor ya no depende solamente de
los procesos de difusién para el transporte de nutrientes, oxigeno y
desperdicios y por lo tanto su crecimiento se acelera.

1.3 Dinamica del desarrollo de un tumeor

En la etapa inicial del crecimiento de un tumor, las células que lo con-
forman se reproducen a una tasa proporcional al volumen que ocupan
en ese momento [Ad].

Con el propésito de entender este crecimiento se explicard el modelo
de crecimiento de poblaciones en general ya que éste es més intuitivo.
Posteriormente se estudiaran las modificaciones necesarias que corres-
ponden al crecimiento de la poblacién de células cancerosas.

Sea N(t) el nimero de individuos de la poblacién a un tiempo ¢. Se
quiere saber cémo evoluciona N (¢) en el tiempo. El cambio de la pobla-
cion en el intervalo de tiempo [t,t+ h] se puede expresar en la siguiente
forma

N(t+h) = N(t) + aN(t)h — BN(t)h, (1.1)

donde o y (8 denotan respectivamente las tasas de natalidad y mortali-
dad por individuo. Por lo tanto, aN(¢)h y BN (t)h denotan la cantidad
de individuos que nacen y mueren, respectivamente, durante el intervalo
de tiempo [t,t + h].
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La ecuacion anterior se puede escribir como

N(t+h) — N(¢)
h

= (@ =B)N(). (1.2)

Tomando el limite cuando h tiende a cero obtenemos

dN
= = (- BN, (13)

donde (o — 3) es la tasa neta de crecimiento de la poblacién por indi-
viduo.

Si definimos ky = o — 3 > 0 y la suponemos constante, entonces

dN
— = koN(1). 1.4
N~ kv (1.9
La ecuacién anterior se conoce como Ley de Malthus (1798)[Ed] para
el crecimiento de una poblacion.

Si la poblacién es Ny en el tiempo inicial ¢y, entonces N(t) estd dada
por

N(t) = Nyerolt=to), (1.5)

De acuerdo con este modelo, la poblacion de células crece exponen-
cialmente en el tiempo, como lo muestra la ecuacién (1.5) y se puede
observar en la figura 1.3.1

Sin embargo este modelo no es util para estimar el crecimiento de cual-
quier poblacién a tiempos largos. Este modelo lineal es satisfactorio
solamente si la poblacién no tiene ningun tipo de limitacion.

Cuando la poblacién es demasiado grande, este modelo deja de ser
valido. Asi pues se tiene que agregar un término que permita considerar
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 1.8 2
t

Figura 1.3.1 Crecimiento exponencial de células.

las limitaciones fisicas del problema, como por ejemplo limitaciones de
espacio o de alimentos.

Estas limitaciones se reflejan en la capacidad del medio para sustentar
a la poblacién. Si la poblacién es muy grande la tasa de crecimiento kg
es funcién de la poblacién k(N). En este caso se puede suponer que

k(N) = ko — ON, donde 0 <0 << ko

En esta aproximacién lineal el signo menos se debe a que para pobla-
ciones grandes el ritmo de crecimiento disminuye con respecto al de
poblaciones pequenas, por lo tanto el modelo queda como

dN

— = (k—6N)N, (1.6)

donde kg y 0 son constantes positivas. El término de saturacion esta
dado por ON?2.
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Para esbozar las curvas integrales de la ecuacién (1.6) sin resolverla
se encuentran los puntos criticos y la segunda derivada. Un sencillo
calculo nos da

k
N=0 y N:ﬁ,
d’N

Con esta informacion se tiene que las curvas integrales tienen forma de
S como lo muestra la figura 1.3.2

400

Figura 1.3.2 Crecimiento logistico.

Se verifica facilmente que la solucién de la ecuacién (1.6) estd dada por

~ 6N,
N N() + e*kt (0 — NO) ’

N (1.8)
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Esta solucién es un caso particular de las soluciones de la ec.(1.1)
Como se aprecia en la grafica 1.3.2, la poblacion de células continua-
mente se incrementa hasta que tiende al punto estacionario % en donde
se vuelve asintotica, esto ocurre por el agotamiento de nutrientes o por
limitaciones de espacio.

En el modelo del crecimiento del tumor es mas conveniente medir éste
por su volumen V' (¢) que por su nimero de células. En este problema
el término de saturaciéon, que en el modelo anterior era cuadratico, se
considerard como una potencia mas general @ > 0. La ecuacion queda
asf

dv k Vi@

Vo Ey (- (_) . 1.9

dt ! ( 0 ) (1.9)
Anéalogamente se puede hacer un analisis cualitativo de las soluciones de

esta ecuacién, la cual también resolveremos explicitamente. Mediante
el cambio de variables

1 v
= In —
T’ 0 )
se tiene

V = 6e",

de donde se obtiene

dn k
2 1 — ey
dt a( )

Separando variables e integrando obtenemos

dn k
= — 1.1
T— oo at+00 (1.10)

donde Cy se determina a partir de la condicién inicial V' (0) = V4.
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Al realizar la integral se obtiene

/dn =n—lln(1—e‘”’),
[0

1 —eon

y al substituir n en términos de V', usando (1.10) obtenemos

v s = Ces. (1.11)
v
0(1- (%))
De la condicion inicial tenemos que
Ve
¢ = ‘(/)b ay1/a”
o(1-(%)")
y sustituyendo en la ecuacién (1.11) se obtiene
(9(1 _ V'Oa) eaekt
Ve 1.12
(ga _ ‘/E)a + %aekt) ( )
lo cual nos conduce a
(A%
vV o= 0 (1.13)

(Vi + e (6 — 1)) 7°

Noétese que este resultado incluye la solucién logistica cuando @ = 1,
como la ecuacién (1.8).

De la figura 1.3.2 se observa que el punto de inflexiéon se alcanza a la
mitad del valor de la asintota lo cual es muy restrictivo. En el desa-
rrollo del crecimiento de los tumores en algunas ocasiones se observa el
punto de inflexién en valores diferentes por lo cual es necesario estudiar
modelos de crecimiento mdas generales.



18 CAPiTULO 1. MODELOS DE CRECIMIENTO

Al hacer « tender a cero en la ecuacién (1.9) se obtiene

dv 1%
= —kVino. (1.14)

Esta ecuacién se conoce como la ecuacion de Gompertz [Ad].
Separando variables tenemos

dv

— = —kdt
Vln%

e integrando obtenemos
V =0exp (ce‘kt) .

De la condicién inicial V' (0) = V4, se obtiene que c satisface

Vo = O exp(c).
y por lo tanto
V. = fexp Kln %) ekt] . (1.15)

Las graficas de estas soluciones pueden verse en la figura 1.3.3

Se observa que cuando ¢ tiende a infinito, el volumen V' = 6 , es decir no
depende de la condicion inicial, s6lo de #, que se denomina capacidad
de carga.
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Figura 1.3.3 Describe la funcién solucién (1.13).
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Capitulo 2

Nucleo Necrotico

2.1 Partes del Tumor

En una segunda etapa del desarrollo de un tumor, las células del cen-
tro carecen de nutrientes, por ejemplo, les empieza a faltar oxigeno y
comienzan a morir, formando lo que se conoce como nicleo necrético.

A continuacion se desarrolla una teoria de difusiéon para un tumor
esférico donde el suministro de sangre y por lo tanto de oxigeno se
encuentra sobre su superficie. Este oxigeno se propagara en el trans-
curso del tiempo hacia el centro del tumor.

El modelo matematico que estudiaremos en este capitulo es el de Bur-
ton[AdBe|, quien fue uno de los primeros en introducir la idea de di-
fusion del oxigeno en un modelo de crecimiento esferoidal.

Las suposiciones para este modelo se hardn a partir del equilibrio difu-
sivo y son las siguientes:

a) Simetria esférica, el tumor se considera esférico de radio R.

b) La concentracién de cualquier nutriente que se considere impor-

tante, en este caso la de oxigeno, se mantiene por la circulacién
sanguinea en la superficie del tumor a un nivel constante.

El suministro de oxigeno o de cualquier otro nutriente a las re-
giones més profundas del tumor se realiza por difusién. En esta
etapa aun no hay circulacién sanguinea dentro del tumor.

21



29 CAPITULO 2. NUCLEO NECROTICO

c¢) La razén de consumo de oxigeno por unidad de volumen de tejido
no necrético se considera constante.

Sea X (z,t) la distribucién de la concentracién de oxigeno en el punto
x del tumor en el instante ¢. De acuerdo al modelo de Burton [AdBe],
X debe satisfacer la ecuacién de difusién. Esta ecuacién se obtiene
con detalle en el capitulo tres de esta tesis. Suponiendo que X es
radialmente simétrica, la ecuacién que X = X(r,t) debe satisfacer es

0X 0’X 20X
o D<8r2 *zw)*f

donde D > 0 es la constante de difusion de oxigeno y f el término de
fuente, en este caso de suministro de oxigeno, para el cual se tienen dos
tipos:

i) si f > 0, entonces se estd generando oxigeno.

ii) si f <0, se esta consumiendo.

Tomando en cuenta que la escala de tiempo de difusion de los nutrien-
tes, en este caso el oxigeno, es mucho mas rapido que el tiempo de
crecimiento del tumor, es suficiente considerar el limite estacionario de
la ecuacién de difusién anterior y por lo tanto podemos suponer que X
es independiente de t. Asi

d?’X 2dX
=D <— + ;—> —{—f.

Si ademaés suponemos que el consumo por unidad de volumen del tejido
necrotico es constante, es decir si f = —m, para alguna constante
m > 0, entonces la ecuaciéon anterior se reduce a

m d’X  2dX

D@ Trar
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Esta ecuacién se puede escribir como
d dX
S Lt IO
dr dr D

y definiendo K = m/D se tiene

d (,dX\

En este modelo el niicleo necrético se representa por la esfera de centro
en el origen y radio Ry < R. La parte del tumor que queda fuera del
nucleo necrético se denomina capa viable, ver figura 2.1.1

Cuando deja de pasar oxigeno de la capa viable al nicleo necrético se
dice que el flujo es cero. Esto nos permite establecer la condicién de
frontera X'(Ry) = 0. Si ademds suponemos que, tanto en la superficie
del nicleo necrético como en la superficie externa del tumor, la con-
centracién de oxigeno se mantiene constante, entonces X (Ry) = X,y
X(R) = X,,. Ver figura 2.1.1

Integrando (2.1), se obtiene

Utilizando la condicién de frontera X'(Ry) = 0 obtenemos

1 C
CKRy+— = 0
3N e ’

de donde encontramos

C,=-—-KR.
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Figura 2.1.1 Seccidn transversal de un tumor con nicleo necrético.

Sustituyendo C; en (2.2) tenemos

K K R3
X(T) = €T2+ ?TN + Cs,

y usando las condiciones de frontera restantes tenemos

K K R3

R+ Ny, = Xm

c- T3 R TX

K K

ER?V+§R?V+CZ - Xc;

de donde concluimos
K [ R? R?’V 3
Xpn—X, = ==+ _ZR?2 ). 2.3

s\2 T 2™ (2:3)

Para eliminar los pardmetros fisiolégicos X,,, X, y K de esta ecuacién
introducimos un valor critico R, para el radio del tumor. El valor de
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R, corresponde al radio que tiene el tumor cuando aparece la necrosis,
es decir, cuando la primera célula muere. Asi, Ry =0y R = R..

Por lo tanto haciendo R = R. y Ry = 0 en (2.3) se tiene

K
Xp— X, = gRi. (2.4)

Ahora, definiendo
R Ry

y utilizando (2.4) encontramos que (2.3) se puede escribir como

(i -1) = & <3 - Q%N) . (2.5)

Esta ecuacion es el resultado final de la teoria de difusién y nos permite
calcular el radio relativo px de la corteza necrética para cualquier valor
dado del radio relativo p del tumor.

Se encuentra una deficiencia del modelo, y es que no hay limite en
principio para el tamafio de la esfera, es decir, no hay nada que le
limite el crecimiento a (2.3).
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2.2 Calculo de la Capa Viable

En esta seccion se calcula el ancho relativo de la parte externa del
tumor en la cual las células continian reproduciéndose. A esta parte
se le denomina la capa viable.

En la Tabla 1 de la referencia [Bu], (ver Apéndice II) algunos de los
resultados derivados de sus datos experimentales no corresponden a
los que predice el modelo, por lo que se corrigieron para calcularlos
correctamente y se ilustran en la grafica 2.2.1. Los datos correctos de
la primera parte, la razén py/p de la peniltima columna es 0.9571, la
diferencia p — py de la tltima columna es 0.5.

Y de la segunda parte, la razén p%/p* de las dos tltimas columnas son
respectivamente 0.9161 y 0.9506. La razén p3 /p? de la segunda, cuarta
y las dos ultimas colunmas 0.037, 0.2224, 0.8769 y 0.9269 respectiva-
mente. De 1 — p%/p? en la segunda y dos dltimas columna son 0.963,
0.1231 y 0.0731.

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.1

0 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 2.2.1 Fraccién del radio del nicleo necrético conforme crece el tumor.
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La figura 2.2.1. muestra como la fraccién necrética se incrementa hasta

la unidad cuando el tumor crece, es decir % se aproxima a uno.

Ahora se demostrara analiticamente, que si p es mucho mayor que 1,
es decir si p >> 1, entonces lo es mas p? >> 1, por lo que se puede
estimar de (2.5) lo siguiente

2
P g

Py p

haciéndo £ = ¢, obtenemos

n
@ — 3a+2=0, (2.6)
una ecuacién cubica que tiene dos raices positivas o« = a3 = 1 y una

negativa ag = —2.

Se puede observar que cuando p crece a infinito, o se aproxima a la
unidad y (p — pn) se aproxima a un valor limite 7', como se muestra
en la figura 2.2.2.

Esto analiticamente también se obtiene sustituyendo p, = p — 7T en la
ecuacion (2.5) donde T es el grosor absoluto dividido entre R., obte-
niendo

p = 3pT?%—2T3,

dividiendo por p?

R

Si %, es pequenio comparado con la unidad, es decir % << 1 se puede
despreciar el ultimo término, asi de la ecuacién anterior tenemos
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0.95- bl

0.9 : . 4

0.85 bl
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0.7 . . 4

0.65 4
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Figura 2.2.2 Grosor de la capa viable T', en términos del radio critico R..

donde el valor de T' = (R;{CiRN) esta dado por

1
T ~ — =~ 0.58,
V3

Concluyendo que los tumores que son mayores que cinco veces el radio
critico del tumor en necrésis, la capa viable se aproxima a un grosor o
espesor constante igual al 58% del radio critico del tumor.



Capitulo 3

La Ecuacion de Difusion.

3.1 Deduccion de la Ecuacion de Difusion

En muchos problemas biolégicos o fisicos importantes se tienen dos
o maés variables independientes, por lo que los modelos mateméticos
correspondientes incluyen ecuaciones diferenciales parciales, en vez de
ordinarias. En este capitulo se presentard la deduccién de la ecuacién de
difusién en tres dimensiones que se ocupara en el capitulo siguiente para
modelar una sustancia que inhibe el crecimiento del tumor. La ecuacion
de difusién (o del calor) nos permitira entender como se difunden ciertas
sustancias dentro del tejido tumoral. El material de este capitulo esta
basado en [Hal, [Co] y [Mal.

Consideremos un cuerpo sélido que ocupa un dominio Q C RR3. El
estado térmico del cuerpo se caracteriza por el campo de temperaturas

T =T(z,t), x = (z1, T2, x3) € L.

Si ¢ = c¢(z) y p = p(x) denotan, respectivamente, el calor especifico y
la densidad del cuerpo en x € €2, entonces para cualquier V' C €2, la
cantidad total de calor Q(¢) en V en el instante ¢ estd dada por

Qt) = [ e(@)p(@)T(z, t)dz.

v

Si el cuerpo es homogéneo ¢ y p son constantes, entonces

29



30 CAPITULO 3. LA ECUACION DE DIFUSION.

Q) = cp/T(x,t)dx.

v

El flujo de calor en el cuerpo se describe por un campo vectorial
(7(3:’ t) = (QI(xa t): Q2(33; t)a (]3(.’]3', t)) .

Para interpretar ¢, sea dS un elemento pequeno de superficie en 0€) con
vector unitario normal 7, como se muestra en la figura 3.1.1

Figura 3.1.1 Cuerpo sélido en tres dimensiones.

Entonces el producto punto ¢(z,t) - ¥(x)dS es la cantidad de calor que
atraviesa dS por unidad de tiempo en el instante .

En particular, para cualquier V' C 2, con frontera dV y con vector
normal unitario exterior 7(z), la cantidad de calor que sale de V' por
unidad de tiempo en el instante ¢ esta dada por

/ Gz, 1) - 7(z)ds.

oV

Por lo tanto, la conservacion de energia calorifica se puede expresar
€omo

d oo
7 (t) = —/q-l/ds—i-/F(m,t)dx,
av v
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donde F'(z,t) representa las fuentes de calor, que combinada con (3.1)
nos da

| &

t/c(:r)p(x)T(x,t)dx = — /(j’-ﬁ'ds+/F(x,t)dx
v av 14

U

Utilizando el Teorema de la Divergencia de Gauss obtenemos

/V-(f(x,t)dx+/c(:r)p(x)aTg;’t) dx — /F(x,t)dx = 0.

Por lo tanto

/ <V <z, t) + c(x)p(x)% — F(x,t)) dz = 0. (3.1)

14

Como esta identidad es valida para cualquier V' C 0 y el integrando es
continuo, se concluye que

c(z)p(z) I +V-qz,t)— F(z,t) = 0, (3.2)

para toda z € Q2 y t € IR. Esta ecuacion es la forma diferencial del
principio de conservacién de energia.

Ahora necesitamos una relacién entre la temperatura 7 y el flujo de
calor ¢. Esta nos la da la Ley de Fourier de Conduccion de Calor, la
cual se expresa como

fl@,t) = —KVT(z,1), (3.3)

donde K > 0 es la conductividad térmica. Entre otras cosas esta ley
nos dice que el calor fluye de regiones calientes a regiones frias. Esta
ley es una version de la ley de enfriamiento de Newton.



32 CAPITULO 3. LA ECUACION DE DIFUSION.

Sustituyendo (3.3) en (3.2) obtenemos

oT
cp = KAT + F(x,t). (3.4)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de difusidn.

3.2 Soluciones en una dimension

3.2.1 Separacion de variables

En esta seccién resolveremos el problema de valores iniciales de la
ecuacién de difusién en una dimensiéon en un intervalo compacto. Usa-
remos el método de separacion de variables.

Comenzaremos por resolver un problema de flujo de calor en una ba-
rra unidimensional, en el intervalo 0 < x < L, sin fuentes y con sus
extremos “congelados”. Ver la figura 3.2.1.1

|
|
x=0 X

Figura 3.2.1.1 Barra de longitud L.

La ecuacién de difusion a resolver es

ou 0%u
ot~ Poz

con las condiciones de frontera

u(0,t)=0 y u(L,t)=0 (3.6)
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y la condicién inicial

u(z,0) = f(x). (3.7)

Utilizando el método de separacién de variables, buscamos soluciones
no triviales de la forma

u(z,t) = @(x)G(1). (3.8)
Sustituyendo (3.8) en (3.5) se tiene

dG d*®

Al dividir por ®(x)G(t), se llega a
1 dG@ 1 d*®

DCW di - d@)d - (39)

Las relaciones anteriores se igualan a una constante dado que son dos
relaciones con diferente variable independiente. Ya que la tempera-
tura como funcién del tiempo tiene que decaer, tal constante debe ser
negativa y la denotaremos con —\, con A > 0.

La ecuacién (3.9) produce las dos ecuaciones diferenciales ordinarias
siguientes

d*®

= —\P 1
dG
— = —ADG(1). (3.11)

La ecuacién (3.11) tiene como solucién

G(t) = Ce P!,
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Por otra parte, ®(z) satisface la ecuacién diferencial

d2®
T TR = 0, (3.12)

sujeta a las condiciones de frontera ®(0) =0y ®(L) = 0.

La solucién general de (3.12) estd dada por

®(z) = Cy cos VAz + Cysen VAz.

Utilizando las condiciones de frontera obtenemos C'; = 0 y por lo tanto

®(z) = Cysen vV Az.

Para satisfacer la condicién de frontera en z = L | esto es (L) =0, se
debe tener

0 = Cysen VL.

Como queremos soluciones no triviales debemos tener necesariamente

sen VAL = 0,

de donde obtenemos VAL = nr, con n entero positivo, y por lo tanto
2
nm
AZ(T) s n:1,2,3,---.
Las funciones propias correspondientes son

@n(x)zCnsen?, n=1223,---,

donde las C,, son constantes arbitrarias.

Como u(z,t) = ®(z)G(t), para cada entero n tenemos

un(z,t) = Cpsen ?e‘D(”“/L)zt.
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Por el principio de superposicién la solucién general es

o b
u(z,t) = > Cpsen ?e’l)(m/mzt.

n=1

Si t = 0, entonces
nwr

u(z,0) = > Cpsen -
n=1

Como parte del problema tenemos la condicién inicial dada por
u(z,0) = f(x).

¢, Podré la funcién f(z) verse como una suma de senos ?

Si la funcién f(x) es peridédica y lo suficientemente suave, es posible
expresarla como una serie trigonométrica|Co]. En este caso f(0) =
f(L) = 0, por lo que f(x) se puede expresar como una serie sélo de
senos

flz) = iAnsen?. (3.13)

n=1

Para encontrar los coeficientes A,,, se multiplica la ecuaciéon anterior
(3.13) por la funcién sen ™% y se integra de 0 a L. De esta manera
tenemos

L o0 L
/0 sen mza:f(:r)dx = nzz:l An/o sen ? sen ?dm,

donde n y m son enteros positivos.

Noétese que se intercambiaron la suma y la integral. Esto se puede hacer
bajo hipétesis bastante generales sobre la suavidad de la funcién f(z)
[Col.
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Aplicando la propiedad de ortogonalidad, es decir

/L nmx mmnx { 0 sim # n;
0 L L

sen — sen ——dx = i
L/2 sim=n,

donde m y n son enteros positivos, se tiene que

L L
/0 f(z)sen m;/mdac = Am§7
de donde obtenemos
2 rL mnx
A = E/o f(x)sen 7 dz.

De este modo se encuentran las constantes A, a partir de la condicién
inicial f(z)

Por lo tanto al comparar la serie de f(z) con la de u(z,0) se obtiene
que la solucion del problema es

u(z,t) = T (/0 f(7)sen nLﬂdT> sen ﬂLl‘e*D(T)?t.

n=1

3.2.2 La Ecuacion de difusion con fuente en una
dimension.

En el siguiente ejemplo consideramos el problema de difusién de calor
en una barra de longitud L con extremos congelados y con una fuente de
calor independiente del tiempo. Esto quiere decir que debemos resolver
la ecuacion diferencial

— =D— + F(x), (3.14)

sujeta a las condiciones de frontera

v(0,t) =0 y wv(L,t)=0 (3.15)
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y a la condicién inicial

v(z,0) = f(x). (3.16)

Este problema se resolvera por el método de desarrollo en funciones
propias.

En la primera secciéon de este capitulo encontramos que la solucién del
problema homogéneo asociado

ou 0%u

= pD== 1
ot O0x?’ (3.17)
con las condiciones de frontera
uw(0)=0 y u(L)=0 (3.18)
y la condicién inicial
u(z,0) = f(z), (3.19)

se puede expandir en una serie de la forma

Z A, exp(— %)Zt) sen ﬂLx,

lo cual sugiere que para encontrar la solucién general v(z,t) de (3.14)
debemos proponer una expansién de la forma

o

> an(t) sen ? (3.20)

Por lo tanto la condicién inicial v(z,0) = f(z) se debe poder escribir
como
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f(@) =3 an(0)sen "™,
n=1 L

donde a, es el coeficiente de la serie de senos de Fourier y estd dado
por

9 L
am(0) = 7 / f(x)sen?dx (3.21)
0
Un sencillo calculo nos da
0%v X rnm\ 2 nrx
5 = ~X () m@sen

ov i day, nwx
ot
Ademds, como F'(x) se supone una funcién suave por tramos entonces

se expande en términos de series de senos

nnx

Zb sen ——,

donde b,, esta dado por

by, =7 / ) sen —dx

Sustituyendo las expresiones para 0%v/dz?, Ov/ot y F(z) en (3.14)
tenemos que

o0

dar,
Z%sen?——DnZl(n%) an(t)sen?—kzlb sennzx.

Reordenando términos obtenemos
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Para que esta suma infinita sea cero para toda x, necesariamente de-
bemos tener

da, nm\?2
E+D(T) an(t) — by = 0. (3.22)

Resolviendo esta ecuacion diferencial encontramos que

2
e
nemw

a,(t) =

Haciendo ¢ = 0 encontramos que

b, L?
¢ = a0 Dn2m?’
donde a,(0) estd dada en (3.22).
Se sigue de esto que
b, L? nr )2 nr )2
a,(t) = D3 (1 — ¢ 2(%) t) + an(O)e_D(T) ’

Finalmente sustituyendo en (3.21) tenemos que la solucién del problema
no homogéneo es

i l bu L7 ( - e—D(”T")Qt) +an(0)e—D(%)2t] sen T

Dn2n?
Tomando el limite de v(z,t) cuando t tiende a infinito se observa que

) < b,L? nmx
tllglov(a:,t) = ;Dn%r? sen ——.

Nétese que si F'(x) = 0 entonces b, = 0 para toda n y el limite anterior
es cero, lo cual concuerda con el resultado de la seccién precendente.



40 CAPITULO 3. LA ECUACION DE DIFUSION.

3.2.3 Difusion en dos dimensiones

Como un ejemplo més de la técnica de separacién de variables resolve-
remos la ecuacion de difusién

2 2
ou _ D(@U 8U> (3.23)

o 922 T a2

en el disco 72 + y? < a? (ver figura 3.2.3.1), sujeta a la condicién de
frontera

U(z,y,t) =0, siz? +y?=a?
y a la condicion inicial
U(z,y,0) = g(z,y),

donde g¢(z,y) es una funcién dada que representa la temperatura del
disco en el tiempo t = 0.

ux,y,t)=0

Figura 3.2.3.1 Disco con r = a.

Como en toda la superficie del disco no debe existir temperatura infinita
también supondremos que

U(z,y,1)| < o0,
para toda (x,y) en el disco y ¢t > 0.

Como la geometria es circular es conveniente escribir la ecuacién (3.23)
en coordenadas polares. Un calculo sencillo nos da
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2 2
ou _ (8U 10U 18U) (3.24)

ot or2  ror r?00?
Para resolver esta ecuacién buscaremos soluciones no triviales de la
forma

U(r,0,t) = R(r)®(0)T'(t). (3.25)
Sustituyendo U = R®T en (3.24) se tiene

ROT' = D [R'aT + L ror)+ L (RO"T)] .

T T

Si se dividen ambos lados entre R®T obtenemos

TI RII 1 RI 1 @Il
—=D|=+-(=|+5|=]|
Para que estas dos relaciones de diferentes variables independientes
sean iguales, necesariamente deben ser una constante, la cual serd —A\,
siendo A > 0, ya que la temperatura como funcién del tiempo tiene que

descender y no aumentar. Esto produce las dos ecuaciones diferenciales
siguientes

T +XT = 0

R'" 1(R 1 /P
Dl—+-|%]+5l=]| = X
e () (%)
Resolviendo la primera de estas ecuaciones encontramos que

T(t) = C)\e_)‘t.

Separando las variables en la segunda ecuacién tenemos

/! / 2 n
RS I —qi=u
R 'R} D ®
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donde p es otra constante de separacién. De aqui se obtiene

" +ud = 0
TZR—”—H“E’—F)\—?J =
R 'R D K-

Como & debe ser periédica necesariamente y > 0; por lo tanto resol-
viendo la ecuacién para ® obtenemos

®(0) = Ay, cos(\/pb) + By, sen(y/ub).

Ademas, como ® debe tener periodo 27 debemos tener u = m?, con

m =1,2,---. Luego la ecuacién para R(r) es
2 N ! )‘TQ 2
"R +rR + o " R = 0. (3.26)

Con el cambio de variables

2_@
VD

la ecuacién anterior se transforma en

2 d’R dRr
z——i—z——l—(

2 _
SR -m?)R = 0. (3.27)

Esta ecuacién se conoce como ecuacion de Bessel de orden m.

Como cero es un punto singular regular de esta ecuacién, utilizando el
método de Frobenius obtenemos el siguiente sistema fundamental de
soluciones

—1)*(z/2)*m

ICX:% El(k+m)! 7
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Viu(2) = % l(log =+ 7) In(z) — 17::0 (m—k — 1]3!!(2/2)2 -
3 S Vo) + ok,

donde ¢(k) ver [Ha).

La solucién general de la ecuacién de Bessel esta dada por

R = EJy(2)+ DY, (2) (3.28)
Las funciones J,,, v Y,, se conocen, respectivamente, como funciones

de Bessel de primera y segunda clase de orden m. Nétese que J,, es
acotada mientras que Y;,(z) tiende a infinito cuando z tiende a cero.

La condicién |U(z,y,t)| < oo implica que en (3.28) se debe tener D = 0.

Por lo tanto
/ A
R(r) = EnJn ( Br) .

Ademds, como R(a) = 0 entonces tenemos

A
EJm (\/%&) =0,

de donde concluimos que

Es decir
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donde Z,,, es la n-ésima raiz de J,,.

Asi pues A toma los valores

Z 2
Amn = ( m“) D, m=0,1,2,---.
De lo anterior obtenemos

Tt) = Cpe
o) = A, cos(mb)+ By, sen(mb),

R(r) = Emdn (Z:”r).

Sustituyendo estos valores en U(r,6,t) = R(r)®(0)T(t) tenemos

U(r,0,t) = [Eme (Z:;m 7’) [A,, cos(mB) + B, sen(mb)] [Cne_)‘m"m] :

Por el principio de superposicion se tiene

o0 o0 Z
Ur6,0)=5 % e"\m"DtJm( ;“"r) [Ayn c08(m0) + Bonn sen(mf)]

m=1n=1

donde A,,,, y B, son constantes a determinar.

Para encontrar A,,, y B, se evalia la soluciéon en ¢ = 0 y utilizando
la condicién inicial U(r, 6, 0) = g(r, §) obtenemos

o o0 Zmn

a

7’) [A, cos(mb) + By, sen(mé)] .

Es decir la funcién g(r,0) se puede representar de esta forma y las
constantes Ay, v B, dependen de la forma de g(r, 6).



3.3. ECUACION DE DIFUSION EN TRES DIMENSIONES CON SIMETR{A ESFERICA 45

El hecho de que una funcién suave en el disco se pueda representar de
esta forma no es trivial, para una demostracién ver [Ha|. Para encontrar
Amn v Bmn se usa la ortogonalidad de la funcién de Bessel J,,, y de las
funciones trigonométricas. En forma similar al caso de una dimensién
obtenemos

fo o ( m )cos (m@)rdfdr

e Iy 02” JT%L ( mu ) cos?(mb)rdfdr
5 fe e I ( m ) sen(m@)rdfdr
e Iy 02“ an (Z nr) sen?(mb)rdfdr

3.3 Ecuacion de difusion en tres dimen-
siones con simetria esférica

Se presentara a continuacion la solucién de la ecuacion de difusion con
simetria esférica.

Consideremos que se tiene una esfera homogénea de radio L, en la que
toda su superficie exterior estd térmicamente aislada . Se busca una
funcién u(x,y, z,t), que representa la temperatura en el punto (x,y, 2)
en el tiempo ¢, que satisfaga

ou

— = DV?u+ F(r).

5 (r)

Como la esfera es homogénea el coeficiente de difusiéon D es una cons-
tante y depende solamente del material de la esfera. Para resolver este
problema usaremos la simetria esférica, para esto recordemos que el
laplaciano en coordenadas esféricas esta dado por

vy = v 20 (1 82—u+<—>82 +(1>cot Ou _
Y=o T rar r2seny ) 062 0p? @8 )
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Como la fuente sélo depende de 7 = /z?2 + 3?2+ 22, con 0 < r <
L, entonces buscaremos soluciones radiales u(r). Asi, la ecuacién de
difusién adquiere la forma

ou %u  20u

De esta manera se simplifica el problema en IR® con coordenadas esféricas
a un problema con una sola variable espacial mas la variable temporal.

Haciendo el cambio de variable

v(r,t) = ru(rt) (3.30)
y sustituyendo en (3.29) se obtiene

ov 0%
5 = D [ﬁ] +7rF(r). (3.31)

Como u es continua v(0,t) = 0y como la superficie est4 aislada térmicamente
entonces tenemos v(L,t) = 0. Ademds cuando ¢ = 0 se tiene

v(r,0) = g(r),

donde ¢(r) es una funcién dada que representa la distribucién inicial
de temperaturas.

Asi, el problema se ha reducido a resolver la ecuacion de difusién en
una dimensién que ya fue resuelta en la seccién (3.2.1). Por lo tanto la
solucién es

nwr D(nﬂ')2t

v(r,t) =Y Cpsen Te_ 2
n=1

Finalmente, la solucién de la ecuacion de difusién en tres dimensiones
con simetria esférica es



Capitulo 4

Ecuaciones de Reaccion y
Difusion

4.1 Difusion de particulas

En una agrupacion de particulas, por ejemplo de células, de bacterias,
de sustancias quimicas o de animales, si se supone que cada particula se
mueve en una forma aleatoria, las particulas se dispersaran como resul-
tado de este movimiento individual irregular. Cuando este movimiento
microscépico irregular da lugar a un movimiento macroscépico de todo
el grupo de particulas se le denomina difusién [Mu]. Un ejemplo tipico
de difusién es la dispersion de tinta que se deja caer en agua, papel o
tela.

En el capitulo 3 se estudié la difusién del calor. En este capitulo estu-
diaremos la difusion de una sustancia. En este caso el equivalente a la
temperatura serd la concentracion de la sustancia que se difunde por
unidad de volumen. A la relacién de la concentracion de la sustancia
que se difunde y su flujo, es decir al equivalente de la Ley de Fourier,
se le conoce como la Ley de Fick. En el apéndice I de esta tesis se
presenta una deduccién detallada de la ecuacion de difusion utilizando
la Ley de Fick.

47
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4.2 La difusion unidimensional de una sus-
tancia inhibidora

En las tltimas décadas se han desarrollado varios modelos matematicos
deterministicos de crecimiento de tumores por difusién. El objetivo
principal de la mayoria de esos modelos ha sido describir en una manera
cualitativa los estados prevasculares del crecimiento del tejido, princi-
palmente del tejido del tumor. Quizas el méas simple y esquematico de
ellos ha sido el de Glass[AdBe] estudiado desde 1973.

El mecanismo bésico en el modelo de Glass consiste en la regulacion del
tamano del tejido del tumor a través de una retroalimentacién negativa
del tejido en si mismo. El agente de la retroalimentacién negativa es un
inhibidor mitético producido por el tejido, es decir el tejido del tumor
produce una sustancia que inhibe su crecimiento.

En esta seccion se considera un modelo unidimensional, con término de
fuente.

Sea C(z,t) la concentracién de la sustancia inhibidora en el punto z
en el instante t. Suponemos que en su etapa de crecimiento lento la
porcién del tejido tumoral ocupa la regién limitada por |z| < %, ver
figura 4.2.1.

N -

Figura 4.2.1 Tamano del tumor.

La razén de decaimiento de la concentracién inhibidora se denotara con
Ay el coeficiente de difusion para el inhibidor con D. Ambos Ay D se
suponen constantes positivas. En el modelo consideraremos un término
fuente de la forma PS(z) donde P > 0 es una constante y S(z) una
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funcién que se especificard més adelante. Estudiaremos solamente el
caso estacionario.

La ecuacién diferencial que describe la evoluciéon de la sustancia inhi-
bidora dentro de este tumor unidimensional estd dada por

oC 0%C

Para analizar el comportamiento de este inhibidor consideraremos el
equilibrio difusivo, como en el capitulo 2. Por lo tanto (4.1) se reduce
a

d*C
D—- — = —P 4.2
- S(), (42)

donde el término fuente estd dado por:

(1 siz| < LJ2;
S(x)_{o si |z > L/2.

Resolveremos la ecuacién (4.2) en el intervalo —oo < z < oo. Como la
concentracién se consume gradualmente, es natural demandar que C(z)
y C'(z) sean continuas en la frontera del tumor; es decir en x = +L/2.
Por simetria supondremos que C’(0) = 0. Ademds supondremos que
C(z) es acotada.

Haciendo o = % se obtiene

d>C 9 —-P
Para resolver esta ecuacién subdividimos el intervalo —oco < z < o0
en las regiones I = —oo < z < —L/2, I = -L/2 <z < L/2y
INT=L1L)2<z < oo.

Resolviendo la siguiente ecuaciéon homogénea
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d*Cy

2 —
de —0101—0

cuya ecuacién caracteristica estd dada por

r° — o 0
r = *a«
donde las soluciones son
eax y e—am

y también es solucién la combinacion lineal de ambas:
Ch(z) = A1e®® + Age “°.

A partir de la condicién de simetria C'(0) = 0 y factorizando «, se tiene

Ch(z) = « (Alea‘C — Age’aw)
CL(0) = a(A;— Ay) =0.
Como a # 0, entonces (A; — Ag) = 0, asi
Ay = Ay = A por lo cual

Cp(z) = A (e‘m + ef‘m)

24 (e** 4 e~ *
G = ML)

Ch(z) = 2Acoshazx (4.4)

ahora se resuelve la ecuacién no homogénea, es decir cuando (S(z) = 1),

&2, ., -P
YT
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Como el término no homogéneo es un cociente de constantes, se propone
una solucién particular igual a una constante

Cp(z) = E.

Se sustituye en la ecuacion no homogénea

—-P
2

—d’E = —

00—« )

P

EFE = —.

Da?

Recordando que a? = %, se obtiene que

Gw) = (4.5)

por lo que la solucién general a (4.2), en esta regién I, es la suma de
(4.4) y (4.5)

P
Co(z) = 2Acoshax+x. (4.6)

Se define a la regién I, cuando la concentracién C(z) estd en el intervalo
—L
(—OO, - |-

La ecuacién homogénea para este caso estd dada por

d?Cy

2 —
da? - CQ—O

La solucién en la regién I es
02 (.I) = Ble‘m —+ Bge_‘m.

Como la concentracién de la sustancia inhibidora es finita se requieren
soluciones acotadas, es decir que



52  CAP{TULO 4. ECUACIONES DE REACCION Y DIFUSION

por lo que

Cy(z) = Be™.

Lo mismo ocurre con la regién III, formada en el intervalo %, +00),
donde la solucién es

03 = Kleaw + Kze_az.

Como la solucion debe ser finita entonces K7 = 0, por lo que tenemos
03 = ngiaw,

en la region III.

El paso siguiente es igualar las soluciones que se obtuvieron para cada
region [IT y I1I en los puntos x = j:% que es la condicién de continuidad.

En el punto (—%) se van a igualar las siguientes soluciones
L\ L (LY ( L)
02< 2)_C< 2) Y 02< 2)_0 2

L .
o} (——) — Be ¥

2
L alL P
C, (—§> = 2Acosh (7> + 5

C; (—é) = —aBe ¥

C' (—E) = 2Aasenh (%) .
2 2
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En el punto (%) se igualan las soluciones

c®)-all) v cB)-al)

L al P
C (5) = 2Acosh (7) + -

A
L al
Cs (5) — Ke

L L
C, (5) = 2Aasenh (%)

L o
Cs <§> = —aKe %.

L
2

Igualando se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

L
Be 2 = 2Acosh (%)—i—

>N N

Ke = = 2Acosh (%)-{-

a L
—aBe_TL = 2Aasenh (%)
alL

L
—aKe 2 = 2Aasenh (%) ;

Se buscan los valores de las constantes A,B y K, pero anteriormente se
comprobé que

B=K

asi quedarian solamente por buscar las constantes A y K. Para esto se
resuelve el siguiente sistema
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L P
Ke= 2 = 2Acosh (%) + X

L
—aKe™ = 2Aasenh (%) (4.7)

Por lo tanto

alL P alL
0 = 2A COSh (7) =+ X + 2Asenh (7) y

es decir

—§ = 24 (cosh (%) + senh (O;L>> (4.8)

donde cosh (%) + senh (%) expresados en términos de exponen-

ciales tienen la siguiente igualdad

b (aL) + senh (aL) e +e % n e — e al
cosh{— ) +senh{—) = =e
2 2 2 2
por lo que la ecuacién (4.8) se reescribe como
P ol
—— =24e>.
3 e

El valor de la constante A es el siguiente

p

A=—
e

y el valor de K, se determina por
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Si se sustituye el valor de A encontrado anteriormente obtenemos que

K - aL + oL
e 2 e 2

P L P o

K = Y cosh (%) + XeTL

quedando asi

P/ aL al P ol
K=— (e — cosh (7>) = XsenhT

Haciendo la comprobacién se puede verificar que efectivamente los va-
lores encontrados a las constantes A y K , satisfacen el sistema de
ecuaciones (4.7).

Sustituyendo el valor de la constante A se tienen que las soluciones a
la ecuacién (4.2) son

1 — e % cosh (ax)) , (4.9)
para |z| < L.

Para resolver el caso [z| > £ se hace el siguiente andlisis:

Co(z) = Boe @ y  Cs(x) = Kye

se ocupan las condiciones de frontera mencionadas anteriormente, y se
llega a la conclusion de que

por lo que
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C(zr) = Ke ™

sustituyendo el valor de la constante K

para |z| > £.

Sustituyendo al coseno hiperbdlico en términos de exponenciales, se
tiene que

>N >N

Por lo tanto, la solucién para el intervalo de  |z| > % es

Cz) = gsenh (%) e . (4.10)

Las graficas de las soluciones en las tres regiones son las que se muestran
en las figuras 4.2.2 ; 4.2.3 y 4.2.4,

ya que

—aP _a
C'(z) = (j\[ e~ *"senh (az) < 0,

como se verifica ficilmente, se sigue que C(z) decrece monétonamente
de su valor central de
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Figura 4.2.2.

Figura 4.2.3 .

a su valor en los extremos

C (i%) = % (1—e") (4.11)

Segiin Glass[AdBe], existe un mecanismo regulador de manera que el
crecimiento cesa en aquellas partes del tumor donde la concentracion
de la sustancia inhibidora iguala o excede cierta concentracion critica
f. Por lo tanto para que el crecimiento del tumor cese se debe tener

c(t)=s

Esto es debido a que la concentracion de la sustancia inhibidora como
se puede apreciar de la solucién (4.9) es mondtona decreciente en el
intervalo [0, L/2]
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Figura 4.2.4 .

En caso contrario, si

L
0(5) <0,

puede haber crecimiento del tejido tumoral frenado un poco por la
sustancia inhibidora.

Sustituyendo £ en la ecuacién (4.11) obtenemos que la condicién para
que el tumor deje de crecer es

S (e >0
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4.3 Difusion del inhibidor en tres dimen-
siones

Se presentard en esta seccion el mecanismo de desarrollo de un tumor,
como crece, como se alimenta y qué lo inhibe; en particular de un
esferoide multicelular ya que sélo en su primera etapa de crecimiento
conserva una forma esférica.

En el afio de 1995 H.M. Byrne y M.A.J. Chaplain [ByCh| propusieron
un modelo para el crecimiento de un tumor en el que consideraban a la
masa como una esfera.

Se propone un modelo que explica el desarrollo del tumor que atin no
presenta nucleo necrético.

En particular se estudia una ecuacién de reaccion y difusién, la que
corresponde a la difusion del inhibidor cuando esta creciendo el tumor.

Para este modelo es suficiente saber cémo se comporta la frontera del
tumor para en determinado momento conocer si el tumor crece o no.

El mecanismo del desarrollo del tumor esta dado por
i) el suministro de nutientes (externo)

ii) la difusién de concentracién del inhibidor de crecimiento

oC

5 DV?*C + g(N,C) (4.12)

donde N son los nutrientes y C son los inhibidores.

iii) la evolucién del radio del tumor: R(t).

Se presenta el caso particular de simetria radial

0c _ Do (L0
ot r2or
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Con C(r,t) la concentracién de la sustancia inhibidora.

El tejido tumoral estd limitado al dominio: 0 < r < R.

La razon de decaimiento de la concentracion inhibidora serd A.
D es el coeficiente de difusién constante.

S(r) es un término de fuente producido a una razén P.

El término ¢g(C) para este modelo estd dado por:
g(C) = =AC + PS(r).

Asi el modelo serd

oc D 82_0 20C
N or?2  r Or

= + ——) — XC + PS(r). (4.14)

Dado que el tumor crece lentamente comparado con la rapidez con que
se difunde la sustancia inhibidora, sera suficiente estudiarlo en estado
estacionario, es decir

oCc
ot
por lo que se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria

2
D(do 2dC

darz | rdr

) — \C = —PS(r) (4.15)

donde el término de fuente estd dado por

_ (1 sir<R;
S(T)_{O sir > R.

con las siguientes condiciones de frontera y continuidad:

i) La concentracién de la sustancia inhibidora en el centro del tumor,
por lo menos tiene que ser finita, es decir

C(0)] < o0
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ii) debe existir continuidad en la frontera del tumor

C(R) = Cu(R)
C'(R) = Cy(R)

o>

haciendo « = se tiene que la ecuacién que describe la difusién
de la sustancia inhibidora dentro del tumor, con una fuente constante
esta dada por

dc 2dC P
227 = <R 4.1
arz T rar © pr Parar =S (4.16)

como lo muestra la siguiente figura:

Figura 4.3.1 Sustancia inhibidora dentro del tumor.
Cuando la fuente no existe, esto es fuera del tumor

d’C  2dC 9
W-ﬁ-;%—aC:O, parar > R (4.17)

su ilustracion correspondiente estd dada en la figura 4.3.2.

El esquema completo del tumor con la sustancia inhibidora se presenta
en la ilustracién 4.3.3.
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Figura 4.3.2. donde C es la solucién de la ecuacién no homogénea.

Figura 4.3.3 donde Cy es la solucién de la ecuacién homogénea.

La ecuacién homogénea

d’Cc  24dC
2= = 4.1
dr? + rdr O =0 (4.18)

se resuelve mediante un cambio de variable
Cu(r)=7r"1V(r)

la primera y segunda derivadas son las siguientes

dr roVar dr
d?Cy dV d*Vv
= 2V — 2
dr? r r dr tr dr?

Si se sustituyen en la ecuacién (4.14),
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2
2r 3V — 27“_2% + r‘lﬂ + 2 —r2V + r‘lﬂ -7V o= 0
dr dr? r dr
2
7"_1% —o®r7'V =0

y si se multiplica por r , se llega a

d?Vv

2y
W—O[ V—O,

donde la solucién esta dada por
V(T) = C’le“’" + 026_0”.

Si se sustituye este valor, con el cambio de variable
CH(T) = 1 (C’le‘" + ége_ar) .
r

Esta ecuacién es la soluciéon homogénea fuera del tumor.

Cuando el término de fuente es constante (S(r) = 1), la ecuacién a
resolver es la no homogénea

d?C  2dC 5 P
- _ = 4.1
dr? + r dr o’ D (4.19)

Por el método de los coeficientes indeterminados se propone una so-
lucién particular, ya que el término no homogéneo es un cociente de
constantes, esta soluciéon es igual a una constante

Cp(r)=H , H>0

Si se sustituye en la ecuacion no homogénea se tendra que
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Como o? = %, entonces H = £ y por lo tanto,

es la solucién particular de la ecuaciéon no homogénea.

Asi, la solucién para la ecuacion dentro del tumor, estda dada por

C(r)= % (Cleo”" + Cge_‘”") + ?

Para determinar los valores de las constantes, se ocupan las condiciones
de frontera y continuidad.

De la solucion fuera del tumor vamos a tener que
Cy(r)= ! (C’lew + C’ge"") .
T
Como la concentracion en infinito debe tender a cero y

lim —e® = oo,
r—00 1

necesariamente C; = 0 por lo que
1~ =
Cy(r) = —-Coe .
r

Ahora, la concentracién en el centro del tumor (r = 0) tiene que ser
finita, es decir |C(0)| < oo por lo que

lim ! (Cleo” + Cge_m)

r—0 7r
debe estar acotada.

Por lo tanto

Ci+0C=0
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Ci=~Cy
con ésto el limite es finito

lim (—CQeM + 026*‘") = —2a0,.

r—0 r

Asi la solucién dentro del tumor es

C(r)= % (e‘” - e"”) + §

Escrita en términos de funciones hiperbdlicas

K P
C(r) = TSenh(ar) +5

donde K = 2C.

Las soluciones dentro y fuera del tumor son respectivamente

K P
C(r) = —senh(ar)+X

CH(T) =

65

Ocupando las condiciones de continuidad en la frontera, cuando r = R,

se obtienen los valores de las constantes K y C~’2

C(R)=Cu(R) y C'(R)=Cy(R)

Cs
— _e—aR

K P
~senh(aR) + —

R
y

— KR %senh(aR) + KR 'acosh(aR) = —C,R™%e™*E — Cy R 'ae ok

se obtiene un sistema de ecuaciones con dos incégnitas.
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Por determinantes se obtienen los valores para las constantes K y Cs.

-P (1+aR)
Aa | (senh(aR) + cosh(aR))

Cy = % [(aRcosh(aR) — senh(aR))] .

Si se sustituyen estos valores en las soluciones correspondientes vamos
a tener que

P (1+ aR)senh(ar)
C(r) = A [1 ~ ar(senh(aR) + COSh(aR))] |
parar < R,y
Catr) = § [(aRcosh(aRo)”— senh(OzR))] e

para r > R.

Ahora, si la concentracién de la sustancia inhibidora se iguala o excede
de cierta concentracién critica 6y, sucede que la cantidad de este inhibi-
dor es suficiente para frenar el crecimiento del tumor, que en principio
es lo que se desea, es decir

C(R) > 005
en caso contrario si
C(R) < by,

habra crecimiento continuo del tumor pero lentamente, y quizas nece-
site mas cantidad de sustancia inhibidora para cesar el crecimiento.

En el modelo de tres dimensiones, para que el tumor deje de crecer la
condicién es la siguiente
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(1 + aR)senh(ar)
ar(senh(aR) + cosh(aR))

1 —

P
— >
A 2 o

Este modelo, permite entender y estudiar uno de los mecanismos del
desarrollo de un tumor, en sus primeras etapas de crecimiento. El
considerar una fuente radialmente simétrica permitié estudiar este caso
que de otra manera es mucho mas complicado como se puede ver en la
sec. 3.2 del Capitulo 3.
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Conclusiones

En el capitulo uno se describe la primera etapa del crecimiento del tu-
mor por el comportamiento de una poblacién de células que crece en
forma exponencial. A continuaciéon se dan algunos modelos clésicos
que incluyen términos de saturacién del medio, lo cual hace que la po-
blacién frene su crecimiento y tienda a un estado de equilibrio. Estos
términos corresponden al modelo logistico clasico con el término no
lineal cuadratico, mismo que se modifica para incluir efectos de satu-
raciéon mas general con otros exponentes. Estos modelos tienen como
caso limite el modelo de Gompertz que corresponde a una razén de
crecimiento variable, de forma logaritmica.

Del capitulo dos se concluye que, mediante el proceso de difusién del
oxigeno y bajo la hipodtesis de simetria esférica se observa que se forma
un nicleo necrético el cual se mide de manera relativa respecto al radio
de todo el tumor. También se concluye que la capa viable del tumor,
es decir donde las células ain se pueden reproducir, llega a un valor del
58% del tamano de todo el tumor.

En el capitulo tres, se estudian mediante ejemplos, los diferentes casos
de la ecuacion de difusién en una, dos y tres dimensiones.

En el capitulo cuatro se utiliza un modelo de difusién mas un término
que modela la reaccion del tumor a la sustancia inhibidora que él mismo
produce. Para entender mejor este modelo se resolvié primero en una
dimension y después en tres dimensiones con simetria esférica. En am-
bos casos se calcula el umbral para el cual el tumor frena su crecimiento
debido a la sustancia inhibidora.

69
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Apéndice 1

Sea C(z,t) la funcién de concentracién de particulas o bacterias en el
punto z y al tiempo ¢, y se quiere saber su cambio de acuerdo a leyes
preestablecidas a partir de las cuales se establece un modelo continuo.

La ley de Balance General o Ecuaciéon de Conservacién

Para describir los cambios en la distribucién espacial de C(z,t), se
considera el nimero de particulas localizadas dentro de una caja B,
que tiene como lados a * = 2y y * = ¢ + L de area unitaria, como lo
muestra la figura 1.

X X, L X

0

Figura 1. Caja unitaria.

En palabras la ley de balance [Se I] establece que:

La razon de cambio de las particulas en B es igual a la razén neta
a la cual las particulas fluyen a través de las fronteras de B més la
razén neta de creacion de particulas en B, es decir los nacimientos y
las muertes existentes.

71
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Sea Q(z,t) la razén neta de creacién, es decir la razén de nacimientos
por unidad de volumen menos la razén de muertes correspondientes.

También se define la densidad de flujo o corriente, J(b,t) como la razén
neta a la cual las particulas atraviesan una unidad de area en el plano
x = b (donde b es cualquier nimero), es decir las particulas que atra-
viesan en la direcciéon en que x aumenta por unidad de tiempo. Un
ejemplo sencillo seria el siguiente

Si van seis particulas hacia la derecha menos dos que van hacia la
izquierda, cuatro particulas permanecen, como lo muestra graficamente
la figura 2.

Figura 2. Trayectorias de las particulas pasando a través de una &rea
unitaria que es perpendicular al eje x.

De las definiciones anteriores, la ecuacion de balance general toma la
forma matematica:
a xro+L

Ot Jxg

donde zy y L son constantes arbitrarias.

xro+L

c&om:/' Q(z,t)dz + J(z0,t) — Jo(zo + L, )

Zo

Usando el Teorema del Valor medio para integrales [Segel I] queda:

%a@ﬁLzm&@L+nm@—ﬂ%+L@.

Como & y & sontalesque xy <&, & < xo+L esta ecuacion
es valida para toda L > 0, de aqui que dividiendo entre L. y tomando
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el limite L — 0, los puntos & y & estan cada vez mas cerca de xg;
ademds hay que suponer que C(z,t) es una funcién continua, quedando
que

8C($0, t)
ot

8J($0, t)

= Q($0at) - (9,1‘

Ahora bien, este planteamiento fue para z, arbitraria, por lo que es
valido para cualquier x

0J(z,t)

- Q.-

0C (z, 1)
ot

que es la ley de balance unidimensional.

Es importante encontrar la relacién entre el flujo y la concentracién,
que esta dada por la Ley de Fick.

Esta ley dice que el flujo es proporcional localmente al gradiente de la
concentracién. (Es el equivalente a la Ley de enfriamiento de Newton
para el caso de la difusién del calor). Se puede obtener desarrollando
en serie de Taylor a la concentracién C(z,t)

AC (z,t) N L2 *C(¢,t)

Clxz+L,t) = C(z,t)+ L e TR

donde 0 <z < &<+ L.

La razon de cambio de la concentracion esta dada por

[C(z + L,t) — C(z,1)] OC (z,t) N Lo*C(¢ )

L oz 2 0z

y como el flujo es proporcional a esta razén de cambio se tiene,
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0C (z, 1)

J(z,t) = =D B

+o(L)

donde D es la constante de proporcionalidad y el término o(L), quiere
decir que son los términos de orden L, que cuando es suficientemente
pequena se desprecian. El coeficiente D en general depende de la con-
centracién D(C') y es una cantidad positiva.

La aproximacién para J(z,t) se sustituye en la ecuacién de balance,
con lo que se obtiene la ecuacién de difusion

oC 0 oC
i lD(C)%] + Q(z,1).

Para D constante se tiene que

oC 0*C
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