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Introduccion

La transmision de informacién del cerebro a un misculo (o de un érgano sensorial al cere-

bro) la llevan a cabo las neuronas o células nerviosas. Estas tienen la siguiente estructura:
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Un estimulo que llega a las dendritas es codificado y convertido en impulso eléctrico por el
cuerpo celular. El impulso viaja a lo largo del axén y llega a las dendritas del lado derecho,

después de lo cual pasa a otra neurona.

El buen funcionamiento de las neuronas es fundamental para percibir el medio que nos
rodea y para reaccionar a los estimulos del exterior. Este funcionamiento adecuado estd
relacionado con la capacidad de las células para transmitir los impulsos eléctricos con

velocidad constante y sin distorsion.

El trabajo de Hodgkin y Huxley [1] describe el proceso de transmisién a lo largo del axén.

Su aportacion se puede dividir en 2 partes. Una es el proponer un mecanismo mediante el
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cual el voltaje mantiene su forma al propagarse: el flujo de iones de sodio y de potasio a
través de la membrana del nervio. La otra es el planteamiento de un modelo matematico
que permite cuantificar y verificar la propuesta. La validez del modelo ha quedado es-
tablecida al hacer predicciones que coinciden con las observaciones experimentales, la mas
exitosa es la prediccién de la velocidad del impulso: el modelo matematico predice una
velocidad de 18.8 m/seg., mientras que los experimentos con el axén gigante del calamar
dieron una velocidad de 21.2 m/seg. A continuacién se describen algunos aspectos tedricos

y experimentales del trabajo de Hodgkin y Huxley.

I. Descripcion de los Modelos Matematicos

1. Las observaciones experimentales

Los experimentos se llevaron a cabo en el axén gigante del calamar, que es el nervio
que conecta al cerebro con la parte posterior del cuerpo, donde se localiza el 6rgano de
locomocién. El didmetro del axén gigante es de .5 a 1 mm. y por estas dimensiones fue

posible realizar los experimentos.

Inicialmente se mide la diferencia de voltaje a través de la membrana (interior - exterior) y
como cambia cuando se aplica un estimulo. Los experimentos se realizaron introduciendo
un microelectrodo en el axén. Esto hace que el voltaje sea uniforme a lo largo del axén y

se puedan medir potenciales de tan sé6lo unos cuantos milivolts.

El interior de la membrana en reposo estd de 50 a 70 mV (milivolts) por debajo del exterior.

La convenciéon es que el potencial de la membrana en reposo es de -50 a -70 mV.

Las observaciones que se trata de modelar son las siguientes:

Si se aplica un estimulo (pulso de corriente) que consiste de un flujo de iones positivos
y que dura menos de 1 mseg (milisegundo) a través de un electrodo que se inserta en el
interior del axén, el cambio en el potencial de la membrana que se observa es el siguiente:
si el estimulo es débil, el potencial de la membrana crece proporcionalmente a la amplitud
del estimulo. Si se aumenta la amplitud del estimulo, el incremento en el potencial es

mayor que el aumento en amplitud, pero el incremento en el potencial no rebasa 10 mV.
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En ambos casos el potencial vuelve al equilibrio rapidamente asi que la senal no se propaga.
Si la amplitud del estimulo es tal que el potencial rebasa el umbral de -40 mV, entonces
aumenta rapidamente a 30 mV y esto dura aproximadamente 1 mseg., después de lo cual el
potencial regresa al equilibrio lentamente. En este caso se ha formado un pulso o potencial
de accién. Ver Fig. 2, donde el voltaje se ha normalizado para que el potencial en reposo

ocurra en V = 0.

U‘t

Después que se ha formado un pulso, durante 1 mseg. no se puede producir otro pulso

Fig. 2

(el nervio estd en el periodo refractario), después el umbral es mayor que en reposo, y
lentamente vuelve al valor en equilibrio (-40 mV). Este fendmeno es el que permite que las

seniales se propaguen en una direccién.

Si la amplitud del primer estimulo estd por debajo del umbral, éste disminuye y es posible
producir un potencial de acciéon con un segundo estimulo. Cuando el estimulo dura .5

segs., se pueden producir varios potenciales de accidn.

2. El trabajo de Hodgkin y Huzley

La explicacion de las observaciones experimentales propuesta por Hodgkin y Huxley es
a través del flujo de iones de sodio y de potasio. Cuando el axén estd en reposo, las

concentraciones de sodio y potasio en el interior y el exterior de la membrana son como
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sigue:

concentracion de sodio en el exterior = 10 concentracion en el interior

concentracién de potasio en el interior = 5 concentracién en el exterior

Esta diferencia en concentraciones produce una fuerza en los iones equivalente a una fuerza

electromotriz de intensidad

RT, (Ci
F U\,

C;,Ce son las concentraciones en el interior y exterior de la membrana. R,T, y F son
constantes (ver [3]). Esta es la ley de Nernst, y es el mecanismo responsable de que el flujo
de iones de sodio al interior sea mucho mas rapido que su desactivacién o la salida de iones

de potasio.

La permeabilidad de la membrana a los iones de sodio y potasio depende de la diferencia
de potencial a través de la membrana. Si el potencial se eleva a - 40 mV, la permeabilidad
a iones de sodio aumenta, éstos pasan al interior de la membrana, y el potencial de ésta
crece hasta alcanzar el potencial de iones de sodio que es de 55 mV. También hay un

aumento en la permeabilidad a los iones de potasio, pero este es un proceso mas lento.

El umbral es el valor del potencial de la membrana en el cual se equilibran los flujos de
iones de sodio y potasio. Cuando el potencial estd por arriba del umbral, el flujo de iones
de sodio es mayor y aumenta hasta alcanzar su valor de equilibrio, esto es lo que produce
la propagacion del pulso. Si el potencial de accién estd en un lugar, los puntos vecinos a
los que no ha llegado han disminuido su umbral, mientras que por los que ha pasado han

aumentado, asi que el potencial de accion se propaga en una direccion.
FE denota el potencial de la membrana, E, es el potencial en reposo, V = E — E,.

Se supone que el axén es un cilindro circular formado por un fluido homogéneo (axoplasma),
el cual estd rodeado por una membrana delgada. El didmetro del axén gigante del calamar
es de .5 a1 mm., su longitud es de 4 a 6 cms., el ancho de la membrana es aproximadamente

100 angstroms (1075 mm).

Se supone que la membrana que rodea al axén actiia como un capacitor y que la impedancia
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debida al fluido intercelular actiia como una resistencia. La corriente I, fluye a lo largo
del eje del cilindro y la densidad de corriente cambia debido a la corriente I,,, que entra o

sale por la membrana tUnicamente, como se ilustra en la Figura 3.
La corriente a través de la membrana se representa por el circuito eléctrico de la Figura 4.

I; es la corriente de iones a través de la membrana, I. es la razén de cambio de la cantidad
de carga separada por el capacitor y como la diferencia de voltaje a través del capacitor

esV = %, se sigue que I, = % = CM% por lo que

dVv
1 I, =Cy— +1I;
(1) Mdt+

donde C'js es la capacitancia de la membrana.
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Se supone que los iones de sodio y potasio viajan a través de canales, y que las proba-
bilidades de que crucen la membrana son independientes, asi que I; = Iy, + Ik, donde

Ina, Ik son las corrientes de sodio y potasio respectivamente.

Para la formulacién del modelo es conveniente introducir las permeabilidades de la mem-
brana a los iones de sodio y de potasio. Si En, es la fuerza electromotriz producida por

los iones de sodio, es decir,

. RT [Na]ea:t
BN = “pin ([Na]m)

FE es el potencial de la membrana, Iy, la corriente de sodio, entonces la permeabilidad de

la membrana a los iones de sodio gy, es:

. INa
B E — ENa

Similarmente, gx = & f’jEK es la permeabilidad a los iones de potasio.

gNa

Las cantidades E'ng, F, In, se pueden determinar experimentalmente, y por lo tanto gy,

también.

Las ecuaciones que describen el proceso de conduccién son de la forma:

av
— = F(V, gna,
pm (V,9Na» 9K)
dgNa o
dgk
2K — H(V, gna, 9K )-
i (V,9Na, 9K)

La “deduccién” de las ecuaciones consiste en determinar las funciones F, Gy H a partir de
los datos experimentales, por lo que son (segiin las propias palabras de Hodgkin y Huxley)

tan sélo una descripcion empirica de los cambios en la permeabilidad al sodio y al potasio.

El flujo de iones de cloro produce un efecto de fuga que introduce una tercera corriente de

iones I;.

De la ecuacién (1) vemos que:

dv
(2) I:CM% +gNa(E_ENa)+gK(E_EK)+§l(E_El)



Haciendo Vn, = Eno — E»,Vxk = Ex — E,,V; = E; — E,. se obtiene:

av 1

(3) i @[I—gNa(V_VNa) —9x(V—Vk) —g,(V - W)]

Hodgkin y Huxley propusieron gx = gxn* donde gy es una constante que se determina

experimentalmente y se pide que n(t) satisfaga la ecuacién

dn

il an(l—n) — Bun

donde a,, = a, (V) > 0,0, = Bn(V) > 0, para ajustar el comportamiento a los datos
experimentales en el caso V =constante. n mide la activaciéon de potasio.

Las funciones usadas para ajustar los datos experimentales son:

0.01(V + 10)

V+10) 1

enlV) = exp (“45

Bn(V) =0.125exp (%)

La forma propuesta para gy, €s gng = m3hgy,, donde:

dd—T =ap(l—m)— Bpm
dh
3 = on(l—h) = Puh

m 'y h son las variables de activacién y desactivacion del sodio, las funciones a,y,, B, an, Bn
se determinan a partir de los datos. Cuando V es constante, estas variables alcanzan sus

estados de equilibrio con velocidad exponencial.

Las ecuaciones que se obtienen se pueden escribir en términos de 7, = ﬁ, Mmoo (V) =
m m

amarﬂm’ etc. como sigue:
dv 1 _ 3 4 —
o @[I = @nam AV = Ving) + G (V = Vi) + 5i(V = W1))]
dm 1
&~y eV =)
dh 1
— = hoo —h
dt ~ m(v) ee(V) = 1)
dn 1
- m("oo(v) —n)



Las funciones 7,,, 7, 7, miden los “tiempos de respuesta” para las corrientes de sodio y

potasio. Tipicamente 7,, << Tp, ¥ T << Th.

Las graficas de estas funciones son como en la Figura 5.

Para obtener las ecuaciones en el caso en que el potencial varia a lo largo de la membrana
se usa la ley de Ohm, y la analogia entre la membrana cilindrica y un cable de extensién

infinita que se puede representar por el circuito eléctrico de la Figura 6.

Si R es la resistencia por unidad de longitud de cable, I, es la corriente axial y x la distancia

medida a lo largo del axé6n, entonces 0V/0x = —RI,.

. . , 2
Si I, es la corriente a través de la membrana, entonces % = I,,, por lo tanto %m‘g =

RI,, = R[CZY + I;], [4] de donde se obtiene el sistema de ecuaciones (4)
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Fig. 6

ov 1 1 0%V _ _ _
9t~ Cu | ROz — (Onam®h(V = Va) + Gxen*(V — Vi) + 31(V — W)

om 1

B = oo meV) = m)
4) oh 1

a = Th(V) [h’ (V) - h’]

on 1

El potencial de accién corresponde a una onda viajera, es decir una funcién V(z,t) = V(§)
tal que V() — 0 cuando |£| — oo, donde & = = — ct, ¢ es la velocidad del pulso. Por
esta razén, se buscan soluciones V,m,h y n de la ecuacién (4) que sean funciones de la
variable ¢ iinicamente. El sistema (4) se convierte en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. El problema matematico consiste en establecer que ese nuevo sistema tiene
soluciones del tipo buscado para algin valor de la velocidad c. Hodgkin y Huxley resolvieron
las ecuaciones numéricamente y encontraron que la velocidad que predice el modelo (18.8

m/seg) estd bastante cerca de la que se observa experimentalmente (21.2 m/seg).

Una descripcién mas detallada de las observaciones experimentales y de la deduccion de

las ecuaciones se encuentra en Cronin [3].



3. El sistema de FitzHugh y Nagumo

La forma complicada del sistema de ecuaciones para las ondas viajeras ha llevado a la
introduccién de modelos que sean méas tratables analiticamente, y que posean el mismo
tipo de comportamiento que el observado numéricamente en las ecuaciones de Hodgkin
y Huxley. Las principales caracteristicas que los modelos simplificados deben poseer son:
la existencia de un umbral debajo del cual la informacién no se transmite, asi como la
existencia de soluciones en forma de ondas viajeras. La existencia y estabilidad de las

ondas viajeras se discutird en el contexto de los modelos simplificados.

La primera simplificacién del modelo de Hodgkin y Huxley fue propuesta por FitzHugh

[5], quien estudié numéricamente una generalizacién de la ecuacién de Van der Pol:

@—v—f—w-l-I

(5) dt 3
d—w—e(v—i-a—bw)
dt

donde a, b y € son constantes positivas, I es la intensidad del estimulo, v el voltaje y w una
variable de recuperacion. La primera ecuacién corresponderia a la ecuacion para el voltaje
en (4), la segunda a un proceso lento como son la activaciéon de potasio y la desactivacion
del sodio. La razon para no considerar la ecuacion para la activacién del sodio es que es

un proceso que alcanza su estado de equilibrio rapidamente.

FitzHugh encontré regiones en el plano fase de (v, w) que corresponden a los distintos esta-
dos de la membrana: en reposo, activo, refractario, etc., asi como soluciones que tienen un
comportamiento parecido al de un pulso, por lo que este modelo posee caracteristicas cual-
itativas similares al de Hodgkin y Huxley. FitzHugh estudié también el sistema completo

(5) numéricamente y encontré que cuando las soluciones (V, m, h, n) se proyectan sobre las

variables u = V — 36m, w = %(n — h) se obtiene un “plano fase” con regiones similares
a las encontradas en el modelo simplificado, lo cual sugiere que el modelo de Hodgkin y

Huxley, esta en la misma clase de sistemas excitables que el de FitzHugh.

Para estudiar el caso en que el voltaje varia a lo largo del axén, Nagumo [6] introdujo un

circuito eléctrico en el cual la transmision de impulsos satisface las ecuaciones:
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azw‘i'f(u)—w
(6) 9w
E:e(u—’yw)

donde f(u) =u(l—u)(u—a),0 < a < 1/2, € y -y son constantes positivas. En este contexto

u representa el voltaje y w es una variable lenta de recuperacidn.

Una onda viajera de la ecuacién (6) es una solucién de la forma u(z,t) = U(z+ct), w(z,t) =

W(x+et).Si€=z+cty!r= % entonces U, W son solucion del sistema de primer orden.

U=V
(7) Vi=eV—-fU+W

W' = E(U — A W)
Un pulso es una solucién de (7) que satisface (U(§), W(€)) — (0,0) cuando |{| — oo, que
corresponde a una drbita homoclinica en el espacio fase. La condicién (U(&),W(&)) —
(0,0) cuando || — oo dice que esta curva esta en la interseccién de las variedades estable
e inestable. Se recomiendan los libros de Coddington y Levinson [7], Hartmann [8], Guck-
enheimer y Holmes [9], para una discusién de estos conceptos, aunque la idea bésica es la
siguiente:
el sistema & = —x,y = y tiene soluciones z(t) = zoe™t, y(t) = yoe' y las curvas integrales

son como en el siguiente dibujo:
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Fig. 7

Si yo = 0, entonces y(t) = 0 y la solucién satisface (x(t),y(t)) — (0,0) cuando t — oc.
Esto dice que el eje x es la variedad estable, y esta caracterizada por la condicién de que

sl

(x(t), y (t)) — (0,0), entonces y(0) = 0. La variedad inestable es el eje y, y estd caracter-
izado por (z(t),y(t)) — (0,0) cuando t — —oo. Escribiendo la ecuacién como el sistema

z= Az,

-1 0
donde z = (z,y),A = ( 0 1

valores propios de A con parte real negativa (en este caso es 1). Si se anade un término

) la dimension de la variedad estable es el ndmero de

no lineal, la ecuacién

t= Az +g(2),

donde ¢'(0) = 0, tiene una curva invariante S (la variedad estable) que se puede parame-
trizar por la ecuacién y = ¢(x), donde ¢ es una funcién definida para |z| < §, y z(t) — 0
cuando t — oo si y s6lo si z(0)eS. La variedad estable es tangente al eje z. Ver la Figura

8.

En general la ecuacién 2 = Az 4 ¢(z), con g(z) = 0,¢’(0) = 0 tiene una variedad estable
de dimensién k si los valores propios de A satisfacen Re (A1) < ... < Re(Mg) < 0 <
Re (Ag+1) < ... < Re(Ay,). La variedad se puede parametrizar como Y; = ¢;(z1, ..., ), j =
1,...,n—k.

El problema consiste en establecer la existencia de al menos un valor de la velocidad ¢ para

el cual hay un pulso, es decir, una variedad inestable que regresa al origen.
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Hodgkin y Huxley, encontraron la velocidad del pulso (18.8 m/seg) numéricamente. Un
calculo numérico posterior de FitzHugh y Antosiewicz sugirié que podria haber una se-
gunda velocidad de propagacion, lo cual fue confirmado por Huxley. Nagumo también
reporté la existencia de 2 velocidades de propagacién de pulsos en la ecuacién (7). Como
s6lo una de ellas se observa experimentalmente, ésta debe ser estable. La nocién de es-
tabilidad para la ecuacién (6) requiere tomar en cuenta el hecho de que la ecuacién (7)
es un sistema auténomo y por lo tanto todas las translaciones de una onda viajera son
soluciones. El concepto de estabilidad para este tipo de ecuaciones fue introducido por

Evans [10] y se puede describir usando las variables £ y t en la ecuacion (6):

ou 0%*u ou

(8) ow w
Fre —ca—g-l—e(u—fyw)

asi que una onda viajera es una solucién estacionaria de esta ecuacion. Se resuelve la
ecuacién (8) con un dato inicial que es una perturbacién de la onda viajera. Si la respuesta
del sistema hace desaparecer la perturbacién y deja que el pulso viaje con velocidad con-
stante y sin cambiar de forma, entonces el pulso es estable. Si la perturbacién crece el

pulso es inestable.

Para motivar la definicién de estabilidad para las ondas viajeras consideremos la ecuacién

diferencial en R™ : %¢ = Ay + N(u), donde A es una matriz cuadrada de orden n, N(u)
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es de clase C?, N(0) = 0y DN(0) = 0. En este caso & = 0 es una solucién estacionaria
y la condicién de estabilidad lineal se puede expresar en términos de los valores propios
de A : Ay ..., A, deben satisfacer Re(\;) < 0,k = 1,...,n. En términos de la matriz

fundamental B(t) = e*4 se tiene:

Definicién 1. % = 0 es una solucion estable de la ecuacién lineal ‘fi—ﬁf = Aw sl existen

constantes positivas a y ¢ tales que || B(t) ||< e~ para t > t.

La nocién de estabilidad (local) para la ecuacién no lineal requiere que las soluciones que
empiezan cerca de u converjan a esta solucion estacionaria cuando ¢ — oo con una rapidez
exponencial.

Definicidon 2. u = 0 es una solucién estable de la ecuacion ‘fi—’; = Au + N(u) si existen
constantes positivas 7, y ¢ tales que si V = {uy € IR : |Jup — a| < 7}, y u(t;up) es la
solucion con u(0;ug) = ug € V, entonces u(t; up) existe para todo t > 0y |u(t, ug) — a| <

at

clug — ule=**, para t > 0.

La relacion entre estas dos nociones de estabilidad esta dada por:

Teorema 1. Si & = 0 es una solucion estable para la ecuaciéon lineal ‘2—‘; = Au entonces es

estable (localmente) para la ecuacién no lineal 4 = Au + N (u).

En una variable la demostracién es simple: si la ecuacién es @ = —u + N(u),r < 1 es tal
que & = 0 es la dnica solucién estacionaria en V = (—r,7) y [N(u)| < $u? en V entonces,
para 0 < ug < r se tiene que 1(0) = —ug + N(ug) < —%uo, asi que u(t;ug) decrece, por
lo tanto 0 < u(t;up) < up para todo t > 0y @ < —2u por lo que u(t) < uge /2. Un

argumento analogo para ug < 0 completa la prueba.

En méas dimensiones es posible usar un razonamiento similar, se puede construir una funcién
d . .
de Lyapunov Q(u) tal que ZQ(u) < 0 a lo largo de las soluciones, con lo cual se tiene

existencia global de soluciones y convergencia exponencial. Ver John [11].

Este resultado se puede generalizar a ecuaciones diferenciales en espacios de dimension
infinita. En particular, si X es el espacio de funciones continuas, acotadas en la recta

real, con la norma || u ||= sup {|u(z)| : —o0o < < oo} y se tiene un operador lineal A
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que genera un semigrupo continuo (un ejemplo es el operador de Laplace Au = u”), la
estabilidad lineal implica estabilidad local para la ecuacién no lineal. Smoller [12] da una

demostracion accesible del Teorema 1 en este contexto.

El criterio bésico de estabilidad ha sido establecido por Evans [10 III] para una clase de
ecuaciones que incluye a las de Hodgkin y Huxley y se basa en el andlisis del espectro de

la ecuacién lineal alrededor de la onda viajera:

ou 0*u  Ou ,
(9)

8—w——c8—w+e(u— w)

ot~ ‘9 T

Se buscan soluciones de la forma u(¢,t) = e*p(€), w(€,t) = eMr(€), donde

d? d
E‘Z —c%—l—f’(U)p—r:)\p
@) p
~Cu +e(p—r) = Ar.

El espectro de la ecuacion lineal consiste de los niimeros complejos A para los cuales la
ecuacién (9') tiene una solucién acotada. Denotemos por L al operador definido por el

lado izquierdo de (9'), y por o(L) a su espectro.

En el caso de las ondas viajeras no podemos usar el resultado anterior pues si ¢(§) =
(U(&),W(£)) es una solucién de la ecuacién (7), entonces cualquier traslacién ¢p(§) =
#(§ + h) es también una solucidén, por lo que ¢'(£) es solucién de (9') con A = 0, por lo
tanto 0 esta en el espectro de la ecuacion lineal. Las definiciones de estabilidad se modifican

de la siguiente manera:

Definicién 3. El sistema lineal (9) es estable en ¢/(&) si existen constantes positivas P, «
tales que para 8 > 0y (u,w) solucién de (9) con || (u(0),w(0)) ||< B existe he(—GBP, BP)
tal que || (u(t), w(t)) — he' [|< BPe™.

Definicién 4. ¢ es una solucién estable (localmente) de la ecuacién (8) si existen con-
stantes positivas K, P y « tales que para 0 < 8 < K y cualquier solucién (u(t),w(t)) de
(8) con || (u(0),w(0)) — ¢ ||< B existe he(—BP, BP) tal que || (u(t), w(t)) — ¢n |< BPe™**
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El resultado principal de Evans [10, I] establece que estas dos nociones de estabilidad para
ondas viajeras son equivalentes. El Teorema 1 de Evans [10, III] da una caracterizacién
de la estabilidad lineal de la ecuacién (9) en términos del espectro del operador L y se

enuncia a continuacion:

Teorema 2. (Evans [10]). Si existe un nimero positivo b tal que o(L)\{0} C {\: ReA <
—b} y A = 0 es un valor propio simple, entonces la onda viajera (U(§), W (£)) es estable

en el sentido de la definicion.

Ahora la estrategia es probar que el sistema para las ondas viajeras admite 2 velocidades
de propagaciéon de pulsos, y que una onda es estable y la otra es inestable. Este programa
ha sido llevado a cabo por Carpenter [13] y Flores [14] para la parte de la existencia y por
Jones [15] y Flores [14] para la estabilidad.

Para complementar la discusién, aclarar los conceptos y seguir el desarrollo histérico del
problema, conviene mencionar un modelo que es una simplificacién del sistema de FitzHugh
y Nagumo y que consiste en tomar ¢ = 0, w = 0 en la ecuacién (6), para obtener la ecuacién
parabdlica %—7; = % + f(u),—00 < & < 00,t > 0, de la que se tiene un entendimiento
bastante completo desde el punto de vista analitico. Es por esto que la descripcion de la

existencia, estabilidad y cuestiones relacionadas comenzara con la ecuacion escalar.

II. Descripcion de los resultados analiticos

1. La ecuacion escalar

Las ondas viajeras de la ecuacion u; = uzy, + f(u), —00 < z < 0o, t > 0, son las soluciones

acotadas del sistema

1) c

v =cv — f(u)

donde 1 = % y & = x+ct. Mc Kean [16] describié el plano fase de este sistema (incluyendo

el circulo de puntos al infinito).
Los puntos criticos (0,0) y (1,0) son puntos silla. La parte lineal en estos puntos tiene
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valores propios A; < 0 < g, asi que la variedad inestable es una curva. Un pulso consiste de
una variedad inestable que regresa al origen, esto es, una orbita homoclinica. La ecuacién
tiene una drbita que conecta (0,0) con (1,0). Como la pendiente de la variedad inestable
(la pendiente del vector propio correspondiente) es una funcién creciente de la velocidad,
esa Orbita es la tinica conexién de (0,0) a (1,0). El punto (a,0) es un centro si ¢ = 0, una

espiral repulsiva si 0 < ¢ < 24/a(1 — a), y un foco repulsor si ¢ > 24/a(1 — a). Las tnicas

soluciones no triviales acotadas en £oco ocurren cuando ¢ =0y ¢ = v2(3 — a).

Hay un pulso con velocidad ¢ = 0. En este caso la ecuacién (1) es un sistema conservativo:
% +F(u) = E, donde F(u) = [ f(s)ds, por lo que las curvas integrales se pueden graficar

explicitamente. El pulso corresponde a la orbita homoclinica con £ = 0.

Fig. 9

La ecuacién d—g V24/F (u) se puede integrar explicitamente:

u(z) = 3[\/(2 - a)(% — a)cos h(v/az) + (1+1/a)] !

cuya grafica es:
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v

Fig. 10

La otra onda viajera es un frente: u(—o0) = 0,u(+00) = 1 y corresponde a una érbita

heteroclinica en el plano fase la cual conecta a (0,0) con (1,0)

¢s iz~ e)

/\ _’u
(1,0}

Fig. 11

Se busca una solucién de la forma v = p(u) = au(l — u) y se usa esta expresién en la

ecuacién (1) para encontrar que tal solucién existe para o = 1/v/2,¢ = v/2(1/2 — a), asi

o ()]

que ‘é—g = %u(l — u), de donde:

u(€) = [1+ exp (=£/V2)] 7! =

DN | =
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A continuacion se muestra la grafica:

7

v

Fig. 12

Si U(£) es una de las ondas viajeras descritas, su estabilidad lineal queda determinada por
la localizacién de los valores A € € para los cuales la ecuacién v — cv’ + f/(U)v = I

tiene soluciones acotadas.

a) El frente

El operador lineal es autoadjunto en L?(e”“®dz). Haciendo el cambio de variables ¢’ =
e~ v’ vemos que v" —cv’ + [f'(U) — A]Jv = 0 tiene una solucién v tal que e~ “*v es acotada
en (—o0,00) si y sélo si la ecuacién ¢” + (f'(U) — A)e = 0 tiene una solucién acotada en
(—00,00). Como esta ecuacién tiene coeficientes constantes en +oo : " — (a + A)p = 0,
se sigue que la solucién ¢ es acotada si y sélo si si a + A < 0, asi que el espectro continuo
es (—oo,—al. A = 0 es un valor propio, y como la funcién propia u’ es positiva, el resto
del espectro puntual debe estar en el semiplano Re(A) < 0, por lo que el frente deberia ser

estable.

Fife y McLeod [17] demostraron un resultado global de estabilidad no lineal: si u(z,t)

es la solucién de 2% = % + f(u),—o0 < z < o0, con u(zx,0) =

o(z), vy el dato inicial
uo satisface las condiciones ug(—00) < a < ug(+00),0 < wp(x) < 1, entonces existen
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constantes zo, K y « tales que |u(z + ct,t) — U(z — zp)| < Ke™*.

Las estimaciones se obtienen aplicando el principio del méximo a sub- y super soluciones
apropiadas.

Para tener una idea intuitiva de porque este resultado es cierto consideremos la variable
i = \/ex. En términos de esta variable la ecuacién se transforma en 2% = 63272‘ + f(u),
donde € es un pardmetro pequeno. Si el dato inicial ug(z) es creciente y satisface 0 <
up(—o0) < a < ug(+00) < 1, el principio del maximo garantiza que u(z,t) es creciente y
por lo tanto hay una tnica solucién m = m(t) de la ecuacién u(m,t) = a. m(t) es una

frontera libre.

mir)
Fig. 13
. ’ . 2 . 2 .,
Mientras el término 2% no es muy grande con respecto a e, digamos 2% = (1), la solucién
- yg p , dig - :
evoluciona de acuerdo a la ecuacién % = f(u), asi que u(z,t) crece con ¢ para z > m(t)

y decrece para z < m(t). Por lo tanto u(z,t) = o(1) cuanto x — —oco y u(z,t) =1+ o(1)
para £ — +00. De hecho se forma una zona de transicién de ancho O(y/€) alrededor de

m(t) y la frontera libre se mueve con velocidad cercana a la velocidad del frente.
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b) El pulso

d’v
dz?

en L2(—00,0). La ecuacién Qu = Av tiene soluciones que se comportan como etVAitaz

En este caso la velocidad es ¢ = 0y Qv = + f'(U(z))v es un operador autoadjunto

cuando x — —oo y soluciones v; ,U5 con comportamiento similar en 400, asi que

o] (2, A) = c1(N)vy (2, ) + ca(A)vy (z,N)

donde ¢1(A), c2(A) son funciones analiticas de A. Los valores propios de () son las raices de
c1(A) = 0, que es un conjunto finito pues f/(U(z)) es uniformemente acotada. La funcién
propia U’'(z) correspondiente a A = 0 tiene una raiz, por lo que debe existir exactamente
un valor propio A¢g > 0. Como las soluciones estacionarias @ = 0 y ©w = 1 son estables, la
variedad estable de la onda estacionaria divide los dominios de atraccién de las soluciones
estables. Esto ha sido confirmado en Flores [18] usando las técnicas desarrolladas por
McKean y Moll [19] para el modelo en el cual la cibica se substituye por el término
—u + H(u — a), donde H es la funcién de Heaviside. De hecho, en [18] una descripcién
global de las soluciones y se verifica que la variedad estable de la onda estacionaria es un

umbral: si el dato inicial estd por debajo de ella, la solucién decae a 0 cuando t — oo.

El resultado es el siguiente: si el dato inicial ug(z) € H',uo(z) > 0 y es una funcién par,
entonces existe una constante C' = C(ug) > 0 con la propiedad de que si u.(z,t) es la

solucién con dato inicial cug(x), entonces:

Il
o

lim u.(x,t) si 0<c<C
t—00

tl_l)Iglo uc(z,t) =U(x) si c=C

I
—_

tllglo uc(z,t) si ¢>C

asi que la variedad estable es la superficie de nivel C' = 1, y es un umbral para la ecuacion.
El multiplicador critico es una funcién de clase C* cuyo gradiente se puede calcular “explici-
tamente”. Como este gradiente nunca se anula, el umbral es una superficie de codimensién

1 y de clase C*.

El comportamiento en el caso ¢ > C ha sido descrito méas explicitamente por Fife y McLeod

[17]: la solucién converge a un par de frentes que se mueven en direcciones opuestas.
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Las soluciones convergen a estados estacionarios pues la ecuacion es un sistema disipativo

o gradiente de la forma u = —V®(u), donde:

B(u) = / b [%UQ—F(U)} dz

— 00
es la energia del sistema, y decrece a lo largo de las trayectorias. La forma en que varia el
estado limite cuando uno se mueve a lo largo de un rayo de la forma cug(x) se obtiene a

través del principio del mdximo. Para mayores detalles ver [18].

2. FEl sistema de FitzHugh y Nagumo

Las ecuaciones son:

ou  0%u

) ot a2 AW
ow
5 = e(u — yw)

donde € > 0 es pequeno, v < 1/M,M = max{f'(u) : 0 < u < 1}. El sistema para las

ondas viajeras u(z,t) = u(z + ct), w(z,t) = w(z + ct) es:

' S —
w —c(u yw)

y tiene como unico punto critico al origen, pues es la tnica solucién de f(u) = %u Ahora
se tiene un sistema en 3 dimensiones z’ = G(z), donde G(2) = (v, cv— f(u) +w, & (u—yw)).

La parte lineal en (0,0, 0) es:

0 1 0
a c 1
€ [0

con polinomio caracteristico:

PO) = X+ (L =N = (re+ @A — = - =L,
C C C
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Como p(0) < 0 y p(A) = oo cuando A — +o00, p(A) tiene una raiz A; > 0. Ademads,

A+ Ao+ A3 = —€(1+avy), asi que Reds < 0y A3 = A2 si Ao es un niimero complejo

C
0 A3 < Az < 0 si Az, A3 son reales (lo cual sucede cuando € es suficientemente pequeno).

La variedad inestable U, de (0,0,0) es una curva que apunta hacia el primer octante. La

variedad estable es una superficie.

Fig. 14

Para demostrar la existencia de un pulso hay que exhibir un valor de c para el cual la
variedad inestable regresa al origen. Se ha establecido la existencia de 2 pulsos, uno rapido

y otro lento. También se sabe que el pulso rapido es estable, y que el lento es inestable.
(a) El pulso rdpido

Hastings [20, 21] y Carpenter [13] demostraron la existencia de un pulso rdpido por métodos
distintos. Aqui describiremos el enfoque geométrico de Carpenter, que se puede aplicar en
otros contextos, permite abordar el problema de la estabilidad, y proporciona informacién
cualitativa acerca del comportamiento de la solucién. El pulso rapido es una perturbacién
de una curva singular que consiste de: el frente Jr para la ecuacién escalar, parte de la

grafica de w = f(u), “otro frente” Jp y otra parte de la gréfica. Ver Figura 15.

El otro frente esta definido por Wy con la propiedad de que la ecuacién u” — cu' + f(u) —

Wy = 0 tiene un frente con velocidad cyp = \/Q(% — a). La velocidad del pulso rédpido es

c(e) =co+o(1),e = 0.
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La demostracién utiliza la nocién de bloques aislantes. [13]

Definicién: Un conjunto B C IR™ es un bloque para la ecuacién & = G(z) si B es home-
omorfo a un cubo, B = (-, f; '([0,00]) y se cumple que Vf;.G # 0 en el conjunto
Ji=0.

Asi, el campo vectorial G(z) es transversal a 0B.

Ejemplo: Considere el sistema z =y, y = .

wrfle)

Fig. 15
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Fig. 16

El conjunto B = {(z,y) : |x|+|y| < 1} es un bloque, pero C = {(z,y) : |[x—2| < 1, |y| < 1}
no lo es, pues la trayectoria que pasa por (1,0) es tangente a C. La funcién que manda

a cada punto de C' en el primer punto en JC no es continua.

Si B es un bloque, el conjunto de entrada es:

bt = {zedB: fi(z) =0,V f;.G > 0 para algtin 1}

y el conjunto de salida b~ se define por la condicién Vf;.G < 0. Si z(t;x0) denota a la

trayectoria con z(0;29) = 2o y xo € b el tiempo de entrada es:

Tt (xg) = sup{t > 0: z(1;20) & B para 0 < 7 < t}.

El tiempo de salida T~ se define andlogamente. El punto de entrada a B es p*(xg) =
z(T*(z0); o) y el de salida ¢~ (x9) = (T~ (x0); zo). Los conjuntos DT y D~ consisten
de los puntos que entran y salen de B respectivamente: DT = {zy : T*(2) < oc}. Si B
es un bloque, los tiempos y puntos de entrada y de salida son funciones continuas en sus

dominios D*.

Otra propiedad importante de los bloques es que si B es un bloque para la ecuacion:
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& =G(x;0), (O'CIRk)

con un valor del pardmetro og, también lo es para ¢ suficientemente cerca de oy.
El resultado que garantiza la existencia de érbitas homoclinicas aparece en Carpenter [13]:

Teorema: Supdéngase que B, By son bloques para oe ) tales que:

A) 0 es un punto critico, 0eB; y si z(t;xg)eBy para 0 < t < oo, entonces z(t;zo) — 0

cuando t — oo (asi que zq estd en la variedad estable de 0).
B) Bj no contiene semi-trayectorias de la forma z((0, 00); o).

C) Existe A C b, abierto tal que A C DI y by — A tiene 2 componentes By, 31. Ademés,
si o = BoNA,6; = B1 NA, entonces dp Udy C Dy vy o7 o 97 (80), 07 © ¢f (6) estén en

componentes distintas de b; .

D) Hay una trayectoria {(z(s),o(s)) : 0 < s < 1} € DF x 3 tal que z(s) estd en la

variedad inestable de 0 para o = o(s), y ¢5 o @5 (2(0),a(0))eBo, ©5 © @3 (z(1),0(1))ebs.

En estas condiciones hay una 6rbita homoclinica para algin o = o(s),0 < s < 1. Ver Fig.
17.

El significado de la condicién D) se aclara con la Fig. 18.

So

{
N2

o]
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Fig. 17

b; = adelante y atras b, = adelante, atrds, tapa superior.

Fig. 18

Para la demostracion del Teorema basta fijarse que existen 0 < s < s1 < 1 tales que
si 09 = 0(s0) y o1 = o(s1), entonces p; o 93 (¥(s0),0)ed0, 3 © ¢35 (¥(s1),01)ed1 y
@5 0 01 (x(s),0(s))eA para so < s < s1. Se sigue de la condicién C) que z(s)eD7. Si
todas las variedades inestables para o = o(s), sg < s < s1 salieran de By, la funcién ¢7 o
o7 (2(s),0(s)) estaria definida en (sg,s1) y por continuidad estos puntos describirian una
trayectoria en una componente de b7, lo cual contradice la segunda parte de la condicién
C). Por lo tanto existe & = o (3) con sg < § < s7 tal que la variedad estable para o = o (5)
permanece en By para todo tiempo positivo. La condicién A) implica que esta variedad
inestable estd también en la variedad estable del origen, y por lo tanto es la homoclina

buscada.

Ahora procedemos a verificar que las hipétesis del Teorema se cumplen para la ecuacion
de FitzHugh-Nagumo. Cuando € = 0 en (3), los planos w = constante son invariantes. Es
necesario analizar la ecuacién u” — cu’ — f(u) + w = 0. Denotemos por wy, wy los valores

tales que f(u) = w tiene 3 raices ui(w), ug(w), uz(w) si w; < w < we. Ver Fig. 19.
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Fig. 19

Para cada we(wy,ws) existe una velocidad ¢ = ¢(w) para la cual la ecuacién tiene una

heteroclina. El procedimiento es el mismo que se utilizé para w = 0 en la seccién anterior.

De hecho se puede encontrar wpe(wy,w2) de tal forma que la heteroclina va de u;(w)

a ug(w) si wy < w < wy y va de ug(w) a uj(w) si wyg < w < wy. La velocidad es
1

¢(w) = L(“3%s — uy) donde a = i%, y es posible escoger la velocidad de tal forma que

se vea como en la Figura 20.

Por lo tanto, existe w*e(wq,w2) de tal forma que la heteroclina de uz(w*) a uq(w*) tiene
velocidad c(w*) =¢(0) = v2(3 — a).

Analizando el campo vectorial se puede ver que el comportamiento de las variedades in-

estables para w; < w < wy y distintos valores de ¢ es como en la Figura 21.
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Fig. 20
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t>i
u {w} u (W} >
o (c(L
Fig. 21

Para ¢* = v/2(% —a) y € = 0 se tienen 6rbitas heteroclinicas para w = 0 y w = w*. La curva
singular, que es la posicién limite de los pulsos cuando ¢ -+ 0 es So = Jp UERr U Jp U EL
donde:
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Ver Fig. 15.

Ahora debemos construir los bloques B; y Bs. La idea es poner rombos alrededor de los
puntos criticos (u1(w), 0, w), (uz(w),0,w). Para ello se toman w3, w4 tales que wy < w3 <

0 < w* < wy < ws y se definen:

B1 = {(u,v,w) : wg < w < wy, |u—ug(w)| +|v] < p1}
B2 = {(u,v,w) ‘w3 S w S Wy, |u—u3(w)| —+ |’U| S p2}

Se puede verificar que By y Bg son bloques si 0 < € << 1,]c — ¢*| 4+ p1 + p2 << 1. El

conjunto A de la condicién C) es:

A={(u,v,w) €by :w* —a<w<w+a, u—uz(w)+v=—py}.

A C Dy siay py son pequeiios, y utilizando el comportamiento de las variedades inestables
para € = 0 y su dependencia continua en € y ¢ se verifica la segunda parte de la condicién

o).

La condicién D) se cumple si tomamos 7 pequeno para que la variedad inestable U, satisfaga
U.(0) € Df parae =0y c¢* —n < ¢ < ¢+ n. Ahora hay que tomar ¢ << 1 para que se

mantengan estas propiedades y las anteriores.

La cuestién de la estabilidad ha sido resuelta por Jones [15], utilizando el criterio de
estabilidad lineal de Evans [10] mencionado en el capitulo anterior. Para su andlisis, el

espectro del operador lineal
2
L(p> (& cE + flup—r
r cgg + € (-7
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se divide en 2 partes: espectro esencial y puntual. Jones demostrd que el espectro esencial
estd en un semiplano de la forma {\ : ReX < —b?}, y que el tinico valor propio en el
semiplano Re A > 0 es A = 0, que ademads es simple. El andlisis del espectro esencial es
relativamente sencillo, y es semejante al andlisis para la onda lenta que se describird mas
adelante. La parte del espectro puntual es mucho méas delicada por la existencia de puntos
criticos en la curva singular. El marco para estudiar el espectro del operador lineal se

describird en detalle en la siguiente seccidn.

(b) El pulso lento

Hastings [21] demostré la existencia de un pulso lento con c¢(e) = O(y/€). Casten, Cohen y
Lagerstrom [22] construyeron una expansién en series para este pulso, cuyo primer término
es el pulso estacionario de la ecuacién escalar. En [14] se da una demostracién de la
existencia de un pulso lento con c(e) = O(,/€), usando el método de bloques aislantes.
Este método permite obtener el pulso lento como perturbacién del pulso para la ecuacion

escalar y demostrar que tiene exactamente un modo inestable.

Para la existencia se toma un bloque B formado en cada plano w = constante, con |w|
pequeno, por rombos con lados paralelos a las rectas v = +u y centrados en los puntos
(u1(w), 0, w) que son los puntos criticos para la ecuacién v’ + f(u) —w = 0.

El conjunto B correspondiente a w = 0 se toma de manera que la onda estacionaria salga

por by y regrese por b .
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Fig. 22

Hastings [22] describié el comportamiento de la variedad inestable U.(£) = ¢q(§;¢€,¢) : los

conjuntos:

E™ ={(u,v,w):u < 0,u<0,v <0,w <0},
Et ={(u,v,w):u>1u>0,v >0, >0}

son invariantes, y q(&,¢,c) entra en E1(E™) siy s6lo si u(€),v(£) = +oo(—00).

En [14] se prueba que las variedades inestables que salen por b, entran en E~, y se usa el
hecho de que hay valores de c para los cuales ¢(§, €, ¢) sale por b] para asegurar que hay una
variedad inestable que permanece en B para £ > 0 y por lo tanto que ¢(§,¢€,¢) — (0,0,0)

cuando & — oo.

Para el anélisis de la estabilidad se consideran el espectro puntual o,(L) = {A € € : X es

un valor propio de multiplicidad finita} y el espectro esencial o(L) = o(L)\o,(L).

La ecuacion L(f ) = )\(’r’ ) se escribe como un sistema de primer orden:

P =q
(4) ¢ =-cg+[A=f(ulp+r
r= =S (D,
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. . 3 . . .
que es el sistema lineal en € ° : 2’ = Az, tiene coeficientes constantes en +oo. La ecuacién

asintética estd definida por la matriz

0 1 0

A(): )\—l-a —C 1
_€ 0 2Atey

C C

Si Ly es el operador lineal alrededor de (0,0,0) :

2
n(f)-(8 ¢ ke
T cj—g +e(p — yr)

entonces o.(L1) = S = {A € C : Ap()) tiene un valor propio en el eje imaginario} y como
L-L;= ([f ’(“())Jr“]p) es relativamente compacto, cualquier componente de @ \ S est4 en el

espectro esencial de L 6 la tnica parte de o(L) en esa componente es parte de o, (L).

El polinomio caracteristico de Ag es:

P(a,e,)) = det (Ag(e, A) — al) = [@® + ca— (A +a)]|

o] — =

A+ ey €

c c
yS={xe C :cle)P(a,e,A) = 0 tiene una solucién o = ir,7 € IR}. Cuando € = 0 la
ecuacién es P(a,0,)) = [a? — (A + a)]A = 0, que tiene raices en el eje imaginario si y sélo
si A < —a,: asi que Sy = (—o0, —al, y por continuidad S estd en un semiplano de la forma

{\: Re()\) < —b*}.
(A continuacién se describe la manera de localizar los valores propios)

Si G es la componente de € \S que contiene al semiplano {\ : Re(\) > —b%}, entonces
del Teorema 1 y Corolario 3 de Evans [10, III] se sigue que Aep(L) si |A| es suficientemente
grande, por lo tanto o(L) NG C op(L). Ademas, el nimero de valores propios de Ag(A)
con parte real positiva es constante en G. Para calcularlo usamos la ecuacién P(a,0,\) =
[@ — (A+a)]A = 0. Si X # 0 hay 2 valores propios a1(0,) = VA + a,a2(0,\) = —v/A +a
con Re (a2(0,1)) <0< Re(ay1(0,1)),y por continuidad Re (aa(€,A)) < 0 < Re (ay(e, A))

>‘+—ce7 — ¢, se sigue que ag ~ %, asi que Re (az) ~

si € es pequeno. Como as + ag + ag =
Re(%) ~ —b726. Si X1, X5, X3 denotan a los vectores propios de Ay correspondientes a

a1, g y 3 respectivamente, el sistema (4) tiene una solucién
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(&6, A) ~ X1e¥18 4 o(e™1%) cuando & — 0.

Este es el candidato a funcién propia de L. ¢(£;€,\) es acotada en +oo si y sélo si es
tangente al plano generado por X3 y X3. Como A* deja invariante a la recta perpendicular
a este plano, se sigue que (&, ¢,\) es acotada si y sélo si es perpendicular al vector
propio Y; de A* correspondiente a @;. Para ver si ¢(£; €, A) es acotada en +o00o se considera
entonces la ecuacién adjunta z* = Bz*, donde B = —A*. Este sistema es asintGtico en
+oo a z* = Byz*, donce By = —Aj. Los valores propios de By son f; = —a;,1 = 1,2,3.

Si Y7, Ys, Y3 son los vectores propios, el sistema adjunto tiene una solucién

Y(& €, A) ~ Vi 4 o(e€), € — +o0.

La funcién analitica D¢(A) =< @(&;€,A),¥(€;€,A) > (introducida por Evans) contiene la

informacion relativa a la estabilidad. En efecto, A es un valor propio de L si y sélo si
D.(\) =0.

Para ver esto, témese un sistema fundamental {1, @2, p3} de 2’ = Az de tal forma que

©0i(€) ~ X;e%¢ € — +00. Como < Xp,Y; >=0=< X3,Y1 >y

(& e N) ci(Npi(&€ ), sesigueque

I
'M“

=1

-

DE()‘) = CZ()‘) < (pz(é.a E,A),QZ}(&;G, )‘) >~ Cl()‘) < Xlayl >a £ — +OO,

=1

asique D.(A\) =0 siysélosi c1(A) =0, encuyocaso ¢(£;¢€,A) esacotadaen + oo.

Se tiene una funcién analitica Dy(\) para el caso € = 0, y se puede probar (usando la
convergencia de la onda lenta a la onda estacionaria de la ecuacién escalar) que D.(\) —
Dy (M) uniformemente en subconjuntos compactos de A. Por el Teorema de Rouche, D () =
0 tiene exactamente una raiz Ai(e) > 0, la cual estd cerca de A, la raiz positiva de
Dy(M\) = 0 descrita en la seccién anterior, asi que el pulso lento tiene exactamente un

modo inestable.

El resultado anterior sugiere que la variedad estable del pulso lento es un umbral para la

propagacion del pulso rapido, de manera andloga a lo que sucede con la ecuacion escalar.
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Este es un problema interesante, pues no es claro como obtener convergencia a soluciones
estacionarias u ondas viajeras del sistema de FitzHugh-Nagumo, ya que el principio del

maximo no puede aplicarse.

Se tienen resultados de convergencia a 0 de soluciones del sistema no lineal en la semirecta

(0,00), cuando los datos iniciales son pequefios (Schonbeck [23], Weixi [24]).

El método de bloques aislantes de Carpenter permite establecer la existencia de pulsos
multiples y soluciones periddicas del sistema de FitzHugh-Nagumo, sin embargo no se

tienen resultados sobre la estabilidad.

El método de Carpenter también permite obtener pulsos y soluciones peridédicos para la

ecuacion de Hodgkin y Huxley, pero tampoco se tienen resultados de estabilidad.
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