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Introduccion

La filtracion de agua y en particular el estudio de frentes hiimedos en los suelos, es uno de
los problemas mds importantes en hidrologia. Dado que este fendmeno no es observable,
el modelo matemaético es un recurso muy importante para su descripcion.

Los mantos acuiferos pueden contaminarse por el acarreo de sustancias o pesticidas
por el agua de lluvia que se filtra en los suelos. La descripcién de los frentes hiimedos es
un primer paso en la comprension de este fenémeno.

Una ecuacién que se utiliza para describir la filtraciéon de agua, por accién de la
gravedad, en un medio poroso, es la ecuacién de Richards. Esta ecuacién, para el contenido
de agua en una dimension, es

uy = [D(u, 2)u, — K(u,x)], (0.1)

donde u(z,t) es el contenido de agua, = € [0,00) es la profundidad en el suelo, ¢ > 0
es el tiempo, K (u, ) es la conductividad hidrailica y D(u, z) es la difusividad hidriulica.
Tanto D(u,x) como K (u,z) son funciones nolineales.

En este trabajo estudiamos en detalle esta ecuacion para un suelo homogéneo. Es
decir D = D(u), K = K(u).

En el capitulo 1 se hace una deduccién detallada de la ecuacion basada principalmente
en [2].

En el capitulo 2 se demuestra la existencia global de las soluciones dada la condicién
inicial

u(0,2) = ug(x), (0.2)

y dado el flujo en la superficie del suelo z = 0:
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—D(u)ug + K(u)]z=0 = f(2). (0-3)

suponiendo una cota uniforme para wu;(z, t).

Los frentes hiumedos corresponden a soluciones en forma de onda viajera para la
ecuacién (0.1). En el capitulo 3 se prueba la existencia de este tipo de soluciones
(u(z,t) = p(x — ct) ) que satisfacen

lm o(z —ct) = ., lim o(z —ct) = g,
dadas las constantes ¢, y @, entre cero y uno.

Fijamos f(t) de tal manera que lim; , f(t) = [y y consideramos condiciones iniciales
que cumplen lim, ,o ug(z) = I3 con K(l;) < ls. Si u(z,t) es la solucién de (0.1) que
satisface (0.2) y (0.3), ¢(z — ct) es la onda viajera con @, = K~'(I3), ¢y = 1, el resultado
principal del capitulo 3 establece que existe un nimero real v de tal forma que

lim Ju(z,t) — o(z —ct —7)[ =0
uniformemente para toda x > 0.

La velocidad de la onda es

K(pa) — K(pp)
Pa — Db

CcC =

que corresponde a una onda de choque para la ecuacién hiperbdlica u; + (K (u)), = 0.
La convergencia de la solucién u(z,t) a la onda viajera sugiere que el efecto dominante
en la ecuacion es el de la parte hiperbdlica, que al transportar los valores asintéticos en
la frontera: I en t = 0y K *(I3) en z = 0, con l; < K *(l3), da lugar a un cruce de
caracteristicas que genera un choque, el cual es suavizado por la parte difusiva y de esta
manera, en la solucién se forma un frente que se mueve con velocidad casi constante c.

Finalmente, en el capitulo 4 se hace una breve discusion del problema para un suelo
no homogéneo. Como una primera aproximacién al problema se supone que el suelo es
peridédico. Se prueba la existencia de soluciones estacionarias que son interesantes para
el problema fisico y se plantea la pregunta sobre la existencia de ondas viajeras en este
caso.

Esta tesis estd basada principalmente en [5] y [11].



Capitulo 1

Deduccion de la ecuacion de
Richards

El objetivo de este capitulo es hacer una deduccién de esta ecuacion. Esto nos permitira
tener una comprension mas completa del modelo, nos mostrara la importancia de las
funciones hidratlicas D y K y las limitaciones que inevitablemente uno encuentra en el
modelaje de este tipo de fenémenos.

Para la deduccién de la ecuacion sera necesario definir algunas de las propiedades méas
importantes de los medios porosos y revisar algunos conceptos basicos de hidrostdtica y
capilaridad.

1.1 ;Qué es un medio poroso?

El suelo, la arena, las rocas con grietas, la espuma de caucho, los pulmones, los riniones,
son s6lo unos pocos ejemplos de la gran variedad de medios porosos naturales y artificiales
que existen y que se encuentran en la practica.

Otros ejemplos de medios porosos son los mantos acuiferos de donde se bombea el
agua, depdsitos que contienen petréleo y/o gas, filtros de arena para la purificacién del
agua y la zona de la raiz en la agricultura.

Lo que tienen en comiin todos estos ejemplos es que una parte del dominio esta formada
por una parte persistentemente solida que se llama la matriz sélida. La parte restante,
llamada el espacio vacio o espacio poroso, estd ocupada por una fase liquida o gaseosa.

Otra caracteristica escencial de los dominios de medios porosos es que la fase sélida (y,
por lo tanto, también el espacio vacio) estan distribuidos en todo el dominio. Lo que esto
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quiere decir es que si se toma una muestra de tamano suficientemente grande de cualquier
parte del dominio, ésta siempre contendra fase sélida.

1.1.1 Aproximacion como un continuo

Al tratar de modelar un fluido en un medio poroso, en principio uno podria mirarlo
desde un punto de vista microscépico, es decir tratar de describir el movimiento de cada
particula del fluido. Por ejemplo, dado un fluido que llena por completo un medio poroso
podriamos utilizar las ecuaciones de Navier-Stokes, dando las condiciones de frontera sobre
la interfase entre la fase liquida y la fase sélida del medio poroso. Por supuesto que la
complejidad en la disposicion de esta frontera hace casi imposible el problema, ademas de
que las predicciones obtenidas al resolver las ecuaciones para magnitudes como la presion
no podrian verificarse con mediciones a este nivel microscopico.

Para salvar estas dificultades es necesario otro nivel de descripcion. Este es el nivel
macroscépico desde el cual las cantidades se pueden medir y los problemas con valores
en la frontera se pueden resolver. Para obtener la descripcion del fluido en este nivel
adoptamos la aproximacién del continuo. Es la misma aproximacién que se utiliza para
pasar de una descripciéon molecular a una microscépica al mirar cada una de las fases
como un continuo.

Por ejemplo, una de las propiedades méas importantes de un medio poroso es la poro-

stdad, n. La porosidad de una porcién U del dominio D es definida como

() = Volumen del espacio vacio contenido en U
" N Volumen total de U

La idea de la aproximacion continua es crear un “modelo ficticio” en el cual podamos
definir la porosidad puntual. Es decir, nos gustaria poder definir una funcién continua, n,
que a cada punto X del dominio D, le asocie un valor de porosidad, n(X). Por supuesto
que la definicién de porosidad que hemos dado no es aplicable a un punto porque ;Cuanto
vale el volumen del punto X? y aun mas dificil, ;Cudnto vale el volumen del espacio vacio
contenido en el punto X7 Para salvar estas dificultades hacemos lo siguiente:

Dado que no podemos medir estas cantidades en el punto X consideramos una pequena
esfera, S, de volumen U centrada en el punto X. Para la esfera S, la porosidad n(S) estd
bien definida y se puede medir. Lo que haremos es definir la porosidad en el punto X
como n(X) = n(S). Por supuesto que esta definicién depende del tamafio de U; la idea
es elegir un valor de U para el cual la definiciéon de porosidad puntual que hemos dado
realmente sea representativa de lo que sucede en el punto X.

La figura 1 muestra cémo es, en general, la dependencia de n(S) respecto de U.
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n(s) Dominio ‘
14— de efegto_s —
microscopicos Dominio de medio poroso
Si el medio no es
/\ | ~~ homogeneo
n(x) \/\ — ‘
| | \
v : R : Si el medio es
. hango homogeneo
| para U, |
0 | |
Unin Unax Volumen U

Figura 1. Grafica del volumen U contra el valor de la porosidad n(S).

Notamos que para valores muy pequenos de U hay grandes fluctuaciones en el valor de
n(S), esto se debe a la distribucién aparentemente aleatoria de los poros y granos en una
pequeiia vecindad de X, incluso en el limite U — 0, n(S) tiende a uno o cero, dependiendo
de si el punto X estd en el espacio sélido o en el espacio vacio. Sin embargo, por arriba
de un cierto valor critico, Upi,, estas fluctuaciones disminuyen y n(S) varia muy poco.
Conforme U sigue aumentando vemos que a partir de otro valor importante de U, Upax,
las fluctuaciones vuelven a aparecer debido a las posibles inhomogéneidades que pudiera
presentar el dominio D.

Para que la definicién de n(X) sea representativa de lo que pasa en el punto X elegiremos
un valor de U, Uy, tal que Upnin < Uy < Upnax-

Si es posible encontrar un rango de valores como este para Uy, que sea comun a todos los
puntos del dominio D, entonces la definicién de porosidad puntual es correcta y podemos
considerar al dominio D como un continuo para n. El volumen U, es llamado el Volumen

Elemental Representativo, VER, y el radio de S se llama la escala de continuidad de n en
D.

De este mismo modo podemos definir las distintas propiedades del medio poroso pun-
tualmente y en forma continua.

Si hay una escala de continuidad que sea comin a todas las propiedades que nos
interesan del medio poroso entonces, utilizando la idea del VER, podemos remplazar el
medio original por un continuo en el que podemos asignar valores de cualquier propiedad,
ya sea de la fase soélida o del fluido que llena el espacio vacio, a cualquier punto del
dominio.
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1.2 Movimiento de agua en el medio poroso

Como parte del ciclo hidrolégico el agua subterranea estd siempre en movimiento de
regiones de abastecimiento, naturales y/o artificiales, hacia regiones de descarga, naturales
o artificiales.

Una de las principales caracteristicas del movimiento de agua subterranea es que ocu-
rre a velocidades extremadamente lentas, sin embargo dado que el area de la secciéon
transversal del dominio donde el flujo tiene lugar es muy grande, grandes cantidades de
agua son transportadas.

Son dos los problemas mas importantes de prondstico en el manejo de los recursos
acuaticos subterraneos. El primero de ellos es predecir los cambios en los niveles de agua
en respuesta a la extraccion 6 abastecimiento artificial de agua, el segundo problema
consiste en la prediccion de futuros cambios en la calidad del agua. En ambos casos es
muy importante conocer el movimiento del agua subterranea.

Al intentar predecir el movimiento del agua en un medio poroso conviene estudiar
el contenido de agua (por unidad de volumen), u, en cada punto del dominio. Para un
volumen U dentro del dominio de medio poroso se define el contenido de agua en U como
u(U) = [é—“’ donde U, denota el volumen del agua que hay dentro del volumen U y U, es
el volumen del espacio vacio contenido en el volumen U.

Utilizando la definicién del Volumen Elemental Representativo podemos pensar que
el contenido de agua es una cualidad puntual que tiene sentido como promedio sobre un
VER. En general, el contenido de agua serd una funcién de la posicién y del tiempo, asi
u=u(X,1).

De la definicién de u resulta claro que 0 < wu(X,t) < 1. El caso especial en que
u(X,t) = 1, Vi, corresponde a que la totalidad del espacio vacio estd ocupada por agua.
En este caso diremos que tenemos un flujo saturado. Si este no es el caso entonces diremos
que tenemos un flujo no saturado. En las siguientes secciones estudiaremos el flujo de
agua en ambos casos y veremos que hay diferencias sustanciales entre ambos.

1.3 Flujo saturado

Al modelar el movimiento de agua en el medio poroso resulta 1til comenzar con el caso
del flujo saturado. Como veremos mas adelante, la distribucién de presiones en este caso
se deduce directamente de las leyes de la hidrostatica. El resultado principal para el flujo
saturado es la ley de Darcy. Su entendimiento es escencial para el estudio del flujo en
medios porosos ya que de su generalizacion derivaremos las ecuaciones de movimiento
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para el flujo no saturado.

1.3.1 Presién hidrostatica (distribucién)

De la hidrostatica sabemos que para un liquido en reposo o para un fluido uniforme en
un campo gravitatorio, las variaciones de presién cumplen

op _ . 9% _0p_
8z ox Oy

donde v = pg es el peso especifico del fluido y la direccién de los ejes z, y, z, es la
usual.

Para un fluido homogéneo e incompresible, la densidad, p, es una constante. Por lo
tanto, para cualesquiera dos puntos con elevaciones z; y 29, tales que zo — 2y =d > 0
obtenemos:

z—i—%zcte, 4 po —p1 =Y(21 — 22)

Si la presién en la altura zy es cero (p, = 0 = presién atmosférica) entonces tenemos
p=p1=17d

Para un medio poroso saturado las ecuaciones siguen siendo validas.

1.3.2 Cabeza piezométrica

En la ecuacién z + p/y = cte, llamaremos Cabeza de Presion al cociente p/~y. Representa
la energia de presién, o trabajo de flujo, por unidad de peso del fluido. Es el trabajo neto
hecho por una unidad de peso de fluido incompresible contra la diferencia de presion que
existe a lo largo del flujo.

La variable z representa la Cabeza de Elevacion. que es la energia potencial por unidad
de peso del fluido.

La suma de la cabeza de presién y de la cabeza de elevacion se llama Cabeza Pie-
zométrica, ¢:
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La figura 2 muestra como medir ¢ en cada punto del medio poroso por la elevacion del
fluido en una pipa de tamano suficientemente grande para evitar efectos de capilaridad
en ella. La altura del fluido en la pipa nos indica el valor de la cabeza de presién, p/v,
que sufre el punto P. La z, medida desde un nivel arbitrario de referencia, nos indica la
energia potencial, debida a la gravedad, que tiene el punto P.

|} Piezometro

N

Nivel de referenciaWv

Figura 2. Cabeza Piezometrica

Mas adelante veremos que el movimiento del fluido en el medio poroso se debe a las
variaciones de ¢. De este modo tenemos que para un fluido en movimiento, ¢ varia como
una funcién del espacio y del tiempo pero para un liquido en reposo ¢ es constante en
todos lados.

1.3.3 Ley de Darcy

En 1856 Henry Darcy investigé el flujo de agua en filtros de arena homogénea verticales
en conexion con las fuentes de la ciudad de Dijon (Francia), ver [2]. El experimento que
utiliz6 estd mostrado en la figura 3.

El objetivo del experimento es medir el flujo de agua (volumen de agua que pasa por
unidad de tiempo) a través de una columna vertical de arena de largo L y drea transversal

A.

En el experimento el agua que entra a la columna de arena proviene de un recipiente
cuyo nivel de agua se mantiene a una altura constante h;. El agua pasa después a través
de la columna de arena para subir a otro recipiente cuyo nivel de agua se mantiene a
la altura constante hy (ver fig. 3). La cantidad de agua por unidad de tiempo que es
necesario remover para que este segundo recipiente tenga un nivel constante de agua sera
entonces el flujo a través de la columna de arena.

La conclusion del experimento es que el flujo, @, es:
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h,

Figura 3. Experimento de Darcy
a)Proporcional al drea de la seccién transversal A.
b)Proporcional a hy — hs.

c¢)Inversamente proporcional a la longitud L.

Combinando estos elementos (definidos como en la figura 3) obtenemos la férmula de
Darcy:

hi1 — he
L

Q=KA

donde K > 0 es una constante de proporcionalidad llamada la Conductividad Hi-
drailica (que depende del fluido y del medio poroso y que serd discutida en la seccién
1.4.3). Si definimos la descarga especifica, g, como el volumen de agua por unidad de

tiempo que pasa a través de una seccion de area unitaria normal a la direccién del flujo,
(¢ = Q/A), obtenemos:

hi — ho
K .
9 L

En la seccion anterior se definié la cabeza piezométrica, ¢, como la suma de la cabeza
de presién y la cabeza de elevacién:
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Con el propésito de ilustrar la dependencia del flujo de estos dos términos, observemos
lo que sucede cuando se hace el experimento de Darcy en una columna de arena inclinada,
como lo muestra la figura 4.

%ﬁ
7

Z,

@,

4/ // /// 4/// /// /// 4/// /// /// 4/// /// /// %

F| gura4 Ley de Darcy parael flujo atrave; deunacol umnamclmada demedio poroso

Llamemos 1 y 2 a los puntos extremos de la columna de arena. El objetivo del expe-
rimento es entonces medir el flujo (volumen de agua que pasa por unidad de tiempo) del
punto 1 al punto 2. Nétese que el dipositivo es muy parecido al utilizado en la figura 3.

Hay dos factores que hacen que el agua en el punto 1 se mueva y son los dos términos de
la cabeza piezométrica en ese punto, ¢;. Uno es la energia potencial debida a la elevacion
del punto 1, z1, y el otro es la presiéon que sufre el punto 1 por la columna de agua que
soporta, p; /7. Andlogamente en el punto 2 hay dos factores que propician el movimiento
de agua en ese punto y son 2z, y pa/7. La conclusién del experimento en este caso es

o=

¢=K—7F—

Es decir, el flujo (especifico) es proporcional a la diferencia entre los valores de la
cabeza piezométrica.

Es importante notar que la férmula ¢ = K @ nos dice que el flujo tiene lugar de
una cabeza piezométrica mayor a una menor y no de una mayor presién a una menor. En
el flujo mostrado en la figura 4 se tiene que p; /v < po/7. Asi, en este caso, el flujo va en
la direccion de incremento de presion pero de decrecimiento de cabeza piezométrica.

La pérdida de energia A¢ = ¢; — ¢9 es debida a la friccion del fluido con los estrechos
y sinuosos pasadizos del medio poroso. En la ley de Darcy la energia cinética del agua ha
sido despreciada ya que, en general, los cambios en la cabeza piezométrica a lo largo del
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camino del flujo son mucho mayores que los cambios en la energia cinética. Los efectos
de inercia también han sido despreciados.

Consideremos ahora una columna de largo As y consideremos un punto s en el eje de
la columna centrado en un segmento de longitud As.

s- AS A
2 \
As
\/
s+ As
2
En este caso:
o B 6t )

As

El subindice en g, indica que el flujo es en la direccién s. En el limite cuando As — 0
convergemos al punto y obtenemos:

$(s — 5°) —d(s+5°) 9¢

lim K =-K—
AsSo As 0s
y por lo tanto la ley de Darcy queda expresada como:
0
g = K22 (1.1)

0s’

1.3.4 Generalizacion de la ley de Darcy para el flujo tridimen-
sional.

La ley de Darcy obtenida en la seccién anterior, es derivada experimentalmente para
un fluido incompresible y homogéneo. Dicha derivacion estd limitada para el flujo uni-
dimensional en un medio homogéneo e isdtropo. Cuando el flujo es tridimensional la
generalizacién obvia de (1.1) es:
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q=—-KV¢ (1.2)
donde q = (q1,49,q3) es el vector de flujo especifico y I = —V¢ es el gradiente
hidrdulico con componentes J; = —g—ﬁ, Jo = —g—i, J3 = —%.

Cuando el medio es isétropo pero no homogéneo la conductividad hidrailica, K, deja
de ser una constante. Sin embargo la ecuacién (1.2) sigue siendo vélida. Entonces tenemos
que:

q=—K(z,y,2)V¢

A pesar de que comenzamos esta seccién suponiendo que (1.2) es la generalizacién ade-
cuada para el flujo en tres dimensiones, existen un gran numero de teorias que refuerzan
esta generalizacién.

Cuando el medio es is6tropo, K es un escalar y entonces los vectores q y V¢ son
paralelos. También se sigue de (1.2) que el vector q es siempre perpendicular a las
superficies equipotenciales ¢ = cte.

Por conveniencia uno estaria tentado a escribir la ley de Darcy (1.2) como:

q=-Vo donde d = Ko, (1.3)

tomando ® como un potencial de velocidades (siguiendo la terminologia usada en
hidrodindmica, donde la velocidad se deriva de un potencial: V' = V®). Sin embargo
esta formulacion no es del todo correcta: Consideremos un medio isétropo inhomogéneo
donde K = K(z,y, z) entonces de (1.3) se sigue que:

q=—-KV¢—- VK

esto implica que para un dominio en el que ¢ = cte tenemos flujo debido al hecho de
que K varia. Esto es imposible ya que no podemos tener flujo sin una fuente de energia.
Entonces (1.3) es una forma incorrecta de escribir la ley de Darcy excepto para un medio
homogéneo e isétropo.
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1.4 Flujo no saturado

Como parte del ciclo hidrolégico, el agua que se filtra en la tierra hacia el manto freatico
atraviesa una zona en donde el espacio vacio del medio poroso estd ocupada por agua
y por aire. Al flujo en esta zona se le llama flujo no saturado y su entendimiento y
prediccién es escencial cuando se quiere determinar el abastecimiento total de agua del
manto fredtico proveniente de lluvias, irrigacion, etc.

Otra motivacién para estudiar el flujo de agua en la zona no saturada es conocer la
calidad del agua. Los contaminantes aplicados de distintas formas a la superficie del suelo,
como fertilizantes, pesticidas, etc, se disuelven en el agua aplicada a la superficie. Esta
agua se filtrard y cargard entonces contaminantes en su camino hacia el manto fredtico.
Mientras los contaminantes son transportados varios fenémenos irdn sucediendo como son
la dispersion y la absorcion. Estos afectan la concentracién de contaminantes en el agua
que eventualmente alcanzard la superficie fredatica. Si se quiere conocer la razén con que
los contaminantes alcanzan el manto freatico es indispensable conocer el movimiento y
acumulacién de contaminantes en la zona no saturada. Sin embargo uno no puede estudiar
el movimiento de un contaminante transportado por el agua sin conocer el movimiento
del agua.

1.4.1 Presion capilar

La principal diferencia del flujo en la zona no saturada con el de la zona saturada es debida
a la interaccién del aire y el agua en el espacio vacio del medio poroso. Cuando dos fluidos
inmiscuibles (en este caso agua y aire) estdn en contacto, existe una discontinuidad en
la presién a través de la interfase que las separa. Esta es una consecuencia de la tension
de interfase que existe entre las dos fases en contacto. La magnitud de la diferencia de
presiones depende de la curvatura de la interfase. La diferencia de presiones se llama
presion capilar (p.):

Pc = Paire — Pagua

donde las presiones se toman en las dos fases aproximandose a la interfase desde el
lado correspondiente.

Asumiendo que la tensiéon de interfase, oio, entre dos fases con presiones p; y po es
constante , la formula de Laplace para la presion capilar dice que la relaciéon entre la
curvatura y la presién capilar estd dada por:

1 1 20'12
7'”) -

Pc:p2—p1=<712(—,+— »
r T
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donde 7* es el radio medio de curvatura definido como 2/r* = 1/r"+1/r". La presién
capilar es asi una medida de la tendencia que tiene el medio poroso parcialmente saturado
de absorber agua 6 de repeler aire. En edafologia el valor negativo de la presién capilar
se conoce como succion 0 tension.

Si suponemos que el aire en el espacio vacio estd a presién atmosférica entonces el agua
en el espacio vacio estd a una presién pgg,, menor que la atmosférica. Un modelo simple
que explica lo que sucede en el espacio vacio, es el agua en un tubo capilar sumergido
parcialmente en una bandeja con agua como lo muestra la figura 5. El tubo simula las
estrechas aberturas entre los granos.

pagua

Figura 5. Un tubo capilar.

Supongamos que la presién atmosférica es cero. En el agua justo debajo de la superficie
en el tubo, la presién p,gu, estd dada por:

DPc = Paire — Paguas Pagua = —Pc pues Paire = 0.

La presion del agua es también negativa a lo largo del tubo y hasta la superficie del
agua en la bandeja donde p,gu, = 0.

La figura 6 muestra como la presién negativa (menor que la atmosférica) se puede
medir en los suelos. En la figura 6(a) una muestra de suelo se coloca en una membrana
porosa (6 plato poroso) conectada a un manémetro. Las aberturas de la membrana son
muy pequenas de modo que el aire no puede ser absorbido a través de ellas hacia adentro
del mandémetro. La altura h., indicada en la figura 6(a), nos da la altura de la columna
de agua que estd siendo soportada por la succién que ejerce la muestra del suelo sobre
el agua en el mandmetro. Si denotamos por 7,g,, al peso especifico del agua, entonces
Pe = Yaguale corresponde al promedio de presion, sobre el area de contacto, que ejerce la
muestra de suelo sobre el agua del manémetro. El plato poroso, que es permeable al agua
pero impermeable al aire, es necesario para establecer contacto hidrailico entre el agua
de la muestra y la del manémetro sin que el aire sea absorbido hacia el tltimo.
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Figura 6. Medicion de la presion capilar en el laboratorio (a) y en el campo (b).

El instrumento usado para medir la presion capilar en la zona no saturada se llama
tensiometro. El contacto entre el agua del tensiémetro y la del suelo es establecido a
través de un capuchén poroso. Al utilizar un tensiémetro hay que asegurarse de que el
equilibrio se haya alcanzado, ya que esto puede tomar mucho tiempo. En la figura 6(b)
se muestra un tensiémetro para mediciones en el campo.

Haciendo un balance de fuerzas en el tubo de la figura 5 se obtiene que:

he=1t= P 5500 yaque  pare =0
P9 P9

donde p es la densidad del agua. A h, se le llama la cabeza de presién capilar.

Como en el flujo saturado aqui también podemos definir una cabeza piezométrica
® = Z + Dagua/Vagua €1t cada punto del dominio de flujo. Generalmente el término cabeza
capilar (¢.) se utiliza para denotar la cabeza piezométrica para el flujo no saturado.
Tenemos entonces que

¢c:2’+paﬂ:2f— Pe :Z_hca pc>0a pairezo
Yagua Yagua

Como en el flujo saturado, la cabeza capilar también estd medida desde un nivel
arbitrario de referencia.

Muchos autores utilizan el simbolo v para el negativo de la cabeza de presién de tal
manera que ¥ = h, = —Pagua/Vagua > 0. Y entonces para la cabeza capilar tenemos:
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R (1.4)
Es importante recordar que los conceptos de ¢, ¥, h. se utilizan tnicamente para

fluidos incompresibles.

La definicién de la cabeza capilar, ¢., nos permite generalizar la ley de Darcy, (1.2),
para el flujo no saturado como

q=—KVg,. (1.5)

En la seccion 1.4.3 veremos que, en este caso, la conductividad hidrailica, K, deja de
ser una constante y depende del contenido de agua, u. Esta generalizacion sera discutida
con mas detalle en la seccion 1.4.4.

La figura 7 muestra los instrumentos de medicién de ¢ y ¢, e indica las diferencias
entre ellas.

, |~ Piezometro
- Suelo no
Yy \ it
pagua / Vagua Tensi 6metr 0 Capuchon
P Poroso
_ 2 ——
P
g
(0} Suelo
saturado B
Z z
Pc
Agua
@ Nivel de referenci; (b)
®=Z+DPyalVaqa Q.=z- Y

Figura 7. Diagramas de definicion de®y @ -

1.4.2 Retencion de humedad

En la seccién anterior se dijo que la presién capilar depende de la curvatura de la interfase
entre el agua y el aire en el espacio vacio del medio poroso. Lo que hace aun mas
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interesante el estudio del flujo no saturado es que esta curvatura depende a su vez del
contenido de agua en el medio poroso.

Consideremos una muestra saturada colocada en el plato poroso de la figura 6a. Ahora
supongamos que el agua es drenada através de la llave de paso. La figura 8 muestra las
sucesivas etapas del drenaje. El estado inicial es denotado por 1. Mientras el agua
es drenada, la superficie comienza a curvarse, 2. El radio de curvatura de la interfase
dependerd de la succién. Mientras el agua es drenada y las interfases son aspiradas hacia
abajo, la curvatura se vuelve mas pronunciada y la succiéon aumenta. En cada etapa, la
mayor succiéon que puede ser soportada por la interfase corresponde a la curvatura mas
aguda que puede ser acomodada en el canal a través del cual la interfase esta siendo
empujada, y la curvatura mas pronunciada se presenta en la parte mas angosta (etapa
3). Mientras el drenaje prosigue la interfase se retira hacia canales que soportan una
curvatura de mayor radio, 4. Sin embargo, como esto significa menor succién, ésta no es
una etapa de equilibrio y el agua continuard retirandose hasta que las interfases tomen
una posicion de equilibrio en canales que sean suficientemente estrechos para soportar
interfases de curvatura mas pronunciada, 5. Obviamente que si todos los canales son
iguales y amplios, a una determinada succion no puede soportarse una etapa de equilibrio
y un repentino y casi completo retiro de agua de la muestra tendra lugar.

Figura 8. Etapas del drenaje de agua.

Generalmente, los poros tienen distintos tamafios y, por lo tanto, no se vaciaran a la
misma succién. Los poros grandes (o aquellos con canales mds amplios de entrada) se
vaciaran con succiones bajas, mientras que los de canales de entrada més estrechos, que
soportan interfases de curvatura més aguda, se vaciardn con succiones mayores.

Supongamos que ahora revertimos el proceso, y en vez de incrementar la succiéon
para vaciar mas poros, la reducimos con el proposito de rellenar el espacio vacio. La
transicion es ahora de la etapa 5 a las etapas 6 y 7. La curvatura de la interfase se vuelve
progresivamente menos pronunciada.
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La figura 9 muestra un tipico ejemplo de la curva ) = ¢¥(u) o h. = h.(u) durante el
drenaje. En edafologia esta curva se llama curva de retencion, ya que muestra como el
agua es retenida por fuerzas capilares contra la gravedad. El punto A de la figura 9 es
llamado la cabeza de presion capilar critica .. Si empezamos con una muestra saturada
como en la figura 6a, y producimos una pequena cabeza capilar 1, casi nada de agua
dejara la muestra (i.e., nada de aire penetrara la muestra) hasta que el valor de la cabeza
capilar critica se alcanza. Al seguir aumentando ¢ los poros mds grandes comienzan a
drenar y el contenido de agua disminuye drasticamente.

R W

W=h,=

0 u, T U

Figura 9. Curvatipica de retencion durante el drenaje.

Mientras el proceso de drenaje continiia se observa que una cierta cantidad de agua
permanece en la muestra incluso a presiones capilares muy altas. Este valor de u, denotado
ug, se llama el contenido irreducible de agua.

Durante el proceso de abastecimiento se observa que la curva ¢ = 9(u) difiere de la
obtenida durante el drenaje. Esto se debe a un fenémeno de histéresis. Al modelar un
flujo en un medio poroso habra que usar entonces la curva de retencién correspondiente
al fenémeno que se desea estudiar.

1.4.3 Conductividad hidraulica

El coeficiente de proporcionalidad K que aparece en las distintas formas de la ley de Darcy
y en las ecuaciones para el flujo en la zona no saturada se llama conductividad hidraulica.
Puede ser definida utilizando (1.2) como la descarga especifica por unidad de gradiente
hidraulico. Es un escalar que mide la facilidad con que un fluido es transportado a través
de un medio poroso. Es, por lo tanto, un coeficiente que depende de las propiedades del
fluido y de la matriz sélida. Las propiedades relevantes del fluido son su densidad y su
viscosidad; y para la matriz sélida son el tamano, la forma y la distribucion de los granos
(6 poros) y la porosidad.

Para el flujo no saturado se observa que la conductividad hidraulica, K, depende del
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contenido de agua, u. Cuando la saturaciéon disminuye, los poros grandes drenan primero
por lo que el flujo tiene lugar através de los poros mas pequeinios. Esto provoca una
reduccién en el area de la seccidon transversal accesible para el fluido y un incremento
en la tortuosidad de los pasadizos en los que el flujo tiene lugar. La combinacion de
estos dos efectos causa una rapida reduccion de la conductividad hidraulica mientras el
contenido de agua disminuye. Cuando las peliculas de agua se hacen ain mas delgadas,
ciertos fenémenos en la interfase del agua con la matriz sélida intervienen provocando que
la conductividad hidraulica siga disminuyendo. Entre estos factores podemos mencionar
un incremento en la viscosidad del agua en las proximidades de las superficies s6lidas.

La figura 10 muestra la relacién K = K (u) obtenida experimentalmente.

Conductividad hidraulica, K

0 f f

Y 1
Figura 10. Graficade la conductividad hidraulicaK,
contrael contenido de agua, u.

u

Muchos autores sugieren diversas relaciones entre K y wu. Childs & Collis-George
(1950) suponen K = Bu?/M? donde M es el drea especifica de la supercicie de la fase
solida y B es una constante.

Irmay (1954) deduce una relacién similar suponiendo que la resistencia al flujo ofrecida
por la matriz sélida es proporcional al area de la interfase liquida-sélida. La conductividad
hidraulica se vuelve entonces proporcional al radio hidraulico, i.e., al volumen del espacio
vacio dividido entre el drea humedecida. Este modelo nos lleva a la pardabola cibica:

K = K, (“_“0)3
1—U,0

donde K| el la conductividad cuando el flujo es saturado. La curva experimental
mostrada en la figura 10 es bien aproximada por la relacién anterior. Otros experimentos
en suelos donde el tamafio de los granos es uniforme coinciden también con esta relacién.

También resulta conveniente presentar a K como una funcién de la cabeza de presion
capilar, 1. Sin embargo esta relacién no es del todo precisa debido a que la dependencia
¥ = 1(u) no es tnica por el fendmeno de histéresis. A pesar de ello, en gran parte de este
trabajo supondremos que 1 (u) estd bien definida para u € [0,1] y que
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K = Ky exp(—ay) (1.6)

donde a es una constante y K es la conductividad cuando el flujo es saturado.

Esta tltima relacién fue propuesta por Gardner en 1958 y a pesar de que no apro-
xima muy bien los datos experimentales, es utilizada por ser mas conveniente para fines
analiticos. La principal diferencia entre esta relacién y las anteriores es que K > 0 mien-
tras que en las otras relaciones se tiene que K(u = 0) = 0.

1.4.4 Las ecuaciones de movimiento para el flujo no saturado

Supondremos que el aire estd estancado (i.e., Quire = 0) ¥ que estd a una presién constante
usualmente tomada como 0 (i.e., pgire = 0).

Siguiendo a muchos autores, entre los que se cuentan Buckingham (1907), Richards
(1931), Childs (1936), Childs & Collis-George (1950), suponemos que la ley de Darcy, 6
la ecuacién de movimiento en tres dimensiones, es aplicable al flujo no saturado en un
medio isétropo en la forma:

q=—K(u)Ve. (1.7)

donde q es el flujo volumétrico (volumen de agua por unidad de drea por unidad de
tiempo), ¢, es la cabeza capilar discutida en la seccién 1.4.1 y K (u) > 0 es la conductividad
hidraulica, que en este caso deja de ser una constante como en el flujo saturado y depende
del contenido de agua, u, como se discuti6 en la seccién anterior.

Al sustituir (1.4) en (1.7) se obtiene:

q=—K(u)V(=¢ +2) (1.8)

En la seccién 1.4.2 se discutié la relacién ¢ = ¢(u). Es importante recordar que esta
relacion no es tinica debido a la histéresis, y que, por lo tanto, la historia del abastecimiento
y el drenaje juegan un papel muy importante en el andlisis de problemas de flujo.

A pesar de eso, suponiendo que la relacién ¢ = 1)(u) es tinica (como cuando se trata
unicamente de un problema de drenaje ) y que estd definida para u € [0, 1], hacemos uso
de la regla de la cadena en (1.8) y obtenemos:
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q= K(u)%VU — K(u)es (1.9)

Klute (1952) llamé a D(u) = —K (u)% el coeficiente de difusividad 6 la difusividad
capilar. Recordando que K (u) > 0 y observando la relacién ¢ = ¢(u) de la figura 9, en
donde es claro que % < 0, se sigue que D(u) > 0. Sustituyendo esta definicién de D(u)
en (1.9) se obtiene:

q=—D(u)Vu— K(u)es (1.10)

Para el flujo horizontal en dos dimensiones en el plano xy tenemos:

q=—-D(u)Vu (1.11)

La similitud entre (1.11) y la ley de Fick de difusién explica porque el término difusi-
vidad es utilizado aqui.

Para el flujo vertical tenemos:

- = D) 92 — K(u) (1.12)

A pesar de que hay suficiente evidencia experimental para justificar el uso de las
ecuaciones anteriores (para el mismo rango de nimero de Reynolds para el que la ley
de Darcy es valida), también hay evidencia experimental en la literatura de que cuando
los gradientes hidrdulicos (que son aqui la fuerza conductora) son muy bajos, el flujo se
desvia de la ley de Darcy.

1.4.5 Ecuacidon de Richards

En esta seccion deduciremos la ecuacion de Richards, que es la ecuacion que estudiaremos
en los siguientes capitulos. Es una ecuacion diferencial parcial nolineal para u para el
caso del flujo vertical en la zona no saturada.

Por (1.12) tenemos que para el flujo vertical:
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- = ~D(w) e~ K(u)

donde z es la altura medida desde un cierto nivel de referencia. En esta ecuacion el
término — K (u) en la parte derecha representa el flujo debido a la gravedad y —D(u)%%
representa el flujo debido a fuerzas capilares.

Supongamos ahora que deseamos modelar la filtracion vertical de un fluido en el suelo.
Si x € [0,00) mide la profundidad en el suelo entonces hacemos el cambio de variable
x = —zen (1.12). De este modo se tiene que ¢, = —¢q, y que du/0z = —0u/0x y entonces
tenemos

S —D(u)% + K(u). (1.13)

A continuacién haremos un argumento de conservaciéon de masa. Consideremos dos
puntos cualesquiera con profundidades a y b respectivamente como se muestra en la figura
11.

J:Superficie (x=0)

+a

b

X

Figurall

La masa total del agua entre a y b al tiempo ¢, m((a, b); t), estd dada por:

b

m((a,b);t) = / u(z,t) d. (1.14)

a

La razén de cambio de esta masa es entonces:

%m((a, b)it) = % / e, ) dz = / ’ %u(m,t) dz. (1.15)
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Si suponemos que la masa se conserva entonces esta razén de cambio debera ser igual
al agua que entra menos el agua que sale del intervalo (a,b) al tiempo t. Esta cantidad
de agua esta dada por:

qz(a,t) — qz(b,t) = — /ab %qm(aﬁ, t) dz. (1.16)

Por lo tanto suponiendo que hay conservacién de masa, igualamos (1.15) con (1.16)
para obtener:

b b
2u(:zc,t) de = — %

1.1
% ¢z (z,t) dz (1.17)

que usando (1.13) se convierte en:

/a " e + [—D(u)g—z + K ()], dz =0 (1.18)

Como a y b son arbitrarios entonces el integrando debe ser cero. Por lo tanto tenemos
que:

we = (D) 0 — K ()], (1.19)

Esta es la ecuacién de Richards para el flujo vertical en la zona no saturada en un
medio homogéneo. Si el medio no es homogéneo entonces tanto D como K dependen
también de z. Asi que en este caso se tiene:

— — K(u, z)|, xz €[0,00);t>0 (1.20)

Las funciones D(u,z) y K(u,z) que aparecen en (1.19) y (1.20) son las llamadas
funciones hidraulicas. Son altamente no lineales lo que hace que la ecuacién de Richards
sea muy dificil de resolver analiticamente.
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Capitulo 2

Existencia y propiedades de las
soluciones

Al estudiar la ecuacién de Richards hay dos condiciones de frontera que en principio
podrian considerarse, las del tipo Dirichlet u(0,t) = uq(t), u(oo,t) = us(t), o imponer
condiciones sobre el flujo en la frontera:

—D(uw)u; + K(u)|z—0 = f1(?) — D(u)uy + K(t)|z=00 = fo(t).

De estos dos tipos de condiciones de frontera, la del flujo prescrito en x = 0 es mas
relevante fisicamente, ya que éste puede relacionarse con irrigaciones o con el agua de
lluvia.

El problema que estudiaremos entonces sera el de encontrar soluciones de la ecuacién de
Richards dada la concentracién inicial de humedad y con el flujo prescrito en la superficie
del suelo , x = 0.

Es decir, estudiaremos el problema

up = [D(u)u, — K(u)ly x>0, t>0. (2.1)
u(z,0) = ug(x) para x>0,
—D(u)uy + K(u)|z=0 = f(?) para t>0. (2.3)

El objetivo de este capitulo es probar la existencia de soluciones a este problema.
Obtendremos de paso, en la seccién 2.3, algunas propiedades de las soluciones. Una de
ellas, particularmente importante para la interpretacién fisica, es que si 0 < ug(z) < 1

29



30 CAP{TULO 2. EXISTENCIA Y PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES

entonces 0 < u(z,t) < 1, de modo que u efectivamente representa el contenido de humedad
del suelo.

En todo el capitulo haremos las siguientes suposiciones sobre las funciones hidraulicas
Dy K:

Supondremos que K (u) estd dada por (1.6) con a = 1:

K (u) = Koexp(—1(u))

y por lo tanto

K(u) > 0, (2.4)
K'(u) = D(u)>0 (2.5)
K'(u) > 0 para  u € [0,1]. (2.6)

La relacién (2.6) es crucial y estd de acuerdo con los datos experimentales. Supondre-

mos también que K y D son funciones acotadas para u € [0,1] y que K,D € C?[0,1].
1

La ventaja principal de estas suposiciones es que podemos hacer el cambio de variable

v(z,t) = K(u(z,t)). (2.7)

entonces

vy = K'(u)uy (2.8)

(0]

La figura 10 del capitulo 1 muestra la relacién K (u) obtenida experimentalmente. Observamos que
K (u) vale cero para u € [0,up] (donde ug € (0,1) es el contenido irreducible de agua) lo que no estd
siendo reflejado por la suposicién (2.4). También la figura 9 del capitulo 1 nos hace suponer que % no es
acotada en el intervalo [0,1] lo que implica que D(u) tampoco lo es. A pesar de que eso, estas suposiciones
nos dan suficientes condiciones de regularidad para poder trabajar y son una aproximacién al problema
real.
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U = M(v) (2-9)
donde
M) = K'(u) = K'(K~'(v)). (2.10)

De (2.5) y (2.6) se sigue que M (v), M'(v) > 0. Tenemos entonces la siguiente ecuacién
parabdlica para v(z, t):

vy = M(0)vge — M(v)vy. (2.11)

Las condiciones inicial y de frontera quedan

En el resto del capitulo trabajaremos con esta formulacién.

Para probar la existencia de soluciones de (2.1), (2.2) y (2.3) estudiaremos la existencia
de las soluciones de

vy = M(0)Vge — M(v)vy en z>0,t>0
v(z,0) = vo(z), v(0,t) — v,(0,) = f(2), (2.14)

considerando ecuaciones lineales de la siguiente manera: si v(z,t) es una funcién con-
tinua y acotada para x > 0, 0 < ¢t < T con v(z,0) = vo(z), la solucién W(z,t) de la
ecuacion lineal

Wy = M)Wy — M (v)W, en z>0,0<t<T
W(z,0) = vo(x), W(0,t) — W,(0,t) = f(t) (2.15)
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define un operador W = ®(v). La solucién de (2.14) corresponde a un punto fijo de .
Las condiciones sobre los datos inicial y de frontera son K(0) < ap < vp(z) < a1 < K(1)
y K(O) < ap < f(t) <o < K(].) 2

Una manera elemental de resolver (2.15) es por medio del método de diferencias finitas,
ver [6], capitulo 7.2. La idea es fijar dos nimeros pequefios Az y At y discretizar la regién
z > 0,0 <t <T considerando inicamente los puntos de la forma (nAz, mAt), donde n
y m son enteros no negativos, y aproximar las derivadas de W por

W(z,t + At) — W(x,t)

Wi(z,t) = N
W.’L'—l-ALL‘,t _Wﬁﬂ,t
Wy(z,t) ~ ( A:z): (z,1)
Wa(ot) ~ WETATH = 2W(a,1) + Wiz — As,1)

(Az)?

Dado que conocemos W (x,0) podemos sustituir estas expresiones en (2.15) y de ma-
nera recursiva obtener los valores de W en los puntos de la reticula (nAz, mAt), n > 1.

Para el caso n = 0 utilizamos la condicién de frontera, que se puede aproximar por

1
1+ Ax

W(0,t) = [W(Az, t) + f(t)Ax].

Después se hace tender Az y At a cero y en el limite obtenemos la solucién W (z,t).

Sin embargo, para buscar puntos fijos de ® es mas conveniente trabajar en espacios
de funciones de Holder, en los cuales es posible estimar ||[W/|| de manera adecuada en
términos de ||v]|.

2.1 Espacios de funciones

Consideremos un nimero real « € (0,1]. Una funcién continua vy : Rt — R es Holder
continua con erponente « si

sup [vo(w) = vo(y)| < 0. (2.16)

Ty lz —yl|®

2Esta condicién puede interpretarse como una restriccién sobre los valores del flujo que puede soportar
el suelo que dependen de los valores extremos de la conductividad hidrdulica K.
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El espacio C*(R™) consiste de las funciones acotadas, continuas en el sentido de Holder
con exponente «. La norma en este espacio esta definida como

l[vollce(r+) = voloo + [V0]a

donde |vy], es el supremo que aparece en (2.16).

Anélogamente, si k € N, el espacio C¥T*(R") consiste de las funciones v, tales que
v(()J) es acotada y continua en RY, 7 =0,1,....,k, y U(()k) € C*(R").

En este caso la norma es

k
j k
[|vo]|raqrsy = 3 105”00 + 067 |-
j=1

En el caso de funciones v(x,t) definidas para x > 0, 0 < t < T, si Ry = R x
[0, T] entonces C*/%(Ry) es el espacio de funciones que son Hélder continuas en ambas
variables, con exponente « en z y exponente «/2 en t.

En este caso

|U|a,x = sup ‘U('at)|on ‘U|a/2,t = sup ‘U(CC, ')|a/2
0<t<T ©>0
0| gaara(ryp) = [V]az + [V]aj2s, que denotaremos por || ||aT,a/2.

De manera anéloga se definen los espacios C*+® +/2( Ry) | ver [9], capitulo 1. Nuestro
espacio de funciones bésico es C2t% 1+2/2(Ry).

2.2 Existencia local de las soluciones

Estableceremos la existencia local de las soluciones de (2.14) para 0 < t < T y T sufi-
cientemente pequeno. Para ello analizaremos algunas propiedades de las soluciones de la
ecuacién lineal (2.15). La estimacién bésica es la siguiente:

Si v € C%2(Ryp), vy € C**(RY), y f € C***([0,T]), entonces la solucién W (z,t)
de (2.14) existe, W (x,t) € C*T®1+e/2(Ry) y

||W||2T+a,1+a/2 < C< |UO|C2+G(R+) + |f|cl+a/2([o,T]) ) . (2.17)



34 CAP{TULO 2. EXISTENCIA Y PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES

Ver [9], capitulo 4, secciones 5y 6 ((5.10) y (6.6)). La constante ¢ depende de [[v[3 4 /o-

Si Ty = |vo|gzta, T2 =|f|cr+ar oy ¥ T es tal que

cri +r] <7

entonces la estimacion (2.17) establece que ®(B,(0)) C B,(0) donde B,(0) es la bola
con centro en el origen de C?t® 1+2/2(R;) y radio 7.

Finalmente verificamos que ® es una contraccién si 7" es suficientemente pequeno. Para
ello, consideremos vy, vy € C?T% 1ta/2 (Rr) vy las soluciones correspondientes Wy, Wy. La
diferencia W = W; — W, es solucién de

W, = M(v1))Wag — M(v1)) Wy + M'(0)[(Wo)ee — (Wa)al[vr — ] >0, 0<t<T
W(z,0)=0, W(0,t)— Wy(0,t) = 0.

Si A(t; v1) denota al operador solucién de (2.15) con coeficientes determinados por vy,
entonces

W(z,t) = /OtA(t — 7;0) [(W2) ze — (Wa)z|[v1 — vol(z, T)dT.

Se sigue de la estimacién (2.17) que

t
We = Wal o s < ¢ IWallZsasvage 100 = 02l 5 1o 7
< cT |W2||Z—|—a,3—|—a/2 ||Ul_v2||g—|—a,1+a/2 :

Hay una estimacién similar a (2.17) para derivadas de orden superior, ver [9], cap.4
seccién 5, (5-10):

||W2||Z‘+a, 3+a/2 S c [ |U0|4+a + |f|3—|—a/2]

si vg y f son suficientemente regulares. La constante ¢ depende de [[vs][f, ,/, ¥ Por lo
tanto es acotada cuando 7" — 0. Se sigue que ® es una contraccién para 7" suficientemente
pequefia y por lo tanto tiene un tinico punto fijo v € B, (0), es decir v(z,t) es solucién de
(2.14) para 0 <t < T.

T

a, a/2 €Std cerca de 11 = |vglq

Nétese que T' depende de |[v|[% ajo- Para T pequefio [|v]]
y por lo tanto no depende de T'.
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2.3 Cotas a priori y comportamiento asintdtico

Supongamos que v(x, t) es una solucién de (2.14) para 0 < ¢t < 7. Estableceremos algunas
propiedades de v que son validas en cualquier intervalo donde dicha solucién exista.

Proposicién 2.1 Si v(z,t) es una solucion de (2.14) y K(0) < ap < wp(z) < oy <
K(1) entonces ag < v(x,t) < oy para todox >0 0<t<T.

Demostracién: Es claro que v(z,t) no puede alcanzar un maximo mayor que «; en
x>0,0<t<T. Siwv(0,t) = a1 por primera vez para t, > 0 entonces v,(0,%) =
v(0,t) — f(t) = an — f(t) > 0, con lo cual v alcanzaria su maximo en Ry, en algin zy > 0.
Esta contradiccién prueba que v(z,t) < o para 0 < ¢t < 7. Un argumento similar
establece que v(z,t) > o para 0 <t < T. La proposicién estd probada.

Una consecuencia interesante de este resultado es que la solucién u(z, t) que representa
el contenido de agua satisface 0 < u(z,t) < 1 mientras dicha solucién exista.

Las siguientes demostraciones estdn adaptadas de las correspondientes pruebas en [11]
para la ecuacién (2.1). En ellas se usa el principio del méximo para ecuaciones parabdlicas
en diversas formas (ver [12] cap.3). El resultado principal es el siguiente:

Considérese el operador lineal

L = a(z,t) : + b(x,t) 0 h(x,t) 0
=a(r,t) = z,t)— — h(z,t) — —
" 0x " Ox ’ ot
en la region x > 0, t > 0 donde a(x,t) > pu >0, h(z,t) > 0 ya,b y h son funciones
acotadas. Si u(x,t) satisface L{u] < 0, u(x,0) > 0, u(0,t) > 0 entonces u(z,t) > 0 para
z>0,t>0.

La siguiente proposicién muestra que las soluciones de (2.14) mantienen el comporta-
miento asintdtico en z = oo de la condicién inicial.

Proposicién 2.2 Siv(z,t) es una solucion de (2.14) en C?+% W¥/2(Ry) y limy_ 000 ()
[, entonces limy_,oov(z,t) = | uniformemente en t € [0, 7).
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Demostracién: Dado € > 0, existe o > 0 de tal forma que |vg(z) — I| < €/2 para
z > xy. Consideremos la funcién

r(z,t) =1+ % + Ceftt(zo—a)

y el operador

entonces

L(r) = [2M (v) — B|CePtH o)
Como v(z,t) < K(1), si 8 > 2K'(1) se tiene que L(r) < 0. Por lo tanto L(r — v) < 0.

En ¢ = 0 tenemos

r(z,0) —v(z,0) =1+ % + Ce™™ —ug(z) > Ce™ " >0 si x> .

En 0 < z < zj basta tomar C' > |vg|« para que 7(z,0) — v(z,0) > 0.

En la frontera lateral z = 0 tenemos

r(o,t)—u(o,t)=z+§+06ﬂewo—u(o,t)>o s C>K(1).

Con la eleccion de las constantes C' y (3 se tiene, por el principio del maximo, que
r(z,t) > v(z,t) paraz >0, 0 <t <T, es decir

vz, t) <1+ % + CeftHmo—) <14 g + CePTemoe,

La estimacion por abajo es similar. Combinando ambas vemos que existe x; > 0 de
tal forma que

lv(z,t)] <e para 0<t<T, z>ux.

La proposicién esta probada.
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Proposicién 2.3 Siv(z,t) es una solucion de (2.14) en C*+* WH/2(Ry) y limy_,oovh(z) =
0, entonces limg ooV (x,t) = 0 uniformemente en t € [0,T].

Demostracion: La ecuacion para W = v, es

W, = M(v)Wae — M(0)Wy + M' (0)WW, — M'(v)W? .
Consideremos la funcién
r(z,t) = %eﬁ(t_T) + Ceftt(mo—2)
y el operador

0? 0 0 0
L= M(v)@ — M(U)a + M'(v)vy— — M'(v)v, — —

entonces L(W) = 0 y por lo tanto

L(r—=W)=L(r) = 2M(v) — 2M' (v)vy — 8] CePH @0~ L3 — M'(v)v,] %eﬁ(t_T).

Dado que |vg(z,1)] < [[v][3,q, 1+a/2 S€ Sigue que podemos escoger 3 suficientemente
grande tal que L(r) < 0. En t = 0 se tiene

r(z,0) — vz(x,0) = %e—ﬂT + Cel@o—a) _ vl (z) > Cel@—2) 5
si zo es tal que |vg(z)] < £e™PT para z > zo. Si C > |v)|o y 0 < 2 <z, entonces

r(x,0) — vg(z,0) > Cel®™2) —yl(z) > 0

y por lo tanto

r(z,0) — vy(z,0) >0 para todo x> 0.
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En la frontera lateral £ = 0 se tiene

r(0, 1) — v, (0, 1) = CePle™ + %eﬁ(t_T) —0,(0,8) > 0

si C' > [|v[34, 1402 Entonces por el principio del méximo se sigue que r(z,t) —
vz(z,t) > 0, es decir

Uz(.T,t) < %eﬂ(t—T) 4 C bt e(zo—2) < §+ C BT o(wo—2)
La acotacion por abajo es similar. De ambas concluimos que existe x; > 0 tal que

lvg(z,t)] <€ si r>x, 0<t<T.

La proposicién esta probada.

El siguiente resultado es una estimacién uniforme en el tiempo para |vg|oo-

Proposicién 2.4 Eriste una constante positiva C de tal forma que siv(z,t) € C**%1F/2(Ry)
es solucidn de (2.14) en 0 <t < T, entonces |vy(z,t)| < C.

Demostracion: Recordemos que la ecuacién para W = v, es

W, = M)Wy — M(0)W, + M' (0)WW, — M’ (v)W?
W(z,0) =vy(z),  W(0,¢) =v(0,t) — f(2).

Como M'(v) > 0, se sigue del principio del maximo que v, alcanza un méximo en la
frontera de Ry, por lo tanto existe una constante C; > 0 de tal forma que v,(z,t) < Cj.

Para obtener la cota inferior, consideremos la funcién

r(z,t) = e "v(z,1).

La ecuacién para r es
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re = M()rge + M(v)r, en z>0,1>0
7”(.%, 0) = eiwvo(x)a ’/‘m(O,t) = _f(t)

Asi que la ecuacién para q(z,t) = ry(z,t) es

@ = M) + M©)gs + M'(v)veqe + M' (v)vq
M(v)qao + M (v)gz + M'(v)e[r + qlg + M'(v)e"(r + q)q
= M(v)qz + (M ( )+ M'(v)e®[r +q]) gz + M’ (v)e*(r + q)q
q(z,0) = e "[vy(z) —w(z)],  ¢(0,¢) = —f(1).

Se sigue que g no puede alcanzar un minimo interior en (zg,%y) tal que g(zg,%y) <
—K (1), pues r < K(1). Dado que ¢ es acotada inferiormente en O(Rr), se sigue que
existe Cy de tal forma que ¢g(z,t) > —Cs.

De la relacién r, = e v, — e ®v y la proposiciéon 2.3 se sigue que v, es acotada
inferiormente. Si C' = max{C}, C,}, entonces
vz (z,t)] < C para >0,0<t<T.

La proposicién esta probada.

El siguiente resultado es una cota inferior uniforme para v;.

Proposicién 2.5 Eriste una constante positiva C de tal forma que siv(z,t) € C?*% 14a/2(Ry)
es solucion de (2.14) en 0 <t < T, entonces vy(z,t) > —C.

Demostracién: La ecuacién para q(z,t) = vi(x,t) es

% = M(U)chzc - M(U)ch + MI(U)qU;U;U - MI(U)qUw

= M(U)chzc - M( )ch %I((:j)) q2

q(z,0) = M(vo(2))[vg(z) —vo(=)],  4(0,%) —g:(0,2) = f'(2).
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La estimacién es consecuencia del principio del maximo.

Finalmente supondremos que v; < C para todo z > 0, 0 < ¢t < T. En este caso, |v¢|o
es acotada uniformemente en ¢ y en consecuencia ||v| \Z /2 8 acotada, independientemente
de T, para cualquier a € (0, 1].

De aqui se sigue que podemos continuar la solucién local por medio del esquema de
contracciones como se hizo en la seccién 2.2 y obtener una solucién definida para todo
t>0.



Capitulo 3

Convergencia de las soluciones a
ondas viajeras

En este capitulo estudiaremos los frentes huimedos para un suelo homogéneo. Matematicamente
los frentes humedos son representados por soluciones en forma de onda viajera de la
ecuacién de Richards para un suelo homogéneo (1.19).

El principal resultado de este capitulo es que bajo algunas suposiciones, las soluciones
de (2.1) con las condiciones de frontera (2.2) y (2.3) “se parecen” a soluciones en forma
de onda viajera para tiempos largos.

En la seccién 3.1 se prueba la existencia de ondas viajeras para (2.1) y se discuten
algunas de sus propiedades. En la seccién 3.2 estudiamos la aproximacion de las soluciones
de (2.1) por la onda viajera.

Como en el capitulo anterior supondremos que las funciones hidraitlicas D y K satis-
facen

K'(u) > 0 para wuwel01].

v que ellas y sus derivadas son acotadas.

41
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3.1 Existencia de ondas viajeras

En esta secciéon probamos la existencia de soluciones en forma de onda viajera para la
ecuacién de Richards (2.1). Las ondas viajeras son conexiones entre dos soluciones esta-
cionarias. En 3.1.1 estudiamos estas soluciones estacionarias para en 3.1.2 buscar ondas
viajeras de (2.1).

3.1.1 Soluciones estacionarias
Las soluciones estacionarias de (2.1) satisfacen

0 =[D(u)u, — K(u)]s.

Lo que implica que la expresion dentro del paréntesis debe ser igual a una constante,
entonces

ko = —D(u)u, + K (u) (3.1)

donde —Fk; es dicha constante. Vemos entonces que las soluciones estacionarias de
(2.1) son aquellas que tienen un flujo constante a cualquier profundidad z € [0, co).

Usando que K'(u) > 0, como el capitulo anterior hacemos el cambio de variable

La ecuacién (3.1) se transforma en

ko = —vg + v

cuya soluciéon general es

v(x) = ko + ke®, ke R* (3.2)
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Como u representa el contenido de agua, entonces 0 < v < 1. Por lo tanto las tinicas
soluciones acotadas se obtienen cuando k£ = 0 en (3.18). De este modo tenemos que
V= k'()

o bien

u= K" (ko) (3:3)

Entonces, dado un flujo constante kg, hay una unica solucién estacionaria constante
asociada a él y estd dada por (3.3). Ademds como K es creciente vemos que esta solucion
varia mondétonamente con k.

Como queremos que 0 < u < 1 necesitamos pedir que

K(0) < ko < K(1)

Esta condicién puede interpretarse como una restriccion sobre los valores del flujo que
puede soportar el suelo y dependen de los valores extremos de la conductividad hidraulica
K.

3.1.2 Soluciones en forma de onda viajera

En esta seccién discutiremos la existencia de ondas viajeras para (2.1), es decir

u(z,t) = p(x — ct) (3.4)

donde c¢ es la velocidad de la onda. Llamando & = x — ¢t tenemos que ¢ = ¢(§). Si
denotamos d% =" obtenemos, al sustituir (3.4) en (2.1), la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria para ¢ :

—cp' = [D(p)¢' = K(p)] —o0< &< o0

Por lo tanto
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ko = D(p)y' — K(p) + cp (3.5)

donde kj es una constante de integracion.

Como se mencioné en el principio de esta seccién la onda viajera ¢ serd una conexién
entre dos soluciones estacionarias de (2.1), ¢, ¥ ©p-

Hechas estas consideraciones, nuestro problema matematico es ahora probar la exis-
tencia de ¢ que satisface

ko = D(p)¢’' — K(p) + cp, (3.6)
p(—00) = @4,  (00) = @y, (3.7

Supondremos que @ < @, lo que corresponde a suponer que el suelo se estd humede-
ciendo a medida que avanza el tiempo.

Reescribimos (3.6) como una ecuacién auténoma,

,_K((P)—C(P-i-kol

7= "Dy (38)

La tnica forma en que las condiciones (3.7) pueden cumplirse es que ¢, y ¢ sean
soluciones de equilibrio de (3.8), es decir

0= K(¢a) = cpa + ko, (3-9)
0= K(pp) — cop + ko- (3.10)

de donde vemos que la velocidad, ¢, tiene el valor tinico

c = K(@a)_K(SOb) > 0 (3 11)
Pa — Pb . .

Adems3s
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kO = CYq — K(Qpa)
= cpp — K(pp)- (3.12)

Sea (&) una solucién de (3.8) que satisface ¢, < ¢(0) < ¢,. Nos gustaria poder
extender el dominio de ¢ a (—oo,00) y garantizar que p(—00) = @,, ©(00) = . La
extension del dominio es posible ya que el lado derecho de (3.8) estd acotado y tiene
derivada continua para ¢ € [0, 1].

Para asegurar que ¢(—00) = ¢, ¥ que p(00) = ¢, es necesario y suficiente que el lado
derecho de (3.8) sea estrictamente negativo para @, < ¢ < @,. Es decir

K(p) —cp+ky<0.

Usando (3.12) tenemos

K(p) —cp+cp, — K(p,) <0
K(p) — cp+cop — K(pp) <0,

K(p) — K(ps) K(pa) — K (o) K(p.) — K(p)
Y — Pb Pa — Db Do — P

(3.13)

que es cierto para ¢, < ¢ < @, ya que K"(u) > 0.

Notemos que dado que el lado derecho de (3.8) es estrictamente negativo, se sigue que
¢ es una fucion mondétona decreciente de &.

Probaremos ahora que ¢ converge exponencialmente a los estados de equilibrio ¢, y
vp. Esto es una consecuencia de la hiperbolicidad. El jacobiano de el lado derecho de
(3.8) es
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K'(p)—c  D'(p)
D(¢p) D2 ()

[K(p) — cp + ko -

Al valuar en ¢y el segundo término se cancela. Entonces si escribimos

(&) = s+ h(§) (3.14)

con h(&) positiva, tenemos que h satisface

_ K'(p) — ¢

Dy e+ O(mE).

W (€)
Sea

- K'(g)
M="Dl

Por (3.11) y la convexidad de K vemos que M > 0. Existe § > 0 tal quesi0 < h(§) <
entonces

O(*(€)) < T h(€)
y por lo tanto tenemos que
H() < ~Mh(E) + 5 h(€) =~ h(E) <0
de donde concluimos que
RE) < h(&)e?®@ O para  £>& si 0<h(&) <6 (3.15)

Como ¢(§) — ¢, cuando ¢ — oo sabemos que existe & tal que 0 < h(&) < dy
entonces por (3.14) y (3.15) tenemos

0(€) < pp+6e7® O para £> .
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Por lo tanto ¢(£) converge exponencialmente a ¢, cuando & — oco. De manera com-
pletamente andloga puede probarse que ¢(£) converge exponencialmente a ¢, cuando
& — —o0.

Resumiendo hemos probado que dados dos estados estacionarios ¢, y ¢, tales que
©Ya > (Pp, €xiste una onda viajera que los conecta y que converge exponencialmente a ellos
cuando & — Foo. La eleccion correcta de estos estados estacionarios nos dara la onda
viajera que se aproxima a la solucién de (2.1) que satisface (2.2) y (2.3).

3.2 Aproximacion de las soluciones por ondas via-
jeras

En esta seccién estudiaremos el comportamiento de las soluciones de (2.1) para tiempos
largos. Veremos que estas soluciones son bien descritas por las ondas viajeras discutidas
en la seccién anterior. Los resultados principales aparecen en [11].

Comenzamos escribiendo la ecuacién (2.1), la condicién inicial (2.2) y la de frontera
(2.3)

up = [D(uw)uy — K(u)], para z €[0,00), t >0 (3.16)
u(z,0) = ug(x) para x>0, (3.17)
—D(u)ug + K(u)|z=0 = f(t) para t>0 (3.18)

en términos de la variable mévil £ = x — ct. Escribimos

u(z,t) = u(€ + ct, t) = a(&, ).

Sustituyendo en (3.16) tenemos la siguiente ecuacién para (&, t):

ou 0 e Q.. 0u
5 = o lD(u)a—J - 8_§K(u) + CoE para > —ct, t >0 (3.19)

Por comodidad quitaremos la tilde, ~, en (3.19). Tenemos

ou 0 ou 0 ou
ot O lD ] B

(u)a—f a—fK(u) + ca—5 para £ > —ct, t > 0. (3.20)
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Las condiciones de (3.17) y (3.18) quedan

u(§,0) =wuo(§), £=0 (3.21)
—D(u)g—g + K(u)|can = f(t),  t>0. (3.22)

En la seccion anterior probamos que dados dos estados estacionarios ¢, y ¢y existe una
onda viajera, ¢(z — ct), que los conecta y que converge exponencialmente a ellos cuando
& — Foo. La eleccion correcta de estos estados estacionarios nos dara la onda viajera que
se aproxima a la solucién u(&,t) de (3.20) que satisface (3.21) y (3.22).

También se probd, en la seccién 3.1, que ¢(§) es una funcién monétona decreciente de
&, que la velocidad de la onda estd determinada por (3.11),

K((Pa) B K(Spb) >0 (3 23)
Pa — Pb ’ .

cC=

y que ¢ sastisface las condiciones de flujo en las fronteras

D)% 4 K () = b= K (1) (3.24)

donde K(0) <a < b< K(1).

Para que ¢(§) se aproxime a u(&,t) serd necesario hacer ciertas suposiciones sobre

uo(€) y sobre f({).

En primer lugar supondremos que tienen limite:

lim ’U,()(f) = ll

£—00

Hm f(t) = ls.

t—00
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Estos limites determinan nuestra eleccién de los estados estacionarios para :

Yy = L Pa = Kﬁl(h)'

Ademds se debe cumplir K—1(ly) > ;.

Pedimos ademaés que la convergencia de uy y f a sus limites sea suficientemente rdpida
de modo que

[ (&) = er)de < oo, (325)

/0 T (K (ga) = f(1)dt < 0. (3.26)

Supondremos también que f € C3*t1/4[0, 00) y que uy € C*T1/2]0, 00), estas condiciones
de suavidad vienen de tomar o = 1/2 en el andlisis del capitulo anterior. Pedimos ademas
que 0 < ap < up(x) < a1 <1,y que K(0) < By < f(t) < fi < K(1) para completar
las hipdtesis necesarias para aplicar los resultados del capitulo anterior. De este modo
sabemos que la solucién u(&,t) en verdad existe. Ademds por las proposiciones 2.2 y 2.3
sabemos que

u(fa t) — b, uf(fa t) —0

cuando & — oo, uniformemente para t € [0,7]. Por la proposicién 2.4 sabemos que
lug(€,t)| es acotado para ¢t € [0,7]. Estos resultados seran utilizados frecuentemente en
las siguientes secciones. También supondremos que |u;| es uniformemente acotada de tal
forma que la solucién existe para todo ¢ > 0.

A lo largo de esta seccién llamaremos Q = {(&,t) @ &€ > —ct, t > 0}.

El objetivo de esta seccion es probar que bajo estas suposiciones existe un nimero y
tal que

lim |u(z,t) —p(r —ct—7)| =0

t—o0

uniformemente para x > 0. El resultado serd probado en la subseccion 3.2.2 y para la
demostracion sera necesario usar 3 lemas que son probados en la seccion 3.2.1.

Como se menciond al principio de este capitulo, también supondremos que K, K', K", D, D’
son funciones positivas y acotadas y que D, K € C?[0, 1].
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3.2.1 Lemas preliminares

Lema 1 [11] La integral

[l t) — @iy

existe y es finita para (€,t) € Q.

Demostracion: Sea

W(E, N, t) = /6 (s 1) — o)ds.

Usando (3.20) tenemos

ow N 0 ou
5 = /g a_g [ (“)a_g —K(u)—l—cu] ds
= Dluls. ) g (5:0) ~ K uls 1) + culs, )=
= D(u(N, t))g—Z(N, t) — K(u(N,t)) + cu(N,t) — D(u)g—qg + K(u) — cu.
Por las proposiciones 2.2 y 2.3 tenemos
Jim S =~ K () + e~ D) g + K(u) = e, (327

uniformemente en t en cualquier intervalo acotado de la forma [0, T']. Podemos escribir

t oW
WENY = WEN0)+ [ Fat

= [ (wols) = s + [ T Ny

Por lo tanto usando (3.27) tenemos que
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Jm WEND) = [ (uo(s) = po)ds
+ /Ot (—K(apb) + cpp — D(u)g—z + K(u) — cu) dt, (3.28)

que es finito por (3.25).

El lema esta probado.

Para la demostracion de los siguientes dos lemas se utiliza un principio del maximo
similar al enunciado en el capitulo 2, pg. 35, para la regién £ > —ct, t > 0.

Lema 2 [11] Sea

vwaw:4?Maw—%m&

FEntonces
glggo W(,t)=0

uniformemente para t > 0.

Demostracién: El resultado para t € [0,7] se sigue de tomar £ — oo en (3.28) y
usar las proposiciones 2.2 y 2.3.

Para obtener un resultado uniforme en ¢ > 0, sea € > 0. Primero acotaremos W (&, t)
por debajo por —Me5¢ — 5 para alguna 8 >0y M > 0. Sean

Wi(E,t) = Me™ + 5+ W(E. 1)
0? 0o 0
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Entonces

y por lo tanto

LWy = (3°D(u) — cf)Me P + K () — K (u). (3.29)

Dado que K" (u) > 0, que ¢, < ¢, y que c estd dada por (3.23) se sigue que ¢ > K'((pp)
y entonces podemos escoger 3 tal que

0<8< sup(;)_efll)(((ib()f,t))' (3.30)
Por otro lado se tiene que
Wi(€,0) = Me %+ 5+ /g " (uo(s) = gp)ds
y
8;/15/1 (—ct, t) = —MBeP* + p — u(—ct, t).
Claramente podemos escoger M > 0 suficientemente grande tal que
Wi(€,0) >0, aa—wgl(—ct, t) <0 para (&,t) € Q. (3.31)

Afirmamos ahora que con esta elecciéon de fy M, Wi(&€,t) > 0 para todo (£,1) € Q.
Supongamos por el contrario que W; toma valores negativos. Entonces existe un conjunto
compacto Qp = {(§,t) : 0<t<T, —ct <& <&} que contiene puntos en donde W
toma valores negativos. En consecuencia existe (£1,%1) € Qr que es un minimo negativo
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de W1 en Q. Es claro que las condiciones dadas en (3.31) impiden que (&1, %) esté en las
secciones de la frontera de Q27 determinadasport =0, —ct << &y0<t<T, £ = —ct.

Por otro lado, como limg_,oo W(€,t) = 0, uniformemente para 0 < ¢ < T, podemos
escoger & tal que W (&,t) > —5 para 0 <t < T, y por lo tanto

Wl (50) t) Z 0.

Entonces (&1,%1) debe ser un punto interior o pertenecer a la seccién de la frontera de
Qr determinada por t =T, —ct < £ < &. Veremos que estas dos posibilidades nos llevan
a una contradiccién.

Supongamos que (&;,%1) es un punto interior de Q7. Entonces debe tenerse

oW,
ot

(é1,t1) =0, 88—1?(51,?51):0’ y

Por lo tanto LW, (&1,t1) > 0 y por (3.29) tenemos que

(68°D(u) — cB)Me " + K(gp,) — K(u) >0 (3.32)

en (&1,t1). Por otro lado como K" (u) > 0 tenemos

K(pp) — K(u) < K'(pp) (05 — u)

y entonces podemos escribir (3.32) como

(6°D(u) — cB)Me " + K'(¢py)(p — u) > 0 (3.33)

en (£1,t1). Ademds tenemos

68—1?(£1,t1) = —ﬂMe_’B&l —+ Oy — U(fl,tl) =0. (334)

Multiplicando (3.34) por —K'(i,) y suméndosela a (3.33) obtenemos
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(BD(u(é1,t1)) — c+ K'(gp))BMe 78 > 0

lo que implica

C—K'(%) C—K'(%)
P2 Dlalen, ) = supenea D(u(E )

que contradice (3.30). Por lo tanto (&;,1;) no puede ser un punto interior de ;.

Si (&1,t1) estuviera en la frontera superior de Qp, t = T, entonces debiera cumplirse

oWy
23

Como en el caso anterior tenemos que LW; > 0 y llegamos a la misma contradiccion.

oW,
ot

82W,
92

(fl,T) = 0’ (fl,T) < 0 y (fl,T) > 0.

Por lo tanto W1 (&,t) > 0 y entonces

W(&,t) > —Me P — (3.35)

€
5

Nétese que dado que ni M ni § dependen de T, (3.35) es cierta en todo €.
Ahora acotaremos W por arriba por

U(E) = [ (els = 1) = @ulds + 5.

U (&) esta bien definida para todo £ ya que ¢(£ — ) converge exponencialmente a

cuando & — oo. También es claro que limg,o U(§) = 5.

Sea

Wa(&t) = U —WI(E1)
= /5 (o(s =) — po)ds + % —/,5 (u(s;?) — po)ds
/.

3

(p(s —7y) —u(s,t))ds+ %

Entonces
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8W2 . 62VVQ _
o6 u—, ez Ug — Pe- (3.36)

Ademads usando (3.20) y las proposiciones 2.2 y 2.3 puede verse que

oW,
ot

= K(pp) — cpp + D(u)ug — K (u) + cu. (3.37)

Por otro lado, por (3.5) y (3.12) tenemos

0=—K(ps) + cop — D(p)pe + K(p) — cp - (3.38)

Sumando (3.37) y (3.38) se tiene

LIPS OET G U €

Usando (3.36) tenemos finalmente

ot = D(w) &2 U— @ ver U— @ o€

oW, *W, i (D(U) — D(p) K(u) — K(¢) n ) oWy
c
Como D y K tienen derivada acotada vemos que Wy es solucién de una ecuaciéon
diferencial parcial lineal parabdlica con coeficientes acotados. Ademds

Wa(€,0) = /ﬁ ol =) = wols)ds + <.

Nétese que ¢(s — ) = ¢, cuando 7 — oo. Como ¢, > ¢, y dado que ug(s) = ¥,
cuando s — oo se sigue que podemos escoger y suficientemente grande de forma que
W5(€,0) > 0 para todo £ > 0. En la frontera £ = —ct tenemos

AWy(—ct,t)  d /oo

dt 7 | (el =) —uls,1))ds
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= — _o; %(s, t)ds — c(u(—ct,t) — p(—ct — 7))
= — _C:: (% [D(u)ug — K (u) + cu] ds + cp(—ct — ) — cu(—ct, )

= — [D(u)u,g — K(u) + cu|‘f’ct] + cp(—ct — v) — cu(—ct, t)
= K(ps) = f(t) +clo(=ct —7) — @)

Por lo tanto

Wal—et,t) = Wa(0,0)+ [ [K(p) = J(7) +elp(—er —7) — )] dr
= W0,0)+ [ [ (pa) = f(]dr
n /Ot (K (¢8) — K (a) + clo(—ct — ) — gp)] dr
= Wy(0,0) + /Ot [K (o) — f(7)]dr

HE ()~ Kl [ (22T =0 ) g

Pa — ©Pb
= W,(0,0) + /0 (K (¢a) — f(r)]dr

—c/ot(goa — o(—cT —7))dr (3.39)

La primera intergral del lado derecho de (3.39) es acotada por (3.26). La segunda
integral es uniformemente acotada en ¢ y exponencialmente pequena en vy ya que ¢(—cr —
) converge exponencialmente a ¢, cuando 7 — oo.

Dado que

W2(0,0) = [~ (s = 7) — uo()ds + 3

se sigue que podemos escoger v suficientemente grande de manera que Wy(—ct,t) > 0
para toda t > 0.

Entonces podemos aplicar el principio del maximo y obtener que W5(£,t) > 0 para
todo (&,t) € Q. Es decir

W(et) < [ (pls =) - @ids + ¢
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para todo (&,t) € Q2. Por lo tanto

Jim W (g, 1) = 0

uniformemente para ¢t > 0.

El lema esta probado.

Lema 3 [11] Dado € > 0 existe N > 0 tal que

<e€

[ o=t e

para £ < —N ytz%.

Demostracion: Sea

Entonces

Adems3s

ow
ot

Sean ahora

13 t

WEt) = [ (pu—uls,t)ds+ [ (/) = K(ga)dr.

—ct to

ow W ou
8—5 :(pa—U(f,t), 352 :_a_é-(é-:t)
¢ Ou

_ —tds — c(u(—ct, t) — <,0a) + f(t) - K(%)

—ct

— [D(w)ue — K (u) + culs o] + cpa — cu(—ct, 1) + F(£) — K (a)
D(u)(—ug) + c(a — u) + K (u) — K(¢a)

o7
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y
L—D(u)a—2+02—2
N o¢2 - o ot
Entonces
LW, = K(pa) — K (u) + (8°D(u) + c¢8) MeP. (3.40)
Ademas

0

Wi(€,0) = /Of(wa —up(s))ds + | (f(7) — K(ga))dr + % oMbt

to

y entonces W1(&,0) > 0 si M es suficientemente grande, pues ¢, > ¢ y por lo tanto
up(€) < g si € es suficientemente grande.

También escogemos %, suficientemente grande tal que

[ ) - Keyir| < &

sit > ty. De este modo
t
Wil=ct,) = [ (F(r) = K(pa)dr + 5+ Me ™ > 0
to
para t > 0 si M es suficientemente grande.

Por otro lado como K" (u) > 0 podemos escoger 3 tal que

KI(QDa) —-C

0 .
<h< SUP (¢, 1eq D(u(é,t))

(3.41)

Afirmamos que con estas elecciones de §y M, Wi(&,t) > 0 para (&,t) € 2. Suponga-
mos lo contrario. Entonces W, toma valores negativos en algin conjunto compacto de la
forma Qp = {(&,t) : 0<t<T, —ct <& <&} Dado que u(&,t) es acotada se sigue
que W (&, t) tiende a infinito a lo mas linealmente en £ cuando & — co. Entonces podemos
suponer que &, es tal que
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Wl (§07 t) Z 0.

Sabemos que W; alcanza un minimo negativo en (&1,¢1) € . Por lo visto anterior-
mente (£1,%) debe estar en la frontera superior ¢ = 7 o ser un punto interior de Qr.
Veremos que esto tampoco es posible.

Si (&1,t1) es un punto interior de {2 entonces debe tenerse LW, (&;,t1) > 0. Entonces
por (3.40) tenemos

K(¢a) — K(u) + (BD(u) + ¢)BMe”* >0
en (&1,t1). Por otro lado, como K" (u) > 0, se cumple que

K(¢a) — K(u) < K'(¢q)(¢q — u)

y por lo tanto

K'(@a) (00 — u(é1, 1)) + (BD(u(ér, 1)) + ¢)BMe’ > 0, (3.42)
Ademas como —ct < & < &y debe tenerse

8@_‘?(51’ tl) = Pq — U’(glatl) + ﬂMeﬂfl == 0,

es decir

0o —u(&y,t1) = —BMePr,

Sustituyendo en (3.42) tenemos

(BD(u(&1, 1)) + ¢ = K'(a)) BMe” > 0

lo que implica

BD(u(&r,t1)) +c— K'(pq) >0
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KI((pa) —C > KI((pa) —-C

72 Dluleh) = subpen Dl D)

que contradice (3.41). Entonces (£;,t1) no puede ser un punto interior. Si el minimo
fuera (&,7T) tendriamos que

OPW. ow:
W;(fl:T) > O: a—é-l(glaT) =0 y

lo que implica LW, (&, T) > 0 y llegamos a la misma contradiccién. Entonces con-
cluimos que Wy (§,t) > 0 para (§,t) € €, es decir

ow,

W(flaT) <0,

3 t €
[ (0u—us,0)ds > [ (K(pa) — flr))dr — & — Me.

—ct to

Escogemos N > 0 tal que —MeP > —< para { < —N y tal que & > ¢,. Entonces

N
paral < —Nyt> .
Para encontrar una cota superior de
£
[ (= uls, 1)ds

consideramos

Wl t) = [ (uls,t)— (s )i+ [ (pu— s +1))ds

+ [ (K(pw) = f(r)dr + 5.

Entonces

oW W,
ge — UGN —eE+),  m = ueldt) — eel€+1), (3.43)
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y usando la ecuacién para u, (3.20), puede verse que

oW,
ot

= D(u)ug — K(u) + cu — cp, + K(pq). (3.44)

Por otro lado ¢(& + ) satisface

0= & (D(p)pe — K(p) + cp)

Integrando respecto a £ y tomando & — —o0 se obtiene

_K(Soa) + cpq — D(QD)QO'S + K(Qp) —Cp = 0.

Sumando esta tltima ecuacién a (3.44) nos da

oW,
ot

= D(u)ug — D(u)pe + D(u)pe — D(p)pe — (K(u) — K(©)) + c(u — @)
que usando (3.43) podemos escribir como

oW,
ot

= D(u)

€2 ver o€

FWe (D(U) —D(p)  K(u) - K(p) +C> oW,
U— @ U— @

Como D y K tienen derivada acotada vemos que W (&, 1) es solucién de una ecuacién
diferencial parcial lineal parabdlica con coeficientes acotados.

Adems3s

We0) = [ (wals) — els +1))ds+ [ (ou = (s +7)ds

+ [ (K(pa) = f()dr + ¢
I3 ¢
— /O(uo(s)—gpb)ds-l-/o (o — (s +7))ds

[ (o= els+ )i+ [ (K(pa) = f)ir+
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> [ uals) - %ds+/ (0 = ol +7))ds

+/ o(s+7) ds-l—/ D= fO)dr+ S (3.45)

La primera integral del lado derecho de (3.45) es una funcién acotada de £ por la
hipétesis (3.25). Notese que (s + ) — ¢, exponencialmente cuando v — oo, entonces
la segunda integral es exponencialmente pequefia en v cuando v — 0o. Ademds como
pq > p se sigue que la tercera integral tiende a oo cuando v — oo. Por tltimo, por
(3.26) vemos que la dltima integral estd acotada por una constante que no depende de .
Por lo tanto existe vy tal que si v > 7, entonces

WZ(ga 0) 2 O
En la otra frontera, £ = —ct, tenemos
—ct t €
Wa(—ct,t) = [ (pa=pls+1))ds+ [ (K(ga) = f(r)dr+ . (3.46)

Escogemos t, suficientemente grande tal que

[ (ga) — 5(r))ir

to

sit > ty. Entonces para t > ty , Wy(—ct,t) > 0. Observemos ahora que cuando
+ — oo la primera integral del lado derecho de (3.46) también tiende a oo uniformemente
para 0 < t < t,. Por lo tanto existe 7 suficientemente grande tal que W5(—ct, t) > 0 para
toda ¢t > 0.

Finalmente por el principio del maximo tenemos

Wiet) = [ (uls,t) = ols )i+ [ pu = s +))ds
+ [ (o) - Fr)dr+ S

¢ ¢
- /_Ct(U(s,t) — pq)ds + /_oo(% — (s +7))ds
+ t(K(%) — f(r))dr + % >0

to
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/g (pg — u(s,t))ds < /io((pa — (s +7))ds

—ct
t €

+ [ (K = so))dr+ 5

Existe N > 0 suficientemente grande tal que % >ty

[ (upls+ s < &

si¢& < —N.
Por lo tanto
13
| (pa—uls,)ds < e
—ct

N
paral < —Nyt> .

El lema esta probado.

63

3.2.2 Comportamiento de las soluciones para tiempos largos

A continuacién elegiremos un valor de y adecuado para hacer de ¢(£ — ) un candidato
para describir el comportamiento de u(,t) cuando ¢ — co. Este valor de v dependerd de

up y de f(t) a través de ¢, y ©p.
Definimos
0 [e's)
M) = [ (uls,t) = pa)ds+ [ (uls,t) - p)ds.

De este modo

dt et E(Sa t)dS - C(QDa - U(—Ct, t))

= (D(u)ug — K(u) + cul®,) + cu(—ct,t) — cpq,

dM /00 ou
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= f(t) — K(ps) + c(@p — ¢a)
= f(t) = K(gpa)

Entonces

M) = M)+ [ (7) ~ K(pa)ir

Por la condicién (3.26) se sigue que

lim M(t) = /Ooo(uo(x) — oy)dz + /0°°(f(7) ~ K(pa))dr = Ma < 0.

t—00

Escogemos v tal que

/0 (p(s =) — pa)ds + /OOO(sO(S — ) — @p)ds = M. (3.47)

-0

Para ver que dicho valor de 7 existe notemos que la cantidad de la izquierda en (3.47)
varia continuamente respecto de 7, tiende a —oo cuando v — —oo y tiende a oo cuando
v — 00, y por lo tanto toma todos los valores entre —co e oo. De hecho esta cantidad es
creciente respecto de v, su derivada es

—/ O'(s—7)ds =g —pp >0

—00

por lo que el valor de «y que satisface (3.47) es tnico.

Con esta eleccién de 7y probaremos lo siguiente
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Teorema 1 [11]

o0

lim [ (u(s,t) —@(s—ct—7))ds=0

t—00 Jp

para toda x > 0.

Para la demostracion del resultado necesitamos un lema més de ecuaciones parabélicas.

Lema 4 Suponga que u(x,t) es solucion de

up = a(z, t) Uy + b(z, t)u, en 21 <x <19, t>0
u(z,0) = uo(x), u(wy,t) = fi(t), u(wa,t) = fa(t),

donde a(z,t) > 0 y |f;(t)| <€ Jj=1,2. Entonces existe T > 0 tal que |u(z,t)| < e
para todo x € [x1, 5], t>T.

Demostracion: Sea \ > 0y sea v(z,t) = eMu(x,t). Entonces v(z,t) satisface

v = a(z, )V + b(z,t)v, — AU en 21 <x <19, t>0
v(z,0) = up(z), u(zy,t) = eMfi(t), u(zo,t) =M fy(t),

Es claro que v no puede alcanzar un maximo positivo o un minimo negativo en el
interior, por lo tanto los alcanza en la frontera, asi que si T es tal que |ug(z)| < ee?T,
entonces |v(z,t)| < ee’T, para 0 <t < T. En particular |u(z,T)| = e *|v(z,t)| < ey si
ahora aplicamos el principio del méximo en ¢ > T obtenemos que |u(z,t)| < € para todo
x € X1, 3], t>T.

El lema esta probado.

Ahora si damos la demostracién del teorema 1:

Demostracion: Trabajaremos en términos de la variable mévil £ = x — ¢t como en
los lemas anteriores.
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Definimos

Z(6,1) = /5 (s, 1) — (s — 7))ds

Notemos que Z(§,t) = —W5(&,t) + § con W5(&,t) definida como en el lema 2. De
modo que Z(&,t) también satisface

0z anZ D(u) — D(yp) K(u) — K(p) . 0Z
- 8£2+< u—g u—¢ +>

Ademas podemos escribir

OO

Z(61) = /g —7))ds

=/ u(s, ) %ds+/ o — (s —7))ds
3

Sea € > 0. Por el lema 2 y como ¢(s — ) converge exponencialmente a ¢, cuando
s — oo sabemos que existe N; tal que

Z(&, ) <e si E>Np y t>0.

Para ver cual es el comportamiento de Z(&,t) cerca de la frontera £ = —ct escribimos

2660) = [ (lost) = pls = )ds+ [ (uls,t) = ols = )i
= [Tl = s — [T (e(s =) —ends
[ ulst) = ga)ds = [ (ol =) = pu)ds
= 210~ ([ (els =1 — e+ [[ (ol = 1) - p2)ds)

¢
— | (u(s,t) = pa)ds

—ct

Por el lema 3 y nuestra eleccién de v que satisface (3.47), existe Ny > 0 tal que
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N.

/

N 2 Ny 1
Figural. RegiondeQ paralacua |[Z(§ ,t)] <€ como consecuenciade
loslemas2y 3.

La regién sombreada de la figura 1 es la porciéon de €2 para la cual sabemos que
1Z(& 1) < e

Para la regién acotada —Ny, < & < N; aplicamos el resultado probado en el lema 4
para mostrar que existe 7" > 0 tal que |Z(£,t)| < eparat > T, —Ny < £ < Nj. Juntando
resultados tenemos que existe T3 > 0 tal que |Z(§,t)| < e para t > T}, € > —ct. Por lo
tanto

|Z(x — ct,t)| <€ para x>0, t>T.

El teorema esta probado.

Para analizar el comportamiento de |u(z, t) — p(z —ct—7)| cuando ¢ — oo necesitamos
un lema de interpolacion.

Lema 5 [11] Sea F € C?[0,L], F(0)=B y |F"(z)| < M > 0. Entonces

F'(0)] < WM sup |F(x) — B

z€[0,L]

S1
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Ly [P P~ B
- M

Demostracién: Sea x € [0, L], por la férmula de Taylor tenemos

F"(6
F(z) = F(0)+ F'(0)z + 2( )x2
"
0
= B+ F'(0)z + 2( )x2
para algin 0 € [0, L]. Por lo tanto
F"(6
sup [F()— B > [F(z)~ Bl = [P0z + 2
z€[0,L] 2
M
> |PO)le - s
0
M 2 !
=% |F'(0)|x +m >0 paratoda z € [0,L] (3.48)
donde m = sup,p 1) |[F'(x) — Bl
Sea
M
Gz) = 5a* = [F(0) |z +m

definida para toda z € R. Afirmamos que G(z) > 0 para todo € R. Supongamos
lo contrario, existen entonces x1, To, =1 < Iy, tales que G(z;) = G(x9) = 0. Debe
cumplirse entonces

2| F'(0 2m
|M()‘>O y x1x2=ﬁ<L2

T+ To = =

Estas desigualdades nos dicen que x; y x5 son positivos y que no es posible que ambos
sean mayores o iguales que L. Entonces x; < L. Pero G(x) > 0 en [0, L] lo que implica
que z1 > Ly xo > L. Esta contradiccién establece que G(x) > 0 para toda z y entonces
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|F'(0)]* —2mM < 0

F'(0)] < \/zM sup |F(z) — B|

z€[0,L]

El lema esta probado.

Teorema 2 [11]

lim |u(z,t) — p(z —ct—7)| =0

t—o0

uniformemente para toda x > 0.

69

Demostracion: Sea € > 0. Por el Teorema 1 podemos escoger 1" > 0 suficientemente

grande tal que

<€

[ (uls, ) = (s = et = )ds

sit>Tyx>0.

Sabemos ademas que existe M suficientemente grande tal que

0
— - —ct — < M
o (ulart) = ol = ct =)
Sea x¢ > 0. Definimos
Flest)= [ (pls = ct =) — uls,1))ds.
T+To

Entonces |F(z;t)| < eparaz >0, t>T. Ademds

F'(z;t) = wu(z +m0,t) — p(x + 10 — Ct — )
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F'(z;t) = % [u(z + zg,t) — p(x + 29 — ct — 7)],

entonces |F"(z;t)| < M para x > 0. Aplicando el lema 5 a F nos da

|u(@o, t) — p(wo — ct = 7)| < \/2M(2€)

para xzg > 0, t > T, lo que prueba que

lim |u(z,t) — p(z —ct—7)| =0

t—00

uniformemente para z > 0.

El teorema estd probado.



Capitulo 4

Discusion del caso no homogéneo

En los capitulos anteriores se estudio la ecuacion de Richards para un suelo homogéneo.

Los experimentos y el uso practico de los suelos muestran que los suelos en general son
muy heterogéneos y que la variabilidad espacial de los suelos tiene un efecto importante
en los modelos de filtracion.

Resulta interesante entonces tratar de incorporar la dependencia espacial en los mo-
delos de filtracion. Como una primera aproximacion a este problema supondremos que
el suelo esta formado por capas periédicas. Igual que en el caso homogéneo, buscaremos
soluciones en forma de onda viajera para describir los frentes hiimedos.

La ecuacién de Richards para un suelo no homogéneo esta dada por (1.20):

u = [D(u, 2)uy — K(u, x)]s (4.1)

En este capitulo discutimos las dificultades que surgen al incorporar la dependencia
en z en las funciones hidraulicas D y K.

Si existiera una onda viajera esta seria una conexién entre dos estados estacionarios.
Siguiendo la idea de los capitulos anteriores buscaremos soluciones estacionarias que sa-
tisfagan una condiciéon de flujo constante. De este modo pediremos que la onda viajera
satisfaga las condiciones de flujo constante en la frontera

—D(u, x)ugy + K(u,x)|z=0 = €,
—D(u, x)uz + K(t, )| 2200 = Cr- (4.2)

71
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donde ¢; > ¢, > 0.

Haremos las siguientes suposiciones sobre las funciones hidrdulicas D(u,z) y K(u, z):

D(u,z) = D(u)a(x), (A1)
K(u,z) = K(u)b(z), (A2)
D(u) = K'(u), (A3)

K(u), K'(u), K"(u) > 0, (A4)
D(u), D'(u) > 0, (A5)

donde a(z) y b(z) son funciones uno-periddicas y positivas.

A pesar de que la suposicion de que el suelo es periédico no es aplicable a todos los
suelos, es 1til al modelar algunos experimentos en el laboratorio.

En la siguiente seccién probaremos la existencia de soluciones estacionarias uno-periédicas

de (4.1).

4.1 Soluciones estacionarias

Consideramos la ecuacién de Richards dada por (4.1):

uy = [D(u, x)uy — K(u, x)]s,

En vista de las condiciones (4.2) vemos que hay dos soluciones estacionarias de (4.1)
que deben ser consideradas, una correspondiente a la frontera superior z = 0, u;(z); la
otra correspondiente a la otra frontera z = oo, u,(x). Asi u(z) y u,.(x)son tales que:

D(uy, z)(w)e — K(ug, ) = —¢,
D(uy, z)(u,), — K(u,, ) = —¢,. (4.3)

donde ¢; y ¢, son los flujos prescritos en la frontera segiin las condiciones dadas en
(4.2).

A continuacién probaremos la existencia y unicidad de estas soluciones estacionarias.
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Comenzamos con la ecuacién de Richards (4.1) tomando u; = 0:

(D(u, z)uy — K(u,z)), =0. (4.4)

Usando (A1)-(Ab) la ecuacién se convierte en:

(K'(w)a(z)us — K(u)b(z))s = 0. (4.5)

Dado que K es creciente podemos hacer el cambio de variable v(z) = K(u(z)) y
obtenemos la siguiente ecuacion diferencial lineal de segundo orden para v:

(a(z)v'(z) = b(z)v(z))s = 0. (4.6)

Integrando tenemos:

Dividiendo entre a(z)

(4.8)

Usando un factor integrante

para z € [0, 1], tenemos

(4.10)
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Integrando en ambos lados y despejando v(z) se obtiene:

v(z) = me’® [ | ’ e;(z(; ds + TO] , (4.11)

donde T, es una constante. A continuacién elegiremos Ty de manera que v(z) sea
uno-periédica. Dado que a(z) y b(z) son funciones uno-periddicas se cumple que

P(z+1) = P(z) + P(1), P(z —1) = P(z) — P(1), (4.12)

por lo que, de igualar v(x) = v(z + 1), resulta

z o= P(s) z+1 o= P(s)
/ ¢ ds +Ty = W / ° ds+ Ty | . (4.13)
0o a(s) 0 a(s)

En la integral del lado izquierdo hacemos el cambio de variable s = ¢ — 1 y usamos
(4.12) para obtener

z4+1 ,—P(t) z+1 ,—P(s)
P(1) / € @+ T, =M / € ds+T 414
L T @TeTe U Tam @) (4.14)

de donde vemos que T} tiene la solucion tnica

T ePM) 1 e—P(s)d 415
0_1—6P(1)/0 a(s) o (4.15)

De la unicidad de Ty se concluye que el espacio de soluciones uno-periédicas de (4.5)
tiene dimension 1 y que estas soluciones son de la forma

v(z) = mT(x) (4.16)

donde
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T(z) = P@ /w e st (4.17)
x)=¢€\" s+ . :
o a(s) 0
Obsérvese que eF'®) > 0y que
z o~ P(s)
/ ¢ ds + TO
o a(s)
2 g—P(s) PO —P() P 1 o—Ps)
= d / d / d
/0 a(s) STTerPm o a(s) ST a(s) ’
= < .
l—eP(l)/o a(s) 8+1—eP(1)/x a(s) s (4.18)

por lo cual T'(z) < 0. Entonces las soluciones positivas y uno-periddicas de (4.5) estdn
dadas por (4.16) con m < 0. En particular las soluciones estacionarias u;(z) y u,(x)
definidas segin (4.3) estdn determinadas por la relacién:

K(w(z)) = v(x) = —¢T(z),
K(ur(x)) = Ur(x) = _ETT(:E)' (419)
De donde concluimos que u;(z) > u,(z) > 0si ¢ > ¢ > 0.

Dado que u representa el contenido de agua nos gustaria ver que estas soluciones
satisfacen ademds que 0 < u,(z) < yw(z) < 1. A continuacién probaremos que la solucién
estacionaria dada por (4.16) satisface

0<w(z) <K(1) si 0<—m < K(1)inf b(z).

x>0
Supongamos que v(z) > K(1) para algin valor de z. Como v es periédica debe

alcanzar un maximo local mayor que K(1). Supongamos que dicho méximo se alcanza en
z = x,. Entonces

V(z) =0  w(z) > K(1).

entonces por (4.7) tenemos
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—m = v(x)b(z1) > K(1)b(z1) > K (1) inf b(x).

>0

Esta contradiccién establece que 0 < v(z) < K(1).

Hemos probado entonces que si ¢ y ¢, son tales que 0 < ¢, < ¢ < K(1)inf;>¢ b(x)
entonces existen dos soluciones estacionarias uno-periédicas de (4.1) que satisfacen 0 <
ur(x) < wy(x) < 1. Ademds estas soluciones son tnicas.

4.2 Existencia de ondas viajeras

El problema de la existencia de una solucién en forma de onda viajera de (4.1) que conecte
a los estos estados estacionarios, u; v u, discutidos en la seccion anterior es un problema
dificil e interesante. En [5] se afirma la existencia de este tipo de soluciones para una
velocidad constante c.

A continuacién haremos desarrollos asintéticos que sugieren que la onda viajera, de
existir, tendrd una velocidad que dependerd de las inhomogéneidades del medio.

El problema andlogo al estudiado en los primeros tres capitulos es el siguiente:

up = [D(u, 2)uy — K(u,x)], z>0,t>0 (4.20)
u(z,0) = ug(x) x>0, (4.21)
—D(u, z)uy + K(u, z)|s=0 = f(1) t>0. (4.22)

Usando (A1)-(Ab) tenemos

u = (K'(u)a(z)uy, — K(u)b(z))y 2>0,t>0 (4.23)
u(z,0) = ug(x) x>0, (4.24)
—K'(u)a(z)uy + K(u)b(z)|s=0 = f(1) t>0. (4.25)

Como en la seccién anterior trabajaremos con la formulacién para v = K(u). De este
modo tenemos que

v = M®)(a(z)v, — b(z)v),
= M(w)a(z)vge — M(v)(b(z) — d'(x))vy, — M(v)V' (z)v (4.26)
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para z > 0, t > 0, donde M (v) = K'(K~'(v)).
Las condiciones (4.24) y (4.25) quedan

v(z,0) = vo(z) = K (up(x)) para x>0, (4.27)
—a(0)vz(0,%) + b(0)v(0,t) = f(t) para ¢t >0. (4.28)

Trabajaremos con el caso particular

a(z) = S(1+ 7 sing) (4.29)
b(x)=1-— %cos x. (4.30)

La ecuacién (4.26) queda

(1+ % Sin ) vz — M(v)(1 — ecosx)vy, — M(v) (% sin :c) v. (4.31)

Supongamos que € << 1y que M(v) es de orden 1. Dado que las soluciones de interés
son aquellas para las cuales v permanece acotada, el ultimo término de la ecuacién siempre
es pequeno y lo despreciaremos. El término difusivo serda despreciable tinicamente si v,
no crece demasiado. Por lo tanto en las regiones para las cuales v,, es de orden 1, la parte
hiperbélica domina y podemos escribir

vy = —M(v)(1 — €cos x)v,. (4.32)

Estudiaremos con cuidado esta ecuacién. Por simplicidad supondremos que vo(z) =
cte = vg. La condicién de frontera (4.28) puede reescribirse. Tenemos que

b(0)v(0, ) — f(t)

vz(0,1) = 2(0)

para t > 0.

Haciendo uso de esta relacién tenemos, por (4.32) que



78 CAPITULO 4. DISCUSION DEL CASO NO HOMOGENEO

v(0,1) = —M(v(0,1))(1 — €)v,(0,1)
~ uoa-a) (A=),
lo que implica que podemos conocer v(0,t) = h(t).
Entonces hemos simplificado el problema a
vy = —M(@)(1—ecosz)v,, (4.33)
v(z,0) = w, (4.34)
v(0,t) = h(1). (4.35)

Haremos una simplificacién méds al dar una forma especifica para M (v). Supondremos
que podemos escribir

M(v)(1 —€ecosz) =1+uv+ dcosz.

donde § << 1. Nuestra ecuacién queda

v+ (1+v+dcosz)v, = 0. (4.36)

Para resolver este problema utilizamos el método de las caracteristicas. Suponemos
que la superficie solucién se puede parametrizar por (£,7) de modo que

x=uz(&T), t=t, ), v=uv(&T).

Hay dos familias de caracteristicas que deben ser consideradas, las que cruzan el eje
t =0, y las que cruzan el eje x = 0.

Encontremos primero la familia que cruza el eje t = 0. Tomemos £ fija, entonces

dt N dx
Vr = Vg~ + Vg~
" dr dr
Por la ecuacién (4.36) podemos escribir el sistema de ecuaciones ordinarias para las
caracteristicas:
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dt dzx dv
=1, =1+v+dcosz, =0

Las condiciones iniciales para este sistema se determinan a partir de (4.34), ob-
teniéndose

x(§7 0) = 57 t(€7 0) = 07 ’U(57 0) = UO'

De este modo nuestro sistema queda como

dr dx

%:azl-i-vo—i-écosx, z(0) =&,

V= Vp.

La segunda ecuacion es separable de modo que tenemos

z dx/dr

/ dr = t.

¢ 14wy +dcos(z(r))

Como 6 << 1 entonces
1 o1 [
1+vg+dcos(z(r))  1+we |1+ 562@56;(()@)
| d cos(z(r)) ((5 COS($(T))>2 ]
= 1- + — .
I+ Vo 1+ Vo 1+ Vo

Quedandonos tnicamente con los primeros términos tenemos

e 1 dcos(z(r))\ dx
b= /g (1+v0_ (1%@2)%‘”
x—& )

= Tro Wi (sinz —sin§).
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Por lo tanto, la aproximacién a primer orden de esta familia de caracteristicas, esta
dada, en forma implicita, por

z=E+ (14 vt + (sinz —sin&).

(1 + ’Uo)

Vemos entonces que las caracteristicas tienen velocidad media 1 + vy pero oscilan en el
medio periddico. Esto nos dice que el frente no se puede mover con velocidad constante.

Finalmente recordemos que a lo largo de estas curvas, v mantiene el valor constante
Vo.

Veamos ahora que pasa con las caracteristicas que vienen del eje x = 0. En este caso
para 7 fija tenemos que

t n dz
Ve = Vp—= + Vp—.
ftde T e
Usando la ecuacién (4.36) podemos escribir el sistema de ecuaciones ordinarias para
las caracteristicas

dx dt 1 dv

g, 2 % _o
d¢ ’ d¢ 1+v+dcosz’ d¢

Las condiciones iniciales se determinan a partir de la condicién de frontera (4.35)
obteniéndose

z(0,7) =0, t(0,7) =T, v(0,7) = h(r).
De este modo tenemos que z = &, v = h(7) y entonces

d_dt_
d¢  dr  1+h(r)+dcosz’

Por lo tanto

t T 1
/Tdt_/o 1+h(7‘)+5cosxdx'

Pero
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1 B 1 - dcosx n dcosx B
1+ h(r)+8cosz 1+ h(7) 1+ h(7) 1+ h(r)
Quedandonos con los primeros términos se sigue que

T dsinx
t—7= —

14+ h(r) (1 +h(r)?

Esta dltima expresién nos da 7 = 7(z,t) en forma implicita y describe la segunda
familia de caracteristicas, a lo largo de las cuales v tiene el valor constante v = h(T).

Este método de las caracteristicas nos da entonces el valor de la solucién a lo largo
de ellas. Mientras las 2 familias de caracteristicas no se crucen tenemos una solucién
univaluada.

Cuando las caracteristicas se cruzan la soluciéon se vuelve multivalente. Las de la
primera familia (que vienen del eje ¢ = 0) transportan el valor v = vy, mientras que las
de la segunda familia (que vienen del eje x = 0) transportan el valor v = h(7). Entonces,
debe ajustarse otra solucion, en una capa de ancho €, que interpole los 2 valores.

Se supone que la soluciéon es una onda viajera de la ecuacién con coeficientes constantes,
cuya velocidad se ajusta a los valores izquierdo y derecho que vienen de las caracteristicas.

Buscamos una solucién de la forma

v(z,t) =g (Lg(t)>

€

donde g, (, yé deben determinarse.

Como en esta regién hay un cambio brusco en v, v, también cambia répido y entonces
el término difusivo de (4.31) ya no es despreciable.

Llamando s = (z — {(t))/e, '= < tenemos que g es solucién de (4.31):

—%ég' = %—M(g) (1+M

5 5 ) g — % M(g) (1 — gcos(C + es)) q

A primer orden tenemos
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—(g = @ <1+w> g'— M(g) (1—%@05(()) qg.

Para la velocidad de la onda, ¢, tenemos la ecuacién (vedse [10], pag.12):

valor del flujo por la izq. — valor del flujo por la der.

C' = velocidad =
Yizq. — Yder.

Esto completa la solucién ya que podemos determinar la ecuacién diferencial para ((¢)
que nos da la trayectora del choque. Para esto usamos la solucién de las caracteristicas.

Tenemos que

‘ K(h(r(C(t),1)), (1) — K (vo, ((£))
);t)) — vo '

h(r(¢(2), 1))

Donde K(z,t) es la funcién hidraulica que aparece en (4.1). Usando (A2) y (4.30)
tenemos

C — (K(h(T(g(t): t)) — K(UOa C(t))> (1 _ % COS(C(t)))
h(T(C(t),2)) — o 4
La expresion del primer paréntesis es el andlogo de la expresion obtenida para la
velocidad de la onda viajera para el suelo homogéneo. Si suponemos que h tiene limite
esta expresion serd constante para tiempos largos. Sin embargo el otro factor es oscilatorio,
lo que nos hace suponer que de existir ondas viajeras, éstas siempre tendran una velocidad
dependiente de las inhomogéneidades del medio.

Con esto podemos dar una descripcion de la propagacion en términos sencillos. Cual-
quier condicién inicial forma un frente que se propaga con velocidad variable debido a la
periodicidad del medio. También la velocidad es variable debido al transitorio de f(¢). Si
f(t) se hace eventualmente constante, el frente seguira teniendo fluctuaciones periédicas
en su velocidad por el continuo reajuste al medio.
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