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Introduccion

El propésito de estas notas es el de presentar algunos temas de la teorfa clasica elemen-
tal de las ecuaciones en derivadas parciales. Sobre este tema hay una gran cantidad
de libros que cubren gran parte del material de estas notas; por mencionar algunos
tenemos el de Weinberger, John, Petrovski, Copson, donde el lector interesado po-
dré consultar muchos de los temas tratados en estas notas.

El material aquf tratado difiere del de los textos arriba mencionados, ya que en ellos
se tratan, en forma elemental, algunos temas como sistemas hiperbdlicos, ecuaciones
de Maxwell, férmulas de Poisson para la ecuacion de onda, asi como aplicaciones que
usualmente se tratan en cursos mas avanzados.

En el primer capitulo se discute la ecuacién lineal de primer orden, y se resuelve
usando el método de las caracteristicas. Se discute con detalle la geometria de las car-
acteristicas y maneras alternativas de operar con ellas; las aplicaciones con el flujo de
coches por una carretera. Se omite el problema de ecuaciones no lineales; para estos
problemas se proporciona al lector la literatura. Se discute con detalle la ecuacién
lineal de segundo orden con caracteristicas (la ecuacién de propagacién de ondas), y
los varios problemas con valores iniciales y de frontera asociados con ella. Se da una
interpretacion detallada del papel de las caracteristicas en cada caso. Finalmente se
discute la unicidad de las soluciones para la ecuacién de onda.

En el segundo capitulo se discuten algunos sistemas hiperbdlicos simples, utilizan-
do ejemplos de lineas de transmisién eléctricas y propagacién de ondas en agua.
Aqui también se discute con cierto detalle el papel de las caracteristicas. Finalmente
se resumen los experimentos que llevaron a las ecuaciones de Maxwell y se discuten
éstos con cierto detalle en casos simples. Nuevamente los problemas se resuelven us-
ando el método de las caracteristicas.

El tercer capitulo trata del tipo opuesto de ecuaciones a las tratadas en los primeros
dos. Se trata de ecuaciones de equilibrio que no propagan sefiales. Se introducen al
estudiar las deflexiones de una membrana bajo la accién de su propio peso, asi como
también a través de problemas de fluidos, y como aproximaciones a las ecuaciones de
Maxwell en electrostatica. Para su solucion se introduce la técnica de separacién de

IX



X INTRODUCCION

variables y las series de Fourier. Se discuten varios problemas simples de valores en
la frontera.

Finalmente se discuten problemas en regiones infinitas; en particular el problema de
difraccién de una onda periddica por un obstdculo, ilustrando esto la separacién de
variables en regiones infinitas.

En el capitulo cinco se estudia la ecuacién de propagacién de ondas en tres dimen-
siones. Se introduce como una aproximacién a las ecuaciones de Navier Stokes (las
ecuaciones de la mecénica de fluidos) cuando los movimientos son pequefios, como en
el caso de ondas sonoras. Se resuelve la ecuacién en términos de una integral usando
una combinacién de transformadas de Laplace y Fourier. Se obtiene la férmula de
Poisson la cudl se interpreta con detalle y se aplica en varias situaciones de acustica
y de sismologia. Se estudian varias aproximaciones y se discuten las dificultades ge-
ométricas que hay para obtener informacion a partir de la férmula de Poisson.

Esta nueva edicién se completd anadiendo un capitulo sobre ecuaciones de difusién y
conveccidén. Se afiadié también una seccién escrita por Arturo Olvera sobre Funciones
de Green y construccién e interpretacién en teoria del potencial.

Estas adiciones permiten usar estas notas en un primer curso de Ecuaciones Parciales.
Un libro que continda con este tipo de material es el libro reciente de Richard Haber-
man.

Para concluir, reconocemos haber omitido temas de importancia, como la ecuacién de
propagacidn del calor; tampoco se desarrollé detalladamente la técnica de separacién
de variables en problemas mas complicados.

Otros temas de gran utilidad como el estudio de soluciones analiticas aproximadas y
Optica geométrica, se omitieron completamente. Para éstos el lector podra consultar
la literatura que senalamos aqui.

A lo largo de estas notas se ha tomado el punto de vista de resolver problemas ra-
zonando en forma geométrica o por analogia con otros problemas. Las soluciones
formales obtenidas asi probaron ser soluciones de los problemas cuando se satisfacen
condiciones técnicas apropiadas que justificaban el método seguido para obtener la
solucién formal. Deliberadamente se omiten los detalles técnicos, dando asi la flexi-
bilidad de usar los métodos para gran cantidad de problemas, verificando a posteriori
la solucién obtenida. La finalidad de esta manera de presentar el material es que el
lector se familiarice con los problemas més simples de las ecuaciones parciales y con
las técnicas para obtener y discutir soluciones.

Gran parte del material de estas notas se obtuvo en los cursos de verano en Morelia,
Mich. en 1977 y en Mérida, Yuc., en 1978.



Capitulo 1

Ecuaciones hiperbdlicas

1.1. La ecuacién lineal de primer orden

Se empezard esta seccién introduciendo la ecuacién lineal de primer orden con un
ejemplo: el transito de coches por una carretera. Se supone para esto una carretera
recta a lo largo del eje x tal como se ve en la figura siguiente:

Fig. 1.1

Representemos por p(z, t) la densidad de coches en el punto z de la carretera al tiempo
t; el problema es encontrar el comportamiento de p(z,t) (el trafico en la carretera)
a tiempos futuros, si es que se conoce p(z,0); es decir el trafico inicialmente. Para
esto debemos encontrar una ecuacién para p. Como esta funcién depende de dos
variables, la ecuacién que encontraremos serd una ecuacién diferencial parcial. La
ecuacion deseada la encontramos considerando la rapidez de cambio de la cantidad
de coches entre zy y z. Esto es:
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Rapidez de cambio del ndmero de coches entre zg y x = % / p(&,t)dE.

xo
Por otra parte sabemos que

d €T
7 / p(&,t)dé = Numero de coches que entran en zy por unidad de tiempo

Zo

— Numero de coches que salen por x por unidad de tiempo

= Flujo de coches que entra - Flujo de coches que sale.

Si denotamos el flujo mediante (), tendremos que la ecuaciéon de conservacién de la
cantidad de coches es:

x

& | o€ = QGanst) - Q.o (1.1)
zo

La ecuacién (1.1) es una ecuacién con dos incégnitas @ y p. Sin embargo es un he-

cho experimental (lo comprobamos siempre que viajamos con tréfico) que el flujo de

coches, en un punto, depende de la densidad p en ese punto. Esta dependencia se

encuentra experimentalmente, y una grafica tipica de Q(p) se muestra en la Fig. 1.2.

Q(p)

o, o, P

Fig. 1.2

La Fig. 1.2 nos indica que hay una densidad pjs para la cual ya no pasan coches (un
embotellamiento) y una densidad po para la cual el flujo de coches es maximo.
La ecuacién para p se encuentra pues sustituyendo Q(p) en la (1.1) y es

%A;ﬁﬁ%=Q@mmD—MM%m- (1.2)
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La ecuacién (1.2) es integrodiferencial. Para encontrar una ecuacién diferencial para
p es conveniente derivar respecto a z ambos miembros de (1.2) y obtener:

2 @0+ 2 QUp(a1) = e+ Q(p)pa = 0. (13)

ot
Para completar la formulacién del problema, nos basta decir la disposicién de coches
en la carretera al tiempo t = 0; es decir, especificar p(x,0) = f(x) donde f(x) es una
funcién conocida. Para encontrar la distribucién de coches debemos resolver

e+ Q' (p)ps = 0,—00< <00, t>0,
p@,0) = f(a). (1.4)
Donde la funcién () se determina experimentalmente y tiene una forma parecida a la

de la Fig. 1.2.

Resolver la ecuacién (1.4) es complicado y como primer paso trataremos de resolverla
cuando p < 1 (no hay la posibilidad de embotellamiento que compliquen la solucién
del problema). En este caso podemos aproximar ()(p) como una funcién lineal Q(p) =
Q'(0)p. Asi, (1.4) se aproxima por

pt+cp, = 0,—o0<z < o0,
p(z,0) = f(x),
c = Q'(0). (1.5)

Para bajas densidades, debemos resolver (1.5) para encontrar el trafico en la carretera.
Dicha solucién se obtiene notando que la ecuacién (1.5) se escribe en la forma si-
guiente:

(pz,pt) ® (c,1) =0 (1.6)

que nos dice que p tiene la derivada direccional cero a lo largo del vector (c,1). Es
decir p = cte. sobre las rectas paralelas a (c,1). Una manera diferente de escribir (1.6)

es
- i dz(t)
Pt + cpy = d p(x(t),t) =0 donde Ng:

Utilizando estos hechos podemos construir la solucién de (1.5) asi:

i) Sabemos que p = constante a lo largo de las rectas Z—f = ¢, es decir a lo largo

de la familia de rectas z = ct + £. Por esto dibujamos la familia de rectas y
tenemos la Fig. 1.3.

Obervemos que para cada punto P = (x,t) pasa una y sélo una recta de la
familia. Ademds las rectas ¢ = ct + £ intersectan al eje x en los puntos (,0).
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) P(x,t)
x=ct+¢&
X
&0 (0
Fig. 1.3

ii) Sabemos que p = constante a lo largo de z = ¢t + &, por esto en la Fig. 1.3 el
valor de p en P es el valor de p en Q. Por esto, para determinar p(z,t) basta
ver cuél es el punto @ = (£,0) donde la recta QP intersecta el eje z y decir

p(z,t) = p(£,0).

El valor de p(&,0) se conoce ya que es la condicién inicial f(£). Para completar
nuestra solucién nos falta expresar £ en términos de = y t. Esto se hace en la
Fig. 1.3 y tendremos la solucién

pla,t) = f(z —ct). (1.7)

Se puede verificar que (1.7) es efectivamente solucién de (1.5) por sustitucién directa.
La interpretacién de la solucién en términos de tréfico la podemos obtener si grafi-
camos (1.7) como funcién de z para dos tiempos diferentes como se ve en la Fig. 1.4.

Veamos que la grafica de p al tiempo #g es la grafica p al tiempo ¢t = 0 desplazada hacia
la izquierda una distancia ctg sin cambiar de forma. Esto nos dice que el trafico se
moverd hacia la derecha con velocidad ¢ sin cambiar la disposicién de los coches. Esto
se observa comunmente, ya que cuando no hay embotellamientos un grupo de coches
se deplaza en bloque sin cambiar apreciablemente de forma. La solucién asi construida
estd pues de acuerdo con nuestra experiencia.

Antes de resolver otros problemas notemos algunos detalles del método de solucién de
(1.5). De la Fig. 1.3 vemos que la solucién es constante a lo largo de ciertas rectas que
s6lo dependen de la ecuacién (a través de ¢) y no de la f(x). Estas rectas se llaman las
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p(x,0) t=0 p(X,t )
i x=ct, *
Fig. 1.4

caracteristicas de la ecuacién (1.7). A lo largo de las caracteristicas vemos siempre
el mismo valor de f. Finalmente el valor de p en P sélo depende del valor inicial en
@, por este motivo cambios en los valores iniciales en puntos distintos de @) no alteran
pen P.

Otro problema de interés es aquél en el cual la carretera se extiende en el intervalo
0 < x < oo y no hay coches inicialmente; pero en el extremo z = 0 estdn entrando
coches con una densidad p(0,t) = g(t) que es una funcién conocida. Interesa también
conocer la distribucién de coches a lo largo de la carretera. El problema a resolver es

pt+cp, = 0,0<x<00,t>0,
p(z,0) = 0,0<z <00,
p(Oat) . g(t)at > O,Q(t) =0t <0. (18)

Para resolver (1.8) procedemos como en (1.5) y vemos que p es constante a lo largo
de la familia de rectas z = ¢t + £ que se ven en la Fig. 1.5.

En la Fig. 1.5 vemos que si P est4 a la derecha de la recta AB (z = ct) p =0, ya que
el valor de p en P es el valor de p, donde la caracteristica PQ corta el eje = y el valor
de p ahf es cero. Esto estd de acuerdo con el hecho de que si tenemos un observador
en zy, éste no veria ningin coche hasta que t > /¢ = tiempo que tarda en llegar el
primer coche que salié de z = 0 al tiempo ¢ = 0. De la Fig. 1.5 podemos verificar este
hecho, ya que en = = x9, p = 0 si t < zg/c. Por otro parte, si z < ct, es decir arriba
de la recta AB, p serd diferente de cero. Para calcular el valor de p en R mostrado en
la Fig. 1.5, basta recordar que

plz;t) = p(0,7) = g(7), (1.9)

donde (0,7) es el punto donde la caracteristica RS intersecta al eje ¢. Para recordar
el valor de 7 basta notar que

0=cr+E¢&, & = —cr,

donde
x =ct—cr, T=t—z/c (1.10)
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(XgX4/C)

t

P(0.)=g(t)

on=S

A Q Xy  p0

Fig. 1.5

En (1.9) y (1.10) vemos que la solucién de (1.8) estd dada por

p(@,1) = g(t — 3/). (1.11)

Podemos ahora interpretar la ecuacién (1.11) de esta forma: en un punto fijo zg te-
nemos que p(zg,t) = g(t — zo/c) por esto si t < zo/c, p = 0. Cuando t > zy/C la
densidad que obervamos es la misma distribucién g(t) que estd entrando en z = 0,
claro estd retrasada un tiempo zg/c. Esto estd de acuerdo con el hecho que un ober-
vador parado en la calle ve llegar a los coches, cuando hay pocos, con la misma
disposicién con la que entraron a la calle. En este caso vemos también que los valores
de p se propagan a velocidad constante a lo largo de las caracteristicas.

Tanto en la Fig. 1.5 como en la Fig. 1.3 vemos que p(x,t) s6lo depende de los valores
p(0,7) 6 p(&,0) que son los valores de p, donde la caracteristica a través de P corta al
eje con los datos iniciales o de frontera. Estos puntos (0,7), (£,0) se llaman dominio
de dependencia de (z,t). Los puntos a lo largo de la caracteristica x = ¢t + £, como
llevan el valor p(&,0), se llaman regién de influencia del punto (&, 0).

Queda como ejercicio resolver los problemas

Problema 1.1.1 Resolver

pt —cpg =0, —o<r<oo, t>0,
p(z,0) = f().
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Problema 1.1.2 Resolver

pt —cpgz =0, —oo<z<0, t>0,
p(z,0) =0, —oo <z <0,
p(0,t) = g(t), t>0.

Interpretar los resultados en términos de flujo de trdfico.

1.2. Geometria de las caracteristicas

Es conveniente, tal como se hace en ecuaciones diferenciales ordinarias, interpretar a
(1.5) como un problema geométrico para la superficie z = p(z,t). Para dar la formu-
lacién deseada vemos que resolver (1.5) es encontrar una superficie S cuya ecuacién es
p = p(z,t), que cumple con la ecuacién diferencial y que pasa por la curva parametriza-
da por (£,0, f(£)). Esto se ve en la Fig. 1.6

c= (€0, ()
V

Fig. 1.6

La interpretacién geométrica de la ecuacién (1.6) es la de una restriccién sobre la
superficie S. En forma mas cuantitativa recordemos que el vector normal a S estd dado
por (pz,pt, —1) y que usando esto, la Fig. 1.6 se interpreta como

(pz,pt,—1) - (¢,1,0) = 0. (1.12)
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La ecuacién (1.12) nos dice que si p es una solucién de (1.5), entonces el vector normal
a S es perpendicular a (c,1,0). De ahi que el problema (1.5) es el de encontrar una
superficie tangente al vector (¢,1,0) y que pase por la curva C = (&,0, f(£)).

Para construir la superficie deseada recurrimos a la Fig. 1.6. Es conveniente parametrizar
a S en la forma

(@(&,m),t(&,m), p(&,m)) (1.13)

donde para cada valor fijo de ¢ la parametrizacién (1.13) nos da, como funcién de 7,
una de las curvas I'. Cuando fijamos 7 = 19 nos movemos con la (1.13) como funcién
de ¢ a lo largo de una curva R. En particular es deseable que cuando = 0 nos
movamos sobre C, es decir queremos que

(2(£,0),4(£,0),0(£,0)) = (£,0, £(£))- (1.14)

Como queremos que S sea tangente a (¢, 1,0) nos basta pedir que las curvas @ que la
generan lo sean. Esto se expresa como

d d d

para toda . Las ecuaciones (1.14), (5.15) son la expresién de (1.5) en paramétricas y
su solucién nos dard una expresién para S en forma paramétrica.

Las ecuaciones (1.14) y (5.15) nos dicen que el resolver la ecuacién parcial (1.5) es
equivalente a resolver un sistema de ecuaciones ordinarias. Podemos ahora resolver la
(5.15) con las condiciones iniciales de la (1.14) y obtener

z(&n) =cen+&  tEn) =0, p&n) = f(E)- (1.16)

La (1.16) y nos da la expresién paramétrica de S nos dice que p es constante cuando
z =cn+&,t=mnes decir a lo largo de las rectas = ct + &. Este es el mismo resultado
que obtuvimos de (1.6). Para obtener de (1.16) p(z,t), basta despejar &, 5 en términos
de t,x. Esto nos da

plx,t) = f(z — ct), (1.17)

que es la solucién que ya obtuvimos en (1.7).

En este caso pudimos pasar sin dificultad de la forma paramétrica (1.16) a (1.17), de-
bido a que la funcién (z(&,7n),t(€,n)) resulté invertible. Geométricamente en el plano
(z,t) es lo mismo usar coordenadas z,t que &,n; esto se debe a que, como vimos en
la Fig. 1.3, por cada punto (z,t) pasa una sola recta = ct + £&. En ejemplos més
complicados la transformacién no siempre es invertible y estos ejemplos requieren un
estudio especial.

Queda como ejercicio resolver los problemas 1.1.1 y 1.1.2 usando este método y com-
parar las soluciones obtenidas en ambos casos.
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Antes de terminar esta seccién veremos cémo el método geométrico introducido puede
usarse para resolver otro tipo de problemas asociados con la ecuacién

pi+ cpa = 0. (1.18)

Podemos pensar en resolver la (1.18) sujeta a la especificacién de los valores de p, a
lo largo de alguna curva C, en el plano (z,t) y que no sea la recta ¢ = 0, tal como se
muestra en la figura siguiente.

C= (p(%).a(€).0)

Fig. 1.7

En la Fig. 1.7 los valores de p a lo largo de C son datos del problema y por esto la
condicién que p tome en C los valores especificados se traducen en el que S pase por
la curva C'. Un ejemplo de esta situacién ya lo discutimos en la (1.8) donde la curva
C estaba formada por las rectas z > 0, ¢t > 0.

Para resolver la (1.18) las curvas @ de la Fig. 1.7 deberdn ser paralelas al vector
(¢,1,0). Si parametrizamos a S como en (1.13) tenemos que

daem=c Suem=1 Lo =0, (1.19)

Por otra parte cuando n = 0 la curva (x(&,0),t(£,0), p(£,0)) tiene que ser la curva C'.
De aqui vemos que las condiciones iniciales para (1.19) son

z(£,0) =p(&);  t(&0)=q(),  p&0) =p@(E),q&) = dato. (1.20)

Las funciones p(€) y ¢(£) también son conocidas y parametrizan a C. La representacién
paramétrica de S se obtiene resolviendo (1.19) con las condiciones iniciales dadas en
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(1.20). De aqui obtenemos:
z=cn+p(§), t =n+q(§), p=pp),q)) (1.21)

Las ecuaciones (1.21) nos dicen que p es constante a lo largo de las rectas (x,t) =
n(e, 1) + (p(€),q(€)) es decir p = constante a lo largo de las caracteristicas. Ademds
(1.21) nos dice que el valor p(z,t) es el valor de p en @, donde @ es el punto de
interseccién de C con la caracteristicas a través de (z,t). Esto se muestra con detalle
en la Fig. 1.8.

p
t
(x.H)=n (cD+p( €).a(2))
(p(&). a(®)) P

Fig. 1.8

Queda como un ejercicio el resolver el problema planteado en la ecuacién (1.8) por
este método. Queda también como ejercicio resolver el problema

Problema 1.2.1 Resolver

Pt+CPw=0a IBZO, tZOa
p(@,0) =0,
p(z(t),t) = g(t), t>0 cuando z(t) = at, a > 0.

Debe darse una solucidn explicita e interpretar el problema en el dibujo (z,t) co-
rrespondiente.

1.3. Unicidad y discusiéon de las soluciones de la
ecuacion de primer orden

Observemos que para resolver el problema (1.5) solamente necesitamos una condicién
inicial; por ejemplo, cuando t = 0 y esto nos lleva a una solucion Unica. Una manera
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de justificar la suficiencia de una sola condicidn inicial para garantizar la unicidad es
como sigue.

En el plano (z,t) conocemos p(x,0) = f(x). Resolver (1.5) significa encontrar el valor
de p para t > 0. Refiriéndonos a la Fig. 1.6 vemos que resolver (1.5) es encontrar
p(z, h) para cualquier valor de h. Para calcular p(z,h), si h es pequeila, podemos
desarrollar p(z, h) en serie de Taylor en la variable ¢ y tener

p(x,h) = p(z,0) + pt(x,0)h + R(z, h) (1.22)

donde R(z,h) es el residuo. La funcién p(z,0) = f(z) es un dato del problema. La
funcién p;(x,0) también se puede determinar en términos de p(z,0), ya que de la
ecuacién (1.5) se sigue

0 = —epe(,0) = —cf(a) = ~cf (z). (1.23
De (1.22) y (1.23) se sigue que cuando h es pequefio
p(z,h) = f(z) — cf'(z)h. (1.24)

Para mejorar la aproximacién de (1.24) usamos el desarrollo de Taylor a segundo
orden y vemos que

1
p(z,h) = p(x,0) + ps(x,0)h + §Ptt($>0)h2-

Calculamos ahora py en términos de f(z) derivando la ecuacién (1.5) y obtenemos

pu(@.0) = —cps = e pu(2,0) = e (~ef (z)) = f"(a).

. " s . o"
Procediendo de la misma forma podemos calcular de manera unica las derivadas ge.

atn

Se puede verificar que la aproximacién de orden n a la solucién p estd dada por

~ (-)

NE e
= 3 O sy
k=0
Este proceso puede continuarse indefinidamente y vemos que dada unancondici(’)n
inicial f nos lleva a una solucién formal inica y que todas las derivadas 2 57 quedan
determinadas en términos de f(z).

La solucién formal

o

_\k
o)=Y X 10 @) ey (1.25)

k=0
construida por el proceso que acabamos de describir, serd una solucion real del proble-
ma, si la convergencia de (1.25) es lo suficientemente fuerte como para poder justificar
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los pasos formales que nos llevaron a ella. Esta convergencia desde luego depende de
las propiedades del dato inicial f(x). En el caso de que f(x) sea tal que su serie de
Taylor converja a ella, tendremos que (1.25) se puede sumar en la forma

pla,t) = f(z —ct)

que es precisamente la solucién de la (1.5). Esta discusién nos muestra cémo es su-
ficiente un solo dato inicial para fijar de manera tnica los valores de la solucién de
(1.5). Andlogamente al caso de ecuaciones ordinarias, el método de series discutido
permite construir soluciones formales para ecuaciones parciales.

En esta seccién vimos que cuando una ecuacién tiene caracteristicas, sus soluciones
se interpretan como ondas que se propagan. Las caracteristicas también proveen un
método geométrico y analitico para construir y discutir las propiedades de las solu-
ciones.

1.4. Ecuacion lineal de segundo orden con carac-
teristicas

Al igual que en la seccién anterior fijaremos nuestra atencién en un ejemplo de propa-
gacién de ondas que esperamos esté asociado con caracteristicas.
Todos hemos observado cémo al deformar poco, y en forma localizada, una cuerda
tensa, las deformaciones que se propagan a lo largo de la cuerda conservan inalterada
su forma inicial. Veremos que este comportamiento estd asociado y se puede describir
cuantitativamente con las caracteristicas de la ecuacién que gobierna el movimiento
de una cuerda tensa.
Empezamos encontrando la ecuacién deseada. Para esto tomamos una porcién de la
cuerda entre z y  + h tal como se ve en la Fig. 1.9, donde T es la fuerza de tensién
y u(z,t) representa al desplazamiento de la cuerda de su posicién de equilibrio (al eje
La ecuacién deseada se obtiene al aplicar la ley de Newton a la porcién de cuerda
entre x y £ + h. Usando la ley de Newton, con p = densidad de la cuerda, tenemos
2

phng =Tsinfy —Tsinb;. (1.26)
Como los desplazamientos son pequenos tenemos que sinf; = tan;. Usando esto,
(1.26) se transforma en

ou

u [6u _ Ou
z+h ox

e =Tas

que para h pequefios se transforma en

w] (1.27)

phuyy = Thug, (1.28)
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u(x,t)

Tsen(8) ~1=

Fig. 1.9
y finalmente
Ut = c2uz:1:; (129)
donde ¢ = %.
La ecuacién (1.4) es la que supondremos controla el movimiento de disturbios pequefios

en la cuerda. Para completar la especificacién del problema necesitamos saber la posi-
cién y velocidad de la cuerda cuando ¢ = 0. Con esto el problema de determinar el
movimiento de la cuerda es el de resolver

Ut = CPUgg, —o <z <oo, t>0,
u(z,0) = f(x) desplazamiento inicial, (1.30)
ut(z,0) = g(z) velocidad inicial.

La primera diferencia que notamos entre (1.30) y (1.5) es que la ecuacién envuelve
ahora dos derivadas en el tiempo y que damos dos condiciones iniciales. Esperamos
que tenga soluciones en forma de ondas que se propagan, ya que (1.30) es un modelo
de esa situacion.

Antes de resolver (1.30) veremos cémo se puede construir una solucién formal dnica
del problema, si es que conocemos dos condiciones iniciales. Para encontrar la solucién
procedemos como en (1.23) y vemos que cuando h < 1

u(z, h) = u(z,0) + u(z,0)h = f(z) + ue(z, 0)h. (1.31)

En (1.23) pudimos encontrar u:(x, 0) ya que estaba relacionada a través de la ecuacién
con el dato inicial f'(z). La ecuacién (1.30) no proporciona informacién sobre u(z, 0)
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ya que tiene segundas derivadas, por esto debemos proporcionar esa informacién a
través de g(x). Veremos que dados u y u; cuando ¢ = 0 podemos determinar en forma
unica la solucién formal de (1.30). Para ilustrar el procedimiento consideremos una
aproximacion a tercer orden.

1 1
u(z,0) = f(z) + g(x)h + gutt(m,O)h2 + yuttt(x,O)h3. (1.32)
En (1.32) uy se determina a partir de (1.30) en la forma
uge(,0) = ugy(z,0) = 2 f"(2),

y analogamente

0 0%g(x)
Uttt (,0) = Cpgs(x,0) = c2wut(w,0) =c 5t g"(x)
obteniendo asi
1 1
u(z, h) = (@) + g(@)h + 5" (@) + 569" (2)h°. (1.33)

Queda como ejercicio el convencerse que todas las aproximaciones pueden expresarse
en términos de f y g. Ademds cuando g = 0 queda como ejercicio probar que las
series infinitas suman a u(z,t) = 1{f(z + ct) + f(z — ct)} que es efectivamente una
solucién del problema. Esta discusién y la andloga para la ecuaciéon de primer orden
no son mas que una ilustracién en dos casos particulares del teorema de existencia y
unicidad de Cauchy Kovalevski [3].

El método de desarrollo en serie (andlogamente a lo que sucede en ecuaciones ordi-
narias) da poca informacién sobre la naturaleza de las soluciones del problema. Por
esto resolveremos (1.30) de otra forma.

Para resolver (1.30) notemos que la ecuacién puede escribirse en la forma

0 d\/0 o} 0 d\/0 0
(i +em) (G —m) == (G=ca) G +em)n 030
De la (1.34) se sigue que resolver (1.30) es resolver sucesivamente dos problemas de

la forma (1.5). Recordemos que los problemas (1.5) tienen por soluciones funciones
v(z+ct) , w(x—ct). Por (1.34) vemos también que (1.30) tiene soluciones de la forma

u(z,t) = v(z + ct) + w(z — ct) (1.35)

es decir ondas que se propagan hacia la derecha y hacia la izquierda. Las funciones v
y w son arbitrarias y deberdn ser determinadas usando las condiciones iniciales.
Empezamos por estudiar el problema

i —oo <z <00, t>0,

) f(z), (1.36)

(

u(z,0
ug(z,0

N~ —
I

Il
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que describe el movimiento de una cuerda desplazada inicialmente en una forma f(x).
Usando (1.35) debemos encontrar v y w de tal forma que

u(z,0) = w(z) + v(z) = f(2), (1.37)
ui(z,0) = cv'(z) — cw'(z) = 0.
De la segunda ecuacién (1.37) tenemos que
v(z) = w(z) +d, (1.38)
y sustituyendo (1.38) en la primera ecuacién (1.37) tenemos que
_f@=) d
w(z) = 5 | 3 (1.39)
Andlogamente
fl@) d
==+ —. 1.4
v(z) 5 + 5 (1.40)
De (1.39) y (1.40) vemos que la solucién de (1.36) es
1 1
u(z,t) = 5f(x+ct)+ Ef(a:—ct) (1.41)

resultado que concuerda con el obtenido al sumar la serie.
Para interpretar (1.41) es conveniente graficarla para dar valores de f tal como lo
hicimos en la Fig. 1.4. En este caso la grafica de (1.41) es la Fig 1.10.

u(x,t
u(x,0)=f(x) ( 0)
=0 1/2f(xect ) 12f(x-ct )
X ¥ —

Fig. 1.10

En la Fig. 1.10 vemos que la deformacién inicial se propaga hacia la derecha y hacia
la izquierda con velocidad ct, sin cambiar de forma, pero reduciendo su altura a la
mitad. Este hecho nos es familiar en la préctica. Vemos ademds que el valor u(z,t)
depende solamente del valor de la condicidn inicial f en los puntos de interseccién de
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t
(x,t)
(X X=Ct+¢ X=—Ct+
(£0) .0
Fig. 11
las rectas x = ct + £, £ = —ct + 1 con la recta t = 0, tal como se ve en la Fig. 1.11.

La Fig. 1.11 nos dice que para encontrar u(z,t) basta trazar dos rectas de pendiente
+1 (llamadas también en este caso caracteristicas) a través de (z,t); encontrar las
intersecciones (£,0), (n,0) de esas rectas con el eje ¢ y tomar el promedio de los
valores f(£) y f(n) como u(z,t). Nuevamente vemos que el diagrama (z,t) juega un
papel importante para entender las soluciones de (1.36).

Usaremos ahora el plano (z,t) para describir en detalle la solucién (1.41). Para esto
usaremos la Fig. 1.12.

De (1.41) y de la construccién de la Fig. 1.11 vemos que u = 0 si p = (z,t) estd a
la derecha de la recta © = ct + a, 6 si estd a la izquierda de z = —ct — a, ya que las
caracteristicas intersectan la recta ¢ = 0 en puntos donde la condicién inicial f = 0.
La interpretaciéon de esta situacién es asi: los puntos a la derecha de x = ¢t + a, distan
de (a,0) una longitud mayor que ct. El hecho de que la solucién sea cero para esos
puntos nos indica que el disturbio que sale de a no llega a esos puntos en un tiempo
t, lo cual dice que los disturbios se propagan precisamente con velocidad ¢. También
vemos que el primer tiempo en el que u(xg,t) # 0 es precisamente t = =% que es
el tiempo que tarda un disturbio que viaja con velocidad ¢ para ir desde a hasta xzg.
De la Fig. 1.10 y de (1.41) se sigue que u(zo,t) = 0 si t > 22 que es el tiempo que
tarda el disturbio generado en —a en llegar hasta xy. Queda ahora como un ejercicio
el repetir el andlisis exterior para la regiéon z < 0. En la banda acotada por z = ct+a
y arriba de la recta QA la solucién es u = 3 f(z — ct).

En la regién triangular —a,a, @ la situacién es mas complicada, ya que para cada
punto R de ella pasan dos caracteristicas CT y C~ que intersectan t = 0 en puntos
donde f # 0. Queda como ejercicio el convencerse que u = 0 en la region triangular
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¢ X=ct-a UiO

X=-Cct+a

u=0 (X (xg—a)/c)

(xy,(a=x,)/c)

1
X a u=0 u=0
ctl - %o X
Fig. 12
acotada inferiormente por las rectas £ = ¢t — a, x = —ct + a.

Otro problema de propagacién de ondas en una cuerda es cuando uno de los extremos
estd fijo en una pared. En este caso sabemos que los disturbios se reflejan y nos
interesa estudiar cuantitativamente el proceso. El problema es resolver

U = CUge,0< 2 <00, t>0,
u(0,t) = 0,t > 0 cuerda fija en x=0,
u(z,0) = f(z),f(z) # 0 para 79 < z < o0,
u(z,0) = 0. (1.42)

Resolveremos ahora (1.42) usando el plano (z,t) que se ve en la Fig. 1.13.

En primer lugar , observemos que para puntos a la derecha de z; y tiempos pequenos,
el efecto de la pared debe ser inapreciable, ya que el disturbio generadoen zg < = < z1
tarda un cierto tiempo en llegar a la pared y reflejarse. Por esto u = 0 a la derecha
de C% (usando (1.41)). Ademds u = § f(z — ct) entre C} y C7. En la misma forma,
los disturbios que viajan hacia la pared a lo largo de las caracteristicas C_ no sienten
la presencia de la pared hasta que el disturbio que sale de z( llega a ella al tiempo
t = x9/c. En la regién entre C! y C? y fuera de los tridngulos zo, =1,v, W, R, S,
u = % f(x+ct). Para calcular el valor de u en W, R, S que es la regién de interaccién
entre la onda incidente y la reflejada, vemos que u = % f(zo) alolargo de C! y como
queremos que v = 0 en z = 0 tomamos u = —% (zo) alo largo de C3%. En la misma
forma vemos que podemos satisfacer la condicién de frontera, si tomamos u = —% €3]
a lo largo de Cy. El valor de la solucién fuera de las regiones descritas lo tomamos

como cero y queda como ejercicio el convencerse, pensando en el proceso de reflexion,
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e— u=(-1/2 )f(x—ct)

S
u=(U2){f(x+ct)- |
flot-x)} ..

wW

u=0

T =ty u=(1/2)f(x—ct)

(L12)F€)=(1/2)f(x+ct)

f=0 R X, f=0 & X,
Fig. 1.13

que ese es el caso.

Damos ahora la férmula que esperamos sea solucién de nuestro problema. Para (z,t)
dentro de la regién acotada por C}, C3, CL, C?, excepto por el tridngulo W, R, S,
tenemos

uzéf(m—l-ct)—l-%f(w—ct)

que es la solucién en ausencia de pared. Desde luego u = 0 fuera de esa regién y
satisface las condiciones iniciales.

En el tridngulo W, R, S la solucién es la suma de la onda incidente % f(z + ct) (que
es disntinta de cero sélo entre C1, C2) y de la onda reflejada —1 f(ct — z). En la
regién fuera de W, R, Sy acotada por C% y C%, la solucién es la onda reflejada
—1 f(ct — 7). Resumiendo

1 1 1
U=5f($+ct)+§f(:c—ct)—if(ct—a:) (1.43)

donde los factores de la suma son sélo distintos de cero en las regiones marcadas en
la Fig. 1.13.

Finalmente notamos que un obervador en un punto P, como el que se ve en la Fig.
1.13, primero ve pasar la onda emitida en 9 < x < z1; después al tiempo ¢t = ¢
la primera parte de la onda reflejada y cuando ¢t = t2 vuelve al reposo. Queda como
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ejercicio el calcular ¢; y t2 en términos de zo y 1.

Podemos comprobar directamente que (1.43) es solucién de (1.42) con las condiciones
iniciales y de frontera especificadas. Ademads, la discusién anterior nos da el significado
de los tres términos y una manera grafica de construir la solucién si se conoce f(z).
Debemos notar que las caracteristicas llevan siempre un valor constante de u hasta
que son “reflejadas en la frontera”; y las caracteristicas reflejadas llevan un valor
constante de u pero de signo contrario al valor que llevan las incidentes.

Ahora resolvemos (1.42) sin recurrir a la Fig. 1.13. Sabemos que

u(z,t) = v(z — ct) + w(z + ct) (1.44)

y procedemos como en (1.37) determinando v y w, usando las condiciones de frontera.
Sustituyendo (1.44) en (1.42) obtenemos

u(@,0) = v(@)+w() = f(z),z >0,
u(0,t) = wv(—ct)+w(ct) =0,t>0,
u(z,0) = —cv'(z) +cw'(z) =0,z > 0. (1.45)
La primera y tercera ecuaciones (1.45) nos dan
o(E) = w(e) = 3 7€), £20. (1.46)

La segunda ecuacién determina a v para valores negativos ya que

v(—cn) = —w(en),n >0,
v(en) = —w(-en),n <0,
v(n) = —w(-n),n<0. (1.47)

De (1.46), (1.47) y (1.44) tenemos que la solucién es

1 1 Iy L : —
u(z,t) = Sf(@+ct) +o(@—ct) = Sf(z +ab) + { 32(;”(“ C_t)a,:), : ; - Z: z 8?
Desde luego la solucién coincide con la que obtuvimos geométricamente.
De la discusién anterior concluimos que en el problema de reflexién, la solucién es
constante a lo largo de las caracteristicas y cuando una caracteristica encuentra una
pared, ésta se refleja y la solucién contintda igual pero con signo contrario. Veremos
ahora como este proceso nos permite construir las soluciones para problemas mas
complicados, como cuando hay reflexién para dos paredes.
Ahora discutimos con detalle el problema de reflexién de ondas cuando la cuerda
estd fija en £ = £[. El problema es resolver
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Problema 1.4.1 Resolver

Ut = Ugg, |z] <,
w(x,0) = f(x),f(x) =0 para a < |zl
ug(z,0) = 0
u(=l,t) = wu(l,t)=0,t>0.

En palabras debemos encontrar el movimiento de una cuerda fija desplazada inicial-
mente en la forma f(x). Es de esperarse que el movimiento sea de vaivén de pulsos
por la cuerda. La solucién se examina en la Fig. 1.14.

u==(112) { f(n) +€) }

u=—(1/2)f(&)

u=(1/2)f(n)

x==| n 3 x=I

La solucién es distinta de cero solo en las bandas limitadas por las caracteristicas. En
la regién triangular sombreada verticalmente tenemos:

u(z,t) = %f(:c+ct) + %f(:c—ct).

Para puntos P; la solucién es el valor de u sobre C} que es u = 1 f(z — ct). En la
regién cuadriculada tenemos la interaccién de la onda incidente y de la onda reflejada
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que describimos en la Fig. 1.13. Para puntos P, la solucién es el valor a lo largo de
C?, en el caso de la Fig. 1.14, u = —% (£). En la regién donde estd Pz, tenemos la
interaccién del pulso reflejado por la pared derecha y de aquél reflejado por la pared
izquierda. En Ps, u es la suma de los pulsos que viajan a lo largo de C}r y Ct yde C?
y C%. El pulso que llega por C* contribuye —3 f(£) y el que llega por C% contribuye
con —1f(n), donde u(P;) = —1(f(€) + f(n)). Esta construccién determina el valor
de u en todas las regiones.

Queda como ejercicio continuar el procedimiento y encontrar algunos valores cuando
f(z) = —x? + a2, f = 2a. También queda verificar si la solucién obtenida geométri-
camente con ayuda de la Fig. 1.14 coincide con la solucién analitica. (Ver Weinberger
para mds detalles y ejemplos).

Otro ejercicio interesante es el de hacer ver que las soluciones del problema

Uy = c2um, —x<zr<o, t>0,
e = K- {50, 22
ug(z,0) = 0, (1.48)

son para z > 0, soluciones de (1.42). Esto nos da una manera alternativa de construir
las soluciones para el problema de reflexién. Queda como ejercicio examinar la exten-
sién del método cuando se tienen dos fronteras.

Para completar nuestra discusion sobre la ecuacién de onda consideramos el problema

Ut = uyy,—00 <z <00, t>0,
u(z,0) = 0, (1.49)
ut(x,O) = g(x)

Buscamos una solucién de la forma
u(z,t) =v(z —ct) + w(z + ct) (1.50)

y tratamos de determinar v y w usando las condiciones iniciales en (1.49). Sustituyen-
do (1.50) en (1.49) tenemos:

u(z,0) = v(z) + w(z) =0,

ug(z,0) = cw'(z) — cv'(z) = g(z). (1.51)
De (1.51) vemos que
13
V(@) = —goo@l ) =5 [ sds+a

3
w(€) = —v(€) = — / o(s)ds — d, (1.52)
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y de (1.52) obtenemos

T+ct
u(z,t) = v(z —ct) + w(r +ct) = 2ic /_ t g(s)ds (1.53)

que nos da la solucién de (1.49) como puede verificarse por sustitucién directa.
Una interpretacién 1til de (1.53) se obtiene de nuevo examinando la Fig. 1.15. La

P, P=(x0) Pl

g=0 Y S Y

Fig. 1.15

ecuacién (1.53) nos dice que para encontrar u(x,t) basta trazar las caracteristicas
a través de (z,t), ver dénde intersectan la recta t = 0, e integrar en el intervalo
comprendido entre las dos intersecciones, la condicién inicial g. El valor de la integral
es u(z,t). Vemos que u(z,t) depende solamente de los valores iniciales de u en la base
del tridngulo con vértice en P y no siente los valores de la condicién inicial fuera de
esa region.

Nuevamente la propiedad de que los disturbios en u se propagan con velocidad finita
se manifiesta. Esto se debe a que si g(z) = 0 para |z| > a entonces u = 0 a la derecha
de = ¢t + a y a la izquierda de —ct — a como puede verse de (1.53) y de la Fig. 13.
Finalmente la solucién de (1.3) estd dada por la suma de (1.41) y (1.53) en la forma

u(z,t) = %f(x +ct) + %f(m —ct) + 2% /m_Jr:tg(s)ds. (1.54)

La férmula (1.54) se debe a D’Alambert. En el plano (z,t) la ecuacién (1.54) nos dice
que el valor u(z,t) depende solamente de los datos iniciales en la base del tridngulo
formado por el punto (z,t), la recta ¢ = 0 y las caracteristicas a través de (x,t) que
intersectan a la recta t = 0. La region de la recta t = 0 entre x — ct y x + ct se llama
dominio de dependencia de (z,t). Esto se debe a que u(z,t) no se altera si se cambian
los datos iniciales fuera de la region © — ct < & < x + ct. De (1.54) vemos también que
un cambio en la condicién inicial en un punto Q) sélo puede influir en la solucién u en
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puntos R del cono que tiene por vértices a ) y cuyos lados son las caracteristicas a
través de Q.

En esta seccién hemos encontrado una solucion al problema para la ecuacién de onda
en diversas situaciones. La solucién encontrada refleja nuestra experiencia en propa-
gacién de pulsos a lo largo de una cuerda y su reflexién por paredes. Sin embargo,
para completar nuestra discusién debemos probar que las soluciones obtenidas son las
Unicas posibles.

En cuanto a la unicidad estamos razonablemente convencidos, con base en los casos
particulares del teorema de Cauchy-Kovalevski, discutidos en los casos en que f y g
tengan desarrollos de Taylor. Sin embargo, nos interesa probar la unicidad para datos
iniciales mdas generales, asi como también para problemas mixtos de valores iniciales
y de frontera. Este es el objeto de la siguiente seccién.

1.5. Unicidad de las soluciones para la ecuacién de
onda

Consideremos el problema

utt=62uww7 —lS-’ESl; tZO,
u(z,0) = f(z), ut(z,0) = g(z), —l>z>1 (1.55)
u(=1,t) =u(l,t) =0, t>0.

La solucién de (1.55) fue construida en las secciones anteriores. Desde luego entende-
mos por una solucién de (1.55) una funcién u con dos derivadas que satisfagan (1.55).
Por esto, para que la construccién dada en la Fig. 1.14 valga, debemos suponer que
tanto f como g tiene dos derivadas, lo que supondremos a partir de ahora. (Desde
luego se puede ampliar el concepto de solucién pero esto no nos interesa por el mo-
mento).

Para probar la unicidad de (1.55) utilizaremos el principio de la conservacién de
energia, que es un argumento general aplicable a muchas ecuaciones ordinarias y par-
ciales como veremos a lo largo de estas notas.

Para motivar la prueba consideremos la ecuacién de las oscilaciones

y"(t) +y(t) =0,
y(0)=a , y'(0) =0, (1.56)

que tiene por solucién y(t) = acost + bsint. Queremos probar la unicidad. Para
probarla tomamos z = y; — y» donde y; y y2 son dos soluciones de (1.56), entonces z
satisface

2"+ 2 =0, 2(0) = 2'(0) = 0, (1.57)

y queremos probar que z = 0. Fisicamente que z = 0 es la tnica solucién de (1.57),
ya que z(0) = 2'(0) = 0, nos dice que la energia total del movimiento es cero. Por
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conservacion de energia ésta debe seguir siendo cero para todo el tiempo, de aqui que
z=0sit>0.
Ahora damos una expresién analitica para el argumento anterior. La energia E(t) de
una solucién de (1.57) es
1 1

E(t) = 59'2@) + §y2(t).
Veremos que E'(t) = 0 lo cual nos dice que la energia se conserva si z es solucién de
(1.57). En efecto

E'@®#)=72("+2)=0. (1.58)
De (1.58) tenemos que
L, 1o n _ 1 1oy
577+ 52° = E(t) = B(0) = 52%(0) + 52°(0) = 0 (1.59)

de donde se sigue que z = 0 para t > 0 que es el resultado deseado.

Extenderemos ahora el argumento anterior a la ecuacién de onda. Para esto necesita-
mos encontrar la energia cinética y potencial de la cuerda.

Pensemos la cuerda dividida en tramos como se ve en la Fig. 1.16 y recordemos que
us es la velocidad de la cuerda en la direccién vertical.

De la Fig. 1.14 vemos que la energfa cinética en el tramo z;, z;;, estd dada por

u,(x;,t)

u(x Tu,, (X;.)

Fig. 1.16

1
§phu§(mat)

y la energia cinética total de la cuerda esta dada por

l
; /_ (€ (1.60)
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La energia potencial que adquiere la cuerda al subir de la posiciéon v = 0 al tiempo
t =0, a la posicién u(z,t) al tiempo ¢, es el trabajo realizado para vencer a la fuerza
de tensién. Para la cuerda entre x; y x;4p este trabajo es

t
—Th/ Uy (Ti, $)us(x;, 8)ds (1.61)
0

que es la integral de la potencia. De (1.61) obtenemos la energia potencial total
integrando sobre toda la cuerda. Esto es:

_/ll /Ot Tugz(x, s)us(z, s)dsdx . (1.62)

Para nuestros propdsitos es conveniente reescribir (1.62) eliminando a wus. Esto lo
hacemos asi

t l t 1 l
—/ / Tuge(x, s)us(x, s)drds = T/ {—uwut‘ —|—/ uwuudw}ds
0o J-i 0 —t =
t 9 l T l
=/ —/ fracT2u?(z,s)dzds = —/ u(z,t)dz (1.63)
0o 0sJ 2/

va que u(—1,t) = u(l,t) = u(z,0) = 0. De (1.63) y (1.60) esperamos que la cantidad
que se conserve para soluciones de (1.55) sea

! 1 T l
E(t) = p/ iuf(m,t)dm + 5/ u?(z,t)dz . (1.64)
-1 —1

Para probar la unicidad procedemos como en (1.57) llamando z la diferencia de dos
soluciones de (1.55) y probaremos que z = 0. Para esto veremos que

1 T 7l
E(t) = g/lzfdw+§/lzgdw (1.65)

satisface F(t) = E(0). Esto se obtiene calculando

[

l l l l
E'(t) = /lpztzttd:t: + T/lzggzztdx = p/lztzttda: - T/thzm 4+ Tzy2s

!
= p/ 2¢(24t — P 2p)dx = 0 (1.66)
-1

ya que zi(—1,t) = z(l,t) = 0. De (1.66) se sigue que E(t) = E(0) y como E(0) =0,
tenemos que

1 1
T
B/ zfdm+—/ 22dz =0, t>0. (1.67)
2/, 2/,
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De (1.67) concluimos que 2; = z, = 0 para todas las lineas paralelas a —I < z < [.
Esto nos garantiza que z = constante y como z = 0 en la linea inicial tenemos que
z=0para =l <z <I, t>0.Que es el resultado deseado.

Notese que esta prueba de unicidad usa fuertemente el hecho de que el movimiento
se lleva a cabo en una regién acotada. Daremos ahora una prueba de unicidad para
una regioén no acotada.

Para probar este resultado recordemos que la férmula de D’Alambert (1.54) nos mues-
tra que la solucién v en laregién V AB de la Fig. 1.17 s6lo depende de los datos iniciales
en la recta AB.

A=(a,0) ' x=( [3— a)/2. B=(j3,0)

Fig. 1.17

Por este motivo esperamos que cualquier solucién de (1.55) quede univocamente de-
terminada en V AB por los datos iniciales en AB. En particular, si los datos iniciales
son cero en AB, deber§ ser cero en toda VAB.
Ahora probaremos este resultado. Mas precisamente: supongamos z(z, t) una solucién
de

1t = 28 % zz=2=0 en AB,

entonces z = 0 en VAB. Para probar el resultado consideremos de nuevo la energfa
de la solucién en la recta A’ B’ como funcién del tiempo. Esto es

B-t 1 1 _
E@t) = / —22 4 —2kdr, 0<t< B a
ot 2 2 2

Es de esperarse que E(t) no crezca ya que la regiéon a +t < z < 8 —t donde hay
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movimiento se vuelve cada vez mas pequefia cuando t — ﬁ%"‘ Para probar esto
calculamos E'(t) y tenemos:

ot 1 5 :
E'(t) = / (2e2et + 2022¢)da + 5{ — (2 +2)(B—t,1) — (27 + 22)(a + 1, t)}
T+t
ot st 1 1
= / 24(24 — Zpe)dT — 2424 — (2 +22)(B—-t,t) — (27 + 22)

T+t a+t 2 2
1 1

(Oé + t7t) . _E(zt + Z:c)Q(ﬂ n tat) - E(zt - zz)2(a +t7t) < 0 (168)

De (1.68) concluimos que E'(t) > 0 en VAB de donde se sigue que 0 < E(t) <
E(0) = 0. De aqui que E(t) = 0 en todas las lineas horizontales A'B' en VAB. Esto
nos muestra que z; = 2z, = 0 en VAB y como z = 0 en AB tenemos que z = 0 en
todo V AB. Esto prueba nuestra afirmacién.

Este resultado nos da la unicidad para el problema de la cuerda infinita aplicandolo a
todos los puntos V. Queda como un ejercicio, el probar con este método la unicidad
de la solucién del problema cuando sélo hay una pared que refleja. Se debe hacer esto
con una combinacién de (1.68) y (1.66).

Para mayores detalles consultar Courant-Hilbert [3] K. O. Friendrichs [7] y Jorge
Ize [8].
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Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones con
caracteristicas

En esta seccidn se discutiran sistemas de ecuaciones lineales que tiene caracteristicas.
Se analizaran problemas con valores iniciales y de frontera a partir de varios ejemplos.
Se concluird la seccién con algunos problemas simples para las ecuaciones de Maxwell
que se explican y se discuten con cierto detalle. Nuestra presentacion sigue muy de
cerca las notas de Friedrichs de propagacién de ondas electromagnéticas.

2.1. El problema de las lineas de transmision

Es un hecho conocido por todos que las sefiales eléctricas viajan a lo largo de los alam-
bres con cierta velocidad. Ahora veremos cémo se puede describir cuantitativamente
el fenémeno usando Ecuaciones en Derivadas Parciales. Para esto supondremos un
cable recto representado por el eje  como el que se indica en la Fig. 2.1, con capaci-
tancia constante ¢ y una inductancia L por unidad de longitud.

Si se aplica un voltaje v(t), una corriente i(t) fluird hacia el lado derecho y nos intere-
sa calcular esa corriente i(x,t) en todos los puntos del cable como funcién del voltaje
aplicado g(t) en z = 0. Se deben encontrar las ecuaciones que relacionan a i y a v en
el cable.

Las ecuaciones que necesitamos en este caso son la ley de conservacién de la carga y
la ley de Faraday.

La ley de conservacién de la carga nos dice que si p(z,t) es la densidad de carga,
tenemos entonces que

d

z+h
2 / P&, 2)dE = iz, ) —i(z + h 1), (2.1)

29
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t
9=V

| | X
l

x=0 X x+h

Fig. 2.1

Notemos que (2.1) es la misma que (1.1). En este caso por definicién de ¢y del voltaje,
tenemos que (2.1) se transforma en

cvg + i, =0, z>0, t>0. (2.2)

La ecuacién (2.2) es una sola ecuacién para dos incdgnitas. En (1.2) tenfamos una
relacién algebraica @Q(p) entre las dos incégnitas. En el caso del electromagnetismo no
hay tal relacién algebraica y la segunda ecuacién para calcular ¢ y v nos la dar4 la ley
de Faraday. Para usar dicha ley examinemos la caida de voltaje v(xz + h,t) — v(z,t)
entre x + h y x. Sabemos por la ley de Faraday (que es experimental) que esa caida
es proporcional a la rapidez de cambio i;. En cantidades esto es

v(z + h,t) — v(z,t) = —Lhiy(z,t) (2.3)

donde L es la inductancia por unidad de longitud. Tomando en (2.3) el limite cuando
h — 0, tenemos que

v + Liy =0 (2.4)

Por lo tanto, las ecuaciones que queremos estudiar son

cvp +ig =0, z>0, t>0, (2.5)
Li; +v, =0, z>0, t>0,

v(z,0) =i(z,0) =0, x>0,

v(0,t) = g(t), t>0.

Nétese que el valor i(0,t) no se especifica, ya que debe ser consistente con el valor de
v(0,t) y su determinacién es parte del problema. Las ecuaciones (2.5) corresponden
a un cable que en t = 0 estd sin carga y sin corriente. Adernas, en = 0 se le aplica
una sefal de voltaje g(t). Nos interesa conocer ¢ y v a lo largo del cable. Esperamos
soluciones en forma de ondas que se propagan hacia la derecha.
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Al igual que en ecuaciones ordinarias es conveniente escribir (2.5) como matriz, con

lo que se obtiene
0
> >
( 0 ),:c_O,t_O,

w(1)+ (5% )aa()
() = (2)

(V). = ()0 o

Vemos que la ecuacién (2.6) es andloga a la ecuacién de primer orden, donde ahora
el término de velocidad que multiplica a a% no es un escalar sino una matriz. Antes

de resolver (2.6) consideremos el sistema

0 [ w A1 O O (fw) (0

s(0)(0 n)w(y)=(c) e
es decir, un sistema donde la matriz estd en forma diagonal. Vemos que (2.7) es
equivalente a dos ecuaciones independientes (desacopladas)

Vv

0,

wi + Mwg, =0,
2t + Aoz =0

que se resuelve inmediatamente con w = f(x — A1t), 2 = g(z — A2t).

Vemos pues que para un sistema como (2.7) no hay dificultades. Por esto, al igual
que en ecuaciones ordinarias trataremos de transformar (2.6) a su forma diagonal
mediante un cambio de variables dependientes.

Introducimos entonces el cambio de variables

(5)-+(3)

donde U es una matriz invertible que se determinard en el proceso de reduccién.
Sustituyendo (2.8) en (2.7), tenemos que

0 ([ w @i 0 ( w
72 (5% )7 (L)
0 (w a2 0 ! 0 ([ w _ 0
w(2)ro (9 e () = (5) e
Para que (2.9) sea como (2.7) debemos de escoger U de tal forma que

s | 0 ¢! - A1 0
8B Y o0
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Para satisfacer (2.10) basta encontrar los valores propios de

0 ¢!
L1 0

que son A\; = (Le)™% y Ay = —(Le)~2. Entonces (2.10) queda como:

()G ) (e )= )

Transformando también las condiciones iniciales en (2.6) de acuerdo a (2.8) vemos
que (2.6) es equivalente al sistema diagonal

%(w> ) ((ch_% —(L(i)%)a%(f):(g)’
(%) = (0)==0
(). = () -s( onvren ),

En (2.10) vemos que las ecuaciones para w y z se desacoplan y la situacién se muestra
en el plano (z,t) de la Fig. 2.2.

x=(LC) -1/t +
X=(LC) -2k (LC) TP+

x=—(LC) —(1/2)4 n i

/ w=0 w=0 W=0

z=0 z=0
z=0

w=z=0

Fig. 2.2
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Sabemos que w =constante y z =constante sobre las rectas z = t/ Vie+€éyz =
—t/v/Lc+1 respectivamente. Por esto vemos que z = w = i = v = 0 para (z,t) abajo
delalineaz =t/ V/Le. Esto nos dice, al igual que la ecuacién de primer orden, que las
senales emitidas en x = 0 viajan con velocidad \/% que depende de las propiedades
del cable.

A lo largo de las caracteristicas que viajan hacia la izquierda tenemos que z = 0, en
particular z = 0 sobre la recta z = 0. Esto determina 4(0,t) ya que

0=2=—g(t) + i(O,t)\/g, i(0,t) = \/gg(t)-

El valor de w a lo largo de las caracteristicas arriba de z = t/v/Lc es
w(z,t) = g(t — vV Le 1), z(z,t) =0. (2.11)

De (2.11) pasamos a las variables originales usando (2.8) y obtenemos
o(t) = gt —VIc ),  i(t) = 1/%g(t —VIec 2). (2.12)

Las férmulas (2.12) representa ondas que viajan hacia la derecha sin distorsién con
loci L.

Ve OC dad LC . . . . . . . .

Queda como un ejercicio el resolver el problema con condiciones iniciales

() (e o) (), = (6
(D) = (50)

;Qué condiciones deben cumplir f(x) y g(z) para que no se propaguen disturbios
hacia la izquierda?. Estudiar en detalle el plano (z,t).

<0>,—oo<m<oo,t20,

2.2. Propagacion de ondas en agua

Consideremos ahora otro problema que da origen a un sistema de ecuaciones muy
parecido al estudiado en (2.5). Este sistema aparece al analizar la propagacién de
ondas en agua. En primer lugar plantearemos las ecuaciones y después las resolveremos
de una manera muy similar a las de lineas de transmisién.

Las ecuaciones de movimiento son un caso particular de las ecuaciones de Nawvier —
Stokes, pero nosotros las deduciremos directamente. Para esto consideremos un fluido
que se mueve con velocidad horizontal u, vertical w, y cuya superficie libre esta descrita
por 7(z, t) tal como se ve en la Fig. 2.3. Supondremos ademés que el fondo de la playa
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Z
! n (x.t)
7=0 nivel medio
W X
L ..
z=-h I I
XO X

Fig. 2.3

tiene una profundidad constante.
Usando en la Fig. 2.3 la ley de la conservacién de la masa entre ¢ y & tenemos

% (h+n(& t))dé = rapidez de cambio de la cantidad de agua entre xo y z
zo

= Agua que entra en g — Agua que sale en x
= Flujo en o — Flujo en z. (2.13)

Expresando en (2.13) el flujo en términos de u y 7 tenemos que

% /z(h +n(&;1)dé = u(zo, t){h +n(w0, 1)} — u(z, t){h +n(=z,1)} (2.14)

Zo

e ignorando en (2.14) los productos un (ya que suponemos olas no muy altas excluyen-
do fenémenos de rompimiento) tenemos de (2.14) que

M+ by = 0. (2.15)

Nuevamente (2.15) es una ecuacién para dos incégnitas. La otra ecuacién se encuentra
de la dindmica usando la ley de Newton. Encontramos entonces que

u; = aceleracién horizontal = —cambio de presién en © = —p,, (2.16)

wy = aceleracién vertical = —cambio de presibn en z — g=—p, —g.
Las ecuaciones que controlan al movimiento del liquido son

m+hu, =0, w+p, =0, wi+p,+g=0, (2.17)
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este es un sistema de tres ecuaciones para cuatro incégnitas. Debemos cerrar el sistema,
y para esto haremos una aproximacién muy drastica en la dltima ecuacién (2.17).
Supondremos que la aceleracion vertical w; < 1 y que p, balancea a la fuerza de
gravedad, es decir

p. = —g. (2.18)
En otras palabras decimos que el movimiento en la direccién vertical es tan pequefio
que la presién estd dada por la ley hidrostética (2.18). El valor de p lo tenemos
integrando (2.18) entre la superficie libre y un punto del fluido, obteniendo asi

n(z,t) n(z,t)
pmmﬂ—M%AQZ/ m@xﬁ@z—/' gdé = —g(n(z, ) — 2). (2.19)

Como el valor de p(z,n,t)= presién atmosférica, entonces la podemos tomar como
cero y tener

p(IL‘,Z,t) 29(7)($7t) —Z) (220)
que es la ley de la presién hidrostética. Sustituyendo (2.20) en (2.17) tenemos
ne+hu, = 0,
ug+gn: = 0,

que son las ecuaciones para la propagacion de ondas. Desde luego deben ser suple-
mentadas por condiciones iniciales y de frontera.

Un problema que resolveremos ahora es el de un pulso que se produce en un estanque
de agua y viaja parte hacia la derecha del estanque y parte hacia la izquierda, donde
encuentra paredes y se refleja. Nos interesa determinar la altura del agua en cada
punto del estanque como funcién del tiempo. El problema por resolver es:

(1), # (5 5)(2),=(5) os=srizo
(1) (59) {(D)ar (49, s
(Z)tzo / (f%m) ) (2.21)

Notemos en (2.21) que en los extremos, el valor de 7 debe determinarse como parte del
problema. Supondremos ademés que f(x) estd concentrada en el centro del estanque.
Para resolver (2.21) procedemos como en (2.8) e introducimos el cambio de variables

w n 1 -1 1 1 \/g
z =& w )’ . Z 7 )i U ) h
k h -1 \/;

obtenemos el sistema diagonal
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).t=0, (222)
0

B (2) ().

donde las funciones 1(0,t) y n(l,t) deben determinarse en la solucién de (2.22).

Al estudiar (2.22) usamos el plano (z,t) y observamos que w es constante a lo largo
de las rectas ¢ = v/gh t + £, y z es constante a lo largo de las rectas £ = —+/gh t + (.
La situacién se muestra en detalle en la Fig. 2.4.

Construiremos ahora la solucién geométricamente, tal como lo hicimos en el caso de

N
SIS

N~
8
Il
[e=]

Il

q

L

/N

u=0 B
w=n/2 u=0
z=-n/2

I F
F w=n/2
z=—-n/2
b D

x=0 A w=f/2 B x=I
z=—f/2

Fig. 2.4

la ecuacién de onda. Empezaremos por la zona entre C}r y Ci; como w es constante
tenemos que en esa zona fuera de los tridngulos ABC y DEF, la solucién es

w=3fe—Vah,  z=0
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Dentro del trdngulo ABC tenemos que

= e VaR D), z=—sflt Jah ).

Ahora examinemos lo que sucede cuando el pulso llega a la pared (z =1). Vemos que
el disturbio que llega por la caracteristica Cy determina el valor n(l,t) ya que

n(l,t) = 2w(l,t) = f(I — \/gh t).

Este valor se transporta a lo largo de C_ y nos da que en la regién EF HG, la solucién
es

2(5,) = =gl T +0) = —5 [ -2 = /ah 0, w(zt) =0

En el tridngulo DEF tenemos que

z(m,t):—%f(Zl—z—\/g_ht), w(z,t) = z—\/_t

En la regién a la izquierda de A se repite el mismo proceso y tenemos que en la regién
ACD’E’

(@, t) = —%f(x +/ght),  w(zt) = 0.
También la caracteristica C* choca contra la pared en z = 0 y determina el valor
n(0,t) = ——z 0,8) = f(/gh t)

y de esta ecuacion se sigue que el valor de w en Ci es

) = 2 f(/ah t— o)
En el tridngulo D’E’F’ la solucién es

z(m,t):—%f(mﬁ-\/g_ht), w(z,t) = = f(+/gh t — z).
Finalmente en la regién GHG’H’ la solucién es
z(x,t)z—%f(Ql—x—\/g_ht), w(z,t) = = f(/gh t — ).

La solucién en las variables originales puede obtenerse multiplicando (w, 2)? por U 1.
Queda como un ejercicio verificar que la solucién que hemos obtenido es efectivamente
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una solucién de (2.21). De igual manera se deja como ejercicio encontrar la solucién
de este problema para tiempos posteriores.
Otro ejercicio es encontrar la solucién del problema,

(Z)t # (; 8>(Z>z=(8>,0§w§l, t>0,
(Z>wzo = (o) ?(Z)w:ﬁ("(lo’t)), £20,
(1) = ()

donde la funcién f es conocida y las funciones u(0,t) y n(l,t) estdn por determinarse.
;,Cudl es la interpretacion de la solucién ?
En general, los sistemas de ecuaciones de la forma

ug + Auy =0, u(z,0) = g(z),

donde u es un vector y A una matriz (que mediante una transformacién lineal se
pueden pasar a un forma diagonal), se llaman sistemas simétricos hiperbdlicos. Las
rectas £ = At +&, £ = A2 +1, donde A1, As son los valores propios de A se llaman las
caracteristicas del sistema. El método que empleamos para construir las soluciones
prueba su existencia y unicidad. Se deja como un ejercicio el poner las hipdtesis
apropiadas sobre f y dar el detalle de los argumentos. Para mayores detalles y un
tratamiento mas avanzado y completo referimos al lector a las notas de J.Ize [§]

2.3. Las ecuaciones de Maxwell

Discutiremos ahora el sistema de ecuaciones parciales que describen el comportamien-
to de los campos eléctricos y magnéticos producidos por cargas y corrientes. Las ecua-
ciones de Maxwell son el resumen y formulacién cuantitativos de la experiencia que
se tiene con cargas, corrientes y sus interacciones. Estas ecuaciones no se deducen.
En electricidad, son el equivalente a la ley de Newton en mecdnica. A continuacién
describimos esquematicamente algunos experimentos que dieron origen a las leyes que
hoy formulamos en términos de las ecuaciones de Maxwell.

En primer lugar recordemos que el campo eléctrico E(x,t) es un vector que depende
de la posicién y del tiempo. Es un hecho experimental que el flujo del campo eléctrico
através de una superficie cerrada que encierra una carga @), es proporcional a dicha
carga. Esta es la ley de Gauss. En cantidades, si S es la superficie que acota a la carga
@ y n el vector normal a S, tenemos que

(2.23)

/E-n dsS = ﬂujodeEatravésdeSzQ
S €o
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y al escribir en (2.23)
Q :/ p(x,t)d:c
v

donde p es la densidad de carga, tenemos usando el Teorema de la Divergencia, que

v.-E=" (2.24)
€o
que es la expresién cuantitativa de la ley de Gauss.
También es un hecho experimental que las lineas de fuerza de un campo magnético
son siempre cerradas. Si B es el vector de campo magnético, el hecho anterior se

expresa matematicamente como
V-B=0

Ahora pasamos a estudiar las leyes que controlan la interaccién de campos eléctricos
y magnéticos. Estas leyes antes de Maxwell eran la ley de Faraday y la ley de Ampere.
Empezaremos por recordar la ley de Faraday. Esta ley resume el hecho experimental
de que si el flujo de un campo magnético a través de una espira de cable cambia con
el tiempo, en el cable se induce un voltaje que es proporcional y de signo contrario al
cambio del flujo. La expresién cuantitativa de esta ley (en el lenguaje moderno de los
vectores, desconocido para Faraday) es

d®
= —— 2.25
donde V es el voltaje en la espira y @ el flujo de B através de S. Escribiendo la (2.25)
en términos de los campos E y B tenemos

/E-cu:—i/B-n ds, (2.26)
c dt Js

donde C es la curva que forma la espira. Usando el Teorema de Stokes en (2.26)
tenemos que
B, +VxE=0 (2.27)

que es la expresion matematica de la ley de Faraday.

Por dltimo discutiremos la ley de Ampere que es la expresién cuantitativa del hecho
experimental de que al pasar una corriente eléctrica por un cable, se forma un campo
magnético alrededor de dicho cable cuya circulacién es proporcional a la intensidad
de la corriente. Esta situacién se muestra esquemdaticamente en la Fig. 2.5.
Cuantitativamente la ley de Ampere se expresa asi

/ B-dl = circulacién de B alrededor de C
G

= o intensidad de corriente = pgl = / po J-n dS,
s
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Fig. 2.5

donde J es la intensidad de corriente que pasa por el alambre. Usando nuevamente el
Teorema de Stokes obtenemos
V x B = pod. (2.28)

Las leyes del electromagnetismo conocidas antes de Maxwell son:

A7) NP ()
€0
V-B = 0, (i4)
B, + VxE=0, (i) (2.29)
VxB = ul. (iv)

Se pensaba que estas ecuaciones podian describir los fenémenos del electromagnetismo.
En realidad la ley de Ampere fue encontrada sélo para corrientes estacionarias (V-J =
0) e independientes del tiempo, por lo tanto no hay ninguna razén para suponerlas
véalidas cuando V -J # 0 y J cambia con el tiempo. Sin embargo, durante muchos
anos se usaron estas ecuaciones y los resultados obtenidos concordaban con el exper-
imento. La idea del proceso que representan las ecuaciones (2.29) (que de hecho es
la manera natural de resolverlas) es que J determina a B a través de (iv) de manera
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instantdnea. Los cambios de J producen a su vez cambios en B que mediante (iii)
producen cambios en E.

Un examen mis cuidadoso muestra que (i) y (iv) son inconsistentes con la ley de con-
servacién de carga p; + V -J = 0, que sabemos vale para situaciones dependientes del
tiempo. Esta inconsistencia se debe a que (iv) nos da V-J = 0, lo cual es consecuencia
de que la ley de Ampere sélo vale para corrientes estacionarias. La razén del éxito de
(2.29) es que cuando se usaba la conservacién de carga no se usaba (iv) y viceversa.
Fue Maxwell el que modificé la ley de Ampere (iv) para ser consistente con los ex-
perimentos. A (iv) le anadié un nuevo término, que segin él pensaba, se debia al
movimiento del “éter” (que hoy sabemos no existe). Por analogia a lo que pasa en
otras situaciones, tomé esa corriente como proporcional a E;; modifando la ley de
Ampere para tener en cuenta a esa corriente en la forma

VxB= /.L()(J + GoEt). (230)

Remitimos al lector al trabajo original de Maxwell [11] (editado por Dover) para una
lectura sobre estos argumentos. Con (2.30) las ecuaciones del electromagnetismo que
hoy conocemos como Ecuaciones de Maxwell son:

V-E = £.Gy
€0
V-B = 0,(ii)
B,+VxE = 0,(ii) (2.31)
eopoE: — V xB=—pued,(iv)

que deben estar suplementadas por condiciones iniciales y de frontera. Queda ahora
como un ejercicio mostrar que si E y B satisfacen (iii)’ y (iv)’ y ademds p, J satisfacen
la ecuacién de continuidad, entonces E y B satisfacen automdaticamente (i)’ y (iii)’.
Esto nos muestra que dadas p y J que cumplen la ecuacién de continuidad, debemos
resolver (iii)’ y (iv)’ para determinar los campos.

Notemos que (i)’ hasta (iv)’ implican un proceso diferente en la generacién de E y B
que el dado por (i) hasta (iv). Examinando (iv) vemos que en general V x B # uoJ y
que este desbalance produce un cambio E; el que a su vez, por medio de (iii)’, produce
un cambio en B.

Queda el problema de examinar por qué las ecuaciones (i)-(iv) dan buenos resultados
cuando las ecuaciones reales son (i)’-(iv)’. Para discutir esto estudiaremos en detalle
un caso particular que también nos servird para ilustrar el manejo de (i)’-(iv)’.
Consideremos pues el problema de determinar el campo eléctrico y magnético pro-
ducidos por una corriente que circula en un plano delgado como el de la Fig. 2.6.
Supondremos que J3(t)k es diferente de cero en la franja —§ < x < § y sélo para
t > 0. Supondremos también que p = 0, es decir que no hay densidad de carga, y que
los campos E = B = 0 si t = 0. Debido a que no hay dependencia en y, 2z podemos
buscar una solucién de (iii)’ y (iv)’ que dependa solamente de z y t. En este caso
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Fig. 2.6
tenemos tomando
E = (E', E?, E?), B = (B!, B?, B®),
tenemos que las ecuaciones (2.31) en componentes son
Ly B0
2) Bl =0,
3 \\B\
4) B} -E:=0, (2.32)
5 B}+E;=0,
6) 60/1,0Et1 = 0,
7) eomoE? — B2 =0,
8) eopoB} — BE = —poJs(t).

Debido a que las derivadas con respecto a z y y son cero. Ademds sabemos que
E=B =0ent=0.De 1), 2),3), 6) concluimos que E* = B! = 0 parat > 0 (se
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deja como ejercicio el hacer los detalles). De 5) y 7) vemos que
3 3 3 3 9 o
B;;, = eopo B, B*(z,0) = B; (z,0) = —%E (z,0) =0,

debido a las condiciones iniciales. Por el teorema de unicidad para la ecuacién de onda
vemos que B3 = 0 si t > 0. De la misma forma vemos que E? = 0; quedando como
ejercicio comprobar esto. Las ecuaciones (2.32) se reducen a

B} -E3 = 0,
cuoBy — By = —poJs(z,t), (2.33)
B?*(z,0) = E3*(z,0)=0,

que es un sistema hiperbdlico no homogéneo parecido a los ya estudiados.

Antes de resolver (2.33) haremos una aproximacién muy comun en matemadticas apli-
cadas. Se considerard una ldmina de ancho cero, y la corriente total que circula por
ella se mantendr finita. Lo anterior se logra tomando

Jg(.’ll',t) :{ %](t) _§ S

(VAR
Nl | A
[l

0 x|

?

ya que en este caso la cantidad de corriente que circula es j(t). Entonces podemos
reemplazar la segunda ecuacién (2.33) por

eopo B} — B2 = 0.

Sin embargo la funcién B2 no serd continua en z = 0, ya que integrando tenemos

5 5 5 4(t
eo,uo/ Efd:v—/ Bidr = —,uo/ &dm,
< £ £ a
2 2 2

de donde se sigue que

cono [ BRda — B(5,) + BX(=5.0) = —poi()

2

y tomando el limite cuando € — 0, suponiendo E} acotado, obtendremos que
BQ(O+7t) + 32(0_7 t) = MOJ(t)
De la misma forma la primera ecuacién (2.33) nos da

E3(0%,t) + E3(07,t) = 0.
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Finalmente las ecuaciones para el campo E® y B? son:

BZ—-E3 = 0, |z|>0,
¢c?E}-B2 = 0, |z|/>0, ¢®= poeo,
E}=pB* = 0, t=0, (2.34)
B30T, ) —E*(0,t) = 0, t>0,
B?(0%,t) = B*(07,t) = poj(t), t>0.

Podemos resolver (2.34) diagonalizando la matriz y procediendo como en (2.8). Sin
embargo es conveniente identificar las direcciones caracteristicas directamente de la
ecuacién (2.34). Para esto sumamos y restamos las ecuaciones (que es equivalente a
multiplicar por U) y llamando E® = E y B? = B, obtenemos que

(5 +g)E—cB) = 0
4,0 0
( 1§_%)(E+CB) =0
(E+cB) = 0, t=0, (2.35)
(E+¢B)(0%,t) — (E£c¢B)(07,t) = =Zcuoj(t), t>0.

De acuerdo con (2.35) vemos en el plano (z,t) de la Fig. 2.4 que

E —cB = cte. alolargode z =ct+¢,
E+c¢B = cte. alolargode z = —ct+1.

En la Fig. 2.4 vemos que en la region a la derecha de x = ct y a la izquierda de
xz = —ct, E = B =0 ya que las caracteristicas a través de esos puntos llevan el valor
inicial cero. Concluimos pues que los campos eléctricos y magnéticos se propagan con
velocidad ¢ = ,/€ppg. Calculemos ahora el valor de la solucién en P. A través de P
pasa la caracteristica C'_, con lo cual

E+cB=0 en (z,t)=P. (2.36)

También pasa la caracteristica C* y a lo largo de ella se tiene que E —cB es constante.
De aqui que

(E - ¢B)(z,t) = (E — ¢B)(0,t — %). (2.37)

Nos falta calcular E — ¢B a lo largo de la recta = 0. Para esto usamos la relacién
que nos da la discontinuidad de E — ¢B en = = 0. De la Fig. 2.7 vemos que cuando
z <0, E—cB =0, de donde obtenemos que

(E = ¢B)(0,7) = —cuoj (7).
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t
(0,t=x/c)
P=(x,t)
=ct
=ct+¢&
/C_
Ci~
E+cB=0 E+cB=0 X==ct+ n X
Fig. 2.7
Usando esta ecuacién asi como las ecuaciones (2.36) y (2.37), obtenemos
(E+cB)(z,t) =0, (E—cB)(z,t) = —cpoj(t — %).
de donde se encuentra que
B(e,t) = —“0%j(t-2),  Bla,t) = 5ikt-2). (2.38)

2 c 2 c
En forma similar (queda como ejercicio el verificarlo) tenemos que para z > 0

B(z,t) = -2t +5),  Bla,t) =Lt +2). (2.39)
c 2 c

Las ecuaciones (2.38) y (2.39) representan ondas que se propagan con velocidad ¢ =
\€opo hacia la derecha y hacia la izquierda respectivamente. Estas son las ondas
electromagnéticas que son la prediccién de las ecuaciones de Maxwell y uno de los
descubrimientos mas grandes del siglo pasado. Nétese que en un punto fijo g, E =
B = 0 hasta que t = zg/c, tiempo que tarda en llegar la primera sefial. Esto nos
muestra que los campos no se producen instantdneamente, sino que viajan con una
velocidad finita.
Se deja como un ejercicio el resolver las ecuaciones de Maxwell cuando se tiene una
pared en x = [. Si suponemos a la pared conductora, tenemos que £ = 0 en x = [.
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Las ecuaciones por resolver son:

B, — E, 0, —oo<2x<0,0<z<Ll, t>0,
E;—cB, = 0, —oo<z<0,0<z<l, t>0,

E=B = 0, t=0,

E(0%,t)—E(0™,t) = 0, t>0,

B(0",t) = B(07,t) = poj(t), t>0.
Suponiendo que j(t) tiene la forma
i)
t
Fig. 2.8

Discuta en detalle los campos para 0 < x < [. Para terminar esta seccién veamos
c6mo las ecuaciones (i)-(iv) son una aproximacién a (i)-(iv)’ en el sentido que las
soluciones de (i)’-(iv)’ se parecen a las soluciones de (i)-(iv) para ciertos valores de
(z,1).

Vemos de (2.38) que cuando £ < ¢ (es decir  estd cerca del objeto emisor) podemos
aproximar (2.38) por su serie de Taylor en la forma

, 1
B = 2im+6().
E = —?j(t)+%j’(t)+0(%). (2.40)

Observemos que (2.40) son soluciones de (i)-(iv) apropiadas a esta situacion. Es decir,
soluciones de

B,—-E, = 0, B,=0,
E(0+>t)_E(0_7t) = 07 B(0+7t)_B(0_>t)=M0j(t)'

En el caso ¢ < ct (que es frecuente ya que ¢ es grande por ser la velocidad de la luz)
las ecuaciones (i)-(iv) proveen una buena descripcién del fenémeno. En particular, de



2.3. LAS ECUACIONES DE MAXWELL 47

(2.40) vemos que B y luego E son producidos instantdneamente. Sin embargo, las
ecuaciones (i)-(iv) no pueden describir el fenémeno de propagacién para z cercanas
a ct. Resultard de interés para el lector comparar esta discusién con la del Vol. II
del libro “Lectures on Physics” de Feynmann [5] donde se discute este problema con
argumentos fisicos.
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Capitulo 3

Ecuaciones elipticas

3.1. Introduccion y algunos problemas tipicos

Las ecuaciones elipticas describen situaciones que no cambian en el tiempo, o bien
situaciones que son en cierta forma periddicas y cuya dependencia temporal puede
eliminarse reduciéndose a un problema estatico. Aparecen en varios campos de apli-
cacion, y nosotros discutiremos algunos problemas tipicos en elasticidad, mecénica de
fluidos y electrostatica. En esta seccién discutimos algunos problemas tipo.

3.1.1. Ecuacién de una membrana elastica en equilibrio

Tomamos una membrana eldstica con una fuerza de restituciéon T por unidad de
longitud. Nos interesa saber qué forma adopta la membrana bajo su propio peso
cuando se encuentra, rigidamente sujeta en su borde, a la posicién de equilibrio.
Fijamos el sistema de coordenadas tal como se muestra en la figura, y denotamos
por  la regién que ocupa la membrana cuando sobre ella no actiia ninguna fuerza
debido al peso. Por otro lado, sea 02 el borde la membrana, y denotemos también
por z = u(z,y) la forma que la membrana toma cuando se deforma bajo la accién de
su propio peso. Ver la Fig. 3.1.

La idea es obtener una ecuacién que nos diga la forma de la membrana que determina
a la funcién u(z,y) cuando las fuerzas de tensién (que se oponen a la deformacién de
la membrana) y el peso (que deforma), estdn en equilibrio. Queda como ejercicio el
utilizar la segunda ley de Newton para obtener la ecuacién para u(zx,y).

Nosotros obtendremos la ecuacién para u utilizando el principio de minima energfa,
el cual nos dice que “un sistema mecdnico se encuentra en su posicién de equilibrio,
cuando su energia de configuracién (o potencial) es minima”. Debemos pues encontrar
una expresion para la energia de la membrana en términos de su forma u(z,y).

En nuestros casos la energia de configuracién tiene dos partes. Una es la eldstica

49
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lg

debido al trabajo realizado por la fuerza T'. Es una hipdtesis que se debe verificar
experimentalmente, que la energia eldstica estd dada por

Energia eléstica / Area de la membrana sin deformar =
T( Area de la membrana deformada - Area sin deformar)/Area sin deformar.

En términos de la funcién v tenemos que
Energfa eléstica / Area sin deformar = T{(1+ u? + uz)% -1} (3.1)

La energia potencial gravitacional por unidad de area debido a la gravedad, es decir
al peso de la membrana, es pgu donde p es la masa de la membrana por unidad de
drea. La energia total se obtiene sumando (3.1) y (??) e integrando. Con lo anterior
obtenemos que

E(u)=/ﬂ{:r{(1+u§+u§)% ~ 1} + pgu }dady. (3.2)

Aplicamos pues el principio de minima energia a (3.2). Para obtener la u que minimiza
a dicha ecuacién, encontraremos primero una condicidén necesaria para que lo haga,
y posteriormente probaremos en algunos casos limites de (3.2) que efectivamente la
minimiza.
Para obtener la condicién necesaria deseada observamos que si ug minimiza a E,
entonces la funcién

Ey(t) = E(ug + th)

donde h es una funcién fija tal que h = 0 en 99 y t un pardmetro, alcanza un minimo
como funcién de t en ¢ = 0. Esto es cierto para toda h, tal que h = 0 en 01). De esta
observacién tenemos, al igual que en cédlculo, que una condicién necesaria para que
up minimice a (3.2) es que

E,(0)=0 Vh, talqueh=0en . (3.3)
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El célculo de (3.3) se deja como un ejercicio, de manera que obtenemos:
E; (0) = /Q {T(l +uo? + uoz)_%Vuo -Vh+ pgh}d:l;dy. (3.4)

Es conveniente transformar (3.4) integrando por partes el primer término obteniendo
asi

E;(0) = /Q { —V-(1+u+ uz)_%TVuo + pg}hd;cdy =0. (3.5)

Como (3.5) es cero para h # 0, el otro factor tiene que ser también cero. De aqui que
la ecuacién para ug es:

T{{(l + ol +u0§)_%u0w}z +{(1 + uo +UOZ)_%uOy}y} =pg; (z,y) €Q,
u = 0, (z,y) € 09. (3.6)

La ecuacién (3.6) es una ecuacién no lineal complicada y por el momento debemos
conformarnos con algo menos ambicioso. Un caso de interés es cuando las pendientes
de la membrana u, y u, son pequeflas, esto dependerd del balance entre las fuerzas
elésticas, el peso de la membrana, asi como su dimensién caracteristica. De aqui que
una versién simplificada de (3.6) es (despreciando los términos u) y u2) la ecuacién
lineal

U0y + Uoyy p—]?, en Q, (3.7)
upg = 0, en 0.

Esta expresién (3.7) se llama la ecuacién de Poisson. Observamos que (3.7) nos dice
que la concavidad de u es hacia arriba, lo cual estd de acuerdo con nuestra intuicién
y experiencia.

Resolvemos ahora un caso especial de (3.7), el caso cuando 2 es un circulo de radio
a. En esta situacién es conveniente usar coordenadas polares y escribir

It 1 g
~(ruo)r + uos =5, 0<r<a, 0<6<om,
ug(a,0) = 0, 0<6<2m.

Debido a la simetria del problema podemos buscar soluciones que no dependen de 6
y obtener asi
uo(r,0) = £2.0” — o) (3.8)
que es la ecuacién de un paraboloide. Es de interés examinar cuindo la solucién
(3.8) es consistente con la hipétesis de linealizacién. Dicha consistencia depende de la
estimacién
pga

max |ug,| = o <e.
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Cuando € < 1 efectivamente la solucién es consistente con la hipétesis de una teorfa
lineal. El significado de € es el esperado. Nos dice que para membranas de un radio
fijo, la pendiente es pequena cuando las fuerzas elasticas son grandes comparadas con
el peso de la membrana, i.e. es dificil deformar una membrana pequena.

La ecuacién (3.8) nos prueba la existencia de soluciones para (3.7) en un caso par-
ticular. La prueba de existencia en casos més generales es objeto de otras partes del
curso. Lo que si podemos hacer es probar la unicidad de soluciones de (3.7) cuando
ug € C?(Q') donde ' es una regién que contiene a QU 9. Para esto basta ver que
la dnica solucién ug € C%(£)') del problema

Viug = 0 en Q,
uw = 0 en 09, (3.9)

es ug = 0.

Este hecho es consecuencia inmediata del teorema de Green ya que
2 2 auo
|Vuo|“dzdy + | wo(Vuo)dzdy = | V- (uoVug)dedy = ug—dl =0
Q Q Q so On

y como ug satisface (3.9) tenemos
/ |Vuo|2dzdy =0, uo=0 en 09,
Q

de donde ug = 0. Veremos ahora que la solucién de (3.7), si es que la hay en C2(Q'),
efectivamente minimiza a la energia potencial correspondiente que en este caso es un
desarrollo a primer orden de (3.2)

E(u) = /Q {%(ui +ug) + pgu}dxdy. (3.10)

Para mostrar que E(ug) es minimo de E(u) en la clase C?(Q)') de funciones que son
cero en 0f2, basta calcular

T
E(uy + h)=/ {E(u0§+u0§)+pguo}dmdy+
Q

T
/ {Tuowhgc 4 Wi, R, F +pgh}dxdy +/ §|Vh|2d;cdy > E(ug) (3.11)
Q Q

para toda h € C2(Q'), con h = 0 en 9 ya que el segundo término de (3.11) es cero,
porque es precisamente Ej, (0) y satisface la ecuacién de Poisson asi como la condicién
de frontera. Este resultado ha sido probado bajo condiciones muy restrictivas y poco
realistas. Sin embargo, solamente se pretendié ilustrar la situacién de una manera
simple. Condiciones mdas precisas y realistas se discutiran en otras partes del curso.
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3.1.2. Ecuaciones elipticas en mecanica de fluidos

Supongamos un fluido que estd moviéndose en tres dimensiones y cuyo movimiento
es estacionario. Es decir, en cada punto x del espacio, la velocidad v(x) es la misma
durante todo el tiempo. En este caso una particula del fluido satisface las ecuaciones

x(t) = v(x(#))

y su trayectoria se llama linea de flujo. Deseamos encontrar ecuaciones que nos permi-
tan encontrar al vector v en situaciones de interés. Una de estas situaciones es cuando
el fluido no tiene remolino, condicién que se expresa por

V xv=0. (3.12)

Ademés de (3.12) necesitamos la ecuacién de conservacién de la masa. Esta la obte-
nemos considerando una superficie tubular S; formada por lineas de flujo y acotada
en sus extremos por Sy y S3. Supongamos ademés que en el interior del tubo hay una
superficie Sy por la que entra o sale fluido con una velocidad v = w que es una funcién
dada. En una situacién estacionaria, la cantidad de fluido que entra al tubo a través
de Sy y S4 es la misma que sale por S3, ya que por S; no entra ni sale fluido debido
aque v-n=0en S;, donde n es la normal a S;. Haciendo el balance obtenemos, si
p es la densidad del fluido, que

— / p v-n ds = masa de fluido que entra por S en 1 segundo,
Sa

/ p v-n ds = masa de fluido que entra por S en 1 segundo,
S3

/ p w-n ds = masa de fluido que entra por Sy en 1 segundo,
Sa
de donde

—/ pv-nds+/ pw-nds:/pv-nds—l—/pv-nds.
Sa Sa S3 S1

Usando el teorema de la divergencia obtenemos que
V- (pv) =V - (pw)

y como w es conocida, ya que tiene que ver con la intensidad de la fuente, tendremos
que como V X v; si v = V¢, entonces ¢ satisface

V- (pVe) = f (3.13)

donde la funcién f es la intensidad de la fuente (o sumidero) que es una funcién cono-
cida. La ecuacién (3.13) debe suplementarse con condiciones de frontera. Supongamos
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que ¢ es el potencial de v en un fluido no viscoso. En este caso se sabe que sobre
una superficie rigida las lineas de flujo son paralelas a ella, de aqui que sobre paredes
rigidas la condicién apropiada es: v-n=V¢ -n = ¢, = 0.

En las extremidades de un tubo debe especificarse el flujo, es decir espeficicar ¢,,. Por
ejemplo, el flujo estacionario en un tubo 2 queda completamente especificado por la
solucién de la ecuacién

(Pz)z + (P¢y)y +(pp:). = Oen Q,
¢n = 0, pared rigida,
¢n = fi, extremo inicial del tubo, (3.14)
¢n = f2, extremo final del tubo.

En el caso de una densidad constante, la (3.1.2) es la ecuacién de la membrana con
p = 0, excepto que aqui las condiciones de frontera son distintas.

Otra situacién de mucho interés donde aparecen las ecuaciones elipticas, es en la
aproximacion a las ecuaciones de Maxwell. En electrostatica cuando E; = B; = 0, es
decir, los campos no dependen del tiempo; tenemos que las ecuaciones de Maxwell se
reducen a

V-E = ﬁ,
€0
V.-B = 0,
VxE = 0,
VxB = /J,()J,

suplementadas por las condiciones de frontera apropiadas. Obsérvese que en el caso
estatico las ecuaciones para E y para B son independientes.

Supongamos que queremos determinar el campo eléctrico en una regién como la que
se ve en la Fig. 3.2. donde la superficie S es conductora. En ese caso E - n = 0. Las
ecuaciones que determinan a E son

vV-E = £

€0
VxE = 0,
E-n = 0 en S.

Como V x E = 0, tenemos que E = V¢, y ¢ satisface el problema de Neumann

V2 = 2. dentrodesS,
€
¢n = 0, enS§,

que es una ecuacion eliptica igual a la de la membrana que discutimos al principio de
esta seccidn.
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n

Fig. 3.2

3.2. Soluciones a algunos problemas elipticos por
separacion de variables

3.2.1. Problemas de Dirichlet
Como primer ejemplo consideramos el problema de Dirichlet para un disco de radio
a’
1 1
;(ruT)T + r—z'ng =0, 0<r<a, 0<6<2m, (3.15)
u(a,0) = f(0); f(0) =f(2m), 0<6<2m

La idea es reducir (3.15) a un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para
lograr esto observamos que u(r,6) es periédica como funcién de €, por este motivo
puede desarrollarse en serie de Fourier de la forma

u(r,0) = ao(r) + io: {an(r) sen nf + by (r) cos na}, (3.16)
n=1
donde
2w 27
wi) = o [ ur9de  a) =1 [ utngsenn de
7 °
bo(r) = ;/ u(r, &) cosné dE. (3.17)
0

En (3.16) los coeficientes son funciones de una sola variable que esperamos determinar
a partir de la ecuacidn parcial y la condicién de frontera. Sustituyendo (3.16) en (3.15)
obtenemos

1 1 n? 1 n?
;(TGOT‘)T =0, ;(Tanr)r - ,r_zan =0, ;(Tbnr)r - T__an =0. (3.18)
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La condicién de frontera y el hecho que
f0) =go+ Z {fn(r) sennf + g,(r) cos nO}
n=1

nos da condiciones de frontera para (3.18) en la forma
ao(a) = go, an(a) = fn; bn(a) =0n- (319)

Una condicién adicional que imponemos sobre la funcién u es que sea acotada.

La ecuacién para ag tiene por soluciones ag = cte. y ap = Inr. Para satisfacer las
condiciones de frontera y de regularidad, tenemos que ag = go. Las ecuaciones para
an y by, son ecuaciones de Euler de la forma

2. 1 ! 2 .
r‘a, +ra, —n“a, =0,

con soluciones r™, r~". Como deseamos soluciones regulares para a, y b, tenemos
que

r\" r\n
an=(5)"fus  ba=(3) 9 (3.20)
Utilizando (3.20) tenemos una solucién formal
[ AR
u(r,8) = go +n¥1 (5) {fn sennf + g, cosnﬁ}. (3.21)

Para verificar que (3.21) es efectivamente una solucién de (3.15) hay que precisar lo
que se entiende por una solucién de (3.15).

Por una solucién de (3.15) entenderemos una funcién u(r,8) dos veces diferenciable
para r < a, continua para r < a tal que

Viu = 0 r<a, 0<6<2n,
u(a,ﬂ) 3 f(a): 0<6< 27

Hay otros conceptos de solucién; por ejemplo podemos decir que u es solucién de la
(3.15), si u es dos veces derivable para r < a y lim,_,, u(r,8) = f(0) sin ser u nece-
sariamente continua para r = a. Soluciones de este tipo se llaman soluciones clésicas.
Claramente el tipo de solucién buscada depende mucho del dato f(6). Nosotros pro-
baremos aqui que cuando el dato f(#) es dos veces continuamente derivable y periédi-
co, él y sus derivadas, entonces u(r,6) provee una solucién cléasica de la (3.15) que
es continua hasta la frontera. En (3.21) vemos que la diferenciabilidad de la serie
depende de la rapidez con la cual los coeficientes f, y g, decaen a cero. Nosotros
probaremos que cuando f € C?[0,2n] y es periddica, la serie converge de tal forma
que permite su derivacién término a término para r < a y define una funcién continua
parar < a.
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Para probar la convergencia de (3.21) necesitamos estimar los coeficientes f,, y gn-
Tomamos por ejemplo

1 [27 . 1 cosné S /
fn = ;()f@hmM%——; ﬂao+E;A cosng f'(§)dg
1 2 1 27
’ " :
= H‘/O cosnéf'(£)d¢ = pPy) L f"(&) sinnéd§
de donde x| ] K
max
g SLAR I i
fl < B2 =
Andlogamente
1 27 K
n = — (8) cosné&dg, |gn| < ——.
7 Jo n2m

Para probar que (3.21) es dos veces derivable para r < a recordamos que una condicién
suficiente para que la derivada de una serie uniformemente convergente exista, es que
la serie obtenida al derivar término a término sea una serie uniformemente convergente
de funciones continuas.

Es claro que (3.21) es uniformemente convergente para r < a. Esto se debe a que
estd dominada por una serie convergente, y para ver que es derivable para r < a
examinamos por ejemplo la serie

= n(n—1) /r\n—2
Z — (—) {f" sennf + g, cos nﬁ} (3.22)
a a
n=2
obtenida al derivar (3.21) término a término con respecto a r. La serie (3.22) es
uniformemente convergente para r < a ya que

oo -1 n—2 - 2K —1 "
‘Z"(”i?)(i) {fnsenn0+gn005”0}‘52_211(”72)(2)
n=2 < a 3 b : )

2K o= [7\"2 '

— @) el I BTN\

maT = Na

Esta desigualdad prueba que u es dos veces derivable respecto a r para r < a. Queda
como ejercicio el probar la derivabilidad respecto a 6.

La misma construccién de la solucién, muestra que u satisface la ecuacién. Esto
completa la prueba de que (3.21) provee una solucién clésica de (3.15) cuando f €
C?[0,27] y f es periddica.

La prueba de unicidad dada, utilizando el teorema de la divergencia, no es aplicable
en este caso ya que no sabemos que u € C2()'). Una prueba de unicidad apro-
piada la daremos mas adelante. Sin embargo se deja como ejercicio el probar que si
f € C*[0,2x] y todas sus derivadas son periddicas, entonces u € C™ parar < ay la
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solucién es dnica en ese caso.

La solucién (3.21) de la ecuacién (3.15) fue obtenida utilizando el hecho muy parti-
cular de que el dato es una funcién periddica y por ese motivo desarrollable en serie de
Fourier. Sin embargo un examen més detallado de (3.21) nos muestra ciertos hechos
que nos permitirdn resolver otros problemas. Primero que nada (3.21) es una suma
de productos de la forma

S CuRa(r) 0, (0) (3.23)

donde cada producto satisface la ecuacién y recibe el nombre de solucién separable.
Ademas la familia {0, } tiene la propiedad de que toda funcién de una clase apropiada
puede escribirse en la forma,

s 2

F(©)0n(€)d€ ) ©,(0).

n=0 0
De estas observaciones deducimos que cuando el dato del problema puede expresarse
con una férmula andloga a la de las series de Fourier, en términos de funciones que
son factores de una solucién separable, el problema se puede resolver al menos for-
malmente de la misma manera que el problema anterior.

Una técnica para resolver ecuaciones parciales es la de buscar todas las posibles solu-
ciones separables, y seleccionar entre ellas una subclase que pueda expresar el dato
del problema. Una vez encontradas esas soluciones una suma anéloga a la (3.23) nos
dara una solucién formal del problema. La técnica descrita se llama el método de
separacion de variables.

Como un ejemplo de aplicacién consideremos el problema mostrado en la Fig. 3.3:

Viu = 0 en {(z,y)]| 0<z<a, 0<y<b},
u(0,y) = ufay) =0, 0<y<hb,
w(z,0) = wu(z,b) =0, 0<z<a.

Buscamos soluciones separables del problema de la forma u(z,y) = X (2)Y (y), y la
esperanza es que resulte una familia de funciones {X,(z)} que nos permitan desa-
rrollar la funcién f(z). Sustituyendo en la ecuacién tenemos

XII YII
XY +VY'X = — =
+ 0, e v 0,
de donde ., .,
X Y

donde p es una constante real. Para que u resuelva el problema, la funcién X debe
satisfacer X (0) = X (a) = Y (b) = 0. Deben pues resolverse (3.24) con las condiciones
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y
y=b u=0
u=0 D?u=0 u=0
u= x=a X

de frontera apropiadas. Supongamos que g = A2 > 0. Entonces

X" — XNX=0, X(0)=X(a)=0,
X(z) = senhlz, pero senhla #0, pues a #0
por tanto A% > 0 no es valor propio. Y si suponemos que p = —A2 < 0, entonces
nm n?m?
Xn = )\n ) /\n = — 4 n -
(z) =sen A,z s pe
Las correspondientes funciones Y,, satisfacen
Yril +unYn =0, Y,(b)=0,

de donde se sigue que

Y, = senh(%r(y - b))

y por ende que las soluciones separables son:

un(z,y) = sen (%T:z:) senh(%r(y — b)), n=12,...

En (3.15) el teorema de Fourier garantizaba la posibilidad de desarrollar el dato del
problema en términos de las funciones ©,,. En este caso para poder utilizar el método

necesitamos un desarrollo de la forma

flz) = i C, sen (%ra:) (3.25)

donde las C,, sean coeficientes por determinarse. La existencia de un desarrollo de la
forma, (3.25) no es obvia de ninguna manera. Hay cierta esperanza de que sea vélida
ya que las funciones sen (“*z) son osciladores. Supongamos que (3.25) es vélida y
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tratemos de determinar las C,. Como en el caso de series de Fourier multiplicando
por sin (%%z) e integrando obtenemos:

/f sen d§ Cp / sen” d§—— . (3.26)

Utilizando (3.26) obtenemos que una solucién formal del problema es
= nmw nw
z,y) = nz::l A, senh [7(31 - b)} sen (73:) (3.27)

donde
(= 8 asenh ’”rb / 1 sen §) @

siempre que (3.25) sea valida.

El estudio de la validez de desarrollos como el dado en (3.25), asociados con soluciones
separables de ecuaciones parciales, es objeto de la Teoria de Sturm-Liouville que
empez6 a desarrollarse a mediados del siglo pasado. Nosotros no intentaremos dar
una exposicién ya que su estudio comprende varios volimenes. Una breve discusién
puede encontrarse en el libro de Weinberger [15]. Nos limitaremos en estas notas
a unos breves comentarios y a mostrar analogias con el dlgebra lineal, las cuales
facilitardn el aceptar sin demostracién, la validez de desarrollos de la forma (3.25).
Para hacer la analogia con el dlgebra lineal observamos que las funciones

X, (x) = sen (%T:U)

satisfacen
d2
dz?
La ecuacién (3.28) indica que las funciones X, son eigenvectores de la transformacién
lineal A : D — C[0,a] donde D = {f € C?[0,a]| f(0) = f(a) = 0}, definida por

Af(z) = " (2).

El conjunto D es un subespacio vectorial de C[0, a] y en él se puede definir un producto
escalar

Xn(z) = —)\an(IL‘), Xn(0) = Xp(a) = 0. (3.28)

< f,g>= /Oa fg dzx. (3.29)

De acuerdo al producto escalar dado en la (3.29), el operador A resulta ser simétrico
ya que para f,g € D se satisface

<Af,g>=/ f”gdmz/ fg"' dz =< f,Ag > .
0 0
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El mismo argumento del dlgebra lineal muestra que los eigenvectores de A correspon-
dientes a eigenvalores distintos son ortogonales, es decir

/X (x)dz =0, m #n.

Adem3s recordamos el resultado de algebra lineal en el que se dice que los eigenvec-
tores de una transformacion simétrica forman una base del espacio. En lgebra lineal,
debido a que el espacio es de dimensién finita, sélo tenemos un ndmero finito de
eigenvectores; en nuestro caso tenemos un nimero infinito, ya que D es de dimensién
infinita. Podemos imaginar una extensién no obvia pero si natural, del 4lgebra lineal
al pensar que los eigenvectores X,, forman una base del espacio D en el sentido de
que toda f € D puede desarrollarse, como en algebra lineal, en la forma

< [, X, >
f= Z<XmX ~Xa (3.30)

donde la convergencia de la serie debe entenderse en una forma apropiada. Vemos
que (3.25) justifica por analogia el desarrollo mostrado en (3.30). El estudio de la
convergencia de series de la forma, (3.30) es objeto de la teoria de Sturm-Liouville. Una
vez establecida la rapidez de crecimiento de los coeficientes C, se procede, como en
el caso de series de Fourier, a verificar la validez de las soluciones formales obtenidas
por el método de separacién de variables. Una exposicién més detallada de estos
resultados estd en el libro de Weinberger [15].

Queda como ejercicio el resolver formalmente, y tratar de comprobar la validez de la
solucion del problema indicado en la Fig. 3.4.

y
u=f4(x)
U:fy(y) |:|2 u=0 U=f2(y)
u=f,(x) X

3.2.2. La formula de Poisson

Si se recuerda que en la variable compleja las funciones arménicas son parte real de
funciones analiticas, es de esperarse para ellas una representacién tipo Cauchy en
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términos de una integral que involucre sus valores en la frontera. Calcularemos ahora
esta expresién usando (3.21), que al escribirla usando la definicién de sus coeficientes
es

oo

u(r,o):%/: ede+ 1 /2”2 )" cos (6 — 11 (§)de

— %/:ﬂ {% + i (g)ncos [n(0 — f)]}f(§)d€-

Pero
1 PN
5+n§_:1(5) cos [n(8 — €)] { +Z( )}
1 E_-
N (§)a2—2arcos(0—§)+r2'
De donde , ) .
L[ (a® —r*) f(§)d€
u(r,) = 27T/ Py pk (3.31)

La (3.31) es la férmula de Poisson. Es importante observar que el lado derecho de
(3.31) estd definido para r < a siempre que

2T
/0 FOlde < oo.

Adems4s la férmula (3.31) define una funcién arménica (V24 = 0) para r < a, ain
si f no tiene serie de Fourier. Es posible probar que cuando f es solamente con-
tinua, (3.31) provee una solucién cldsica al problema de Dirichlet en el sentido que
lim, o u(r,8) = f(6).

3.2.3. Problema de Neumann

Consideremos ahora el caso donde en la frontera no se preescriben los valores de la
funcién, sino los valores de su derivada normal. Empezamos considerando el problema
para un circulo.

1
(TUT)T+T_2U69 = 0, 0<r<a, 0<6< 27,

1
2) = f(0), 1(0) f(2m), 0<6<2m. (3.32)

ur(a,
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Procedemos como para el problema de Dirichlet desarrollando u como

u(r,0) = ao(r) + Z {an ) sinnd + by, (r) cosnG}
donde las a,, b, son soluciones acotadas en r = 0 del sistema
1 n ,
;(Tan)T - ,’,._20’" = 07 an(a) = fna n Z ]-7
—b,=0, b.(a)=gn, n>1,

1
“(ra)r =0, dh(a) = g

Para n > 1 la solucién del sistema es:
a/r\" a[r\"
an(r) = fnﬁ(a) ) bn(r) = gn_(_) .

Sin embargo, para n = 0 encontramos ag(r) = cte., de donde la ecuacién

af) (a) =0=go
se satisface sélo si )
1 ™
90 = o f(€d¢ = (3.33)
Y3

Es decir el problema de Neumann no tiene solucién formal para un dato arbitrario,
sino que el dato debe satisfacer la condicién de compatibilidad de la (3.33). Si el dato
satisface dicha ecuacién, entonces una solucién formal estd dada por

u(r,0) = ai {% (g)n sin (nd) + gf (g)n cos (nﬂ)} (3.34)
n=1

donde la convergencia de la serie depende de qué tan ripido decaen los coeficientes
fns gn- La solucién dada en la (3.34) no es dnica ya que las constantes también son
soluciones del problema. Queda como ejercicio el verificar que si f € C?[0,2n] y es
periédica, entonces u € C? parar < ay u € C! parar < a.

De la misma forma que en el problema de Dirichlet, podemos sumar la serie (3.34) de
la siguiente manera

ur0) = fj (527 steycostmio - e

0

S ACEEP SO RE:

0
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0

=2 [ ome{m(1- 1))
= % :W £(6)In ‘1 - ZZZ de (3.35)

que es la férmula de Poisson para el problema de Neumann. Es interesante notar que
(3.35) define una funcién continua hasta r = a para datos f(#) continuos.

3.2.4. El principio del maximo para la ecuaciéon de Laplace

Supongamos una solucién clésica de u € C2(2) N C(2) del problema

Viu=F, F>0, FeC),
u=f en ON.

Fisicamente es claro que la forma u de la membrana sujeta a la fuerza F', sélo puede
ser concava hacia arriba y por lo tanto u alcanza su maximo en la frontera.

Nos proponemos probar formalmente este hecho. Como u es continua entonces alcanza
su maximo en (2. Supongamos que lo alcanza en zo € Q. En el punto z¢ tenemos por
calculo que F = V?u < 0!! de donde u alcanza su maximo en la frontera.
Consideremos ahora el problema

Viu=0 en Q, u=f en 09,
probaremos que si v es una solucién clésica entonces u satisface

u<mixf, =z
€N

Para probar esto tomamos
v=u+e(@? +y?)
entonces
V2u = 4e

y por el resultado anterior

v < méx u + eR?
EASTel9)

donde R es el radio de un circulo que contiene a Q. Ademés

u < v < mixu+ eR% (3.36)
T€EIN

Como (3.36) es valida para toda € > 0 tendremos el resultado deseado.
El principio del maximo puede utilizarse para probar la unicidad de una solucién
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cldsica u € C%(Q2) N C(N) de la ecuacién de Laplace. En efecto, supongamos una
solucion clasica del problema de Dirichlet

V2u =0 enQ, u=0 en IN.

Por el principio del maximo tenemos u < 0 en 2. Por otra parte —u < 0, de donde
u = 0. Esto prueba que la tinica solucién clésica de la (3.15), cuando f € C2[0,2n] y
es periddica, estd dada por la serie (3.21).

3.2.5. Problemas elipticos

Como primer ejemplo consideremos el problema de Dirichlet en el semiplano z < 0,
con dato de frontera u(z,0) = f(r) en —co < = < oo como se muestra en la Fig.
3.5. La idea para resolver el problema es de nuevo desarrollar la v en términos de

u=Ff(x)

02u=0

u—=20 siz—™-w

Fig. 3.5

funciones més sencillas. En este caso la herramienta natural es la transformada de
Fourier

fay = [ " f@)e*d,

1 P :
e al / F(k)eike dk. (3.37)
2 4/ F )
Procedemos ahora como en el caso de regiones finitas y escribimos u(z, z) en la forma
1 (F :
ww) =50 [ a2t
y encontramos para 4(k, z) la ecuacién ordinaria

w(k,2).. — FKa(kz)=0, 2<0,

i(k,z) — oo si z— —o0,
oo

w(z,0) = f(z)= / a(k, 0)e™ k.

—00
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Resolviendo la ecuacién tenemos
ik, z) el*l= f(k),

e — % /_Oo elk1= f(k)ett . (3.38)

En (3.38) se ve que cuando f € C*(R) es de soporte compacto, u(z, z) es infinita-
mente derivable para z < 0. Ademds como la (3.37) efectivamente es vélida en esa
situacién, tendremos la existencia de una solucién clasica del problema para datos
f € C*(R) con soporte compacto.

Resulta interesante reescribir (3.38) en forma andloga a la férmula de Poisson obteni-
da para el circulo. Para esto basta recordar el teorema de la convolucién para la
transformada de Fourier y obtendremos entonces:

w(z,d) = [%K@—&@ﬂ&%,

z

n2+z2’

1 [ . 1
K(n,z) = %/ €|k|z€zkndk=;

de donde 1 A
u(z, z) = —/ — f(§)dg.

T J oo (@ —&)% + 22
Queda como un ejercicio el plantear y resolver el problema de Neumann para el semi-
plano.
Consideremos ahora un problema de gran importancia en aplicaciones que da origen
a un problema eliptico de una regién infinita, a saber, el problema de difraccién.

3.2.6. Problema de difraccion

Una situacién de gran interés en aplicaciones en las que aparecen ecuaciones elipticas
es en problemas de difraccién de ondas por obsticulos. En este caso las ecuaciones
elipticas aparecen como una simplificacién de la ecuaciéon de movimiento original. En
estas notas consideraremos sélo un ejemplo simple; algunos ejemplos més complicados
y una discusién més detallada de la solucién seran objeto de otros capitulos en este
curso. Consideremos la difraccién de una onda plana que incide sobre un cilindro
infinito cuyo eje es paralelo al eje z. Para simplificar el problema supondremos que
el vector k de propagacién de la onda plana estd en el plano (z,y) y en este caso el
problema es bidimensional.

La ecuacién por resolver es la ecuacién de onda

1
Uy + Uyy = 2l (3.39)
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y en principio deben darse condiciones iniciales, y datos de frontera apropiados que
representen tanto al obsticulo como a la fuente que genera la onda plana incidente.
Las condiciones de frontera que representan el obstdculo son frecuentemente v = 0 o
bien u, = 0 en las paredes del obsticulo y no presentan mayor dificultad el decidirlas
en cada caso. Lo que resulta més dificil es resolver el problema con valores iniciales, por
este motivo se busca una simplificacién en la cudl se reduzca el nimero de variables.
Por lo anterior, en lugar de considerar la fuente en detalle, se considera una onda plana
Ae~ilex=wt) que viaja hacia el objeto, y uno se pregunta cuinto vale el campo de
difraccién al chocar dicha onda plana contra el objeto. Como la situacién es periddica
en el tiempo, se espera que la onda difractada tenga también una dependencia e?*?. De
lo anteriormente expuesto, es claro que debemos buscar una solucién de la ecuacion
(3.39) en la forma

u = Ae EXiwt | yetvt (3.40)

donde v es la onda difractada. Debemos encontrar ahora una ecuacién y condiciones

de frontera apropiadas para v. La ecuacién para v se obtiene sustituyendo la (3.40)

’11)2

por la (3.39) y recordando que k -k = k% = > ya que la onda plana es una solucién
de la ecuacién. La expresién para v es

Vv + k%0 =0, fuera del obstéculo. (3.41)
La condicién de frontera sobre el obstaculo es
v=—Ae®**  para z en la frontera del obst4culo.

Lo que resulta un poco méas complicado es la expresién del hecho que v se comporta
como una onda efectivamente reflejada. Lo primero que se debe pedir es que lejos
del obstéculo, v represente una onda que se aleje. Esto se puede expresar, si r es la
coordenada radial, diciendo que efv ~ f(r —ct) parar grandes. Ademé4s por el hecho
de estar en una situacién estacionaria, la energia radiada a lo lejos del obstaculo por

la onda reflejada v debe ser una constante. Como |v|? es una medida de la densidad
iwt f(r—ct)
v~

de energia, debemos tener que e
X

para r — oo, ya que de esta manera

o) [e¢) 2m
/ Energia radiada dt = / / |v|*rdf = constante, para r — oo.
—oo JO

—0o0

Con estas observaciones, la ecuacién y condiciones de frontera para v son

VZu+k>v = 0, fuera del obstculo,
v = —Ae X en la frontera del obstaculo, (3.42)
, —ct
ety ~ M para r — 00.
NG

El problema (3.42) es conocido como problema de radiacién para la ecuacién de
Helmholtz. La condiciéon sobre el comportamiento de v, cuando r — o0, se llama
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condicién de radiacién y fue utilizada por Sommerfeld a principios de este siglo.
Para resolver (3.42) es conveniente cambiar a coordenadas polares, escogiendo como
eje polar el vector k

%(rvr)r + rlzvga +kv = 0; r>a, 0<6<2n,
v = —Ae thacost . — 4 0<6<2m, (3.43)
ety ~ M, para r — 00.
NG
Buscamos una solucién de (3.43) en la forma:
v(r,8) = i {an(r) cos (n@) + b, (r) sin (né‘)} (3.44)
n=0

Como la condicién de frontera es par, s6lo necesitamos los coeficientes a,(r), es decir,
bn(r) =0, n > 1. Al sustituir (3.44) en (3.43), encontramos las siguientes ecuaciones
ordinarias para los coeficientes:

1 n?

;(ra;)' — zn + k%a, = 0. (3.45)

La condicién en el obsticulo nos da:
2w
o) = / e=ka€080 cos (n0)df = 2(i)"J, (ka). (3.46)
0

La (3.45) es una ecuacién muy estudiada; se llama la ecuacién de Bessel. Tiene dos
soluciones linealmente independientes las cuales se comportan como (kr)" y (kr)~"
para r pequeno. Hay dos soluciones estandarizadas de una manera sistematica que se
llaman las funciones de Bessel, las cuales se denotan por

In(kr) ~ (kr)™, r—0,
Y, (kr) ~ (kr)™", r— 0.

Para determinar las constantes arbitrarias debemos usar la condicién en r =ay r —

00. Para esto necesitamos tener informacién sobre el comportamiento de las funciones
. h) _1

Jn vy Y. Para obtener esta informacién tomamos a,(r) = r~ 2 f,(r) y obtenemos

1.1
2 2y p _
fatk fn+T—2(Z—” )fn =0 (3.47)
de donde vemos que cuando r — oo podemos despreciar el tercer término de (3.47) y
obtener
cos (kr)

JT
cos (kr)

\/F

sin (kr)

Tn(kr) ~ Ap +B, (3.48)

Yo (kr) ~ C,
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De (3.48) vemos que es posible escoger una nueva combinacién lineal

Epn + FoYy ~ Gy e:/; r— 0, (3.49)
que satisfaga la condicion
o ilkr—wt)
GnT, r — 00. (3.50)
La solucién de (3.45) con el comportamiento mostrado en (3.50) convenientemente

normalizada se denota por HT(f) y se llama funcién de Hankel de segunda clase. En

esta nueva notacién la solucién para a,(r) es
JIn(ka)

an(r) = AH(T(k)

H(2)(k ).

La solucién formal al problema es entonces

Jo(ka) a) e
u(r,6) = —A{ 9 72 (k) +2Z H(g) ka)H()(kr)cos(nO)} (3.51)

n=1
Cuando el producto ka < 1, es decir, la longitud de onda es comparada con el
tamarfio del objeto, entonces la (3.51) converge muy rapidamente y pocos términos
son suficientes para obtener una buena idea de la solucién. Cuando 1 < ka la (3.51)
da poca informacién y por lo tanto se debe recurrir a técnicas més especificas para
obtener informacién util.
La discusién de la validez de (3.51) es semejante a otras series de Fourier. La prueba
de unicidad de la solucién de (3.43) estd detallada y discutida en el libro de Courant-
Hilbert [3].
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Capitulo 4

Separacion de variables para
ecuacliones con caracteristicas

En esta seccién analizaremos algunos problemas ya resueltos en las secciones ante-
riores, usando la técnica de separacion de variables que ya motivamos y discutimos
para ecuaciones elipticas. La idea del método es reducir el problema a resolver un
sistema infinito de ecuaciones ordinarias independientes. Discutiremos la técnica con
varios ejemplos y compararemos la solucién obtenida por caracteristicas.

4.1. Separacion de variables para la ecuacion de se-
gundo orden

Empecemos por resolver el problema

Uy = Ugs, 0L @< 7,020,
u(z,0) = f(z), 0<z<m,
ug(z,0) = 0, 0<z<m,
u(0,t) = wu(mt)=0, t>0.

La solucién del problema anterior ya se dio en (1.44). Ahora resolveremos el problema
separando variables.

Sabemos que cualquier funcién impar g(z) (suficientemente regular) se puede desa-
rrollar en el intervalo 0 < z < 7, en serie de Fourier de senos de la forma,

o) = 3 2w ["sin 01} (@)

n=1

71
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En particular, la solucién buscada la suponemos impar y la podemos escribir como
. 20" .
u@) =3 AuOsin(na), A0 = [ smmoulend, (42
0

donde los A, (t) son desde luego desconocidos y los vamos a determinar usando las
condiciones del problema planteado en esta seccién, de manera tal que (4.2) sea efec-
tivamente una solucién (cuando menos formal).

Para determinar los A, (t) sustituimos (4.2) en el problema antes mencionado, para
obtener

Do (AN +n’A(t)sin(nz) = 0, 0<w<m 20,
n=1
ZA" sin (nz) = u(z,0) = 0, 0<z<m, (4.3)
ZA" sin (nz) = u(z,0) = f(m)sznsin(nx), 0<z<m,
n=1
donde -
=2 [ r@sinmeag
m™Jo
De (4.3) se tiene el sistema infinito de ecuaciones independientes
Al +n?A,(t) = 0 ,t>0, n=1,2,... (4.4)

La solucién de (4.4) es de la forma A, (t) = f, cos (nt).

Noétese que precisamente las dos condiciones iniciales sobre u y u; son las que nos
dan una solucién tnica para las ecuaciones ordinarias (4.4). La solucién formal del
problema que se planted originalmente es

Z fn cos (nt) sin (nz) Z fosin[n(z +t)] + %; fnsin[n(z —t)].

n=1

(4.5)
Desde luego que si la convergencia de esta serie es lo suficientemente fuerte, la expre-
sién (4.5) no es s6lo una solucién formal, sino que es la solucién del problema.
Queda como ejercicio para el lector verificar que si f es infinitamente diferenciable
yf=0para0 < a <z <b< mw, entonces (4.5) es efectivamente la solucién del
problema.
Ahora estudiaremos la solucién que obtuvimos para hacer ver que (4.5) no es mds que
otra representacién de la solucién del problema 1.4.1. Notemos que dicha soluciéon
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f(©) w(g)

Fig. 4.1

tiene la forma de dos ondas que viajan en direcciones opuestas. Sabemos ademds que
Zflozl fnsinné = w(€) es la extensién impar periddica de periodo 27 de f. Esto se ve
en la Fig. 4.1 En términos de la funcién w, (4.5) se escribe como

u(z,t) = %{w(m +1t)+w(z— t)} (4.6)

En el plano (z,t) vemos que u(z,t) es el promedio de los valores de w que aparecen
en la Fig. 4.3, es decir,

es decir,
1

u(z,t) = gu(4) + su(B) = Jw(§) = 5 7()

donde 7 es el punto colocado simétricamente con respecto a £ de m. Este es el mismo
resultado que obtuvimos para el problema 1.4.1 con caracteristicas. Vemos que el
problema de reflexién con dos paredes es equivalente al problema con valores iniciales
para una condicién inicial que es periddica, de forma tal que las paredes siempre
sean nodos de las ondas emitidas por esa condicién inicial. Esto es lo que en fisica se
conoce como el método de las imdgenes, y la expresién cuantitativa de la posicién e
intensidad de las imdgenes de f(z) estd dada por la serie (4.5).

Queda ahora como ejercicio resolver por separacién de variables los problemas:

Uy = Ugy, —00<z<o00, t2>0,
u(z,0) = 0 —oo<z< o0,
u(z,0) = g(z), —oo<z< 0,
u(0,t) = w(mt)=0, t>0.
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t
(xt)
u=0
u=0
3
W)
/C_
A f(x) 0 B X
W
Fig. 27
Ug +sinxsint = Uy, 0<zx<mw, t>0,
u(z,0) =w(z,0) = 0, 0<z<m,
u(0,t) =u(r,t) = 0, t>0.

Qué sucede con la solucién del segundo problema cuando t — oc.

Resuélvase también la ecuacién de onda amortiguada:

Ut + Ut = Uge, 0z <7, t>0,
u(z,0) = f(x), 0<z<m,
u(xz,0) = 0, 0<z<m,

u(0,t) = wu(mt)=0, t>0

. Qué pasa con las soluciones cuando t = 0o?
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Estudiaremos ahora el problema para una cuerda infinita. La solucién ya se obtuvo
usando la férmula de D’Alambert. Obtendremos ahora esta férmula usando separacién
de variables. El problema por resolver es:

Ut = Upy, —00<x <00, t2>0,
u(z,0)=f(z) = 0, —oo<z< o0, (4.7
u(z,0) = g(z), —oo<z< o0

En el caso finito expresamos u en términos de su serie de Fourier. Para el proble-
ma (4.7) hacemos lo mismo pero por tratarse de un intervalo infinito usaremos la
transformada de Fourier. Es decir, expresaremos

u(z,t) = % 1 T A Ry ek, At k) = / T u(e teede.

— o0
Procederemos ahora como en (4.4) y veremos que A(t, k) satisface

A"t k) + K2A(LE) = 0, —co<k<oo, t>0,
A(0,k) = 0, A(0,k) = g(k). (4.8)

La solucién de (4.8) estd dada por A(t, k) = §(k) ¥k y finalmente la solucién formal
es
o .
(o t) = — / G(k)eika SFE (4.9)
21 J_ o k

Si g(z) es infinitamente diferenciable y diferente de cero sélo en un intervalo finito,
entonces se puede verificar que (4.9) es efectivamente la solucién de (4.7). Esto se hace
probando que se pueden intercambiar derivadas e integrales en (4.9). La unicidad
nos dice pues que (4.9) no es mds que otra alternativa para expresar la férmula
de D’Alambert, sin embargo es conveniente evaluarla para obtener asi la férmula
deseada. Para lo anterior, recordemos que la transformada inversa del producto es la
convolucién de las transformadas inversas (ver Apéndice). En la (4.9) tenemos que

(et = [ " Gla - & 0)g(6)de

donde la funcién G(n,t) se llama funcién de Green del problema, y estd dada por

1 0 o—ik(n—t) _ o—ik(n+t)
Gln,t) = — / ¢ ¢ dk. (4.10)

= ami k

—00

Para calcular la integral (4.10) vemos que el integrando es una funcién analitica, ya
que k = 0 es un punto regular. Debido a esto se puede reemplazar la integral a lo
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yAe)

Re(k)

Fig. 4.3

largo del eje real por la suma de integrales a lo largo del contorno C, tal y como se
indica en la Fig. 4.3.
Obtenemos entonces que

Q= L [T 1 [ O 411
(77;)—4—m/c . _4_7”'/0- A (4.11)

Para calcular (4.11) observemos que para 57+t < 0, entonces 1 —t < 0 y en este caso
los integrandos decaen exponencialmente a cero para Im{k} > 0 y el uso del lema
de Jordan sobre el contorno S nos da G(n,t) = 0, n < —t. Supongamos ahora que
n+t > 0. Es este caso hay dos posibilidades; la primera n—t < 0y la segunda n—t > 0.
Cuando p+t > 0y n—t < 0, cerramos el contorno de la primer integral en Im{k} < 0
y el de la segunda en Im{k} > 0. Obtenemos G(n,t) = 3, —t < < t. Finalmente si
n+t>0yn—1t>0cerramos en Im{k} < 0 y obtenemos que G(n,t) = 0 para t < 1.
Resumiendo tenemos que

0, n < —t,
Gn,t) =< 3, —t<n<t, (4.12)
0, t <.

Usando (4.12) obtenemos que

u(z,t) = /_oo G(n,t)g(x —n)dn = %/ g(x —n)dn = 5/ g(s)ds
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que es precisamente la férmula de D’Alambert.

Es de importancia notar que las integrales que definen a G(7,t) cambian en forma
discontinua y las continuidades se dan sélo en las caracteristicas. Esta situacién se
presenta siempre que se resuelven los problemas con caracteristicas mediante trans-
formadas.

Queda como ejercicio resolver, usando la transformada de Fourier, el problema

U = Ugg, —00<z<00,t2>0,
u(z,0) = f(z), —oo<z< o0,
u(z,0) = 0, —oo<z<o00.

Muestre también, usando la transformada de Fourier, que en el problema

Ugg = Uggpg—U, —00<T<00, t>0,
u(z,0) = f(z), f(z)=0, [z[>a,
ug(z,0) = 0,

la primera senal que llega al punto z( es aquélla que sale de co y tarda un tiempo
t = g — a. Encuentre el mismo resultado usando las caracteristicas.

4.2. Separacion de variables para un sistema de ecua-
ciones
En el caso de sistemas, la técnica es la misma que para una sola ecuacion, y sélo hay

que tener cuidado con los vectores. Resolveremos tnicamente un ejemplo en detalle
que ya se dejé como ejercicio para resolver mediante caracteristicas. El problema es:
0
, —oo<z<oo, t>0,

(2). 972 /M1 M (8
(7). = (18): @)

Resolveremos (4.13) introduciendo las transformadas de Fourier iy 0, para obtener
con ello (quedando como ejercicio el verificar los detalles),

(£), = (a5 )(

)= (.

=0 S

>, —w<k<o, t>0,

oS>

(
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La (4.14) es un sistema de ecuaciones ordinarias (y no una sola ecuacién como en el
caso de la ecuacién de onda). Esta es la diferencia con el caso de una sola ecuacién. El
sistema se resuelve de la manera habitual, diagonalizando la matriz del sistema que
es lo mismo que se hace al proceder por caracteristicas; asi tenemos que la soluciéon

de (4.14) es
eikt/m 0 . f
( ) :U( 0 aio U ( ! ) (4.15)

donde U es la matriz calculada en (2.10). Para encontrar v, debemos invertir (4.15).
Esto se hace de manera ma4s sencilla introduciendo las variables

(D) (D))
o (8)= (" e ) (1)

de donde se sigue que
y \ | w(z —t/vVLC)
(1)-v( i )

es la solucién del problema. Si queremos que las ondas no se propagen hacia la izquier-

o Sy

y obteniendo

oo S

da, debemos escoger f y g de tal manera que z = 0. Esto se logra si g = —\/g f-
Esta tltima ecuacién se obtiene de (4.16) y de (2.10).

4.3. La transformada de Laplace

Al separar variables, el problema de resolver una ecuacién diferencial parcial se trans-
forma en resolver un sistema infinito de ecuaciones ordinarias para funciones que
dependen del tiempo. Se resuelven dichas ecuaciones y luego se suma la serie o se
invierte la transformada obteniéndose asi la solucién buscada.

Al resolver problemas puede procederse de una manera alternativa transformando la
variable tiempo (al igual que en ecuaciones ordinarias para transformarlas en ecua-
ciones algebraicas) y obtener una ecuacién diferencial ordinaria para la funcién trans-
formada. Posteriormente se resuelve esta ecuacion, y se invierte la transformada para
obtener la solucién buscada. Una descripcién detallada, asi como ejemplos de esta
técnica se encuentran en el libro de Weinberger [15]. Un tratamiento més avanzado
se desarrolla en los libros de Courant-Hilbert [3] y de Van der Pol y Bremmer [14].
Nosotros nos limitaremos a usar la técnica en situaciones ya conocidas.

Empecemos por discutir el problema de los coches que entran por la carretera. Este
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problema quedé resuelto en (1.8). Recordemos que la ecuacién, las condiciones ini-
ciales y de frontera son

pt +cpz = 0, >0, t>0,
p(z,0) = 0, >0,
p(0,t) = g(t), =>0. (4.17)

Tomando la transformada de Laplace (ver Apéndice) de la (4.17), tendremos que ésta
satisface

sp(z,s) + cpy(z,8) = 0, >0,
p0,8) = g(s). (4.18)

Vemos que la transformada de Laplace ha convertido (4.17) en una familia de ecua-
ciones ordinarias que dependen del pardmetro s. La solucién de (4.18) es

plz,s) = g(s)e™=*, =z >0, (4.19)

que cuando Re{s} > 0 decae a cero, y es efectivamente una transformada de Laplace.
En el caso que la solucién de (4.18) no decayera a cero cuando Re{s} — oo, entonces
tendriamos una inconsistencia ya que estamos suponiendo que p tiene una transfor-
mada de Laplace. En dicho caso la conclusién es que p no tiene transformada de
Laplace, y por lo tanto debe emplearse otra técnica para resolver (4.17). Sin embargo
esto nunca ocurre en la practica. La solucién de (4.17), obtenida usando la férmula
de inversién para (4.19), es

plz,t) = Q—M,/Bg(s)e (t=2)ds. (4.20)

Antes de calcular (4.20) notemos que para un punto fijo, p(zo,t) = 0si t < 2 ya que

en este caso el integrando decae exponencialmente para Re{s} > 0, y como §(s) es
analitica, el lema de Jordan nos da como resultado que p = 0. Esto nuevamente es
una manifestacién de que el problema tiene caracteristicas, y al igual que en el caso de
las transformadas de Fourier, se refleja en cambios bruscos del valor de una integral,
dependiendo del signo del exponente que aparece en ella. Notemos finalmente que por
definicién de transformada de Laplace, (4.20) se ve como p(z,t) = g(t — £), que es el
resultado obtenido por el método de las caracteristicas.

Queda como ejercicio el encontrar la férmula de D’Alambert usando la transformada
de Laplace.

Tlustraremos ahora el uso de la Transformada de Laplace en el caso del problema de
lineas de transmisién. Es decir, consideraremos el problema

cop+i, = 0, >0, t>0,
Liy+v, = 0, >0, t>0,
v(z,0) =i(z,0) = 0, z>0,

v(0,t) = g(t), t>0. (4.21)
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Tomando la transformada de (4.21) obtenemos el sistema de ecuaciones ordinarias

sci+i, = 0, >0,
sLi+v, = 0, >0,
5(0,s) = §(s), (4.22)

que desde luego depende del pardmetro s. Adem4s como suponemos a ¢ y U trans-
formadas de Laplace, debemos buscar soluciones de (4.22) que sean acotadas cuando
s — oo y tales que Re{s} > 0. El sistema (4.22) lo resolvemos de la manera usual

tomando 1
i _ gl AT
(5)-(&)
y determinando &1, & y A de la ecuacion
-\ —sc &Y _[(0

(— =) (8)=(3): 4z
Para tener soluciones no triviales en (4.23) necesitamos que A = ++v/L¢ s, y como
queremos que ¢, & — oo si Re{s} > 0y s — oo, tomamos entonces A = —v/Lc s. La

solucién es ( :) ) X ( \/lg )es Te o (4.24)

donde A(s) debe determinarse usando la condicién de frontera en z = 0. De esta

manera se obtiene que
<
(1)-sa(4) 7
Invirtiendo (4.24) se encuentra que

iz\/%g<t—\/L_ca:), v=g(t—VLcz)

que es el mismo resultado obtenido usando las caracteristicas. Como una dltima apli-
cacidn de las transformadas de Laplace, examinaremos un problema donde la solucién
buscada tiene una discontinuidad fija en un punto como funcién del tiempo. (Un ejem-
plo de esto lo dimos ya en (2.34)). El problema por resolver ahora es

Sy =2

Ut = Ugg, |$|a t>0,
’LL(.’L',O) = ut(.'L',O) =0,
p s — >
lim {u(e,t) —u(—€, 1)} 0, t>0,

ll’_rf(l){uac(eat) —ug(—€,t)} = g(t), t>0, (4.25)
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donde g(t) es una funcién conocida. La interpretacién es que (4.25) describe el movimien-
to de una cuerda provocado por una diferencia de tensién g(t) en z = 0. Un modelo
muy similar es usado en sismologia para estudiar dislocaciones en el terreno (que se
representan por discontinuidades) y ver el tipo de ondas sismicas que ellas producen.
Tomando la transformada de Laplace en (4.25) tenemos

20U = Uy, —-00<z<0, 0<z<o0,
zg%{u(ea S) - ’LL(—E, S)} = 07
lim {1, (€, 5) — iz (—€,8)} = §(s). (4.26)
e—0

La solucién de (4.26) es

@ = A(s)e”®®, x>0,
4@ = B(s)e**, <0,
donde las funciones A(s), B(s) se determinan del comportamiento de 4 en x = 0. De
(4.26) tenemos que A(s) = B(s) = (s) . Invirtiendo la transformada tenemos que
_ 1 1 s(t—z)
uz,t) = 5 2 559(8)e” " ds , & >0,
1 1
t) = — [ —5=g(s)e’t?d 0. 4.27
wet) = gm [ —geettas o< (427)

Usando el teorema de convolucién para transformadas de Laplace, (Apéndice) obte-
nemos la expresién final para u(z,t) en la forma

1 t—z
u(z,t) = —5/0 g(s)ds , >0, t>0,
1 t+x
u(z,t) = —5/0 g(s)ds , <0, t>0. (4.28)

Claramente (4.28) es la solucién del problema como puede verificarse por substitucién
directa. Queda entonces como ejercicio el resolver este problema usando el método
de las caracteristicas y comparar la solucién con (4.28). También se resuelve la (2.34)
usando transformadas de Laplace.

Como tltimo ejercicio queda el resolver por transformadas y por caracteristicas el
problema

Uy = Ugy, —0<2<0, 0<z< 00, t>0,
u(a:,O) = ut(.'L',O) =0,
Hn(l){u(eat) = U(—G, t)} = g(t)a t Z 07
€—>

lgr(l){uw(e,t) —uz(—€6t)} = 0, t>0.
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Capitulo 5

Ecuacion de onda en tres
dimensiones

En esta seccién estudiaremos algunos problemas relacionados con la propagacién de
ondas en un espacio de tres dimensiones. Veremos que son muy variados los problemas
que dan origen a la ecuacién de onda, pero fijaremos nuestra atencién en el problema
de propagacién de ondas de sonido que resulta familiar a todos nosotros. Las técnicas
que emplearemos son una combinacién de transformada de Laplace y Fourier. No dis-
cutiremos las técnicas de caracteristicas las cuales cuando la dimensién del espacio es
mayor que uno, tienen mayor utilidad en la construccién de soluciones aproximadas.
Para un anélisis de estos aspectos remitiremos al lector al Courant-Hilbert [3].

5.1. Propagacién de ondas sonoras

Empezaremos por encontrar las ecuaciones que controlan la propagacién de las ondas
sonoras. Para esto recordemos que el aire es un gas, y que las ondas sonoras son cam-
bios de densidad y presién, y por ello la manera de describir dichas ondas es mediante
las ecuaciones de Navier-Stokes.

Estas ecuaciones son bastantes parecidas a las que ya discutimos en el caso de propa-
gacién de ondas en agua, sélo que en este caso hay que tomar en cuenta que el aire
es compresible, y que su densidad en cada punto va a cambiar como consecuencia del
movimiento.

Si denotamos por p a la densidad, p la presién, y u la velocidad del gas, tenemos que
las ecuaciones son

83
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pr + V-(pu) =0, Conservacion de masa,
pluy + u-Vu)—uV-(pu) = —Vp+ Feyy, Ley de Newton. (5.1)

En (5.1) hay cuatro ecuaciones para cinco incégnitas. Necesitamos una relacién més
para poder cerrar la (5.1). Dicha relacién experimental expresa nuestro modelo del
gas, a saber, la ecuacién de estado p = p(p). Es de esperarse que para diferentes ecua-
ciones de estado se tendran diferencias en la propagacién de ondas. Las ecuaciones
(5.1) deben ser suplementadas con condiciones iniciales y de frontera, constituyen un
problema formidable y ain no estd completamente resuelto. Por esto las aproximare-
mos en forma apropiada para describir las ondas de sonido.

En primer lugar las ondas de sonido sélo producen pequenas variaciones en la densi-
dad y presién de equilibrio pg y po.- Ademas, el gas originalmente en reposo adquiere
Unicamente una velocidad pequefia. Por lo anterior buscamos soluciones de la forma

p=po+p,  p=po+7p, u =7, (5.2)

donde p, p, ¥ son tales que podemos despreciar sus productos. De igual manera,
usando (5.2), tenemos que la ecuacién de estado es

p=po+5="p(po + ) =p(po) + 7' (po)p+0(5); B="0"(po)p (5.3)

donde p'(po) > 0, ya que al aumentar la densidad también aumenta la presién. Susti-
tuyendo (5.2) y (5.3) por la (5.1) obtenemos que

pt+ poV -0 0
P0U~t — —p'(po)Vﬁ =+ Fezt (54)

y esperamos que (5.4) sea una aproximacién adecuada para ondas de sonido. Este sis-
tema de ecuaciones es lineales para g, ©. Resulta conveniente para nuestros propdsitos
expresar ¥ en términos de p, que a su vez es proporcional a p. Esto se obtiene tomando
la derivada respecto a t en la primera de las ecuaciones (5.4), asi como la divergencia
de la segunda. Obtenemos, omitiendo las tildes, que

pre = —poV - vy = py(po)V2p = V - Fegy (5.5)

o bien,

1 2
——pi = Vp+ f(x,1).
P'(po)
Desde luego hay que dar condiciones iniciales para (5.5), por ejemplo, el estado de
reposo p = p; = 0; t = 0, y especificar f(x,t) que es la fuente que produce el
sonido. Notemos en (5.5) que p'(po) tiene dimensiones de velocidad, y en la versién
unidimensional de este modelo, es el cuadrado de la velocidad de propagacién de las
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ondas. Esperamos también que en (5.5) se represente la velocidad de los disturbios.
Tomando p'(po) = 1, el problema por resolver es

Pt — Vzp = f(X, t): t 2 07
p(X, 0) =Pt (Xv 0) = 0, (56)
f(x,t) = 0 si |x|>R, t<0,

donde p, que es proporcional a p, se interpreta como la intensidad del sonido producido

por f.
Resolveremos (5.6) tomando transformada de Laplace en t, y de Fourier en x, teniendo

con ello que (k -k + 52)5 = f, de donde
A
(k-k + s?)

y la solucién de (5.6) estd dada invirtiendo la (5.7) en la forma

— 1 1 i | ;(ka 5) —ik-x s
p(x,t) = @n)? 2 /C_ioo {/113 me dk}e tds. (5.8)

Para calcular (5.8) es conveniente primero invertir la transformada de Fourier y tener

p= (5.7)

1 ~ efik-x
7 = dk. 5.9
P0x5) = e /Rsf(k-k+s2) (5:9)
Vemos que en (5.9) podemos usar el teorema de la convolucién y tener
p(x,8) = G(x —x',s)f(x', s)dx'
R3

donde la funcién G(n, s), que se llama la funcién de Green del problema, estd dada

por
e—'ik-n

1
Gln,5) = 5 /R T (5.10)

La (5.10) se calcula haciendo un cambio de variables a coordenadas polares escogiendo
a 7 como eje y obteniendo, si k -k = r2, que

—zr|n\cos9
G(n,s) = - r?sinfdfdr
' 1 "lnl e rzdudr 1 °° 2ir sin (r|n|)dr
- (@2 / /zrn (r? + s2)ir[n| (27T /0 in|(r? + s2)
_ 2 rsin (rn|)dr x sin zdz
— (2m)%n] / r24s? |77| / + 5%

)
1 o0 ze™®
(271.)2|n| {/_Oo 2 + Szlnlz‘}- (5.11)
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La (5.11) se calcula con residuos (lo cuél se deja como ejercicio) y se obtiene la
expresion para G(n, s) en la forma

1 e—snl
G(T],S) = Ew, Re{s} >0 (512)

Finalmente usando (5.12) en la ecuacién (5.8) se encuentra que

c+ioco Yy
(%, 1) L/ { Mes(ux—xndxf}ds_ (5.13)

i 21 —ioco R3 47r|x - Xll
En la (5.13) podemos invertir la transformada de Laplace usando directamente la

definicién, y por lo tanto tendremos que

1 [ &= x=x))
A Jrs |x — x|

p(x,t) = dx' (5.14)

que es la solucién buscada. Cabe mencionar que dicha férmula se debe a Poisson.

5.2. La férmula de Poisson y su interpretacién

Interpretaremos ahora la (5.14) en términos de nuestras ideas sobre propagacién de
sonido. Para esto nos referimos a la Fig. 5.1 donde 2 es la regién ocupada por la
fuente, x el punto de observacién, y Az} es una particién de Q.

i observador

Fig. 5.1
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Para interpretar la (5.14) es conveniente pensar en la fuente Q2 como discretizada y
aproximar la integral por una suma.

N
1 L x — x!
o) = = S IERI T x £ (5.15)
i=1

& x-x

Ahora podemos analizar (5.15) de la siguiente manera: cada regién Ax} emite sonido
de acuerdo con la fuente f(xi,t). En el punto x, el sonido que se escucha al tiempo ¢
es precisamente el emitido en x; al tiempo ¢t —|x—x{|, ya que el sonido (cuya velocidad
supusimos 1) tarda en viajar de x{ a x un tiempo |x — x{|. Por esto (5.15) nos dice
que el sonido escuchado en x es la suma de los sonidos emitidos en x; en los tiempos
apropiados para que llegue a x. De acuerdo con esta interpretacion, si al tiempo ¢t = 0
hay quietud, entonces la primer onda que llega es aquélla emitida por x{, donde xj,
es el punto de la fuente més cercana a x. Por lo tanto, si t < |x — x{| tendremos que
p=0.

Veremos ahora que nuestra interpretacién es consistente con la ecuacién (5.14). Lo
anterior se sigue si escribimos (5.13) en la forma

1 ¥ 1 /g™ - P
p(x,t) = E/Qm / f(x',s)est=x=xgs. (5.16)

2mi c—1i00

De (5.16) se sigue que t—|x—x'| < t—|x} —x| para x’ en Q. Por ello, si t—|x{—x| < 0
entonces la exponencial en el integrando decae para Re{s} > 0. Entonces, para todas
las x' en ) se tiene que

ctico g
/ f(x',s)e*t=x=xDgs =0

—100

de donde se sigue que p = 0 tal como esperabamos. Queda ahora como ejercicio para
el lector convencerse que la (5.14) lleva directamente al mismo resultado.

Se deja también como ejercicio resolver la (5.6) con este método para el caso unidi-
mensional, y dar una interpretacién de la solucién en el plano (z,t).

5.3. Aplicaciones de la formula de Poisson

Vemos que (5.16) estd resuelta explicitamente en términos de (5.14). Sin embargo,
el obtener informacién detallada para funciones f especificas resulta complicado, ya
que se debe determinar la parte de Q que contribuye a la (5.14) para un tiempo ¢, a
través de la relacién no lineal ¢ — |x — x'|. Este problema se presenta cuando se trata
de calcular la forma de las ondas sismicas emitidas por una falla del terreno que se
modela a través de la funcién f(x,t). Por este motivo debe recurrirse a aproximaciones
o integracién numérica de (5.14). Ahora discutiremos algunas aproximaciones que nos
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daran un mejor entendimiento del uso y las limitaciones de la misma.
En primer lugar consideremos el caso en el que f(x,t) es de la forma

f(x,t) = d:(x)g(t) (5.17)

donde la funcién 6, (x) sélo es apreciable dentro de una esfera de radio €. Por ejemplo

1 o Xl <e
50 = et h ={ 5 IS
Para una distribucién de intensidad en la fuente dada como en (5.17) (fuente concen-
trada en el origen) tenemos que la férmula (5.14) toma la forma

1 gt —|x—=x)) .,
(x,t) = — =~ dx'. 1
pe(%,1) 47e /|x|§e |x — x!||x’|2 X (5.18)

Cuando € — 0 y x # 0, usando el teorema del valor medio tenemos que

—|x=x - |x
o) =i SEEED [ oo = 242PL o
La (5.19) nos da la intensidad de sonido en x emitido por una fuente puntual (muy
concentrada en x = 0) que varia como g(t). Notemos que p no depende del dngulo,
ya que la situacion es esféricamente simétrica. Observemos también que el sonido
recibido en x al tiempo t es g(t — |x|), atenuado por |1;| pero de la misma forma g. Es
decir, no hay distorsion.

Otra situacion de interés en la solucién (5.14) es cuando f(x, t) estd concentrada cerca
de una regién del plano zy, por ejemplo

1 €

9@ y,t), |2 <2, |yl <1, [2|<35, 0<t<1,

€ -2
(1) { 0, lz| >2, |y|>1, |2|> %, t>1. (5.20)

Esta funcién representa una fuente de sonido concentrada cerca del plano z = 0, y
es una versién simple de un modelo usado con frecuencia en sismologia, donde f se
interpreta como la fuerza de una falla del terreno, y la solucién representa la onda
sismica. La regién donde f # 0 se ve en la Fig. 5.2.

Para una f como en (5.20), (5.14) queda de la siguiente manera

2 1 5 7L !
pe(x,) = L/ / / 9@y t= X=X g (5.21)
47T€ _2J_1 —TE

|x —x'|

Cuando € — 0, los puntos x’ quedan atados sobre el plano z = 0, y tomando el limite
cuando € — 0, se obtiene que

PG ol W L3 A X))
t) = — A dz'dy'. 5.22
oty = o [ [ S E vy (5.22)
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z e/ z €2

Fig. 5.2

Podemos simplificar (5.22) si suponemos que la distancia |x| del punto a la fuente
es mucho mayor que las dimensiones de la fuente. Es decir, |x'| < |x|. En este caso
aproximamos |x — x'| como

1!

pe—x| = {x—x) x—x)} = VIxE - 2x X WP =[x - X

con z = ﬁ Usando la tltima aproximacién, (5.22) se escribe como

1 2 : ! ! ~ ! ! !
p(x,t)—M/Q/lg@:,y,t—|x|+w-x)dxdy (5.23)

Para calcular (5.23) es conveniente tomar ¢ — |x| = 7, es decir, llamar 7 = 0 el tiempo
al que llega la sefial de x’ = 0 al punto x.
Vemos que la forma de la onda p(x,t) depende a través de & del 4ngulo de observacién.
Calcularemos con detalle la (5.23) cuando & = (1,0,0), ¢ = 1. En dicho caso, una
vista superior de la situacién se ilustra en la Fig. 5.3.

De (5.23) vemos que p(x,t) es precisamente el drea, al tiempo t, de la regién del
rectdngulo |z| < 2; |y| < 1 en la que g # 0. Debemos pues encontrar estas regiones
como funcién del tiempo a partir de la ecuacién (5.20). De ella vemos que g # 0 si

—F & W AL ¢4 4R
0<74+2' <1, — 7<2'<1-71. (5.24)

La (5.24) nos dicen que g # 0 para los puntos dentro del rectdngulo cuya z’ estd entre
las rectas Ly : ' =7y Ly : ' = 1 — 7. Identifiquemos ahora las regiones. Si 7 < —2
tenemos que la recta L; queda a la derecha de £ = 2. Por esto g = 0y p = 0 si
T < —2. Para 7 > —2, la regién donde g # 0 es la sombreada en la Fig. 5.4.
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y=1
x.y)
I
X
xX=2
Fig. 5.3
X'=-T § xX'=1-T
s :
\ X
b '|_2
Fig. 5.4

de donde p = 2(2 + 7). Esta situacién prevalece hasta que Lo llega a x = 2, es decir,
cuando 7 = —1. Para tiempos 7 mayores que —1, se tiene que la region que contribuye
es aquella sombreada en Fig. 5.5.

De la figura anterior tenemos que para 7 > —1, p = 2. Esto sucede hasta que L;
llega a © = —2 que es cuando 7 = 2. Para tiempos 7 > 2, el area que contribuye
estd sombreada en la Fig. 5.6.

En este caso tenemos que p = 2(7 — 3) para 7 > 2. Cuando 7 > 3, p = 0 ya que Ly
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,_
i\

I
N

i

x'=—-T x'=1-T

VIR ..

x’:—i' x’il—T

Fig. 5.6

abandona el rectangulo. Resumiendo vemos que

07 T S _27
22+71), —2<7<-1,
47r|x|p(x, t) = 23 -1 S T S 23
2(T_3)7 23753’,
0, 3<T.

La grafica de la amplitud de la onda de sonido se muestra en la Fig. 5.7.
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|
2 4 1 2 3 1=t x|

Fig. 5.7

En la Fig. 5.7 vemos que la primera senal x es aquélla que viene de la regién derecha
del rectangulo que es la mas cercana al punto de observacién. Estas senales llegan
para 7 < 0, ya que llegan antes de las que fueron emitidas en x’ = 0 cuyo tiempo
de llegada a x hemos escogido como 7 = 0. A tiempos posteriores contribuyen las
regiones mds alejadas hasta que la tdltima sefal llega de la franja situada en x’' = —2
que es la parte més alejada de la fuente.

Queda como un ejercicio calcular p(x,t) cuando # = (0,1,0) y & = (%,%,0).
Adem3s calcular la onda que llega a un punto lejano cuando la fuente es circular. Es
decir tomando en (5.21) g(z',y',t) = 1si2? +9y2 <1,t<1,t >0y g =0 fuera de
esas regiones. Compare los resultados en ambos casos.

5.4. El problema con valores iniciales para la ecuacion
de onda en tres dimensiones

Para terminar nuestra breve discusién sobre la ecuacién de onda en tres dimensiones
consideramos el problema con valores iniciales

Ut = V2U,
u(z,0) = 0,
u(z,0) = g(x). (5.25)
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donde g(x) es una funcién dada. Consideramos (5.25), ya que el problema

Vg = v2’U,
v(z,0) = g(z),
v(z,0) = 0, (5.26)

tiene por solucién v = u; donde u es la solucién de (5.25). Esto se puede verificar
substituyendo u; en (5.26) obteniendo

Vit — V2’U
v(z,0)
ve(z, 0) = ug(z,0)

wge — Vug = (ug — V), =0,
’U/t(ib',(]) I g(.’L'),
V2u(z,0) = V20 = 0.

Resulta también interesante comprobar este hecho en la ecuaciéon de onda unidimen-
sional para la cual se conocen soluciones explicitas en la (5.25) y la (5.26). Por esta
razén sélo resolveremos (5.25).

Tomamos la transformada de Fourier en (5.25), da(k,t) = [gs u(x,t)e™*dx y se ob-
tiene para @ la ecuacién ordinaria:

up +k-ka=0, ak,0)=0, i (k,0) = g(k),

que tiene por solucién
sin (k - k)2t

a(k, ) = §(k ) 5.27
0 =300 5 .27
De (5.27) tenemos la solucién formal de (5.25) en la forma
1 oosin(k-K)¥E
fx, 1) = K) BT —ilex gy 5.28
6 = g o 907 (5.28)

Es importante obtener una representacién més til de (5.28). Para esto expresemos
g(k) en términos de g y obtenemos después de invertir el orden de integracién (que
es legitimo si g(x) = 0 para |x| > R):

i, = ik sin (k- k)7t g
u(x,t) —Klgnoo Gy /R3 g(&)e {/lleK 7(1(-1()% e dk}df. (5.29)

Para calcular (5.29) cambiamos de variable haciendo £ = x + 7, de manera que

u(x,t) = lim~ @ /R . g(x+ n){ /lkng erlik_ :)‘;te"k'"dk}dn. (5.30)
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En (5.30) calculamos la integral respecto a k introduciendo coordenadas polares con
eje i para obtener asi

: i % . K b ]
/ Me’k'"dk = 271'/ /|k|e’|k”"|c°sesin(|k|t)sin0d0d|k|
<k (k-k)2 o Jo
Ar (K i
=l Js sin ([k||n|) sin (|k|¢)d|k|

47

La integral en (5.31) es la conocida integral de Dirichlet, y sabemos que para cualquier
funcién h(|n|) se tiene que

oo
lim 47r/ D(|nl, t, K)h(Inl)dln| = 2a°h(?). (5.32)
K—o0 0

Utilizando esta tltima identidad calcularemos (5.30). Es conveniente introducir coor-
denadas polares

n= |n|é = |n|(sin 0 cos ¢, sin Osin ¢, cos §); ds = d

y transformar (5.30) con ayuda de (5.31) en
1 R A A
u(x,t) = lim —/ / g(x + |n|0)do »4wD(|n|,t, K)d|n|. 5.33
() = Jim s [ Inl{ bt i) } (nl.t. K)dinl.  (5.33)

Usando (5.32) llamando h(|n|) = |n| f\§|=1 g(x + |n|8)df que es a funcién para la cual
es vélida (5.32). Tenemos que

u(x,t) = % /| g(x + t0)d0 (5.34)

6|=1
que es la expresién buscada para u en términos de los datos iniciales. Esta férmula
también se debe a Poisson.
La (5.34) tiene una interpretacién muy iluminante. Para darla es conveniente referirnos
a la Fig. 5.8.

Al tiempo t = 0 sabemos que g # 0 sélo en cierta regién que se muestra en la Fig.
5.8. La férmula (5.34) nos dice que para encontrar u(z,t) basta trazar una esfera S;
de radio t alrededor de x, ver qué valores toma g sobre dicha esfera, e integrar esos
valores de g. En la Fig. 5.8 vemos que en general sélo una parte de S; intersecta la
regién perturbada por g. Por ello v = 0 para ¢ < ¢;. De la misma forma la dltima
sefnal llega cuando S; intersecta a la regién donde g # 0.

Vemos en la (5.34) que el problema para resolver la ecuacién de onda se ha transfor-
mado en un problema geométrico que consiste en encontrar como funcién del tiempo
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la interseccién de S; con la regién donde g # 0. Esto es en general un problema
geométrico bastante complejo que debe resolverse en cada caso. En la mayorfa de las
ocasiones es imposible evaluar la (5.34) en forma cerrada. Sin embargo, cuando |x| es
mucho mayor que las dimensiones de la regién donde g # 0 se puede recurrir a una
aproximacion. En este caso podemos aproximar S; por un plano que tiene por normal
un vector a lo largo de la linea que une x con el centro de la fuente. Estos planos se
desplazan hacia la fuente con velocidad uno.

Para ilustrar esta aproximacién tomemos u;(z,0) = g(x) = 1 para |x| < a, y buscamos
u(£y,t) donde a K |#g|. La situacién se muestra en la Fig. 5.9.

El plano z = z¢ — ¢ se mueve hacia la izquierda y la integral de la (5.34) se aproxima
por el drea sombreada en la Fig. 5.9. Vemos también que para 0 <t <x9g—a, u =10
yva que P; no intersecta a la esfera donde la condicién inicial no es cero. Para tiempos
29 —a <t < o+ a el drea sombreada multiplicada por 4zt es el valor de u. Como
vemos en la Fig. 5.9 el drea sombreada estd dada por w{a? — (zo —t)?}. Finalmente
tenemos que

Ha?2 - (zo—1)?}, mo—a<t<zo+a
— 4 ? = = ’
w(zo,t) = { 0, it — 0] > a. (5.35)
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.
pd

Fig. 5.9

Notamos en la (5.35) que a medida que zo se aleja de la fuente, la grafica de u se
vuelve cada vez mds angosta y mas alta. Esta situacién es desde luego independiente
de la orientacién de zg ya que la simetria es esférica. Queda como un ejercicio el
convencerse de este detalle.

Un dltimo ejercicio es encontrar utilizando (5.34) la solucién del problema

Ut = VZ’U,,
. A . s

u(z,0) = g(z) = { 1 si x estd en el elipsoide ol + = + 2= 1} (5.36)
cuando el punto de observacién estd alejado del elipsoide, y estd sobre los ejes z, y, 2
respectivamente.
En esta discusién se construyeron varias soluciones para la ecuacién de onda en tres
dimensiones. No se probd la unicidad, pero la idea es la misma que la usada para
una sola ecuacién. Una prueba elemental de estos hechos se encuentra en los libro de
Weinberger [15]. Un tratamiento mds avanzado podré consultarse en las notas de J.
Ize [8] asi como en el libro de Courant-Hilbert [3]. Hay pruebas especiales para las
ecuaciones de Maxwell en las notas de K. O. Friedrichs [7].
Para concluir esta secciéon comentamos que hay métodos alternativos para resolver la
ecuacién de onda como lo son las funciones de Rieman, los promedio esféricos, y los
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potenciales de Ritz. Esto no lo discutiremos aqui, y remitimos al lector a los libros de
Courant-Hilbert [3], John [10], y Copson [2].
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Capitulo 6

Ecuacion de difusion

En este capitulo se encuentran algunos ejemplos de propagacién de calor y de otros
procesos de difusién. Los procesos de difusién son muy diferentes a los hiperbdlicos
que se consideraron al principio de estas notas. En la difusién las soluciones se de-
forman y los procesos se relajan a un equilibrio. Por otra parte las ecuaciones de
difusién también controlan la propagacién de inestabilidades de diferentes tipos . En
este capitulo se examinan algunos ejempos prototipicos.

6.1. Propagacion de calor

Si tenemos un cuerpo unidimensional en el intervalo 0 < z < [ y denotamos por
T(z,t) la temperatura en el punto z al tiempo ¢, podemos calcular el balance de calor
en él. La cantidad de calor en el tramo xg, 2o + h, estd dada por

Cantidad de calor = Calor especifico x masa x temperatura.

Sabemos que

donde p(z) es la densidad. Tenemos asi que la cantidad de calor entre 2o y g + h es

zo+h
/ Ce(z)p(2)T (z,t)dx, Ce = calor especifico.

Zo

Por otra parte el balance de calor (conservacién de energia) nos dice que el cambio
de la cantidad de calor entre g y xo + h = calor que entra — calor que sale + calor

99



100 CAPITULO 6. ECUACION DE DIFUSION

que suministran agentes externos.
Asi tenemos denotando por Q(z) el flujo que

zo+h
% / Ce(2)p(2)T (2, t)dz = Q(x0 + h) — Q(zo) + calor suministrado.
Zo

Falta relacionar el flujo de calor con la temperatura y esto se obtiene de modo exper-
imental. Experimentalmente se determiné que

OT (z,t)
=—K(z)———=
Q(z) (@)=,
donde K (x) es la conductividad térmica. Por otra parte el calor suministrado por una

fuente externa se puede escribir como

zo+h
/ q(z,t)dz, para alguna funcién ¢ dada.

Zo

Cambiando la variable z¢ + h por x se tiene que

7 | comere i = -x@ 20+ [ ate ae

Zo

Derivando respecto al limite superior tenemos que la temperatura satisface la ecuacién

CulowaTila,t) = - o (K@ T2 ) + (o), 6.1)

Esta es una ecuacién de conservacién. La ecuacién (6.1) debe resolverse con condicién
inicial T'(z,0) = h(z) y condiciones de frontera en z = 0 y = [. Si la temperatura o
el flujo estdn dados en la frontera se conoce T'(0,t), T(l,t) o bien $L(0,t) y 2L(1,¢).
Por otra parte en un extremo se puede dar la temperatura y en otro el flujo. Si se
considera la ley de enfriamiento de Newton la condicién de frontera queda como una

combinacién de T'y T La funcién ¢(z, t) de la ecuacién (6.1) es un dato del problema.

6.2. Dispersion de contaminantes

Un problema interesante al que en una primera aproximacién puede aplicarse la
ecuacién de calor es el de difusién de contaminantes. Para esto suponemos que la
concentracién de contaminantes en el punto z al tiempo t es c¢(z,t). Entonces se
cumple:



6.2. DISPERSION DE CONTAMINANTES 101

Variacién de la cantidad de contaminantes = flujo de contaminantes
+ la produccién del agente,

es decir:

% / c(&,t)dE = Q(x,t) — Q(xo,t) + produccién del agente.
Zo

El flujo Q(z,t) se determina experimentalmente. El caso de interés es cuando hay un
viento con velocidad U, en cuyo caso el flujo puede aproximarse por

oc
Q(wa t) 0 K—(.’L‘, t) it UC((L’, t)'
oz
donde el primer término es difusivo y el segundo el efecto del transporte por el viento.
Entonces la ecuacion para difusién y transporte de contaminantes estd dada, cuando
K es constante, por

¢t = Kege +Ucy. (6.2)

Una versiéon mas general, cuando el coeficiente de difusién K es variable, se plantea,
en una region finita, de la siguiente forma:

T oT
@@y = 5 [KoF | +awn, a<es<i t>0

T(z,0) = To(z) = temperatura inicial que es conocida

y las condiciones de frontera en T'(a,t) y T'(b,t). Estas pueden ser de varios tipos.
Pueden darse T'(a,t) y T(b,t), si el calentamiento estd prescrito. Pueden darse los
flujos K% en x = a, y ¢ = b. También se puede dar en un extremo un flujo y en el
otro una temperatura.

Para describir la ley de enfriamiento de Newton en la frontera se da la combinacién
K % + B(T — T4) = 0 donde T4 es la temperatura del ambiente. El detalle de las
soluciones a este tipo de problemas esté en el libro de Weinberger. En este capitulo
se describen problemas cuya solucién si bien es elemental, se dejan para textos mas
avanzados.

Para estudiar el problema de dispersiéon de contaminantes por una chimenea colocada
en z = 0 se tiene c(a,t) = g(t) donde g(t) es la produccién de contaminantes. Ini-
cialmente se puede suponer el cielo limpio, es decir ¢(z,0) = 0. La ecuacién que debe
resolverse es

coca K@ m-ial Lo vk & Dy & 530,

c(z,0) =0, ¢(0,t) = g(t).



102 CAPITULO 6. ECUACION DE DIFUSION

Otro problema es la dispersiéon de un contaminante que se suelta inicialmente en
x = 0. La solucién se busca ahora en toda la recta y la condicién inicial es

C(:L',O) — {Q/27 |$| <e

0, lz[>¢

que corresponde a soltar una cantidad total () de contaminante en el origen.

6.3. El efecto de las fuentes

Una clase muy importante de problemas es cuando se tiene una fuente de calor. Con
una fuente @, la ecuacion tiene la forma:

T, =KT,, +Q,

con condiciones iniciales y de frontera apropiadas. En muchas situaciones () depende
de la temperatura Q = Q(T'). Esta dependencia en general es no lineal y da origen a
muchisimos fenémenos, nuevos e interesantes que a la fecha no estan completamente
entendidos. Un ejemplo es el de las reacciones exotérmicas. En este caso Q(T) = e®T.
Permaneciendo en el régimen lineal podemos tomar Q(7) = BT. El caso 8 > 0 es
de una fuente mientras que 8 < 0 corresponde a un sumidero. En el primer caso la
ecuacién ordinaria que resulta al tomar K = 0 dice que 7" = 0 es inestable mientras
que para 8 < 0 es estable. Asi, la ecuacién con f > 0 y K # 0 describe la interaccién
de la difusién con la inestabilidad. En propagacién espacio-temporal de poblaciones
o epidemias, § > 0 es el término de nacimiento y la ecuacién describe la evolucién
espacio-temporal de una infeccién o una epidemia.

El caso f > 0, al interpretarse 7' como un voltaje en un cable pasivo, representa el
decaimiento del voltaje a lo largo del cable debido a las pérdidas resistivas.

A continuacién resolveremos algunos de estos problemas.

Comenzaremos por el problema de difusién de calor o de contaminantes (sin viento)
que describe la ecuacién del calor con condiciones iniciales apropiadas.

Las condiciones de frontera e iniciales dependen de la aplicacién especifica.

Cuando se tiene una distribucién inicial de temperatura T'(z,0) = h(x), y las propiedades
del medio son constantes, el problema, por resolver es

K
T = —Tpw, —0<zx<o00, t>0,
Cep

T(x,0) = h(x), —oc0 <z < 00.

La solucién se encuentra usando la transformada de Fourier T’ de T dado que
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T(z,t) = L / e T(k, t)dk,

27 J_

Ty(k,t) = —DK*T,  T'(k,0) = h(k), D = K/Cep.

Resolviendo la ecuacién para T y sustituyendo en la integral tenemos
1 B — DKt ik
T(z,t) = — h(k)e e dk.
2r J_ o

Es interesante observar que variaciones rapidas (k grande) se amortiguan rdpidamente.
Por otra parte las variaciones lentas lo hacen méas despacio.

Utilizando el resultado de la transformada de Fourier de la gaussiana dado en el

Apéndice A, vemos que e~PK’t = f(k, t) para f(z,t) = Nﬁﬁeﬂz/“ﬁ de aqui que

o0

Tz, 1) = % / ¢k F (e, t)h(k)dk.

—00

Ahora aplicamos el teorema de convolucién para escribir

- 1 o 2 47
T8 = —= [ he =" iag, (63)
2Vt J-oo
donde t = Dt.
Si la funcién h(z) representa una excitacién localizada al tiempo inicial, h(z) = L si

|z| <€, h(z) = 0 para |z| > €, tenemos que cuando € — 0

1 2
T(;E,t) = ﬁe_z /4Dt. (64)

Vemos que T'(z,t) — 0 cuando ¢t — co. El mdximo se encuentra siempre en z = 0.
La dispersién de la gaussiana es 4Dt y se hace cada vez méas grande conforme el
tiempo pasa. Es interesante contrastar esta solucién con la solucién de la ecuacién de
onda. Las ondas se mueven al infinito con velocidad finita. El calor se difunde con
una dispersién 22 = 4D¢. El m4ximo inicial no se mueve. Podria pensarse a primera
vista que las sefiales de calor se propagan con velocidad infinita ya que T'(z,t) # 0
para todos los valores de = en cuanto ¢ > (. Esto no es ninguna contradiccién y se
debe a nuestra hipdtesis de “respuesta instantanea”: Flujo = — K %. Por otra parte
la sefial es exponencialmente pequena si 2 > 4Dt. En la aproximacién de difusién
sOlo se toman en cuenta las escalas de relajacién del material y no las de la inercia
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que daran una velocidad finita de propagacién . El lector interesado podra resolver el
problema

prug +u = Dugg,
u(z,0) = h(z),

tomar el limite cuando p — 0 y convencerse en detalle de que cuando la inercia y es
pequeiia el calor se difunde “sin sentir” la velocidad finita de propagacién.

Hemos obtenido una solucién pero no sabemos si ésta es unica. Para estudiar la
unicidad hay diferentes ideas. Aqui exploraremos el método de la entropia. Si tenemos
dos soluciones de la ecuacién del calor que decaen a cero en +oo entonces su diferencia
T(z,t) = Ta(x,t) — T1(z,t) tiende a cero cuando x — +oo al igual que T,.

Entonces T satisface la ecuacién

Ty = KTy, T(z,0) =0.

La entropia del sistema estd dada por

/OO In(1+T)dx

—00

si es que T' > 0. Supongamos que T' > 0. (Fisicamente la temperatura que es inicial-
mente cero absoluto no puede decrecer). El caso T < 0 serd tratado después.

d % g T * Tzx

— In(1+T = K

dt/—oon(+ )dx /_001+Td$ ~/—001+de
<

o] T2
k(- o2 w) <o
oo (1+T)?
De aqui que la entropia es una funcién no negativa, no creciente y comienza en cero,
por lo tanto:

/ In(l1+T)dz=0 si t>0.

— 00

De donde T'=0sit > 0 ya que si T > 0 la integral seria distinta a cero.

Esta entropia es singular para 7' < 0. La misma idea puede usarse de otra forma.
Considerando la ecuacién

T = Kl

y multiplicando por T' tenemos
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d1
—-T? = KTT,,.
dt 2 o
Integrando obtenemos
7 §T dr =K TTy,dx = —K T,dx <0

de donde se sigue que T = 0. Esto prueba la unicidad de la solucién.

El problema de difusién de contaminantes

Cy = DCyy + UC,, C(z,0) = he(),

tiene como solucién

1

wDt

ef(szt)2/4Dt‘

C(z,t) = 5

El lector podra verificar esto modificando la férmula (6.3) o usando el cambio de
variables ' = x — Ut para transformar la ecuacién (6.2) en la ecuacién (6.1). Esta
solucién explica la formacién de la pluma que los contaminantes producen al dis-
persarse en el aire. La zona contaminada es la zona donde la exponencial tiene un
exponente menor que uno. De aqui que

(x —Ut)* = 4Dt

es la frontera de esta zona.
Las fronteras de la pluma son x = Ut £ 2v/Dt. En el plano (x,t) esta zona se muestra
en la Fig.6.1.

La Fig. 6.1 muestra como el viento transforma el contaminante con una velocidad
media U. Ademés la difusién lo expande con una rapidez menor, lo cual da origen a
la pluma.

Queda como un ejercicio para el lector el problema de hallar la pluma producida por
una chimenea.

Consideramos ahora el problema en presencia de una fuente que depende de la tem-
peratura. Consideramos pues la ecuacién

Ty =DTp + BT, —c0<zx<o00, t>0

LY B lpr (),
T(m’o):{o z>0.
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=Ut+ 2 (Dt) 12
) U
x=Ut- 2 (Dt) 12
pluma
X
Fig. 6.1

El caso 8 > 0 es el problema de invasién a la zona x > 0 de una inestabilidad T =1
localizada en la zona x < 0. En este caso la difusién alisa la discontinuidad provocando
una perturbacién en x > 0 que es amplificada por § en la zona x > 0. Este proceso
se repite y la inestabilidad avanza. Para encontrar la velocidad de avance cambiamos
de variable T' = eA'v y obtenemos:

1, z<0,
vy = Dugg, v(z,0) = { 0. 750
La solucién estd dada por la férmula (6.3). En este caso tenemos:

1 . >
v(z,t) = ———— e~ (@87 /4Dt e
o= . 5

Cambiando variables £ = x + u, tenemos:

T(z,t) = ™ /_w emv /4Dt gy,
TI\2WAD: A

Para estudiar el comportamiento de esta funcién calculamos

eﬁt—w2/4Dt

T,(xz,t) = ~JDi

De la férmula anterior podemos concluir que T, es exponencialmente pequefia si
z? /4Dt > Bt.
Integrando tenemos que
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o
T(z,t) = —/ T.dz
xr
y concluimos que T'(x,t) es exponencialmente chica para

z% /4Dt > Bt.

Por otra parte si z°/4Dt < ft la solucién crece. El punto z = 2v/Dft separa estas
dos regiones y representa un frente de inestabilidad que invade a la regién de quietud.

En la Fig. 6.2 tenemos que

N\
t 2\DAt

i nest abili dad

qui et ud

>

Fig. 6.2

Si a esta ecuacién le afiadimos un término de saturacién —BT2, obtenemos la ecuacién
de Fisher:

T, = DT,, + BT(1 = T)

La inestabilidad se satura en 7' =1 y obtenemos un frente que se propaga como una
onda viajera tal como se muestra en la Fig. 6.3
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T=1

\%

V=\23D

Fig. 6.3

Estos frentes se propagan con mayor velocidad cuando la razén g es grande y cuando
la difusién es grande. Esto es de esperarse por la fisica del problema.

Como tdltimo ejemplo estudiaremos la propagacién de una inyeccién de corriente en
un cable pasivo. En este caso el estado v = 0 es estable por tratarse de un circuito
RC pasivo. La ecuacién por resolver es:

vy = Dugy — Bv, >0, t>0,
v5(0,t) = h(t) = pulso de corriente inyectado en x = 0,
v(z,0) =0, v(z,t) = 0, z — oo. (6.5)

Resolveremos este problema tomando la transformada de Laplace (Apéndice B) ¢ de
v en t dado que t > 0. Asi

1
(&, D) = 9.1 CeStT)(s,w)ds
1 c+ioco
=\\5. et (s, z)ds.
2mi c—1i00

El contorno C' se encuentra a la derecha de las singularidades de © como funcién de
s. Sustituyendo encontramos la ecuacién para 9(z, s)

(s+5)
D

Uge (T, 8) — o(z,8) =0, ze€R, s>0,
7,(0,s) = h(s), s>0,

o(x,8) = 0, siz— 0.
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La solucién es
s+8

(z,8) = A(s)e\/g + B(s)e VD 7

El decaimiento para  — oo implica que A(s) = 0, y la condicién en z = 0 implica
h(s) = —=+/(s + B)/DB(s), por lo tanto

D - Bts
i _
eV

o(z,8) = —

Ahora se tiene que invertir la transformada de Laplace. La transformada h(s) de un
pulso unitario

es h(s) =1 cuando ¢ — 0. Con todo lo anterior, la solucién de (6.5) estd dada por:

—\/5/6 “;H?zest
2ri J, s+B
\/Ee*Bt / MV

v(z,t) = ds

i e Ve etdo
pero se sabe que £} {%e‘/az*y'} = ﬁe*(z*y)y‘“ lo cual implica
1 2
v(z,t) = —vV/De Pt ——¢(@/VD)*/4t
(2,1) =
— e Bt Beﬂﬁ/wt
7t
La corriente a lo largo del cable es v, y estd dada por
£ &' o—72/4Dt
2V Drt3

Vemos pues que la corriente decae con una amplitud e=#* debido a las pérdidas
resistivas. El madximo valor de la corriente estd dada en el punto donde z(t) satisface

vz (2, 1) =

Vg (2(2),t) = 0.
Obtenemos: z(t) = v2Dt.

El pulso de corriente viaja con velocidad v2Dt. Sin embargo la amplitud decrece y la
senal se deteriora. Por esta razén las lineas de transmisidn pasivas deben complemen-
tarse con elementos activos (amplificadores) que compensen el deterioro del pulso.
La naturaleza resuelve este problema en los axones (que conducen la corriente en el
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sistema nervioso) haciendo que § no sea constante sino que 8 dependa del voltaje de
una manera apropiada. De hecho Hodgking y Huxley postularon un mecanismo de
conduccion activa haciendo precisamente depender 8 del voltaje. Se obtuvieron solu-
ciones de esta ecuacion no lineal con forma de ondas que viajan sin perder amplitud.
Una vez obtenidas estas soluciones pudieron entender el mecanismo de membrana
responsable de la conduccién activa. Este descubrimiento fue fundamental y Hodking
y Huxley obtuvieron el premio Nobel ya que cambiaron nuestra comprensién de los
procesos de comunicacién entre los componentes del sistema nervioso [8].



Apéndice A
Transformada de Fourier

En esta seccién explicaremos algunas de las propiedades de la transformada de Fourier
que se han usado en el texto. Una exposicién de estos resultados se puede encontrar
en cualquier libro de analisis. Nuestra presentacién sigue muy de cerca la del libro de
Weinberger.

Empezaremos por recordar que la transformada de Fourier de una funcién f(z) (que
supondremos lo suficientemente regular e integrable) se define como

fm)=/me%“f@mx (A1)

— 00

Conociendo f(k) se puede recuperar f(z) con la férmula de inversién

@) l/wé“ﬂMM. (A.2)

:E o

Resulta de utilidad calcular la transformada de f'(z) en términos de la transformada
de f(z). Esto lo calculamos derivando (A.2) y obteniendo

f(z) l/ma“mﬂm%. (A.3)

:%Oo

Observamos que (A.3) nos muestra que f'(z) es la transformada inversa de ik f (k). Por
esto, de (A.1) tenemos que la transformada de f'(z) es precisamente ik f(k). Se deja
como un ejercicio el encontrar la transformada de la n-ésima derivada de f en términos
de f(k). La férmula (A.2) nos dice que cualquier funcién f(z) puede escribirse como
una suma de ondas planas ei*? f (k), cuya amplitud es f (k) y el niimero de onda es k.
Anjlogamente se puede definir la transformada de Fourier para funciones de tres va-
riables. Esto se hace aplicando (A.1) a cada variable separadamente. La transformada
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de Fourier es una funcién de tres variables (del vector k) y se define de la siguiente

manera; / / / flx o kX gy (A4)

Si aplicamos a (A.4) la transformada inversa variable por variable tenemos:

e[ o

Queda como un ejercicio para el lector obtener en detalle (A.5).
Probaremos ahora las identidades que usamos para calcular la transformada de Fourier
de V2f(x).
En primer lugar observemos que
Vye®* = jke™ >, (A.6)
V2ekx = 7. Velk* = V. jke'* = _k - ke'**,
Para calcular la transformada de V2 f procedemos por analogia con (A.3) y usando
(A.5) tenemos que

V¥ =WV Vi= ﬁ/}{sv-Ve“‘"‘f(k)dk

y debido a (A.6)

V= (2i)3 /R 3 —k - kf(k)e*dk. (A7)

De (A.7) vemos que la transformada de V2§ es —|k|?f(k). (Compérese esta formula
con la correspondiente para la segunda derivada de funciones de una sola variable).
Finalmente discutiremos el teorema de la convolucién para transformadas de Fourier.
Recordemos que la convolucién de dos funciones denotada por f x g, se define como

(f*xg)(x / f(x=8)g(&)dE. (A.8)

Queremos ahora expresar la transformada de f * g en términos de f y g. Para esto,
de (A.8) calculamos la transformada de f * g de manera que

(f?kgxk):/ ‘“‘"{/fx— de}dx (A.9)

Cambiando de variable x = £ + 1) tenemos de (A.9)
(Fra)00 = [ emetn [ pg(ededn
= [ e aende [ e sinyan (A.10)

@
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Vemos que (A.10) nos dice que la transformada de la convolucién de dos funciones es
el producto de las tranformadas de dichas funciones. Este resultado, 1til al calcular
transformadas inversas, fue utilizado en varias ocasiones en este texto.

Calculamos ahora una transformacién 1til que es la de la funcién gaussiana:

f(@) = 41 G >o0.

Podemos normalizar (por conveniencia posterior) esta funcién escogiendo A para que

oo oo -
/ f?dr=1 osea A2:(/ e‘zw/de> I

Ahora tomando x = n% tenemos que:
G oo X —1 G -1 \/5
e Lo [
e I P I
gl/4

., 2 2 .
La funcién buscada es f(z) = —7zgrz€"" /G”_El ancho de f es aproximadamente G
(o 1/4 . [ ‘
y su maximo es A = 771/247?,2 Si G — 0 se torna cada vez mds angosto y mas alto en
z = 0. El area total de f* se mantiene igual a uno.

La transformada de Fourier de f(z) se define como

/ f()e *dg ZA/ e T /G gmikz gy

Completamos el cuadrado en el exponente y tenemos:

2
%—Fikw

/ f(@)er™**dz = A/ e (EHIF) K G /gy

(z/G +ikG[2)* + k*G? /4

_ pe—kG/4 /oo o= (/GHiEG)? g
A AG€7k2GZ/4 /OO e*(z-f-i% Zd.’ll'

Esta tltima integral se calcula deformando el contorno (sea por Stokes o por Cauchy)
al eje real. Usando cualquiera de las interpretaciones tenemos que

/ e_(z+ik%)2dx:/e_22dz
—00 L
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donde L es la linea paralela al eje real que tiene parte imaginaria z% y se muestra

en la figura A.1

MG

Fig. A1

Truncando el contorno £ a la regién —L < z < L, tenemos que / e~ dz = 0 donde

Q
Q es la curva que une los segmentos L', C, (—L, L) y D en direccién contraria al reloj.

De aqui que:
2 +L 2 2 2
/ e * dzz/ e ” d:c—l—/ e “dz + /e*’z dz.
! —L D c

Tomando el limite cuando L — oo observamos que las integrales sobre los contornos
C'y D van a cero. Tenemos asf que la integral buscada es:

/ e~ dz :/ e~ dz = /7.

—0o0 —0o0

Tenemos que la transformada de Fourier estd dada por:

AGﬁe—k2G2/4 . (27r)1/4G1/2e—k202/4‘
Es la misma gaussiana con G colocada multiplicando a la variable k. Esto indica
que una funcién muy concentrada (G — 0) tiene una transformada de Fourier muy

extendida. También si tomamos 1/G? = GTz tenemos que G* =4, G = /2. En este
€aso vemos que

flz) = 7r*1/4e*””2/2 y f(k) — 7r1/4\/§e*k2/2

es decir, 7'/4 f(x) es funcién propia de la transformada de Fourier con valor propio
V2m. Si normalizamos la transformada de Fourier para que preserve el producto es-
calar hay que dividir f(k) por \/%_ﬂ Asi queda que la gaussiana es funcién propia de la
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transformada de Fourier con valor propio 1. Queda como un ejercicio interesante para
el lector verificar que solo hay 4 valores propios que son 1, —1, 4, —i. Cada valor propio
tiene infinitas funciones propias y ellas son las funciones de Hermite. Este resultado
se obtiene derivando con respecto a Gy manteniendo la calma en el calculo. También
usando la funcién generatriz de los polinomios de Hermite.
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Apéndice B
Transformada de Laplace

En la seccién anterior vimos que para calcular la transformada de Fourier de una
funcién necesitdbamos que ésta fuera integrable. Sin embargo, en muchas ocasiones
es conveniente representar una funcién no necesariamente acotada, en términos de
exponenciales. Esto se es posible usando la transformada de Laplace.

Un tratamiento muy bueno del tema y gran cantidad de aplicaciones se pueden encon-
trar en el libro de Van der Pol y Bremmer [14]. Nosotros nos limitaremos a discutir
las propiedades més simples, siguiendo muy de cerca el libro de Weinberger [15].
Empezamos recordando que la transformada de Laplace de una funcién f(t) (sufi-
cientemente regular) definida para ¢t > 0 y acotada en la forma

If@®)] < MKt t>0, K>0, M>0 (B.1)

se define como

4L /0 st f(t)dt. (B.2)

En (B.1) y (B.2) vemos que la integral que define a f(s) existe para Re{s} > K y
como en esa region, dicha integral converge uniformemente, define también una fun-
cién analitica de s para Re{s} > K. La regién de definicién de f(s) se muestra en la
Fig. B.1.

117
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I s} Re{s} =K

N
f(s) analitica

Re{ s}

Fig. B.1

Ademss cuando Re{s} — oo, Re{s} > K tenemos de (B.1) y (B.2) que |f(s)| < %.

Asf mismo, para Re{s} < K la integral (B.2) deja de existir, pero en general f(s)
tiene una continuacién analitica para Re{s} < K con polos y puntos rama. Dichas
continuaciones analiticas deben determinarse en cada caso particular. Queda como
ejercicio el calcular las transformadas de t, e?, cost, y localizar sus singularidades en
el plano s. B

El siguiente paso es expresar a f(t) en términos de f(s). Para esto observamos que si
s=c+ik con ¢ > K y k real, entonces (B.2) se puede escribir como

G(k) = f(s) = f(c+ik) = /000 e~ f(t)e~Ftdt. (B.3)

La ecuacién (B.3) nos muestra que §(k) = f(c+ ik) es la transformada de Fourier de
la funcién S
e f(t), t>0,
9(t) = { 0, t<o.

Usando (B.3) y la férmula de inversién (A.2), podemos expresar a g(t) en términos
de §(k) en la forma

1 AT 1 L
gty=eFi@)|= = / e*tg(k)dk = — / e* f(c + ik)dk. (B.4)
2 YN 2 J_ o
Multiplicando la (B.4) por e obtenemos que
1 ° -
@) = 2_m/ et fe + ik)idk. (B.5)

(B.5) es la representacién paramétrica de

() = —— /L e*! f(s)ds (B.6)

T 2w
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donde L es la linea (paralela al eje imaginario Re{s} = c). Se puede verificar que
(B.6) es independiente de la curva £ siempre que ésta se tome dentro de la regién de
analiticidad de f(s). Por esto podemos escribir (B.6) en la forma

ﬂn:iéwﬂMs

211

donde C es cualquier curva paralela al eje imaginario que esta a la izquierda de todas

las singularidades de f(s). Queda como ejercicio comprobar (B.6) para las funciones

t, cost, e'.

Resulta también conveniente expresar la transformada de Laplace de f'(t) en términos
de la transformada de f(¢). Tenemos en este caso que

oo oo
=/ ft)e ttdt = e st f(1)|S° + s/ e St f(t)dt
0 0
de donde se sigue que f’(s) = sf(s) — f(0). /
Se deja al lector calcular f en términos de f.
Como ultima propiedad de la transformada de Laplace, debemos mencionar el teorema

de convolucién andlogo al de las transformadas de Fourier. Para las funciones definidas
en el intervalo 0 < t < o0, la convolucién apropiada estd definida como

(f % 9)(t /ft— nydn, t>0. (B.7)

Calculando la transformada de Laplace de (B.7) tenemos que

/ _St/ ft—mn)g(n)dndt
_/ {/ e " f(t—md }g(n)dn
/ _8”/ e~ * f(t)dtg(n)dn = f(s)g(s). (B.8)

La ecuacién (B.8) nos da la expresién de la transformada de

/0 g(n)dn (B.9)

en términos de g(s), ya que basta observar que

Agwm=uwm)

de donde se sigue que (1xg) 7 (s) = ig(s) = @-

Esta identidad se uso en el texto al discutir las soluciones a la ecuacién de onda.
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Apéndice C
Funciones de Green

En muchos problemas en Fisica o Biologia, nos interesa conocer la forma en que un
sistema dado responde ante un cierto estimulo, o en forma més general, ante la suma
de una serie de estimulos o excitaciones al sistema. Una forma de entender este tipo
de problemas es el considerar la solucién del problema como la suma de las soluciones
debidas a una sola excitacién. De esta forma simplificamos un problema como la suma
de varios problemas sencillos. Esta suma se puede extender a una suma infinita o bien
a integrar un conjunto de soluciones de manera continua.

Esta manera de pensar tiene aplicacién en la solucién de los problemas que son re-
presentados por la ecuacién de Laplace o de Helmholtz o de Poisson. A continuacién
mostraremos cémo podemos resolver este tipo de ecuaciones, tanto con condiciones
de frontera de Dirichlet o0 Neumann, utilizando la solucién de una ecuacién del tipo
impulso-respuesta, a la cual nombraremos funcién de Green.

El problema de la ecuacion de Laplace en una dimension

Para comenzar el estudio de las funciones de Green vamos a proponer un proble-
ma donde pretendemos obtener la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria de
segundo orden con condiciones de frontera de tipo Dirichlet:

d*u
dx?
con valores en la frontera u(0) = u; y u(l) = us.
En general no es ficil resolver los problemas de ecuaciones ordinarias cuando damos

condiciones a la frontera. En este caso es simple adivinar la solucién puesto que es
una linea recta, la cual se escribe de esta forma:

=0 § edd VE B ]! ,

w(z) = @m +uy
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Ahora vamos a proponer una forma alternativa de resolver este problema. La idea
es encontrar una funcién que sea solucién de la ecuacién diferencial d?u/dz? = 0
perturbada por un escalén de potencial y con condiciones de frontera nulas:

d2 0 OS$<£0 )
d—zG(xafo,&) =4 20 o<z<& o,
y 0 &6 <z<l

y donde pedimos que G(0,&o,&1) = G(1,&,&1) = 0. Es claro que las soluciones en los
intervalos 0 < 2 < & y & < x <[ son lineas rectas y en el intervalo § < z < &
corresponde a una, parabola. De esta forma proponemos la siguiente solucién:

ax 0<z<§ ,
G(‘r;fO;é-l) 3 0&.’1}2 +B»’C+’Y £0 S.’E Sé-l )
e(z —1) & <z<l

Debemos pedir continuidad a esta solucién ademas de las condiciones de frontera. Una
condicién adicional que aniadimos es que ¢ — a = 1 la cual significa que la diferencia
de las derivadas de G en los puntos & y & dan el valor uno, esta es una aproximacién
del valor de la segunda derivada en estos puntos singulares.

Los coeficientes a, ¢ y v pueden escribirse en funcién del pardmetro 8 de la siguiente
forma:

4= a6 - &)+ Bk —&) -1
(o =& +1) ’

o= a6 — &)+ B — &) — &
(bo—& +1) ’

_a@-&)+BE -&) =&, o
T G-a+h, R v

Nos interesa considerar el limite cuando el ancho del escalén de potencial tiende a cero,
es decir cuando & = & = &. Al considerar este limite, los coeficientes a y ¢ quedan
escritos como a = % yc= % De esta forma la funcién G(z,£) la representamos asi:

_ & 0<e <€ ,
G("”’@_{ %l(x—l) tE<z<l

Nuestro propésito ahora es mostrar como podemos aprovechar esta solucién singular
para resolver el problema de valores a la frontera que mostramos al principio de la
seccién.

Definimos la solucién de la ecuacién d?u/dz? = 0, con las condiciones de frontera tipo
Dirichlet de la forma siguiente:

u(€) = u(0) s G(0,€) + ull) o GL,E)
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es decir, evaluamos la funcién u(z)0G(z,£)/0x en los valores a la frontera y los
sumamos, en este caso solo tenemos dos valores en la frontera. El resultado es u(§) =
(u2 — u1)€/l + uq, la cual es exactamente la solucién que se habiamos adivinado del
problema inicial.

Es importante que el lector aprecie la forma, sistematica de resolver el problema, de la
ecuacién de Laplace en una dimensién con valores de frontera de tipo Dirichlet.
Tambien es posible obtener este tipo de solucién cuando tenemos problemas con
condiciones de frontera tipo Neumann, en este caso la funcién u(€) se escribe de
esta forma:

w6 = - (G OG0, + 5106

donde g—; es evaluado en 0 y en [, estas son las condiciones de frontera.
Dejamos al lector repetir este esquema de solucién pero ahora para una ecuacién de
Poisson:

d’u

@:f(x) en 0<z<I
y donde las condiciones de frontera son de tipo Dirichlet, u(0) = u; y u(l) = us. Utilice
la misma funcién G(z, £) que encontramos para el problema de Laplace unidimensional
y calcule la solucién de la siguiente formas:

1
) = u(0) 5260, + u5LGLO + [ 10)6r o

utilice para hacer este ejercicio el siguiente potencial, f(z) = Asen(wz/!).

Funcién impulso-respuesta

Consideremos un problema descrito por la ecuacién de Poisson definida sobre un
circulo unitario y con condiciones de frontera de Dirichlet nulas en la circunferencia
unitaria:

Vu(r,0) = f(r,0) , ri<¥l % 0<6<2n (C.1)
y
u(l1,6) =0 , 0<6<2n
La parte derecha de la ecuacién la consideramos constante, tal que f(r,0) = —q en

el caso de un problema de electrostatica (donde u representa el valor de voltaje) o
bien f(r,8) = —ng en un problema de elasticidad, tal como lo hemos establecido en
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la ecuacién (3.7). Hemos visto que en el caso eldstico, la membrana toma una forma
céncava hacia abajo de manera similar como se deformarfa una membrana bajo la
accién de un chorro de aire. La concavidad de la membrana es constante en todo
punto.

En el caso que f(r, ) no sea una funcién constante, entonces la concavidad de la mem-
brana cambia de punto a punto. Consideremos ahora que la funcién f(r, ) representa
la accién de jalar la membrana en un sélo punto, lo cual llamaremos a esta accién un
impulso o una fuente (o correspondientemente un sumidero). Por simplicidad pense-
mos que este impulso o fuente se da en el centro del circulo unitario. Por simetria,
la, funcién u y sus derivadas solo dependen de la coordenada radial. Definamos el
flujo como el valor de la derivada normal de u sobre una superficie cerrada (o una
cuerva cerrada para el caso que estamos examinando). El flujo total F(r) se obtiene
integrando el flujo sobre toda la superficie o curva cerrada. En este caso consideremos
una circunferencia de radio r < 1:

27 Qu(r) ou
A = —2mr—
E(r) A a rdf e (r)

El flujo total debe de coincidir con la fuente en el origen, f(r = 0,0) = £2, la cual se
puede interpretar mecdnicamente como una fuerza promedio:

ou, . p9
—271'7“5(7') = T
Entonces,
u(r) = P9 ln(l) (C.2)
2T = Ny’

donde vemos que esta solucién es singular en el origen. Tal solucién la podemos
entender como si jalaramos una membrana circular en su punto medio una distancia
infinita, tal como se ve en la figura (C.1.a)
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Fig. C.1.ay C.1.b

En el caso que estiremos de forma infinita la membrana en otro punto distinto al
origen abtendriamos una solucién cuya forma seria como se muestra en la figura
(C.1.b). La altura de la membrana la podemos representar por la funcién G(r, 8, p, ¢),
donde (r,0) representa la coordenada donde medimos la altura de la membrana o
donde se estid estirando la membrana. Esta funcién es la solucién de la ecuacién (C.1)
cuando la funcién f(r,6) representa una fuente puntual. A esta funcién le llamamos
funcion de Green. La utilidad que tiene esta funcién viene del hecho de descomponer
la parte derecha de la ecuacién (C.1) como un conjunto continuo de fuentes, que
son “moduladas” por la funcién f(r,6), asi la solucién corresponde a sumar todas
las soluciones debidas a cada fuente puntual localizada en el punto (p;,®;), con i =

0,...,N, las cuales son moduladas por la funcién f(r,0) :
N
u(r,0) = ZG(Tﬁ;pi;@)f(Pi,(ﬁi) (C.3)
i=0

Esta expresion la justificaremos mas adelante, sin embargo podemos observar que esta,
relacién es similar al problema de Poisson que se propuso para el caso unidimensional
en la seccién anterior.

Método de Imagenes

Consideremos un problema de una membrana donde aplicamos una fuente (o estirén
infinito) en un punto y pedimos que la membrana no se deforme en una linea recta en
el plano. Consideremos una membrana infinita y la linea recta que coincida con el eje
y. Si aplicamos un estirén en algin punto en el (z,y) y al mismo tiempo estiramos en
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direccién contraria pero con la misma intensidad en el punto reflejado sobre la recta,
(—=z,y). Entonces podemos ver por simetria que la membrana no se deforma en la
recta = 0, tal como lo podemos observar en la figura (C.2).

Fig. C.2

Tomemos la solucién (C.2) claculada en los puntos (zg,y0) y (—Zo,¥0), entonces la
solucién a este problema estd descrito de la siguiente forma:

c 1 K il

u(z,y) = %m(ﬁ) - %ln(ﬁ) )

donde R = ((z — 20)* + (y — %0)*)"/* y R = ((z + 20)* + (y — 90)*)'/*.

Esta solucién se ha obtenido con ayuda de un estirén virtual en el punto (—zg,yo),
a este estir6n también lo podemos llamar una fuente imagen. La solucién u(z,y)
corresponde a la funcién de Green en el semiespacio z > 0.

Otro ejemplo sencillo en el uso del método de imégenes es el resolver el problema de
una fuente o estirén en un circulo de radio unitario. La ecuacién que debemos resolver
es la siguiente

A’u(z,y) = flx — 20,y —%0) , 2°+y*<1

La funcién f(z,y) tiende a infinito en el origen y vale cero fuera del origen, esta
funci’on representa un estirén infinito en el origen. Consideremos el problema de un
estir6n en un punto dentro del circulo unitario, por ejemplo en el punto (zo,0) y
0 < z¢ < 1. Ahora consideremos una fuente imagen, es decir, con estirén en el punto
(Zo,0) con Tg > 1 (este punto estd fuera del dominio de la ecuacidn).
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Fig. C.8

La figura C.3 muestra la colocacién de las fuentes. Definimos un punto en la circun-
ferencia de radio unitario Py y las distancias Rg y Ro del punto Py a las fuentes. La
solucién que proponemos a este problema es

1 1

u(a,y) = In(5) ~ In()

donde R y R es la distancia de las fuentes a cualquier punto en el dominio. En el
caso que este punto se encuentre en la frontera del dominio, podemos mostrar que si
Z = 1/z, entonces

1 1 Ry
—) —In(=) =In(=) = cte

) = In(z) =In(z)
Esto se puede obtener escribiendo las distancias de la siguiente forma:

In(

RO i \/(COSO_.Z')2+ Sen20:\/372+1—2.’17(3050 5

1 il 2
Ry = \/(——cosﬁ)2+ sen29=\/—2+1——0050a
x z Z

de tal forma que

Ry 5 +12 cosf /1

R\ 22+1-2xcosf V a2

Esta dltima expresién es independiente de la coordenada 6, es decir, la expresiéon
vale para cualquier punto Py en la circunferencia. Este argumento es también valido
cuando las fuentes se encuentran colocadas sobre cualquier recta que pase por el
origen. Asi sustituimos z por la distancia de la fuente al origen (P).
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=l

Fig. C.4

La solucién de nuestro problema estd dado por la funcién de Green (Fig. C.4)

1 R
G(Ta 07 P ¢) = % ln(pﬁ)

_ 1
R=\/r"—2preos(0—¢)+p* , R= \/r2—2£cos<0—¢)+p—2

Finalmente, si tenemos una distribucién continua de fuerzas o estirones que actian
sobre la membrana y que estdn moduladas por la funcién f(p, @), la solucién a este
problema lo podemos expresar en términos de la funcién de Green:

1 2m
wr6) = 5= [ [ G00.0.) (0. 8)pdpas

El lector puede repetir este ejercicio para el caso tridimensional, cuando el dominio es
una esfera de radio unitario. En este caso las fuentes las podemos pensar como cargas
eléctricas y u el potencial eléctrico.

Funcion de Green

En esta seccién justificaremos la relacién (C.3) en dos y tres dimensiones. A partir del
Teorema de Gauss, determinaremos un conjunto de relaciones itiles para finalmente
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mostrar cémo podemos expresar la solucién de ecuaciones del tipo Laplace, Poisson
o Helmholtz utilizando la funcién de Green apropiada.

Consideremos un dominio acotado € C3, su frontera la denotamos como 9. Tomemos
una funcién vectorial F :  —2 de clase C?(2). El teorema de Gauss nos asegura que

///QV-Fdi:/ | Feda (C.4)

donde dZ es el elemento de volumen y da es el vector normal a la superficie multi-
plicado por el elemento de drea. Vamos a proponer que la funcién F se escriba en
término de las funciones escalares u y v, las cuales estan definidas en 2 y son de clase

c2(Q).
6m’u8y’u6z

Es claro entonces que bajo esta definicién V-F = uV?v+ Vu-v. Entonces sustituyendo
F en (C.4) tendremos el siguiente resultado:

/// uV?v + Vu - Vo dm—// u—da:-l—u—dy-i—ua—dz . (C.5)

Ahora definamos la funcién vectorial H de la siguiente forma:
Oou Ou Ou
H=(v—,v—,v—
(U(%L"U@y’vaz)

Aplicando el Teorema de Gauss a la funcién G, se obtiene un resultado similar a (C.5),

/// (vV?u 4+ Vu - Vo) dx—// v—dw—}— —d +vg—dz (C.6)
80

Restando (C.5) de (C.6) obtenemos la relacién conocida como la segunda identidad

de Green:
ov ou
2. 4 &2 A _
[ [ [awommton= [ [ (5i-v50) o

donde @ y 8Z son las derivadas parciales de v y u respecto al vector normal de la
superﬁc1e o0N.

F=(u )

En el caso bidimensional, utilizamos el teorema de Green, de esta forma, dada dos
funciones u y v definidas en un dominio cerrado s cuya frontera sea la curva C, se
obtiene un resultado similar a la segunda identidad de Green.

El lector puede repetir los cdlculos para el caso bidimensional y obtener el siguiente
resultado



130 APENDICE C FUNCIONES DE GREEN

Ou Ou
2 — = _— == —
//S(uV v —ovVu)ds /C (uan U@n) do

donde ds es el elemento de drea y do es la longitud de arco sobre la curva.
Ahora discutiremos sobre el tipo de funciones que son interesantes utilizar en la, se-
gunda identidad de Green. Tomemos como v(Z) la siguiente funcién:

11
R(Z,Z0) [|Z—20 ||

v =

Se puede mostrar que v(z) cumple con la ecuacién de Laplace, V2v(Z) = 0 si Z # o,
esto lo puede comprobar el lector como un ejercicio.

Ahora mostraremos c6mo podemos expresar la funcién u(Z) en términos de la funcién

o(x).

Fig. C.5

Consideremos el dominio Q C?® y un punto &y € . Sea B.(Zo) una bola de radio € con
centro en Zg tal como se ve en la figura (C.5). Apliquemos la segunda identidad de
Green en el dominio Q — B(Zo), cabe aclarar que en este caso tenemos dos fronteras
de , la frontera exterior 92 y la interior que es 0B, (Zo) :

1 Loo o
///Q LI R)—EVu)dm—
NG IS )a—// (40~ 7o)
sa \ On R Ra’? 8B. (o) on'R R on

Suponiendo €| pequefia, entonces 8—(%) evaluada en la frontera 0B(Zo) toma el
siguiente valor:

0,1 01
B =o'’

r=e¢

De esta manera, podemos evaluar la integral siguiente:
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[ fn @3 [ fp, e

donde < u > representa el valor promedio de u en la bola B(xg). Asi también, el
término 4 es igual a < en la frontera de la bola, por lo tanto:

R
1 du 1 ou ou
N 4 da = 4nel 22
/ BBeRanda e//anda 7T€<677)

En el limite, cuando € — 0, la expresién anterior se hace nula y h’rr(l) < u >= u(Fo).
e

Recordando que Vz(%) =0 en ) — B.(Zo), entonces la segunda identidad de Green
queda escrita de la siguiente forma:

dmulzo) = / /m<an< mo)>‘R<z1,zo)g_Z)d"
[ [ 7e=

Esta expresién nos da el valor de u(x) en el punto Zo de manera explicita cuando
tenemos una ecuacién diferencial parcial de u donde esté involucrado el laplaciano de
u. Esta situacién la tenemos en la ecuacién de Laplace (donde la segunda integral
desaparece) o la ecuacién de Poisson. En estos dos casos no aparece la funcién u(x)
implicitamente en la segunda integral y podemos evaluarla en todo el dominio.

El lector puede verificar que si el punto Zg pertenece a la frontera de (2, entonces
la expresién de la segunda identidad de Green solo se ve alterada por el cambio del
factor 47 a 2w en el primer término de la expresion.

El caso bidimensional es completamente similar al caso en tres dimensiones y se
obtiene el siguiente resultado

= [ (3)% -+ (o (2))
- fnz)e

Para este caso, se reemplazé la funcién v por el In(1/R), la cual es solucién de la
ecuacién de Laplace en el plano cuando z # Zg.

Consideremos en el caso tridimensional, que la funcién u(Z) cumple con la ecuacién
de Laplace en (2, entonces

(o) //8< 3n( HO))—R(;’%)%) da
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De esta forma, tenemos la solucién de u en cualquier punto de € si conocemos el valor

de u y de 8—:; en la frontera de 2. En la gran mayoria de los casos, solo disponemos

del valor de u en la frontera (condiciones tipo Dirichlet) o el valor de 8“ * (condiciones

tipo Neumann). ; C6mo podemos aplicar entonces esta férmula de Green‘7 La respuesta
estd en utlizar una funcién algo més general que 1/R(Z, Zo) en nuestra expresién. Asi
podemos lograr que el valor de esta funcién, o bien el valor de la derivada normal
sobre la frontera de 2 se anule. De esta forma solo necesitaremos conocer u 6 g—“ en

la frontera de (.

Para esto tomemos la expresién de la segunda identidad de Green aplicada a las
funciones «(Z) y w(Z). Un punto importante es que pedimos que la funcién w(x)
cumpla con la ecuacién de Laplace en el dominio 2. Asi tenemos:

///Q(uv2w—11)V2u)d:t:://BQ ug—:— %)da (C.8)

En esta dltima ecuacién tenemos que V2w = 0 en todo . Sumemos esta expresién
(C.8) con la identidad de Green obtenida en (C.7). De esta manera, la identidad de
Green queda transformada en la siguiente ecuacién:

//99[(47TR$$0) )%—“%(W%m—@]da
S EIAL (4le o7 )d‘”

Nombremos a MR(IW + w como la funcién de Green, la cual la denotamos como
]

G(Z,%0). La razén de afiadir la funcién w en G es para lograr eliminar uno de los

términos en la integral de superficie, de esta forma solo necesitamos saber el valor de

u, 0 bien el valor de su derivada g—z en la frontera. Ahora debemos seleccionar a la

funcién w que cumpla con las siguientes condiciones

1. V2w =0 en . La funcién puede tener singularidades fuera de Q.

2. m+w=0en69.0bien

3. 2 (747@&,%) Ly w) — 0 en 89.

Asi tendremos las dos expresiones bien conocidas de la funcién de Green para deter-
minar la solucién de u en el dominio 2 con condiciones de frontera tipo Neumann:

a‘ro)/ 89G(a‘c, —da—///G:ca:o 2u dz

y para el caso de Dirichlet:
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//BQ 20 zxoda—/// (Z,20)V Viu dz

En el caso bidimensional podemos proceder de manera similar al caso en tres dimen-
siones, el resultado que se obtiene es el siguiente. Para condiciones de Neumann

(%) /G —da—//wag V2u dS

y con condicines de Dirichlet:

—/ uiG(i’,:ﬁo)da—//G(a_:,ig)V% ds
c On s

En ambos casos, la funcién de Green estd definida de la siguiente forma:

1 1
Gz, 29) = —In|{ ———— w
(@,%0) = o (R(a:,:cg)> +
1, Cémo podemos entonces determinar la funcién w que se adecue a nuestro problema?

En el caso que tengamos condiciones de Dirichlet, la funcién w debe tener el mismo
valor que m en la frontera. Para lograr este hecho, podemos aprovechar el

método de imagenes que se vid en la seccidén anterior.

Tomemos un ejemplo en tres dimensiones. Sea ) la esfera de radio 1 y queremos
resolver el problema siguiente

Vi of mEnfgh |
u = JE) en 00 donde z € 00N

Lo primero es determinar la funcién de Green que se adecue mejor a nuestro problema.
Proponemos a la funcién w como la imagen de la fuente colocada en Zy € Q. Es calro
que el punto imagen debe estar fuera del dominio {2 para que w cumpla con la ecuacién
de Laplace en dicha regién. Usando la simetria radial del problema, el punto imagen
debe estar sobre la linea recta que une al origen con la fuente en Zy tal como se ve en
la figura C.6. Si la fuente Zo estd a una distancia p, entonces el punto imagen debe
estar a una distancia 1/p respecto al origen. El lector puede comprobar que con esta
configuracidn, la funcién de Green definida como:
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l/p

7
Xo

Fig. C.6

J 1 1
 Am|Z — 3|  An|z — |

G(.’E,Ii'o)

se anula en la frontera de la esfera. En este caso la funcién w corresponde a la accién

; ~1
de la carga imagen yrop Al

Esta funcién cumple con la ecuacién de Laplace en Q puesto que Z estd fuera de Q.

Otro ejemplo es cuando  corresponde a un cilindro de radio 1. La simetria del
problema nos permite reducirlo a un caso bidimensional. Usamos la funcién de Green
definida al final de la seccién dedicada al método de imégenes para el caso de un
dominio circular de radio 1. La funcién es entonces

siendo Zj el punto imagen tal como se ve en la figura C.7. En este caso, la funcién w
corresponde al punto imagen colocado en el punto Zj.
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Fig. C.7

De esta forma vemos que el método de imagenes es una forma préctica de encontrar
la funcién de Green que se adecue al problema de la ecuacién de Laplace o Poisson
que se esté buscando. Una mayor explicacién sobre el uso de la funcién de Green y
su aplicacién a otras ecuaciones como al de Helmholtz la podemos encontrar en las
referencias (Tyn Myint-u) y (Tijonov y Samarsky).

Un ultimo comentario sobre la funcién de Green aplicada a otro tipo de ecuaciones
distintas a la de Laplace o Poisson. Veamos el caso de la ecuacién de Helmholtz, el
cual se escribe de esta forma:

Viu+k*u=h en Q
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Notas

Capitulo I. El gjemplo de flujo de coches y la correspondiente discusién estan tomadas
de Linear and Nonlinear Waves de G. B. Whitham (John Wiley). La exposicién de
caracteristicas sigue de cerca los libros de Partial Differential Equations de Copson
(Cambridge Univ. Press) y Partial Differential Equations de Weinberger (Ginn Blais-
dell). Una referencia ttil es el libro Partial Differential Equations de Petrovski. Las
pruebas de unicidad estdn tomadas del Vol. II del libro Methods of Mathematical
Physics de Courant -Hilbert (Interscience).

Capitulo II. La presentacion sigue muy de cerca las notas Mathematical Methods in
Electromagmetism de Friedrichs (New York University), aunque los desarrollos se dan
en este texo con mayor detalle. La discusion del problema de olas en agua es muy
cercano a la del libro Water Waves de Stoker (Interscience). También la exposicién
sobre las ecuaciones de Maxwell, sigue de cerca las notas de Friedrichs. Mds referencias
sobre sistemas hiperbdlicos se encuentran en el Vol. II del libro de Courant-Hilbert.
Para la teoria mas moderna, las notas de J. Ize y las referencias que ahi se mencio-
nan. Para muy variadas aplicaciones de sistemas hiperbdlicos el libro Shock Waves de
Courant-Friedrichs (Interscience) y Linear and Nonlinear Waves de Whitham.

Capitulo ITI. Es un capitulo muy corto. La presentacién es escencialmente la de Wein-
berger. Para una discusién elemental pero detallada del problema de Sturm-Liouville y
sus aplicaciones a Ecuaciones Diferenciales Parciales puede consultarse el libro Fourier
Series and Boundary Value Problems de R. V. Churchill (Mc. Graw Hill). En la parte
de separacion de variables, los libros de Tikhonov y Samarski traen una discusién mas
avanzada y resuelven problemas interesantes. Son recomendables para una segunda
lectura. Para una introduccién a los métodos de Teoria del Potencial en Ecuaciones
Elipticas, que nosotros omitimos, puede consultarse el libro de Copson. Finalmente
una introduccién a la teoria més moderna de Ecuaciones Elipticas puede encontrarse
en las notas de J. Ize. Para una discusién detallada y muy bien escrita del problema
de radiacidn, referimos al libro Water Waves de Stoker.

Capfitulo IV. La parte referente a la ecuacién de segundo orden sigue el Weinberger y
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la de sistemas las notas de Friedrichs. Sélo que los casos se hacen con mayor detalle.
Para Transformadas de Laplace y sus aplicaciones referimos al tratado The Laplace
Transform de Van der Pol y Bremmer. También al Vol. IT de Courant-Hilbert en la
seccion: Transcient problems and operational calculus. Una referencia elemental es el
libro Operational Mathematics de R. V. Curchill (Mc. Graw Hill). Muchas aplica-
ciones a propagacion de ondas de la transformada de Laplace estdn en Mathematical
Methods of Physics de H. B. Jeffreys (Cambridge Univ. Press).

Capitulo V. En la obtencién de la férmula de Poisson para el problema no homogéneo
se sigue de cerca el Courant-Hilbert Vol. II. Un tratamiento extensivo de este tema
aunque muy avanzado estd en Sound Pulses de Friedlander (Cambridge Univ. Press).
La discusién del problema con valores iniciales sigue el Weinberger y Courant- Hilbert.
Discusiones interesantes sobre la ecuacién de onda con el método de potenciales de
Rietz lo tiene Copson. Métodos alternativos como promedios esféricos y transformada
de Radon estdn discutidos brevemente en Courant-Hilbert Vol. II. Ah{ se dan muchas
referencias sobre este tema.

Finalmente una referencia muy util aunque mas avanzada es el libro Partial Diferen-
tial Equations de F. John (Springer Verlag), tiene gran parte del material tratado en
estas notas y se recomienda como una segunda lectura.

Capitulo VI. En este capitulo se ilustraron algunos mecanismos de capa limite, con-
veccién e inestabilidad de frente de difusién. La lista de problemas es més bien re-
presentativa de la forma de atacar problemas de propagacién de frentes difusivos que
es un campo de interés muy actual.
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