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Problema 1.— Se tiene un sistema con un nimero variable de particulas cldsicas indistinguibles, cada una de masa m,
en una caja de volumen V. Para crear cada una de las particulas hay que suministrar una energfa ~; una vez creada
la particula pasa a formar parte de un gas ideal en el volumen V. Las energias permitidas para el sistema son ny mas
las energias cinéticas de las n particulas que haya dentro de V', paran =1,2,---.

(a) Usando el colectivo canénico, demostrar que la energfa libre de Helmholtz se puede escribir como
F=—-kTVX(T)
_ 2\3/2  _~/kT
donde X (T') = (27rka/h ) e V/RL,

(b) Calcular la probabilidad de que haya n particulas en la caja y, a partir de esa probabilidad, el valor medio N de
particulas.

(c) Calcular la energfa media y la ecuacién de estado del sistema.

Solucion:
(a) Las energias permitidas del sistema serdn (n =0,1,2,...)

ny + e, (n) 1)

donde ny es la energia “de creacién” de las particulas y €, (n) es la energfa cinética de las n particulas que haya dentro
del volumen V' (v son los niimeros cudnticos para el movimiento traslacional de las particulas que haya). Asi, para
escribir la funcién de particién del sistema hay que tener en cuenta que la energia del sistema dependers del nimero
de particulas que haya en el volumen, y que este nimero es variable. Por lo tanto serd

Z = io: Z efﬁrw efﬁeu(n) = ioeﬁ ny Z eiﬁsu(n) = i) eiﬁnw Ly (”) (2)

n=0 v

donde Z;, (n) =3, e~Pev(n) eg 1a funcién de particién de un sistema de n particulas libres indistinguibles que, como
sabemos, puede escribirse como
(2)"

n!

Ly (’I‘L) = (3)

donde z es la funcién de particién de una sola particula y viene dada por

2rmkT\ %2
z=V <T> (4)

Usando (3) y (4), la expresion (2) nos queda
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donde hemos definido

2rmkT \ >/ _
X(T):< =3 ) e VT (6)

que es, evidentemente, una funcién de la temperatura T'.
De esta forma, la funcién de Helmholtz es

F=—kTIhZ =—kTVX (T) (7)



(b) Por la propia definicién de probabilidad y de funcién de particién , tenemos que la probabilidad de que haya n
particulas en la caja se puede escribir, usando (5), como

1 V?L X’VL V'VL X?L _
P(n) = Z n! e (8)

que tiene la forma de una distribucién de Poisson. Por lo tanto, el valor medio es

N = inP n)=VX (9)

n=0

(¢) Conociendo la expresién para la funcién de particién (5) con (6), o la funcién de Helmholtz (7), todas las magnitudes
relevantes se pueden calcular sin dificultad. Asi, por ejemplo, la energia media

U:_<6;;Z>V:_V <6);—[(f)>vzvx <7+ng> :N(v+gk¢T> (10)

donde hemos usado (9). De igual forma, para la presién (ecuacién de estado) tenemos

oF VX N
P(W>TkTXkT77kT (11)

que es, como podia esperarse, la ecuacién de estado de un gas ideal.
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Problema 2.— Se quiere estudiar un modelo muy simplificado del equilibrio entre un sélido y su vapor (es decir, a lo
largo de la curva de sublimacién). Para ello se usard la aproximacién de Einstein para el sélido, el vapor se considerard
como una gas ideal ocupando un volumen constante Vg, y se supondra que la interaccién entre el vapor y el sélido es
muy débil y puede despreciarse. El sistema completo se supone aislado, de forma que si Ng y Ng son el nimero de
atomos en el solido y en el vapor, respectivamente, el nimero total N = Ng + Ng permanece constante (pero no el
numero de dtomos en el sélido y en el gas, ya que un dtomo puede abandonar el sélido para formar parte del gas y
viceversa).

(a) Recordando que el modelo de Einstein del sélido es equivalente a considerar 3N, osciladores cudnticos unidimen-
sionales todos de la misma frecuencia w, demostrar que la funcién de particién canénica del sélido es

Zg = e NVsheo [1 - eiﬁh“’] —3Ns

donde 5 =1/kT y e = 3hw/2.

(b) Sabiendo que en el equilibrio entre las dos especies (sélido y vapor) a temperatura constante la energia libre
de Helmholtz del sistema tiene que ser minima, demostrar que la presién de vapor del gas viene dada por la

expresion
p— k_T 2 €%0/KT (1 _ e—hw/kT)3
Ve

donde zg es la funcién de particién de un dtomo en el vapor.

Solucion:
(a) En el modelo de Einstein la energia permitida de cada oscilador es

1
Ep = (n + 5) fiw (1)
de forma que la funcién de particiéon de un oscilador es
S 5 Bhof2 N p—pmher _ €2
— —Ben _ ,—Bhw —pnhw _ %
ZS_ZOe =e Zoe =T (2)
n= n=

y para 3Ng osciladores (en el sélido los osciladores se encuentran en puntos fijos de la red, por lo que se consideran
distinguibles)

Zs = (ZS)SNS = ¢ 3Nsfhw/2 (1 — efﬁh”)fst

= e NsBeo [] o= Bne] T3NS 3)



donde €9 = 3hw/2.

(b) Para los atomos del gas, recordando que se supone ideal, la funcién de particién serd
o) * ¢
Ng!

g =

donde z¢ es la funcién de particién de un dtomo y hemos tenido en cuenta que los dtomos del gas son indistinguibles.
De esta forma, teniendo en cuenta que la interaccién entre el vapor y el sélido se puede despreciar, la funcién de

particion del sistema completo serd
Z=1ZsZg (5)

por lo que la energia libre de Helmholtz se escribird como

F=—-kTIhZ =—-kTInZg — kTnZg (6)
Como la funcién F' tiene que ser minima en el equilibrio y nos dicen que la temperatura es constante, derivamos
(6) con respecto a Ng y tenemos en cuenta que, como Ng + Ng = N = cte. por lo que dNg = —dNg. Asi
F InZ InZ, InZ InZ
0 :kTan SikTﬁn G:() = Jln Szang (7)
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Ahora, usando (3), tenemos
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y de (4), usando la aproximacién de Stirling In N ~ NIn N — N,
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por lo que, de (7), (8) y (9), obtenemos
—Beo
G e
26 10
Ne (1- e—ﬁhw)P’ (10)
Teniendo en cuenta que la ecuacién de estado del gas es PV = NgkT, donde Vg es el volumen ocupado por el
gas, y usando (10) nos queda finalmente

kT 3
_ (EL co/kT (1 _ —hw/kT
P (VG> zg e (1 e ) (11)

que es el resultado pedido, donde, recordamos, zg es la funcién de particién de un atomo del vapor.
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