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Problema 1. Se considera un sistema cldsico formado por un nimero muy grande de particulas N > 1. En este caso
los niveles de energfa forman un continuo, de forma que, en el colectivo canénico, la densidad de probabilidad de que
el sistema se encuentre a una temperatura Ty con una energia FE puede escribirse como
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donde Z es la funcién de particion, 3 = (kT) ' y D (E) es la densidad de estados, de forma que si AE es un intervalo
muy pequenio de energia (intervalo que se considera independiente de la propia energfa), el nimero de estados que
tienen energia dentro de ese intervalo es W (E) = D (E) AFE (observar que si los niveles de energia fueran discretos
D (E) serfa el factor de degeneracién y que la densidad de estados aumenta muy répidamente con la energfa ya
que D(E) ~ EN y N > 1). La densidad de probabilidad canénica es méxima para un valor de la energfa que
denominaremos U (el valor de la energfa més probable).

(a) Demostrar que, para ese valor mas probable U, se verifica
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(b) Desarrollando alrededor del valor U, y hasta el segundo orden en serie de Taylor, la funcién In [D (E) e=%F] y

teniendo en cuenta que
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(S es la entropia y Cy la capacidad calorifica a volumen constante) demostrar que la densidad de probabilidad
se puede escribir, en las proximidades del valor més probable U, como
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donde F es la funcién de Helmholtz.
Solucion:
(a) Derivando la densidad de probabilidad tenemos
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es decir,
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(b) Desarrollando la funcién In [D (E) e~#¥] en serie de Taylor alrededor del valor U, tenemos (la primera derivada
es nula ya que es la condicién de méximo de p (F))
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donde S = kIn W es la entropia. Por lo tanto
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donde F'=U — TS es la funcién de Helmholtz.
Para la segunda derivada tenemos, usando (5),
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por lo que (3) se escribe como
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de forma que, finalmente,
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que es lo que nos pedian demostrar.
|

Problema 2. Se supone un sistema ideal de bosones, tales que su energfa depende del momento en la forma &(p) =
K p™, donde K es una constante y n un nimero tal que 0 < n < 3. Se pide:

(a) Demostrar que la ecuacién de estado para el sistema se puede poner, sin escribir las constantes, como
PV ~ 373/t g (@) — B In(1 - a)

donde 8 = (kT)_l7 a = eP* es la llamada actividad absoluta (también se conoce como fugacidad) y g es una
funcién de la actividad absoluta dada por
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I8 = 1 (r) Jo aler—1

(b) Demostrar que, a temperaturas muy bajas (menores que la temperatura de “condensacién”), el calor especifico
se comporta con la temperatura como

Cy ~ T3/ n

(c) (Cudl serfa el valor de n si el sistema estuviera formado por fotones? jy si estuviera formado por fonones?

Solucidn:
(a) La ecuacién de estado viene dada por

PV=kTnZ=—kT» In[l—ee ] =—kT> In[l—ae ] (1)

donde a = €’ es la llamada actividad absoluta o fugacidad. Ahora, pasando de la suma a una integral, podemos
escribir

InZ= 72111 [1—ae ] ~ /OOOD(e)ln [1—ae]de—In(1-a) (2)

donde el tltimo término viene de considerar explicitamente el estado ¢ = 0 que no estd considerado en el paso a la
integral (ya que D (0) = 0) y que en los sistemas bosénicos es fundamental.
Para calcular D (¢) seguimos el procedimiento habitual. El nimero de estados corpusculares en el espacio fdsico es

Usando ahora ¢ (p) = Kp", nos queda = = K’ f g3/ "=1de, donde K’ es una nueva constante. Teniendo en cuenta
que Z = [ D (¢) de, tenemos, finalmente

D(e)=K'er! (3)



por lo que
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Integrando por partes nos queda (quitamos los términos constantes delante del signo integral)
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que, haciendo el cambio x = (¢, se puede poner como
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Definiendo la funcién 1
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se tiene
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lo que conduce, para la ecuacién de estado, a
PV =kTmZ~p " gy 1 (a)— " In(1-a) 9)
(b) La energia media se calcula como (observar que en la derivada, ademds del volumen, es a lo que permanece
constante)
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por lo que, usando la expresion (8), tenemos
Ur 37" g (a) ~ T gy () (11)

Para temperaturas muy bajas (por debajo de la temperatura critica de condensacién) se tiene que p = 0 lo que
implica que a = e®* = 1, por lo que g3 /n+1 (1) no depende de la temperatura y nos queda

— ou 3/n
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que, recordemos, es vdlida para temperaturas muy pequenas.

(c) Tanto para el caso de fotones como de fonones se tiene que Cy ~ T para T < 1, por lo que, en ambos casos,
n=1.
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