MECANICA ESTADISTICA ( 42 curso. C.C. FISICAS )

JUNIO 1998 PRIMERA SEMANA

Problema 1.— Se tiene un sistema de NN osciladores harménicos unidimensionales, cldsicos y distintos, todos con
frecuencia w, que queremos describir mediante el “colectivo microcanénico”. El hamiltoniano del sistema lo represen-
taremos por H (p,,q,) (con v =1,2,---,N) y se supone que el sistema estd a una temperatura 7.

(a) Sabiendo que si la energia maxima del sistema es F, el volumen del espacio de fases viene definido por la expresién
V(E,V,N) = / dNqd™p
H<E

Demostrar que

donde T'(N) = (N — 1)! es la funcién gamma. (Sugerencia: hacer en el hamiltoniano el cambio de variables

T, = mwq, y recordar que el volumen de una esfera de dimensiéon 2N y radio R es WIEIN)RQN )

(b) Sabiendo que el drea de la hipersuperficie de energia F se obtiene a partir del volumen del espacio de fases
mediante la expresiéon 0V/OF, demostrar que, si N > 1, la entropia del sistema viene dada por la expresién

S~ Nk {1+ln (g>}
hw

(c) Demostrar que, para este sistema, la presiéon P es nula.

Solucion:
(a) El volumen del espacio de fases viene dado por V(E,V,N) = [, d"qd"p, con el hamiltoniano

N 2
Py, 1
Hpg) =Y [% . Emwzqz} W

v=1

Haciendo el cambio de variable z,, = mwg,, el hamiltoniano nos queda H = 5= Zivzl (p2 + a2)y, entonces

V(E,V,N) = (L>N / dNxdp (2)

mw
Zivzl (p2+22)<2mE

Pero la integral es ahora el volumen de una esfera de 2N dimensiones y radio R = v2mFE, es decir #J:N)RQN ,
por lo que
N N N N N
1 2mkE h E
VEV,N)=(—] I @mB)” _ — 3)
mw NT(N) NT(N) \ hw
(b) El drea de la hiperesfera de energia E se obtiene a partir de la expresién (3)

donde hemos tomado N — 1~ N ya que N > 1.
La entropia se calcula como

S:kﬂln<%>:kln[ﬁ(%>1\/

que, usando la aproximacién de Stirling InT' (N) ~ In N! =~ NIn N — N, se reduce a

S~ Nk {1+ln (Nihw)] (6)

—k [Nln <%) - lnF(N)} 5)




Por otra parte, la temperatura viene dada por

1 oS Nk
T_(8_E>V7N_F = E=NkT (7)
por lo que
kT
~Nk|l+In(—
5 [ tin ( hw)] ®)
(c) Para calcular la presién, usamos la relacién
oS oF
P=T|—=) - |=] =
(), (&), ®

ya que ni S ni E dependen del volumen del sistema.

Problema 2.— Se considera un gas de Fermi a la temperatura T = 0 y en el que la energia de las particulas se
relaciona con su momento por una expresién general € (p) .

(a) Demostrar que, como una funcién del momento, la densidad de estados D(p) es independiente de la relacién que
exista entre la energia y el momento y viene dada por la expresion

dmgV
D(p) = =51

(b) Calcular el momento py, correspondiente a la energfa de Fermi e, como funcién de la densidad de las particulas.

(c) Mostrar que la presién P del gas viene dada por la siguiente expresion

drg (P14 (de
p=—7 Z)d
313 Jo ¥ (dp) g

(Sugerencias: en las expresiones generales que hay que usar en el problema, trabajar con el momento p y no con la
energia ¢, e integrar por partes cuando sea necesario en el ultimo apartado).
Solucion:
(a) Suponiendo que los niveles de energia estdn muy juntos, las sumas discretas sobre los estados de energfa individuales
se pueden sustituir por integrales sobre el espacio fasico. El nimero de estados corpusculares en un elemento de volumen
del espacio fasico viene dado por
g g
ﬁdsqd:ﬁp = ﬁd:ﬁq sen avda df p*dp (1)
donde g = 2s + 1 es el factor de multiplicidad de espin.

El niimero medio de particulas serd

Vo= Snkola [ [reolcatr=25 [Ta [Csenada [Tniw) v

47;Lg3v /000 ne ()] p?dp = /OOO D (p)nle (p)] dp )

donde draV
g
D(p) = 73 p? 3)
es la densidad de estados, escrita en funcién del momento (nétese que, para particulas libres no relativistas que cumplen

3/2
la relacién € (p) = p?/2m, la expresién anterior se transforma en la ya conocida D (¢) = D (p) gg = % VE).
(b) Como T = 0, el niimero medio de particulas con energia ¢, n (&), vale 1 hasta la energia de Fermi y 0 para valores
mayores. Si py es el momento asociado a la energia de Fermi €, se puede escribir (2) como

o drgV 3n3 \'/*
v= [Mowa=Sn = = () (4)

donde p = N/V es la densidad media de particulas.




(c¢) La ecuacién de estado viene dada por la expresién

PV =-Q= k:T/ D (p)In (1 + eﬁ[“_a(p)]) dp = 47rng:T/ p*In (1 + eﬁ[“_a(p)]) dp (5)
0

El logaritmo puede eliminarse en la expresién anterior integrando por partes

oo Bn—e) /4
2 Blu—e(p)] — = E(p 6 € £
/0 pln(1+e )dp [p ln(l—i—e / eﬁ(l‘5+1<dp dp
. B dp B 6 e 3 de
e p—§/0 P (£)ne
de forma que,
dwgV de
PV =
V=S [T (S) e a ©
que, para T = 0, conduce a la férmula para la presiéon pedida
dmg [P 4 (de
= 343 o p d_p dp (7)

donde, de nuevo, py es el momento asociado a la energfa de Fermi.




