1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA

8 PESO ESTADISTICO. ENTROPIA.

PESO ESTADISTICO

Considere un sistema aislado. Lo dividimos en dos subsistemas A y B que pueden intercambiar energia
entre si. Voy a buscar todos los estados accesibles del sistema total cuando tiene una energia Er. Para ello
busco todos los posibles microestados de cada subsistema con energias En y Eg, tal que Ex+Eg=E+. Voy a
hacerlo con un ejemplo sencillo: un sistema de 4 osciladores cuanticos. No es un sistema macroscépico
pero es suficiente para introducir el comportamiento de esos sistemas. Normalmente no ocurre asi con
sistemas de pocas particulas. El sistema de los cuatro osciladores se divide en dos subsistemas iguales de
dos osciladores cada uno.

El problema de N osciladores ya lo vimos en los problemas. Cada oscilador tiene una energia
g(n)=(%2+n)hw=(2+n)gy, con n=0,1,2,3,... Para N osciladores la energia es E = g(n1)+&(n2)+... =
(24nl)eg + (24n2)gy +...= Ngo/2+Mgy, donde M=n1+n2+... Como cada ni=0,1,2,3,... M podra valer
0,1,2,3,... Observe que para cada energia E hay un valor de M y viceversa. En el caso de N=2 osciladores
(que corresponde a cada uno de los dos subsistemas A y B) E=1+Mg,. Para cada energia habiamos visto
que habia un nimero de estados igual a Q(E,N) = (M+N-1)!/M!(N-1)!. Para N=2, nuestro caso Q(E,N=2)
= (M+1)!/M!I=M+1, es decir para las sucesivas energias (o valores de M) el nimero de estados es 1,2,3,..
En la figura se muestran los estados de las energias mas bajas para uno de los dos subsistemas, por
ejemplo el A. He llamado a los sucesivos estados a,b,c,d,..... El subsistema B es idéntico. Llamaré a los
correspondientes estados de B: a’,b’,c’,d’,... Observar que la energia total de los sistemas A, B y total, asi
como el numero de osciladores de cada uno de estos sistemas, estan jugando el papel de variables
MACROSCOPICAS aunque dificilmente podrian ser consideradas como tales.
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1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA
Pongamos los dos sistemas en contacto: pueden intercambiar energia. Este intercambio de energia
seguira una dindmica que no nos importa.

YAVILVAY

A B
Lo que he hecho para 2 osciladores se puede repetir para 4, es decir buscar los posibles valores para la
energia Er de los estados MACROSCOPICOS y contar cuantos estados microscopicos le corresponden. Er
es la suma de las energias de 4 osciladores: Er = €(nl1) + €(n2) + €(n3) + €(n4) = (2+n1+n2+n3+n4)g,

= (2+M)g; con M=nl1+n2+n3+n4=0,1,2,3 ..., Q1(E,N=4) = .... = (M+3)!/M!I3! = 1,2,3,4,... para
M=0,1,2,3,...., etc. etc. El resultado se muestra en el diagrama siguiente
! _
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gue como se ve cada microestado es una combinacion de un microestado de cada subsistema.
Supongamos que tenemos el sistema de 4 osciladores aislado y con una energia total E;r=6¢&,. Sea la
energia que sea de A y de B y sea el que sea el microestado en el que estén A y B se deba cumplir en
todo momento que Er = 6gy = Ep + Es.

El nUmero de microestados con Er = 65, son 35 que se obtienen de hacer las combinaciones de estados de
AconlosdeB: Q(EN=4)=1x5 + 2x4+3x3+4+4x2+5x1=54+8+9+8+5=235
=2 Qa(Ea ) Q&(Eg) = X Qa(Ea ) Q&(Er-Ea)
EA EA
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1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA

Observe que cada microestado del sistema total se construye con estado del sistema A de energia Ea y
con un estado del sistema B con la energia complementaria Eg=E{-En:
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Ahora voy a clasificar los 35 microestados basandome en como se obtienen de la combinacién de los

microestados de los subsistemas A y B:
~ Pa(Ea) ~ Pg(Esg) I

Qa(Ea)x Qs(Eg) = Qa(Ea)XxQB(ET-Ea)

~ pa(Ei=En)
5T ST 9T ? ? — 35= > QA(EA)X QB(EB) = Qp
- S
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1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA

En equilibrio todos los microestados del sistema total, los 35, tienen la misma probabilidad de ser
ocupados (2° postulado: la probabilidad sélo depende de la energia). Por lo tanto del ejemplo y en
general se llega inmediatamente a las siguientes conclusiones:

p(Ei=EA) = probabilidad de encontrar el sistema A en uno de los microestados de energia E
es directamente proporcional al nUmero de microestados de B con la energia
complementaria Egz= Er — Ex para que el total sea el adecuado, es decir ~ Qg(Ey = Ea)

Por ejemplo el “micro b” aparece 4 veces porque se combina con los 4 micros del sistema B para dar la
energia total 6gg, el “*micro h” sélo aparece 2 veces ya que sélo se puede combinar con 2 microestados de
B, es decir su probabilidad es la mitad de la de “b"”.Esta probabilidad normalizada es por tanto: p(Ei=E,) =
Qs(Er — Ea) / Qr(Er) = Qs(Er - Ea) / 35. Asi que p(b)=4/35y p(h)=2/35.

P(Ea) = probabilidad de encontrar el sistema A con energia Ex pero no importa en cual =
= probabilidad de encontrar A en cualquiera de ellos, p(E;=Ex) (todos son igualmente probables)
por el nimero de ellos: =Qa(Ea ) Qs(Er — Ea)/ Qr(Et)

Como E, es una propiedad global del sistema A, la probabilidad P(E,) es en realidad (si el sistema fuese
macroscépico) la probabilidad de que el sistema tenga la energia Ex. Observe que la expresion obtenida
ya estd normalizada a la unidad. En el ejemplo: p(Ea=2g;) = 2x4/35 = 8/35y p(Ea=4g) = 4x2/35 =
8/35.

Las conclusiones pueden rescribirse asi:

La probabilidad de que un sistema esté en un preciso microestado de
energia E es proporcional Qry(Er — E), donde Er es la energia total del
universo, y Qry el nimero de estados del resto del universo:

P(E)~ Qru(Er — E)

y la mas util como veremos:

La probabilidad de que un sistema esté en un macroestado de energia E
(o lo que es lo mismo en cualquiera de los microestados de energia E) es
proporcional al producto 2(E)Qru(Er — E), donde Er es la energia total del
universo, y 2 y Qry son el numero de estados del sistema y del resto del
universo respectivamente:

P(E)~Q(E)Qru(Er - E)

Haciendo numeros en el ejemplo de los 4 osciladores se tienen los resultados (ver recuadro adjunto) para
las distintas probabilidades de los subsistemas A y B y el sistema total. Es un ejercicio elemental pero
compruebe que lo entiende. iEs fundamental entenderlo!
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1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA

Para que la energia total sea 6 (en unidades de hw=g,) las posibles combinaciones energéticas de los
subsistemas, del ejemplo de los 4 osciladores, deben ser:

Ea 112]3]4]5

EB=ET'EA 5 4 3 2 1

Er+Es 66666

Y las correspondientes combinaciones de microestados:

Ea 1 2 3 4 5
Qa(En) 1 2 3 4 5
Qs(Et-Ea) 5 4 3 2 1
QAXQB 5 8 9 8 5

Por lo que el numero total de estados del sistema total (con Er=6) es
QT(ET:6) =3 QA(EA)XQB(EB): = 1x5+ 2x4 + 3x3 +4x2 +5x1 =5+ 8+ 9 +8 +5 = 35

como debe ser.

Los 35 estados son igualmente probables, todos tienen la misma energia total Er=6¢,. La probabilidad de
que el sistema esté en cualquiera de esos 35 estados debe ser 1/35, o, en media, cada 35 unidades de
tiempo el sistema cambiara de estado. Pero no todos los estados son iguales, en algunos la energia de A
es pequena y la de B es grande y viceversa. Del sistema total ya esta dicho todo en este ejemplo.

La probabilidad pa(Ei = Ea) de que el subsistema A esté en UN preciso microestado de entre los que tienen
energia E5, pudiendo ser Ex=1,2,3,4 0 5. Naturalmente para que A esté en ese estado y por tanto tenga
esa energia, el subsistema B tiene que tener la energia complementaria Eg=Et -E,, es decir puede estar
en CUALQUIERA de los microestados de energia de energia Eg=E; —Ea. Esta claro que, cuantos mas
microestados tenga B con esa energia complementaria, mas posibilidades tendra A de estar en el
microestado propuesto, es decir que como se ha dicho antes pa(E; = Ep) es proporcional a Qg(Et — Ea). Si
se incluye una constante de normalizacidon: pa(E; =Ea) =Q&s(Er — Ea)/ Q1(E+). La constante de
normalizacion ahora es 1/Q+(Er)=1/35. Por lo tanto:

Estadoi |a b C d e f g h i j k I m n A
Energia E; |1 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5
Qs(Er-E) |5 4 4 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1 1
pa(Ei) 5/35]4/35 |4/35 |3/35 |3/35 |3/35 |2/35 |2/35 |2/35 |2/35 |1/35 |1/35 |1/35 [1/35]1/35

De manera analoga se obtendrian las probabilidades pg.

Ahora podriamos preguntarnos por la probabilidad P.(Es) de que el subsistema A esté en CUALQUIER
estado de energia E,, sin importar en que preciso microestado con tal que tenga la energia Ea.
Naturalmente para que A tenga esa energia el otro subsistema, otra vez, tiene que tener la energia
complementaria Eg=E; —-Ea. E igual que antes, cuantos mas estados tenga B con la energia
complementaria, mas posibilidades tendra A de tener la energia Ea, €s decir PA(Ex) ~ Qg(Er — Ep).
TAMBIEN, esto es nuevo, cuantos mas estados tenga A con esa energia también aumentara la esta
probabilidad, asi que como también se ha dicho antes: PA(Ex) ~ Qa(Ea) Q&(Er — Ea). Si se normaliza esta
prObabi“dad se ||ega a PA(EA)=QA(EA) QB(ET - EA)/ QT(ET)

Ea 1 2 3 4 5
P(E.) | 5x1/35=1/7 | 2x4/38=4/19 | 3x3/35=9/35 | 4x2/35=4/19 | 5x1/35=1/7

De manera analoga se obtendrian las probabilidades de Pg
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1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA

Podriamos representar los microestados del sistema total de esta forma:

-_—

4.... EA EB =ET-EA .5 4 3 2

Nos fijamos ahora en esta probabilidad: la de encontrar un subsistema con una energia, sin importarnos
en qué preciso microestado de esa energia esté. Observamos que PA(E) es producto (salvo la constante de
normalizacion) de dos funciones niumero de estado, QA(E) y Q&(E), y por tanto, en el caso usual,
crecientes con la energia. Sin embargo el argumento de una de ellas es la energia complementaria asi que
finalmente P es el producto de dos funciones una creciente QA(E) y la otra decreciente. QA(E+-E).

En la figura se muestran estas dos funciones y se ve claramente como una crece y la otra decrece con la
energia del subsistema elegido, el A (y viceversa si hubiéramos elegido el subsistema B). Las lineas
verticales rojas es el producto de ambas funciones en cada energia de A y por tanto es la funcién de
probabilidad P, (salvo el factor trivial de normalizacién).
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1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA

Pa(Ea ) ~Qa(En) Qs(ET—EA)

Qp(Es=ET-Ei) ~ pa(Ei)

Qa(Ea) ~ pe(Ei=ET-EA)

—

EB=ET-EA

Con las ideas expuestas voy a definir el Peso Estadistico y ver que significa en el ejemplo de los 4
osciladores. Luego expondré cdmo va perfilandose su significado conforme el sistema contiene mas y mas
particulas. Finalmente para mayor claridad describiré un sistema de 5000 osciladores que aun no siendo
realmente macroscopico ilustra a la perfeccion el efecto de aumentar el nUmero de particulas (osciladores
en nuestro caso) del sistema.

Por definicion:

PESO ESTADISTICO: conjunto de estados con probabilidad significativa de
ser ocupados

Si uno se fija en los valores (ver recuadro anterior) de las probabilidades de ocupacion de los distintos
microestados del sistema A, del ejemplo de los 4 osciladores, se observa que las esas decrecen
mondtonamente con la energia (comportamiento general como demostraremos mas adelante). En el caso
de menor probabilidad p=1/35, es decir para la maxima energia Ex=5 que puede tener el sistema A en las
condiciones dadas, no se puede considerar que sea despreciable (claro que esto siempre es relativo) pero
es del orden de la probabilidad, 5/35, del microestado mas probable. Como consecuencia, todos los
estados tienen, desde el a hasta el fi, una probabilidad significativa de ser ocupados por el sistema A.
Entonces el Peso Estadistico debe ser 15. Como el sistema B es idéntico al A, también tiene un Peso
Estadistico de 15. En sistema total todos los estados tienen la misma probabilidad asi que el Peso
Estadistico debe es 35, el nUmero total de estados que tienen el sistema total en las presentes
circunstancias. La conclusion en el ejemplo es que el Peso Estadistico coincide con los estados accesibles
de cada sistema en las condiciones dadas. Si esto fuese asi siempre no tendria el menor interés. Pero
veamos como se discriminan los microestados del Peso Estadistico de entre todos los accesibles si el
numero de particula aumenta hasta hacerse macroscépico.

A las siguientes figuras hay que afadir la discusion hecha en clase.
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1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA

El rango de energias del Peso Estadistico del sistema A estd marcado en rojo. Conforme se aumenta el
tamano (el nimero de particulas) del sistema para hacerse normal (macroscdpico) lo que pasa es:

Pa(Ea ) ~Qa(Ea) Qs(ET—EA)

Qp(Es=ET—Ei) ~ pa(Ei)

\ Qa(En) ~ pe(Ei=ET-EA)

y

PESO
ESTADISTICO

RANGO DE
ENERGIAS DEL
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1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA

Para tamafios tipicamente macroscépicos:

iUna delta de Dirac!

Pa(Ea ) ~Qa(Ea) Qs(ET—EA)

Qp(Es=ET-Ei) ~ pa(Ei)

Qa(Er) ~ pe(E=ET-Ea)

N\

Las energias de los se restringen a un intervalo infinitesimal.
Las energias correspondientes del sistema TOTAL tienen “practicamente” la totalidad de los
estados.

Si llamamos <Ex> a la energia media de los estados del Peso Estadistico y SE, al intervalo de la energia
del Peso Estadistico, nos damos cuenta de que esta energia es el valor medio de la energia del sistema A
y por tanto PESO ESTADISTICO DE A = wa(<Ea>)8Ea; en general se podra escribir:

PESO ESTADISTICO = w(<E>)3E

Lo que indica que el Peso Estadistico crece asombrosamente también con la energia.

G. NAVASCUES 23/10/2004 9



1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQUILIBRIO Y ENTROPIA

60, (E,N,V)

oE
se escribe wa=wa(Ea,N,V), se sobreentiende que se trata de la energia media. Asi que el Peso Estadistico
en una funciéon de E, Ny V.

No olvide que @ = , s decir que de forma mas explicita es ma=wa(<Ex>,N,V). Usualmente

Observe que existe cierta ambigiedad en la determinacién del intervalo de energias ya que depende de
un criterio aparentemente vago, el de que los estados sean visitados de manera significativa por el
sistema A. ¢Significativa? Sin embargo esto no sera ninglin problema como veremos mas adelante.

Simultdneamente por simetria: PESO ESTADISTICO DE B = wg(Eg)SEs= wg(Et -EA)8Es. Como 3E, = 6Eg
y que Peso Estadistico del sistema total debe obtenerse de la combinacion del nimero de estados con
mayor peso probabilistico de los dos subsistemas, es decir del producto de los pesos estadisticos:

PESO ESTADISTICO DEL SISTEMA TOTAL =
= PESO ESTADISTICO DEA x PESO ESTADISTICO DE B =

=  ©a(Ea)dEa X wg(Eg)SEs = wa(Ea)3EA X ws(Er -Ea)SEs

Observe que el Peso Estadistico del sistema total (que estd aislado) es practicamente el niumero total de
de microestados accesibles, mientras que no es ni mucho menos lo que pasa con los subsistemas, es mas
hay rangos de energia de los subsistemas ( correspondientes a mayores energia que la media) con
muchos (muchisimos) mas microestados.

Fijese que el Peso Estadistico del sistema total como producto de pesos estadisticos de los dos
subsistemas no se cumple en el ejemplo de los 4 osciladores. Este producto sélo tiene sentido en el caso
de sistemas macroscdpicos. En cualquier caso el Peso Estadistico del sistema total es practicamente igual
a su numero de microestados como hemos visto antes y este numero si que es el del caso de los 4
osciladores. Este ejemplo fue elegido para ilustrar las ideas pero no es posible hacerlo con todas ellas ya
que son propias de sistemas macroscopicos.

Para acabar la presente discusidon note que se puede generalizar la expresion del Peso Estadistico (PE)
como producto de pesos estadisticos si el sistema es dividido en dos 0 mas subsistemas.

PE del sistema TOTAL = PEde AxPEdeBxPEdeCxPEdeD x .... =
(A)A(<EA>)8EA X (DB(<EB>)8EB X (0(;(<Ec>)6EC X (A)D(<ED>)6ED X ....

A B C D

oa(<Ea>)8Ea X wg(<Eg>)8Eg X wc(<Ec>)8Ec X op(<Ep>)SEp X ...
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Vamos ahora con un ejemplo del libro de Waldram (ver bibliografia; este libro es recomendado
especialmente): considere 10.000 osciladores cuanticos como sistema aislado. Cada subsistema tiene
5000. Fijese que aun asi estos nimeros de osciladores son ridiculos en comparacién con lo que seria un
sistema macroscépico (N del orden de 10%*) pero al menos no nos desbordaran. Ante la imposibilidad de
representar directamente cada posible estado me limitaré a representar por pequenas lineas, sobre los
ejes de las energias de los subsistemas A y B las respectivas densidades de estados y por puntos, sobre el
primer cuadrante, la densidad de estados del sistema total. A mayor concentracién de pequenas lineas, o
puntos, mayor densidad de estados. Todos los puntos que estan en una misma recta Eg=-Ex+E;, de
pendiente -1, corresponden a estados del sistema total con la misma energia. Y naturalmente los puntos
entre las rectas Ex+Eg=E1 y Ea+Eg=E; +dEt corresponden al sistema total con energia entre Er y Er+dEs.
Para una energia total dada, donde esté la zona de mayor acumulaciéon de puntos sera del Peso
Estadistico. Fijese que en el caso del intervalo de energias ahora el sistema no esta estrictamente aislado
pero eso es lo de menos.

La mayoria de los
estados del sistema
total estén en esta
zona (Peso Estadistico
del sistema total)

Es|w(Es)

Los estados del sistema A con probabilidad de estar
ocupados (Peso Estadistico del sistema A) estan en
esta zona de energias que debe corresponder a <Ep>
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En el siguiente diagrama se describe otro aspecto del Peso Estadistico. En este caso son 15000
osciladores y los subsistemas no son iguales, pero esto es lo de menos. Se supone ahora que la
interaccion entre los subsistemas es menor que la interna en cada subsistema, de tal forma que el
intercambio de energia es menos efectivo entre subsistemas que entre osciladores dentro de un mismo
subsistema. Ahora en los ejes se representan las energias y el nimero de estados de los dos subsistemas,
(una representacion similar al diagrama anterior). Para una energia de 15000 unidades (15000
excitaciones repartidas entre todos los osciladores) se representan los posibles estados del sistema total
distribuidos conforme a como se reparten las 1500 unidades de energia entre los dos subsistemas (otra
vez similar representacién del diagrama anterior). Se ve que cuando el reparto de la energia total se hace
dando al subsistema B unas 10000 unidades y al A unas 5000 unidades se obtiene el mayor numero de
microestados del sistema total (=10°%%!, Peso Estadistico=wa(5000)3Ex X wg(10000)5Es); mas aun, para
cualquier otro reparto el nUmero de microestados del sistema total, a pesar de ser enorme, es totalmente
despreciable frente al maximo. Fijese como cambian los nimeros al pasar de 4 a 15000 osciladores, y
este cambio es nada comparado con lo que saldria si tuviéramos iiii10?* osciladores!!!!

La “delta” en rojo y las flechas que le acompafian estan relacionadas con la evoluciéon temporal del
sistema (ver discusién en el libro de Walfram, o los apuntes de clase)

= A B
Microestados de B en 5000 10000
funcion de la energia m Osc!Iatc.iores Osc!Iatc.iores

15000— L] cuanticos cuanticos
Er=1500 (en unidades de hw)
AN
109000

10000— .

_1 06000 1090309 \

409000 \

- 10 \\

5000 1 107000 \’ Microestados de A en
’0 funcion de la energia
108000
| 103000
L 10200 107000 \
1 01000 1 02000 1 03000 1 04000
I I I I
I I I
5000 10000 Ea 15000
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ENTROPIA

Ahora estamos en condiciones de definir la entropia como:

S =k Ln (Peso Estadistico)

Donde k es la constante de Boltzmann e igual a 1.38x107!® erg/K.

De momento es una definicion pero veremos que coincide con la entropia termodindmica y por tanto esta
expresion es de extraordinario interés ya que establece un vinculo entre el mundo macroscépico (la
entropia termodindmica) y el microscépico (el Peso Estadistico).

La entropia es, por definicion, una medida del numero de estados que el sistema visita con probabilidad
significativa.

La constante k es simplemente un factor para que la Entropia aqui definida, coincida numéricamente y
con las unidades correspondientes con la entropia termodinamica.

El logaritmo juega un papel importante en esta identificacion. De momento lo que hace es planchar
literalmente el extraordinario crecimiento del Peso Estadistico con E. S como funcién de E puede dibujarse
sin problemas. Pero aun mas importante, la propiedad de factorizaciéon del Peso Estadistico se convierte
en SUMA con el logaritmo:

S(ET) = SA(<EA>)+ SB(<EB>)+SC(<EC>)+ SD(<ED>)+---'

Es decir la entropia es una magnitud EXTENSIVA; la entropia de un sistema es la suma de las entropias
de sus partes, como lo son las variables macroscopicas V o N.

Como el peso estadistico es una funcién de E y de posibles parametros externos como N y V, la entropia
también lo es S=S(E,N,V,...)

A pesar de las diferencias Q(E) < Qo(E) y (en los sistemas estadisticamente normales) w(E)JE < Qq(E), la
entropia, S=k Ln [w(E)SE], se puede evaluar también como S = k Ln[Qy(E)] 0 como S = k Ln[Q(E)]. Esto
es debido a que las diferencias mencionadas acaban siendo totalmente despreciables al tomar el
logaritmo. Veremos este comportamiento en distintos problemas con un nimero macroscépico de
particulas.

El minimo valor posible del Peso Estadistico es 1, por tanto PE>1, y como consecuencia S > 0. La
entropia no puede ser negativa

La entropia es una funcion cdncava con respecto a la energia (y con respecto a N y V). Para llegar a esta
conclusion se puede utilizar el mismo argumento de equilibrio que en Termodinadmica.

o(E), Qo(E), Q(E) S=KLNn(o(E)SE =k LnIQn(E)1= k LNTQ(E)]

—
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La posibilidad de identificar la entropia con kLn[Q(E)] me permite "redibujar" las graficas, que he utilizado
para introducir el peso Estadistico, con la entropia en vez de con el nimero de estados. En la figura
adjunta hago esto y se observan comportamientos muy interesantes: los cambios de curvatura como
debe ser, la posibilidad de dibujar el comportamiento de la entropia con la energia para los distintos
sistemas, A, B y total, todo ello a la misma escala y lo mas importante: en equilibrio la entropia del
sistema total es maxima. Este punto lo voy a discutir con mas extensién a continuacion.

Qp(Eg=ET-Ei) ~ pa(Ei)

N\

SB = kLn[QB(EB)]

Pa(Ea ) ~Qa(Ea) Qs(ET-EA) ’

S=S,+Sg=k LnQr

7

Qa(Ea) ~ pe(Ei=ET-EA)

Sa = KLn[Qa(EA)]

Ea
EB=ET-EA
EV EO
EY =<E, > EY =<E, >
EM ED
A B EY =<E,> | EY=<E>
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1 CONCEPTOS BASICOS. PROBABILIDAD, EQU,ILIBRIO Y ENTROPIA i
9 LEY DE CRECIMIENTO DE LA ENTROPIA. 22 LEY DE LA TERMODINAMICA. PROCESOS
REVERSIBLES E IRREVERSIBLES

Considere dos sistemas macroscépicos, A y B, separados entre si pero en equilibrio consigo mismo cada
uno de ellos. Sus energias respectivas son Ex(1) y Eg(1). Los dos sistemas se ponen en contacto de
manera que pueden intercambiar energia manteniendo, naturalmente, la energia total: Er=EA(1)+Eg(1).
Inicialmente los dos sistemas, ahora subsistemas del total, no tienen porque estar en equilibrio y por
tanto su configuracion inicial puede corresponder a la sefialada en la grafica anterior. Una vez en
contacto, sabemos que lo mas probable es que los dos sistemas evolucionen hacia configuraciones de
mayor probabilidad y, evidentemente, es menos probable que ocurra lo contrario. En cualquier caso, en
su evolucion, un sistema gana energia a costa del otro (veremos, en el siguiente capitulo, que lo mas
probable es que el que tiene mayor pendiente en el nimero de estados, o entropia, cede energia al otro,
esta pendiente es basicamente la temperatura). El peso estadistico es tan determinante que en la practica
la evolucion es unidireccional, el sistema tiene una probabilidad casi igual a 1 de tender hacia los estados
del peso estadistico, y la situacion final sera que el sistema este evolucionando entre los estados que
determinan el Peso Estadistico. Eventualmente, de vez en cuando, puede ocurrir que el sistema
evolucione hacia estados menos probables pero tarde o temprano vuelve hacia los mas probables
Cuando el sistema llega a los microestados del Peso Estadistico cada uno de los subsistemas tiene una
energia que fluctla alrededor de los valores medios <E,> y <Eg>. Las fluctuaciones son practicamente
despreciables y las variables toman valores medios que, lo mas probable, es que no cambien. No esta
excluido que las fluctuaciones puedan ser suficientemente grandes como para que los valores medios
cambien significativamente pero es tan improbable esta situacién que se ignora y decimos que el sistema
esta en equilibrio. En Termodinamica la evolucion hacia el equilibrio es inapelable y este aserto constituye
la Segunda Ley de la Termodinamica. Una vez en equilibrio el sistema permanece en él para siempre. El
proceso se llama por eso IRREVERSIBLE; lo que la Mecanica Estadistica propone es que en su evolucion
temporal, lo mas probable es que el sistema tienda al equilibrio, una vez en equilibrio lo mas probable es
que permanezca en él, el proceso sigue siendo irreversible pero su significado no es tan absoluto.

En términos de Entropia la discusion es la siguiente: inicialmente la entropia de los dos sistemas es:
S = Sa(Ea(1)) + Se(Es(1))
Y la final de equilibrio S = Sx(<Ea>) + Sg(<Es>) que necesariamente es mayor (ver grafica).

Formalmente podemos escribir que la evolucion del sistema total es en cualquier caso a un reparto de
energias entre los dos sistemas a la que la corresponden los microestados dados por la expresion

®a(Ea)3EA X wg(Eg)dEs

donde E, vy Eg es el reparto de la energia total entre los dos sistemas en esas configuraciones. Usando la
definiciéon de entropia podemos escribir:

®a(Ea)SEa X wp(Eg)doEs = exp {Sa(Ea)/k} x exp {Sg(Es)/k} = exp {[Sa(Ea) +Sa(Es)l/k} =
= exp {[St(Ea,Es)/k}
donde St(Ea,Eg) es la entropia del sistema si la energia total se reparte en los dos subsistemas dando a

cada uno de ellos las energias E, y Eg. La distribucién inicial de estados del sistema, cuando los dos
subsistemas estan separados es tal que:

®a(Ea(1))3Ea X ws(Es(1))5Es = exp {[Sr(Ea(1),Es(1))/k}
mientras que la final es:

®a(Ea(2))3Ea X ws(Es(2))3Es = exp {[St(Ea(2),Es(2))/k}
o lo que es lo mismo

0a(<Ea>)3En X ws(<Eg>)5Es = exp {[St(<Ea>,<Es>)/K}

Es decir el reparto de energia en los dos subsistemas corresponde a la maxima entropia
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La generalizacion a un sistema compuesto de varios subsistemas es obvia:

Hwi (E;)OE; =exp{S; (E,,E,,E;,...)/k}

Todas estas consideraciones nos llevan establecer:

LEY DE CRECIMIENTO DE LA ENTROPIA:

EN UN SISTEMA AISLADO QUE NO ESTA EN EQUILIBRIO LO MAS PROBABLE ES QUE LA
ENTROPIA AUMENTE

Lo que quiere decir que puede haber fluctuaciones que nos alejen temporalmente del equilibrio o de la
evolucién hacia el equilibrio. S puede decrecer. En termodindmica no, es mas estricta en este respecto.
Que S tenga una mayor probabilidad de crecer no quiere decir que la entropia crezca en todas las partes
del sistema: lo usual es que crezca en unas partes y decrezca en otras, aungue crece mas en aquellas que
decrece en estas.

El proceso macroscépico que nos lleva al equilibrio (aunque no de forma inexorable), es decir el proceso
mas probable es lo que lamamos proceso IRREVERSIBLE. Si la entropia se mantiene en su maximo el
proceso es llamado REVERSIBLE.

Mas consideraciones sobre la ENTROPIA:
En un sistema cldsico podemos expresarla como S=k Ln[l(E)/h?*™]

Asi la definié Gibbs pensando determinar h (una constante que nada tenia que ver con la de Planck por
entonces) mediante medidas experimentales. Sin embargo las medidas experimentales siempre estan en
relaciéon con cambios de entropia AS= S,-S; = k Ln[(E)/h*™] - k Ln[I1(E)/h*™] = k Ln[I2(E)/ I'1(E)] que
ya no depende de h.

La entropia puede definirse como -k<Ln[p(E)]>. En efecto en un sistema aislado p(E)=1/Q(E) con lo que
<Ln[p(E)]> = <Ln[1/Q(E)]> = 3 1/Q(E) Ln[1/Q(E)] = - Z Ln[1/Q)/Q = -Ln[Q] Z 1/Q = - Ln[Q]

y por tanto -k <Ln[p(E)]> = k Ln[Q] c. q. d.

(Veremos que esta definicion de entropia puede aplicarse a sistemas no aislados, es decir a otro conjuntos
estadisticos que no sean el microcandnico)

Si dividimos el sistema en partes macroscépicas con tiempos de relajacion de equilibrio, T, mas pequenos
que el del sistema total, T, cada subsistema puede llagar al equilibrio interno, antes que el sistema total,
es decir antes que el equilibrio entre subsistemas. Cualquier medida que use un tiempo At tal que T>At>T;
aun podremos hablar de la entropia de cada subsistema. Si volvemos a dividir el sistema en un ndmero
mayor de subsistemas podremos seguir hablando de la entropia de los subsistemas si ain se cumple que
T>At>T;. Este proceso lo podemos seguir haciendo con cada vez con subsistemas mas pequenos
correspondiéndoles tiempos de relajacion mas pequefios, pero no podemos llevar este proceso al limite ya
que dejarian de ser subsistemas macroscépicos. La entropia esta ligada, por tanto, a un tiempo finito tal
como ocurre con otras variables macroscopicas como la presion.

Observe que la entropia aqui definida tiene todas las propiedades de la entropia termodinamica, salvo el
caracter determinista. En el siguiente tema veremos que se relaciona con otras variables termodinamicas
en la misma forma asi que podemos no solo identificar ambas entropias sino que la Mecdanica Estadistica
justifica la Termodinamica y da explicacién al misterioso comportamiento de la entropia termodinamica.
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