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UN MOoDELO LogGisTicO PARA CRECIMIENTO TUMORAL
EN PRESENCIA DE CELULAS ASESINAS

ORTEGA, H.'?

RESUMEN:

Se estudia la estabilidad de un modelo modificado de
Hiernaux-Lefever (1987) en el cual se incluye una poblacion
variable de células asesinas. Se obtiene un sistema de dos
ecuaciones diferenciales acopladas con un conjunto minimo
de tres pardmetros y varios puntos de equilibrio. L.a progre-
sion y regresion tumoral dependen de valores particulares de
esos pardmetros y se encuentra explicacion a situaciones
paraddjicas generadas por el modelo corriente de Hiernaux y
Lefever en base de regiones de estabilidad variable en un
espacio de pardmetros extendido. La estructura de esas
regiones provee una elegante descripcion de la respuesta
tumoral a cierto tipo de tratamientos.

PALABRAS CLAVE:
Poblacién tumoral, Poblacion de equilibrio,
Células citotoxicas, Sistema estable, Progresion, Regresion

INTRODUCCION

El sistema inmune constituye la defensa del organis-
mo contra el ataque de sustancias reconocidas como
extrafas, que se denominan antigenos. Los tumores
cancerosos son capaces de generar una respuesta
inmune mediada por células efectoras de diverso tipo
[1,2]. Esta respuesta envuelve una competicion entre
la habilidad del sistema inmune en destruir las célu-
las tumorales y la del tumor en anular la accién de los
efectores o simplemente matar el organismo. El com-
portamiento dinamico de organismos vivos bajo la
accion de fuentes antigénicas presenta caracteristicas
no mondtonas como: (a) Oscilaciones durante las
cuales fases de crecimiento tumoral [3] y/o de las
concentraciones de las células inmunes son seguidas
por fases de regresion [4,5,6], (b) Existencia de esta-
dos de reposo durante los cuales el nimero de célu-
las cancerosas permanece bajo y casi constante
[7,8], (c) Establecimiento de etapas de regresion o
progresion del tumor que pueden envolver feno-
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ABSTRACT:
We study a modified Hiernaux-Lefever tumor model (1987)
in order to include a variable killer cells population. We obtain
a coupled two differential equations system with three inde-
pendent parameters and several equilibria points. Tumor
progression and regression depend on particular values of
these parameters. We get an explanation to paradoxical sit-
uations generated by common Hiernaux-Lefever model by
using variable stability regions on an extended parameters
space. The structure of these regions provides an elegant
description of the tumor response to a given treatment.

KEYWORDS:
Tumor population, Equilibrium population, Cytotoxic cells,
Stable system, Progression, Regression.

menos de umbral [9,10,11,12]. Se acepta que el
anterior comportamiento de tumores es debido a su
interacciéon con el sistema inmune y en lo que sigue
se intenta explicar (a), (b) y (c) introduciendo un
modelo que incluye una poblacion tumoral p en
ausencia de otras interacciones controlada por una
ley logistica, y la respuesta del sistema inmune a la
enfermedad, representada por una poblaciéon genéri-
ca E, que designa indistintamente a células asesinas,
linfocitos T citotéxicos y macréfagos asociados a
tumores. Se modifica el modelo introducido por
Hiernaux y Lefever [6] eliminando algunos términos
de su ecuacién para la poblacién tumoral e intro-
duciendo una ecuacién adicional para las células
asesinas. El equilibrio y estabilidad del sistema se
estudia mediante los procedimientos usuales de li-
nearizacion y posteriormente se efectian algunas
simulaciones numéricas que permiten caracterizar
completamente al sistema.

Al proponer un modelo que intente explicar los
comportamientos paradoéjicos antes descritos se ha
tenido presente la observacion de Nowak y Bangham
[13]: “Se deberia comenzar con el menor nimero de
suposiciones posible y sus implicaciones surgirian de
conclusiones rigurosamente légicas. Un modelo ele-
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gante puede tener frecuentemente mayor valor
intrinseco que uno exacto recargado de detalles”.

ANTECEDENTES

Existen muchos modelos que describen sistemas for-
mados por componentes coexistentes que interaccio-
nan entre si, uno de los mas conocidos es el llamado
de Lotka—Volterra o predador-presa. Entre sus fac-
tores resaltantes destaca la existencia de un punto de
equilibrio alrededor del cual las poblaciones que in-
teractlan oscilan. La estabilidad de este punto de
equilibrio (que puede trasformarse en ciclo limite
bajo ciertas condiciones) depende de la forma explici-
ta de las ecuaciones diferenciales que constituyen el
modelo, y de los valores numéricos de sus coefi-
cientes [14,15]. Hiernaux y Lefever [6] descompo-
nen la interaccién entre el tumor y el sistema inmune
en etapas, en primer lugar un enlace entre las células
tumorales y las efectoras y a continuacion la forma-
cion de un complejo efectores-células tumorales,
después de lo cual ocurre lisis de estas Ultimas. La
similitud de este proceso con las reacciones enzimati-
cas del tipo Michaelis-Menten es aprovechada para
introducir una Unica ecuacion que contiene ademas
de términos logisticos, otros que toman en cuenta
las propiedades de estado estacionario de las reaccio-
nes efector-célula blanco. La concentracion de células
citoliticas se considera un parametro mas de su
ecuacion. Esto parece constituir una seria limitacion
de su trabajo, ademas de que la ecuacion resultante
para las concentraciones de equilibrio es de tercer
grado y requiere el uso de algebra engorrosa y
tratamientos casi exclusivamente numéricos. Otro de
sus modelos [12] introduce etapas adicionales de la
interaccion células efectoras-tumor. Los autores afir-
man que no existen razones tedricas bien fundadas
para incluir términos Michaelianos en sus ecuaciones,
y que mediciones efectuadas en ciertas cepas de
mastocytoma muestran que el proceso tumorogénico
es francamente no Michaeliano (sin embargo conser-
van los términos mencionados). Sus resultados mues-
tran la existencia de un parametro de activacion que
gobierna la evolucion progre-sion — regresion del
tumor. La razén (numero de efectores)/(nimero de
blancos) es importante debido a que al desviarse de
cierto valor éptimo la respuesta inmune tiende a
estabilizar el estado tumoral. Kutznetsov et al [16]
introducen varios tipos de células efectoras,
tumorales, y complejos formados por estas. A conti-
nuacion los autores utilizan datos experimentales
para estimar los valores de los parametros y variables
definidos por ellos, y posteriormente efectiian algu-
nas simplificaciones al sistema de ecuaciones diferen-
ciales propuesto. Su modelo es rico en estados
dinamicos y de equilibrio, y el tratamiento matemati-
co efectuado en este trabajo es claro, profundo y
detallado, y puede tomarse como paradigmatico
Ademas hay buena concordancia entre la conducta
predicha por el modelo y la dindmica corrientemente
aceptada para el comportamiento del tumor. También
se ha usado para modelacion la ecuacion de Gom-

pertz, aunque en términos de cinética del crecimien-
to esta ecuacion diferencial es inaceptable [17].
Existe una vieja controversia curvas de Gompertz vs.
curvas logisticas, y los defensores de cada una de
ellas suelen alegar diversas razones para usarlas
[17,18]. Las curvas de crecimiento de Gompertz
pueden ser tanto simétricas como asimétricas mien-
tras que las curvas logisticas describen solo crec-
imientos simétricos. Contra la ecuacion de Gompertz
es frecuente mencionar que exige valores muy
grandes de sus variables (del orden de ]O“’G], y que
sus puntos criticos no son fisicamente realizables
(esto puede comprobarse mediante simulaciones uti-
lizando Mathematica, o cualquier otra rutina).
Revisiones detalladas de esta polémica se encuentran
en las referencias. Owen y Sherrat [19] han desarro-
llado un modelo que toma en cuenta la distribucion
espacial del tumor. Estos investigadores consideran la
existencia de macréfagos, células normales, células
mutantes (tumor), un complejo mutante-macréfago,
y un regulador quimico para modelar las diversas
interacciones de su sistema, y consideran términos
de difusién para cada una de sus variables. Sus resul-
tados muestran la existencia de una solucién en onda
viajera que conecta los estados tumorales y los nor-
males, que la interaccién entre macréfagos y células
tumorales es un mecanismo potencial para generar
heterogeneidad espacial, y que aunque la actividad
litica de los macréfagos es insuficiente para eliminar
tumores, puede tener sin embargo importantes impli-
caciones sobre su estructura. Wheldon et al [20]
modelan mediante ecuaciones diferenciales procesos
mutacionales de tumores, y su incidencia en el desa-
rrollo de ciertas leucemias. Sus modelos pueden ser
pavorosamente completos [21]. Chaplain y asociados
presentan modelos que toman en cuenta la difusion
de factores angiogénicos producidos por el tumor, asi
como la migracién y difusién de células epiteliales.
Sus trabajos predicen la formacion de redes de capi-
lares a través de los cuales el tumor obtiene nutrien-
tes, la formacién de anastomosis, etc. y parecen estar
en buen acuerdo con observaciones realizadas in vivo
[22,23]. Este modelo posee una solucién en onda
viajera, que describe el éxito o fracaso del tumor en
conseguir neovascularizacion [24]. Interesantemente,
la existencia de soluciones en onda viajera como las
descritas en [19] y [24] parece constituir una carac-
teristica comun de los modelos difusivos predator-
presa. Un estudio puramente matematico de estos
modelos fue hecho por Dunbar [25]. Se apunta final-
mente que Kuznetsov et al [16] han centrado su tra-
bajo en consideraciones dinamicas, mientras que
Owen et al [19], y Chaplain et al [22,23,24] hacen
énfasis en las caracteristicas espaciales y espacio-
temporales del tumor. Estos trabajos presentan como
caracteristica comun la presencia de ecuaciones con
términos Michaelianos. Una tarea que queda plantea-
da a los investigadores es construir un modelo defini-
tivo de la evolucidén tumoral, basado en primeros
principios, que globalice los enfoques parciales efec-
tuados hasta ahora.
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METODOLOGIA

En lo que sigue se propone la existencia de pobla-
ciones tumoral y de células inmunes espacialmente
homogéneas, y que los procesos de interaccion entre
las células inmunes y las tumorales ocurren mucho
mas rapidamente que el tiempo de evolucion tumoral
Esto equivale a efectuar una promediacion tanto
espacial como temporal sobre las regiones donde
esta radicado el tumor, y por lo tanto los mecanismos
detallados de como se unen los efectores al tumor, en
presencia de cuales mediadores, cuantos efectores
pueden interactuar con una célula tumoral y vicever-
sa no aparecen reflejados explicitamente en nuestras
ecuaciones. La herramienta apropiada para consi-
deraciones de tal tipo parece ser los automatones
celulares. Se define densidad tumoral, p, al cociente
(nimero de células tumorales)/(nimero de células
disponibles), similarmente la densidad de células in-
munes, E, se define mediante (nimero de células
inmunes)/(ndmero de células disponibles), por lo tan-
to p+E< 1, y p=1 se interpreta como la completa
saturacion de la cavidad o tejido que contiene al
tumor. Se postula que las células tumorales en ausen-
cia de otras interacciones evolucionan de acuerdo a
una ley logistica (para tomar en cuenta la saturacion
de cualquier volimen disponible debido a proli-
feracion del tumor) y son destruidas por el ataque de
las células efectoras, representadas por E, en una
interaccion de contacto aniquilatoria. Las células
efectoras (asi se llama indistintamente a las células
asesinas [1], linfocitos T citotoxicos [26] y macroéfa-
gos asociados a tumores [19]) son creadas en los
6rganos hematopoyéticos a velocidad constante. Las
células inmunes tienen un tiempo de vida media ca-
racteristico, pero ademas son removidas del sistema
después de interaccionar con el tumor, bien al perder
su accion efectora, o al ser destruidas por este. Las
ecuaciones que definen nuestro sistema son, por lo
tanto:

d
= ap-p) - aE, (m

para las células tumorales, a, es el coeficiente de
crecimiento cinético del tumor y a, la rata de destruc-
cion del tumor por las células citoliticas. La poblacion
de células asesinas se describe mediante:

E b -bE-beE, 2)

b es la velocidad de creacion de las células citoliticas
por el sistema inmune, (b,)"' su tiempo de vida media
y b, es el coeficiente dinamico que gobierna la accion
del tumor sobre las células inmunes. Vale la pena
destacar que en el presente trabajo no se hacen con-
sideraciones sobre la estructura del tumor, ni tam-
poco sobre su posible migracion a través de tejidos y
por lo tanto no se incluyen términos que contengan
dependencia espacial. A favor del modelo puede
mencionarse entre otras cosas su sencillez, pues
explica fenomenologia reportada en la literatura con
muy poco esfuerzo.

El sistema de ecuaciones (1) y (2) puede escribirse
en forma adimensional mediante la introducciéon de
las nuevas variables:

T=at, £=%E’ (3-a)
c&%, c2=%, B=z—:, (3-b)
Se obtiene como sistema fundamental a:
3—f=p(l—p)—c2pe, (4)
%#3—618—62!75, (5)

B es proporcional al producto (destruccion tumoral
/crecimiento tumoral) x (crecimiento células inmunes
/destruccion células inmunes), y lo denominaremos
en lo sucesivo “respuesta inmune”; & sera llamado
“células efectoras”. Adicionalmente se definira la can-
tidad &€=,/7{,=b,/ b; ((7) es la proba-bilidad que
tiene un efector de ser destruido durante su vida
media por una célula tumoral. Es de esperar que £-0
implique tiempos de decaimiento largos para las célu-
las inmunes y buen control del tumor, que &—co
implique decaimiento rapido de las células inmunes y
persistencia tumoral. Sin embargo se mostrara que la
razén B/& es mas importante que los valores aislados
de Bo é.

Los puntos de equilibrio del sistema de ecua-
ciones anterior se llamaran, punto de equilibrio nulo,
dado por:

p0=0;£0=£ , (6)

1
y punto de equilibrio general, aquel en el cual las
poblaciones tumoral y de células asesinas son ambas
distintas de cero:

p.=2Ja-92/aroi-4p], e.=

Las ecuaciones (6) y (7) imponen que los parametros
¢,y ¢, deben cumplir con:

>l y @2t (8)

solo tienen interés bioldgico los puntos de equilibrio
positivos (primer cuadrante del diagrama de fases);
esto estd garantizado para el presente sistema
debido a que en las rectas frontera, p=0, &0 , se
cumple que dp/de = 0. A continuacion se particulariza
nuestro sistema de ecuaciones con el fin de hacer
mas patente su comportamiento:

a) p=0, ausencia de tumor. Entonces las células
efectoras evolucionan hacia su poblaciéon de
equilibrio estable, g,=B/,. Esta situacion puede
ser estable o inestable, ver resultados, mas
adelante.

b) =0, ausencia de efectores. Ahora la poblacién
tumoral persiste y satura finalmente al sistema,
p-1
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¢) {,~0, no existe ataque inmune a las células
tumorales. Entonces las ecuaciones (6) y (7)
se desacoplan una de otra y cada poblacion
evoluciona separadamente hacia su valor
estable de equilibrio, p=1, y &=/,

d) B0, no hay creacion de células efectoras. La
poblacién de células efectoras tiende trivial-
mente a cero y el tumor satura por completo
el sistema.

e) {,-0, las células efectoras son inmortales y
saturan el sistema. La poblacién tumoral se
anula.

RESULTADOS

Puesto que en los puntos de equilibrio no nulos se
tiene que:

PP +p(E-D+B-£=0, (9)

se puede utilizar (8) y (9) para trazar toda una serie
de curvas o superficies que ilustren la dependencia
de la poblacién tumoral (o de células citoliticas) de
los parametros inmunes. En la figura 1 se muestra a
p =p(B) para el valor particular £=0.25 Esta figura
muestra una region (0<B<é&), donde existen dos
poblaciones de equilibrio para p, la poblacién nula,
que se mostrara que es inestable, y otra distinta de
cero, estable. En esta region la poblacién migra de su
valor inestable hacia el estable. Posteriormente existe
una region paraddjica (é<B<B), en la cual existen
tres valores de equilibrio para p, y puede haber pro-
gresion o regresion del tumor. Para concluir existe
una tercera region definida por B>B en la cual solo
esta presente la poblacién tumoral nula. Notese que
B=((1+&)/2)* funciona como un umbral para la
respuesta inmune, y por encima de este valor el
tumor recede. Lo anterior puede expresarse en forma
matematica diciendo que existen bifurcaciones en el
valor B =&, donde aparece una variedad inestable
para el tumor, mientras que la poblacién nula se con-
vierte en estable, y en B=((é+1)/2f donde desapare-
cen las poblaciones tumorales no nulas. Al efectuar
un analisis de la ecuacién (9) se encuentra tres
regiones R, R, R, vy , clasificadas de acuerdo a la
existencia de los valores posibles p.

En R, B>((1+&)/2), 0 &1, B¢, solo existe p,,

en R, é<B<((1+&)/2) existen p,y p,.

en R, é<B<((1+)/2), é<lexisten p, p,y p.
Estas consideraciones estan resumidas en la figura 2.
Es claro que en la figura 1 se muestra la evolucién de
p cuando Bhace el recorrido R - R - R, .

La matriz de linearizacién o matriz de Jordan
asociada al sistema (4) y (5) es

-0 O (10)
-6, - ¢,pH,

d-2p- GE
B —GP

y sus autovalores tienen siempre parte real distinta
de cero. Al usar el criterio de estabilidad lineal [27],

B=¢
1.0 —
L] p+
A opo
\ om Po
0.8 -
0.6
p (1-¢)/2
0.4
0.2
po (€1 ?
4
0.0 T T | T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 1.- La concentracion tumoral de equilibrio
como funcion de B tomando &=0.25fijo. Para 0< B< &
existen dos poblaciones de equilibrio, p=0y p,. En
&< B ((§+1)/2)°=B, existen tres poblaciones de equi-
librio, p=0 p,y p. Si B>(({+1)/2)? solo existe la
poblacion de equilibrio nula. Notese que si O< < & la
poblacion tumoral crece hasta alcanzar su valor
estable de equilibrio; en é< B< ((§+1)/2F=B, ademds
de la poblacion inestable (p_) existen dos puntos
estables (p, y p,) y para establecer hacia cual de
ellos evoluciona el sistema es necesario dibujar el
diagrama de fases (ver la figura 3, mds adelante).
En B=B el unico valor posible para el tumor es
p=((1-8)/2) cuyo valor puede ser arbitrariamente
pequerno si &=1 (ver el comportamiento de la curva
4-c, mds adelante). En todas las figuras de este tra-
bajo las poblaciones inestables se representan con
simbolos huecos, mientras que los estables con sim-
bolos llenos.

se obtiene que el comportamiento del sistema coin-
cide con el de su aproximacion lineal en la vecindad
de sus puntos de equilibrio. Similarmente el criterio
negativo de Bendixon [28] aplicado al sistema garan-
tiza que este carece de anomalias topoldgicas en la
region de interés biolégico. En cualquier caso el sis-
tema evolucionard de sus puntos de equilibrio
inestables hacia los estables. Si se evalla el signo de
los autovalores de (9) por medio del criterio de
Routh-Hurwitz se obtiene que:

La poblacion nula es estable si B>¢&, e inestable
en el caso opuesto. Para la poblacion general de
equilibrio la estabilidad esta acoplada a los valores de
p. Resulta ser que p, es siempre estable, mientras
que p_es siempre inestable. Vemos entonces que en
la region R (respuesta inmune fuerte) hay control
inmune sobre la enfermedad y el tumor desaparece
siempre, en R la respuesta inmune es débil y el
tumor persiste. El estudio de la region R, amerita un
poco mas de cuidado. Al calcular explicitamente los
autovalores u de (9) se obtiene:

- _Grl+g), 1 (1n

5 Sla+@+c)e] +acp-p),
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Figura 2 .- Existencia y estabilidad de los valores de
equilibrio de la densidad tumoral en el espacio de
pardametros B, & En R solo existe la poblacidn nula,
y por lo tanto hay remision del tumor en esta region.
En R existe la poblacion nula, ademds de p,.Puesto
que la poblacion p, es estable, cualquier tumor exis-
tente en R evoluciona fatalmente hacia la satu-
racion. En R, existen tres poblaciones de equilibrio,
la poblacion nula, p, y p. En esta regién existe la
posibilidad de que el tumor progrese o receda,
dependiendo no solo de los valores de los pardme-
tros inmunes, sino también de los valores instantd-
neos de p(t) y et) La linea punteada vertical que se
ha agregado en &=, corresponde a un grdfico
p=p(B) como el que se muestra en la figura 1.
Obsérvese en dicha figura que el sistema evoluciona
a través de las regiones R -R, -R.

de donde deducimos que p es un punto de ensi-
lladura (punto inestable con un autovalor negativo),
cuyas separatrices vienen dadas en la vecindad de

P, por:

p.=me+n (12)
con
m:%%i\fl—4c2%p_g, (13)
nizp_(1+%-)—%-’ (14)
A=¢-¢(l-p), B=-1+p_, (15)

La figura 3 muestra el diagrama de fases asociado al
sistema en la region R, . Notese la presencia de sepa-
ratrices en el punto de equilibrio inestable. Se ha
introducido cuatro regiones designadas por S, S, S,
y §,. en el sentido de las agujas del reloj, limitadas
cada una de ellas por las separatrices y los ejes de
coordenadas. En las regiones S y S, el compor-
tamiento del tumor es inequivoco: crece francamente

en S, y decrece en S,. En cambio S y S, describen

0.9

0.7
0.6 -
0.5 |
0.4 | Su
0.3 |

0.2

0.1 T

0.0 Sv
0.0 0.1 0.2 0.3

€

Sy

Figura 3.- Diagrama de fases que muestra las sep-
aratrices y algunas curvas p vs. g con {,=.09 {,=.07
y B=.02 (R, ). Las flechas indican el sentido del
movimiento de las trayectorias de fase. El punto
estable (circulo lleno), y el punto de ensilladura
inestable (circulo vacio) son facilmente identifica-
bles. El diagrama de fases se ha dividido en cuatro
regiones, dos de ellas S y S con evolucion favorable
del tumor, y dos de ellas, S, y S, en las que ocurre
persistencia y saturacion de este. Notese que:

a) Una disminucion arbitraria de p(t) la densidad
tumoral, no conduce necesariamente a remision
de la enfermedad, puesto que para que el tumor
desaparezca es preciso que p(t) cruce la separa-
triz entrante en p_(de S, a 'S, por ejemplo).

n

b) En esta region (y solo en esta) para determinar
la evolucion del tumor es necesario ademds de la
razén B/E, los valores g(t,), pt,) en un instante
particular t, para determinar la posicion del
tumor en el diagrama de fases.

c) Una terapia que haga disminuir p y € simultdnea-
mente, esto es, que ataque el tumor, pero que
como efecto colateral cause un debilitamiento
del sistema inmune constituye un riesgo poco
deseable, pues podria conducir al sistema hacia
el punto de equilibrio estable diferente de cero y
por lo tanto a persistencia del tumor.

comportamiento “paraddjico” del tumor, en S
aparente remision antes de su implantacién definiti-
va, mientras que en S, hay crecimiento transitorio
antes de la remision del tumor. Es claro que en R, la
evolucion del tumor no viene determinado solo por el
cociente B/&, sino ademas por los valores instanta-
neos de p y & que determinan la posicion de su
punto representativo en el diagrama de fases. Como
nuestro sistema de ecuaciones es autéonomo, las
propiedades de su flujo asociado son las mismas
cualquiera que sea el instante inicial considerado.
Fijar condiciones iniciales (ablaciéon del tumor, por
ejemplo) determina el comportamiento del tumor en
adelante (R, ). Los resultados de varias integraciones
numeéricas se muestran en la figura 4. Alli ademas del
comportamiento regular del sistema (rechazo para la
curva 4-a, y persistencia para la curva 4-b), también
se muestra un estado de latencia (persistencia
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Figura 4.- Resultado de algunas simulaciones
numeéricas de nuestro modelo. Para la curva 4-a se
tomo =5, {= 6(6= 0.83)y B=0.9 esto es, B >((6+1)/2}
Esta situacion corresponde a una respuesta inmune
fuerte y el tumor es rechazado. Para la curva 4-b se
tomé (=4, {=5(§=0.80)y B=0.5 esto es, B<& El
tumor persiste puesto que ahora la respuesta
inmune es débil. Para la curva 4-c se tomo =3,
{,=4(§=0.75)y B=p L0.7656 Notese que el tumor
tiende asintéticamente hacia el valor p=((1-€)/2)
esto es, hay persistencia de un valor moderado de la
densidad tumoral.

indefinida de un valor moderado de la densidad
tumoral, curva 4-c).

DiscusiON

La existencia de las zonas R, R, R, aqui descritas
podria explicar el comportamiento del tumor en
situaciones reales:

1) En R el tumor no persiste, ya sea debido a la
ausencia absoluta de células tumorales o a la des-
truccién de estas por el sistema inmune. Esta
situacion describe a un individuo saludable.
Notese que en R la respuesta inmune es fuerte
debido a que la rata de produccion de células
inmunes es mayor que la rata de destruccion
de estas por el tumor (B8 >& >1), o porque la
concentraciéon de células inmunes es tal que el
tumor no es viable (B >((&+1)/2)), este ultimo
valor podria constituir un umbral absoluto para
la respuesta inmune

En R el tumor persiste en todas las circuns-
tancias. Como consecuencia cualquier proceso
que conduzca a disminuciéon parcial del tumor
(una extirpaciéon parcial, por ejemplo) no pro-
duce su remision definitiva, pues el sistema
evoluciona a continuacién hacia el reinicio de la
enfermedad (recordar que la poblacion de
equilibrio es estable en esta region). Se insiste,
ningln tratamiento que ocurra en esta zona
conduce a remision de la enfermedad. Esto es
debido a que en R la respuesta inmune es
débil, B<&.

N

3) El comportamiento contradictorio que presen-
tan algunos tumores (que frente a idéntica te-
rapia remiten algunas veces y otras no), puede
explicarse suponiendo que estos tumores se
encuentran en R, . Alli la respuesta inmune y la
accion tumoral sobre las células efectoras son
comparables (By & son menores que uno, pPero
ambas pueden ser débiles simultaneamente o
viceversa). En esta region una extirpacion, por
ejemplo, al causar una disminucién brusca de
la concentracion tumoral, podria conducirla
por debajo de la separatriz correspondiente
con la consiguiente remision del tumor. Lo pro-
pio podria ocurrir para el caso de un aumento
en la concentraciéon de células inmunocompe-
tentes &. Alternativamente, la implantacion o
aparicion espontanea de un tumor adicional
podria causar (en R,) un corrimiento vertical
del punto que representa al tumor en el dia-
grama de fases con su consiguiente escape del
control ejercido por el sistema inmune. Sin
embargo un cambio en p (6 en &) que no pro-
duzca una migracién a través de la separatriz
no cambia la evolucion definitiva de la enfer-
medad. Hay que notar entonces que cualquier
fenomeno de umbral debe analizarse usando
las consideraciones hechas juntamente en los
apartados 1), 2) y 3) precedentes.

La observacién de la curva 4-c (ver figura 4)
permite verificar que en R, pueden existir
poblaciones tumorales p,, estables aunque
pequenos, en acuerdo con la etapa de latencia
mencionada en [7,8].

Ya se ha mencionado antes y el diagrama de
fases asi permite verificarlo, (o algunas simula-
ciones numéricas, en cuya base fue construido
el mencionado diagrama) que el tumor puede
experimentar evolucién no mondtona en el
tiempo (ver figura 3), esto es regresion
aparente antes de la saturaciéon o crecimento
transitorio antes de remitir, como se menciona
en [4,5,6].

Finalmente oscilaciones persistentes pueden
deberse a variaciones en los valores de B 6 &
que hacen que el sistema fluctie de R a R ¢
R, v viceversa, con el consiguiente cambio
transitorio de estabilidad, y en la direccion del
flujo del tumor en el diagrama de fases, ver
referencia [3].

=

g

2

CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo fue sugerir explicaciones
para el comportamiento tumoral sefalado en los
apartados (a), (b) y (c) de la introduccién, y en la
seccion anterior discutimos nuestra proposicion.
Adicionalmente se ha encontrado que la poblacién
nula de células tumorales puede ser estable o
inestable, pero que si existe una poblacién distinta
de cero, esta es siempre estable (recordar que p
siempre estd acompanada por p,). Este hecho



Revista Mexicana de Ingenieria Biomédica ¢ volumen xx « nimero 3 « septiembre 1999

plantea una amenaza seria: el tumor, una vez estable-
cido, persiste. Es importante en terapia, por lo tanto,
fortalecer el sistema inmune. Cualquier procedimien-
to que olvide esta precaucioén conduce a una poster-
gacion, pero no a una solucion del problema de las
enfermedades tumorales.
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ESsTuDIO DE LAS PRESTACIONES DE UN ALGORITMO
LMS MobDIFiIcADO: APLICACION EN INGENIERIA BIOMEDICA.

SORIA OLIvas, E.
FRANCES ViLLORA, JV.
SERRANO LOPEZ, AJ.
MARTINEZ SOBER, M.
CALPE MARAVILLA, J.
GUERRERO MARTINEZ, J.

RESUMEN:
En este trabajo se plantea el estudio de un nuevo algoritmo
adaptativo que presenta mejor comportamiento que el méto-
do de minimos cuadrados cldsico, LMS (Least Mean Square).
Este algoritmo se basa en el aprovechamiento del tiempo
muerto intermuestral para intercalar otro algoritmo de
busqueda. El algoritmo escogido es el de Fletcher-Reeves por
su alta velocidad de convergencia. El procedimiento plantea-
do ha demostrado su eficacia en un problema teérico como
es la modelizacion de un sistema y en dos aplicaciones de
ingenieria biomédica, la eliminacién del ruido de red y la
obtencion del electrocardiograma (ECG) fetal.

PALABRAS CLAVE:
Filtrado adaptativo, LMS, Optimizacion.

INTRODUCCION.

Un sistema adaptativo intenta modelizar la diferencia
que hay entre la salida del sistema y una senal que se
considera como sefnal deseada, figura 1:

El algoritmo adaptativo LMS modifica los coe-
ficientes del filtro para minimizar una funcién del
error cometido que, normalmente, es la funcién cua-
dratica:

3,=¢€

Existe un procedimiento iterativo para realizar
esto. La superficie de error es un hiperparaboloide
con un unico minimo que, légicamente, es nuestro
objetivo. Un posible procedimiento seria situarnos
sobre un punto de esa superficie y movernos en la
direccion del minimo, es decir:

F..=F +D,

n+1l

donde F_es el vector de coeficientes del filtro en el
instante k, FFF (D,.....F ()] y D, es la direccion
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ABSTRACT:
This work presents a new adaptive algorithm with improved
performance over the classical Least Mean Square (LMS)
method. This algorithm takes advantage of the lag time
between samples to implement another search algorithm.
The Fletcher-Reeves algorithm was chosen because of its high
convergence rate. The proposed method has demonstrated
its efficacy in a system modeling theoretical problem, and in
two biomedical engineering applications: network noise filter-
ing and fetal ECG extraction.
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donde se encuentra el minimo. Aplicando calculo
vectorial, esta direccion se corresponde con el gradi-
ente de la superficie cambiado de signo, es decir:

D, =-a,J

siendo a un parametro conocido como constante de
adaptacion [1].

De acuerdo con las ultimas expresiones se
llega a:

Fn+1:Fn+aE3nD<n

siendo e, el error cometido y X, el vector de entrada
en el instante k, X @) , ...}

En este articulo se plantea un nuevo algoritmo
para incrementar la velocidad de convergencia de los
sistemas adaptativos basados en el algoritmo LMS vy
sus variantes con un moderado coste computacional.

Sedial
Deseada

Entrada

5 SITEMA

ADAPTATIVO

Figura 1: Esquema de un sistema adaptativo.
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Este intento de incrementar la velocidad de
convergencia de este algoritmo no es nuevo asi, en la
literatura especializada sobre el tema, nos encon-
tramos con diferentes aproximaciones:

LMS Normalizado.

Este algoritmo modifica la constante de adaptacion
del algoritmo LMS basico [2]:

a(n) = —
b+ sz(n—l)

con L la longitud del filtro, b constante con un valor
bajo y p un parametro. Con b igual a O y u igual a
uno se garantiza la minimizacion del error cuadratico
medio en el instante n+1 a partir del cometido en el
instante n [3].

Momentum LMS.

Este algoritmo incrementa la velocidad del LMS vy al
mismo tiempo reduce las posibles oscilaciones de
éste agregando a la ecuacion de adaptacion de pesos
un término que da idea de la distancia que separa al
sistema adaptativo del Optimo. La ecuacion de
adaptacién queda [4]:

Fn+1 = Fn +a|]3n D(n +ﬁan - Fn-l)

siendo B una constante (constante de momento).
El principal problema de esta variante es su
mal comportamiento cerca del minimo.

LMS con constante de adaptacion variable.

Existen muchas clases de este tipo de algoritmos, en
algunos, la constante de adaptacion varia segln el
signo del gradiente. Si este signo no cambia en un
numero dado de iteraciones la constante de adap-
tacion se incrementa; sin embargo, si varia, la cons-
tante se decrementa [5,6]. Las razones son sencillas
al analizar la superficie de error. Si el filtro adaptativo
se encuentra lejos del minimo se tendra un conjunto
de iteraciones para las que el gradiente apuntard en
la misma direccion; por el contrario, si se encuentra
cerca del minimo es posible que a la siguiente ite-
racion se sobrepase y, por tanto, la direccion del gra-
diente cambie.

Otro algoritmo de este tipo fue planteado por
Kwong [7], aqui la constante de adaptacion en el
instante nm+1 se determina a partir de la del instante
n mediante la expresion:

Py = aLH, + D&

siendo ay b parametros a fijar. En este algoritmo, se
fijan ademas unos valores maximo y minimo para la
constante de adaptacién por razones de estabilidad.
Un tercer algoritmo con constante de
adaptacion variable lo plantean Mathews y Xie [8].
En este algoritmo la constante de adaptacion se
determina mediante un método de gradiente de la
misma forma que se determinan los coeficientes del
filtro adaptativo. La ecuacion que da la constante de
adaptaciéon en el instante n viene dado por:

l'ln+1 = lJn + a[}nﬂ |}n D(rt1+1 |:)(n

El problema de estos algoritmos es la dificultad para
determinar las acotaciones de los diferentes parame-
tros del sistema para que éste sea estable.

Algoritmos en bloque.

En esta clase de algoritmos la adaptaciéon de los
pesos no se realiza cada iteracién sino cada cierto
numero de ellas (longitud del bloque) por lo que la
carga computacional, numero de operaciones a
realizar, se reduce si la longitud del blogue es lo sufi-
cientemente grande. Al igual que ocurria en el LMS,
estos algoritmos dependen de una constante de
adaptacion. Mikhael y Wu plantean la optimizacion
de esta constante; posteriormente se amplia este tra-
bajo optimizando una constante para cada peso [9].

Aparte de las variantes mencionadas, existen
otras muchas [10-14] y, de hecho, peridédicamente
aparecen en las revistas especializadas algoritmos
que incrementan la velocidad del LMS actuando
sobre la constante de adaptaciéon, proponiendo méto-
dos computacionales eficientes para la determinacion
de los términos que componen el algoritmo o va-
riantes mas sencillas que incrementan la velocidad de
calculo.

En este trabajo se introduce y se analiza un
enfoque diferente para resolver el problema de la
velocidad de convergencia del LMS, completandose
este estudio con aplicaciones tipicas de sistemas
adaptativos: la modelizaciéon de sistemas, la elimi-
nacién del ruido de red en un ECG y la obtenciéon del
ECG fetal.

DESCRIPCION DE LA SOLUCION PROPUESTA.

Conforme los procesadores especificos de sefal
(DSP) han evolucionado, la velocidad de cémputo ha
experimentado un espectacular aumento por lo que
se originan tiempos muertos entre muestras que
podrian ser aprovechados por un nuevo algoritmo
para mejorar las prestaciones del sistema, lo cual
resulta especialmente atractivo en el caso de los sis-
temas adaptativos.

Con este aumento de la velocidad de computo
se posibilita la implementacién de algoritmos con
mejores caracteristicas de funcionamiento pero con
mayor coste computacional (p.ej. recursivos u otras
variantes del LMS). Sin embargo, habitualmente se
tiende a modificar lo menos posible el algoritmo ya
implementado y contrastado ya que estas modifica-
ciones suponen un coste anadido al sistema.

Estas son las razones que conducen a la solu-
cién propuesta, intercalar entre iteraciones del LMS
otro algoritmo que aproveche el tiempo muerto del
procesador, incrementando la velocidad de conver-
gencia.

El algoritmo intercalado escogido ha sido el de
Fletcher-Reeves [15] por dos razones fundamental-
mente:
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1. Es un algoritmo mas rapido que el LMS ya que
pertenece a la familia de los métodos de opti-
mizacion de gradiente conjugado.

2. Tras unas simplificaciones, su expresion final es
relativamente sencilla de analizar, estudiar e
implementar.

Otros trabajos desarrollados por los autores han
demostrado que la idea de encadenar algoritmos
conduce siempre a incrementos en la velocidad del
sistema adaptativo de partida por lo que el aprove-
chamiento de ese tiempo intermuestral abre un
camino con enormes posibilidades para mejorar el
algoritmo adaptativo [16]. En este trabajo se plantea
el uso del algoritmo LMS por ser el mas extendido en
implementaciones hardware.

Antes de describir las modificaciones plantea-
das al algoritmo de Fletcher-Reeves se describira
brevemente el algoritmo.

Dado F (coeficientes iniciales del sistema adaptati-
vo) determinese g, como el gradiente de la funcion
error para el instante O;

a) Tomese d, igual a g,
b) Para k=0, 1,...... nl (nes el numero de itera-
ciones internas)
cl) Hdgase F, =F+ad.
c2) Calculese g, igual al gradiente de la funcion
error en el instante k¥l
c3) Sik es diferente de Ml tomese
dk+1:g k+1+ Bkdk donde:

— gi+1gk+1
B = k+1Jk+l
‘ 0O

d) Sustituyase F,por F_y vuélvase al paso a).

Como tenemos dos bucles, el correspondiente al LMS
basico y el del algoritmo de Fletcher-Reeves encade-
nado, para distinguirlos el nimero de iteracion del
LMS se indicara como subindice en el coeficiente del
filtro mientras que el del Fletcher-Reeves aparecera
como superindice.

La primera aproximacion realizada sobre el
algoritmo de Fletcher-Reeves, para reducir su carga
computacional, es considerar que la constante de
adaptacion o, no cambia con el tiempo. La segunda
tiene que ver con la expresion de los coeficientes B,;
estos coeficientes son iguales al cociente de las nor-
mas al cuadrado de los gradientes de la funcion de
error en el instante k+1 y k. En el caso del LMS la
expresion del gradiente en la iteracion n es:

0,J=-20& X,

Donde e, es el error cometido por el sistema adapta-
tivo y x_ es el vector de entrada.

La simplificacién anteriormente mencionada
consiste en considerar solamente el cociente sin ele-
var al cuadrado. Es decir:

D]
B =
N BN

cumpliéndose:
Oind = -6 DX

Se llega a:

n

No se han incluido valores absolutos para no perder
la informacién que sucesivos cambios de signo en el
error nos pueden ofrecer. La aproximacion realizada
se puede justificar en cuanto que se cumplen las
siguientes igualdades cerca de la convergencia:

k+1

€"0¢ OB OB

En una implementacién practica los pasos a seguir
usando el algoritmo LMS como algoritmo adaptativo
principal serfan:

1) Obtencion de la salida del filtro en el instante n:
y(n) = F X,

2) Obtencién del error:
& =d(n) - y(n)

3) Actualizacién de los coeficientes del filtro
(algoritmo LMS):

I:n+1 = I:n + u E:“n D<n
los coeficientes del filtro recién calculados
seran los iniciales en las iteraciones del algorit-
mo encadenado entre iteraciones (Fletcher-
Reeves). Es decir:

R =F

n n+l
4) Determinacion del gradiente cambiado de
signo de la funcién error como direccion inicial
(previamente se determinara el error del sis-
tema con 10s nuevos pesos):

d° = & X

5) Para kQ1LNL

5.1) Determinacién de los coeficientes del fil-
tro

R = R +a [y

n

5.2)  Obtencion del gradiente en el instante

k+1 :
= -,
5.4)  Obtencion de la constante B,
e:+1
B = ?
5.5) Determinacién de la nueva direccién de
busqueda:

dk+1 = ﬁkdk _ gk+1
6) Se realiza la asighacion:

I:nN = I:n+l
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El algoritmo planteado es un momentum-LMS en el
que la constante varia dependiendo de la evolucién
del error cometido por el sistema. En efecto, si se
aplican de forma iterativa las ecuaciones anterior-
mente planteadas se llega a la siguiente expresion
para la actualizacién de los pesos:

W™ = B, W+ ar &) X,
donde:
\A4]k - Fk _ Fk—l

Si el error tiende a cero, el término de momento (fac-
tor con el incremento de pesos anterior) desaparece;
se soluciona entonces el problema de convergencia
cerca del minimo.

En cuanto a la estabilidad del sistema, si se
desarrolla la ultima expresion de actualizacion de los
pesos aplicando la definicion de B, se llega a:

Wt = a [k + 1) (8, X,

Vemos que el algoritmo planteado se puede
entender como un LMS con una constante de
adaptacion creciente de forma lineal entre itera-
ciones. Podemos aplicar de forma aproximada la
condicién de estabilidad definida para un LMS [17],
llegando en este caso a:

1

O<ac<

(N +1) 0L CE[x*(Nn)]

siendo L la longitud del filtro adaptativo, N el nimero
de iteraciones internas y Bx )] la energia de la
senal de entrada.

RESULTADOS EXPERIMENTALES.

Las prestaciones del algoritmo propuesto se han veri-
ficado en una serie de simulaciones que dan idea de
su buen comportamiento. La primera prueba realiza-
da al algoritmo es la determinacion de su velocidad
de convergencia en un problema de modelizacién de
sistemas. Para ello se implementé la estructura dada
por la figura 2:

Para probar la bondad del algoritmo se repre-
senta el error al cuadrado cometido por un LMS cléasi-
co y el algoritmo planteado. En la figura 3 se repre-
senta, en decibelios, la norma al cuadrado de la
diferencia entre el sistema desconocido y el sistema
adaptativo. Como sistema desconocido se consideré
uno con longitud 10 cuyos coeficientes se generaron
de forma aleatoria sumandose un ruido normal de
media cero y varianza 0.1, tomando como entrada al
sistema ruido blanco de varianza 0.1 (SNR igual a 20
dB). En esta simulacién se ha fijado el valor de la
constante de adaptacion de los algoritmos LMS en
0.01 (la misma constante que para el algoritmo
Fletcher-Reeves), siendo el numero de iteraciones
internas de este algoritmo igual a 4. La grafica mues-
tra los resultados obtenidos promediando una serie
de 25 experimentos. Por ello, no se da la respuesta
impulsional del filtro desconocido ya que en cada uno
de los experimentos se generaba éste de forma
aleatoria.

Sistema
Desconocido

Entrada

Sistema
Adaptativo

¢ Error

Figura 2: Esquema del sistema planteado.

Hay que destacar que en las simulaciones se
fij6 el nimero de iteraciones internas, escogiendo un
valor pequeno para no incrementar excesivamente la
carga computacional, y, a partir de ahi y mediante un
sistema de prueba-error, se seleccionaron aquellas
constantes que ofrecian un funcionamiento éptimo.
Este procedimiento es el habitual a la hora de traba-
jar con sistemas adaptativos y redes neuronales [1].

En la figura 3 se observa que el algoritmo pro-
puesto converge mas rapido que el algoritmo LMS
basico alcanzandose el mismo error en el estado
estacionario.

Se podria comparar el algoritmo propuesto con
otras variantes del LMS lo que darfa lugar a un gran
nimero de simulaciones. Para evitar este hecho se va
a comparar con el algoritmo RLS (Recursive Least
Squares) que presenta un coste computacional
mayor que los de la familia LMS pero tiene una
mayor velocidad de convergencia [1]. La simulacion
que se presenta a continuaciéon es el promedio de 25
experimentos como el descrito anteriormente de
modelizacién de sistemas. La constante de memoria
para el RLS se escogié 0.99 porque era la que mejor
resultado daba, tomando una constante de adap-
tacion del LMS basico y del Fletcher-Reeves de 0.05
con 4 iteraciones internas.

En la figura 4 se aprecia que el algoritmo pro-
puesto presenta una velocidad de convergenia pare-
cida a la del RLS con un error en estado estacionario
menor. Hay que destacar que el algoritmo RLS impli-
ca operaciones de inversiéon de matrices y, por tanto
un alto coste computacional; en nuestro algoritmo
este coste no es tan alto obteniéndose un mejor fun-
cionamiento.

La Tabla 1 muestra la relacién (en tanto por
ciento) entre el niumero de iteraciones que el LMS y
el algoritmo propuesto necesitan para converger al
sistema 6ptimo con una precision dada. La tabla
muestra el promedio de 50 experimentos. En esta
tabla se ha cambiado la constante de Fletcher-Reeves
(fijando el numero de iteraciones internas igual a 5)
y el nimero de iteraciones internas (fijando la cons-
tante de Fletcher-Reeves y del LMS en 0.01) .

Como se aprecia, la mejora en la velocidad de
convergencia es relevante. Hay que hacer notar que
este incremento no sigue una relacion lineal con
ninguna de las dos variables (constante del algoritmo
o0 numero de iteraciones internas).
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Figura 3: Resultados obtenidos con el LMS (linea
continua) y el algoritmo propuesto (linea discontinua).

ITERACIONES FR 1 2 3 4
REL. ITER. (%) 62,1 34,8 26,7 20,8
CONSTANTE FR 0.005 0.0095 0.014 0.0185
REL. ITER. (%) 29,4 17,7 9,3 6,2

T T T T T T T t ¥ t
o 10 20 30 40 =0 11} 7 a0 an
Mimero de iteraciones

Figura 4: Resultados obtenidos con el RLS (-) y el
algoritmo propuesto (+).

5 6 7 8 9 10
15,8 9,4 7.1 6,9 4,6 39
0.023 0.0275 0.032 0.0365 0.041 0.0455
53 4,1 3,6 3,9 3,2 33

Tabla 1. Relacion de convergencia entre el LMS y el algoritmo propuesto.

LLa siguiente simulacion realizada sobre el algo-
ritmo fue la eliminacion de ruido de red usando el
esquema clasico planteado por Widrow [18], figura 5.

En la figura 6 se muestra el ECG contaminado
de ruido v el resultado obtenido por el LMS clasico y
el algoritmo planteado. Los parametros de los algo-
ritmos usados han sido: constante de adaptacion del
LMS vy del Fletcher-Reeves iguales a 0.01 y numero
de iteraciones internas igual a 4.

Como se demuestra en la figura 6, el algorit-
mo propuesto es mas rapido que el LMS clasico. Sin
embargo presenta un problema en esta aplicacion, la
distorsion al final del complejo QRS. Esta distorsion
se produce por el valor que toma el parametro B, en
el algoritmo de Fletcher-Reeves. Este parametro se
determina mediante el cociente entre errores conse-
cutivos de tal manera que, si el denominador es muy
pequeno, el parametro B, tomara un alto valor alto
conduciendo a la inestabilidad del algoritmo. Se
puede solucionar conmutando este parametro a cero
cuando esté por encima de un determinado valor.

Por ultimo, el algoritmo propuesto se aplicé en
la determinacion del ECG fetal siguiendo el esquema
clasico definido por Widrow [18] (figura 7).

Para simplificar el sistema soélo se ha utilizado
un electrodo de referencia. En la figura 8 se muestra
los resultados obtenidos cuando se aplica un LMS y
el algoritmo propuesto en la determinacion del ECG
fetal. Los parametros escogidos han sido: longitud
del filtro 5, constantes para el LMS y el Fletcher-
Reeves iguales a 0.01 y se han tomado 4 iteraciones
internas. Al igual que en las simulaciones anteriores

Cancelador Adaptativo de Ruido

Interferencla

1

1

i

I

1
SENAL DE i :ﬁ
REFERENCIA E Fifro l:

: Adaptativo i

l -
Interferencia SENAL
de 50 Hz PRIMARIA

Figura 5: Esquema del cancelador del ruido de red.

2

1} B
1 1 1 1
0 510 oo B0 2000 2500

4

Figura 6: Aplicacion del método propuesto a la
eliminacion del ruido de red.
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Figura 7: Esquema del sistema utilizado para deter-
minar el ECG fetal

0 €0 1000 1900 200 280

Figura 8: Aplicacion del algoritmo propuesto al
problema del ECG fetal

se han escogido estos parametros mediante el pro-
cedimiento de prueba-error dentro de los limites es-
tablecidos para la estabilidad del sistema.

Como se aprecia claramente en la figura 8, el
algoritmo propuesto elimina los complejos QRS
maternos (los de mayor amplitud en la senal abdom-
inal) de lo que es incapaz el algoritmo LMS clésico.

CONCLUSIONES.

En esta comunicaciéon se ha presentado un algoritmo
que incrementa la velocidad de convergencia de los
sistemas adaptativos basados en el LMS usando en el
aprovechamiento del tiempo muerto entre itera-
ciones por lo que no se requiere incrementar la po-
tencia de célculo del sistema. Otra ventaja de la solu-
cién propuesta es que el cambio en la programacion
es minimo ya que la Unica operacion a realizar es la
inclusion del algoritmo enlazado, en nuestro caso un
algoritmo de gradiente conjugado, al principal.

Este trabajo se completa con una serie de simu-
laciones que demuestran el buen funcionamiento del
algoritmo frente al algoritmo LMS basico y el RLS que
se caracteriza por su gran velocidad de convergencia.
Asimismo se dan dos aplicaciones en ingenieria
biomédica clasicas como son la eliminacion del ruido
de red vy la obtencion del ECG fetal.
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