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se conoce como la adjumtade A y se denota por acj A. El resultado jue acabamy g,
demastroe puelde serestabecido coma sigue.

EJEMPLO 10  Utlice & método dela adjunta para calenlar la inversa ce

T I=F
A=|2 2 4
L35

SOLUCIEN: Calculanios det A ~ 2 y1os nteve cofactores
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Laady ws la P de & dw cof; asuber
-18 10 4 =18 3 10]
adi A « 3 =2 1| =| 10 =2 -6
w —-n -2 4 -1 —2
Enlongces

i 3 [-13 3 10] [ 9 = -s]
Al - adfA =~ 10 -2 ~6|=|=5 1 3
a4 o A -2 1 i
que es la misma respuesta que chluvimos (con menos tabajc) en d gjemplo 8del
accnién 33. ¢

Demostracion del teorema de expansion de Laplace

Desafortunadamente, no existe wna demostoicion corla oi e del teorema de ep®
sida de Laplace. La que ofrccemos ticne ¢l mérita de sor relativamente sencill. 2
deggrlosaremos en vanios pasos, el primero dé los cuales ¢ demostrarque o d
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PUr colactores i to largo del primer rengon de una matrizes lo misme gque o desa’ro-
Tlo par cofictores 2 lofargo de Ia primera columna.

DEMOSTRAGION: Lemostrarenos este lema mediante indiccién sobre 7. Fara
s 1, 2] resultado ssfeivial Ahors supongames que el resnltada o; wardadera pa.
ra matrices de (ir — 1) X (71 - 1) ésta cs nucstra hip5tesis de induccién. Nétese que.
por s deflinicida de eofactor (o menor), todos los Ermiros qis condsnen a,, #dén
justificadcs por ¢l sumando a;,C},. Por tanto, podemos ignorar lcs términos que
cOntisnen

El i-&simo sumardo de! ladc derecho d: la ecuacién (7) 55 @;,Cy = a(—17 77
det Ay, Abora desarrollaremos det A, 2 Io Tazgo del primer cenglén:
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El j deimo término dv este desarrollo de det A, w5 2, (-1 dat4, | donde 1a
notacién Ay, . denotala submatriz de A que sc obtienc &l eliminar los renglones & y
I, asi Tas eol 7y + Si conbinamos tado ello, vemas que ¢l términe que con-

tienc @;,a,;cn el lado cerecho de la ecuacion {7} es
an(—1) (1) det Ay o = (=1 Yagay, det Ayy

;Qué e el término que contiene aya, en €l lado zquierdo de 1a zcuacién (712 El
facter ay; aparccs en cf j-6simo sumando. ay;Cy; = a{—1)'™ de: Ay, De acuerdo con
Ia hidétesis de inducciSn, podemcs deserrollar Ay 1 lo largo de su Pummoolunna.

@1 g U B

Ay =1 Taper

Eli-¢simotérmino eneste desarrollo de Ay es ep{~1)" 7 det A, de modo gue el
término qee contiene 2,a,, ¢n el lado izquicréo de & ecuacion (7} cs

ay(~1) Ve (=1 U det Apyp = (1) agay det Ay

lo qee establece que los lados izquierde y derecko de la ecuacidn(7) son cquiva-
Icutes, @
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DEMOSTRACON: Una vez mis, 1a pruels Gs pur induccidn sobroz. El reafag,
pacde wr ficiment: verificada cuando n = 2, de modo que PONZAMOS GUE & wr.
dadero para natrices de (5 —1) X (1—L} Tremostrteinws gue ¢l resaltude o vordag.
ro paramatsizes den X . En primer lugar, comprobarcmos (ue mantiene su vehiy
cnando dos renglores adyaceniés de A son mtercambizdos. Jiganns, ke wuglnes r
wrid L

De acuerdo cen el lema 13, podemos evaluar el det 5 mediante desarrolo pe
efacteres a lo largo de su primera columna. Eli-ésino témminaen este desarolly
es(— 1}y det B;.Sii # rei+ r = 1 eatonces by = ay ¥ B esuna ;ubmanze
(r - 1) % (n - 1) qus ex icéntica @ A; cxceto er que dos renglones adracentss ka
siclr intercanbiados.

ay - dia

sajy
e -
. = or i
-

A8 %) T Gears
e az = a:..
2 o :
L A

1
e esta nnc o, segtn le hiptezis dy induzcidn, drt By = —det A, i 7 reizrl
Sii = r.eatonees by = @, ¥ Ba = Acer1e

Rempliand

Por consiguiente el r-&8mo symasudo cu det I =3

Z—IY"DA d=1 By = (-n“"‘wl.l det A — '("1)"““ Bypy 02 A
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Le manera semejante, 517 = 7 + 1, entonees by = a,. 3, = A, ¥ ol {r + 1)ésimo su-
mandode det B es

(—1¥ % det By =(~1Va,det A, = —{=1)""0, du A,

In otras palabras, los tdrminos . <sius y (¢ + 1Gimo el desirrollo por cofactores de
la primera columna del det B scn los kegativos de los témince (r + 1hésimo y r-ésimo,
respoctvamente, ded desaorolls pon wofadtues de Ta primers columma de’ det A.

Si sustituimos fodos estos resultados en el det B y nucvamente aplicamos ¢l lema
13, obtencmcs

det B = 3 (—1)*b, det By
1

= X (1Y hadet B, + (-1) b, detB,, + (=10 %, det B..,
FC

idred

= 2 (U a(det &) - (<1)7 e cot Aoy — (-1) Ve, et A,
l!"r’.'-l

S 1", det Aq

=

= —dd A

Esto demuestra ¢l resultado para matrices de st X r <1 s intsreambiados ren.-
glones adyacentes, Para comprobar gue mantiene su validez pars intercambios de
rengi6n arbitrarios. sélo aecesitamaos advertir que, por gjemplo, s renglanes r v «,
donde r = v, pueden intercambiarse ol realzar 25 - r} - 1 intzrcambios d& renglones
advacertes (véase ¢l cicreicio 67). Debido a que elndmero de intercsmbios r< impary
czda uno cambia ¢l signo del determinante, el efecto neto es un cambio de signo, co-
mo se deseaba.

La demostracisn para intercamdios de columna es anéloga, exceplo ef hecho
de que desarrollamos a b Jargo del renglon 1 en Tugae de hacerls 2 Talargade 1a
columna 1. €

Podemos shors demostrar ¢l teorema de expansion de Laplace.

E DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1:  Scu 5 1a matriz que ac obticne al wuves o tou-

glén £d= A hacia la parle supesior, mediarte { -1 intercambios de renglones adya-
centes. Do acuordo con cllome 14, 6ot B —( 17 'dct A Tero by ~ uy Dy — A
peaj=1,....n
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El nidio prodigi> sutodidacts,
Telrakam Sold Kown (1647.170R),
descendia de wea familia de gue-
rreros samurai. Ademis de desca-
brir los ceterarnantes, cscridié
acerca de ecuacones Jiolintnas,
cuadrados mag.cos v pimeres do
Rernoulk {antes de Bernoulk) y
miy provablemente brzo doicubr-
meentos 2n ciloulo.

De esta forma,

det A={—Ddet B={=11"1F( 1)"h, det B,

=t

Seay

A n
={ I A g dot A, — 3 (=1 g, det 4,
Fol '

Io que nos da 1a férmula para ef desarrolle por cofactores alo largo delrengléy ;.

Slaplicamos ¢ lema 13, 1a demostracicn del desarnlo pos colanuses stirepg,
de manera que podemos desarrollar por columnas en lugar de huzerlo por renghy,,
{véase el ejerciclo 1S). 4

Una breve historia de los determinantes

Como advertimos al priscipio de esta seccién, Iz histaria de los determmanies preg,
d¢ o lo de Tas matriccs. En redlidad. fucron presentador por primeris vee, do s,
ndcpeadiente, por Seki, en 1683, y por Lzibaizen 1693, Ea 1748, los ceterminants
spurceicron eén ¢l Treatise o Algehra, do Moclaarin, que sncluin o Iratamionto do
regla ce Cramer hasta ¢l caso Je 4 x 4 Fr 1750, Cramer demostrd ol czso perersi s
eata regla, aplicdndolo al ajusic de curvaz, y en 1772, Laplics ofrecid unn demmin.
¢ién de su teorema de expansion.

El término determizante no fue acutado cino huy

a1 1801, ceando fwe ulitinudg
por Gauss. Cauchy, en 1812, fue ¢l primero que utilizd los determinarics enel ser-
ido muderne. Ea realidad, Couchy fue responseblo dol docarrolio de gran pantedes
joven teorfa de lcs determinantes, incluyendo varies resoltades importanes que
hemo: mencionaco: la rogla del producto pare determinuntsy, #f polmomic cmm
teristico v Iz nocion de matriz diagonalizable. Los dzierminantes no Jegaron a su
smplioments conocides sino hasta 1841, cuando Jeubi low: popu ez, auaque cod
conteato de las furcones de varias vanables, tales cono [as que sc cncuentranen
curse Je cibulo de varisbles ndltiples. (Ectos tipos de determimantes fucror llams
dos “jacobianos™ por James J. Silvester alrededor de 850, a término que todinia e
uttlizn et b feewe}

Gottfried Wilkelm voa Leibsiz (1656-1716) naciden
Leipzie v cstudid leves, teolcpfa., filosofia y matendticas,
Prohab es mgor ido por el desasrolo (de
munera indepeandicnts, junte con Newton)de as principa
ks idese del cflculo dferendal e megral Sin canbargo, sus
contiibacuns: 3 otra: ramas de lasmatentiticas ambiés
san impresionantes. Desarrdlo Iy mocedn 66 un determe-
aante, nersiones conacidas d= Ia regla de Cramery o
worems del Oesuraoliy Ur Laphex ey e« s s Ty
dicra eaédito por eflos, y puso los fundumentos de ks leia
dc mntsicon = tuvés dol trabgo que calizd sobeo lar formae
cusdriticss. Leibaiz mmbiér fne &l primero en desarroliar
#1 gigtema hinrrin de wSiméSen Cnein en BOimpoctancin
Je una buena 10TACidn ¥, junte con la notasidn familier
nara las decivadas ¢ iategrales, introduio ma forna de
notacidn con mubfrdices parz Jos cozfich di Lo sistena
lineal que o3 cicacialmente k notacddn qus atiliamaos 2
‘a acrushidad. Fowgraie € CORELS)
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