BEIERCICIOS £4

mismo. De ello se desprende que T 'oT(0) = 0. Debidoa que T =T
es una traslacién coneluimes que 7' 7' = Jdpe. En consecuencia
T =T ylaigualdad T o0 =T o C se convierte, al aplicar T, en
= W

Definicién ITES8. S5t F =T o, donde O es wna fronsformacidn
ortogonal de B2 ¢ T es una fraslacidn de B2, entonces © o Home la
parte oriogongl de lo fsometrio F ¢y T la parte de traslacidn de F.

Ejercicios

A1) Sean ((=, =} vn monoide v ¢ € G. Diremos que o es invertible
a izquierda si existe b € & tal que b+ a = & (e es el dlemento
neutro en ). Diremos que o es invertible a derecha si existe
c & i tal que a+ ¢ = e Demostrar que si a s invertible a
izquierds v es invertible a derecha, entonees es invertible.

#(2) Demostrar gue la operacidn definida en £ nE como [m 4
nd) * {r+n&) = mr+nZ, es asociativa ¥ su elemento neutro
es 1+ nd

{3) Probar que cada una de las signientes parejas es un gropo:
#(a) Laparcja (4, &), Donde .4 = P{I7), el conjunto potencia
de un comjunto U ¥ 1a operacidn A se define como: para
todo 4, B e A: AAB=({U\ANB)U{{T\ B nA.
dondeU\A={relU-z¢ A}, U\B={zeclU:z¢ B}
v @ &5 2l elemento nentro.
#) (A +), donde A = {a+b/5:a,be D), + eslasumaen
I ¥ el nentro es o cero de los reales.
Ay (A, o) donde Iz pareja se define de la siguiente manera
A=A{EFCHIJ}, donde B, F,G H I,J son fun-
ciones de B {0,1} en B\ {0,1} tales que E = Tdp 04
y para todo e € R\ {0.1}: Fle) = L, Cley = 1—¢,
Hie) =&, He) =<2, Jlc) = = Bneste caso Eesel
neutrode (4, e).
me [} La pareja {4, o), donde A = {Idgs, 17, T2, T2} con
Ty gira B? 180° alrededor del oge X,
Tz gira R* 180° alvededor del ejfe ¥ v
Ty gira B® 180° alrededor del gje 2. Aqui el neutro es
Tilgs.
mmm (o) T.a pareja (D, o), donde
Dy = {1ldge, By Ry B H V. D _I¥} con
[ es la rotacion de B2 en 90°,
Ry es la rotacidn de |R2 en 180°,

Todos los ejercicios seleccionados



Tl I UNA INTRODUCCION A LOS GRUPDS

Ry es la rotacion de B2 en 270°,
H &3 la reflexion respecte al gje X,
1 es Ia reflexidn respecto al eje ¥,
I es la reflexidn respecto & I disgonal {(z,x} -z e B} v
I¥ e ta reflexidn respectoa la diagonal {{z, —x) : z € R}
Donde e neutro o5 Tdge.

#(1) [A ), donde
A= {5 (39, F(3-2). (5 &) v v & o products de
matrices: Bl néotra o= la matiiy fa.

Z[4) Si es un conjunto, P(U) es el conjunto potencia de [7, pruehe
que (P75 U, (PIT7), M) son monoides pero no son. grupos.

#13) Demostrar que T C & s un subgropo de (G, #) & ¥ s6lo s

(a) Paratodo g, b e T setiene que as«be Ty
(b} para todoa € T, s tiene quo oL € T

#(6) Sean (1, =) ¥ (32, =2) dos grupes, demostrar que s operacidn
* definida en &y X G como (g, ga)# {1, fiz) = (g1#1 Ry, a%2 )
define en & % (75 uma esirucutra de grupo, o5 decir (G %Gy, £)
£5 TN gTupo.

A7) Considere la matriz B = (_ ). Vea que /i tiene orden 4 bajo
la multiplicacidn. de matrices, ssi que {H, B, B*, B’} es un
grupo ciclico. Observe que (3] = ( L. | e interprete geomsé-
tricaments el efecto de .

#{8) Demostrer que s (G =) &5 un grupo ciclico entonces &5 un
srupo abelinng.

#19) Sen (C,+) mgmupoya €G- SiaGa ' ={asg+a' 10 G},
demostrar que [afFa—?, «) es un subgrupn de G

#{10) Sea (G, =) un grupo abeliano. Probar que alra ! =&, para
todo a & &, '

Z (11} Dar un cfemnplo de wn grupo (G.+) ¥ elementos a, b9 £ G
tales que b=axg=a Tty b#F g

#(12) Demostear que (£./n%, 2) &5 un gripo ciclico. jCuidado con
la notacion aditival

#(13} Sea My(Q) C Ma(R) donde A € My(Q) s y s6lo =i

Jq:(ﬂu ﬂu)
G @ f
¥ az; € P para todo 3, 7 & {1, 2} Demostrar que Mz({Q) es un

subgrupo de (M:(R), +).
e (4] Sen A€ (My(R), 1) con

A=(I111 ﬂﬂ)_
gy Ozm

=7

b

(25 §

=




EIERCICHS TE

Demostrar que pars todo n € Z,

nd = ( T Tl )
Ndm Tl
#(15} Demostrar que en (Inz(B).-) no se cumple que, para todo

A, B € Ing[R) yn g Z- (AB)" = AB" (ver Lema T11.12).
(16) Demostrar que si 4 € Ina(R), entonces det(4~) = =

{17) Probar que =i
s Ry gy
g oy J

entonces def A’ = det 4 (ver Ia Definicisn TIL46),
{18) Demestrar que si A es ortogonal entonces def A — +1 Ademds
probar el Corolano TTL56.

# (19} Demostrar que en general = (G, #) e= M monoide v In(G) =
{g € G : ges mvertible en (G, )}, entonces {(Inlz), =) es un
grupo.

#(20) St No(R) = {A € Iny{R) : detd = 1}, denostrar que (Ny(R), -)
es um subgrupo de (Ing (R}, <),

(21} Pars todo f € N, se cumple que

(51) - (53):

#(22) Sea D4(R) el conjunto de matrices de ls forma

a b
(62):
donde ab # [ Demostrar que (D3(R), ) es un subgrupo de
{I‘J‘liI:R:l-. ]I
#(23) Sea (G, #) un propo finito, es decir, ¢ tiene stlo. un nimern
hnito de slementos, entonees todo elemento de (3 tiene srden
finito.
#(24) Sea (G, #) un grupo Enito, denotaremes por |G la cardinalidad
de (&, es decir, el mimero de elementas del conjunto . 5i.G
e infinitn entonees |&] = oo, Demostrar que |5, =nl.
H{EE} En general si v € B?, definimos Tros, - B2 — B* como
Trasg{z) = r+w, para todo = £ B2 Demastrar que Tras,
&S unm sametria.
#26) Demmestre que si v, v £ B®, entonces
(a) Tras, o Tros, = Tras,..
(b) (Tras,)™ ' = Tras .,
(e} Tdgr = Trasg,
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