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Esto se puede expresar en forma simbdlica como

iz as"”em;vmmwﬁmm“sgvﬁ

lim f(x) = L& Ve>0 38>0 Vx[(0<|x - a|<8)—(f(x) - LI<¢)].

[En este caso, el universo comprende los nimeros reales, y sélo consideramos aguellos
valores reales de x para los que f(x) esté definida. Ademds, los cuantificadores Ve> 0y
35 > 0 contienen ahora alguna informacidn restrictiva.] Entonces, para negar esta defini-
cion, haremos lo siguiente (hemos resumido algunos pasos):
ll;n}?f(x) *L

&a[Ve>0 35>0 Vx[(0<|x—a|<d)—(|f(x) — L|<e)]]

& Fe>0 V8>0 Ix[0<|x—a|<d)—=(flx) - L|<e)]

& Fe>0 V>0 Ix[(0<|x—a|<d)Vv(f(x)-L|<e)]

& Fe>0 V>0 Ix[(0<|x—a|<d)A(f(x) - L|<e)]

& Fe>0 V>0 Ix[(0<|x—a|<)AN(fx)—~ L|=¢€)]

Traducido en palabras, tenemos que lim,_, f(x) # L si (y sélo si) existe un ndmero

(real) positivo€'tal que para cada nimero (real) positivo 8, existe un valor x [donde f(x)

estd definida] tal que 0 < |x—al <& (es decir, x # a y su distancia de a es menor que &)
pero |f(x) - Li = € [es decir, el valor de f(x) difiere del de L por al menos €].

EJERCICIOS 2.4 y’/’;i . Sean p(x), g(x) las siguientes proposiciones abiertas.

p(x): x=3 g(x): x+1 esimpar

Si el universo consta de todos los enteros, ;jcudles son los valores de verdad de las siguientes

proposiciones?
a) p(l) b) q(1y © ~p(3)
d) g(6) e) p(7va(7) , £) p3)N\g(4)
: 8 p(4) h ~@(-4vqe(-3)) ) p(=4)A-g(-3)

IS

. Sean p(x), g(x) las proposiciones definidas en el ejercicio 1. Sea r(x) la proposicién abierta
“x > 0”. De nuevo, el universo estd formado por todos los enteros.
a) Determine los valores de verdad de las siguientes proposiciones.

) p3)VvIgB3)vr@3)] i) p)N[g(3)Vvr3)]
iii) p(2)—[q(2)—>r(2)] iv) [p(2Ng(2)]=>r(2)
V) p(0)—=[gq(=1) <r(D)] vi) [p(=1)q(=2)]<r(=3)

b) Determine todos los valores de x para los cuales [p(x) A g(x)] A r(x) da como resultado
una proposicién verdadera. )
¢) Encuentre los cinco enteros positivos x méis pequefios para los que la proposicién abierta
/ - p(x) = [—g(x) A r(x)] da como resultado una proposicién verdadera.
3

. Sea p(x) la proposicién abierta “x?= 2x”, donde el universo comprende todos los enteros.
Determine si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa.

a) p(0) ‘b) p(1) ¢ p(2)
d p(-2) e Ixp(x) f) Vxp(x)

4. Considere el universo de todos los poligonos con tres o cuatro lados y defina las siguientes
proposiciones abiertas para este universo.
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¢} Todo estudiante de la clase estd en la especialidad de matemdticas o fisica.
d) Ningiin estudianie de posgrado en la clase estd en la especialidad de {isica.
2} En la clase, tode estudiante del dltimo aflo estd en la especialidad de fisica o de ingenieria
eléctrica.
f) Algdn estudiante de posgrado de esta universidad no estd en la especialidad de matematicas
ni en la de fisica.
"6. Seanp(x, ¥), qlx, y) las siguientes proposiciones abiertas:
plx,y): x*=y g{x,y): x+2<y
Si el universo para cada x, y estd formado por todos los nimeros reales, determine el valor de
verdad de cada una de las siguientes proposiciones.
a) p(2,4) b) g(1, m) o p(=3,8)/\gq(l,3)
D pGHvg(-2,-3) e p(2,2)—q(1,1) £) p(1,2)=nq(l, 2)
_7 Para el universo de los enteros, sean p(x), g(x), r(x), s(x) y #(x) las siguientes proposiciones abiertas.
plx)i x>0
g(x): xespar
r(x);  x esun cuadrado perfecto
s(x):  xes (exactamente) divisible entre 4
H(x): xes{exactamente) divisible entre 3
a) Escriba las siguientes proposiciones en forma simbélica.
i) Al menos un entero es par.
ii} Existe al menos un entero positivo que es par.
ili) Six es par, entonces x no es divisible entre 5.
iv) Ningiin entero par es divisible entre 5.
v) Existe al menos un entero par divisible entre 5.
vi) Sixes pary xes un cuadrado perfecto, entonces x es divisible entre 4.
b) Determine si cada una de las seis proposiciones de la parte (a) es verdadera o falsa. Para
cada proposicidn falsa, dé un contraejemplo,
¢) Exprese en palabras cada una de las siguientes representaciones simbélicas.
i) Vx[r(x)—pX)] i) Vx[s(x)—q(x)]
iii) Vx [s(x)— (x)] iv) Jx [s(x) AN-r(x)]
V) Vx [r(x) v g(x)vs(x)]
d) Proporcione un contragjemplo para cada proposicién falsa de la parte (c).
8. Sean p(x), g(x) y r(x) las siguientes proposiciones abiertas.
plxy: x¥*—8x+15=0
g(x): xesimpar
r{x): x>0
Para el universo de los enteros, determine la verdad o falsedad de cada una de las siguientes
proposiciones. Si una proposicion es falsa, dé un contraejemplo.
a) Vx[p(x)—q()] b) Vx[g(x)—p(x)]
9 3x[p(x)—q()] d) 3x[g(x)—p)]
¢) 3x [r(x) Ap(x)] ) Vx[p(x)—r(x)]
2 x[r(x)—p)] k) Vx[g(x)—p(x)]
D 3x[p)—(g() Ar(x))] D ¥x[(px) Vv q(x)—r(x)]
9. . ‘

Sean p(x), g(x) y r(x) las siguientes proposiciones abiertas.

p(x): ¥*=Tx+10=0
g{x): ¥-2x—3=0
r(x): x<0
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. Escriba la negacidn de cada una de las siguientes proposiciones verdaderas. Para las partes (a),

(b) ¥ (c), el universo consta de todos los enteros; para las partes (d) y (e), el universo abarca
todos los nimeros reales,

a) Para todo entero », si 2 1o ¢s (exactamente) divisible entre 2, entonces n es impar.

b) Si el cuadrado de un entero es impar, entonces el entero es impar.

¢} Sik m, nson enteros tales que k —m y m — 1 500 impares, entonces k — n es par.

d) Si x es un ndmero real tal que x*> 16, entonces x < —4 0 x> 4.

e) Para todo niimero real x, si Ix -3 ! < 7, entonces -4 < x < 10.

Niegue y simplifique lo siguiente.

b) Vx[p(x) Ag(x)]
d) 3x[(p(x)Vvg®)—=rx)]

a) Jx[plx)\VvgX)]
¢) ¥x[p(x)—qx)]

Para cada una de las siguientes proposiciones (y universos) enuncie la reciproca. la inversa y la
contrapositiva. Determine también el valor de verdad de cada proposicién dada, asi como los
valores de verdad de su reciproca, su inversa y su contrapositiva. (En éste caso, “divide” signi-
fica “divide exactamente” y “divisible” significa “divisible exactamente”.)
a} [El universo comprende todos los enteros positivos.]
Sim > n, entonces m*> n’,
b) [El universo comprende todos los enteros.]
Sia > b, entonces a* > b*.
¢) [El universo comprende todos los enteros.]
Simdivide a n y n divide a p, entonces m divide a p.
d) [El universo comprende todos los nimeros reales.]
Vxl[(x>3) = (x> 9)]
e) [El universo comprende todos los enteros.]
Todo entero que es divisible entre 12 también es divisible entre 4.
f) [EI universo comprende todos los nimeros reales.]
Para todo ndmero real x, si x*+ 4x - 21> 0, entonces x> 3 0ox<—7.

Vuelva a escribir cada una de las siguientes proposiciones (con los universos dados) como una
implicacién de la forma si-entonces. Escriba después la reciproca, la inversa y la contrapositiva -
de la implicacién. Para cada resultado de las partes (a) y (d), dé el valor de verdad de la
implicacién y los valores de verdad de la reciproca, la inversa y la contrapositiva. {En la parte
(a), “divisibilidad” significa tener un resto 0.) '
a) [El universo comprende todos los enteros positivos.]
La divisibilicad entre 21 es una condicién suficiente para la divisibilidad entre 7.
b} [El universo abarca todos los residentes actuales de Estados Unidos.]
Contar con un paquete considerable de acciones en la bolsa es una condicidn necesaria para
que una persona sea feliz. ) _ ;
¢) [El universo comprende todas las serpientes que reptan actualmente en las selvas de Asia. ]
El hecho de ser una cobra es una condicién suficiente para que una serpiente sea peligrosa.
d) [El universo estd formado por todos los nimeros complejos.]
Para cada ndmero complejo z, el hecho de que z sea real es necesario para que z° sea real.

. Para las siguientes proposiciones, el universo abarca todos los enteros distintos de cero. Deter-

mine el valor de verdad de cada proposicidn.

a) 3x3y[xy=1] b) IxVy[xy =1] ¢) Vx3y[xy=1]
d) Vx Vy[sen®s + cos’x = sen®y + cos’y]
e) IxIy[Ex+y=5A(x—3y=-8)]

£) IxIy[Bx—y=NA(2x +4y =3)]

Repita el ejercicio 21 para el universo de todos los niimeros reales diferentes de cero.
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23,

24,

26.

En la aritmética de los ndmeros reales, existe un ndmero real, 0, llamado el neutro de la suma,
puesto que @ + 0 = 0 + a = a para cada nimero real a. Esto se puede expresar en forma
simbdlica como

zVala+z=z+a=al

(En este caso, el universo abarca todos los niimeros reales.)

a) Ademds de la existencia de un neutro aditivo, existen los inversos aditivos. Escriba una
proposicidn cuantificada que exprese “Todo niimero real tiene un inverso aditivo™. (No se
debe utilizar el signo menos en la proposicién.)

b) Escriba una proposicién cuantificada que trate de la existencia de un neutro multiplicativo
para la aritmética de los nlimeros reales.

¢) Escriba una proposicién cuantificada relativa a la existencia de inversos multiplicativos
para los niimeros reales diferentes de cero. (No se debe usar el exponente -1 en la proposi-
cién.)

d) ¢Cambian de alguna forma los resultados de las partes (b) y (¢) cuando el universo se
restringe a los enteros?

Considere la proposicién cuantificada ¥Vx 3y[x + y = 17]. Determine si esta proposicién es
verdadera o falsa para cada uno de los siguientes universos: (a) los enteros; (b) los enteros
positivos; (c) los enteros para x, los enteros positivos para y; (d) los enteros positivos para x,
los enteros paray.

. En el caso de las siguientes proposiciones, el universo para cualquiera de sus variables estd

formado por los niimeros reales. En cada caso, niegue y simplifique la proposicién dada.
a) Vx Vy[(x>y)—=(x—y>0)]

b) Vx Vy [[(x >0 (y =logiwx)]— (x=10")]

) VxV¥y[(x<y)—3z (x<z<y)]

d) Vx Vy[(|x]=|y)—=(y= 0]

e) [VxVy ((x>0ON(y>0)]—=[3z (xz>y)]

En matemadticas, con frecuencia se desea afirmar no sélo la existencia de un objetoa (ya seaun
nimero, un tridngulo, etcétera) que satisfaga una proposicién abierta p(x), sino también el
hecho de que este objeto a es el inico para el que se satisface p(x) (es verdadera). Entonces, el
objeto es dnico. Esto se denota con el cuantificador 3!x p(x), que se lee como “Existe un tinico
x”. Este cuantificador puede definirse en términos de los cuantificadores existencial y universal:

[Atx p1 A3 pIN Y ¥y [(p () Ap ()= (x = )T

Esta definici6n indica que “una demostracién de existencia y unicidad” requiere “una demos-
tracién de la existencia”, que con frecuencia se realiza construyendo un ejemple que satisfaga
p(x), y “una demostracién de la unicidad”. ' )
a) Escriba lo siguiente en forma simbdlica, usando este nuevo cuantificador. (El universo

consta de todos los ndmeros reales.) .

i) Todo nimero real diferente de cero tiene un tinico inverso multiplicativo.

ii) La suma de dos niimeros reales cualesquiera es tnica.

iii) Para cada coordenadax, la coordenaday correspondiente en larectay=3x + 7 es Gnica.
b) Seap(x, ) la proposicién abierta “y = —2x"; el universo estd formado por todos los enteros.

Deterinine cudles de las proposiciones siguientes son verdaderas o falsas.

i) [Vx3ly p(x,y)]—[3ly Vx p(x,y)]
ii) [3ly Vx p(x,y)]—[Vx 3ly p(x,y)]
¢) Responda la parte (b) para la proposicién abierta p(x, ¥): x + y es par. -
d) Considere la proposicién 3lx (x >.1). D€ un ejemplo de un universo en ¢l que p sea verda-
dera y un ejemplo de otro universo donde p sea falsa.

C
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