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Capitulo 1

1.

cddigos detectores-correctores de errores para proteger los datos grabados, cada llamada telefénica
hecha a través del teléfono mévil los emplea, asi como cada fotografia transmitida desde una nave
espacial a la Tierra. Cada paquete transmitido a través de internet tiene una envoltura protectora
de codificacion utilizada para determinar si el paquete ha sido recibido correctamente. Incluso en
el comercio cotidiano estan presentes los cédigos detectores-correctores de errores; por ejemplo,
los codigos de barras que identifican los distintos productos en los supermercados y el ISBN
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FCFM, BUAP

Resumen

Los cédigos detectores-correctores de errores son el medio por el cual los errores que
pueden ser introducidos en los datos digitales, como resultado de la transmision a
través de un canal de comunicacion, pueden ser corregidos en base a los datos reci-
bidos. Los cédigos de Hamming son probablemente entre los cédigos correctores de
errores los mas famosos. Fueron descubiertos de forma independiente por Marcel Go-
lay en 1949 y Richard Hamming en 1950. Son cédigos correctores de un sélo error,
muy faciles de codificar y decodificar. En este trabajo, a través de un cédigo binario
de Hamming, se introducen los conceptos basicos de la Teoria de Cdédigos Lineales
Detectores-Correctores de Errores y posteriormente se describen los codigos de Ham-
ming, cabe senalar que este es un capitulo de libro de divulgacion, enfocado a introducir
en el tema, de una manera sencilla, a los alumnos de los primeros semestres de las licen-
ciaturas en Matematicas, Matematicas Aplicadas, Fisica, Fisica Aplicada y Ciencias
de la Computacion, entre otros. Este no es un material nuevo, se puede consultar en
los diversos textos citados en las referencias, mas si la forma en que se divulga.

Introduccion

Todo dispositivo de lectura o grabacién de CD’s o DVD’s o unidad de disco duro, emplea

(International Standard Book Number) para la catalogacién de libros.

Varias familias de cédigos lineales fueron construidas en los afios 50’s y principios de los anos
60’s del siglo XX, entre las cuales se encuentran los cédigos de Hamming, Golay, Reed-Muller y

los codigos ciclicos, entre otros.

http://www.fefm.buap.mx/cima/publicaciones.html



6 Carlos Alberto Lépez Andrade

La leyenda dice que Richard Hamming estaba tan frustrado de que la computadora se parara
cada vez que detectaba un error, que se ensimismé en una pila de tarjetas perforadas, penso en
una forma en la que la computadora fuera capaz no sélo de detectar el error sino también de
corregirlo automaticamente y volvié con su hoy en dia famoso cédigo de Hamming.

La idea en los c6digos correctores de errores consiste en anadir informacién redundante de tal
manera que es posible detectar o incluso corregir errores después de la transmision. La adicion de
un simbolo de chequeo de paridad permite detectar un error tal como sucede con el cédigo ISBN
para los libros, y el Cédigo Universal de Producto (UPC) para los productos.

En esta seccién introductoria ilustramos las ideas centrales de la teoria de la informacion (cf.
[3]) por medio de un par especifico de modelos matematicos, la fuente simétrica binaria y el canal
simetrico binario.

La fuente simétrica binaria (la fuente, para abreviar) es un objeto que emite uno de dos posibles
simbolos, los cuales tomamos como “ 0”7 y “ 17, a una tasa de R simbolos por unidad de tiempo.
Llamaremos a estos simbolos bits, una abreviaciéon de digitos binarios. Los bits emitidos por la
fuente son aleatorios, y un “ 0”7 es igualmente probable de ser emitido que un “ 1 7.

El canal simétrico binario (CSB para abreviar) es un objeto a través del cual es posible trans-
mitir un bit por unidad de tiempo. Sin embargo el canal no es completamente fiable; hay una
probabilidad fija p (llamada la probabilidad de errores de bits en bruto), 0 < p < %, de que el bit
de salida no sea el mismo bit de entrada Figura 1.

Figura 1: Canal simétrico binario (CBS)

Ahora imaginemos a dos individuos, el remitente (emisor) y el receptor. El remitente debe
tratar de transmitir al receptor con la mayor precision posible la salida de la fuente, y el tnico
vinculo de comunicacion permitido entre los dos es el CSB descrito arriba.

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, paginas 5-33



Cédigos de Hamming 7

2. Codificacion

Los codigos detectores correctores de errores fueron inventados para detectar y corregir errores
producidos por el ruido en los canales de comunicacion (cf. [2]). Vamos a codificar mensajes para
darles alguna proteccion contra errores en el canal. En la Figura 2 se muestra un sistema general
de transmisiéon de informacion.

p=uw) Q) x=nen) (Caml] y=xie] Dl

[e =ep...e, (ruido)}

Figura 2: Sistema general de transmision de informacion

Un campo es una estructura algebraica en donde se puede sumar, restar, multiplicar y dividir.

13

Formalmente un campo es un conjunto I junto con dos operaciones binarias, “ + 7 y “ -7 tales

que

1. F es un grupo abeliano bajo “+ 7, cuyo elemento neutro es 0.

[43 7

2. Los elementos distintos de cero de F forman un grupo abeliano bajo , cuyo elemento

neutro es 1.
3. La ley distributiva a- (b+¢) =a-b+ a - c se cumple.

Un campo es llamado finito o infinito dependiendo de si el conjunto es finito o infinito. Como
ejemplos de campos infinitos tenemos al campo de los nimeros reales, al campo de los nimeros
racionales, al campo de los nimeros complejos y al campo de las funciones racionales definidas
sobre un campo.

Un campo finito extremadamente interesante en todas las aplicaciones digitales es Fy = {0,1},

[43

definido a través de las operaciones binarias “ + 7 y “ -7 dadas por las Tablas de Cayley,

+1011 101
0101 y 0(0]07,
11170 1101

es decir, en Fy, realizamos aritmética modulo 2.

Sea [F% el conjunto de n-adas de elementos de Fy, F§ es un espacio vectorial sobre Fy. Se dice
que € es un codigo de longitud n sobre Fy o que € es un codigo binario de longitud n si € es un

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, p&ginas 5-33
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subconjunto de F3. Un (n, M)-cddigo € sobre Fy es un codigo de longitud n y tamano M. A los
elementos de un codigo € se les llama palabras-codigo.

Un bloque de mensaje de k simbolos u = ujus . .. ug (u; € Fs) serd codificado en una palabra-
codigo x = x1xs ... T, (z; € Fy) donde n > k.

Si utilizamos un método de codificacion sistemdtico la primera parte de la palabra-codigo
consistird del mensaje mismo x; = uy, Ty = Us, ..., T = U, seguida por n — k simbolos compro-
badores o checadores de paridad -bits de redundancia- x4, ..., z,. Los simbolos comprobadores
son escogidos de manera que las palabras-cédigo x satisfagan

Hx'=0 (1)

donde H € M(;,—p)xn €s la matriz comprobadora de paridad estandar o matriz de chequeo de paridad
estandar del codigo, dada por

H = [Al6, ], (2)

donde A € M,—p)xk(F2) fija e I, € M(n—kyx(n—k)(F2) es la matriz identidad, la aritmética en la
ecuacion (1) es realizada médulo 2.

Podemos usar la ecuacién (1) como nuestra definicién general de c6digo lineal binario.

Definicion 2.1. Sea H € M(n_k)xn(R) arbitraria. Llamamos c6digo lineal binario € con matriz
de chequeo de paridad H al conjunto que consiste de todos los vectores x € F4 tales que Hx' = 0,
ie.,

C={xeF}: Hx' =0}.

Es conveniente, pero no esencial, que H tenga la forma mostrada en (2). A lo largo de este
trabajo desarrollamos un ejemplo que nos serd 1util para ilustrar los distintos conceptos que se
presentaran.

Ejemplo 2.2. Sea
1011100
H= 01 1/0 10 (3)
1 1 1|0 0 1

-

en Msy7(IFy) la matriz de chequeo de paridad del codigo lineal H dada como en (2) donde

1101
A=(101 1], (4)
0111

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, p&ginas 5-33
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n = 7y k = 4. Cada palabra-cédigo contiene cuatro simbolos de mensaje 1, xo,x3, 24 y tres
simbolos checadores x5, g, v7 tales que satisfacen las ecuaciones

T+ 2Ty +2Ty+aT5 = 0
T1+ 23+ Ty +2x6 = 0 (5)
To+ X3+ Ty +2x7 = 0.

Las ecuaciones (5) son llamadas las ecuaciones de chequeo de paridad, o simplemente chequeos
de paridad del codigo lineal H. Observemos que la suma de las componentes de toda palabra-
cédigo involucradas en cada una de las ecuaciones debe ser igual a un nimero par, es decir, debe
sumar 0 médulo 2.

Si el mensaje es u = 0110 entonces los simbolos de mensaje son 1 = 0,290 = 1,23 =1,24 =0
y los simbolos checadores son x5 = 1,24 = 1,27 = 0, asi, el mensaje u = 0110 esta codificado
en la palabra-cédigo x = 0110110, como se puede apreciar la palabra-cédigo comienza con el
mensaje. Como cada uno de los 4 simbolos de mensaje es 0 o 1, hay 2% mensajes y por ende 2*
palabras-codigos.

En la siguiente tabla se exhiben todos y cada uno de los posibles mensajes con su palabra-
cédigo correspondiente y el peso de cada palabra-cédigo, el cual se define como el nimero de
componentes de x distintas de cero, del codigo lineal H.

U = UUglslly | X = T1TeX3T4T5T6T7 | WH(X) | U = ujUoUsty | X = T1ToX3T4T5T6T7 | WH(X)
0000 0000000 0 1000 1000110 3
0001 0001111 4 1001 1001001 3
0010 0010011 3 1010 1010101 4
0011 0011100 3 1011 1011010 4
0100 0100101 3 1100 1100011 4
0101 0101010 3 1101 1101100 4
0110 0110110 4 1110 1110000 3
0111 0111001 4 1111 1111111 7

0

De la Definicién 2.1 se desprende que C es un subespacio vectorial de F} ya que si x,y € €
vy A€ Fyentonces Hx+y) = Hx'+ Hy' =0+0=0y H(MAx)' = H\x' = AHx' = \0 = 0,
ie., Hx+y)' =0y H(Ax)" = 0 para cada x,y € €y A € Fy, por consiguiente, si X,y € Cy
A € Fy entonces x +y € C y Ax € C. De hecho, C es el espacio vectorial de las soluciones de la
ecuacién matricial Hx' = 0 o equivalentemente es el espacio vectorial de las soluciones del sistema
de ecuaciones lineales homogéneas que tiene a la matriz de chequeo de paridad H como la matriz
asociada al sistema de ecuaciones lineales homogéneas o equivalentemente es el espacio nulo de la
matriz H.

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, paginas 5-33
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Ejemplo 2.3. Continuacién del Ejemplo 2.2. Sea H la matriz del Ejemplo 2.2, dicha matriz es
equivalente a la matriz escalonada reducida por filas

1010101
0110110]. (6)
0001111

Deseamos resolver el sistema de ecuaciones lineales homogéneas cuya matriz asociada al sistema
es (6), para ello, tenemos que x3, x5, xg y o7 son variables libres entonces el sistema de ecuaciones
lineales homogéneas (5) es equivalente a

Ty = XT3+ Ts+ 27
Ty = I3 + Ty -+ Tg (7)
Ty = X5+ T+ Ty

cuyo espacio vectorial de soluciones tiene al conjunto
B ={(1,1,1,0,0,0,0),(1,1,0,1,1,0,0),(0,1,0,1,0,1,0), (1,0,0,1,0,0,1)}

como una base, tomemos a estos vectores como los vectores fila de la matriz

1110000
1101100
01 01010 ®)
1001001

la matriz (8) es equivalente a la matriz escalonada reducida por filas

(9)

o = O O
_ o O O

1
0
1
1

—_ == O

1
1
0
1

o O O =
o O = O

luego la matriz (9) genera al espacio de soluciones de la ecuacién matricial Hx' = 0 donde H es
la matriz dada por (3). Tal espacio de soluciones es el codigo lineal H cuyas palabras-codigo estan
enlistadas en la Tabla del Ejemplo 2.2, luego la matriz GG es una matriz generadora del codigo lineal
H, la matriz dada por (8) también es una matriz generadora del mismo c6digo lineal. Obsérvese
que la matriz G tiene la forma [I4| — A], i.e.,

G = [I| — A (10)

donde A es la matriz dada por (4) y toda x € H es tal que x = uG.

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, p&aginas 5-33
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U

Si un codigo lineal €, usando el método de codificacién sistematico, tiene como matriz genera-
dora a G = [I;| — A"] donde A € M,_p)xx(F2) se dice que G es la matriz generadora estandar del
cédigo lineal C.

Proposiciéon 2.4. Si C es un codigo lineal binario con matriz de chequeo de paridad H =

[AlL,—] € Mp—iyxn(F2), entonces su matriz generadora estd dada por G = [I;| — A" y wvice-
versa.
Demostracion. Si el mensaje es u = uq---uy, entonces X = xy---x, € € es tal que =, =
uy, ..., T = Ui, de ahi que,
xy Uy
=1
Lk Uk,

A partir de (1) y (2), tenemos que

X1
[A|L_] ~0
Tp
entonces
X Tri1
Tk T
esto implica que,
Tr41 x1 Uy
= —A = A
Tn Ty U
por consiguiente,
xy Uy
: I | ¢
Uy X1 Uy
o | up, | Ik . o Ik .
Ik_l_l ul —A . ) ] . —A . )
. _A : U Ln Uk
Tn Ug

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, p&ginas 5-33
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trasponiendo la tltima ecuacién, obtenemos x = [z129 ... 2,] = [ug ... u][lx| — A'] = uG, donde
G = [I;| — A"].
Por lo tanto,
x = uG, (11)
“u’” esel mensajey “x 7 la palabra-cédigo correspondiente. O

De (11) se sigue que un cédigo lineal binario € es el espacio fila de su matriz generadora.

Proposicion 2.5. St C es un codigo lineal binario con matriz de chequeo de paridad H =
[A|L—] € M(n—p)xn(F2), entonces dim € =k y |C] = 2.

Demostracién. Como rango(H) = n—k entonces nulidad(H) = n—(n—k) = k, por consiguiente,
dim € = k y toda palabra-codigo se puede escribir como combinacion lineal de k& vectores en C,
ie, x = Zle a;x; donde a; € Fy yx; € C, i =1,..., k. Hay 2* de tales combinaciones lineales,
por lo tanto, |G| = 2*. O

Definicién 2.6. Un [n, k]-codigo lineal sobre [Fy es un subespacio k-dimensional del espacio vec-
torial n-dimensional F5; n es llamado la longitud del cédigo y k la dimensién.

Usualmente la matriz de chequeo de paridad H de un [n, k]-cédigo lineal € es una matriz de
tamano (n — k) x n de la forma H = [A|I,_], sin embargo, H no necesariamente debe tener esta
forma ya que si H es equivalente a una matriz escalonada reducida por filas H’', entonces el espacio
nulo de H' es igual al espacio nulo de H, a saber, C. Asi H’ también es una matriz de chequeo de
paridad del [n, k]-cédigo lineal C.

Un chequeo de paridad en un [n, k]-c6digo lineal € es cualquier vector fila h tal que hx" = 0 para
cada palabra-codigo x € €. Cualquier conjunto maximal de n —r chequeos de paridad linealmente
independientes pueden ser usados como las filas de una matriz de chequeo de paridad H de €. Por
otro lado, cualquier conjunto maximal de k palabras-codigo linealmente independientes tomadas
de un cédigo dado € pueden ser usadas como las filas de una matriz generadora para ese codigo.

Definicién 2.7. Sea € un [n, k]-cédigo lineal sobre Fy. Una matriz G cuyo espacio fila es igual a
C es llamada una matriz generadora para C. Reciprocamente, si G' es una matriz con entradas en
s, su espacio fila es llamado el codigo lineal generado por G.

Hay una estrecha relacion entre la matriz de chequeo de paridad y la matriz generadora de un
c6digo lineal como se puede observar a través de la siguiente proposicion.

Proposicién 2.8. Si C es un [n, k]-cédigo lineal sobre Fy con matriz de chequeo de paridad H y
matriz generadora G entonces HG' =0 o GH' = 0.

Demostracion. Como x = uG para cada x € C y u € F§ entonces x! = Gtu?, pero Hx! = 0, de
ahf que, 0 = Hx! = HG'Y', i.e., 0 = HG"u! para cada u € F}, por consiguiente, HG' = 0 o bien,
GH'=0. 0O

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, p&ginas 5-33
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3. Decodificacion

Supongase que el mensaje u = uy...u, es codificado en la palabra-cédigo x = z1...x, la
cual es enviada por el canal, debido al ruido del canal, el vector recibido y = vy ...y, quiza sea
diferente de x. Definimos el vector error

e=y—X=¢e...e,. (12)

Si al recibir la palabra codificada después del envio por el canal de comunicacion el i-ésimo
simbolo es correcto, ¢; = 0 y tiene probabilidad 1 — p, por otro lado, si el i-ésimo simbolo es
equivocado e; = 1 con probabilidad p donde p es tal que 0 < p < % Asi, describimos la accion del
canal diciendo que distorsiona la palabra-cédigo x al sumarle el vector error e.

La decodificacién Figura 2 debe decidir a partir de y que mensaje u o (usualmente méas simple)
que palabra-cédigo x fue transmitida. Por supuesto es suficiente si la decodificaccién encuentra e,
pues X =y —e. Ahora bien, la decodificacién nunca puede ser positiva si no sabemos lo que e fue.
Por consiguiente, la estrategia serd escoger el vector error e mas probable dado que y fue recibido.
Dadas las palabras-codigo todas son igualmente probables, esta estrategia es 6ptima en el sentido
de que minimiza la probabilidad de que la decodificacion hecha sea equivocada, y es llamada
decodificacion probabilistica mdzima. Para describir como funciona el decodificador, necesitamos
las siguientes definiciones y sus derivados.

Definicién 3.1. La distancia de Hamming entre dos vectores x = (x1,...,2,) VY = (Y1, -+, Yn)
en F7, lo cual denotamos por d(x,y), se define como

d(x,y) = {ill <i<n,xi # yi}l (13)
Definicién 3.2. El peso de Hamming de un vector x = (xy,...,x,) € F} , lo cual denotamos por
wt(x), se define como

wt(x) = |{i|l <i<n,z; #0} (14)

De las definiciones 3.1 y 3.2 se sigue que d(x,y) = wt(x —y), ya que si s = d(X,y), entonces
hay s coordenadas en las que x y y difieren y n — s coordenadas en las que x y y coinciden luego
en la diferencia x —y hay n — s ceros y s coordenas distintas de cero, asi wt(x —y) = s.

Definicién 3.3. Definimos la interseccion de vectores binarios x = (x1, ..., 2,) VY = (Y1, -+, Yn)
como el vector x xy = (141, ..., ZTyYn), €l cual tiene 1’s s6lo donde x y y los tienen.

Lema 3.4. Six = (x1,...,2,),y = (Y1, ..,yn) € F} entonces

wt(x+y) = wt(x) + wi(y) — 2wt(x xy).

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, p&ginas 5-33
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Demostracion. Sean wt(x) = p y wt(y) = ¢, supéngase, sin pérdida de generalidad que 0 < p <
g <n.Si0=p=qentonces x = 0 =y y el resultado es trivialmente cierto. Si 0 = p < ¢ entonces
x =0y x+y =y, deahique, wt(x+y) = ¢, ademéds xxy = 0 y wt(x*y) = 0, por consiguiente,
wt(x+y) = q=04+¢—2-0 = wt(x)+wt(y) —2wt(xxy), i.e., wt(x+y) = wi(x)+wt(y) —2wt(xx*y).
Si0<p<gqyr=wtix*y) entonces x y y coinciden en r coordenadas, de ahi que, r < p < q.
Hay p — r coordenadas con 1’s en x ninguna de las cuales coincide con ¢ — r coordenadas con
1’s en y. Entonces, al sumar x y y se obtienen r coordenadas con 0’s y hay (p —r) + (¢ — )
coordenadas con 1’s, las coordenadas restantes tienen 0’s, asi, wt(x +y) = p + g — 2r, por otro
lado, wt(x) +wt(y) —2wt(x*y) = p+q—2r, por lo tanto, wt(x+y) = wt(x) +wt(y) —2wt(x*y),
con lo cual queda establecido el resultado. O

Teorema 3.5. La funcion d : Fo x Fo — NU{0} dada por d(x,y) satisface las siguientes propie-
dades para toda x,y,z en F}.

1. d(x,y) >0 yd(x,y) =0 sty sdlo six =y,
2. d(x,y) = d(y,x),
3. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Por lo tanto, (F%,d) es un espacio métrico.

Demostracion. Sean x,y en F3, si x =y entonces d(x,y) = 0. Si x # y entonces x y y difieren
en al menos una coordenada, de ahi que, d(x,y) > 1 > 0. De cualquier forma, para cualquier x,y
en Fy d(x,y) > 0. Ahora bien, si d(x,y) = 0, esto significa que hay cero coordenadas en las que
x y y difieren, es decir, x = y. Por consiguiente, d(x,y) = 0 si y sélo si x = y. Por otro lado,
dix,y) = {ill <i<n,z # y}| =[{ill <i<ny #xt]=dyx),ie, dx,y) = d(y,x).
Finalmente, como wt(x —y) = wt(x +y) y 2z = 0 tenemos que:

d(x,y) = wi(x—y)
wt(x+y)
wt(x+2z+y)
= wi((x+2z)+(z+Yy))
= wt(x+z)+wt(z+y)—2wt((x+2z)*(z+Yy))
< wt(x+2z)+wt(z+y)
= wt(x—1z)+wt(z—y)

d(x,z) + d(z,y)
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Cédigos de Hamming 15

de ahi que, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Por lo tanto, d es una distancia, llamada distancia de
Hamming y (Fj, d) resulta un espacio métrico. 0

Los errores en cada coordenada ocurren con probabilidad p, si consideramos las palabras-codigo
x del [7, 4]-cddigo lineal H del Ejemplo 2.2 y si v es algin vector fijo de peso a, 0 < a < 7, entonces
la probabilidad de que e = v es p*(1 —p)"™ 9, i.e.,

Prob{e =v} =p"(1—p)™* (15)
por ejemplo;

Prob{e = 0000000} = (1 — p)” (0 errores o 7 éxitos en los siete simbolos),
Prob{e = 0100000} = p(1 — p)® (1 error o 6 éxitos en los siete stmbolos),
Prob{e = 0110000} = p*(1 — p)®> (2 errores o 5 éxitos en los siete stmbolos).

Como p < %, tenemos 2p < 1, i.e., p < 1—p, o bien, 1 —p > p, de donde, (1—p)” = (1—p)°(1—
p) > (1=p)°p, ie., (1—p)" > p(1—p)° pero p(1 —p)® = p(1—p)*(1 —p) > p(1 —p)°p = p*(1—p)°
entonces p(1 — p)® > p*(1 — p)®, etc.

De ahi que, (1—p)” > p(1—p)® > p*(1 —p)® > ... Por consiguiente, un vector error particular
de peso 1 es mas probable que un vector error particular de peso 2, y asi sucesivamente.

Asi, la estrategia de decodificacién consiste en decodificar y como la palabra-cédigo x més
cercana (mas cercana con respecto a la distancia de Hamming), esto es, escoger el vector error e que
tiene peso mas pequeno, esto es llamado decodificacion de vecino mds cercano. Por consiguiente,
en un CSB, decodificaciéon probabilistica maxima y decodificacién de vecino mas cercano son
equivalentes.

Un esquema de decodificacién de fuerza bruta para un [n, k|-cédigo lineal binario € consiste en
comparar y con todas las 2 palabras-cédigo y escoger la méds cercana, esto es viable para cédigos
pequenos pero si k es grande jesto es imposible!

El tercer parametro importante de un codigo €, ademas de la longitud y dimension, es la
distancia minima de Hamming entre sus palabras-codigo.

Definicién 3.6. La distancia minima de Hamming (6 distancia minima) de €, lo cual denotamos
por d (6 dym(C)), se define como

d =min{d(u,v) :u,v € C,u # v}, (16)

o bien,

d=min{wt(u—v):u,veCu#v} (17)
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Un cédigo lineal € de longitud n, dimensién k y distancia minima d sera llamado un [n, k, d]-
codigo lineal.

Teorema 3.7. La distancia minima de un codigo lineal C es el peso minimo de cada palabra-codigo
diferente de cero.

Demostracion. Sea d la distancia minima de un cddigo lineal C, ie., d = min{d(u,v) : u,v €
C,u#vi=min{wt(u—v):u,veCu#v} comouveCyu#ventoncesw:=u—veCy
w # 0, de ahi que, min{wt(u—v) : u,v € C,u # v} = min{wt(w) : w € C,w # 0}, por lo tanto,
d = min{wt(w) : w € C,w # 0}. ]

La distancia minima del cédigo lineal H de los Ejemplos 2.2 y 2.3 es d = 3, por consiguiente,
el c6digo lineal H es un (7,4, 3]-cédigo lineal.

La distancia minima del cédigo juega un papel esencial en la respuesta a la pregunta ;cuantos
errores puede corregir un cédigo?, pero antes de responder dicha pregunta damos la siguiente
definicion.

Definicién 3.8. La esfera (¢ esfera de Hamming) de radio r y centro u, lo cual denotamos por
B,.(u), se define como

B.(u) ={v eFy:d(uv)<r}. (18)

Teorema 3.9. Un cddigo € con distancia minima d (o peso minimo d) puede corregir [3(d — 1)]
0 menos errores.

Demostracion. Sea t = [3(d —1)] (¢ es el mayor entero menor o igual a 3(d — 1)), si una palabra-
cbédigo x es transmitida y ocurren ¢ o menos errores, la palabra recibida y se encontrara en la
esfera de radio t alrededor de la palabra-cédigo transmitida x, para que el cédigo pueda corregir
t errores o menos verifiquemos que las esferas de radio ¢ con centro en las palabras-cédigo son
disjuntas. Sean x;,x3 € €y supéngase que B;(x1) N By(x2) # 0, entonces existe v € T tal que
v € Bi(x1) y v € B(x32), por consiguiente,

d(x1,%2) < d(x1,v) +d(v,xp) <t 41 =21,

ie., d(x1,%x3) < 2t pero d < d(x1,x2) < 2t entonces d < 2t. Dado que ¢t < %(d — 1), puesto que
t = [%(d — 1)], tenemos que 2t < d — 1 luego d < 2t < d — 1, de ahi que, d < d — 1, lo cual es
absurdo. En consecuencia, las esferas de radio ¢ con centro en las palabras-cédigo son disjuntas.
De manera que, la palabra recibida y esta mas cerca de x que de cualquier otra palabra-codigo u.
Asi, la decodificacion de vecino mas cercano corregira estos errores. ]
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El codigo lineal H es un [7,4, 3]-cédigo lineal corrector de un tnico error.

La matriz de chequeo de paridad H de un [n, k]-cédigo lineal € resulta ser una herramienta
titil para la decodificacién. Si x es transmitida, x es una palabra cédigo luego Hx' = 0. Si el canal
provoca algunos errores, esto es, si € # 0 entonces es muy probable que Hy' # 0 donde y es la
palabra recibida. El vector s = Hy' es llamado el sindrome. El sindrome depende sélo del vector
error e y no de la palabra c6digo transmitida ya que si s = Hy' = H(x+e)' = Hx'+ He' = He',
i.e., s = He'. El sindrome proporciona cierta informacién sobre e, pero no la suficiente. Esto es
debido a que para un s € F¥ fijo, el conjunto de soluciones de He' = s forma una clase del cédigo

C.
Definicién 3.10. Sea C un [n, k]-cédigo lineal sobre Fo, para cualquier vector a € Fj, el conjunto
a+C={a+x:x€C} (19)
es llamado una clase de C
Proposicién 3.11. Sea C un |n, k|-cddigo lineal binario. Entonces
1. Todo vector b € Y esta en alguna clase.
2. Dos vectores a y b estdn en la misma clase si y solo sia—b € C
3. Cada clase contiene 2% vectores.

Demostracion. Seab € Fi, b=b+0¢€ b+ €, yaque 0 € C, i.e., b € b+ C. Asi, todo vector
b € F} esta en alguna clase. Supdéngase que a,b € u+ C para algin u € F} entonces a =u+x; y
b = u+x, para algunos x1,x2 € Cluegoa—b = (u+x7) — (u+x3) =x3—%x2 € C,i.e., a—b € C.
Reciprocamente, si a — b € € entonces a — b = x para algin x € C, luegpa=b +x € b+ €, de
ahi que, a € b+ € pero b € b + €, por consiguiente, a,b € b 4 €. Finalmente, como € tiene 2"
palabras-cédigo distintas entonces a + € tiene 2* vectores distintos, ya que si a+x; = a+ x5 para
X1 # Xo en C entonces x; = Xy, lo cual es absurdo. O

Definicién 3.12. Sea C un [n, k]-c6digo lineal binario, se define la relacién ~ en 7, de la siguiente
manera, a ~ b si y sélosia—b € C.

Proposicién 3.13. La relacion ~ en F3 es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Veamos que:
1. Para cada a € 5, a ~ a.

2. a ~ b implica que b ~ a
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3.a~byb~cimplicaa~c

Para cadaa € F}, a—a = 0 € C entonces a—a € C, por consiguiente, a ~ a. Supéngase que a ~ b
entonces a—b € C, esto implica que, —(a—b) € € luego b—a € €, de ahi que, b ~ a. Finalmente,
supéngase que a ~ b y b ~ c entonces a—b € Cy b —c € € luego (a—b)+ (b —c) € C,
i.e., a— c € C, por consiguiente, a ~ ¢ € €, en consecuencia, la relaciéon ~ en [} es una relacion
reflexiva,simétrica y transitiva. Por lo tanto, ~ es una relacion de equivalencia. O

Definicion 3.14. La clase de equivalencia de a para la relacién de equivalencia ~ en F3| lo cual
se denota por [a], se define como

a] = {velF}:v~aj}
Proposicién 3.15. Para cada a € Fy, [a] =a+ C

Demostracion.

vela & v~a
& v—ael
& v —a=Xxparaalgin x € €
& v =a+ x para algin x € C
& vea+C

]

La relacién de equivalencia ~ en % induce una particion de F} en clases de equivalencia no
vacias y disjuntas por parejas.

Como |F3| = 2", Ja+ €| = 2" y F} = U{a+ € : a € F3}, tenemos que, 2" = |U {a + C :
a € F}| = r2% donde r es el nimero de clases de equivalencia en F%, luego 2" = 2%, de ahi que,
r = 2""% Hay 2" clases de €, correspondientes a los 2"~ posibles sindromes s. Asi, una vez que
el receptor calcula s, reduce su busqueda para e de 2" a 2* posibilidades, a saber, los elementos
de la clase correspondiente a s.

El Algoritmo 1 muestra como funciona el sindrome en el decodificador, al menos en principio.
Por supuesto el paso 2 en este algoritmo representa una gran cantidad de trabajo. Sin embargo,
si k y n — k son relativamente pequenos, es posible implementar el paso 2 via un procedimiento
de una tabla de busqueda, el cual describimos abajo.

Asi la estrategia del decodificador es, dado y, escoger un vector de peso minimo & en la clase
que contiene a s, y decodificar a y como X =y — &. El vector de peso minimo en una clase es
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Algoritmo 1 Algoritmo de la funcién del sindrome en la decodificacién para un CBS

Input: Palabra recibida y

Output: Estimado de la palabra-codigo transmitida X
1: Calcular el sindrome s = Hy*
2: Encontrar el vector de peso minimo en la clase que contiene a s y lo denotamos por &
3: Calcular el estimado de la palabra-cédigo transmitida X =y — &

llamado lider de clase. (Si hay més de un vector de peso minimo en la clase se escoge uno de
manera aleatoria y se le llama lider de clase.)

La tabla de bisqueda o también llamada arreglo estdndar se construye de la siguiente manera;
la primera fila consiste del cédigo € (la clase 0 + C), con la palabra cédigo 0 en la izquierda:

xM =0, x®@ .. x0 (j=2F

y las otras filas son las 2% — 1 clases a; + C, arregladas en el mismo orden y con el lider de clase
en la izquierda:

ai“—X(l)’ ai+X(2), ce aZ_I_X(J) (221”271—]6_1)

El decodificador usa la tabla de busqueda de la siguiente manera: cuando y es recibido su
posicién en la tabla es ubicada, entonces el decodificador decide que el vector error € es el lider
de la clase encontrada en el extremo izquierdo de y, y y es decodificada como la palabra-cédigo
X =y — € encontrada en la cima de la columna que contiene a y

Teorema 3.16. (Propiedades del sindrome) Para un [n,k|-cddigo lineal binario C con matriz de
chequeo de paridad H € M,_g)xn, sea s = Hy' el sindrome de la palabra recibida'y. Entonces

1. s es un vector columna de longitud n — k.

2. Sie=(ey,e,...,6,) EFY ye;, =1 parai; € {1,2,...,n}, j=1,...,t, estal quey = x+e
entonces

t
s=) H; (20)
j=1

donde (H;; es la i;-ésima columna de H), i.e., el sindrome s es igual a la suma de las
columnas de H en donde los errores ocurren.

3. Dos vectores estan en la misma clase de C si y solo si ellos tienen el mismo sindrome.

4. Hay una correspondencia uno a uno entre los sindromes y las clases.
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Demostracion. La primera propiedad es inmediata a partir de la definicién del sindrome. Sea
{v:}?, la base candnica de Fj, dado e € F} tenemos que e = Y ' | e;v; donde e; € Fy. Entonces

s = Hy'

= H(Z €ijV2'j )t

j=1

t
_ t
= H(g €i; Vi)
j=1
t
= E e; Hv!
15 2]
j=1
t
— E H,
i=1

donde H;; es la i;-ésima columna de H. Sean u; y up dos vectores en F4 denotamos syn(u;) y
syn(ug) los sindromes de u; y uy respectivamente.

u,weu +€ & u —u, e
& H(u —uw)'=0
&  Hul = Hul
& syn(ur) = syn(uz).

2n—k 2n—k

sindromes distintos.
O

La ultima propiedad se sigue de que como hay clases distintas hay

Observacién 3.17. De la segunda propiedad del Teorema 3.16 tenemos que s es llamado el
sindrome debido a que da los sintomas de los errores.

Ejemplo 3.18. Continuacion del Ejemplo 2.3. En la Figura 3 exhibimos la tabla de busqueda del
(7,4, 3]-cédigo lineal binario H de nuestro Ejemplo (2.2 y 2.3). Cuando y = 1111100 es recibido
el decodificador decide que el vector error lider de la clase € es el vector 0010000 que se encuentra
en la segunda columna de la fila que contiene a y, i.e., € = 0010000, asi, y es decodificada como
X =y —¢&= 1111100 — 0010000 = 1101100 que esta ubicada en la segunda fila de la columna
que contiene a y, de ahi que, el estimado del mensaje correspondiente a esa palabra-codigo es
a = 1101.
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Definicién 3.19. Se dice que dos codigos C; v Gy son equivalentes si uno se obtiene a partir del
otro por una permutacién de sus coordenadas.

Ejemplo 3.20. Continuacién del Ejemplo 2.3. Las columnas de la matriz de chequeo de paridad

1101100
H={1011/010
0111001

del [7, 4, 3]-c6digo lineal binario H son los vectores columna (sindromes) que aparecen en la Figura
3, excepto el primero, tomados siguiendo el orden de arriba hacia abajo, estas columnas corres-
ponden a todos los vectores distintos de cero en 3. Consideremos los niimeros 1,2,...,7 en su
representacion binaria, i.e.,

2204021 40-22
204 1.2 40-22
204 1.2 40-22
204021 41-22
204 0.2t 4122
20412t 4122
2041204122

EN BN o RS TS JURE N B
— O R O R O

tomando los bits de las representaciones binarias de estos ntimeros vamos a construir los vectores
columna de una matriz de chequeo de paridad

0001111
Hy=10 1 100 1 1]. (21)
1010101

Las matrices H y Hs dadas arriba generan el mismo c6digo (salvo equivalencia), a saber, el famoso
7,4, 3]-cédigo lineal binario de Hamming H;. En la Figura 4 exhibimos las palabras-cédigo de los
codigos lineales H y JH3 asociados a las matrices de chequeo de paridad H y Hj respectivamente,
Hjs se puede obtener a partir de H permutando en H la quinta coordenada por la séptima.
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H Hs
0000000 0000000
1000110 1000011
1100011 1100110
0100101 0100101
0110110 0110011
1110000 1110000
1010101 1010101
0010011 0010110
0011100 0011001
1011010 1011010
1111111 1111111
0111001 0111100
0101010 0101010
1101100 1101001
1001001 1001100
0001111 0001111

Figura 4: Los codigos lineales H y H3 son equivalentes

4. Cobdigos binarios de Hamming

A continuacion se definen los codigos binarios de Hamming. Sean r» > 2, n = 2" —1 y Fj, como
IFZ\ {0}| = 2" — 1, hay 2" — 1 r-tuples binarios distintos de cero.

Definicién 4.1. Definimos la 7 x (2" — 1) matriz de chequeo de paridad H, cuyas columnas,
en orden, son los bits de las representaciones binarias de los numeros 1,2,...,2" — 1 (i.e., H,
estd formada por el conjunto de todos los r-tuples binarios distintos de cero como sus columnas).
El cddigo lineal binario de Hamming H, de longitud n = 2" —1 (r > 2) es el espacio de soluciones
del sistema lineal homogéneo dado por la matriz H,.

Teorema 4.2. 3, es un [n=2"— 1,k =2" — 1 — r,3]-cddigo lineal binario.

Demostracion. Sabemos que el rango(H) < r pero hay r columnas linealmente independientes,
entonces rango(H) = r, por consiguiente, dim(nulidad(H)) =mn —r = 2" — 1 — r. Ahora veamos
que H, tiene peso minimo mayor o igual a 3. Sea {v;}; la base canénica de Fj donde n =
2" —1yseay € Fy. Si wt(y) = 1 tenemos que y = v; para algin i € {1,2,...,n} entonces
syn(y) = Hy' = H;, por (20), donde H; es alguna columna de H, en consecuencia, H; # 0 ya que
H; € F7 \ {0}, de ahi que, syn(y) # 0. Por lo tanto, si wt(y) = 1 entonces y ¢ H,. Si wit(y) = 2
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entonces y = v;+v; con i # j luego syn(y) = Hy' = H;+H;, otra vez por (20), donde H;, H; son
columnas distintas de H. Supongamos que syn(y) = 0 entonces H; + H; = 0, por consiguiente,
H,; = H;, lo cual es absurdo, en consecuencia, syn(y) # 0. Por lo tanto, si wt(y) = 2 entonces
y ¢ H,. Sélo resta demostrar que para cada x € H,, wt(x) > 3, para esto vamos a exhibir que
H., tiene una palabra-codigo de peso 3. Sean H; y Hy las dos primeras columnas de la matriz de
chequeo de paridad H. Como H; # H, tenemos que H; + Hy # 0 entonces H; + Hy, = H; para
alguna i € {3,...,n}. Six = vi+va+v; entonces wt(x) = 3y syn(x) = Hx' = H;+Hy+H;, una
vez mas por (20), i.e., wt(x) = 3y syn(x) = 0, por consiguiente, x € H, y wt(x) = 3. Asi para
cada x € H,, wt(x) > 3 y existe una palabra-cidigo de peso 3. En consecuencia, dpm,(H,) = 3.
Por lo tanto, H, es un [n =2" — 1,k = 2" — 1 — r, 3]-cddigo lineal binario. O

Cualquier reordenamiento de las columnas de H, da un cédigo equivalente, y por lo tanto uno
cualquiera de estos codigos equivalentes sera llamado el cédigo binario de Hamming de longitud
n = 2" — 1y denotado por H, o Hy(r).

Los cddigos lineales binarios de Hamming pertenecen a una clase de codigos extremadamente
exclusiva, los cddigos perfectos. Los tinicos otros codigos lineales binarios perfectos son los cédigos
de repeticién y el [23,12, 7] cédigo de Golay Gas (cf. [3],[2],[4].[1])-

Definicién 4.3. Sea C = {xy,...,X)} un cédigo de longitud n sobre Fy, se dice que € es un
cédigo perfecto si existe un entero positivo t tal que las esferas de Hamming de radio ¢ y centro
en las palabras-c6digo cubren a F3 sin traslaparse, i.e., si existe ¢t € N tal que F§ = UM, Bi(x;) y
By (x;) N By(x;) = () siempre que ¢ # j.

Teorema 4.4. Los codigos lineales binarios de Hamming 3, son cddigos perfectos.
Demostracién. Como la dim(H,) =n—r = 2" —1—1r tenemos que |H,| = 2""" = 227177 y dado
que dyim(H,) = 3 entonces el codigo lineal binario de Hamming H, puede corregir ¢t = 1 error, de
la demostracién del teorema 3.9 se sigue que By(x;) N By(x;) = 0 siempre que i # j. Ahora bien,
|B/(0)| =n+1=2"—1+1=2", de ahi que, |B,(x;)| = 2" para cada i € {1,...,2""}. Entonces

27L77"
U Buxi)l = ) |Bu(xi)|
i=1

27L*7"

-y
i=1

— 211—7‘ . 2T
277/

= |F3l.

Asf, U2"" By(x;) = F%, con lo cual queda demostrado el teorema. O
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H, es un codigo lineal binario corrector de error-tinico y es tinico salvo equivalencia, facil de
codificar y decodificar.

5. Cddigos de Hamming sobre [,

De manera similar, los cédigos de Hamming H,; (6 H,(k)) pueden ser definidos sobre un
campo finito arbitrario F,, donde ¢ = p”, p-primo y n € N.

Para construir los cédigos de Hamming sobre I, se dan algunas definiciones bésicas.

Definicién 5.1. Sea H € M(,_p)xn(IFy) arbitraria. Llamamos cédigo lineal de longitud n sobre
[, con matriz de chequeo de paridad H al conjunto € que consiste de todos los vectores x € Fy
tales que Hx! =0, i.e.,

G:{XEFZ:HXt:O}.

Definicién 5.2. Sea C un cddigo lineal sobre IF,. Una matriz G’ cuyo espacio fila es igual a C es
llamada una matriz generadora para C. Reciprocamente, si G' es una matriz con entradas en F,,
su espacio fila es llamado el cédigo lineal sobre F, generado por G.

Se enuncian sin demostracion las siguientes proposiciones ya que sus pruebas son analogas a
las dadas en la Seccién 1

Proposicién 5.3. St C es un cddigo lineal sobre F, con matriz de chequeo de paridad estdndar
H = [A|L,—k] € Mp—iyxn(Fy), entonces su matriz generadora estindar estd dada por G = [I;,| — A"]
Y VICEVErsa.

Proposicién 5.4. Si C es un cddigo lineal con matriz de chequeo de paridad H = [A|l,—x] €
Mu—ryxn(Fy), entonces dim € =k y |C| = ¢~

Definicién 5.5. Un [n, k]-cddigo lineal sobre I, es un subespacio kdimensional del espacio vec-
torial Fy; n es llamado la longitud del codigo y & la dimension.

Los conceptos de distancia de Hamming, peso de Hamming, distancia minima de Hamming,
esfera de Hamming se pueden definir de manera analoga reemplazando el campo Fy por el campo
F,.

Teorema 5.6. Sea C un [n,k,d|-cédigo lineal sobre el campo finito F, con matriz de chequeo
de paridad H. Entonces d es el entero mds pequeno r para el cual hay r columnas linealmente
dependientes en H. (Asi, H tiene d columnas linealmente dependientes, pero cualesquiera d — 1
columnas son linealmente independientes.)
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Demostracion. Sean Hy, Ho, ..., H, las columnas de H y supdngase que una eleccién particular de
w de tales columnas son linealmente dependientes. Entonces existen coeficientes x4, xo, ..., z, € F,
con exactamente w de ellos distintos de cero para los cuales x1H; + zoHs + --- + 2, H,, = 0,
esto es equivalente a xH' = 0 donde x = (x1,%9,...,%,), i.e., Hx' = 0 entonces x € €, por
consiguiente, x tiene peso w Y dyin(C) = wt(€) < w. Reciprocamente, si x es una palabra-cédigo
de peso w, entonces, Hx! = 0, i.e., xH' = 0 y por consiguiente w columnas de H son linealmente
dependientes. O

De acuerdo al Teorema 5.6 la distancia minima de un [n, k| cédigo lineal sobre F, con matriz
de chequeo de paridad H es el entero positivo d para el cual existen d columnas linealmente
dependientes en H. Por consiguiente, la matriz de chequeo de paridad de un [n, k, 3] cédigo lineal
sobre [, tiene la propiedad de que ningun par de sus columnas son linealmente dependientes, esto
es, ninguna columna es un multiplo escalar de cualquier otra columna, sin embargo algiin conjunto
de tres columnas es linealmente dependiente.

Vamos a construir una matriz de chequeo de paridad con estas propiedades. Primero escogemos
cualquier columna diferente de cero Hy en V; = F’; , después escogemos cualquier columna diferente
de cero Hy € Vo = Vi — {aH; : o # 0}, enseguida escogemos cualquier columna diferente de cero
H; € V3 =V, — {aH; : o # 0} U{aH, : a # 0}, continuamos escogiendo columnas diferentes
de cero y descartamos todos los muiltiplos escalares diferentes de cero de la columna escogida
hasta que todas las columnas hayan sido descartadas, esto se realiza en un nimero finito de pasos,
digamos n. Como hay ¢* — 1 k-tuples distintos de cero en F¥ y [{oH; : a # 0} = ¢ — 1 entonces
n(qg—1) = ¢ — 1, de ahi que, n = (¢* — 1)/(¢ — 1). Por otro lado, todo par de columnas H;
y H;, i,5 € {1,...,n}, i # j son linealmente independientes pero para cada o, € F, \ {0},
aH; # fH; entonces aH; — fH; # 0, de ahi que, oH; — fH; = yH;, para algin v € F, \ {0}
vy Hy, k # 4,7, k€ {1,...,n}, por consiguiente, aH; — fH; — vyH), = 0, esto es, H;, H;, H;, son
columnas linealmente dependientes.

En resumen, construimos una matriz de chequeo de paridad con n = (¢* —1)/(g—1) columnas,
para las cuales ningin par de columnas son linealmente dependientes, pero algin conjunto de tres
columnas es linealmente dependiente. La matriz resultante, conocida como matriz de Hamming de
orden k es la matriz de chequeo de paridad de un [n,n—k, 3] cédigo lineal sobre F, con parametros
n=("-1)/(qg—1),n—k=(¢"-1)/(¢g—1) —k y d =3, que es conocido como un cddigo q-ario
de Hamming de orden k y es denotado por 3, (k).

Obsérvese que la eleccion de las columnas no es tnica, y asi, hay muchas matrices de Hamming
diferentes y cédigos de Hamming con el mismo conjunto de parametros. Sin embargo, cualquier
matriz de Hamming puede ser obtenida de cualquier otra (con los mismos pardmetros) permutando
las columnas y multiplicando algunas columnas por escalares diferentes de cero. Por consiguiente,
cualesquiera dos codigos de Hamming del mismo tamano son multiplos escalares equivalentes.

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, p&ginas 5-33



Cédigos de Hamming 27

El Teorema 3.9 se establece de manera analoga para cédigos sobre F,, usando este hecho
demostramos el siguiente teorema.

Teorema 5.7. Los [n,n — k, 3] cddigos lineales qg-arios de Hamming H,(k) son perfectos.

Demostracion. Como d = 3 es la distancia minima del cédigo de Hamming H, (k) entonces H, (k)
puede corregir ¢ = 1 0 menos errores. Luego Bi(x) N By(y) = () siempre que x,y € H,(k), x #y.
Hay un total de ¢"~* esferas del tipo Bj(x), x € H,(k) (una por cada palabra-cédigo). Por otro
lado, la esfera de radio 1 alrededor de la palabra-cédigo cero contiene a este vector y a los n vectores
de peso 1 y sus multiplos diferentes de cero, es decir, ¢ — 1, hay un total de n(q — 1) 4+ 1 vectores
en B1(0), esto es, |B1(0)] =n(qg—1)+1=[(¢" —1)/(¢—1)](¢ — 1) + 1 = ¢*. Para cualquier otra
palabra-cédigo x € H,(k), | B1(x)| = ¢" ya que cada vector en la esfera B;(x), puede ser obtenido
sumando x a un vector en la esfera B;(0). Asi, para cada x € H,(k), | B1(x)| = ¢". Por lo que,

U Bl = ) 1B

x€H, (k) x€Hq(k)

- T
x€Hq (k)
n—k

q
Y
=1

— qn—qu

n

= g

. . : .
esto es, | Uyese, ) B1(X)| = ¢", en consecuencia, las esferas de Hamming de radio 1y con centro

en las palabras-c6digo cubren el espacio. Por lo tanto, los [n,n — k, 3] cédigos lineales g-arios de
Hamming 3, (k) son perfectos. O

Veamos algunos ejemplos de cédigos lineales g-arios de Hamming.

Ejemplo 5.8. Sea F3 = {0, 1,2} el campo ternario cuyas Tablas de Cayley son:

_l’_
0
1
2

N[—=| OO
O DN

1
0
1
2

[ev) Nen )l Rewl Naw)
=IO N

1
1
2
0

La caracteristica del campo 3 es 3, esto es, 3 es el menor entero positivo tal que 3a = 0 para
cada a € Fs. Sea k = 2 y tenemos que ¢ = 3 entonces n = (¢" —1)/(¢—1) = (32 - 1)/(3 1) = 4,
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de ahi que, |F§| = |F3| = 3* Sean V; = F2,

o = (é)evl,

¢ = (g’)em{@,(ﬁ)},

o e (e O

- Qo) ) 0 ) ()

Tomamos a las columnas c¢;’s en el orden cj3,cy, ¢y, cy para formar la matriz de chequeo de

I 1110
1 201
de un [4, 2, 3] cddigo lineal ternario de Hamming H3(2), cuya matriz generadora estandar es:
G (10 -1 -1y _ (1022
S\01 -1 -2/ \0o 12 1)

De manera que toda palabra-cédigo x € H3(2) se puede escribir como combinacién lineal de
las filas de la matriz generadora, esto es, para cada x € H3(2),

paridad estandar

x = uG = u1(1022) + u,(0121)

donde u; € F3, i € {1,2,3}, hay 3% de tales combinaciones lineales, de ahi que, |H3(2)] = 9. En la
Figura 5 enlistamos todas las palabras-cédigo del cédigo lineal ternario de Hamming H3(2) con
su peso respectivo.

x |wtx)| x |wtx)| x |wtx)
0000 0 0121 3 0212 3
1022 3 2011 3 1110 3
2220 3 1201 3 2102 3

Figura 5: Palabras-cédigo del cddigo lineal ternario de Hamming H;(2)
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Ejemplo 5.9. Sea Fyp2 = {0,1,a,a? =1+ a} un campo cuaternario cuyas Tablas de Cayley son:

+10 |1 |ala? 0| 1| a|a?
0] 0 1| al|a? 0O(0l 070710

11110 ]a?]| « y 1101 | a|a?
alala?2| 0] 1 a |0 ala?] 1

>l a|1]0 20| 1| «

Obsérvese que la caracteristica del campo Fy2 es 2 y que se satisface la relacion o +a +1 = 0.
Ademas, sea k = 2, y tenemos que q¢ = 2% entonces n = (¢ —1)/(¢g—1) = (2* —1)/(22 — 1) = 5,
de ahf que, |Fp| = |F3| = 4°. Sean V; = F,,

1
C = (O) € ‘/17

Cy =

B ()
- (e ()6
<
<

N
L, o 8,

VR
S~
—
C
—~
VR
— O
~
7N
o o
~__
RS
Qwo
~~
-

e o

Cq4 =

N ~—
R R
o
S~
N N
Do

~
—
C
—~
N
)
~
N
o o
~_
RS
S o
[N}
~~
—
(-
~
VR
— =
~

o R, ©

——

N

S =

N—

N

QMQ

N———

VR

- 8

N—

it —
C
—
VRS
—= O
N———
N
o o
N———
N
S o
[N}
N—
—
(-
——
VR
— =
N—

Tomamos a las columnas ¢;’s en el orden cs, ¢4, €5, €1, Co para formar la matriz de chequeo de

paridad estandar
11 a 10
H_<1 a 1 0 1)

de un [5, 3, 3] cddigo lineal cuaternario de Hamming 3, (2), cuya matriz generadora estandar
es:

100 -1 -1 1 00 11
G=|010 -1 —a]=(0101 «
001 —a -1 001 a1
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De manera que toda palabra-cédigo x € H4(2) se puede escribir como combinacién lineal de las
filas de la matriz generadora, esto es, para cada x € Hy(2),

x = uG = u1(10011) + uz(0101ar) + u3(001al)

donde u; € Fye, i € {1,2,3}, hay 4% de tales combinaciones lineales, de ahf que, |H,(2)| = 64. En
la Figura 6 enlistamos todas las palabras-cédigo del cddigo lineal cuaternario de Hamming H,(2)
con su respectivo peso.

X wt(x) X wt(x) X wt(x) X wt(x)

00000 0 001al 3 0101 3 10011 3
00’ 3 0a0aa? 3 a00aa 3 00a21a? 3
0020021 3 a?00c2a? 3 0a10c 3 0laa0 3
10car? 4 a010a? 3 la0o’o 4 10020 3
002110 3 010201 3 10020cx 3 a?011la 4
1020a0 3 a?10al 4 011a2a? 4 10120 3
1100a? 3 Oaall 4 a0a10 3 aa001 3
0a’a’an 4 a?00%a0 3 0?00 3 11laa 5
aaaa’a’? 5 a?a?a’1l 5 allll 5 lalla? 5
1laa®l 5 a?1100 3 102101 4 110210 4
1laa00 3 alala 4 aalal 4 a’aaoa 5
ac’aal 5 aca’la 5 laa’al 5 lolala 5
aloaa? ) ac’lo’a ) a’lala? ) a’ala’l )
0aa?a?0 3 0aa0a? 3 ala?a?l 4 aa?01a? 4
a?0a01 3 a?a010 3 la?a’a?a? 5 a?la’a’a 5
a?a’laa? 5 ac?a?00 3 a?aa’0a? 4 a?a?aa’0 4

Figura 6: Palabras-cédigo del c6digo lineal cuaternario de Hamming H,4(2)

6. Coddigos simplex
A continuacién se define el concepto de cédigo dual C* de un cédigo €, los duales de los cédigos
de Hamming 3 (k) son llamados cddigos simplex q-arios.

Definicién 6.1. Sean u = (uy,up,...,u,) y v = (v1,02,...,v,) vectores en Fy. El producto
escalar de u y v, se denota por u- v y esta definido por u-v = uyvy + ugvy + - -+ + u,v,. Dos
palabras-cédigo u y v son ortogonales si u-v = 0.
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Definicién 6.2. Si € es un F,-cédigo lineal su c6digo dual u ortogonal €+ puede ser definido como
el conjunto de vectores que son ortogonales a todas las palabras-cédigo de €, es decir,

GL:{uEIFZ:u-v=Oparatodov€€}.
Un F,-cédigo lineal € es auto-dual si € = €+

Teorema 6.3. Si C es un [n, k] cddigo lineal sobre F, que tiene matriz generadora Gy matriz de
chequeo de paridad H entonces C* tiene matriz generadora H y matriz de chequeo de paridad G,
ademds, C* es un [n,n — k| cddigo lineal sobre F,.

Demostracion. Sea G la matriz generadora de C entonces para cada v € C, v = Zle «; G, donde
a; € Fy, Gj es la i-ésima fila de G y ademds, G; € C, para i € {1,...,k}. Supéngase que u € F}
es tal que uG" = 0 entonces 0 = uG' = [u-G; ... u- Gy, de ahi que, u- G; = 0 para cada
ie{l,...,k}. Como

k k
u-v = u-(ZaiGi) = Zai(u-Gi) =0
i—1 i—1

i.e., u-v = 0, tenemos que, u € C+. Ahora bien, supéngase que u € C* entonces u-G; = 0 para cada
i€{l,...,k} yaque G; € Cpero G' = [G' ... G%], por consiguiente, uG' = [u-G; ... u-Gy] =
[0 ... 0] =0, ie, uG" = 0. Por lo tanto, G~ = {u € F} : uG' = 0} = {u € F} : Gu' = 0}.
Asi, la matriz generadora G del codigo lineal € es la matriz de chequeo de paridad del codigo dual
Ct. Como Gt es el espacio de soluciones de un sistema lineal homogéneo de k ecuaciones con n
indeterminadas cuya matriz asociada al sistema tiene rango k entonces G es generado por n — k
vectores en Fy linealmente independientes, por consiguiente, Gt es un [n,n — k] cédigo lineal sobre
[F,. Por otro lado, como GH" = 0 tenemos que 0 = G[H} ... H!_,] entonces GH} = 0 para cada
i€{l,...n—k}, de ahi que, H; € C* paracadai € {1,...n—k}, pero rango(H) = n—k = dimC*,
por consiguiente, las filas de H forman una base para C*, esto es, H es una matriz generadora de
C+t. Asi la matriz de chequeo de paridad H del cédigo lineal € es la matriz generadora del cédigo
dual @+, con lo cual queda demostrado el teorema. ]

Definicién 6.4. El cédigo dual del cédigo lineal g-ario de Hamming 3, (k) es llamado un cddigo
simplex g-ario.

Por el Teorema anterior, el codigo simplex g-ario del [n, n—k, 3] cédigo lineal g-ario de Hamming
H,(k) esun [n,n — (n — k)| = [n, k] c6digo lineal.

Ejemplo 6.5. El c6digo binario de Hamming Ho(r) es un [2" — 1,2" — 1 — r, 3] cddigo lineal
entonces el cédigo simplex binario Hy(r)* es un [2" — 1, 7] cédigo lineal, cuya matriz generadora
es la matriz de chequeo de paridad H, del codigo Hy(r) dada en la Definicién 4.1.
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Ejemplo 6.6. El cédigo binario simplex Hz del [7,4,3] cédigo binario de Hamming H; del
Ejemplo 3.20 es un [7, 3] cédigo lineal cuya matriz generadora es la matriz de chequeo de paridad
Hj dada por (21).

En la Figura 7 enlistamos las palabras-cédigo del c6digo H3z con su peso respectivo.

X wt(x) X wt(x) X wt(x) X wt(x)
0000000 0 1010101 4 0110011 4 1100110 4
0001111 4 1011010 4 0111100 4 1101001 4

Figura 7: Palabras-codigo del codigo simplex binario del cédigo de Hamming Hs

U

Ejemplo 6.7. Sea el [4,2,3] codigo lineal de Hamming ternario Hs(2) del Ejemplo 5.8, el [4, 2]
cédigo simplex ternario H3(2)* del cédigo H3(2) tiene como matriz generadora a la matriz de
chequeo de paridad de H3(2), a saber,

1110
H‘(1201)’

En la Figura 8 enlistamos las palabras-cédigo del cédigo H3(2)* con su peso respectivo.

x |wtx)| x |wtx)| x |wtx)
0000 0 1201 3 2102 3
1110 3 2011 3 0212 3
2220 3 0121 3 1022 3

Figura 8: Palabras-cdigo del cédigo simplex ternario del cédigo de Hamming H3(2)

O

Ejemplo 6.8. Sea el [5, 3, 3] cddigo lineal de Hamming cuaternario H,(2) del Ejemplo 5.9, el [5, 2]
cédigo simplex cuaternario Hy(2)*+ del cédigo Hy(2) tiene como matriz generadora a la matriz de
chequeo de paridad de H,(2), a saber,

Hzllal().
1 o« 1 01

En la Figura 9 enlistamos las palabras-cédigo del cédigo 3, (2)+ con su peso respectivo.
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Los pesos de las palabras-codigo distintas de cero de los cédigos simplex g-arios de los Ejemplos
6.6, 6.7y 6.8 son 4 =21 (k=3),3=3"1 (k=2)y4=4"1 (k=2), respectivamente.

X wt(x) X wt(x) X wt(x) X wt(x)
00000 0 1101 4 1110 4 ac’ala 4
aoa’al 4 a?1a?00? 4 a?a?1020 4 0aa?11 4
a?allo 4 a?0aal 4 Ollaa 4 la?0aa? 4
100?20’ 4 a0lla? 4 al0a?1 4 Oaaa’a? 4

Figura 9: Palabras-cédigo del cédigo simplex cuaternario del codigo de Hamming JH,(2)

7. Conclusiones

En este capitulo de libro de divulgacién se introducen los conceptos basicos de la Teoria de
Codigos Lineales Detectores-Correctores de Errores a través del cédigo binario de Hamming Hs,
se definen los cddigos binarios de Hamming y se describen sus parametros, posteriormente se
construyen los cédigos g-arios de Hamming perfectos y se describen sus codigos duales llamados
cédigos simplex g-arios.
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