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Resumen

La teoria de matroides surgio en los afios 30’s del siglo XX. Hassler Whit-
ney desarroll6 una nocién de independencia y rango en el contexto de la
teorfa de grafos y observo similitudes con los conceptos de independen-
cia lineal y dimensién de algebra lineal. Después de identificar las pro-
piedades de independencia abstracta, Whitney introdujo el concepto de
matroide en 1935 en [6] y se inspir6 en la palabra matriz para crearlo.
Otros matematicos contemporaneos de Whitney también contribuyeron
al nacimiento de la teoria de matroides. En 1937, B. L. van der Waerden,
en la segunda edicion de Moderne Algebra, establecié tres propiedades
fundamentales que son comunes a la dependencia algebraica y lineal,
descubriendo con ello el concepto de matroide de manera independiente
a Whitney. En este capitulo se estudiaran los conceptos fundamentales
de la teoria de matroides y se estableceran las equivalencias entre algunas
de las definiciones de matroide.

1 Introducciéon

Una importante caracteristica de los matroides es que pueden definirse de mu-
chas formas diferentes pero equivalentes. Desde su articulo fundador, Whitney
estableci6 cuatro definiciones equivalentes de matroides. Esto podria parecer
molesto, pero es una de las principales cualidades que posee esta teoria, ya
que puede preferirse una definicién sobre otra, dependiendo del problema que
quiera abordarse.

En las secciones siguientes se enunciarédn algunas de las principales y més
utiles definiciones de matroide. Se tomard como primera definiciéon aquella
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que abstrae las propiedades que satisface un conjunto de vectores linealmente
independiente. Esta definicion, por tanto, proviene del algebra lineal. Pos-
teriormente, se definiran nuevos conceptos y se demostraran algunas de las
propiedades que dichos conceptos satisfacen. A continuacién se destacaran
aquellas propiedades que seran suficientes para dar una definicion alternativa
del concepto de matroide y se probaré la equivalencia de las definiciones. El
desarrollo de esta teoria estara acompanada de algunos ejemplos y observa-
ciones. Para el desarrollo de este capitulo de libro se tomaron [2] y [3] como
principales referencias. A lo largo de este capitulo [n| denotara el conjunto de
nameros naturales menores o iguales a n, es decir, {1,2,...,n}.

2 Definicién por conjuntos independientes

Sea V' un espacio vectorial. Los subconjuntos linealmente independientes de
V' cumplen las siguientes propiedades:

a) Todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente también
es linealmente independiente.

b) Si I y J son conjuntos linealmente independientes tales que |I| < |J],
entonces existe x € J\ I tal que I U {x} es linealmente independiente.

A continuacién se presenta una definiciéon de conjunto independiente en
grafos que permitira establecer una importante conexiéon con la independencia
lineal en &lgebra lineal.

Definicion 2.1. Sea G un grafo finito no dirigido, no necesariamente simple,
con conjunto de aristas F y conjunto de vértices V. Un conjunto S C E es
independiente si no contiene ciclos y es dependiente en otro caso.

Notese que ésta no es la definicion clasica de independencia de la teoria de
grafos, la cual dice que un conjunto de vértices en un grafo es independiente si
ninguno de sus vértices es adyacente a otro. Sin embargo, esta nueva definicion
es util pues resulta que las propiedades a) y b) también se cumplen para los
conjuntos de aristas independientes:

A) Todo subconjunto de un conjunto aciclico de aristas es aciclico.
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B) Si I y J son dos conjuntos de aristas aciclicos y |I| < |J|, entonces
existe e € J\ I tal que I U {e} es aciclico.

Anteriormente se mencioné que Whitney y van der Waerden se basaron
en las propiedades que cumplen los conjuntos linealmente independientes en
algebra lineal y teoria de grafos para definir el concepto de matroide. Dichas
propiedades son justamente los incisos a), b), y A), B), respectivamente. La
primera definiciéon que se dara en este capitulo va en este sentido y se eligié
porque esta basada en resultados conocidos, y por ello puede resultar més
familiar para la mayoria de los lectores.

Definiciéon 2.2 (Por conjuntos independientes). Un matroide M es un par
ordenado (F, Z) que consiste de un conjunto finito £ y una familia Z de
subconjuntos de E que satisface las tres condiciones siguientes:

(I1) (No trivialidad) Z # 0.
(I2) (Cerrado bajo subconjuntos) Si I € Zy J C I, entonces J € 7.

(I3) (Aumento de independencia) Si I,J € Zy |I| < |J|, entonces existe un
elemento e € J\ I tal que I U {e} € T.

En este caso es usual referirse a M como matroide sobre E. Los elementos
de Z son los conjuntos independientes de M y E es el conjunto subyacente
de M. Cuando es necesario se denota a Z con Z(M) y a E con E(M). Un
subconjunto de E que no pertenece a Z se llama conjunto dependiente.

Puede darse una definicion de matroide muy similar a la Definicion 2.2
con ligeras modificaciones a las propiedades (I1) e (I3), que puede resultar
més practica al momento de verificar si un par ordenado es un matroide. Esto
se establece en el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sean E un conjunto finito e Z una familia de subconjuntos de
E. Entonces I es la familia de conjuntos independientes de un matroide si y
solo si satisfacen las tres condiciones siguientes:

(J1) 0 € T.

(J2) Sil €T yJ C I, entonces J € T.
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(J3) Si I,J € T son tales que |J| = |I| + 1, entonces existe un elemento
x € J\I que cumple que T U{z} € T.

Demostracion. Sea M = (E,Z) un matroide. Veamos que Z verifica las pro-
piedades (J1) y (J3). Dado que Z satisface la condicion (I1), Z # (). Asi, existe
un conjunto independiente, al que llamamos X. Como también se cumple (12)
y tenemos que () C X, concluimos que () € Z, es decir, se satisface (J1). La
condiciéon (J3) es un caso particular de (I3) y por lo tanto, se verifica. Para
la suficiencia supongamos que E es un conjunto finito y que Z es una familia
de subconjuntos de E que satisface las propiedades (J1), (J2) y (J3). Veamos
que M = (E,Z) es un matroide. Por (J1), ) € Z, entonces se verifica (I1).
Ahora, sean I, J € Z con |I| < |J]. Como I y J son conjuntos finitos, entonces
existe Iy C J tal que |[;| = |[I| + 1. Por (J2), I; € Z, luego por (J3) existe
x € L \N1I tal que I U{z} € Z. Mas aun, x € J\ I. Por lo tanto, M es un
matroide. [

La equivalencia entre los conjuntos de propiedades (I1), (I12), (I3) y (J1),
(J2), (J3) no puede establecerse probando de manera independiente que las
parejas (I1), (J1) e (I3), (J3) son proposiciones equivalentes. Para verificar
esto sea E = {a,b,c}, T = {{a},{b},{a,b,c}}. La condicion (J3) se satisface
(no existe una pareja de elementos I, J de Z que satisfagan |J| = |I|+1). Sin
embargo, (I3) no se satisface, pues los conjuntos {a} y {a, b, c} cumplen que
{a}| < [{a,b,c}| y no existe un elemento = € {a,b,c} \ {a} = {b,c} tal que
{a}U{z} € 1.

A continuaciéon se muestran dos ejemplos de matroides. Es importante
tenerlos presentes porque son basicos para comprender los conceptos y resul-
tados que se darén en las secciones posteriores.

Ejemplo 2.4. Sean V un espacio vectorial sobre un campo F y E un sub-
conjunto finito de V. Definase Z como la colecciéon de subconjuntos de E que
son linealmente independientes sobre F. Como ) es un conjunto linealmente
independiente entonces () € Z. Ademas, Z satisface las propiedades a) y b)
mencionadas anteriormente. Por lo tanto, M = (£, Z) es un matroide y se lla-
ma matroide vector o matroide representable y se dice que M es representable
sobre . Este es uno de los ejemplos que motivaron la definiciéon de matroide.

Ejemplo 2.5. Sean n y k enteros no negativos tales que £ < n. Sea F un
conjunto de cardinalidad n. Témese Z como la familia de todos los subcon-
juntos de E que tienen una cardinalidad menor o igual a k. Como ) C E' y
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|0| = 0 < k, entonces () € Z. Ahora, supéngase que [ € Zy J C I. Entonces
[I| <k, |J| < |I|, y por tanto |J| < k, de donde J € Z. Finalmente, sean
I,J € T tales que |I| < |J|. Como |I| < |J]|, entonces existe un elemento
x € J\ Iy setiene que |I U{z}| < |J|. Dado que J € Z, verifica que |J| < k
y por ello [TU{z}| < |J| < k. Por consiguiente I U{x} € Z. Asi que M es un
matroide. M se llama el matroide uniforme de rango k sobre un conjunto de n
elementos y se denota por Uy ,,. El matroide U, , se llama matroide libre. N6-
tese que en el matroide libre todos los subconjuntos de E son independientes,

es decir, T = P(E).

Es igual de importante saber identificar lo que si es un matroide de aquello
que no lo es. Es por ello que en el siguiente ejemplo se presenta una familia
de conjuntos que no satisface la condicion (I3) y por tanto no es un matroide.

Ejemplo 2.6. Sean FE = {a,b,c,d}, T = {0,{a},{b},{c},{d},{a,b},{c,d}}.
Se puede ver claramente que Z satisface las propiedades (I1) e (I2), sin em-
bargo, no cumple con (I3). Para comprobar esto, tomese los conjuntos {a} y
{¢,d} de la familia Z. Puede verse que no existe elemento = en {c,d} \ {a}
tal que {a} U {z} € Z, ya que ni {a,c} ni {a,d} son elementos de Z. Por lo
tanto, Z no es una familia de conjuntos independientes.

3 Definicién por bases

Sea M = (E,Z) un matroide. Para conocer por completo a M es necesario
poder identificar todos sus conjuntos independientes. Si M posee una gran
cantidad de conjuntos independientes dar una lista exhaustiva de todos ellos
podria resultar una tarea complicada. Sin embargo, existe una manera de
facilitar este trabajo. Sea I un conjunto independiente de M. Si no existe
un conjunto independiente que contenga propiamente a I entonces I es un
conjunto independiente maximal. En otro caso, supongase que I; € 7 es tal
que I C [;. Si no existe un conjunto independiente que contenga propiamente
a I; entonces [; es independiente maximal. De lo contrario existe un conjun-
to independiente I, diferente a I; que lo contiene. Podemos continuar este
proceso, pero no de manera indefinida, pues como FE es finito también lo es
su conjunto potencia. Asi que después de un numero finito de pasos halla-
remos un conjunto independiente que contiene a I y que no estd contenido
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propiamente en otro conjunto independiente, es decir, independiente maxi-
mal. De aqui concluimos que todo conjunto independiente esta contenido en
un conjunto independiente maximal. Ademas, todo subconjunto de un con-
junto independiente es independiente por (I2). Asi que una manera efectiva
de enlistar todos los conjuntos independientes es proporcionar una lista de
los conjuntos independientes maximales. De aqui la importancia de definir el
siguiente concepto.

Definicion 3.1. Sea M = (E,Z) un matroide. B es una base del matroide
M si B es un conjunto independiente maximal. Se denotara el conjunto de
las bases de M por B.

Enseguida se enunciaran algunas de las propiedades més importantes que
satisface el conjunto de bases de un matroide. Dichas propiedades permiti-
ran dar una definicion de matroide partiendo de este nuevo concepto. Para
probarlas se empleara el siguiente lema.

Lema 3.2. Sea M un matroide. Si By, By € B, entonces |B;| = |Bs|.

Demostracion. Supongamos que By y By son bases de M tales que |B;| #
| B2|. Sin pérdida de generalidad supongamos que |B;| < |Bs|. Ya que By y By
son conjuntos independientes, por (I3) existe e € Bo\ By tal que ByU{e} € Z,
de modo que B;U{e} es un conjunto independiente que contiene propiamente
a By, lo cual contradice que Bj sea base. Por lo tanto, By y Bs tienen la misma
cardinalidad. ]

Concluimos entonces que cualesquiera dos bases de un matroide M tienen
la misma cardinalidad.

Teorema 3.3. El conjunto de bases B de un matroide M verifica las siguien-
tes propiedades:

(B1) (No trivialidad) B # ().
(B2) (Familia Sperner o clutter) Si By, By € B y By C Bs, entonces By = Bs.

(B3) (Intercambio débil en bases) Si By, By € B y x € By \ By, entonces
existe un elemento y € By \ By tal que (B \ {z}) U{y} € B.
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Demostracion. Sabemos que () es un conjunto independiente. Entonces existe
un conjunto independiente maximal B que lo contiene. Por la definiciéon de B,
B € By por lo tanto (B1) se cumple. Tomemos By, By € B tales que B; C Bs.
Si suponemos que By C Bs entonces |By| < |Bs|, lo cual no puede ocurrir
por el Lema 3.2. Entonces B; = By. Para probar que se cumple (B3), sean
By,By € By x € B;\ By. Como By \{z} C By y By € Z, por (I2) tenemos
que By \ {z} € Z. Por el Lema 3.2, |B;| = |By|, luego |B; \ {z}| < |By|. Por
(I3) existe un elemento y € By \ (By \ {z}) tal que (B; \ {z}) U{y} € Z.
Queremos probar que (B; \ {z}) U {y} es una base, asi que solo falta probar
que es conjunto independiente maximal. Tenemos que |(B; \ {z}) U {y}| =
|By]. Si suponemos que (By \ {z}) U{y} ¢ B, debe existir B3 € B tal que
(BN {z})U{y} € B3y por tanto |B;| = |(B1 \ {z}) U {y}| < |Bs|, lo cual
contradice el Lema 3.2. Concluimos que (B;\{z})U{y} € B, por lo que (B3)
se verifica. O

La propiedad (B2) manifiesta que B es una familia Sperner o clutter, es
decir, que los conjuntos de dicha familia no se contienen entre si. La propiedad
(B3) expresa que dadas dos bases By y Bs, para un elemento z € By \ By
existe un elemento en la otra diferencia de conjuntos y € B, \ By tal que
x puede “intercambiarse” por y para obtener nuevamente una base, es decir,
(B1\ {z}) U{y} € B (de ahi el nombre de propiedad de intercambio débil
en bases). Aplicando la propiedad (B3) al elemento y se tiene que existe
z € By \ By tal que (Bx\{y}) U{z} € B. Sin embargo, dicha propiedad no
afirma algo acerca del conjunto (Ba\{y})U{z}. El Teorema 3.4 es una version
més fuerte de la propiedad de intercambio débil en bases, pues asegura que
siempre es posible que se dé un intercambio doble, es decir, que para cada
elemento de B; \ By es posible encontrar un elemento en By \ B; de tal forma
que pueden intercambiarse (el primero por el segundo y el segundo por el
primero) para obtener dos bases. En muchas ocasiones bastara con tener la
primera version de esta propiedad, pero se menciona a continuaciéon ya que
sera de utilidad mas adelante.

Teorema 3.4. (/2, pdg. 91]) Sea M un matroide. B satisface la siguiente
propiedad.:

(B3*) Si By, By € B yx € By \ By, entonces existe un elemento y € By \ By
de tal manera que (By\ {z}) U{y}, (B2 \{y}) U{z} € B.
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La propiedad (B3*) se conoce como propiedad de Intercambio Fuerte en
Bases.

Como pudo apreciarse, el Lema 3.2 fue crucial en la demostraciéon del
Teorema 3.3. En el Teorema 3.5 se vera que dicho lema puede emplearse para
formular una nueva caracterizacion de matroide. Para ello identificaremos a
la propiedad enunciada en el Lema 3.2 como (B2*).

Teorema 3.5. Sean E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos de
E. La familia B satisface (B1), (B2) y (B3) si y sdlo si satisface (B1), (B2*)
y (B3).

Demostracion. Sea B una familia que cumple (B1), (B2) y (B3) y sean
By,By € B, By # Bs. Supongamos que |B;| < |Bs|. By y B pueden es-
cribirse como las siguientes uniones disjuntas: By = (B; \ By) U (B; N By),
By = (By\ By) U (By N By). Como |B;| < |Bs|, entonces debe ocurrir que
| B\ By| < |Ba\ By|. Si By\ By = (), entonces B; C Bs, y por (B2), By = By,
lo cual es una contradiccion. Asi que By \ By # (). Sea n = | B1\ Bs|. Tomemos
x1 € By \ By. Por (B3) existe y; € B\ By tal que By = (B1\{z1})U{11} € B.
Sea 23 € B3\ By, entonces xo € (B1\ By)\{x1}. Por (B3) existe yo € By \ B
tal que By = (B3 \ {z2}) U {y2} € B. Se tiene que:

B\ By = By N [(Bi\ {1 }) U{wi }]” = Bon [(Bi N {21}9) 0 {11 }¢]
= By N [(BY U{x1}) N {yn}“] = [(B2n BY) U (Ba N {an})] N {wn}©
= (B2\ Bi) Ny}

esto es, Bo\ B3 = (B \ By) \ {y1}, por lo que y € (B2 \ By) \ {y1}. Notese
que x1,x2,Y1 ¥ Y2 son todos diferentes entre si. Por eso y por los conjuntos
en los cuales se tomaron tales elementos se tiene que

By = [[(BiN{z1}) U {mn N {z2}] U {e} = (BN {21, 22}) U {1, 42}

Tomemos z3 € By \ By, entonces z3 € (By \ By) \ {x1,22}. Por (B3) existe
ys € Ba\ By tal que By = (By\ {z3}) U{ys} € B. Puede verse que By\ By =
(BQ \ Bl) \ {yl» yQ} Ademés,

Bs = [[(BiM 1, m2})U{yn, v M MasH U{ys} = (BiM@1, 22, 23}1) U{y, 2, ys)-

Realizando este proceso n veces encontramos i, o, ..., T, € B; \ By todos
diferentes entre si y 41,42, ...,y, € By \ By también diferentes entre si tales
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que Buio = (BN A{xy, 29, ., 2, }) U{y1, 2, ..., yn} € B. Recordemos que
|B1 \ By| = n, entonces ocurre que By \ By = {x1,79,...,2,}, y como By =
(B1\ By)U(B1NBy), entonces By\{x1,Ta,...,T,} = Bi1\(B1\By) = BN By,
lo cual implica que By = (B1 N Ba) U{y1,%2,.-.,yn} € By y por (B2) se
concluye que B,, 192 = By, pero | B, ;2| = | B1| y estamos suponiendo que |B;| <
| Ba|, entonces |By+2| < |Baf, lo cual es una contradiccion. Similarmente se
prueba que no puede ocurrir que |B;| > |Bsy|. Entonces |By| = | Bz, es decir,
(B2*) es verdadera.

Para demostrar la suficiencia supongamos que B es una familia de sub-
conjuntos de un conjunto finito £ que satisface las propiedades (B1), (B2*)
y (B3). Veamos que también satisface la propiedad (B2). Para ello sean
Bi,By € B tales que By C Bjy. No puede ocurrir que By C Bs, ya que
por (B2*), |B;| = | B2|. Entonces la igualdad de los conjuntos se verifica y por
lo tanto, (B2) se cumple. O

Hasta este momento se ha abordado la manera mediante la cual pueden
conocerse las bases de un matroide considerando sus conjuntos independien-
tes, y las propiedades que dichas bases cumplen. Es de interés saber si puede
construirse un matroide a partir de una familia B que cumple (B1), (B2) y
(B3). La respuesta es si. Esto se logra formando a partir de B una familia Z
de lo que serén los conjuntos independientes y demostrando que dicha familia
satisface las propiedades (I1), (12) e (I3). El punto clave de esta construccion
es saber como definir la familia Z. Las bases se definieron como los conjuntos
independientes maximales, luego todo conjunto independiente esté contenido
en una base y cualquier subconjunto de una base es un conjunto indepen-
diente, asi que de manera natural Z se toma como el conjunto de todos los
subconjuntos de los elementos de B. Esto se aborda en el Teorema 3.6.

Teorema 3.6. Sean E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos
de E que satisface (B1), (B2) y (B3). Se define el conjunto T = {I C E |
dB € B: 1 C B}. Entonces M = (E,Z) es un matroide que tiene a B como
su coleccion de bases.

Demostracion. Por (B1), B # (), entonces existe B € B. Como B C B,
entonces B € Z, esto es, (I1) es verdadera. Ahora, sea I € Z. Entonces existe
B € B tal que I C B. Luego, si J C I, por transitividad de la contencién de
conjuntos tenemos que J C B,y por tanto J € Z. Entonces (12) se cumple.
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Sean Iy, Iy € 7 tales que |I;| < |2 y supongamos que (I3) no se cumple,
es decir, que para todo © € I\ I, [y U{z} ¢ Z. Como I, I, € Z, existen
By,By € B tales que I; C By e Iy C B,. Queremos analizar el conjunto

Figura 1: Diagrama de Venn de las relaciones entre By, By, I; e Is.

coloreado de negro de la Figura 1, es decir, el conjunto (I N By) \ I;. Si
(I, N By) \ I} # (), entonces existe © € (I, N By)\ I}, estoes, z € L\ 1} y
x € By, por lo que I; U{z} C By, de donde I; U{z} € Z, lo cual contradice
nuestra suposicion. Por lo tanto, (I;N By)\I; = (), o expresado de otra forma,
LN(Bi\NI) =0,y como BiNI, = (IoNI)U(I;N (B \ 1)) concluimos que
By NI, = I; N I,. Por otro lado, puede existir mas de un elemento en B que
contenga a I,. Tomaremos a By de tal forma que |By \ (I3 U By)| sea minimal
(ver en la Figura 1 region coloreada de gris). Afirmamos que Bo\(I,UB;) = ().
Si existe x € By \ (I U By), en particular € By \ By, luego aplicando la
propiedad (B3) a By y a B; (en ese orden), existe y € B; \ By tal que
Bg = (B2 \ {I}) U {y} € B. Veamos que B3 \ ([2 U Bl) g BQ \ (IQ U Bl)

Mah) Uyl N (U By)
By n{z}) U{y}]\ (12U By)
By U{y}) n ({z}° U{yh]\ (2U By)
)

B3\ (I U By) = [(Bs

(

( )N

(B U{y}) N {z}°I\ (12U By
( )

(

(

(

By U {y}) N {z}In (I, U By)“ (1)
By U{y}) N (I U By N {2}
By N (I, U By)“) U ({y} N (I U B)9) N {a}

Bo\ (L UB))U({y} N (LUB)") n{z}

[
[
[
[
[
[
[
[ ) U

= [B2\ (l2 U B1)| Nz} € [B2\ (12U By)]

La ultima igualdad se consigue ya que y € B; y la contencién propia se
da puesto que z € By \ (Iy U By). De aqui tenemos que |Bs \ (I U By)| <
|Bo\ (I U By)|. Como I, € By y x ¢ I entonces I C (B \{z})U{y} = Bs.
Entonces Bj es un elemento de B que contiene a I y tal que | B3\ (I,UBy)| <
| Bo\ (I3 U By)|, lo cual contradice la eleccion de By. Concluimos entonces que
By \ (I U By) = (. Usando un argumento similar, podemos elegir B; de tal
forma que By \ (I; U By) = (). Ahora bien, como By \ By = (I;\ By) U [(B2 \

Matemadticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 1, 5-40



Matroides: algunas definiciones equivalentes 15

Ig) \ Bl] = (IQ \ Bl) U [BQ \ (_[2 U Bl>] y como B2 \ (]2 U Bl) = @, entonces
By \ By = I, \ B;. Previamente habiamos visto que 11 N Iy = By N I, lo cual
es equivalente a que Io \ I = I, \ By, asi que tenemos la siguiente igualdad:

32\31:]2\31:]2\]1. (2)

Puede demostrarse también que By \ By = I1 \ By. Ademas, como Iy C B,
entonces I; \ By C I; \ I5. Por tanto, tenemos las siguientes contenciones de
conjuntos:

Bi\By=1,\By, C I\ I (3)

Como B cumple (B1), (B2) y (B3), por el Teorema 3.5 también satisface
(B2*>, asi, |Bl| = |B2|, y como B1 = (Bl mBg) U (Bl \Bg), B2 = (Bl mBz) U
(B2 \ By), y dichas uniones son disjuntas, entonces |B; \ Bs| = |By \ By|. Por
las relaciones establecidas en (2) y (3), resulta que

ILNL| < |\ L. (4)

Pero I e I, son tales que |[1]| < |I5|, y pueden escribirse como las uniones
disjuntas [} = ([1 N L) U([1\ 1), Iy = (I1 N 13) U (I2\ I1), entonces |I) \ I] <
|13\ 11|, 1o cual contradice (4). Por lo tanto, (I3) es verdadera. Asi que en
efecto M = (E,Z) es un matroide.

Solo resta verificar que los elementos de la familia B son las bases de
M. Sea B € B. Como B C B, entonces B € Z, esto es, B es un conjunto
independiente. Ahora supongamos que B’ es un conjunto independiente tal
que B C B'. Por (B2) tenemos que B = B’, es decir, el tnico conjunto
independiente que contiene a B es él mismo, con lo cual queda probado que
B es un conjunto independiente maximal. Para el sentido inverso, sea B una
base de M. B € Z, entonces existe B’ € B tal que B C B’. B’ también es
conjunto independiente, pero B es maximal, entonces ocurre que B = B’ y
por consiguiente B € B. ]

Los Teoremas 3.3 y 3.6 justifican la equivalencia entre la definicion de
matroide por conjuntos independientes (Definicion 2.2) y la que se da a con-
tinuacion.

Definicion 3.7 (Por bases). Un matroide M es un par ordenado (E, B) donde
E es un conjunto finito y B es una familia de subconjuntos de E que satisface
las siguientes tres condiciones:
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(B1) (No trivialidad) B # 0.
(B2) (Familia Sperner o clutter) Si By, By € By By C By, entonces By = By.

(B3) (Intercambio débil en bases) Si By,By € By x € By \ By, entonces
existe un elemento y € By \ By tal que (B; \ {z}) U {y} € B.

M se llama matroide sobre E y los elementos de B se llaman bases de M.

Esta definicion surge de la idea de abstraer algunas de las propiedades
que cumple la familia de bases de un espacio vectorial V' de dimension n.
Dicha familia satisface (B1) porque todo espacio vectorial tiene una base;
satisface (B2*) porque todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo
namero de elementos. A continuacion se vera que también se verifica (B3).
Sean By = {v1,vs,...,v,} v By = {wy,ws,...,w,} dos bases para V. Sin
pérdida de generalidad supéngase que v; ¢ Bs y que para todo i € [n],
(B1 \ {v1}) U {w;} no es una base para V. Entonces (B; \ {v1}) U{w;} es
linealmente dependiente, de manera que existen escalares aq, s, ..., q, no
todos iguales a cero tales que:

OW; + QgVg + + - - + QU = 0.

Note que «; debe ser distinto de cero, pues los vectores vs, ..., v, son lineal-
mente independientes, asi que

%] Qap
W; = ——Vg —+++ — —Up
an aq
Esto es, para todo i € [n], w; € gen({va,...,v,}), por lo que,

gen({wy,wa, ..., w,}) C gen({ve,...,v,})

y como gen({wy,wy,...,w,}) =V, luego V = gen({ve,...,v,}), pero esto
contradice que la dimension de V' sea n. Entonces se cumple (B3).

Sin embargo, ésta no es la tnica manera de definir un matroide a partir
de sus bases. El Teorema 3.5 presenta propiedades equivalentes que pueden
emplearse para tal fin ademés de (B1), (B2) y (B3). El siguiente corolario
expone una equivalencia mas que es consecuencia inmediata de resultados
anteriores, pero se enuncia ya que se empleara posteriormente.
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Corolario 3.8. Sea E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos
de E que satisface las propiedades (B1), (B2*) y (B3*). Sea T la familia de
subconjuntos de E que estdn contenidos en algiun elemento de B. Entonces
M = (E,Z) es un matroide y B es su conjunto de bases. De manera inversa,

si M es un matroide, entonces su familia de bases B satisface las propiedades
(B1), (B2%) y (B3%).

Demostracion. Para la necesidad supongamos que B satisface las propiedades
(B1), (B2*) y (B3*). Por ser un caso particular de (B3*), B cumple (B3). Por
el Teorema 3.5, B satisface (B1), (B2) y (B3). La conclusion del corolario es

inmediata por el Teorema 3.6.
Para la suficiencia, sea M un matroide. Por el Lema 3.2 y por los Teoremas
3.3y 3.4, la familia de bases B satisface las propiedades (B1), (B2*) y (B3*).
O

En los siguientes ejemplos se presentan las bases de cada uno de los ma-
troides mencionados anteriormente.

Ejemplo 3.9. Sea M = (E,7Z) un matroide representable. Una base de M es
un conjunto de vectores de E linealmente independiente maximal, es decir,
es una base para el generado de E en el sentido usual de algebra lineal. En
caso de que el generado de E sea igual al espacio vectorial V', entonces una
base para M es una base para V.

Ejemplo 3.10. Sea M = (E,Z) el matroide uniforme de rango k sobre
un conjunto de n elementos definido en el Ejemplo 2.5. Veamos que B es
la familia de todos los subconjuntos de E de cardinalidad k. Sea B C E
de cardinalidad k. Claramente B € Z. Ahora, supongamos que B’ es un
conjunto independiente tal que B C B’, entonces k = |B| < |B’|. Como
B’ € 7, entonces |B’| < k. Concluimos pues que |B’| = k y por tanto B = B’,
con lo cual queda probado que B es una base. A la inversa, supongamos
que B es una base de M y supongamos que |B| # k. Como B es un conjunto
independiente ocurre que |B| < k, luego |B| < k. Como BC Ey k <n = |E|
entonces existe un subconjunto By de E que contiene propiamente a B y cuya
cardinalidad es igual k. Por sus caracteristicas B; es elemento de Z, pero esto
contradice que B sea un conjunto independiente maximal. Asi, |B| = k.
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4 Definicién por circuitos

A continuacién se enuncia un concepto que permitira dar una definicién mas
de matroide. Es el concepto dual de base, asi que, si una base es un con-
junto independiente maximal, el siguiente concepto se referird a un conjunto
dependiente minimal.

Definicion 4.1. Sea M = (F,Z) un matroide. Un subconjunto C' de E se
llama circuito si es un conjunto dependiente minimal, es decir, si es depen-
diente pero todos sus subconjuntos propios son independientes. Se denota con
C el conjunto de circuitos de M. En simbolos:

C={CCE|C¢IyVICC: :IeT

Notese que a diferencia de las bases, los circuitos de un matroide pueden
tener diferente cardinalidad entre ellos; un circuito podria ser un conjunto
unitario cuyo tinico subconjunto propio independiente sea el conjunto vacio,
o podria ser todo el conjunto subyacente del matroide.

En el siguiente teorema se establecen algunas de las propiedades que ca-
racterizan a la familia de circuitos de un matroide.

Teorema 4.2. Sea M un matroide. Su coleccion de circuitos C tiene las
sigutentes propiedades:

(C1) (No trivialidad) O ¢ C.
(C2) (Clutter) Si Cy y Cq son elementos de C y Cy C Cy, entonces Cy = Cy.

(C3) (Eliminacion de circuito) Si Cy y Cy son elementos distintos de C y e €
C1NCsy, entonces existe un elemento Cs de C tal que C3 C (C1UCy)\{e}.

Demostracion. Por (J1), 0 es independiente, entonces (C1) se cumple. Sean
C} y Cy circuitos tales que €7 C Cy y supongamos que C; # Cf, es decir,
que C es subconjunto propio de C5. Como C5 es un conjunto dependiente
minimal, C'; debe ser independiente, lo cual contradice que C' sea un circuito.
Por lo tanto, C7 = Cy, esto es, se cumple (C2).

Probemos ahora que (C3) es cierta. Tomemos dos circuitos diferentes C
y Cs, v un elemento e € C7 N Cy. Supongamos que ningtn subconjunto de
(Cy U Cy) \ {e} es circuito, en particular tenemos que (Cy U Cs) \ {e} no es
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un circuito. Entonces (C} U Cs) \ {e} no es un conjunto dependiente o es un
conjunto dependiente pero no minimal. Lo segundo no puede ocurrir, pues en
caso de que si, (C; UCy) \ {e} deberia tener como subconjunto un conjunto
dependiente minimal, es decir, algtin circuito, lo cual contradice lo supuesto.
Asi que (C1UCy)\{e} es independiente. Dado que Cy # Cy, entonces Cy € Co
o Cy ¢ Cy. Sin pérdida de generalidad supongamos que ocurre lo segundo.
Entonces existe un elemento de Cy que no esta en C, digamos f € Cy \ (.
El conjunto Cy \ {f} es independiente pues Cy es un circuito. Elijamos un
subconjunto I de C; U Cy, independiente maximal que contenga a Cy \ {f}
(existe porque CoN{f} € Ty CoN{f} C C1UC%). Si f € I, entonces Cy C 1,
y tendriamos que Cy es independiente, lo cual no es cierto, asi que f ¢ I.
Cy € I pues C es dependiente, asi que existe g € C; \ 1. Como f ¢ C; y
g € C1, entonces f # g. Ya que f y g no son elementos de I se cumple que

(] < W(CLUC)N{[, g} = [CLU o =2 < [(CLU o)\ {e}].

Como I y (C1UCy)\{e} son conjuntos independientes tales que |I| < |(Cy U
Cy) \{e}|, por (I3) existe h € {(C1 UCy) \{e}}\ I tal que IU{h} € Z. Dado
que I CCyUCyy h € CpUCy, luego TU{h} C C;UC,, y como h ¢ I,
I'U{h} es un subconjunto de C}; U Cy independiente de cardinalidad mayor
que I que contiene a Cy\{f}, lo cual contradice la eleccion de I. Por lo tanto,
la propiedad (C3) es verdadera. O

Existen dos tipos de conjuntos dependientes en un matroide: los minima-
les, que son los circuitos, y los que no son minimales, y por lo tanto, contienen
un circuito. Entonces los conjuntos independientes son todos aquellos que no
pertenecen a ninguna de esas dos clases de conjuntos, es decir, conjuntos que
no son un circuito y que no contienen un circuito, en resumen, conjuntos
que no contienen un circuito. Esta idea se emplea en el siguiente teorema
que establece como puede construirse un matroide a partir de una familia de
conjuntos que verifica las tres propiedades dadas en el Teorema 4.2.

Teorema 4.3. Sean E un conjunto y C una familia de subconjuntos de F
que satisface (C1), (C2) y (C3). Sea T la familia de subconjuntos de E tales
que ninguno de sus subconjuntos es elemento de C, es decir,

I={ICE|VCeCCgI}.

Entonces (E, T) es un matroide que tiene a C como su coleccion de circuitos.
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Demostracion. El tnico subconjunto del conjunto () es el conjunto () y por
(C1) 0 ¢ C, entonces () no contiene algtn elemento de C. Por tanto () € Z, asi
que (I1) es verdadera. Sean [ € Z y J C I. Ninguno de los subconjuntos de
I es elemento de C, entonces todo subconjunto de J tampoco es elemento de
C, de donde J es elemento de Z y, por lo tanto, (12) se cumple.

Veamos por tltimo que (I3) es verdadera. Sean Iy, I € Z tales que || < |I3].
Supongamos que para toda x € I,\ I1, Iy U{x} ¢ Z. Elijamos un elemento /3
de Z que esté contenido en I; U I, cuya cardinalidad sea mayor que la de [;
(I satisface tales condiciones) y tal que |I; \ I3] sea minima. Si suponemos
que I1\ I3 = 0, entonces I; C I3y como |I;] < |I3], entonces existe x € I3\ I,
y dado que I3 C I; U Iy, entonces = € I\ I} y como I U {x} C I3, por (I2)
IyU{z} € Z, lo cual contradice lo supuesto. Asi pues, I \ I3 # (); elegimos un
elemento e de I; \ I5. Si suponemos que I3\ I; = (), entonces I3 C I, lo cual
no ocurre porque la cardinalidad de I; es menor que la cardinalidad de /5. Por
tanto, I3\ I; # ). Para cada elemento f de I3\ Iy, sea Ty = (I3U {e}) \ {f}.
Por su definicion, Ty C I} U I,. Ademés, tomando en cuenta que e € I; N 130
y f ¢ I se cumple lo siguiente:

INTy =140 [(IU{e) N {3 = hn [ u{en U )]
= L0 [(I5 n{e})u{f}] = [Ln (5 n{e})] ulhn{f}]
=[N N{e}Nub=INIHN{e} CLNIS =L\ .

Por lo tanto, |I; \ Ty| < |I; \ I3|. Ty es un subconjunto de I; U I, y tiene
cardinalidad mayor que I; (|Tf| = |I3|). Por la manera en la que elegimos a
I3, tenemos que Ty ¢ Z, de donde T} contiene un elemento Cy de C. Dado
que f ¢ Ty, entonces f ¢ Cy. También debe cumplirse que e € Cf, en caso
contrario Cy C I, lo cual contradice que I3 € Z. Si CyN(I3\1;) = (), entonces
Cy C (L\NL)° = (I3NI9)° = I§ U I, es decir, C; C I; UI§. Como Cf
también es subconjunto de (I3 U {e}) \ {f} se cumple lo siguiente:

Cy C(LUIT) N [(U{e) N {f}]
= [0 (s uie) n{f19)| U [0 [ U e n{19]]
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— [0 [ AU (9] |V
1€ 0 [ {9 U (e N {19)]]

= (LN IN{f})Uhn{eh) U5 N In{f}9) U5 N{e})
= (LN L) N {f}Tu{e}
= [(L N L) U{et]N{f}

C .

Esto es, Cy C I, lo cual contradice que I; € Z. Entonces existe un elemento
gen CyN(I3\1;). Notese que como f ¢ C, entonces g # f. Como g € I3\ Iy,
existe su respectivo Cy € C. No puede ocurrir que Cy = Cy yaque g € Cy y
g ¢ C,. Entonces Cy y C, son dos elementos distintos de C y e € Cy N C,.
Por (C3) existe C' € C tal que C C (C;UC,) \{e}. Como C; y C, son
subconjuntos de I3 U {e}, entonces (Cy U C,) \ {e} C I3, de donde C' C I3,
lo cual contradice que I3 € Z. Entonces debe cumplirse (I3). Por lo tanto,
M =(E, ) es un matroide.

Ahora veamos que C es el conjunto de circuitos de M. Sea C' un circuito de
M, veamos que C' € C. Como C es circuito, no es un conjunto independiente,
asi que por la definicion de Z, C' debe tener un subconjunto C’ que es elemento
de C. Como C' es circuito, todo subconjunto propio de C' es independiente.
Sea [ un subconjunto propio de C'. Para todo C' € C se cumple que C' € [
y como I C I entonces I ¢ C y por lo tanto todo subconjunto propio de C
no es elemento de C, por consiguiente C' = C, es decir, C' € C. Ahora, si
C €C, como C C C, entonces C' ¢ T, luego C' es dependiente. Si suponemos
que un subconjunto C’ de C' también es dependiente, entonces C' ¢ Z, de
donde existe C" € C tal que C” C C'. En particular tenemos que C” C C.
Para C'y C” se cumple (C2) y por tanto concluimos que C' = C”, més atn,

C" = C lo cual verifica que C' es conjunto dependiente minimal, y por tanto
C' es circuito de M. O

Los Teoremas 4.2 y 4.3 justifican la siguiente definicion.

Definicion 4.4 (Por circuitos). Un matroide M es un par ordenado (E,C),
donde E es un conjunto finito y C es un subconjunto de P(E) que verifica las
siguientes tres propiedades:
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(C1) (No trivialidad) 0 ¢ C.

(C2) (Familia Sperner o clutter) Si Cy, Csy € C son tales que C; C Cy, entonces
Ol - 02.

(C3) (Eliminacion de circuito) Si Cy y C5 son dos elementos distintos de C y
e € Cy N Oy, entonces existe Cs € C tal que C5 C (C; U Cy) \ {e}.

M se llama matroide sobre F y los elementos de C se llaman circuitos de M.

Para finalizar este apartado, se presentan los circuitos de los matroides
dados en los ejemplos que se trataron en las secciones anteriores.

Ejemplo 4.5. Sea M un matroide representable. Los circuitos de M son
conjuntos de vectores linealmente dependientes, cuyos subconjuntos propios
son todos linealmente independientes.

Ejemplo 4.6. Sea M el matroide uniforme de rango k sobre el conjunto E de
n elementos. Claramente C es la familia de subconjuntos de E de cardinalidad
k 4+ 1. En este ejemplo, todos los circuitos del matroide tienen la misma
cardinalidad. Sin embargo, no siempre es asi.

5 Definicién por funcién rango

Sean M = (F,Z) un matroide y A C E. Como ) C Ay () es un conjun-
to independiente, entonces A tiene a un elemento de Z como subconjunto.
Puede compararse el tamano de todos los conjuntos independientes que estan
contenidos en A. Como A es finito, entonces existe el maximo de dichas cardi-
nalidades. Lo anterior garantiza que el siguiente concepto esta bien definido.

Definiciéon 5.1. Sean M = (F,Z) un matroide y A C E. El rango o la dimen-
sion de A es la mayor de las cardinalidades de los conjuntos independientes
que estan contenidos en A y se denota por r(A), es decir:

r(A) =max{|I|: [ €T el C A}
r(E) se llama el rango del matroide M, y se denota por r(M).
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En otras palabras, la funciéon rango r asociada a un matroide es una fun-
cion del conjunto potencia del conjunto subyacente del matroide al conjunto
de los enteros no negativos que se define de la siguiente forma:

r: P(E) - NU{0}
A—méx{|l|: I €T elC A}
Puede darse una definiciéon de matroide en términos de la funcién rango.
La manera de hacerlo se presenta en los teoremas siguientes. Para probarlos se

necesita una generalizacion de la propiedad (J3) que se enuncia y se demuestra
a continuacion.

Lema 5.2. Sea M = (E,Z) un matroide, y sean I y J dos conjuntos indepen-
dientes tales que |I| < |J|, n = |J|—|I|. Entonces existen x1, 2, ..., x, € J\I
tales que I U {x1,x9,...,20,} € L.

Demostracion. Sean I,J € T tales que |J| —|I| =n,n > 1. Sin=1,la
proposicion es cierta ya que es justamente (J3). Supongamos que el resul-
tado es valido para cualquier pareja de conjuntos independientes tales que

la diferencia de sus cardinalidades es igual a n. Si [J| — |I| = n + 1, eli-
jamos z € J. Por (12), J\ {z} € Z, ademas |J \ {z}| — |I|] = n. Por
la hipotesis de induccion existen xq,xs,...,z, € (J N\ {z}) \ I tales que

TU{xy,2s,...,2,} € Z. Ahora, I U {xy,29,...,2,} y J son dos conjuntos
independientes tales que |J| = |[IU{z1,z9,...,2,}|+ 1. Por (J3) tenemos que
existe 41 € J\(JU{z1,29,...,2,}) tal que TU{x1,29,..., 2y, 2p11} €L, e
decir, x1, 29, ..., %y, Tny1 € J\ I son tales que I U{zy,x9,...,2,, Tpi1} €L,
con lo cual el lema queda establecido. O

Teorema 5.3. Sea M = (E,Z) un matroide. La funcion rango r de M sa-
tisface las siguientes propiedades para cualesquiera A, B C E:

(r1) (Normalizacion) 0 < r(A) < |A|;
(r2) (Creciente) Si A C B, entonces r(A) < r(B);
(r3) (Semimodular) r(AUB) +r(ANB) <r(A)+r(B).

Demostracion. Como r(A) es la cardinalidad de un subconjunto de A enton-
ces trivialmente se cumple que 0 < r(A) < |A|. Sean A, B C E tales que
A C B. Todo subconjunto de A también es subconjunto de B, asi que

r(A) =méx{|l|: I €ZTel CA} <méx{|J|: J€ZTyJC B}=r(B).
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Esto prueba que (r2) se satisface. Sea I; un conjunto independiente contenido
en AN B tal que r(AN B) = |I,|. Queremos encontrar un subconjunto /
de AU B que sea independiente, que satisfaga que r(A U B) = |I| y que
contenga a I;. Lo haremos de la siguiente forma: como AN B C AU B, por
(r2) ocurre que r(ANB) = r(AUB) or(ANB) < r(AU B). Si ocurre
lo primero, entonces I; es un subconjunto de A U B que es independiente
y que satisface que r(A U B) = |[;], asi que elegimos I = I;. Si ocurre
lo segundo, sea [y un conjunto independiente contenido en A U B tal que
r(AU B) = |I]. Tenemos que |I;| < |I5], sea n = |I5| — |I1]. Por el Lema
5.2, existen xy,xs,...,x, € Io \ I tales que I} U {xy,29,...,2,} € Z. En
particular, x1,2,...,x, € AU B, por lo tanto, I; U {z1,zs,...,2,} es un
subconjunto independiente de AUB de la misma cardinalidad que I, entonces
r(AUB) = | U{xy,x9,...,x,}|, asi que elegimos I = I} U {xy,xo,...,2,}.
Podemos descomponer a I como la siguiente uniéon disjunta:

I=[IN(ANB)U[IN(A\NB)U[IN(B\A).

Definimos 4 = IN(A\B) e Ig = IN(B\ A). Observemos que IN(ANB) =
(I U{xy,x9,...,2,}) N (AN B). Si suponemos que para algun i € [n], z; €
AN B, entonces Iy U{x;} C AN B. Dado que I; U{z;} C I, [; U{z;} € Z. Por
consiguiente, I1 U {z;} serfa un subconjunto de AN B de mayor cardinalidad
que I3, lo cual contradice que r(AN B) = |I1]. Por lo tanto, IN(ANB) =1,
y tenemos lo siguiente:

r(AUB) = |I| = || + [14] + |IB]- (5)

También la unién disjunta I;UI 4 es un conjunto independiente por ser subcon-
junto de I y ademas esta contenido en A. Por lo tanto, |I;|+ [14| < 7(A). De
manera analoga obtenemos que |I1|+|I5| < r(B). Entonces 2|1 |+| 14| +|{5| <
r(A) + r(B). Pero recordemos que |I;| = r(AN B), entonces

||+ |1a| + |I| + 7(AN B) < r(A) +r(B). (6)

De (5) y (6) obtenemos la desigualdad esperada. Asi que la funcion rango r
de M satisface (r1), (12) y (r3). O

Existe un conjunto de condiciones que son equivalentes a (rl), (r2) y (r3).
En los siguientes teoremas se demuestra dicha equivalencia.

Matemadticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 1, 5-40



Matroides: algunas definiciones equivalentes 25

Teorema 5.4. Sea r una funcion de valor entero con dominio el conjunto
potencia de un conjunto finito E que satisface las propiedades (r1), (r2) y
(r3). También r satisface lo siguiente:

(r1*) (Normalizacion local) () = 0.

(r2*) (Incremento del rango en una unidad) Para todo A C E y para todo
x € I, se tiene que

r(A) <r(Au{z}) <r(A) +1.

(r3*) (Semimodularidad local) Para cualquier A C E y cualesquiera x,y ¢ A,
sir(A) =r(Au{z}) =r(AU{y}), entonces

r(A) =r(Au{z,y}).

Demostracion. Por (rl) tenemos que 0 < r(@)) < || = 0, y, por lo tanto,
r(0) = 0, esto es, (r1*) se cumple. Sean AC Fyx € E. Como A C AU{z},
por (r2), 7(A) < r(A U {z}). Ahora, por (r3) tenemos que r(A U {z}) <
r(A) +r({z}) —r(An{z}). Como |[{z}| =1, por (rl) tenemos que r({z}) es
iguala0oal.Sir({z}) =0, entonces r(AU{z}) < r(A)—r(AN{z}). También
por (rl) sabemos que el rango de cualquier subconjunto de £ es mayor o igual
que 0, asi que r(A) —r(An{z}) <r(A) <r(A)+ 1. Si r({z}) = 1, entonces
r(Au{z}) <r(A)+1—-r(An{z}) <r(A)+ 1. Podemos concluir entonces
que (r2*) se satisface.

Sean AC E, x,y ¢ Atales que r(A) =r(AU{z}) =r(AU{y}).Siz =y
el resultado claramente es cierto, asi que podemos suponer = # y. Aplicando
la propiedad (r3) a los conjuntos AU {z} y AU {y}, se tiene que

r((Auf{ah) u(Au{y})) +r((Au{z}) N (AU{y})) < r(Au{z})+
r(AU{y})
=r(A) +r(A).

Dado que (AU{z})N(AU{y}) = [(AU{z})NAJU[(AU{z})N{y}] = AUD = A,
ocurre que r(AU{z,y})+7r(A) <r(A)+r(A), de donde r(AU{x,y}) < r(A).
Ademas, por (12), 7(A) < r(AU{x,y}). Concluimos que r(AU{x,y}) = r(A),
por lo que (r3*) es verdadera. ]
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A continuacion se demostrara el reciproco del Teorema 5.4, es decir, que
una funcion de valor entero r que satisface las propiedades (r1*), (r2*) y (r3*)
también verifica (rl), (r2) y (r3). Primero se probara que se cumplen (rl) y

(r2).
Teorema 5.5. Sean E un conjunto finito y r una funcion de valor entero

con dominio P(E) que satisface (r1%*), (r2*) y (r8*). Entonces r satisface las
propiedades (r1) y (r2).

Demostracion. Sea A C E. Probaremos que se cumple la condicion (rl) por
induccion sobre |A]. Si |A] = 0, por (r1*) tenemos que () = 0 = ||, asi que
(rl) es verdadera si |A| = 0. Supongamos que (rl) es cierta para todos los
conjuntos de cardinalidad n y que A es un conjunto de cardinalidad n + 1.
Sea A" C A tal que |A'| = n y sea x tal que {x} = A\ A’. Por hipotesis de
induccion se tiene que

0<r(A) <A (7)

Por (r2*) obtenemos la siguiente desigualdad:
r(A) <r(AU{z}) <r(A)+1. (8)
Asi que por (7) y por (8) obtenemos que
0 < r(A) <r(AU{e}) <r(A) +1< A+ 1=]4],

de donde, 0 < r(A"U{z}) < |A|. Pero A’ U{x} = A, asi que 0 < r(A) < |A|.
Por lo tanto, la proposicion (rl) es valida.

Sean A, B C F tales que A C B. Demostraremos que se cumple (r2) por
induccion sobre |[B\ Al. Si |[B\ A| = 0, entonces A = B y (r2) se satisface.
Supongamos ahora que la afirmacién se cumple para todas las parejas de
conjuntos tales que uno es subconjunto del otro y tales que la cardinalidad
de la diferencia del més grande con el mas pequeno igual a n. Supongamos
que |B\ A| = n + 1. Podemos elegir € B\ A tal que |B\ (AU {z})| = n.
Como AU {z} C B, podemos aplicar la hipotesis de induccion y obtenemos
que r(AU{z}) < r(B). Por (r2%), r(A) < r(AU{z}), asi que r(A) < r(B).
Por lo tanto, (r2) se cumple. O

Demostrar que una funcion de valor entero que satisface (r1*), (r2*) y (r3*)
verifica también (r3) es un tanto mas complejo. En la prueba se hara uso de
dos lemas; el primero se demuestra y del segundo se omite su demostracion.
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Lema 5.6. Sean E un conjunto finito y r una funcion de valor entero con
dominio P(E) que satisface (r1%), (r2*) y (r8%). SCACE, yx1,29,...,2, €
EN A son tales que r(A) = r(AU{z1}) =r(AU{zs}) = - =r(AU{x,}),
entonces

r(AU{zy, zo,...,2,}) = r(4).

Demostracion. La demostracion la haremos por inducciéon sobre n. Sin =1,
el resultado es trivialmente cierto. Supongamos que la afirmacion es valida
para algin n. Sean xy,Zs,...,T,, Tne1 € E \ A tales que para cada i €
n+ 1], 7(A) = r(AU{x;}) y sin pérdida de generalidad supongamos que
son todos diferentes entre si. Podemos aplicar la hipdtesis de induccion a
los conjuntos {x1, 22, ..., Tn_1,2,} y {1,229, ..., Zy_1,Tns1}, ya que ambos
tienen n elementos, de donde obtenemos lo siguiente:

r(A) =r(AU{z, xe,...,Tp_1,2,}) =T(AU{21, 20, ..., Tp_1,Zns1}). (9)

Por el Teorema 5.5 (r2) se cumple, asi que las siguientes desigualdades son
ciertas:

r(A) =r(Au{r}) <r(AUu{zy,z2,..., 2, 1})
<r(Au{zy,za,...,Th_1,2n})
=r(A),

por lo cual r(AU{zy,x9,...,2,-1}) = 1r(A). Por (9) se tiene que:

r(AU{zy, zo,...,xn1}) =r((AU{z1, 20,...,2p_1}) U{xn})
=r((AU{zy,z2,...,2n_1}) U{@pi1}).

Por (r3*) aplicado al conjunto A U {x1,zs,..., 2,1} concluimos que r(A U
{z1,29, ..., xp1}) = r((AU{z1, 29, ..., 21 }) U{Zp, Tni1 }), de aqui tenemos
finalmente que 7(A U {1, 29, ..., 2n, Tni1}) = r(A). Asi que el resultado es
valido para toda n. O

La propiedad mencionada en el Lema 5.6 se identificara con (r3**).

Lema 5.7. (/2] Lema 2.47, pdg. 69) Sean E un conjunto finito y r una funcion
de wvalor entero con dominio P(E) que satisface (r1*), (r2*) y (r3*). Sean
A, B C E tales que A C B, y sea x € E. Entonces

r(Au{z}) —r(A) > r(BU{z}) — r(B).
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Teorema 5.8. Sean E un conjunto finito y r una funcion de valor entero
con dominio P(E) que satisface (r1%), (r2%) y (r8*). Entonces r satisface la
propiedad (13).

Demostracion. Sean A;B C E. Si |[A\ B| = 0, entonces A C B, y por lo
tanto, AUB = B, ANB = A, de donde r(AUB)+r(ANB) =r(B)+r(A)y
el resultado se cumple. Supongamos que el resultado es cierto para cualquier
pareja de conjuntos tales que la cardinalidad de su diferencia es igual a n.
Supongamos que |A\ B| = n + 1. Podemos elegir z € A\ B. Entonces
(AN {z})\ B| = n. Por la hipétesis de induccion tenemos que

r((AN{z})UB) +r((AN{z}) N B) < r(A\{z}) +r(B).

Como AN {z} C (A\{z})U B, por el Lema 5.7 se verifica que
r((ANA{z}) U{z}) —r(AN{a}) 2 r(((AN2) UB) U{z}) — r((AN2) U B),
de donde

r(A) —r(AN{z}) >r(AUB) —r((A\z)UB). (10)
De (10) y de la hipotesis de inducciéon obtenemos las siguientes desigualdades:
r(AUB)—r(A)+r(AN{z}) < r((A\x)UB) < r(AN{z})+r(B)—r((AN{z})NDB).
Como z ¢ B, entonces A\ {z} N B = AN B. Por lo tanto,

r(AUB) —r(A) <r(B)—r(ANB),

de donde obtenemos la desigualdad (AU B) + (AN B) < r(A) 4+ r(B), es
decir, (r3) es verdadera. O

Dada la coleccion de conjuntos independientes de un matroide, es posible
encontrar el rango de todo subconjunto de E. Si se tiene el conjunto sub-
yacente E de un matroide M y el rango de cada subconjunto de E, jcémo
se encuentran los conjuntos independientes? El rango de un conjunto inde-
pendiente es igual a su cardinalidad, y si un conjunto tiene rango igual a su
cardinalidad, entonces éste debe ser independiente, ya que dicho conjunto es
finito y por lo tanto, no puede tener un subconjunto independiente propio
con su misma cardinalidad. Esto indica que los conjuntos independientes son
los tinicos conjuntos con la propiedad de que su rango coincide con su cardi-
nalidad. Esta idea permite construir un matroide partiendo de una funcién
que satisface las propiedades (rl), (r2) y (r3) como se explica en el siguiente
teorema.
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Teorema 5.9. Sea E un conjunto finito con una funcion de valor entero r con
dominio P(E) tal que satisface las propiedades (1), (r2) y (r3). Definimos
la familia

T={1CE|r(l)=1]}.

Entonces M = (E,T) es un matroide que tiene a r como su funcion rango.

Demostracion. A continuacion probaremos que la familia 7 satisface (I1), (I12)
e (I3).

Por (rl) tenemos que 0 < () < |0, de donde (@) = 0 = ||, y por lo
tanto, ) € Z, es decir, (I1) se cumple. Sean I € Zy J C I. Aplicando (r3) alos
conjuntos I\ J y J tenemos que r (IN J)UJ)+r ((INJ)NJ) < r(INJ)+
r(J), es decir, r(I)+7r(0) < r(INJ)+r(J),y por (I1), r(I) < r(INJ)+r(J).
Como I € Z, entonces r(I) = |I], asi que

[I| <r(INJ)+r(J). (11)
Por (r1), r(INJ) < |[INJ|y r(J) < |J], lo cual implica que
r(INJ)+r(J) < |[INJ|+|J| =]|I]. (12)

De (11) y de (12) tenemos que |[I| < r(I\J)+r(J) < |I], asi que r(I\ J) +
r(J) = |I| = [INJ|+]|J|, de donde [INJ|—r(INJ) = r(J)—]|J|. Como r(I\J) <
[INJ|yr(J) <|J]|, entonces 0 < [INJ|—r(INJ)yr(J)—|J] <0, porlo que
0 < |INJ|=r(INJ) =r(J)—|J| <0,luego 0 = [INJ|—r(I\NJ) = r(J)—|J|, por
consiguiente, r(I\.J) = [INJ|y r(J) = |J|. Asi queda demostrado que J € Z,
es decir, (12) se satisface. Para probar (I3), sean I, J € T tales que |I] < |J].
Como I,J € Z, entonces r(I) = |I| y r(J) = |J|. Sea J\T = {x1, 29, ..., 21},
para alguna k > 1. Supongamos que (I3) no se cumple, es decir, que para
todo ¢ € [k], I U{z;} ¢ Z, entonces r(I U {x;}) # |l U{z;}| = |I| + 1. Por
(rl), r(I U {x;}) < [T U{z;}| = |I| + 1, entonces r(I U {x;}) < |I| + 1. Por
(r2), (1) < r({ U{z;}), asi que |I| < (L U {x;}) < |I| + 1. Por lo tanto,
para todo i € [k, r({ U{z;}) = |I|. Si |J\NI| =1, entonces [ U{z 1} =Jy
por lo anterior tenemos que r(J) = r(I U{x,}) = r(I) = |I| < |J]| = r(J),
lo cual es una contradiccion. Entonces |J \ I| > 1, es decir, existe k > 1 tal
que J\I = {xy,x9,...,2}. Como r verifica (rl), (r2) y (r3), por el Teorema
5.4 r cumple con (r1*), (r2*) y (r3*), luego por el Lema 5.6 se cumple (r3**),
asi que r(I U{zy,xq,...,2x}) = |I], pero I U{zy,x9,...,2} = J, entonces
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|J| = r(J) = |I| < |J]|, lo cual es una contradiccon. Por lo tanto, (I3) se
satisface y en efecto M = (F,Z) es un matroide.

Por ultimo, vamos a demostrar que en efecto r es la funciéon rango de M.
Sea s la funcion rango de M, es decir, la funciéon que a cada subconjunto de
E le asigna la mayor de las cardinalidades de los conjuntos independientes
contenidos en él. Nuestro objetivo es comprobar que » = s. El dominio de
ambas funciones es P(FE), asi que solo falta verificar que su regla de corres-
pondencia es la misma. Sean A C E e I C A un conjunto independiente
tal que s(A) = |I|. Como I € Z, cumple que r(I) = |I|, de manera que
s(A) = |I| = r(I). Ademés, por (r2) tenemos que () < r(A). Por lo tanto,
para todo A € P(E), s(A) < r(A). Supongamos que la otra desigualdad no
se cumple, es decir, que existe A € P(E) tal que s(A) < r(A). Sea I € T sub-
conjunto de A tal que s(A) = |I|, entonces |I| < r(A) y para todo z € A\ I,
TU{z} ¢ Z. Por (v2%), |I| =r(I) < r(JU{z}) <r(I)+1 = |I|+1, pero por la
manera en la que se tomo I no puede ocurrir que r(/U{z}) = |I|+1, por lo que
r(IU{z}) = r(I). Como r verifica (r3**), obtenemos que r(A) = r(I) = |I|, lo
cual contradice que |I| < r(A). Concluimos entonces que para todo A € P(E),
r(A) < s(A). Asi que en efecto, r es la funciéon rango de M. O

Los Teoremas 5.3 y 5.9 permiten establecer una cuarta definiciéon de ma-
troide.

Definicion 5.10 (Por funcion rango). Un matroide M es un par ordenado
(E,r) donde F es un conjunto finito y 7 es una funcién de valor entero con

dominio P(E) que cumple las siguientes propiedades para cualesquiera A, B C
E:

(r1) (Normalizacion) 0 < r(A) < |Al;
(r2) (Creciente) Si A C B, entonces r(A) < r(B);
(r3) (Semimodular) r(AU B) +r(AN B) <r(A) +r(B).

En este contexto, M se llama un matroide sobre E. La funcién r se conoce
como la funcion rango de M.
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6 Representacion grafica de un matroide

En matematicas es de gran ayuda poder representar graficamente un con-
cepto, pues en muchas ocasiones es méas sencillo interpretar algunas de sus
propiedades mediante un dibujo o diagrama que teniendo soélo texto. En el
caso de matroides, igual que ocurre con sus definiciones, existen multiples
formas de representar un matroide. Esto depende en gran medida del rango
del matroide que desee representarse. A continuacion se presenta una manera
de representar e interpretar graficamente un matroide de rango 3.

Ejemplo 6.1. Las reglas para elaborar la representacion grafica de un ma-
troide de rango 3 son las siguientes:

e Los puntos aislados que se colocan dentro de una nube representan
un conjunto unitario dependiente. Cualquier otro punto representa un
conjunto unitario independiente.

e Dos puntos que se colocan en la misma posicién corresponden a un
conjunto dependiente de dos elementos. Cualquier otro par de puntos en
el que ninguno de los dos pertenezca a un conjunto unitario dependiente
representa un conjunto independiente.

e Tres puntos colineales simbolizan un conjunto dependiente. Cualquier
otro conjunto de tres puntos que no contenga un conjunto dependiente
de cardinalidad uno o dos es considerado independiente.

e Cualquier conjunto de 4 o més puntos representa a un conjunto depen-
diente.

Figura 2: Representacion de un matroide.

Sea M el matroide representado en la Figura 2. M tiene como conjunto
subyacente a E = {a,b,c,d, e, f}. M tiene 20 conjuntos independientes y son
los siguientes:

e Cardinalidad 0: 0.
e Cardinalidad 1: {a}, {b}, {c}, {d}, {e}.
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o ?;rd}inalidad 2: {a,c}, {a,d}, {a,e}, {b,c}, {b,d}, {b,e}, {c,d}, {c, e},

e Cardinalidad 3: {a,c, e}, {a,d, e}, {b,c,e}, {b,d,e}, {c,d,e}.

Las bases de M, son justamente todos los conjuntos independientes de
cardinalidad 3.
Los conjuntos dependientes de M son los siguientes 44 conjuntos:

e Cardinalidad 1: {f}.

e Cardinalidad 2: {a,b}, {a, f}, {b, [}, {c, f}, {d, [}, {e, [}

e Cardinalidad 3: {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b, e}, {a,b, f}, {a,c,d}, {a,c, f},
{0/7 d7 f}? {a7 67 f}? {b7 C’ d}7 {b7 c’ f}7 {b7 d7 f}? {b7 67 f}7 {C7 d? f}?
{c.e,f}, {d,e, [}

e Cardinalidad 4: {a, b, c,d}, {a,b,c,e}, {a,b,c, f},{a,b,d, e}, {a,b,d, f},

{0/7 b7 e? f}? {a7 C? d? 6}’ {a7 C7 d7 f}7 {a7 c7 67 f}? {a7 d7 67 f}7 {b7 C, d7 6}7
{b,c,d, f},{b,c,e, [}, {b,d,e, f}, {c,d,e, f}.

e Cardinalidad 5: {a,b,c,d,e}, {a,b,c,d, f}, {a,b,c e, f}, {a,b,d,e, f},
{0/7 c? d? 67 f}7 {b7 C? d? 67 f}'

e Cardinalidad 6: {a,b,c,d, e, f}.

Los conjuntos dependientes minimales, o bien, los circuitos de M, son {f},
{a,b}, {a,c,d}, {b,c,d}. Vemos en este ejemplo circuitos que tienen distinta
cardinalidad entre si, como se habia mencionado anteriormente.

A continuacion se enlistan todos los subconjuntos de E agrupados segun
Su rango.

e Rango 0: 0, {f}.
e Rango 1: {a, b}, {a, f},{b, [}, {c, f},{d, [}, {e, f} vy todos los conjuntos

independientes de cardinalidad 1.

e Rango 2: {a,b,c}, {a,b,d}, {a,be}, {a,c,d}, {a,c, [}, {a,d, [},
{a7 67 f}7 {b7 C7 d}7 {b’ C7 f}? {b7 d7 f}7 {b7 67 f}7 {C7 d? f}? {C7 67 f}?
{d’ 67 f}7 {a7 b? C’ d}’ {a’ b7 C7 f}7 {a7 b’ d’ f}? {a’ b7 67 f}? {a’ C’ d? f}?
{b,c,d, f},{a,b,c,d, f} y los conjuntos independientes de cardinalidad
2.
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e Rango 3: los conjuntos independientes de cardinalidad 3 y los conjuntos
restantes.

7 Matroide representable sobre el campo F y
matroide dual

Como es usual en matematicas, después de definir un nuevo concepto y es-
tablecer algunas de las propiedades que cumple es de interés saber si pueden
relacionarse entre si objetos del mismo tipo, por ejemplo, dos espacios vecto-
riales, dos grupos o dos anillos. Se busca una funcién que preserve la operacion
u operaciones definidas y una estructura en la que por alguna razoén sea mas
sencillo resolver determinado problema. En el caso de matroides lo que se
desea es una funcién que preserve la independencia de los conjuntos.

Definiciéon 7.1. Sean M; = (E1,Zy) y My = (E5,Z;) matroides. Una funcion
¢: Ey — Ey es un morfismo de matroides si para cada I € 7y, ¢(I) € Z,. La
funcion ¢ se llama isomorfismo de matroides si ¢ es morfismo de matroides,
¢ es biyectiva y ¢! es también un morfismo de matroides. Si existe un
isomorfismo de matroides entre M; y My, decimos que M, y M, son isomorfos.

Recuérdese que uno de los objetivos principales de este trabajo es asociar
un matroide a un coédigo lineal. Se ha visto que ciertos resultados de la teoria
de codigos pueden demostrarse con menos dificultad empleando resultados
de la teoria de matroides. A un cédigo lineal ya se le ha asignado su matriz
generadora.

Lo que se hara a continuacion es relacionar una matriz con un matroide.

Teorema 7.2. Sea Eg = [n| el conjunto de etiquetas de las columnas de
una matriz G de tamano k X n sobre un campo F y sea Zg la familia de
subconjuntos I de E¢ para los cuales el conjunto de columnas con etiquetas en
I es linealmente independiente en el espacio vectorial F*. Entonces (Eq,Zq)
es un matroide.

Demostracion. Demostraremos que (FEg,Zg) es un matroide mediante la ca-
racterizacion de conjuntos independientes. La condicion (I1) se satisface ya
que el conjunto de columnas etiquetadas por () es el conjunto (), que es lineal-
mente independiente en F*. Sea I € I, entonces el conjunto de columnas
etiquetadas por I es linealmente independiente en F*, asi que si J C I, el
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conjunto de columnas etiquetadas por J estda contenido en el conjunto de
columnas etiquetadas por I, y por ello también es linealmente independiente
en F*. Por lo tanto, se cumple (I2). Para probar (I3), tomemos I,.J € Z,
tales que |I| < |J|. Sea W el subespacio de F* generado por los vectores
columna etiquetados por I U J. Tenemos que dim W > |J|. Supongamos que
para todo elemento e de J \ I, el conjunto de vectores columna etiqueta-
dos por I U {e} es linealmente dependiente. Sea {vy,vs,..., v} el conjunto
de vectores etiquetados por Iy {uy,us,...,u} el conjunto de vectores co-
rrespondiente al conjunto J \ I. Entonces para cada ¢ € {1,2,...,l} existen
(i

escalares )\gi), )\2), e ,)\,(j), )\,(;J)rl no todos iguales a 0, tales que

)\Y)vl + )\g)m + -+ )‘I(ci)vk + )"(j}rlui =0,

. (i) . .
en particular A}, # 0, pues los vectores v1, vy, ..., v; son linealmente inde-
pendientes, asi que

)\(i) )\(i) )\(i)
N BN R N R
)‘k+1 )‘k+1 )‘k+1

es decir, cada uno de los elementos u; puede escribirse como una combinaciéon
lineal de los elementos v;. Entonces W es el subespacio generado por los
vectores etiquetados por I, luego

1] < dim W = [I] < |J]

lo cual no puede ocurrir. Por lo tanto, (I3) se cumple. Entonces, (FEq,Zg) es
un matroide. O

Definiciéon 7.3. El matroide que se obtiene como en el Teorema 7.2 a partir
de una matriz G se denota por M[G] y se llama el matroide vector de G.

Notese que el Teorema 7.2 es mas general, ya que no se limita a matrices
con entradas en un campo finito, sino que abarca incluso campos infinitos
como es el caso del siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.4. Sea G la matriz

1 2 3 45
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1 0011
01001
sobre el campo de los numeros reales. Sean Eg e Zg como en el Teore-
ma 7.2. Entonces Eg = {1,2,3,4,5} e Z = {0,{1},{2}, {4}, {5}, {1, 2},
{1,5},{2,4},{2,5},{4,5}}. La familia de bases de M [G] es B = {{1, 2}, {1,5},
{2,4},{2,5},{4,5}}; la familia de conjuntos dependientes de este matroide es
{431, 41,31, 11,4}, {2,3}, {3, 4}, 3,5} U{X C B+ |X| > 3} y su familia de

circuitos es {{3},{1,4},{1,2,5},{2,4,5}}. Observe que M[G] es un matroide
de rango 2.

Definicion 7.5. Un matroide M se llama representable sobre el campo F
si existe una matriz G con entradas en F tal que M es isomorfo al matroide
MIG]. G se llama representacion para M sobre F o F—representacion para M.
Un matroide es representable si tiene una representacion sobre algiin campo.

Sea C' un codigo sobre F, con matrices generadoras G y Go. (Es cierto
que (Eg,,Zg,) = (Fay, La,)? La respuesta es afirmativa, pero para demostrar
que en efecto es asi, se presenta el siguiente teorema.

Teorema 7.6. Sea G una matriz de tamano k X n con entradas en un campo
F. Sea G' una matriz que se obtiene realizando algunas de las operaciones
elementales con los renglones de G (es decir, intercambio de renglones, mul-
tiplicacion de un renglon por una constante diferente de cero o sumar un
maltiplo de un renglon a otro renglon). Entonces M[G] = M[G'].

Demostracion. Sean G = (gi;), G' = (gi;). Por la forma en la que se ob-
tiene G’, las matrices G y G’ son del mismo tamano, asi que Fg = Eg.
Veamos que los conjuntos independientes de M[G] pertenecen a Zg/. Si J =
{l1,13,...,1,} € Zg, entonces los vectores columna con etiquetas en J son
linealmente independientes, asi que la tinica solucién al sistema lineal homo-
géneo

a9, + azgu, +- -+ gy, =0

Qa1goy, + Qogor, + -+ rgoy, =0
(13)

Q1Gkl, + Q2gkl, + -+ g, =0
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es el vector [aq, ag, ..., a,] =1[0,0,...,0]. Queremos ver si los vectores colum-
na de &’ etiquetados por J también son linealmente independientes. Plantea-
mos el siguiente sistema de ecuaciones:

Brgu, + B291, + -+ Brgy, =0

Brgay, + Bagyy, + -+ + Brgy, =0
(14)

BrGa, + BoGh, + -+ + Brgyy, =0

La matriz de coeficientes asociada al sistema lineal homogéneo (14) es (g, )
de tamano k x r. Como G’ se obtiene mediante operaciones elementales con
los renglones de (G, entonces existe una serie de operaciones elementales que
al aplicarlas a la matriz G’ se obtiene la matriz G, asi que si aplican dichas
operaciones a la matriz (g, ) se obtiene la matriz (g,.,) que es la matriz
asociada al sistema (13). Por lo tanto, la tnica solucion al sistema (14) es
el vector [B1, B2, ..., B:] = [0,0,...,0], entonces los vectores columna de G’
etiquetados por J en efecto son linealmente independientes, por lo que J €
Ze. Analogamente se prueba que si J € Zg también J € Zg. En conclusion,
Ze = Zg y con ello queda probado que M[G] = M[G']. O

Definiciéon 7.7. Sea M = (E,Z) un matroide y B su familia de bases. Para
cada B € B se establece la notacion B+ = E \ B. Definimos la familia
Bt={Bt|BeB}.Sealt={ICE|3BeB:1C B} M+ =(E, 7Y
se llama matroide dual de M.

Teorema 7.8. Sea M un matroide. Entonces M* es, en efecto, un matroide.

Demostracion. En esta prueba haremos uso del Corolario 3.8: usaremos el
hecho de que M es matroide y por ello la familia B satisface (B1), (B2*) y
(B3*), y por otro lado probaremos que la familia B+ satisface las propiedades
(B1), (B2*) y (B3*) para demostrar que M+ es un matroide.

La familia B satisface la propiedad (B1), asi que existe B € B, de donde
Bt € Bt es decir, B+ # () y por tanto, B satisface la propiedad (B1). Ahora,
sean By, By™ € B, donde By, B, € B. Por (B2%), |B)| = |B,|, de aqui
obtenemos inmediatamente que |E\ Bi| = |E\ By|, es decir, |B;*| = | By,
asi que B también satisface (B2*). Dado que Bi-\ By = (E\ By)\(E\ By) =
By \ By, si € B \ By, entonces © € By \ By. B verifica la propiedad
(B3*), es decir, la propiedad de intercambio fuerte en bases, por lo que existe
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y € By \ By = By \ Bf tal que (B \ {y})U{x} y (B2\{z}) U {y} son bases
del matroide M, entonces E\ [(By\{y})U{z}] vy EN[(B2\ {z}) U{y}] son
elementos de Bt. Se tiene que £\ [(B;\ {y}) U{z}] = [E\ (B:\ {y})] N
(ENA{z}) = [(ENB) U{y} N (BN {z}) = [EN (B U{z})] Uy} = [(EN
BNz} U {y} = (B \ {z}) U {y}, y de manera aniloga puede mostrarse
que EN\ [(Bx\N{z}) U {y}] = (B&\ {y}) U {z}, por lo cual concluimos que
(Bi\{z}) U{y} vy (B \{y}U{z} € B+. Entonces B* verifica (B3*). Por lo
tanto, M+ es un matroide. O

El siguiente teorema muestra una forma sencilla de calcular en el matroide
dual el rango de un subconjunto a partir de la funcién rango del matroide

original. Se denotara la funcién rango del matroide dual como 7.

Teorema 7.9. Sea M = (E,Z) un matroide y r su funcion rango. Para
A C E se cumple lo siguiente:

rH(A) = r(EN A) 4 |A| — r(M).

Demostracion. Veamos que r+(A) = max{|A N B*|: B+ € B*}. Por defi-
nicion r+(A) es la cardinalidad del conjunto independiente més grande de
M~ que esta contenido en A. Sea I4 C A conjunto independiente tal que
r+(A) = |I4] y Bi una base de M+ tal que I, C By, porlo tanto 4 C ANB; .
Ademés, existe una base B; del matroide M tal que B = E\ B;. Si supo-
nemos que [4 C AN By, entonces existe € AN By tal que z ¢ I4 y se
cumple que Iy C Iy U{z} C AN B{. Como I, U{z} C Bff e [, U{z} C A,
I4 U {z} es un conjunto independiente de ML que es subconjunto de A y
cuya cardinalidad es mayor que I4, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
I4 = AN Bi. Finalmente, como todos los conjuntos de la forma A N B+
son conjuntos independientes de M-< que estdn contenidos en A e I, es
uno de tales conjuntos pero de cardinalidad méxima, entonces concluimos
que 7H(A) = |I4] = méx{|A N B*|: B+ € B'}. Entonces Bi es un ele-
mento de Bt cuya interseccion con A es maxima, o equivalentemente, Bi
es un elemento de B+ cuya interseccién con E \ A es minima, entonces la
interseccion de By = E\ Bit y E\ A es méxima entre todos los comple-
mentos de las bases de B+ (que son las bases de M), asi que por defini-
cion de rango del matroide M, r(E\ A) = [(E\ A) N By|. E se divide en
los siguientes cuatro conjuntos ajenos entre si: A\ B, AN B, Bf \ A
vy ENX(AUBY) = (ENA)N(E\ Bff) = (EN A) N By. Sean 1, 79,73
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y x4 las cardinalidades de dichos conjuntos, respectivamente. Tenemos que
2y =|ANB| =rt(A) yxy = |EN(AUBL)| = [(ENA) N By| =r(E\A).
Ademas, 23 + 14 = |[BENA|+ |[EN (AUBY)| = |E| — |Al y 23 + 23 =
|AN B+ |B \ A| = |B| = |E| — |B:| = |E| — r(M), asf que por el valor
de z3 en ambas igualdades tenemos que |E| — |A| — x4 = |E| — r(M) — x4,
por lo que z3 = |A| + x4 — (M), y sustituyendo los valores ya conocidos de
Ty v x4 concluimos finalmente que 7+(A) = r(E\ A) + |A| — r(M). O

& Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los conceptos basicos de la teoria de matroi-
des, poniendo especial atencion al establecimiento de las equivalencias entre
algunas de las definiciones del concepto de matroide. Tales equivalencias, ex-
plicadas a detalle en las secciones 2, 3, 4 y 5, pueden esquematizarse como se
muestra en la Figura 3.

CONJUNTOS
DEPENDIENTES
A
| g
£ 2 CONJUNTOS
2 = INDEPENDIENTES
o
=}
Y
CIRCUITOS

Figura 3: Equivalencias entre definiciones de matroide
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Ademas se presentaron algunos ejemplos de los conceptos definidos y se
abordd una manera de representar un matroide de manera grafica. Esperamos
que este material sea una herramienta tutil para el lector que esté por iniciarse
en el estudio de alguna de las miltiples aplicaciones de esta rama de las mate-
maticas. Como ejemplos de estas aplicaciones invitamos al lector a consultar
[4], donde encontrara una utilizacion de los matroides en el area de la Teoria
de la Informacion 6 [5], en el cual los matroides son ocupados para resolver
problemas en el area de Cinematica de Robots 6 [1], en donde se relacionan
a los matroides con la Criptografia a través del esquema de comparticiéon de
secretos ideal.
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