














denota un punto de A x B — R"™. Suponga que para algin (2°,4°) €
Ax B

F (mo,yo) =0
y que la matriz
Oh ... 04
OF Oy Oyn
Oy \ ok ok
Oy1 OYn

es no singular en (2°,y°). Entonces, existe una vecindad abierta Ay de
xo en A y By de yo en B y un inico mapeo C*°, G : Ay — By tal que

F(z,G(z))=0
para toda x € Ag.

El modelo (11) es algtnas veces llamado modelo de estado "casi-
estacionario", cuando Z = g/ puede ser muy grande cuando p es pe-
quena, entonces z (t) converge rdpidamente a una raiz de (10), el cual es
punto de equilibrio y corresponde a la forma cuasi-estacionaria de estado
de (9). La forma de la singularidad (1) sugiere un cambio de la variable
t, es decir sustituir ¢ por un rescalamiento de la variable 7 definida cémo

donde u es el pardmetro pequeno, las variable ¢ y 7 usualmente se cono-
cen céomo el tiempo "lento" y "rapido" La conveniencia para usar un
pardmetro para lograr reducir el orden también tiene un inconveniente:
no es siempre claro como escoger el pardmetro que sera considerado pe-
queno, en este trabajo se usara la técnica de normalizacién [4], para un
analisis geometrico local de la teoria de perturbaciones singulares ver [2]
En [5] se puede ver una versién un poco diferente del teorema de
Tikhonov el cual estd enfocado a problemas de control, aqui se dara la
versién mas conocida del teorema cémo se puede ver en [4],[6],[1].

Teorema 4 Teoremaldel Tikhonov:[ Considerel éllproblemal del perturba-
ciones singulares

dy _
dt
& _
e~

fyzmt) y(0) =y, yeR" (13)
gy, z,mt) 2(0)=2y, z€R", p<l

Suponga que las siguientes condiciones se satisfacen 1.- Las funciones
fy,z,p1,t) yg(y,z,pu,t) son analiticas con respecto ay, z, i, t en algin
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dominio de las variables de estado. 2. La ecuacion g (y,z,u,t) = 0,
tiene una raiz z = ¢ (y,t) en algun dominio limitado D de variables y
y t, y su raiz estd aislada. 3. La funcion f(y,¢ (y,t),0,t) es analitica
con respecto ay yt 4. Las condiciones iniciales zy estan en el dominio

de influencia de la raiz z = ¢ (y,t) para el sistema % = f(y,z,p,t).

5. El Punto estacionario z = ¢ (y,t) del sistema % = f(y,z, p,t) es
asintoticamente estable de acuerdo a Lyapunov para todo y y t , para
el cual la raiz de g (y, z, 1, t) = 0 estd definida. Si las condiciones del
1-5 se satisfacen la solucion y (t, 1), z (t, ) del problema (13) existe en

[0,T] y satisface el limite de las igualdades.

lim y (¢, ) =9 (t) para 0 <t <t (14)
n—

lin[l)z(t,u):qb(g(t),t) =Z(t) para 0<t <t

u—

dondelg(t) esllal $olucion del problema degenerado

d@(t)/dt:f(@,qﬁ(g,t),t,(n

Definicion 5 Modeloldel capal fronter [ Consistellén el modelo reducido
que describe el movimiento de las variables rdpidas de un sistema pertur-
bado singular en una escala de tiempo rapido donde las variables lentas
son tratadas como pardmetros constantes.

La condicién esencial del teorema de Tikhonov es el requerimiento
de la "region de atraccion ~ de las trayectorias del sistema inicial por
la superficie ¢ (y, z,t,0) = 0.La interpretacién de las condiciones del
teorema de Tikhonov se puede ver en [5]

3.1 Planteamiento Matematico del Problema

Paral lal simplificaciénl dell modelo matema&ticol iisando! ell teoremal de
Tikhonov es importante que la ecuacién diferencial no lineal que modela
el sistema Dindmico se escriba en la forma estdndar (1)y esto se logra
aplicando el método de normalizacién [4], en estd seccién se presenta
un algoritmo de cémo usar el Teorema de Tikhonov cuando el sistema
dindmico involucra leyes de control.

El modelo matematico del objeto dindmico controlable se puede es-
cribir cémo un sistema de ecuaciones sin dimensiones y con parametro
pequeno 0 < pu = cte < 1

dz 0

poy =9y tu), 2(0,p) =2 (15)
dy 0
E - f (Zay7tau2)> Yy (O,[L) =Y (16)
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donde z (7, 11)- es el vector de coordenadas répidas

y (7, p)- es el vector de coordenadas lentas

u; = uy (2,9,t) es el control escalar para construir el primer nivel
de control (sistema de estabilizacién)

ug = ug (z,y,t) es el control escalar para construir el segundo nivel
de control

De acuerdo al teorema de Tikhonov se pueden investigar dos subsis-
temas:

a) El primer subsistema adicional con tiempo rapido 7 = ﬁ (tiempo
computacional):
dz
— = czuy),  2(0) =20 17
—=9.zwm), 2(0) (17)

donde la variable y estd fija;

b) El segundo subsistema simplificado o degenerado que se obtiene
considerando (= 0);

Y fGawm), §0)=y (15)
Ozg (2,:&,'&1)

donde 7, Z corresponde a las coordenadas simplificadas

2(0)#2(0), 7(0)=y"

Para realizar el andlisis primeramente tenemos que construir el
primer nivel de control con dos objetivos principales los cuales
son:

1) Verificar que se cumplan todas las condiciones del Teorema de Tikhonov

1) Construir simultdneamente el sistema de estabilizacion.

3.2 Sintesis del Sistema de Estabilizacion

Para investigar el primer subsistema adicional (17) se analiza el sistema
no lineal algebraico

9(z,y,u1) =0 (19)

Supongamos que el sistema (19) tiene solamente una raiz aislada, la cual
podemos presentarla en forma directa cémo

)= © (y,u1) (20)



Para realizar estd forma (20) representamos el control u; c6mo una
estrategia lineal
ur =y (y) + Awy (21)

donde u{ () es el control principal para realizar la forma (20) y Au; es
el control adicional para estabilizar el punto de reposo z° (20) .

Para construir el control adicional Awu; reescribiremos el subsistema
(17) con ayuda de las desviaciones Az = z — 2" en forma lineal

dd;:z =A(y) Az +b(y) Auy (22)

donde

Ay =2 uj (ayz)) Y, U3 ()
b(y) = 2w U?a(lyi) Y, U3 ()

Supongamos que el det (b (y) A (y)b(y) ... A" 1 (y)b(y)) # 0, paraVy €
Yy C R? es el espacio de coordenadas lentas.
Entonces existe el control adicional que se propone de la forma

Auy = k' (y) Az (23)
tal que la solucion trivial Az = 0 del subsistema cerrado

I (Al + b ) () A (24)

es estable asintéticamente y también la solucién z° del subsistema no-
lineal, el control Au; estabiliza al sistema lineal alrededor del punto de
equilibrio entonces también estabiliza al sistema no lineal alrededor del
punto de equilibrio.

dz

= =9 (29,0 (y) + A (y, Az)) (25)

es estable asintéticamente y la condicién inicial z° pertenece a una
regién de atraccion.
Por eso tenemos que se cumplen todas las condiciones de Tikhonov.

3.3 Diseno de Estimadores

Si no tenemos informacién exacta sobre las desviaciones Az, entonces se
debe construir un algoritmo de estimacién y sintetizar el algoritmo (23)
en la forma siguiente

Auy = kT (y) Az (26)
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donde AZ es la salida del algoritmo de estimacién.

dAzZ

—— =AW A+ b(y) Au + K, (Az — K" (y) A?) (27)
Az = hT (y) AZ (28)

donde (28) es el modelo matematico de los sensores de estado
Para estd situacion se tiene el nuevo modelo del sistema adicional

7 =0yl m)Az), 20 =2 (29)
% =A(y) Az +k(y) (An — KT (y) AZ), Az(0)=0

Para cumplir todas las condiciones del teorema de Tikhonov tenemos
que suponer que la salida del sensor es una funcién suave dependiente del
tiempo y que se satisface la condicién de Kalman det (h, Ah, ..., A" 1h) #
0 para Yy € Yj

En situacion asintética para u, cuando 7 = t/u y para t € [0,4]
tenemos que 7 — oo para pu — 0. Por eso podemos usar los resultados
de la teorfa de control optimal para buscar los pardmetros ki, ks, ..., ky, .

Para el tiempo computacional 7 € [0, 00| y para el funcional

/ (AZ"SAz +roAu?)dt donde ST =3 >0
0

y 1790 = cte > 0 segun el método de programacion dindmica de Bell-

man podemos calcular los pardmetros optimales (esto es posible cuando
det (b, Ab, ...A"1b) # 0)

1
K = ——Lob (30)
To
donde Ly es la solucion positiva (L§ = Ly > 0) de la ecuacion algebraica

de Ricati ]
—Lbb"L — (A"L+LA) =S =0 (31)
To

Despues de realizar la Sintesis del subsistema adicional tenemos que

regresal al tiempo ¢. Ahora tenemos el siguiente subsistema (15).

dz

p =g (290l (y) +KTAZ) 2(0,0) = 2°
dAZ -
p—E =AW A2+ b KTAZ+E(y) (A% — b7 () Az), AZ(0) =0

_ 1
donde k = —>-Lob  de (31)
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Az =hT(y) (z - 2°)

2’ = 4 (Za Y, u(l) (y))

Entre todas las condiciones del teorema de Tikhonov hace falta ver-
ificar pertenencia de las condiciones iniicales z° en una region de atrac-
cion Yp. también tenemos que buscar los pardmetros l;:l, ];72, e l%n,. los

cuales existen segun observabilidad completa del susbsistema adicional
en desviaciones (det (h, Ah, ..., A""th) #0).

4. Aplicacion del Teorema de Tikhonov a un Problema de
Aeronautica

En estd parte se aplica la metodologia mostrada anteriormente para
simplificar un modelo matematico de un sistema dindmico controlable
basado principalmente en el proceso de normalizacién para obtener la
forma estandar (1), el siguiente tratamiento se desarrolla para el movimiento
longitudinal de un avién en el espacio. Las ecuaciones dindmicas de
movimiento longitudinal son:

av 1
M-——=—Mgsinf — ~PV?Sc, + P cosf (32)
ar 2
1
MV;Z—; =—Mgcosf + §PV2Scy + PTsing
aQ 1, N 5
Izzd—T = —§PV Sby (Mo +m30)
dy
— =0 = P=P(Y
dT ) <IO 0 + C\f, ( ) )
dM dX ay . dl,.
d—T——U, d—T—VCOSQ, d—T—VSIHQ, aT =-W
¢y (a)=c) + o (33)

¢ () =c) + B,

aqui M es la masa del avién, X y Y son las coordenadas del centro
de masas; V es la velocidad; P es la densidad del aire; 8, o, 9 y d, son el
angulo de trayectoria, de ataque, de picada y la deflecciéon del elevador;
1..,S, y b, son el momento de inercia , el drea caracteristica del sélido
y la longitud; W la variacion del momento de inercia con respecto al
tiempo, ¢, ¢, son los coeficientes aerodindmicos de la fuerza longitudinal
y normal, m$+... son los coeficientes aerodindmicos. Las ecuaciones (32)
se basan en las siguientes suposiciones, la tierra es plana y no rota; la
configuracion del cuerpo del avién es fija; el eje del motor coincide con
el eje longitudinal del avién. Estas suposiciones que se hacen no son
importantes desde el punto de vista de la separacién del movimiento,
pero simplifican los célculos.
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4.1 Ecuaciones de Movimiento para un Planeador

Del sistema de ecuaciones ecs. (32)se obtienen las ecuaciones de movimiento
para el planeador que decendera por la glisada considerando que el unico
control que se usara es el timon J.

M% =—Mgsinf — %PVQSCI (34)
MV% =—Mgcosf+ %PVQScy
Izz% = —%PVQSba (ma +mlo)
;l—; =0, =0+«

El sistema de ecuaciones (34) serdn normalizadas introduciendo
cantidades analogas sin dimensiones

con respecto a las variables a;, ¢, f se supone que se miden en diferentes
sistemas de medicién y que toman valores del orden de la unidad, por
este motivo no se normalizaran, M,, V., U,, W,, X, Y., I. se suponen son
iguales al maximo a uno de los valores correspondientes para el tipo
de avién especificado y el modo de vuelo. también suponemos que
los valores caracteristicos de las fuerzas aerodindmicas y las fuerzas de
empuje son del orden del peso del avion.
Entonces P, y P” pueden encontrarse de la siguiente manera

1
§P*VES = PI'= M,g

aceptemos que P = P,, M = M,, I.. = I.. El valor de {2, se obtiene de
un estimado dado por la ecuacién simplificada que se obtiene del sistema
de ecuaciones (32) considerando que 6 =6 =0

d>p 1

I,— X —

* P* 2 a g
777 = 3 VoSbam3 e

con m$ ~ —1, el tiempo constante para este elemento de oscilacién puede
ser estimado por la expresion

21, M*rf

T? = =
V' PV2Sb,  M,gb,
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donde r.es el radio central de inercia, entonces si ¢ ~ 1, {2, =

Todv
T, dt

Trdo
T.dt

1

T

—sinf — v3¢,

cosf
— + v,

2

T dw,
i Z = {m% 4+ mS v

T, dt

(35)
(36)

donde T5 = %, Tison las constantes de tiempo parciales del sistema.
las caracteristica de vuelo para un avién :
V. =300 m/seg,
Vi
TQZ—%?)O Seq, T2>>T1
g

bg ~10mts. r, = 10mts.

4.1.1 Separacion de las Componentes Dinamicas

Al separar las componentes dindmicas del movimiento del centro de masa
tomando lugar en intervalos de tiempo del orden 75, supongamos 7, = T5
en el sistema (35) toma la forma

dv

Pk sinf — vic,, v (ty) = vo (37)
do cos 6
= vey,  0(to) =6
d
p Y — (IS, w (1) = o
dyp
ME:ZU @(to) = %o

El sistema (37) es perturbado singularmente con respecto a . El sistema
(37) involucra sélo un control que corresponde al timon §.

4.2 EIl Analisis de Estabilidad para Aterrizaje por Planeamiento
Procederemos a investigar el subsistema adicional con variables rédpidas,

analicemos el sistema algebraico que se obtiene al considerar p = 0

0=—{m% + m’s}v?

O=w
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la solucién del sistema de ecuaciones algebraicas, corresponde al punto
de equilibrio y se obtiene w = 0, para determinar el control principal se
presenta la siguiente estrategia § = dp + Ad donde el control principal
se determinar a partir de este sistema de ecuaciones algebraicas 6y =
(m%/m?) (0 — p,) donde 6 se mantiene constante

El anélisis de estabilidad en el punto de equilibrio lo podemos realizar
atravez del sistema rdapido, haciendo un cambio en la escala del tiempo
T = ﬁ el subsistema rapido (17) toma la forma

d

— = —{mZa+ml (5 (0.¢0) + A0 }2 wlto) =wo  (38)
d
d—f =w, ¢ (o) =¥ (39)

se propone que Ad sea proporcional a w.
A = kw (40)

escribiendo la ec. (38) y la (40) en desviaciones se obtiene la siguiente
ec. diferencial

dA

d’A
= mikzv2d—(’0 +m2v?Ap =0 (41)
T

dr?
la solucion trivial Ap = 0 es estable asintéticamente, aplicando el teo-
rema de Hurwitz se observa que m’kv? > 0, m%? > 0, entonces
el subsistema répido (41) tiene comportamiento asintéticamente estable
y globalmente en el punto de equilibrio, w = 0, ¢,, que es también es
estable asintoticamente para el subsistema nolineal

dw

dr
y la condicion ¢, pertenece a una region de atraccion, se cumple el
teorema de Tikhonov

= —{mZa+mZ (5 (0,9) + Ad) }v?

4.3 Reducccion al Sistema Simplicado

El subsistema simplificado con . = 0 nos proporciona el siguiente sistema
de ecuaciones

dv Lo ~ ~
E:—sm@ — 9%y, 0 (tg) = Do
dé cosé - ~ b
— =+ ey, 0(t) = b
0=—{m2a +mis}v?
O=w
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donde ©, 0 son coordenadas simplicadas donde @ (0) # v (0), 6 (0) # 0 (0)
Se desea realizar un vuelo bajo las siguientes condiciones

é é0<0,’l~}:’l}<t0)

de la primera ecuacién de balance se obtiene que 6y = —arcSin(i%c,) <
0, los coeficientes aero dindmico estén dados por (33) tomando ¢ = 0

(o} o __ cosf : _ cos 0, ;
entonces cj (g — 0o) vo = <2 se obtiene que ¢, = 6o + ﬁ;vg de aquf

0
que ag = g — o = Cc?;vgo >0

431 Andlisis de Estabilidad para el Sistema Simplicado

Usando desviaciones

()

A
Al

I

D
|

D
o o

Se tiene el siguiente sistema lineal
AD = — (¢ 2vg) Av — (cos Oy) A
: 0 in 0
Aj= (c;;ao + = 0) Av + (Sm 0 cgvg) A

donde
y —C2U09 — A —cos by
Det( - /\E> - CSCVO + co;g@o <si1;000 _ CSU(%) - =

) .
=\ + | c2v9 — %1 + ¢;vo ) A+ cos by (%1 +c§‘ag> =0
aplicando el teorema de Hurwitz al polinomio caracteristico el sistema

es asintdticamente estable si los coeficientes del polinomio son positivos

sin 6
(cz2v0 — 0+ cgv()) >0

Vo

0
cos Oy <COS 04 c§a0> >0

Vo

con esto se concluye que la trayectoria que se eligio para el aterrizaje es
estable y se satisface el Teorema de Tikhonov.

5. Resultados Numéricos

pardmetros para el sistema adjunto

=3
cy = .8
m = 500
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v(0)=1.3

6 (0) =.001

pardmetros para el sistema con variables lentas
my =.5

md = .9

0 =.017

k=15

v = 300

Yo = .017

Sirmulacion para el sistema adiunio

wiT) simmlacion ale) sinmlacion
0,008

0.005
nnnnnn

0.002

0,001 0.0025

Simulacion para el sistema lenfo

vied =simmlacion

13
125 LI s inalacion
1z
1.18 0-E
11
1.08
. L ob tzem
EE 4 6 o | v | vo

Simulacion correspondiente al sistema rapido y lento

0.1
-0.1
—oz

Conclusiones  El ulso de la teoria de perturbaciones singulares muestra
ser de gran ayuda para obtener soluciones bajo un método asintotivos,
las cuales se obtienen si el modelo estdndar cumple con las condiciones
dellTeoremal de Tikhonov, lal aplitaciénl del estél Teoremal sirvel paral siim-
plificar modelos matemdticos complejos y obtener una solucion bajo condi-
ciones deseadas.
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Resumen

En este trabajo se trata el problema del lanzamiento vertical de un
avién automatico hasta alcanzar una altura dada h; de manera que el
combustible gastado sea minimo. Este problema pertenece a los llamados
Problemas de Control Optimal, tales problemas consisten en hallar un control
optimal, dado de antemano el criterio de optimalidad, que lleve al sistema al
objetivo deseado. La propuesta para hallar tal control optimal es usar dos
resultados fundamentales de la teoria de control optimal moderno llamados "El
Principio del Méaximo de Pontryagin" y la "Condicién necesaria de
H. J. Kelly". Asi, en esta trabajo, se plantea el problema como un problema
estdandar de control 6ptimo y se aplica el El Principio del Méximo de Pontryagin
y la Condicién necesaria de H. J. Kelly para la solucién del problema planteado.

Modalidad: cartel.

Palabras clave: control optimal, criterio de optimalidad, control optimal
singular.

1. Introduccién

En general, El Principio del Médximo de Pontryagin d4 las condiciones nece-
sarias para la optimizacién de un sistema. Este trata el problema de opti-
mizaciéon de maximizar o minimizar un funcional sujeto a ciertas constricciones,
es decir

J(u) — min, sujeto a
x = f(x(t),u(t)).

Para aplicar el principio del médximo en la solucién de problemas de control
6ptimo, el procedimento de diseno es iniciado con la maximizacién de la funcién
de Pontriagyn H (x, ¥, u) con respecto al vector de control u. Esto resulta en
un vector de control éptimo, como funcién del vector ¥. El vector de control
es sustituido entonces en el sistema adjunto y el problema resultante con valores
en la frontera se resuelve para obtener la trayectoria optimal x° (¢) y asf obtener
J (u) — min. El diseno del control éptimo tiene como objetivo la determinacién
de una ley de control 6ptima u® o una funcién de control-6ptimal u®.

Cuando el principio del Maximo se cumple pero no funciona bien para hallar
el control optimal, entonces se usa la condicién necesaria de H. J. Kelly para
hallar el control, a este control se le llama control optimal singular.



Las ecuaciones diferenciales resultantes de estas dos condiciones necesarias
se resuelven numéricamente para hallar la trayectoria optimal, pues se trata
de ecuaciones diferenciales no lineales, dificil de obtener de ellas una solucién
analitica.

2. Planteamiento del Problema

Se quiere elevar un avién automdtico hasta la altura hix con gasto minimo
de combustible.

5]

Figural. Lanzamiento vertical hasta la altura hy.

La propuesta es lanzarlo verticalmente con ayuda de cohetes adecuados
unidos al avién y minimizar el gasto de combustible usando dos estrategias de

control para lograr la altura deseada hg. El procedimiento se ve posteriormente.
OBJETIVOS GENERALES:

1. Plantear al problema del lanzamiento vertical de un avién automético
con gasto minimo de combustible como un problema estdndar de control
optimal.

2. Hallar el control optimal que lleve al avién automatico hasta la altura hg.

OBJETIVOS PARTICULARES:
Usar las dos condiciones necesarias:

1. Principio del Maximo de Pontriagyn, y

2. Condicion necesaria de H. J. Kelly

para hallar el control optimal.

3. Desarrollo del Problema



Las ecuaciones de movimiento para el movimiento vertical del avién son:

v o= vy 11(0)=0 (1)
: pSCoys  w
o= —g- Tt 42(0)=0
Y3 Y3
ys = —u;  y3(0) = Mo

donde y; es la altura del avidn, yo es la velocidad del avién, y3 es la masa del
avién, u es la velocidad con la que se estd gastando el combustible, p es la
velocidad de los gases (resultado de la quema del combustible en los cohetes)
relativa al avién, g es la aceleracién de la gravedad, p es la densidad del aire,
A es el drea de la seccién transversal del avién y C, es una cantidad empirica
adimensional conocida como coeficiente de resistencia. Aunque p y g varian con
la altura, vamos a considerar alturas para las cuales podemos consider p y g
constantes. Las ecuaciones (1) pueden escribirse en forma vectorial como

y = f
y(0) = yo
donde
(7 Y1 bil Y2
_ v — . Cf = f _ pSC, ﬁ u
y = Y2 Y = Yo ) - 2 - —9— Vs + ,U;
Y3 Us fs —u

Entonces, ahora se plantea el problema como un problema estdndar de con-
trol optimal.
Queremos minimizar el funcional 7 (u)

T () = o (v (b)) = [Mo = ys(t)] — min, (2)

tal que y satisface el sistema de ecs. diferenciales :

no= yz (0)=0 (3)
. pSC, y3 w
= —g——== 4 u—; 0)=0
Yo 9= T y2(0)
y; = —u; y3(0) = Mo
con
0 <u < Upax (4)
y el objetivo o conjunto terminal dado por
M ={y1 — hy =0} (5)

es decir, queremos hallar el control optimal u° que conduzca al avién hacia el
objetivo hy. Aqui, J(u) es el criterio de optimalidad, es decir, u° es el control
optimal en el sentido de que minimiza a J(u).



Ahora escribimos el sistema adjunto asociado al vector adjunto
v :( U, Uy Uy )T, dado por:

: of\ 7T
‘I’—‘(a—y) ¥

entonces, el sistema adjunto para el problema (2), (3), (4), (5) es

2 o (ﬂ _ psczyé)
U, 2\ 2y3

entonces ¥; = A\ = cte. La funcién de Pontriagyn H estd dada por
H=v"f

entonces La funcién de Pontriagyn H para el problema (2), (3), (4), (5) es

H = Hy+ Hyu (7)
donde
SCL Y2
Hy = Uy + ¥y (—9 - %) (8)
Ys
H = <\I:2ﬁ - \113>
Y3

Ahora aplicamos el principio del maximo de Pontryagin el cual se establece como
sigue:
Consideremos el sistema

x(t) = f[x,u], x(to) = zo
u()eU = {u(:)elseQ C R}

s es el nimero de controles
El objetivo es alcanzar una variedad M en algin instante de tiempo ty.
x (t) eM (suave) C R™, es decir x (tg) ¢ M V tre (to, tr).

Nuestro criterio de calidad J (u) = ¢ (y (¢7)) — min.
Teorema 1. Suponga que:

1. existe u () €U tal que x (tk) eM.

2. existe u () eU tal que J (U_O) = I(Il)inUJ (u)

Si uo(t) es control optimal (es decir, hace minimo a J(u)), entonces existe un par

{)\0 >0,¥ ()} no trivial tal que



@) maz H (¥ (t),y° (t),u) = H (¥ (t),° (), u")

5) ] (t%) 4 )\OM

oy , es ortogonal a M en el punto Yy (tz)
Y) H=H(W(),y°(t),u) =0,

Ahora aplicamos el principio del mdximo de Pontryagin.

Supongamos que u’(t) es control optimal

De a) tenemos que si Hy # 0, entonces u(l) = 0 S.l Hy <0 }
’ Umax S1 H1 >0

De f3) tenemos : W (t9) =0;  W5(t)) = Ao.

Y por dltimo tenemos de ) H(t) = H(®(t),y°(t),u’(t)) = 0.

Ademads de ) y ) tenemos que A # 0y Ao # 0.

Observemos que si H; = 0, no podemos hallar el control optimal al maxi-
mizar la funcién de Pontriagyn, pues éste ya no aparece, cuando sucede esto, al
control optimal se le llama control optimal singular. Para este caso usamos la
condicion necesaria de H. J. Kelly, la cual se establece como sigue:

Considere el sistema de la forma

x(t) = fo(x(t) +fi(x(t)u(t), 9)
r € R", wut)eUcCR, x(0)=x,

Teorema 2. Suponga que u° (t) es un control singular optimal del problema (9), las
funciones fo y f1 son continuamente diferenciables al menos 5 veces, y la siguiente igualdad

se tienen a lo largo del control  (£):

g 0 d* ol

Entonces para que el control u? (t) sea optimal, es necesario que la siguiente igualdad sea

valida:

0 d*> OH
A 11
Ou dt2 ou — (11)
dado el control ug (t)
Ahora vamos a aplicar la condicién de H.J. Kelly a nuestro problema.
Supongamos ahora que Hi(t) =0 en ¢ € [7,7], entonces
dH(t)
=0
dt
entonces ~ ~
~ Wop . dH, (¢
L =Y (12

Y3 Y3 8 dt



donde
\I/l = _ \112 = —

entonces ¥; = 1; Wy= —2: Wy=—>

sustituyendo y5, Uy, Us en (12) obtenemos:
T, — HY3 (13)

2 2
(%2 + upSnyz>

p>0,y3>0, p>0, S§>0, Cp,>0y w2 >0, yaqueno consideramos

el vuelo de regreso, entonces Wy > 0.
d?>Hy(t)

Ahora veamos =

o < [pSCry?
PHG 1 1yz + Vo | =522 + upSCaya| +
1 ~ . .
TR +0y [pSnyzyz +upSnyz} - =0 (14
~ SCLy2 .
- [\Ifz (upSCzyz + %) - uyg] U3

sustituyendo g5, Uy y (13) en (14) obtenemos:

Uy pSC, SCLy2
0 = (1 422 y2> [p Y2 +upSCzy2} n (15)
Y3 2y3
- SC,y2
+V3 [pSCry2 + 1pSCs] [—9 - PTygyz] +

T
(% [pSCoy2 + ppSC,] + u) u

entonces .. _
0 d°Hy(t)  p¥s
& [pSCoy2 + ppSCy] + p
ycomo, it >0;y3>0; p>0; S>0; Cx>0,y2>0,\f'2>0
M{IVIZ 0 d2H1
—= [pSC, SC,, =— 0 16
<y3 pSCua + pp ]+u> (G (16)

lo que quiere decir, por la condicién de H.J. Kelly que podemos tener un control
optimal singular Uopt.singular-

Ademsds de la condicién «y) del Principio del maximo, Hy = 0. De esta
condicién y de (13) obtenemos

pSCy
2ug

vs = [y + 3] (17)



Y de (15), podemos despejar wopt.singular, Obteniendo:

(_1+ E’2PSCIZJ2) |:pSCa;y§ _i_upscvxyz}

Y3 2ys

- = - (18)
(&2 [0S Coy + 1pSC,] + 1)
~ 2
Wy [pSCoyz + ppSCy] [*g - %ﬂ

(% [0SCrys + 11pSC] + u)

Uopt.singular

Y como WUy y y3 estdn en funcién de g, solamente, entonces top singular depende
s6lo de ya.

Entonces finalmente, hemos hallado el control que conducira al sistema hacia
el objetivo, con un gasto minimo de combustible.

0 {umax sitel0,7] }

u = .
Uopt.singular S1 te [7—7 tk]

4. Resultados Numéricos
Vamos a considerar que la altura que se desea alcanzar es hy = 10,000
metros.

Para realizar la simulacién se usan los siguientes pardmetros tomados de [?]

C, = 0.05
g = 98
s
kg
MO = MestTuctumz + MOcombustible = 150kg + 300](?9 = 450kg
S = 0.16m?
Upax = 8.8235%
m
= 1700—
H s
Con estos valores
5 _ g 00as™8
2 m
3
PSCe 993 % 10-5K9%
24 m3
3
PSCe _ 9g7x10-TH9E
219 m3

Primero resolvemos numéricamente las ecuaciones diferenciales (3) usando
Umax Y hagamos una gréfica de masa contra velocidad y veamos en qué momento



T, aproximadamente, se intersecta con ys = % [yg’ + uy%}, la masa que cor-

responde al control Ugpt.singular, PUes éste sera el momento en que comienza

actuar Ugpt singular- Las ecuaciones (3) usando umax se resuelven numéricamente
en MATLAB.

posicion del avion
000
5000
4000 .
0
= E
E 3000 E
= (&}
@ =
2
~Z00a
1000
04
460 2504 - - - ERRETEE ERREECLLEREEE .
WtEC0 nurmenco '
440 Ao b P P R ¥
550 o g
o 00 | g
=, 380 — ; ; ; ;
2 o R s Sttt O
o 360 © , i H 1
& s 1] W R S S
£ g E ; ; .
320 150 p---e-- dreenees S 1
300 100 |resuttado wlge
280 S0fp------ T Ha
260 o i i
1} 0 200 400
c) tiempo (s) d) welocidad (m)

Figura2. Estado del sistema
Como podemos ver de la Figura 2, el momento en que comienza actuar topt singular
es 7 = 20.44 segundos.
Ahora resolviendo las ecuaciones (3) usando Ugp singular, PUES ya tenemos



En la Figura 3, se muestran

(T) ) Y2 (T)7 Y3 (T)
las grificas desde que comienza el movimiento hasta que se alcanza la altura

hy,

en y

20.44, y tambi

T =

10, 000m.

10000 p---m--nn---

...... A b e A
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: : : : :
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................ . S I R R
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Figura 3. La trayectoria marcada con * corresponde a uya,. La trayectoria

sélida corresponde a Uqpt singular.
Observamos de la figura 3 que el objetivo se alcanza en ¢t = 27 segundos

aproximadamente.



Una gréfica de la masa como funcién de la velocidad se muestra en la Figura

masa como funcion de 13 velocidad

500 &0 a0

400
velocidad

300

sélida corresponde al resultado algebraico correspondiente a uops singular- La

Figura 4. La trayectoria marcada con * corresponde a umax. La trayectoria
trayectoria marcada con x corresponde al resultado numérico correspondiente

a Uopt.singular-

Una grafica del control como funcién del tiempo se muestra en la figura 5.
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figura 5. Control como funcién del tiempo. La curva marcada con *
corresponde a Umax. La linea sélida corresponde a Uops.singular -

5. Conclusiones

Los resultados obtenidos al aplicar El Principio del Méaximo de Pontrya-
gin y la Condicién necesaria de H. J. Kelly al problema de lanzamiento
vertical de un avién automético se listan como sigue:

1. La aplicacién de El Principio del Maximo de Pontryagin" y la
Condicién necesaria de H. J. Kelly ayudaron a encontrar satisfacto-
riamente el control optimal que conduce al avién a la altura hj, con minimo
de combustible gastado.

2. El control optimal que se encontré consiste de dos controles tmax ¥ Uopt.singular
que actuan en diferentes intervalos de tiempo.

3. El control optimal como funcién del tiempo, como se ve en la figura 5,
contiene una singularidad.

11



4. Los resultados numeéricos coinciden con el resultado algebraico como lo
muestra la gréfica de la masa como funcién de la velocidad.

5. Si la altura que se desea alcanzar es menor que 5000 metros, Uopt.singular
no se tiene.
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RESUMEN. En este trabajo se estudia un problema inverso para una ecuacién parabdlica fuerte-
mente degenerada que modela la separacién de una mezcla de sélido y fluido por centrifugacién.
El problema inverso (PI) consiste en la determinacién de los coeficientes en la ecuacién difer-
encial que gobierna el proceso a partir de mediciones de la concentracién de sélidos que es la
variable cuya evolucién es descrita por el modelo o problema directo. El PI es formulado como
un problema de minimizacién para una adecuada funcién de costo que compara la solucién del
modelo con las observaciones. Se demuestra un resultado de continuidad de la solucién entrépica
con respecto a los coeficientes que implica la existencia de soluciones del PI respectivo. La ob-
tencién de los puntos estacionarios de la funcién costo son obtenidos por un método de descenso
donde el gradiente es formalmente calculado a través de una formulacién Lagrangiana que lleva
a la introduccién de un estado adjunto dado por un problema retrégrado con valores en la fron-
tera para una ecuacién diferencial parabdlica lineal fuertemente degenerada y con coeficientes
discontinuos. Haciendo un célculo similar a esta deduccién formal del gradiente, se obtiene un
método que permite calcular de manera eficiente el gradiente exacto para el modelo discretizado.
Este método es utilizado para la identificacién de los parametros que intervienen en el flujo de
densidad y el coeficiente de difusién, a través de las relaciones constitutivas propias del modelo.

Palabras Clave: identificacién de pardmetros, problemas inversos, leyes de conservacién,
parabdlicas fuertemente degeneradas.
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1. INTRODUCCION

La sedimentacién es un proceso mecanico para la separacién de una mezcla. Su gran utilidad en
los procesos industriales lo convierten en un fenémeno relevante para la investigacién cientifica
(ver [11, 8]). Los principales aspectos histéricos de la evolucién de esta teoria aparecen detalla-
dos en [6] y [12]. En estos trabajos, se establece como modelo matemdtico para la descripcién
del fenémeno de separacién sélido-fluido, una ecuacién parabdlica fuertemente degenerada. Los
términos convectivos y difusivos que interviene en este modelo parabdlico degenerado, se deter-
minan en la practica a través de hipétesis constitutivas dadas por expresiones que dependen de
un ndmero finito de pardmetros. Sin embargo, su identificacién y analisis matemético requieren
el estudio de un problema inverso que consiste en la determinacion de los coeficientes del modelo
basandose en un conocimiento de las condiciones iniciales, de frontera y perfiles observados de la
solucién.

El caso de interés para el presente trabajo es el modelo matemético para la sedimentacién por
efecto de fuerzas centrifugas o centrifugaciéon. En la Figura 1 se muestran dos dispositivos con-
siderados. Para distinguir los dos casos, se introduce el parametro o que toma los valores ¢ = 0
y 0 = 1. La unica coordenada espacial es el radio 7, que varia entre el radio interior Ry > 0
y el radio exterior R > Ry, correspondiendo al menisco de la suspension y a la pared exterior,
respectivamente. Resumiendo, la derivacién detallada dada en [1] se obtiene la siguiente ecuacién
parabdlica fuertemente degenerada:

w2

00+ %& (‘?’”””fbk(w) - rio‘% (r70,A(9)),  (rt) € Qr, (1.1)

donde ¢ es la concentracién del sélido como una funcién del radio y el tiempo, Q1 := (Rp, R) X
(0,T) y g es la aceleracién de la gravedad. Las funciones f,(¢) y A(¢) son la funcién de flujo
de Kynch y el coeficiente de difusién integrada, respectivamente, que modelan el transporte y la
compresibilidad de la suspensién, respectivamente. Se asume que £, (¢) es una funcién Lipschitz
continua que satisface f, (¢) =0 para ¢ <0y ¢ > dmax, donde dmax es la concentracién maxima
del sélido, y fi.(¢) < 0 para 0 < ¢ < dmax. La funcién A(¢) es dada por

_ LA
Aoggp '

donde Ap es la diferencia de la densidad del sélido y el fluido, g, es el esfuerzo efectivo de sélidos,
y ol es su derivada. Se asume que el esfuerzo efectivo de sélidos es cero en la zona de transporte
y las particulas no estan en contacto, es decir cuando ¢ es menor que la concentracion critica ¢,
y es una funcién estrictamente creciente de ¢ para ¢ > ¢., es decir, se tiene

(¢>{:O para ¢ < ¢, /(¢){=0 para ¢ < ¢,

>0 para ¢ > ¢, % >0 para ¢ > ¢.

ol
A(g) = / a(s)ds, a(¢) =

O¢

Combinando las hipétesis sobre f, v sobre g, se observa que a(¢) = 0 para ¢ < ¢c y ¢ = Pmax and
a(@) > 0 para ¢. < ¢ < dmax. Asi, (1.1) es una ecuacién diferencial parcial hiperbdlica de primer
orden para ¢ < ¢c ¥ ¢ = ¢dmax ¥y una ecuacion diferencial parcial parabdlica para ¢ < ¢ < Pmax-
Debido a que la degeneracion de parabdlica en hiperbdlica sucede en intervalo de la solucién de
longitud positiva, (1.1) es llamada parabdlica fuertemente degenerada.

En este trabajo, se limita la discusién a dos formas paramétricas de funciones que modelan f, v
a,. De acuerdo a las férmulas introducidas por Michaels y Bolger [28] (donde 0 < ¢ < Pmax) ¥
Richardson-Zaki [29] (donde ¢, = 1), f, es dado por

_ c ,
fin(@) = { g""(bu ¢/¢m) gZEZ gzﬁ ;nﬁmqj’; b e <0, C>1 (1.2)

En tanto que o, es definida por una modelo potencial [30]

O

DY para 6 < 6,
(¢) = { 00((¢/¢c)k - 1) para ¢ > ¢, o0 >0, k>1. (1-3)



Para completar el modelo de centrifugacién de una suspensién de concentracion inicial ¢g = ¢o(r)
dada por (1.1) junto con la condicién inicial

o(r,0) = ¢o(r), r € [Ro,R], (1.4)

donde se asume que ¢o(r) € [0, Pmax] para todo r € [Ry, R], y las condiciones de frontera
cinematicas

(“’g’”b For(9) + arAws)) (ro,t) =0, t>0, r, € {Ro, R}, (1.5)

que expresan que el flujo a través de r = Ry y r = R es cero.

El analisis matematico de las ecuaciones parabdlicas fuertemente degeneradas, ha recibido en las
tltimas décadas una atencién especial ya que su nolinealidad y cambio de comportamiento de
parabdlico a hiperbdlico hacen que la solucién se comporte como en las Leyes de Conservacién
nolineales, es decir se observa la formacién de discontinuidades (choques) o una regularizacién
(ondas de rarefaccién) en la solucién independientemente de la regularidad de las condiciones
iniciales y de frontera impuestas (ver [9, 20, 25]). De esta manera las soluciones para (1.1) deben
ser entendidas en el sentido de la entropia de Kruzkov.

Un andlisis para el problema de Cauchy asociado a la ecuacién (1.1) fue hecho por Carrillo en
un extenso y profundo trabajo (ver [9]). Este articulo establece aspectos intrinsicos del compor-
tamiento de la solucién bajo hipétesis generales sobre los coeficientes. A pesar de la generalidad
en la que se enuncian estos resultados su adaptacién al problema con valores en la frontera no es
directa, apareciendo complejidades meritorias de un andlisis especial. Biirger y coautores en [2],
siguiendo el trabajo de Carrillo (ver [9]), realizaron el estudio del modelo de sedimentacién bajo
efectos de la gravedad solamente. El estudio de existencia, unicidad y estabilidad con respecto a
la condicién inicial del problema de centrifugaciéon fue hecho en [4], siguiendo también la técnica
de [9, 2].

El método de Volumenes Finitos es la herramienta natural para la simulacién numérica de Leyes de
Conservacién (ver [21]). Asi, en el caso de la ecuacién (1.1) resulta también ser la técnica numérica
mas adecuada. La discretizacién de (1.1) considerada en este articulo son un esquema explicita
y un implicito. En ambos casos se considera la discretizacion en el interior del dominio fisico y
se incorporan adecuadamente las condiciones de frontera. El flujo numérico (para la conveccién)
utilizando en las simulaciones numéricas es el de Engquist-Osher (ver [18]), cuya evidencia de buen
comportamiento y coherencia para reflejar el fenémeno modelado es presentada en los trabajos de
R. Biirger y colaboradores, principalmente en [5], donde fue introducido.

En el proceso de simulacién es imprescindible determinar valores numéricos para los distintos
parametros fisicos que intervienen en los términos convectivo y difusivo de la ecuacion parabdlica
degenerada. A pesar que experimentalmente o mediante tablas se puede obtener aproximaciones,
la determinacién de estos datos, o valores numéricos de los pardmetros, es por lo general un
problema dificil. Asi, la calibracién y validaciéon de estos parametros se hace a partir de cuan
cerca estd la solucion obtenida mediante simulacién numérica del modelo, de una determinada
observacién experimental. El tratamiento matemético se traduce en un problema de identificacién
de parametros que es una situacién particular del siguiente problema inverso :

PI. Dadas las funciones ¢g, las condiciones de frontera y un conjunto de mediciones experi-
mentales ¢(r,t) encontrar f.,, A de tal manera que la solucion entrdpica de (1.1) esté lo
“mas cercana posible” de ¢(x,t).

La formulacién PI establecida para el problema inverso es equivalente al problema de optimizacién
min _# (¢, $), sujeto a que u sea solucién débil de (1.1), (1.6)
fbk7A

donde la funcién costo ¢ se escoge para dar precisién matemética (analitica y numérica) del

término ambiguo “mas cercana posible”. El funcional natural # y que serd considerado a lo largo

de este trabajo es el de minimos cuadrados, el cual compara las funciones ¢ y QAS en la norma L2.
El planteamiento (1.6) de PI permite estudiar su existencia-unicidad y formular técnicas para su
solucién.
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FiGUurA 1. (a) Tubo giratorio con seccién transversal constante. (o = 0), (b)
Cilindro giratorio axisimétrico (o = 1). Las zonas de concentracién son el liquido
claro (¢ = 0), la zona de la mescla (0 < ¢ < ¢.) y la zona de compresién ¢ > ..

La existencia de soluciones para (1.6) estd basado en la dependencia continua de la solucién
entrépica con respecto a los coeficientes. Sin embargo, la unicidad de soluciones para (1.6), es
un problema mal-puesto, pudiéndose construir ejemplos explicitos para el caso de las Leyes de
Conservacién (ver [24]).

La técnica utilizada en esta trabajo, para la solucién numérica de (1.6) estd basada en el método del
gradiente. La nolinealidad de la ecuacion (1.1) implica que su solucién no dependa explicitamente
de los coeficientes, dificultando de este modo la obtencion del gradiente. Sin embargo, haciendo
calculos muy similares a los realizados por James y Sepilveda para el caso de la Leyes de Conser-
vacién (ver [24]) es posible la deduccién formal de un gradiente continuo para _#. Este proced-
imiento es detallado en las seccién 4 y fue recientemente introducido por los autores y colaboradores
en [13, 14, 15, 16, 17].

El trabajo es organizado como sigue: En la seccién 2 se presenta el analisis del buen planteamiento
del problema directo, en la seccién 3 se analiza la existencia de soluciones para el problema inverso,
en la seccion 4 se presenta el método de aproximacién del problema inverso y finalmente en la
seccion 5 se presenta un ejemplo numérico para el esquema de identificacion.

2. SOLUCIONES ENTROPICAS DEL PROBLEMA DIRECTO

Para el andlisis del problema con valores iniciales y en la frontera (1.1), (1.4), (1.5), es conveniente
estudiar la siguiente forma general

0o+ 0, f(d,1) = O A(¢) + 9(¢,7), (2.1)
es decir, ecuaciones en forma conservativa y con término fuente, que contienen a (1.1) si se escoge
2

£6) = =2 1000) - Z4@), g(6.1) = 0| S pyte) + 22| 22)




Para el andlisis que se presenta es necesario observar que f(¢,r) y g(¢,r) se escriben como

F(8,7) = ka () F1(0) + ko (r) f2(0), (2.3)

ki (r) = —w?r/g, ka(r) i= —o/r, [1(@) = fi(0), [2() = A(0), (2.4)
g(o,7) = g"(¢) + ks(r)g*(9),

ka(r) i= a/r%, g'(¢) := %fbkw), 7 (9) == A(9). (2.5)

En esta notacién, las condiciones de frontera (1.5) toman la siguiente forma
o
(f((b, T‘b) — BTA(¢))(T‘b, t) = _EA(¢(Tb7t))’ t>0,r € {RQ, R} (2.6)

Es conocido que las soluciones del problema con valores iniciales y en la frontera (1.1), (1.4), (1.5)
(o equivalentemente, el problema con valores iniciales y en la frontera (1.4), (2.1), (2.6) ) presentan
discontinuidades debido a la nolinealidad del flujo y a la degeneracién del término de difusién, y
tienen que ser caracterizadas como soluciones débiles. Para garantizar la unicidad de soluciones
débiles se tienen que definir las soluciones entrépicas.

Definicién 2.1. Una funcidn ¢ € L>=(Qr) N BV (Qr) es una solucién entrépica del problema
con valores iniciales y en la frontera (1.4), (2.1), (2.6) si se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) El coeficiente integrado tiene la siguiente reqularidad 9,A(¢) € L*(Qr).
(2) La condicidn de frontera (2.6) es vdlida en el siguiente sentido:

¥ (b, t) (f(¢,rb) — 0. A(p) + %A(¢(rb,t))> =0, t>0,r €{Ro,R}. (2.7)

donde (-, t) es el operador de trace.
(3) La condicion inicial (1.4) es vdlida en el siguiente sentido:

ltil%l @(r,t) = ¢o(r) para casi todo r € (Ry, R).
(4) La siguiente condicidn de entropia es vdlida:
Vo e Q). vz 09k e ks [ [ {16 ko +sgnto k)
T

<[ (£(6,7) = F,7) = 0,A(6)) Do+ (fo(k,7) = 9(o,7))e] | dtdr > 0.

La prueba de existencia y unicidad una solucién entrépica del problema directo, siguiendo el
método de pseudoviscocidad es presentado en [4]. En dicho trabajo también se presenta un esbozo
de la prueba de unicidad, que en particular estd relacionado con los resultados de Carrillo [9] que
permiten aplicar la técnica de duplicacién de variables (“doubling of the variables”) introducida por
Kruzkov ( ver [27]) a ecuaciones parabdlicas fuertemente degeneradas. Ambas pruebas, existencia
y unicidad, son obtenidas con pequenas modificaciones de las ideas presentadas en [2]. Como
resultado se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.1. El problema con valores iniciales y en la frontera (1.4), (2.1), (2.6) tiene un dnica
solucion entropica.

3. EXISTENCIA DE SOLUCIONES PARA EL PROBLEMA INVERSO.

En esta seccién se establece las condiciones suficientes para la existencias de soluciones del prob-
lema inverso. La existencia es consecuencia de la dependencia continua de la solucién entrépica
del problema directo con respecto a las nolinealidades. La dependencia continua para el problema
de valores iniciales con flujo que depende de la variable espacial fue estudiado en [19, 26]. Su
extension al al presente problema con valores iniciales y en la frontera es casi directa, siguiendo los
trabajos de Carrillo [9] y Cockburn-Gripenberg [10]. La diferencia con el andlisis realizado en [13]
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consiste en la condicién de frontera y la presencia de un término fuente en (2.1). Primeramente
se establece el siguiente lema, donde se utiliza la siguiente aproximacién de la funcién signo:

[ sgn(z) para|z| > e,
sghe(x) = { x/e para x < .

Lema 3.1. Suponiendo que la funcion A(-) es suave y satisface A’(s) > 0. Entonces la siguiente
desigualdad es vdlida para ¢ € C§(Qr) con ¢ 20 y k € R:

J [ {16 ko +sgnio k) (56, = £05,1) —0,4(6)) 00 —sn(6— )

“(0uf0.7) ~ g(6. 1)y arar =tim [ 2(0) (010 sl ~ Rpptar. (3)
Pueba. Como en [13], se define

[
Ye(z) = —sgnE(A_l(z) - k), Ay (p) == /k Ve (A(s)) ds.

En la prueba de este lema, (-,-) denota la usual pariedad entre H'(a,b) y C(Ro, R). Entonces
la “regla de la cadena débil” (“weak chain rule”, ver [9, 26]) implica

T
| (0,6, — sen. (b — k) dt = Ay Oy dt dr. 3.2
/O<t¢ sgne (¢ — k)p) //QT y.Orpdtdr (3.2)

Por otro lado, de la Definicién 2.1 se obtiene

T
_/ <6t¢, sgng (¢ — k)go>dt + // {(f((b, r)— f(k,r)— BtA(¢))8T(sgna(¢ — k)cp)
0 QT

—~(0rf(87) = 9(6,1)) sene(9 — k) patdr = 0. (3.3)
La desigualdad (3.1) es consecuencia de combinar (3.2) y (3.3) con ¢ | 0. O

Teorema 3.1. Sean u y v dos soluciones entripicas de los siguientes problemas de valores iniciales
y en la frontera

Oyu+ 0, filu,r) = OFA() +gi(u,r), (rt) € Qr,
u(r,0) = wo(r), r € (Ro,R), (3.4)
(f1(u,m) — 0r A(w)) (ro, ) = —%A(u(rb,t)), ry € {Ro, R}, t >0
)
O+ 0y fa(v,7) = 92B(v)+ ga(v,r), (1,t) € Qr,
v(r,0) = wo(r), r€ (Ro,R), (3.5)
(fg(’U,Tb) — 8TB(U))(rb,t) = —%B(v(rb,t)), rp € {Rp, R}, t > 0,

respectivamente, donde fi(u,r) = k1 (1) f(u) +ka(r) f2(u), i = 1,2, f2(u) = A(w) y f2(u) = B(u),
y k1(r) y ka(r) son especificados en 2.4. Entonces existen constantes Cy y Co tal que la desigualdad

[u(-t) = v(- 8], < exp(égt){lluo — ol +t{c1 (Hfll — Bl + 1172 - fzzump)
+Ca (191 = 93l o gy + 198 = 931l )] + CoVEIVE = VB, (3.6)

es vdlida para todo t € [0,T)], donde L' = L'(Ro, R), L = L*®[0, dmax], a(u) = A'(u), b(u) =
B'(u), y

S S 2

C3 = ||92||Lip + ||k3||L°°[R0xR]||92||Lip'
Prueba. La prueba es una adaptacién del analisis desarrollado por Evje, Karlsen y Risebro [19]

y una aplicacién de la desigualda de Gronwall. (]
El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 3.1.



Corolario 3.1. La aplicacion
7 [LimemW]] X L g X [LimemW]} =53 (f,Ag)— FER

es continua. Ademds, si (f,g,A) € F, donde F es un conjunto compacto de M, entonces existe
al menos una solucion del problema inverso.

4. PROBLEMA INVERSO COMO UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION. APROXIMACION NUMERICA.

El problema inverso es interpretado como un problema de optimizaciéon con restricciones. En
particular, para la identificacién suponemos que los parametros de las funciones constitutivas, son
agrupados en el vector de parametros denotado por e, el cual depende de las propiedades del
material considerado. El conjunto de datos observados se denota por (ZAS(T, t) y se supone que es
una funcién constantes a trozos de longitud Ar x At, y que son dados sobre la malla estructurada
con

(T‘,t) S Q = {7‘1,...7T‘j} X {tl,...,tN} - QT = [Ro,R] X [O,T]
El objetivo es determinar el vector de pardmetros e para el cual la solucién del problema directo,
¢(r,t), da la mejor aproximacion de ¢(r, t) (es el sentido que se precisara). La solucién ¢ = ¢(e)
depende de los pardmetros que se escogen, dado que f = f(e) y A = A(e). Sin embargo, por
comodidad notacional, la dependencia de los parametros tanto en la solucién como en las funciones
constitutivas no se escribira explicitamente. Asi el problema de identificacién de pardametros se
puede escribir como el problema de optimizacion, donde las restricciones son dadas por el problema

directo, es decir el problema con valores iniciales y en la frontera (1.1), (1.4), (1.5) en su formulacién
débil, ver Definicién 2.1, esto es:

minimizar _# (¢) bajo la restriccién ¢ = ¢(e), (4.1)
donde la ‘funcién costo’ # = _#(¢) mide la calidad de la aproximacién. La funcién costo depende
del vector de pardmetros e a través de la solucién del modelo. Una eleccién natural es la distancia

L? entre el dato observado é y la solucién ¢ = ¢(e) de la fucién modelo, que da origen a la funcién
costo

/(¢(e)) = % /Q(¢(r, t) — ¢?(r, t))2 dt dr. (4.2)

Dado que las ecuaciones parabdlicas fuertemente degeneradas generalmente tienen discontinuidades,
la ecuacién modelo (1.1) como restriccién sobre ¢ = ¢(e) es reemplazada por su formulacién débil

E(é,pie) i= / /Q (60ip+ F(6.7)0rp + AD)D%p + g(b,r)p) dt dr
R T T » R
+/RO ¢p‘t:0dr+/o A(¢)<5rp—0;>

4.1. Calculo formal del gradiente. Este procedimiento presentado con detalle por los autores
en [24], se resume en los siguientes tres pasos :
Pasol. Se introduce una formulacién lagrangiana de (4.1)-(4.2). En este caso esta dada por

g((bap; e) = /((b) - E(¢7pv e)a (44)
donde e denota el vector de los pardametros en las funciones f, A, que se van a identificar y F la
formulacién variacional de (1.1) dada en (4.3). La funcién test p puede ser considerado como un
multiplicador de Lagrange generalizado ( ver [24]).

Paso2. Se introduce la ecuacién adjunta para (1.6). El gradiente de la funcién costo en (4.4) esta
dado por

dt = 0, (4.3)
r=Ro

donde p es la funciéon test.

d 7 (¢(e)) dZ(¢(e),p;e) n dE(¢(e), p; e)

de de de

= <3¢5(¢(e)7p;e)7 dqfiie)> A COND)
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debido a que E(¢,p;e) = 0. En esta derivacién formal de la derivada total de la funcién costo
0L (¢(e), ; e) no puede ser calculado, dado que la solucién del problema directo ¢ no puede ser
calculado explicitamente en términos de e. Asi, se hace necesaria la introduccién de una funcién
test p de modo que 94.Z(¢(e),p;e) = 0, es decir que anula el primer término del lado derecho de
(4.5). La derivada de .Z en la direccién d¢ estd dada formalmente por

(062 (,pi€),00) = (05,7 (¢) — 0sE(¢,p;e),00)
/Q 36 (d(r,t) = D(r,))0 (. e At dr

4 / [ 56(0up + 001 (6,710,0 + 05 A(0)2p +92(6,r)p)
R T
~[ soptrmyar+ [ 500,400 (arp - 0;3)
0 T

Ro

R

dt.
r=Ro

A fin de anular esta expresion, basta que p satisfaga la denominada ecuacién adjunta, dada por
siguiente problema retrégrado con la condicion final y de frontera

Oup+ 00 f(6,7)0rp + D ADPp = —(6— Dy — Opgld,rIp  para (1) € Qr, (45)
p(r,T) = 0 parar € [Ro,R)
(&p — O’T£) (rb,t) = 0 vparat<T,r, € {Ro, R}. (4.7)
b

Paso3 Se obtiene el gradiente. Siendo p solucién del problema adjunto (4.5)-(4.7) se sigue que el
gradiente de la _¢# viene dado por

S

Los Pasos 1 a 3 describen un céalculo formal que permite resolver el problema de minimizacién
asociado al problema inverso. Sin embargo, aparecen dos dificultades. La primera, se presenta a
nivel continuo, y es acerca de la validez de este calculo. En efecto, debido a las discontinuidades
de la solucién del problema directo, y de las eventuales discontinuidades del problema adjunto,
la diferenciabilidad de la funcién costo en un sentido clésico, no es un problema facil de determi-
nar, tal como se observa por ejemplo para el caso puramente hiperbdlico (ver [24]). La segunda
dificultad, es acerca de la discretizacién del problema (4.5)-(4.7), para el cdlculo del gradiente
discretizado. El problema (4.5)-(4.7) corresponde a una ecuacién lineal de conveccién-difusion
fuertemente degenerada con coeficientes discontinuos, cuya existencia y unicidad de soluciones es
hasta ahora un problema abierto. Si bien se puede hacer una analogia al caso hiperbdlico, en que
se tiene un conocimiento parcial de existencia y unicidad, a través de las soluciones reversibles,
el problema de escoger un método numérico correcto que aproxime a la solucién, sigue siendo un
problema dificil (ver [7, 22]). En la practica, subsanamos momentdneamente estos dos problemas,
repitiendo el calculo formal para el caso discreto, es decir calculando un esquema adjunto asociado
al esquema del problema directo y luego un gradiente de la funcién costo discretizada que resulta
ser un gradiente exacto. La convergencia del gradiente exacto al gradiente del problema continuo
(o quizés a algiin subgradiente) sigue siendo hasta ahora un problema abierto.

4.2. Esquema numérico para la identificacién. Se introduce la notacién usual de mallas
rectangulares sobre Qr seleccionando J, N € N y definiendo Ar := (R — Ry)/J, At := T/N,
r; = Ro + jAr y t, := nAt. El esquema numérico para la solucién del problema directo es dado
por una aproximacién por Volimenes Finitos de (1.1) dada por

ot =0 = X (Fjy1 0(e) —Fj ) a(e)) + i (i1 a(€) — )y o(e)), (4.9)
donde \; = p; := At/(r Ar), con la siguiente discretizacién de la condicién inicial

¢) =M, j=0,...,J (4.10)



y las siguientes versiones discretas de las condiciones de frontera (1.5):

MoF”y 5(e) — pod” j5(e) =0, (4.11)
)\JFZH/Q(e) - ﬂ]df+1/2(e) =0. (4.12)

Se continda con una formulacién Lagrangiana discreta que permite introducir el estado adjunto
discreto
K—1
p; = p?“ Z ‘9¢;?F?+k+1/2(e) ()‘j-‘rkp?j:kl - )\j+k+1p?:kl+1)
k=—K
K-1
1 1 7
+ > Qo oo (@) (el — myrerapa) — (67(e) = 67) 00 eon
(=—K
paraj=0,1,...,Jandn=N-1,N—-2,...,0 (4.13)

con la condicién final pY = 0 para j € {0,...,max(K,K)} U{J —max(K,K) +1,...,J}, y se
considera la notacién convencional FZ+1/2 "Q{é+l/2 =0paral,k < -1y /{ k> J. En el siguiente
paso se calcula el siguiente gradiente discreto para la funcién costo

Ve /A (e) = ATAtvefA (¢A (e) y PA; e) = _ATAtVeEA (¢A (e) y PA; e)

donde

VeEin = Z VeF?H/z(e) ()‘jp;‘hLl - )‘j+1p?i11) - ve'dﬂl/z(e) (/‘J‘p}lJrl + Mj+1p?i11)'
(4,n)EQA

5. EJEMPLO NUMERICO

En esta seccidén se presenta un ejemplo numérico, para otros ejemplos ver [13, 14, 15]. Se consideran
como observacién un perfil de concentracién en el tiempo ¢ = T como una funcién de r. para
el caso del tubo giratorio (¢ = 0). Las observaciones son generadas por una simulacién del
problema directo con los pardmetros utilizados por Biirger y Concha [1]. La concentracién inicial
es homogénea ¢y = 0.07 sobre el dominio r € [Ry, R] = [0.06 m,0.3m]; y la funcién de flujo es
escogida de acuerdo a (1.2), donde ¢, = 1, s = 0.0001 m/s, C' =5, dmax = 0.66, y la velocidad
angular w es tal que Rw? = 10000g. Ademds, se considera la ley potencial (1.3) con o¢ = 5.7 Pa,
k =9y ¢. = 0.1 para el esfuerzo efectivo de solidos ; y finalmente, la densidad Ap = 1660 kg/m? y
la aceleracién de la gravedad g = 9.81 m/s?. El esquema utilizado para la simulacién del problema
directo es el esquema explicito de Engquist-Osher y de segundo orden y con una parametros de
discretizaciéon J = 200 y N tal que se cumpla la siguiente condicién CFL (cf. [1]):

Rw? At At

——  max — 42 max a
g ¢>6[0¢max]‘fbk )‘Ar BE[0,Pmax] ((b)(Ar)2

< 1. (5.1)
Se recuerda que el flujo numérico del esquema de Engquist-Osher [1, 5, 18] viene dado por

FEO (u,v,7) := f(0)+/ max{asf(s,r),()}ds+/ min{d, f(s,r),0}ds.
0 0

Los requerimientos de estabilidad impuestos por (5.1) al esquema explicito implican la necesidad
de un refinamiento extremo, es decir con valores de At (=~ (Ax)?), lo cual incrementa considerable-
mente el tiempo computacional. Esta desventaja es superada considerando un esquema totalmente
implicito, el cual resulta incondicionalmente estable. Asi para la identificacién presentad se con-
sidera la siguiente descritizacién implicita y de primer orden de (4.8):

077 = 7 = 01500 ~ FiL(e) + 1 (#7500 — 7% (0).

= 7 ML) s A0) = ARGl — st gl

N (5.2)
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La formulacién débil Ea = Ea (gbA(e),pA; e) es dada por

Ba = 3 {0 — o) A F s Oup) = Aapn) = a9 — 110 }
(3,m)E€EQA
+Z{ [0 + X (FRerjo = Filiye) = mi (a0 — N o) 07 (5-3)

=[] + X (B0 = Fjapa) =5 (e = *‘24071/2)}79?}-

El esquema adjunto y el gradiente en cada uno de los ejemplos se obtienen con la metodologia
desarrollada en las seccién 4.2 y se obtiene el esquema lineal implicito

A,P" =P forn=N-1,...,0,
con la condicién final

oy — o) .
évzjiNj para j € {0,1,...,J},
3,3
donde A,, es la matriz tridiagonal J x J con entradas

ajjo1 = Aj-10en iy = pj10pn Ty, G = 2,000,
aj; = 1+ (347;? 12 — Ogn Fj 1/2) — M (%?%11/2 O 1/2)
j=1,...,J—1,
ajin = —A10gn Fly 0+ #j+13¢“%11/27 j=1,...,J-1,
agy = 14 Aoy Fiys — 10dsy ),
ajy = 1=Xj0pnFj_ )5+ piOpndjyy)s.
El gradiente de la funcién costo discreta es dada por
Ve Za(€e) = —ArVeEa(¢a(e),pase),
donde el gradiente de la formulaciéon débil discreta se evaliia mediante
VeEn = Z {VeF;‘LH/z(/\jp? - /\j+1p?+1) V. 9{+1/2(NJPJ /Lj+1p?+1)}

(4,n)EQA
+Z{ (VeF 1o = VeF L) — 15 (Ve Ly jy = VetY ) )

_[)‘j(ve'%%rl/z Vfd 1/2)_Mj(ve=dj0+1/2 V.;zf 1/2)] }

El método del gradiente conjugado que se utiliza para la identificacién es el de Polak-Ribiere
y que tiene como vector inicial e = (5.5,6.5,9.5,0.08). Para resolver el paso de la minimizacién
unidimensional con el algoritmo del gradiente conjugado se emplea el algoritmo de bisqueda lineal
de Wolfe tal como es descrito en [23].

Los resultados de la identificacién son presentados en la Tabla 1. Se muestran los perfiles identifi-
cados para tres distintos tiempos de observacién ({0.1s,0.3s,1.2s}) cuyos gréficos son presentados
el las Figuras 2, 3 y 4. En dichas figuras se presentan los resultados con varios tamafos de res-
olucién y asi se evidencia la convergencia del esquema de identificacion cuando la aproximacion se
incrementa.
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TaBLA 1. Ejemplo 1: Perfil para el vector de parametros inical (IG) y perfiles
identificados para T = 0.1, T = 0.3 T = 1.2 y la norma L? de los errores estimados
(donde sea aplicable).
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F1GURA 2. Example 1: Comparacion entre los perfiles identificados y observados
enT =0.1.
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Construcciones Geomeétricas Basicas y un Poco de Arte
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Resumen

Uno de los principales temas a desarrollar en segundo afno de Secundaria, son las
construcciones de figuras geométricas (planas) usando regla y compas. Se
propone realizar —ademas de las construcciones indicadas en los libros de
referencia— como actividades adiciones, algunas figuras especiales que pueden
obtenerse a través de lineas rectas y curvas, por ejemplo imagenes sencillas de
arte optico (op art), o bien usando varias lineas rectas que sean tangentes a
curvas, para construir diversas imagenes. Se pueden realizar estas actividades de
forma manual, en papel cartulina y papel cascarén, o bien, de forma electrénica,
en la platica, se mostraran algunos ejemplos creados en el aula de nuestra
institucién, asi como ejemplos mas complejos de reconocidos artistas.

Palabras clave: Secundaria, Figuras geométricas, regla y compas, arte éptico,
tangentes.
Modalidad: Ensefianza de las Matematicas (Secundaria)

Construcciones Geométricas Basicas.

El origen de la geometria se encuentra relacionado con la actividad humana mas
antigua de la historia: la agricultura. Nace hacia el afio 4000 a. C. con los egipcios
y babilénicos. La palabra geometria proviene del griego geo que significa tierra 'y
metren que significa medir, nos indica el estudio de las propiedades y relaciones
formales de las figuras del plano y del espacio. Los primeros vestigios sobre el
estudio de las figuras geométricas basicas y la medicién de areas y volumenes se
remontan a la civilizacién egipcia y su desarrollo y aplicacion se debieron a que,
con las crecidas anuales del rio Nilo, frecuentemente desaparecian los limites de
los campos de cultivo. Posteriormente, los griegos le otorgaron un alto grado de
formalizacién matematica que culminé en Los Elementos de Euclides. Rene
Descartes, auné la geometria con el algebra con lo que se desarrollo lo que hoy se



conoce como geometria analitica. A partir del siglo XIX desaparece la creencia de
una sola geometria.

Al comenzar con el estudio de la geometria, nos encontramos en la necesidad de
construir figuras usando solamente dos instrumentos: regla y compas. En el
segundo grado de nivel medio, se da una breve introducciéon a este tema. Se
comienza mostrando los métodos de trazo de paralelas y perpendiculares.

Una vez que el alumno domina los trazos basicos, se continua con la construccién
de poligonos regulares, como el tridngulo, cuadrado, pentagono, hexagono, etc.

Adicionalmente, se muestra como construir évalos, ovoides y algunas otras figuras
sencillas, estas figuras se usan posteriormente para la creacién de figuras a
escala y proyecciones.

El tema se debe desarrollar de tal forma que el alumno sea capaz de construir
dichas figuras y mostrar la utilidad de las construcciones geométricas sencillas.

Aplicaciones.



Es comun, en la creacion de un dibujo o un cuadro de arte, usar como base
figuras geométricas sencillas, pero un buen dibujo depende de la capacidad del
artista. Otra opcion, la cual sélo depende de trazos béasicos, como circulos y
rectas, puede ser usado para obtener un verdadero cuadro de arte. A continuacién
mostramos dos opciones que pueden llevarse a cabo en el salén de clase.

1. Op art

Ry

R
El interés de un grupo de artistas por plasmar sensaciones de || == S
movimiento en una superficie bidimensional, enganando al
ojo humano mediante ilusiones Opticas, dio lugar a una
corriente artistica que se denomin6é Arte Optico, conocida
comunmente por su acepcion en inglés: Op Art; abreviacion
de Optical Art.

El arte Optico aparecié hacia finales de los afos 50,
consolidandose en la primera mitad de la década
siguiente. En 1964, Time Magazine publicé un articulo
sobre un grupo de artistas cuyo objetivo principal era
crear ilusiones o6pticas a través de sus obras. La
revista bautiz6 la tendencia con el nombre de Op Art.
En 1965, el Museo de Arte Moderno de Nueva York
alberg6 una exposicidén de
————————"—"- artistas de todo el mundo

consolidando el estilo.

Destacaron entre los representantes del Op Art: Victor
Vasarely, Bridget Riley, Frank Stella, Josef Albers,
Lawrence Poons, Kenneth Noland y Richard
Anuszkiewicz.

Caracterizaron al Arte Optico las creaciones
compuestas por patrones de repeticion de lineas,
cubos y circulos concéntricos, en los que predominaban el blanco y negro y la
contraposicién de colores complementarios.

Mediante la repeticion de formas simples y un habilidoso
uso de colores, luces y sombras, los artistas Opticos
lograban en sus obras amplios efectos de movimiento,
brindandole total dinamismo a superficies planas, las
cuales terminaban siendo ante el ojo humano espacios
tridimensionales llenos de vibracién,
movimiento y oscilacion.




El Op Art generd una amplia polémica sobre su relacion con el Arte Cinético.
Numerosos fueron los personajes que enmarcaron la tendencia éptica dentro de la
cinética, sin embargo, otra opinion diferenciaba una de otra, considerando que en
el Op Art existia una ausencia total de movimiento real.

Con el auge del Popular Art, la industria de la moda
textil tomo6 planteamientos de diversos movimientos
artisticos para llevarlos a las prendas de vestir,
poniendo al alcance de las masas elementos de
sofisticado disefio. Entre las tendencias que
protagonizaron esta popularizacion se encontré el
Arte Optico.

Sus maximos exponentes

Cuando se habla de Op Art es dificil que la primera referencia
no apunte hacia el trabajo del artista de origen hungaro Victor
Vasarely (1908-1997) cuyos estudios sentaron los principios
del arte optico.
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El uso de las figuras geométricas basicas en este tipo de arte, nos permite
crearlas, con algo de trabajo, en el aula. Es un ejercicio entretenido y que da una
mayor experiencia en las construcciones marcadas en los libros de texto. Claro, no
complicarlas demasiado como algunas de las figuras mostradas anteriormente o
como los siguientes ejemplos.



Este tipo de actividad puede llevarse a cabo usando solamente papel cartulina y
plumén de color negro. También puede hacerse de tal forma que sea repetitiva
cierta figura geométrica, por ejemplo, cuadrados, circunferencias, triangulos,
pentagonos, etc., concéntricos, alternandolos de tal forma que quede uno en
blanco y el otro en negro. Todo esto muestra al alumno una gran relacién entre la
matematica y el arte.

La siguiente opcién, la hemos creado en el saldon de clases usando papel
cascaroén, alfiles e hilo de diversos colores.

2. Tangentes a curvas

Recordemos la definicion que
se usa comunmente para la




tangente a una curva cerrada: es una recta que sélo toca a la curva en un punto.
Esta definicion nos da una idea para construir figuras a través de lineas. Es claro
que una pequena dificultad es la cantidad de tangentes que debe de colocarse,
pero como se muestra en las siguientes figuras, lo que se obtiene es muy practico.




CONOS DE CONTINUOS CON LA PROPIEDAD DEL
PUNTO F1JO

Florencio Corona y Rail Escobedo
Facultad de Ciencias Fisico Matemadticas (FCFM)
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP)
Puebla, Pue., México, 72570.
caos@fcfm.buap.mx, escobedo@fcfm.buap.mx

Resumen

Demostraremos que si Y € Clase(U), entonces para cada continuo X
y para cada funcién continua y suprayectiva f : X — Y, se tiene que
la funcién inducida Cono(f) : Cono(X) — Cono(Y), es universal.
Como una consecuencia obtenemos que Cono(Y') tiene la propiedad
del punto fijo.

1. INTRODUCCION

En 1967, Holsztynski introdujo la nocién de funcién universal [2].
Una funcién continua f : X — Y entre espacios topolégicos X y Y
se dice que es una funcion universal si para cada funcién continua
g: X — Y existe un punto x € X tal que f(x) = g(x).

Posteriormente, en 1997, Marsh introdujo la nocién de clase universal
[4]. La clase universal, Clase(U), es la coleccién de todos los continu-
os Y con la propiedad de que para cualquier continuo X y cualquier
funciéon continua y suprayectiva f : X — Y, se tiene que f es una
funcién universal. Es bien sabido que la Clase(U) y la coleccién de los
continuos con semimargen suprayectivo cero son la misma, para esto,
consulte [1, Theorem 25].

En 1983, Marsh demostrd, en [3, Theorem 5], que el cono de cualquier
continuo con semimargen suprayectivo cero (i.e. en la Clase(U)), tiene
la propiedad del punto fijo. El proposito de este trabajo es dar una
generalizacion al resultado de Marsh antes mencionado, mostrando que,
la funcién inducida, a los conos, de una funciéon de un continuo sobre

un continuo que pertenece a la Clase(U), es universal.
1
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Como antecedente a estos resultados, se conoce que el cono sobre un
continuo encadenable (tipo-arco), tiene la propiedad del punto fijo, se
sabe que la coleccién de los continuos encadenables es una subcoleccion
de la Clase(U), asi, los continuos encadenables heredan las propiedades
de los continuos en la Clase(U).

2. DEFINICIONES

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y con mas de
un punto. El cono sobre un continuo X, denotado por Cono(X), es el
espacio cociente (X x[0,1])/(X x{1}) obtenido del producto cartesiano
X x [0,1] identificando X x {1} a un punto, vy, llamado el vértice del
Cono(X). La base del Cono(X) es el conjunto {(z,0) : z € X}, el
cual denotamos por Bx. Un punto en el Cono(X) lo denotamos por
x = (z,t) € X x [0, 1], donde para cada x € X, vy = (z,1). La funcién
m @ Cono(X) \ {vx} — X dada por m(x,t) = = es la proyeccion
sobre X y la funcién m : Cono(X) — [0, 1] dada por mo(z,t) =t es
la proyeccién sobre [0, 1], note que mo(vx) =1y m(Bx) = 0.

Dada una funcién continua f : X — Y, se induce de manera natural
una funcién a los conos, Cono(f) : Cono(X) — Cono(Y), la cual
resulta ser continua y estd dada por Cono(f)(z,t) = (f(z),t). Note
que, si f es suprayectiva, entonces Cono(f) también lo es. Ademsés,
Cono(f)(vx) = vy y Cono(f)(Bx) C By.

Un espacio X tiene la propiedad del punto fijo, si para cada funcion
continua f : X — X existe un punto z € X tal que f(z) = x.

Sean A, B y H subconjuntos cerrados de un continuo X, donde A
y B son ajenos. Se dice que H corta débilmente entre Ay B en X, si
para cada continuo C en X tal que CNA# 0y CN B # (), se tiene
que C'N H # (. Se dice que X es s-conezo entre Ay B, si para cada
subconjunto cerrado H que corta débilmente entre A y B en X, existe
una componente K de H que corta débilmente entre A y B en X. Un
continuo X es s-conezo, si para cada par de subconjuntos cerrados y
ajenos Ay B en X, se tiene que X es s-conexo entre A y B.

3. PROPIEDADES GENERALES

Los siguientes resultados sobre funciones universales son bien cono-
cidos y los puede consultar en [2, Proposition 1, Proposition 2, Propo-
sition §].
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1. Proposicién. Si f: X — Y es una funcién universal, entonces f
es suprayectiva.

2. Proposicién. Si f: X — Y es una funcién universal, entonces Y
tiene la propiedad del punto fijo.

3. Proposicién. Si X es un continuoy f: X — [0, 1] es una funcién
continua y suprayectiva, entonces f es universal.

Como consecuencia a la Proposicién 2, tenemos que si Y € Clase(U)
entonces Y tiene la propiedad del punto fijo.

De los resultados que aparecen en el articulo de Marsh, referente a
s-conexidad y la propiedad del punto fijo [3], se deduce la siguiente:

4. Proposicién. Si X es un continuo, entonces Cono(X) es s-conexo.

4. EL TEOREMA

En esta seccion mostraremos que, la funcién inducida, a los conos,
de una funciéon de un continuo sobre un continuo que pertenece a la
Clase(U) es universal. Como consecuencia tenemos que, el Cono(Y)
tiene la propiedad del punto fijo cuando Y pertenece a la Clase(U) [3,
Theorem 5.

5. Teorema. Si Y € Clase(U), entonces para cada continuo X y para
cada funcién f : X — Y continua y suprayectiva, se tiene que la
funcién inducida Cono(f) : Cono(X) — Cono(Y") es universal.

Prueba.
Sea f : X — Y como en el teorema y sea g : Cono(X) — Cono(Y')
una funcion continua. Debemos probar que:

Existe p € Cono(X) tal que Cono(f)(p) = g(p). (¥)

Supongamos que Cono(f)(x) # g(x), para cada x € Cono(X).

Sea
H = {x € Cono(X) : m(Cono(f)(x)) = m(g(x))}.



4 CONOS DE CONTINUOS CON LA PROPIEDAD DEL PUNTO FILJO
Notamos que H # () y H es cerrado.

En efecto, que H es cerrado, se sigue por estar definido con funciones
continuas.

Veamos que H # ():

Note que por la Proposicién 3, mo o Cono(f) : Cono(X) — [0, 1] es
una funcién universal, y como 73 o g : Cono(X) — [0, 1] es continua,
existe xg € Cono(X) tal que mo(Cono(f)(x0)) = m2(g(x0)), es decir,
Xo € H. Asi, H # ().

Como estamos suponiendo que (*) no se cumple, se tiene que vy ¢ H,
de esto se sigue que vy ¢ Cono(f)(H). También ocurre que vy ¢ g(H).

Note que si C es un continuo en Cono(X) tal que CN (Bx) # 0y
CN{vx} # 0, entonces CN'H # 0. Es decir, H corta débilmente entre
Bx y {vx} en Cono(X). Luego, como por la Proposicién 4, Cono(X)
es s-conexo, existe I componente de H tal que K corta débilmente
entre By vy {vx} en Cono(X).

Note que, como vy ¢ Cono(f)(K) y vy ¢ g(K), podemos considerar
las funciones, m o Cono(f) |x: K — Y y mog |x: K — Y. Se tiene
que m 0 Cono(f) |k es suprayectiva y como Y € Clase(U) se tiene que
71 0 Cono(f) | es universal. Luego, existe p € K de tal forma que

m1(Cono(f)(p)) = m(g(p))- (1)

Finalmente, como p € K C 'H, se sigue

ma(Cono(f)(p)) = m2(g(p)). (2)

Concluimos de (1) y (2) que, Cono(f)(p) = g(p), lo cual es una
contradiccién, por tanto (*) es cierto, con todo se tiene la prueba del
teorema.

Como una consecuencia del Teorema 5 y la Proposicion 2, obtenemos
el resultado de Marsh [3, Theorem 5:

6. Corolario. Si Y € Clase(U), entonces Cono(Y') tiene la propiedad
del punto fijo.
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Resumen
En este trabajo, se presentara el Método Bootstrap que nos permite

hallar de una manera aproximada el error estandar de la media y la
mediana; asi como su algoritmo, complejidad computacional y los
resultados que ofrece la implementacién del método, comparando
éstos con las soluciones obtenidas de manera analitica, siempre y

cuando sea posible obtenerlas.

Palabras clave: programacién Bootstrap; error estandar de media y mediana.

1. Introduccion.
Bradley Efron es el creador del Método Bootstrap, actualmente es profesor

y presidente del departamento de estadistica en la universidad de Stanford y ha

sido galardonado con la medalla Wilks.

Existen problemas que no son solubles usando los estimadores clasicos, por lo
que se buscan otras técnicas para hallar resultados. Efron en 1979 desarroll6 el
Método Bootstrap [1], basandose en el método para calcular el error estandar de
0. Sus usos actuales incluyen areas tan diversas como la bioestadistica y la
astrofisica. Lo sorprendente es que los métodos usados son similares en ambas

areas.

En [5] propone el uso del método Bootstrap para resolver algunos ejercicios que
plantea y en [9] utiliza el método para problemas en Intervalos de Confianza. En
particular nosotros utilizamos el método para hallar el error estandar de la media y
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la mediana aunque el software elaborado también aproxima al error estandar de la

varianza y la desviacion estandar.

2. El Método Bootstrap
La idea del método Bootstrap es un muy sencilla, dada una distribucion de

muestreo, generar B nuevas muestras aleatorias a partir de la original, entonces
se elige el tipo de estadistica a utilizar (media, mediana, varianza o desviacion
estandar) para evaluar cada muestra en la funcién electa, generando asi B

resultados y finalmente calcular el error estandar de los B valores obtenidos con

anterioridad.

A continuacion se presenta el algoritmo del Método Bootstrap:

1. Dada xq, X2, . . ., X,Se define la distribucion de muestreo.
2. Generar B muestras aleatorias X1, X 2, . . ., X g de la distribucion de muestreo.
(Efron recomienda B = 100) Esto se le llama Bootstrap simple.
3. Se obtienen B valores del bootstrap §* donde
d* (b) = S(x*") b=1,2,...,B
donde S(x*°) es la estadistica a usar (media, mediana, varianza, desviacion
estandar).

Z.n =1 X

n

e Caso media: S(x**) = x =

e Caso mediana:
Ordenar los datos x;
o Sinesimpar, entonces S(x*°) = X = X(n div 2 + 1)-
o Sines par, entonces S(x*°) = X = {Kndiva) + Xpdiva+ 1}/ 2
NOTA: div denota division entera y ésta a su vez tiene mayor

prioridad que la suma.

e Caso varianza: S(x*?) = §%= &40 °

ST (% -%)
n-1



Zin=1(xi B

e Caso desviacion estandar: S(x**) = S = =1
n —

4. Se calcula el error estandar del bootstrap

B [5 NNk
R DI ORI
(B-1)

donde

" ® 0" (b
9(.)2280

El esquema del Bootstrap se muestra en la figura 1.

o]
b
&
)

Distribucién Muestras de Repeticiones Estimacion Bootstrap
Empirica Bootstrap Bootstrap de del ernor estandar
de tamafio n ~
f#
x0T =s(x") ——
» “ =2
x"2 4%(2) = s(x"?)

Figura 1: Esquema del Bootstrap




3. Analisis Computacional del Bootstrap
Al hablar de la eficiencia o complejidad computacional de un algoritmo, nos

estamos refiriendo a determinar matematicamente la cantidad de recursos
necesarios para su almacenamiento y ejecucion en una computadora. Los
recursos de la computadora son el tiempo que el algoritmo tarda en ejecutarse y la
memoria utilizada. Decimos que un algoritmo es mas eficiente o de menor
complejidad que otro cuando utiliza menos recursos. En la eficiencia de tiempo de

un algoritmo, vamos a usar funciones matematicas sin unidades concretas.

En computacion existen problemas verdaderamente dificiles porque son
“tecnoldgicamente imposibles de resolver”, a este tipo de problemas se les llama
indecidibles. Por debajo de éstos existen los problemas de la clase NP, que
significa que son problemas de “tiempo polindmico no determinista”, donde una
maquina no determinista tiene una variedad de pasos siguientes alternativos.
Existe un subconjunto de problemas de la clase NP que son los NP completos
(que contiene a los mas dificiles). La complejidad exacta de los problemas NP
completos todavia tiene que ser determinada y sigue siendo el problema abierto
mas notable en las ciencias de la computacién [6 — 8]. Otro subconjunto de la
clase NP, son los problemas polinomiales (deterministicos) que en este caso
particular cae el algoritmo Bootstrap.

Para estudiar la complejidad del algoritmo Bootstrap, se introducirdn varios
conceptos, uno de ellos, cuando decimos que la complejidad de un algoritmo es
T(n) = cf(in) (por ejemplo f(n) = n® no estamos haciendo referencia a una
determinada unidad de tiempo, sino a que el tiempo de ejecucion del algoritmo es
proporcional a cierta funcién f(n), donde la constante de proporcionalidad c¢

depende de la computadora.

En general se tienen dos criterios para calcular T(n):
. Considerar T(n) como el tiempo para el peor caso de los posibles.

o Hacer T(n) igual al tiempo medio de todos los casos posibles.



Notacion O()
Sea f(n) = O(g(n)) si existen constantes ¢ y n0 tales que
f(n) < cg(n) v n=>n0
Si f(n) denota el consumo de recursos de un algoritmo en funcién de la entrada n,
decidir que f tiene el orden de g supone que cg(n) es una cota superior del tiempo

de ejecucion del algoritmo.

Propiedades de la notacion O()

Para cualquier par de funciones f(n) y g(n) se verifican las siguientes propiedades:
o O(cf(n)) es O(f(n)).
. O(f(n) + g(n)) es max(O(f(n)), g(n))).
. O(f(n)) + O(g(n)) es O(f(n) + g(n)).
. O(f(n)) O(g(n)) es O(f(n) g(n)).
. O(O(f(m)) es O(f(n)).

Eficiencia del Método Bootstrap
Analizando el algoritmo Bootstrap para estimacién de error estandar, podemos
notar que se usan diferentes estadisticas como la media, mediana, varianza y
desviacion estandar, por lo que tenemos cuatro algoritmos diferentes en cuestion
de lo que tienen que calcular y por consecuencia el andlisis de eficiencia puede
variar entre cada uno. Basicamente el algoritmo es el mismo en los pasos 1, 2y 4
pero en el paso 3 la forma de calcular y programar cada estadistica es diferente a

las demas.

Para calcular la eficiencia, vamos a tomar el peor de los casos, cuando n el
namero de datos de la muestra es muy grande y B el nimero de iteraciones
también lo es. Por simplicidad podemos hacer n = B (ambos valores por hipétesis
son grandes y no es de suma importancia saber cual es mas grande, para hacer

una diferencia entre estos).



La operacion en el paso 1, es la lectura de n muestras, que se realiza en T(n)=n
unidades o pasos, entonces su complejidad es de O(n).

Las operaciones en el paso 2, son la generacion de n = B iteraciones con n
muestras aleatorias cada una, es decir, por una iteracion se generan n muestras y
como son n iteraciones, entonces tenemos que T(n) = n+n+. . . +n (n veces) = n

pasos, es decir, su complejidad es O(n?).

Para el paso 3 tenemos cuatro casos:
1. Media: Para calcular el valor de la media se requieren n pasos (debido a la

sumatoria que va de 1 hasta n), pero se necesitan n = B iteraciones para obtener

B valores de §*, entonces T(n) = n?, por lo tanto su complejidad es O(n?).

2. Mediana: Primero se tienen que ordenar los datos, donde los mejores
algoritmos de ordenacion tienen una complejidad de O(T(n)) = O(n log n) (puede
consultar [6], [7] vy [8]), después se tiene una condicion y su complejidad es O(2)
(T(n) = 2 (condicién + el célculo de la mediana)), entonces por propiedades de la
notacion O, la complejidad del proceso para hallar la mediana es O(n log n) + O(2)
= O(n log n + 2) = O(n log n). Aunque existe otro algoritmo mejor para hallar la
mediana’, el cual tiene una complejidad de O(n), dicho algoritmo se especifica en
[6] y [7], por lo que se utilizara éste en nuestra implementacion; entonces por
ultimo se tienen que realizar n = B iteraciones para obtener los valores de 8*, por

lo que la complejidad final es O(n) - O(n) = O(n?).

3. Varianza: Primero hay que calcular la media, pero ya sabemos que su

complejidad es de O(n), entonces ahora veamos el calculo de complejidad de la

> -%)

n-1

funcién . Observemos que es una sumatoria, entonces realiza n

iteraciones con una divisién al final, por lo que realiza T(n) = n+1 pasos, y Su
complejidad es de O(n), pero nos falta sumar la complejidad de la media, que

realmente no afecta el resultado debido que O(n)+O(n) = O(n+n) = O(n).

! El algoritmo de la mediana se resuelve utilizando la técnica “Divide y Venceras” [6] y [7].



Finalmente se deben realizar las n = B iteraciones para los valores de 4%,

entonces la complejidad final es O(n) - O(n) = O(n - n) = O(n?).

4. Desviacion estandar: Es exactamente el procedimiento de la varianza (salvo

una raiz cuadrada), entonces su complejidad es O(n?).

En el paso 4 tenemos que hallar la complejidad del error estandar del bootstrap,
que implica calcular la eficiencia de la media y la varianza (que van implicitas
dentro de la formula del error estandar), como n = B, entonces la complejidad de la
media y la varianza es O(n), por lo que la complejidad del error estandar es O(n) +
O(n) = O(n + n) = O(n).

Finalmente, podemos calcular la complejidad de cada algoritmo Bootstrap para
estimacion de error estandar, es decir, se suman las complejidades de los pasos

1, 2 y 4 mas la complejidad respectiva del paso 3:

1. Media:

O(n) + O(n?) + O(n?) + O(n) = O(n?
2. Mediana:

O(n) + O(n®) + O(n?) + O(n) = O(n?)
3. Varianza:

O(n) + O(n®) + O(n?) + O(n) = O(n?

4. Desviacion estandar:
O(n) + O(n®) + O(n?) + O(n) = O(n?




4. Pruebas del Software Bootstrap
La programacion del método fue hecha en Delphi 6.0 para Windows, por lo

gue probaremos el software con los siguientes experimentos:

Experimento 1:

Un modelo tedrico sugiere que X, el tiempo de falla de un liquido aislante entre
electrodos en un voltaje particular, tiene f(x, 1) = 1e™, que es una distribucién
exponencial. Una muestra aleatoria de n = 10 tiempos de falla (en minutos) da los
siguientes datos:

41.53, 18.73, 2.99, 30.34, 12.33, 114.52, 73.02, 223.63, 26.78, 4.0
Solucién por el método clasico:

Sabemos que el modelo tiene una distribucion exponencial, y que tiene una

funcién de probabilidad, por lo que haciendo un cambio de variable tenemos:

i=t
B
1 =
fix) = —e”, >0 0<x<wo
B
gue tiene una media (consultar [2, 3, 4y 5])
fx)=p
y una varianza
fx) =

Se calcula la media de la muestra para obtener la varianza.
X =X1+Xx2+ ...+ x10/10
entonces,
X = 55.087

Sabemos que para calcular el error estandar de la media [2 - 5], podemos aplicar

SZ
I'n

la siguiente formula:



2 2
= ﬂ— = M =17.421
\'n \ 10

-.el error estdndar de la media es 17.421

Los resultados obtenidos del programa son los siguientes:

Iteraciones: 50 100 250 500 1000 10000

Resultado: | 21.1431 | 20.6808 | 21.4709 | 22.5207 | 21.2395 | 20.6836

Por lo que los resultados se aproximan al valor real.

Experimento 2:
Se lanza un dado 6 veces, con los siguientes datos x1=1, x2=2, x3=3, xa= 4, X5 =

5y xe = 6. Calcular el error estdndar de la media aplicando el método clasico y el
sistema Bootstrap.
Se calcula la media de la muestra, para hallar la varianza.

X =Xi1+X2+..,+Xs/6

Ahora se calcula la varianza de la muestra

D W)

n-1
$?=35
Calculando la media del error estandar
SZ
n

2
L 69 e

Insertando los datos al programa, éste arrojo los siguientes resultados:

Iteraciones: 50 100 250 1000 10000

Resultados: | 0.73036660 | 0.70236731 | 0.77548268 | 0.73899990 | 0.71109649

Los resultados tuvieron una buena aproximacién con respecto al valor real.




Experimento 3:
Considere el siguiente grupo de valores, 94, 197, 16, 38, 99, 141 y 23. Calcule el

error estdndar de la mediana utilizando el sistema Bootstrap.
La férmula para calcular el error estandar de la mediana de manera clasica es
complicada, porque hay que hacer derivaciones complejas y no es tan trivial

obtener su solucion.

Observamos la solucién que da [1] en este problema.

Iteraciones | 50 100 250 500 1000 10000

Error est. [32.21 36.35 34.46 36.72 36.48 37.83

Bootstrap |34.115 37.157 37.960 37.157 36.670 37.837

Comparando la solucién de [1] con el sistema Bootstrap, el resultado es muy

aproximado, y con esto se comprueba la veracidad del sistema.

5. Conclusiones
Hay problemas que no se pueden resolver de manera clasica y aplicando el

sistema Bootstrap si se pueden resolver, por lo que el software puede ser utilizado
por investigadores. En el caso de estudiantes al intentar resolver problemas de
manera clasica implica mucha teoria, y a veces se necesita una solucién rapida,
por lo que al aplicar el sistema Bootstrap, el tiempo es minimo. La comparacion de
la resolucién de problemas, tanto de manera clasica como aplicando el sistema
Bootstrap, tiene una muy buena aproximacion y se satisface la necesidad
establecida.

La complejidad computacional del método Bootstrap es O(n?) por lo que la

implementacion en una computadora es factible.
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Resumen—La sefial superficial EMG (electromiografica) es Estos neétodos han demostrado utilidadnita y diagrostica
una sdial no lineal con una rasdn de ruido de pequéia séial.  jmportante.

El objetivo de este trabajo es identificar el comportamiento de h , la @l h .
las SME(séial mioeléctrica) superficial de acuerdo al tiempo Muchos paametros d? la &l han sido us'ados para
de retardo y la dimensbn de empotramiento, y con estos representar estas caratcsficas. En algunos sistemas de
realizar la reconstruccion del atractor y proyectarlo en tres  control creados para @iesis de miembro superior [1], se
d'Q‘elns'O”?S para 'gelnt'f'tcag su fOTmal)/ CO{“POtr,tam'ﬁ”tO- Las  han utilizado ciertos pametros en el dominio del tiempo,
sgiales se tomaron del antebrazo ajrealizar tres ipos de agarre: ta1a5 como cruces por cero, el valor absoluto promedio, y
Cilindrico, Esférico y de Precison. L

COmo proceso estastico.

Palabras Clave-Seial mioelectrica, Dinamica no lineal,

Atractores, Caos. Entre las &cnicas usadas para determinar el

comportamiento de sistemas no lineales, se cuenta el

1. Introduccidn de coor~denadas retrasqdas, el cual .r(,aconstruye el atractor
_ _ _ de la séal que se examina, para realizste, se necesitan

La sdial mioekctrica (SME) es la grabam de la suma de dos paametros como los son el tiempo de retardo y la

trenes de potencial de adai asncronos generados por 10s dimensén de empotramiento, los cuales se determinan por
masculos de las extremidades en el proceso de movimiemigedio de los ratodos de informadn mutua promedio

del mismo. Esta actividad puede ser monitoreada p@r falsos vecinos cercanos respectivamente [3]. Estos
electrodos colocados encima de la piel (superficialesje aplicaron a las series de tiempo que describéales

La sdial recibida provee informabn concerniente a la mioekctricas generadas por el movimiento de el dedo pulgar.
actividad local asociada con la contramtidel nusculo

conocida como el potencial de aboide la unidad motora Este trabajo describe los resultados obtenidos usando

[51 la extraccbn de caractésticas de tres modos de agarre:
cilindrico, esérico y de precigin. La hisqueda en la

La adquisicon de SME por medio de electrodosidentificacbn de los movimientos de la mano, se realiza
superficiales es una formagutica y segura de obtenerlamediante las Seles electromiogficas obtenidas a partir

sin ser invasiva. Sin embargdle permite obtener $rles de diversos rasculos que intervienen en el movimiento.
burdas del rasculo que se desea investigar. La amplitud de

la séial esh limitada de0 a 10 mV (pico-pico) 00 — 1.5
mV(rms). La enerta (til esé limitada de0 a 500 Hz
en el rango de frecuencia, con una ei@rdgominante de
50 — 150H = [8].

El documento eétorganizado como sigue: en la siguiente
seccon se describe el equipo empleado para la obbende
SME y se mencionan las caradsticas del software que se
utilizd para la obtenéin de las mismas. En la seonilll se
describen los m@todos no-lineales empleados en ehlais
La SME es constantemente aplicada en rehabiditaci de las skales. En la IV se presentan los resultados obtenidos

y para controlar dispositivos piicos para personasy finalmente la secon V contiene las conclusiones.
con amputaciones o con mal-formaciones @nias en

alguna extremidad del cuerpo [1], [9]. Pero las aplicacione®. Obtencién de la SME

dependen de las caradsticas obtenidas de la SME. A Electrodos usados

La SME puede ser analizada por diversostodos. Los L@ actividad muscular puede ser monitoreada aésav
dos tipos de ratodos ms empleados son los que éi@t de electrodos superficiales colocados encima de la piel. La
en el dominio del tiempo y los que etan en el domino S€hal adquirida provee informamn concerniente al total de
de la frecuencia. Dentro de los del dominio del tiempéR actividad ekctrica asociada con la contraegimuscular.
estin los estaidticos y los georetricos, mientras que por En la medicbn de SME se usaron electrodos superficiales
parte del dominio de la frecuencia @stlos espectrales [10]. para detectar la &al asociada al movimiento del dedo



pulgar, los niisculos que son asociados con los movimientagposo, para luego realizar el movimiento y finalmente
de éste son los isculos de flexin y abducdn en la parte regresar a la posioh inicial. Se tond de cada sujet®
inferior del antebrazo. La configuréci que se utiliza para series de cada movimiento, teniendo Wmmero de muestras
obtener dicha s&al es de forma diferencial, en la cual setotal de 50000 en 5 segundos, las cuales fueron tomadas
colocan los electrodos en losUstulos donde se tiene la consecutivamente, esperando entre cada serie 4 min. Para
mayor actividad durante el movimiento del pulgar: abductano tener un aprendizaje neuronal y perder inforiaajue

largo del pulgar y flexor corto del pulgar &® activo en nos pudiera seitil.

la extensbn y abducdn del pulgar) y el flexor largo del

pulgar (mas activo en la flexin del pulgar) [6] y el tercer | a5 series de mediciones fueron procesadas y analizadas

electrodo es una referencia a tierra (1). Los electrodos fuer@izra de inea usando matlab.0, con el cual se ha podido

verificados y clasificados para poder obtener |&aseen graficar las skales entrantes asomo aplicar los filtros y

tiempo real. sobre la sBal ya filtrada realizar los diferentesétodos de
dinamica no lineal mencionados con anterioridad.

Se aplicaron tres tipos de filtros a lafisé EMG: filtro
pasa-altas, pasa bajas y notch. El filtro pasa-altas es un filtro
de 4to. orden Butterworth digital con una frecuencia de corte
de 15H z, para quitar ruido del movimiento de mecanismos,
el filtro pasa-bajas con una frecuencia de corte@eH z,
ya que la sial EMG tiene una energ (til limitada de0 a
500H z, y finalmente se aplé un filtro notch para remover
las séales dentro de lo§5 — 66H z, eliminando el ruido
causado por la linea de alimentawgi

C. Agarres

Hay un gran amero de formas de agarre, que la mano
humana realiza y hay muchos estudios con sus propias
definiciones de agarresadicos, la clasificabn elegida fue
la dada por Vuskovic [7], de la cuabl® se tomain tres

tipos: cilindrico, esérico y de precig€in, como se ilustra en
Fig. 1. Localizaddn de electrodos utilizado para la detéccidel la figura (2).
movimiento del pulgar. 1) Abductor Largo del Pulgar y Flexor corto del
pulgar. 2) Flexor largo del Pulgar y 3) Base deito (ulna)

La configuracbn diferencial contiene un electrodo a tierra
sobre tejido dctricamente inactivo cerca de la parte baja del
clbito.

B. Equipo de medibhn y procesamiento de datos

Para la medi@n de SME se utilizaron electrodos
superficiales de la marc8@M modelo No0.2239, y un
amplificador de instrumentam que cuenta con tres
electrodos, dos electrodos conectados en configimaci
diferencial y el tercero como referencia a tierra. Adsm
se utilizo una tarjeta de adquis@m de datos de la marca
Advantech, modeldCT — 1716, que cuenta con convegsi
A/D de 16-bits con una ré&n de muestreo de 250kHz.

Los objetos utilizados para realizar los tres agarres
mencionados fueron un cilindro grande décm de
diametro, una pelota dei2cm de dametro y un cilindro Fig- 2. Agarres: a. Egfico, b. Precigin c. Cifindrico
pequéo de dametro:0.5¢m, con los cuales se desarrollaron

los movimientos seleccionados. P . L.
3. Analisis de sistemas caoticos

Los sujetos § personas) fueron guiados para realizar Gran parte de los gtodos de estudio de series de tiempo
el movimiento deseado, donde la poS&itiinicial es de no lineales eétn basados en la tdar de los sistemas



dinamicos; desde este punto de vista se entiende quedande N es la longitud de la serie original. La idea de

evolucbn del tiempo est definida en el espacio de estadosesta reconstrucoh es capturar los estados originales del

Si deseamos modelar la dimica del sistema, es de gransistema, para cada uno de los momentos que realizamos las

ayuda establecer un espacio de estados de manera quebalervaciones del sistema [4], [3].

especificar un punto en este espacio sé especificando

un estilo del sistema que estamos estudiando y viceversa.

Luego, es posible estudiar la dmica del sistema, ) :

. L . B. Parametros de empotramiento

estudiando la diamica de los puntos correspondientes en

el espacio de estados, ya que esta es la magima de El proceso de Bisqueda de los pametros de empo-

estudiar sus propiedades dmicas y geortricas. tramiento comienza estimando el tiempo de retardo, ya
gue es necesario, para despucalcular la dimengn de
empotramiento del atractor.

1) Tiempo de retardoEl tiempo de retarde es definido
como retardo necesario para alcanzar la independencia
Existen distintos ratodos y &cnicas por los cuales ade los elementos del vector de coordenadas retrasado de

partir de la serie de tiempo podemos crear un conjunto dén), €s decirr da nocon de la calidad de tiempoimimo
vectores que representen al sistema en el espacio de estaflg§esario para que el atractor del sistema pueda desplegarse

esta tarea se llama reconstrdtidel espacio de estados. €n toda su magnitud. Si es demasiado pegde, entonces
los elementos de este vector son muy similares y saa m

propensos a los efectos de ruido, ya que varios elementos
deeA vector se superponen unos a otros ocultando la forma
real del atractor, por otro lado, &u es demasiado grande
entonces los elementos son demasiaddndliss y los
vectores tendésn a ocupar todo el espacio de estados. Esto

) i _ tambin causa dificultades en la reconstroocidel atractor.
El verdadero atractor del sistema es construido graficando

la evolucdn del vector en el espacio de estados. 2) Dimensbn de empotramientoAl realizar el alisis de
Se suele contar con urmica serie de tiempo de mediciones P i

2(n), que es el registro de la variable. Esta serie de tiemég dinamica del sistema, nuestro deseo es poder determinar

de observaciones es el resultado de una Gmarbitraria & dimensbn del espacio donde se tenga las coordenadas

de medicbn M (e) que opera sobre el vector de estade) ZUfI'C'_e?teS co_m;) pzTra poder desple?arolastas dellatractort |
de la siguiente manera: el sistema sin traslapes, ya que estos ocurren al proyectar e

atractor en las dimensionesasibajas del espacio. Es nece-
sario examinar el conjunto de datos, identificandancio

s(n) = M(z(n)) (1) ocurren estos traslapes no deseados. La difaemséenor, en
donde se despliega el atractor libre de traslapes es llamada

Para reconstruir el atractor tenemos que recurrir al teoremadimensbn del espacio de reconstrusgi(empotramiento),
de coordenadas retrasadas. En esencia, el teorema garantiza

gue aplicando el &todo de retardos sobre las mediciones
de la serie de tiempo, se puede reconstruir laamtica
original, pero bajo ciertas condiciones. En ebtodo de
coordenadas retrasadas se crea un vector de coordenaddara determinar el tiempo de retardo se ikt método
para cada valor de la serie utilizando los mismos valores @@ informacbn mutua promedio. Este &odo se basa en
la serie de tiempo pero retrasados en tiempo: la idea de Shanon sobre informagiel cual se basa en la
idea del @lculo de la informadn mutua entre dos valores
mediciones)x,, ¥ z,+7, la cual es la cantidad aprendida
r x,o7 acerca der, para algin n. El promedio de esta
informacibn calculada entre el conjunto de mediciongs
y el conjunto de mediciones,, . sobre los valores del
conjunto es llamado informamh mutua promedio [4], [3].

A. Reconstrucéin del atractor en el espacio de estados

Uno de los problemas al comenzar la reconstacael
espacio de estados consiste en convertir las mediciones
vectores de estados y uno de logtodos que existe para
solucionarlo es el de coordenadas retrasadas (delays).

C. Método de informaéin mutua promedio

y(n) =[z(n),z(n+T)],z(n+2T),....,s(n+ (dg — 1)T)), (

Donde dr se llama dimenséin de empotramiento
es conocido como el tiempo de retardo. E§témo es
un miltiplo del tiempo de muestred’s. Mediante este
empotramiento, es posible reconstruir la existenciadge

y T de manera que el mapeo dé) az(n+T) sea posible. El promedio ponderado de toda esta inforrbacies-

tadstica esh dado por:

Como resultado, tenemos una serie de vectores que reprg; _ P P(2n, Tnyr)
’ = T, T lo —_—— 4
sentan los distintos estados del sistema en el espacio d9(;( ) . mzﬁ (@, @ay1)log: P(xn))P(zpyr) @
estados:

dondeP(e) es la densidad de probabilidad de una médici
Y =y(1),y2),y3),....y(N —(dg —1)T)), (3) y P(e,e) la densidad de probabilidad conjunta de dos



mediciones. La prescripmn para determinar si los valores Es necesario tener un criterio para decidiando dado
de z(n) y z(n + T) son suficientemente independientesin puntoy(k) y su vecino pdximo yV? (k), visto desde la
tal que se puedan usar para reconstruir el atragtoej, es dimensén d, es cercano o lejano en la dimemsid 4 1. Al
tomar7 donde el primer fmimo de(T') ocurre. pasar de la dimensn d a la dimengn d+ 1, el componente
adicional en el vectoy(k) es justamente(k + dr) y en el

Dado quel(T) > 0y a medida quel’ es mayor el vectory™ N (k) el componente agregado LejsN(k]d—Ndr). Al
comportamiento datico de la sBal hace quexz(n) y Comparar la distancia entre los vectogs) y y™ (k) en
z(n 4+ T) sean cada vez &s independientes hasta tendefd dimensbdn d, con la distancia entre estos mismos vectores
a cero. A al calcular los valores dé(T)) para valores €n la dimensin d + a, se puede estableceadimente
crecientes d€’ y tomar el primer rimimo dado en/(T') es cual es un falso vecino. Para lograr esto, es necesario

tomado como un buen estimado del tiempo de retardo. comparar| s(k + dr) — syn(k + dr) | con la distancia
Euclideana y(k) — y™™ (k) | entre vecinos cercanos de la

misma dimengin d. Si la distancia adicionada es grande,
comparada con la distancia de dimémsi entre vecinos
D. Método de falsos vecino cercanos cercanos, entonces tenemos un falso vecino. Si en cambio,

- . . . esta distancia no es grande, tenemos un vecino real [4], [3].
Podemos definitlz como la dimengin necesaria para

poder desplegar el atractor en su plenitud, de manera que no . _ .
existan falsos vecinos. Esteétodo estimal; observando la  E! cuadrado de la distancia I_Euclld(_aana,. entre puntos
estructura geoftrica del atractor a medida que increment¥€€iN0OS poximos, vista desde la dimeosid es:

la dimensbn de empotramiento. Este éodo analiza el d
atractor del sistema completamente y mide el porcentajg, (k)2 = Z [s(k + (m — 1)7) — s"N(k + (m — 1)7)]%,
de falsos vecinos para cada dimémsiUn buen estimador m—1

dedg es encontra@o donde el porcentaje de falsos vecingSantras que pard + 1 es:
cercanos se aproxima a cero.

d+1
El metodo trabaja de la siguiente manera; se supone qug , , (k)2 = Z [s(k+ (m —1)7) — sV (k + (m — 1)7))?
se ha realizado la reconstruanidel vector de estados para el
la dimensbn d con valores de datos. = Ry(k)*>+ | s(k + dr) — sNN(k + dr) |?

La distancia entre puntos tomado degbe 1 relativa a la
Y =9(1),y(2),y(3),....y(N — (dg — 1)7)), 5 ¢ X AL
y(1),9(2),4(3), -yl (de =1)7) ®) distancia en la dimensn d es:
Utilizando el tiempo de retardo sugerido por ektodo
de informacbn mutua promedio. Se examinan los vecinos Ri., — Ra(k)?> | s(k+dr)—sNN(k+dr)|

cercanos en el espacio de estados del vegtby para el Rq(k)2 - Rq(k)
momentok. Estos vectores tenain la forma:

Cuando este valor es mayor a un umbral determinado,
y N (k) = [SNN(k)jsNN(k, 1)y SN (k4 (d — 1)7)] estamos ante un falso vecino.
(6)
si el vector y™V (k) es realmente un vecino deg(k), ]
entonceséste lleg alli debido a la diamica original 4. Resultados experlmentales
dgl _S|stema.'Es_te es el vector anter.lor o] postenq;(_la) A Obtenchn de séales
siguiendo labrbita, siempre que los intervalos del tiempo
sobre labrbita sean lo suficientemente pefjos o bien este  Las SME que se seleccionaron para ser analizadas corres-
vector lle@ a la velocidad de(k) tras haber evolucionado ponden a los movimientos @ildrico, esérico y de precigin
a lo largo de labrbita y alrededor del atractor. del dedo pulgar, colocando los electrodos como se menciona
previamente (Fig. 1), las cuales se pueden observar en las
Si el vector yVN (k) es un falso vecino de(k) que figuras: 3,4y5, en las cuales se describen los movimientos

llego a este vecindario debido a la proyeégcidesde una realizados por el dedo que representan el reposo, agarre y

dimensbn mayor porque la presente dimémsi no llega a €POSO, en total sod segundos de cada serie que contiene

desplegar el atractor en su totalidad, entonces al moverse®00 muestras.

la proxima dimenshn d + 1 es posible que este falso vecino Para realizar el dlisis de cada serie y obtener carac-

se mueva fuera del vecindario gét). Observando el punto teristicas significativas de cada movimiento, se dividada

y(k) y preguntando para gudimensbn han desaparecido serie en tres partes, dos de las cuales corresponden a la mano

todos los falsos vecinos, iremos eliminando ¢ebitas nés en reposo (pl y p3) y lditima con la mano realizando

bajas del sistema, hasta finalmente identificar la dindensi el movimiento (p2). Con las series separadas se tiene que

dg donde el atractor es desplegado. calcular el tiempo de retardo y la dimedisi de empo-
tramiento, para eso se utilizaron logtodos de promedio de



- SERRERI R T ARG R G N RIEE] Movimiento | Serie | Tiempo de retardo | Dim. empotramiento
Cilindrico pl 19 14
sl p2 27 26
p3 19 14
B Es®erico pl 13 14
ozl p2 26 16
2 p3 14 24
i Precison pl 18 15
ol p2 22 25
p3 23 16
0.4 F
06 . . . . . . . . . TABLA |
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Fig. 6. Giafica que muestra a. falsos vecinos cercanos, b. promedio de
informacbn mutua, de mano en reposo.
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Fig. 5. Agarre de precién

informacibn mutua y falsos vecinos cercanos [3]. Estos dol_s e L .
. . ., Fig. 7. Gifica que muestra la proyedai de la reconstrucon del atractor,
parametros son necesarios para poder calcular la did@nSig, reposo.

de correladin y el maximo exponente de Lyapunov.
En la Tabla I, se muestran los valores para el tiempo de

retardo y la dimensin de empotramiento respectivos parastos se han calculado aplicando dostados los cuales
cada serie. Los algoritmos para calcular estos valores §gn el promedio de informami mutua y falsos vecinos

implementaron en Matlab 7.0. cercanos, aplicados a lasfistes filtradas. Para realizar la
Las géficas correspondientes a cada caso se muestrameaonstrucén del atractor se utiliz el método de coorde-
continuacbn: nadas retrasadas, con el cual podemos observar la progecci
del mismo en tres dimensiones.
5. Conclusidon Las giaficas muestran el comportamiento no lineal que

sugiere que pertenecen a un atractor éxtran el cual se
Se presenta un afisis de series de tiempo en los cualesnuestra el comportamiento @mico del sistema. Se puede
se determinan la dimerisi donde se encuentra empotradmbservar que los atractores del dedo pulgar en movimiento
el atractor de dicha serie, y el tiempo de retafgiimo, difieren de los del dedo en reposo.
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Las Matematicas De Dali

Autor: Mat. Maria de Lourdes Hernandez Campos
Coautor: Mat. Esteban Rubén Hurtado Cruz

En este trabajo se muestran algunas expresiones artisticas de Dali, en las que
plasma su sentir sobre la Topologia, fractales, Geometria Proyectiva, Espiral
Logaritmica, Hipercubo y Tridngulo Aureo, reflejando su conocimiento de los
mismos.

1. Espiral aurea

Partiendo del cuadrado CDEF construimos un rectangulo aureo ABEF. Si a éste le
anadimos sobre su lado mayor un cuadrado, obtenemos otro rectangulo aureo
BFGH.

Si después, con este rectangulo repetimos el proceso, obtenemos otro rectangulo
aureo. Este proceso se puede reproducir indefinidamente, obteniendo asi una
sucesién de rectangulos aureos encajados.

Una vez construida esta sucesion de rectangulos aureos encajados, si unimos
mediante un arco de circunferencia dos vértices opuestos de cada uno de los
cuadrados obtenidos, utilizando como centro de la misma, otro de los vértices del
mismo cuadrado, obtenemos una curva muy similar a una espiral logaritmica. Es
la famosa Espiral aurea (o espiral de Durero).




Esta obra se puede considerar como un homenaje, no carente de humor, al
Rectangulo de Oro. No sélo se puede descomponer el cuadro en una serie de
rectdngulos aureos sino que, ademas, los diferentes elementos del cuadro, son la
llave que permite reconstruir estos rectangulos. A partir de la “taza”, se obtiene
una sucesion de rectangulos aureos que nos llevan a una espiral durea que acaba
en la sombra negra de la parte altadelcuadro.

Por otra parte, ese “anexo inexplicable” del titulo que sale del “asa da taza” y que
obliga a prolongar el cuadro hacia arriba, es en realidad totalmente explicable:
resulta que las dimensiones del cuadro estan en proporcién aurea, siendo el
anexo el elemento que justifica tales dimensiones.




2. Fractales

Técnicamente, un fractal es un objeto que no pierde su definicion formal a medida
que es ampliado, manteniendo su estructura idéntica a la original. (Por ejemplo,
una circunferencia parece perder su curvatura a medida que ampliamos una de
sus partes).

Hay dos caracteristicas importantes que ayudan a comprender la estructura y
concepcidn de un fractal: su area o superficie es finita, es decir, tiene limites, y por
el contrario, su perimetro o longitud es infinita.

"l rostro de Ja guenra”; 1940, O
Rotserdom, Museo Boy

Dali parece ser el primer artista que pint6 un fractal: era su visién de la guerra.

En esta obra los ojos y la boca contienen una cara, cuyos 0jos y boca contienen, a
Su vez, una cara cuyos 0jos y boca contienen una cara. Es un ejemplo obvio de
fractal en el arte.

Un analisis del trabajo revela que el fractal representado es el llamado “polvo de
Cantor”, generado por tres contracciones con factor de contracciéon aproximado de
0.21, y de dimension Hausdorff 0,705. Pertenece a los tridngulos de Sierpinsky.

3. Topologia

La topologia es una rama de las matematicas que estudia las propiedades de las
figuras geométricas o los espacios que no se ven alterados por transformaciones
continuas y biyectivas, y de inversa continua (homeomorfismos).

Es decir, en topologia esta permitido doblar, estirar, encoger, retorcer... los
objetos para pasar de uno a otro, pero no se permiten transformaciones que
puedan provocar una discontinuidad como por ejemplo romper ni separar lo que
estaba unido (la transformacion debe ser continua) ni pegar lo que estaba
separado (la inversa también debe ser continua).

Por ejemplo, en topologia un triangulo es lo mismo que un cuadrado, ya que
podemos transformar uno en otro sin romper ni pegar, o una taza es lo mismo que
una rosquilla, para la topologia estos cuerpos son iguales y les llamamos
homeomorfos.



Pero una circunferencia no es lo mismo que un segmento, ya que habria que
partirla por algun punto.

Podemos referirnos a la Topologia como una “geometria cualitativa” en la que no
se trabaja con nociones cuantitativas como: longitud, angulo, area, volumen, etc.
sino que se centra en cuestiones cualitativas como por ejemplo, si tiene agujeros o
no, si tiene borde, o si se puede partir en componentes conexas. Atendiendo a
estas caracteristicas se hace una clasificacion topoldgica de las superficies.

4. Geometria proyectiva

La geometria proyectiva surgié en el Renacimiento como una necesidad de los
pintores de dar rigor matematico al dotar a sus cuadros de perspectiva.

En la geometria del sistema visual las paralelas no existen, por lo tanto,
necesitamos una geometria en la que dos lineas se corten. El lugar donde las
paralelas parecen cortarse esta en el infinito, dado que en el plano euclidiano la
infinitud no existe, es necesario anadir puntos “ideales” en la infinitud del plano.
Esos puntos “del infinito” forman una linea adicional que también tenemos que
anadir al plano euclideo.

En la perspectiva, las lineas de profundidad en una obra, cuando son prolongadas,
se encuentran en un determinado punto. Este punto se llama punto de fuga y se
encuentra, casi siempre, en la linea del horizonte, esto es, una linea horizontal, a
la altura de nuestra vista.

“..Dali conocia perfectamente la geometria en muchos sentidos, era un maestro
de las formas precisas y de la geometria descriptiva, y podia realizar precisos
estudios arquitectonicos basados en estructuras matematicas.

Conocia perfectamente la perspectiva, razébn por la cual después la podia
distorsionar tan bien...”.

Dali se presenté a los surrealistas en Paris con esta composicion. Es una obra
organizada alrededor de una plataforma en perspectiva sobre la que se sitian
unas formas blandas.

El comenta de esta obra:

‘...La numeracién en las figuras probablemente se

corresponde con mi inconsciente interés en el sistema métrico. (...) En aquella
época yo estaba ensimismado con los sistemas de pesos y medidas, y los
nameros iban apareciendo por todas partes. También estaba absorto con el
sistema métrico, la division numérica de las cosas mundanas...”




5. Hipercubo

Imaginemos un punto en el espacio: tiene dimension cero porque no tiene
anchura, longitud o altura y es infinitamente pequerio.

Tomamos un punto y lo trasladamos sobre una linea recta, una distancia de una
unidad, por ejemplo, consiguiendo asi un segmento. Todo segmento es
unidimensional, sélo tiene una dimension: la longitud, y todos los segmentos
tienen el mismo ancho y altura que es infinitamente pequefa. Si se ampliara
infinitamente el segmento cubriria el espacio unidimensional

Movamos ese segmento una unidad en direccion perpendicular a él. Generamos
un cuadrado unitario. Todos los cuadrados son de dos dimensiones, se diferencian
entre ellos por la anchura y la longitud y todos tienen la misma altura, que es
infinitamente pequefa. Los bordes son de la misma longitud, y todos los angulos
son rectos. Si se ampliara el cuadrado infinitamente, cubriria el espacio de dos
dimensiones.

Tomemos el cuadrado y trasladémoslo una unidad en una tercera direccion,
perpendicular a las dos primeras, creando asi un cubo unitario. Todos los cubos
son tridimensionales porque se diferencian entre ellos por tres medidas anchura,
longitud, y altura. Como en el cuadrado, todos los bordes de un cubo tienen la
misma longitud, y todos los é&ngulos son rectos. Si se ampliara el cubo
infinitamente en todas las direcciones, cubriria el espacio tridimensional.

Ahora, el paso final. Tomamos el cubo y lo estiramos en otra direccion
perpendicular a las tres primeras. ¢Pero como podemos hacer esto? Es imposible
hacerlo dentro de las restricciones de la tercera dimension. Ahora bien , dentro de
la cuarta dimension es posible. el espacio generado por este movimiento es un
hipercubo (tesseract) con cuatro aristas perpendiculares cortdndose en cada
vértice.

En 1953, inspirado por su viaje a Nueva York, Dali anunci6é que: iba a pintar un
Cuadro, que él mismo calific6 de sensacional: “Un Cristo explosivo, nuclear e
hipercubico”. Este podria ser el primer cuadro que reconcilia una foérmula
neoclasica en la técnica con un contenido compuesto por elementos cubicos.




Los distintos elementos del cuadro y su disposicion, dan lugar a discusiones sobre
a su intencionalidad:

I la composicion de la cruz, (concebida como ocho cubos adosados por una cara);

| El suelo embaldosado, en donde vemos la proyeccion en forma de cruz latina,
(como ilustracién del paso a dos dimensiones); y ! la posicion del Cristo
(desplazado para que la sombra se sitle en el centro).

El cuadro de Dali, representa una construccidén inusual para las artes religiosas
pero conocida en geometria como un hipercubo desplegado ou tesseract, una
imagen tridimensional de la figura cuadrimensional inimaginable en una realidad
fisica, pero que tiene un lugar legitimo en construcciones matematicas abstractas.

De todas las formas, lo unico seguro es la fascinacion de Dali por combinar la
espiritualidad y la técnica expresada como geometria 0 matematicas.

En esta obra, Dali cuadruplica la inscripcion visigotica “Silo princeps fecit” (o
principe Silo me hizo) de una iglesia asturiana en el mismo formato laberintico que
permite leerla de 2024 formas distintas. Pura combinatoria.

6. Triangulo Aureo

Consideremos un pentagono regular en el cual dibujamos las diagonales. En esta
figura sélo aparecen tres angulos diferentes, miden 36%, 72° e 108°. Hay varios
tipos diferentes de triangulos isésceles, de los cuales seleccionamos tres: los
triangulos ABE, ABF y AFG (el resto de triangulos son semejantes a alguno de
estos). Finalmente, hay cuatro segmentos diferentes en estos triangulos, que
llamaremos: BE=a, AB=AE=b, AF=BF=AG=c y GF=d. Las longitudes de estos
segmentos cumplen: a>b>c>d.

Si consideramos cada uno de estos tridngulos por separado y aplicamos el
teorema del seno, obtenemos las siguientes proporciones : a/b =b/c =c/d = ¢.

Es decir, una vez ordenadas las longitudes de los cuatro segmentos de mayor a
menor la razén entre cada una de ellas y la siguiente, es constante e igual al
namero de oro.



Por tanto, en los tridngulos BED y DEF sus lados estdn en proporcion aurea
reciben el nombre de “triAngulos 4ureos”.

La perspectiva desde la que se contempla la cruz determina en buena medida la
insdlita composicidén de esta pintura.

Dali la explicé asi: “Primeramente, en 1950, tuve un 'suefio césmico' en el que vi
esta imagen de colores que, en mi suefio, representaba el 'nucleo del atomo'. Este
nucleo tomé mas tarde un sentido metafisico, yo lo consideré la unidad misma del
universo, jCristo! En segundo lugar, gracias a las indicaciones del padre carmelita
Bruno, vi el Cristo dibujado por San Juan de la Cruz y concebi de forma
geométrica un tridngulo y un circulo que resumian estéticamente todas mis
experiencias anteriores, e inscribi mi Cristo en ese tridngulo”.

De hecho, en el analisis de la obra, se encuentran al menos dos triangulos aureos,
uno que enmarca el Cristo y otro que enmarca la cruz.

La obra se divide claramente en dos zonas, la etérea (parte superior) y la cotidiana
(paisaje inferior), ambas separadas por distinta iluminacién, pero unidas en el ojo
del observador por la coincidencia del punto de fuga.

Dali pinta la segunda versién del “Cristo de San Juan de la Cruz” como detalle
central de su cuadro “Asuncién corpuscularia lapislazulina”, pintado durante el
verano de 1952.
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Resumen

Demostraremos que si X = Y U S es una compactacion del rayo
S = [0, 00) con residuo un espacio métrico compacto y arco conexo Y’
con la propiedad del punto fijo, entonces X también tiene la propiedad
del punto fijo.

1. Definiciones, ejemplos, notaciones y el teorema.

1. Definicion. Un espacio métrico compacto X es una com-
pactacion de un espacio métrico Z, si X contiene un subespacio Z’
el cual es homeomorfo a Z y Z’ es denso en X (i. e. Z' = X). El
conjunto Y = X \ Z’ se llama residuo de la compactacion.

2. Ejemplo. El intervalo [0, 1] es una compactacién de (0,1). En

efecto, ponemos X = [0,1], Z = (0,1), Z’ = (0,1) y Z’' = [0,1]. Por
otro lado, también el intervalo [0, 1] es una compactacién de [0, oo)
de R (aqul, Z =[0,00) = [0,1) = Z' obien Z = R ~ (0,1) =

respectivamente).

3. Ejemplo. Sea f(x) = sent y denotemos por G(f) la grafica de
la funcion f, es decir, G(f) = {(z, f(z)) : = € (0,1]}. Sea X la cer-
radura en R? de G(f). Tenemos que X es una compactacién de [0, c0)
(ponemos Z = [0,00) = G(f) = Z').

4. Notacion. X = Y U Z denota una compactacion de Z con
residuo Y.
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5. Definicion. Un espacio métrico X es arco conexo si cada dos
puntos de X pueden unirse mediante un arco en X, es decir, sip,q € X
entonces existe un homeomorfismo A : [0,1] — X tal que h(0) =py
h(1) = q. Una arco componente en un espacio es un subconjunto arco
conexo maximal.

6. Definicién. Un espacio métrico X tiene la propiedad del punto
fijo (p.p.f.), si toda funcién continua f : X — X tiene un punto fijo,
es decir, existe un punto xg € X tal que f(zg) = xo.

7. Ejemplo. -El intervalo [0, 1] tiene la p.p.f.
-Todo arco tiene la p.p.f.
-La circunferencia unitaria en R? no tiene la p.p.f.

8. Definicién. Decimos que S es un rayo si S = [0, 00).

9. Teorema. Sea X =Y US una compactacion del rayo S = [0, 00)
con residuo un espacio métrico compacto y arco conexo Y. Si'Y tiene
la p.p.f., entonces X tiene la p.p.f.

Demostracion. Sea f : X — X una funcién continua. Se tiene que
Y y S son las arco componentes de X (pues S es arco conexo, Y es
arco conexo, Y NS =0y X =Y US). Dado que la arco conexidad
se preserva bajo funciones continuas, se tiene que f(Y) es arco conexo.
Asi, ocurren dos casos:

(1) f(Y)CY, o bien
2) f(y)cs.

Si ocurre (1), consideremos la funcién f|y : Y — Y. Entonces, como
fly es continua y Y tiene la p.p.f., existe un punto yo € Y tal que
f(yo) = yo. Asi, f tiene un punto fijo y terminamos.

Si ocurre (2), entonces resulta que f(S) C S.

En efecto, dado un punto y € Y, se tiene, por la densidad de S en X,
que existe una sucesién de puntos en S, {s,}°°,, que converge al punto
y. Puesto que f(y) € S (por el caso (2)), S es un conjunto abierto y la
sucesion {f(s,)}5°, converge al punto f(y), se tiene que existe N € N
tal que f(sy) € S. Luego, f(sy) € f(S)NS. De aqui, como S es arco

componente y f(S) es arco conexo, concluimos que f(S) C S.

Ast, f(Y)U f(S) € S. Por lo que f(X) C S. Puesto que f(X) es

compacto y conexo, entonces existe un arco A C S tal que f(X) C A.
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Ahora, consideremos la funcién f|4 : A — A. Luego, como f|4 es con-
tinua y A tiene la p.p.f., obtenemos un punto ay € A tal que f(ag) = ao.
Asi, f tiene un punto fijo.

Por lo tanto X tiene la p.p.f. &

10. Nota. El Teorema 9 sigue siendo valido si cambiamos S =~
[0, 00) por S & (—00, 00).

11. Nota. La misma técnica se aplica para la demostracion del
siguiente hecho:

12. Teorema. 5i X = SUY es una compactacion del rayo S =~
[0,00) con residuo el espacio métrico compacto y arco conexo Y tal que
Y x [0,1] tiene la p.p.f., entonces X x [0,1] tiene la p.p.f.

PGSM
Puebla, MEXICO
Noviembre de 2005
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Resumen

En esta platica daremos algunas ideas que pueden servir para que la
ensefanza de las matematicas en el nivel medio deje a un lado sus viejos
habitos y al mismo tiempo se modernice. La intencion es dar un ejemplo de una
aplicacion de la trigonometria. Mas especificamente, hablaremos sobre la
teoria del biorritmo y su relaciéon con la funcién seno. Brevemente esta teoria
sostiene que nuestros estados fisicos, emocionales e intelectuales, son
periddicos y se pueden representar mediante funciones senoidales.

Antes que todo, debe quedar claro, que en esta platica no nos
proponemos dictar reglas para ensefar mejor ni queremos proveer al maestro
de una férmula magica para facilitar la comprension de las matematicas por
parte del alumno, pero si daremos algunas ideas que pueden servir para
motivar al alumno a interesarse en el estudio de esta disciplina y para facilitar la
transmision de algunos conceptos matematicos por parte del profesor.

Los problemas de la ensefianza de las matematicas que se presentan a
menudo en las escuelas secundarias, desafortunadamente son muchos y sin
duda graves. Entre ellos nos parece necesario considerar dos puntos:

a) La leccibn de matematicas resulta en general aburrida, pesada y
dificil. Ciertos conceptos no son afirmados, aun cuando el profesor se afane en
repetirlos y busque aclararlos con numerosas explicaciones; de algunas
propiedades no se entiende inmediatamente el sentido. Es notable ‘“la
incomprensién por la matematica” y el “temor a la matematica”.

b) Los jovenes que actualmente salen de nuestras escuelas secundarias
tienen la idea de que las matematicas consisten, por una parte, en un puro
mecanismo, y por la otra, que se trata de una construccion perfecta y
completamente terminada, ignorando si se puede hacer o no algun
descubrimiento con esta disciplina.

Si reflexionamos sobre la importancia que tiene hoy una cultura
matematica, entendiéndola como un habito mental matematico mas que una
suma de conocimientos, nos podemos dar cuenta de la responsabilidad que
tienen el redactor de programas, los profesores de matematicas a cualquier
nivel, y la escuela toda. Este problema tiene ya sus afos, basta remontarse al
congreso de 1958 de la sociedad Matematica Belga donde el tema principal fue
“La responsabilidad humana del profesor de matematicas”.



Y claro, la primera responsabilidad recae en el ciclo de la escuela secundaria;
aqui, los muchachos de 11 a 14 anos no deben ser rechazados de un estudio
no muy adecuado a su edad, las inquietudes tipicas del preadolescente no
deben ser sofocadas, sino servir de impulso para un desarrollo activo del
programa. El pais tiene necesidad de estos muchachos y nosotros tenemos el
deber de transmitirles el lenguaje apasionante y el patrimonio de ideas que
encierren las matematicas.

Por lo antes expuesto, es urgente pensar en algo que nos pueda ayudar
para dejar a un lado los viejos habitos que utilizamos en la ensefianza y que
estemos dispuestos de verdad a innovar y a cambiar por el bien de nuestros
alumnos y de nosotros mismos.

Estamos realmente convencidos que la actitud de los alumnos puede ser
facilmente dirigida en sentido positivo si nosotros tomamos una actitud positiva
también.

De este modo, consideremos las siguientes preguntas

¢, Cémo motivar a nuestros alumnos?

¢, Cdmo hacer para que la clase no sea tan aburrida?

¢, Se podra hacer que la clase de matematicas sea divertida?

¢, Se podra cambiar alguna actividad del programa por otra que implique
el mismo conocimiento?

A continuaciéon daremos un ejemplo que da respuesta a las preguntas
anteriores.

El ejemplo tiene que ver sobre una aplicacion interesante de la funcién seno
que se encuentra en la llamada teoria del biorritmo.

En la naturaleza hay muchos fenémenos que se rigen por ciclos como el clima,
las estaciones, la reproduccién de los animales, las cosechas, las mareas, las
fases de la luna, etc.

Cada uno de estos ciclos se produce con una periodicidad diferente.

En el caso de los seres vivos estos ritmos se denominan Biorritmos, y existen
diferentes biorritmos que afectan nuestro comportamiento en distintas maneras.

El Biorritmo se basa en la idea de los ciclos de la vida aplicados al ser humano,
si tenemos en cuenta que en el cuerpo humano se producen distintos tipos de
alteraciones biolégicas producidas ciclicamente como la respiracién, el ritmo
cardiaco, el suefio y la vigilia, la menstruacién en la mujer, etc.

Al nacer, segun la teoria del biorritmo, cada ciclo comienza desde cero y
empieza a subir en una fase positiva, durante la cual las energias y las
capacidades son altas.



En el caso de los humanos, se ha comprobado estadisticamente que el ciclo
fisico se repite cada 23 dias, el emocional cada 28 dias y el ciclo intelectual
cada 33 dias.

Entonces, los biorritmos son los ciclos fluctuantes en la vida de una persona,
en el aspecto fisico, emocional e intelectual.

El ciclo fisico controla nuestra energia, vitalidad, aguante e iniciativa.
Cuando este ciclo se encuentra en la fase alta, nos sentimos mejor, estamos
llenos de energia y es menos probable que nos enfermemos. Cuando este ciclo
se encuentra en la fase baja, tendemos a cansarnos mas y estamos mas
propensos a enfermarnos.

El ciclo emocional controla nuestra sensibilidad y temperamento. Cuando este
ciclo se encuentra en la fase alta, es mas probable que estemos alegres,
creativos y sensuales.
Cuando este ciclo se encuentra en la fase baja, es mas probable que estemos
de mal humor, irritables, tristes o deprimidos.

El ciclo intelectual controla nuestra capacidad de pensar. Cuando este ciclo se
encuentra en la fase alta, somos capaces de pensar mas rapido, resolvemos
mejor los problemas, no concentramos mas y memorizamos mejor. Cuando
este ciclo se encuentra en la fase baja, no tenemos buena memoria, nos
resulta dificil concentrarnos y no tomamos las mejores decisiones.

Los tres biorritmos comienzan en una fase positiva en el momento del
nacimiento, y continlan con regularidad a lo largo de la vida. Cada ritmo
consiste en dias "altos", "bajos" y "criticos" (cuando pasa por el punto cero).

(ver figura)
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Para leer tu biorritmo, fijate en la columna gris que representa el dia actual. Las
lineas representan los diferentes ciclos detallados mas abajo y pueden tener
tendencias ascendentes o descendentes. La linea divisoria central representa



la media y, por lo tanto, una linea ascendente por encima de la linea central
representa que sera buen dia para determinado ciclo.

El biorritmo consiste de 3 ciclos:
- Ciclo fisico: fuerza, energia, potencia sexual y fisica

Ciclo intelectual: facultades mentales, légica, funciones cerebrales
Il Ciclo emocional: sentimientos y emociones

Es importante tener en cuenta que la curva no se divide en una mitad "buena"
y en otra "mala", sino mas bien en una mitad "activa" (arriba) y otra mas bien
"pasiva" (abajo).

Cada vez que el ciclo cruza el punto cero al pasar de la fase activa a la pasiva,
se dice que la persona esta en un "dia critico" o en "estado critico".

En un dia critico, nuestro sistema se encuentra en un estado de desorden y
confusion. Las habilidades asociadas estan inestables, y la persona debe ser
particularmente cuidadosa. Es mas probable que las cosas nos salgan mal y
que nos ocurran accidentes.

Sin embargo podemos prevenir futuros problemas estando alertas en nuestros
dias criticos.

La relacion entre el biorritmo y la funcién seno reside en las siguientes
formulas:

Para calcular nuestro estado fisico en cualquier dia, t, desde nuestro
nacimiento usamos:

/4
F =sen| —t
23
para nuestro estado emocional usamos:
T
E =sen| —t
28
y para nuestro estado intelectual usamos:
T
I =sen| —t
33

Usando estas funciones, caracterizamos nuestros dias buenos como aquellos
para los cuales F, E e | son positivos y nuestros dias malos como aquellos para



los cuales son negativos. Cuanto mas cercano el estado sea a +1, tanto mejor
el dia para esa fase particular de su bienestar. Su estado global se obtiene
usualmente promediando los tres valores.

Para usar las féormulas para el estado del biorritmo, debe usted calcular el
numero de dias a partir de la fecha de nacimiento dada hasta el dia actual.

Un método conveniente para que los alumnos calculen el nimero de dias que

han vivido hasta el dia actual es recordar que los afios bisiestos ocurren cada
cuatro anos y considerar que el 2004 fue bisiesto.

Asi por ejemplo, si una persona nacié el 25 de febrero de 1990 y la fecha actual
es 24 de noviembre de 2005 entonces este alumno ha vivido 15(365) + dias de
anos bisiestos +dias transcurridos a partir del 25 de febrero de 2005 al 24 de
noviembre de 2005.

Veamos: ha vivido 5475 + 4 + 271= 5750 dias.
Luego, el numero de dias vividos es t = 5750

Asi que, su estado fisico esta dado por:

27
F = sen(g(5750))= sen (1570.7963) =0

su estado emocional est4 dado por:

27
E = sen(§(5750)j = sen (1290.2969) =.7818

y su estado intelectual esta dado por:

2
I = sen(§(5750)j - sen(1094.7974)=.9988

Compruebe que su calculadora esté en modo radianes para obtener los
nameros indicados.



El promedio de estos tres numeros es .5935. Todas las indicaciones son de
que este alumno podra disfrutar de este dia.

Cabe senalar que la esta teoria no estd comprobada cientificamente. Por lo
que se debe tener cuidado con la interpretacion de los resultados. Uno como
profesor debe recalcarle al alumno que esta teoria se basa sélo en
estadisticas, sin embargo, es una aplicacién interesante de la funcién seno.

Consideramos que es una bonita motivacion para que el alumno use las
matematicas con relacion a su vida y cuerpo. Si bien la interpretacion de los
resultados no tiene bases matematicas si que a los estudiantes les parece
divertido. Algunos hasta se asombran de saber cuantos dias han vivido pues tal
vez nunca se lo habian preguntado.

La experiencia de aplicar este ejemplo con los alumnos es satisfactoria y como
profesores le podemos sacar bastante provecho.
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Resumen. En este trabajo se presentan las ideas bédsicas sobre funciones con-
tinuas. Se aclara que el que una funcién cumpla el Teorema del Valor Intermedio
no es garantia de continuidad. Se exhiben funciones que cumplen este treorema y
no son continuas, para ésto se presenta el Teorema de Darboux, el cual ayuda a
entender esta situacion.

Palabras clave: funcién continua, valor intermedio, teorema de Darboux.

1. INTRODUCCION

Las funciones continuas constituyen la clase bésica de funciones para las opera-
ciones del Anélisis Matemadtico. Los primeros matematicos que intentaron definir
una funcién continua la consideraban como aquella cuya gréfica no tenia huecos.
Por ejemplo, Euler la definié como una curva descrita por el libre deslizamiento
de la mano y Cauchy como ”una funcién para la que un cambio infinitesimal en
una variable produce un cambio infinitesimal en el valor, es decir, tiene ausencia de
saltos”. Actualmente la definicién bédsica de funcién continua se hace sobre espa-
cios topoldgicos y de estos se particulariza sobre otros tipos de espacios. Nosotros
trataremos el tema de las funciones continuas reales de variable real. Asi, tenemos
que la funcién f: I C R — R serd continua en xg € I si

Jim () = £ (z0),

y serd continua en I si lo es en cada punto de I.

Sabemos que la Propiedad del Valor Intermedio es consecuencia de la continuidad
de una funcién y durante algin tiempo se consideré que esta propiedad y la con-
tinuidad eran equivalentes. Sin embargo, como expondremos, hay funciones que
cumplen la primera y no la segunda. En este sentido, el teorema de Darboux nos
proporciona un buen nmimero de funciones que cumplen ésto.

2. EL TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Comentemos el siguiente problema: un ermitafno sale de su cabana a las nueve de
la manana y se dirige a una cueva en la montana, a la cual llegé a las 5 de la tarde,
en donde pernocté. Durante todo el camino fue marcando el camino recorrido de
tal forma que al regresar pise sus propias huellas. Al dia siguiente, salié a las
9 de la manana de regreso a su cabana, a la cual llego a las 5 de la tarde. El
problema consiste en probar que en un mismo momento estuvo, en ambos dias, en
el mismo lugar. Para resolver este problema podemos usar el teorema del valor
intermedio, el cual enunciamos a continuacion:

Sea f : [a,b] — R una funcién continua, sea yo que esta entre f (b) y
f (a), entonces existe ty € [a,b] tal que f (ty) = yo.

Asi, para nuestro problema tenemos lo siguiente: representemos por f () el
camino recorrido en la ida, de tal forma que en el tiempo ¢ se ha recorrido hasta el

1
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camino f (t), y sea g (t) el camino de regreso con la idea anterior. Ambas funciones
tienen como dominio [0, 8], que es el periodo de tiempo que dura el recorrido,
ademds f(8) =g (0) y f(0) = g(8). Al considerar la funcién h (t) = f(¢t) — g (¢),
tenemos que como h(0) = f(0) — f(8) <0 < f(8) — f(0) = h(8) y como h(t) es
continua pues el ermitafio no hace magia, entonces por el TVI, existird un g € [0, 8]
tal que h (tg) = f (to) — g (to) = 0. Esto es, en el tiempo tg el ermitaio estuvo en el
mismo lugar.

3. DARBOUX Y LAS FUNCIONES QUE CUMPLEN LA PROPIEDAD DEL VALOR
INTERMEDIO SIN SER CONTINUAS

En el siglo diecinueve, los matematicos consideraron durante mucho tiempo que
la propiedad del Valor Intermedio y la continuidad de una funcién eran equivalentes.
En 1875 el matemdtico francés Jean Gaston Darboux (1842-1917) probé que esta
equivalencia no era cierta. Por ejemplo, las funciones

fR—=R g:R—R
f(x):{2sen(l/x2)—2a:lcos(l/xz) six#0 y g(x):{ 2135

0 sizx=0 2212

cuyas graficas se exhiben abajo, cumplen la propiedad del valor intermedio, sin
embargo, por ejemplo en [—1,1] y en [0,2], f y g, respectivamente, no son
continuas.

grafica de f (z)

siz <1
si x>1,



grafica de g (z)

Estas funciones tienen la caracteristica de ser derivadas de funciones. La funcién
f es derivada de
h:R—R
*sen (1/a%) siw#0
x®sen (1/x siz
h@) = { 0 siz=0
y g es derivada de la funcién
1:R—R
i (z) = 2 siz<l1
) 2?2 siz>1.
Darboux dié ejemplos de funciones derivadas discontinuas con la propiedad del
Valor Intermedio y resolvi6 esta situacién en un teorema que es el siguiente.
Teorema de Darboux. Sea [ un intervalo, y sea f : I — R una funcién
diferenciable. Si a y b son puntos de I con a < by siy esta entre f'(a)y f' (D),
entonces existe un nimero z en [a,b] tal que f’ (z) = y.

Asi, todas las funciones definidas sobre intervalos que son derivadas de otras,
sean o no continuas, cumplen la propiedad del valor intermedio.

4. DARBOUX Y SUS DEMOSTRACIONES

En el 2004 aparece en The American Mathematical Monthly, vol. 111, nimero
8, un articulo de Lars Olsen en donde presenta una demostracién de este teorema,
senala que ésta es alterna a las que hasta la fecha han aparecido en los libros de
texto, argumentando que esas no son tan faciles de asimilar por los estudiantes. En
lo que sigue presentaremos tres demostraciones de este teorema, la segunda aparece
en el libro de Andlisis Matemédtico de Apostol y la tercera es la que propone Olsen,
la idea es hacer notar que la tercera es una ligera modificacién de la segunda. Por
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otro lado, la primera demostracién nos parece la més sencilla de las tres, también
es la que aparece con mayor frecuencia en los libros de texto.
Demostracién 1. Supongamos que f’(a) <y < f'(b) ysea p: I — R definida
como p (t) = f (t) — yt.
Tenemos que p' (t) = f'(t) —y. Como f'(a) <y < f'(b), entonces p’ (a) <0
y i’ (b) > 0, lo cual nos dice que ni a ni b son puntos donde p alcanza un méximo
local. Como p es continua en [a, b] entonces debe alcanzar ese maximo en un punto
€ (a,b). Por lo tanto: y' (z) = f'(z) —y =0, esto es: f' (z) =y. W
Demostracién 2. Sea y tal que f'(a) <y < f'(b). Ysea g:I — R tal que

s [ D i
f'(a) sit=a ’

esta funcién es continua en I. Por el teorema del Valor Medio, para cada ¢ € (a, b

existe z; € (a,b) tal que g (t) = (t)_f o — g (x¢) . Esto nos dice que el intervalo

que va de f'(a) a f(bl)) a(a) esta contenido en  f’ ((a,b)). ...(1)
Por otro lado, definiendo A : I — R como

[0 Gy,
Mﬂ{ fby sit=b

tenemos, por las mismas razones que para g (t) , que el intervalo cerrado que va de
W a f'(b) estacontenidoen f'((a,b))...(2).

Por (1) y (2), y como f'(a) <y < f'(b), entonces existe z, € (a,b) tal que
f! (xy) =yl

Demostracién 3. Supongamos que y esta entre [’ (a) y f'(b). Sean las
funciones continuas f,, fp : I — R definidas como:

(t { L@@ sit#a

a—t

fla) sit=a

o= { “H s
A !f() sit=b
Se tiene que f, (a) = f'(a), fo(b) = fo(a)y fo(b) = f'(b). Por lo cual, y esta

entre f, (a) y fa(b), o esta entre fy(a) y fo(b). Si y esta entre f, (a) y fa (D),
entonces, por la continuidad de f, y por el teorema del valor intermedio, existe
s € (a,b] tal que
fla)—f(s)

a—s

y:fa(s):

Por el teorema del Valor Medio existe x € [a, s] tal que

Si y esta entre fi, (a) y fi (b), seguimos un razonamiento andlogo al anterior para
llegar al resultado.ll
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Resumen

Se revisan los conceptos elementales de la 16-
gica difusa y se mencionan lineas de desarrollo
tanto en la matemédtica como en la tecnologia.

Palabras clave: Légica difusa, control difuso.

Modalidad: Conferencia de divulgacién en
Matemadticas Aplicadas.

1. Introduccioén.

En 1965, Zadeh publicé el primer articulo so-
bre una novedosa forma de caracterizar incer-
tidumbres no probabilisticas, a las cuales llamo
conjuntos difusos [1]. Aunque la légica difusa
cumple hoy cuarenta afos es una ciencia joven
y vigorosa que comprende varias disciplinas co-
mo el célculo de reglas if-then difusas, grificas
difusas, interpolaciéon difusa, topologia difusa,
resonancia difusa, sistemas de interface difusa
y modelado difuso. Las aplicaciones, las cuales
son multidisciplinarias por naturaleza, incluyen
control automaético, aparatos electrénicos, proce-
samiento de senales, prediccién de series de tiem-
po, recuperacién de informacién, administracion
de bases de datos, visién por computadora, clasi-
ficacién de datos, toma de decisiones y mas.

Esta corriente de pensamiento de la ingenieria
afecta también a la Matemadtica y su historia de-
muestra ciertos puntos sobresalientes:

1973. Mamdani: Control de maquina de vapor

1977. Ostergaard: Molino de cemento

1980. Tong: Tratamiento de aguas residuales

1983. Hirota, Predrycz: Conjuntos borrosos
probabilisticos

1983. Takagi y Sugeno: Derivacién de reglas

1984. Sugeno y Murakami. Estacionamiento
de un trailer

1985. Kiszka y Gupta: Estabilidad de sistemas
borrosos

1985.[Togaily [Watanabé: [Chipboirroso

1986. Yamakawa: Hardware de un controlador
borroso

1987. Operaciéon Automdtica del Metro de
Sendai (Hitachi)

1988. Dubois y Prade: Razonamiento aproxi-
mado

Es importante resaltar que en el metro de
Sendai el pasajero no siente tirones de arranque
o frenado ya que el metro usa esta légica para
que de acuerdo a la cantidad de pasajeros y las
condiciones ambientales estas dos variables sean
perfectamente controladas. A partir de los 90°s
esta l6gica se aplica principalmente en los sis-
temas expertos y en la investigacién de la rob6ti-



ca, como se menciona adelante. Se debe notar
que esta tecnologia no se aprovecha en sus ini-
cios en EU debido, segtin algunos [5], a que el vo-
cablo “difuso” no es atractivo para dispositivos
de alta precision: no es deseable una cdmara con
“enfoque difuso de imagen”. Sin embargo los in-
genieros orientales no tienen problema con este
tipo de “contradicciones” y llegan al mercado
antes volviéndose lideres del mismo.

2. Qué es la Légica Difusa

La légica cldsica impone a sus enunciados
Unicamente los valores falso o verdadero y de
esta manera han modelado satisfactoriamente
una gran parte del razonamiento "natural"de las
computadoras: es la légica boleana. No hay maés
que dos opciones: falso verdadero, blanco y ne-
gro, alto y bajo. Lo cual permite trabajar muy
bien a los circuitos electrénicos binarios.

Por medio de la légica difusa pueden for-
mularse matematicamente nociones como ‘“un
poco caliente” o “muy frio”, de forma que sean
procesadas por computadoras y cuantificar ex-
presiones humanas vagas, tales como “muy alto”
o “luz brillante”. No siempre estemos de acuerdo
cuando algo deja de estar frio y cuando comienza
a estar caliente.

Se permiten grados de certidumbre en los valo-
res de verdad, buscando con esto acercarse al
pensamiento humano, por lo cual se dice que esta
l6gica forma parte del razonamiento aproximado.

Por ejemplo al describir el conjunto A de per-
sonas altas la légica cldsica partiria al conjunto
de las personas en altas y bajas de acuerdo a un
umbral convenido, por ejemplo 1.65 m. La fun-
cién que describe a este conjunto es la funcién

caracteristica de A:
@ =

Sin embargo en la légica difusa se describe al
conjunto en base a grados de pertenencia al con-
junto. De hecho se generan dos conjuntos: el de
las personas bajas y el de las personas altas. Se
define bajo a lo que sea parecido al intervalo de
0 a 1.5m, tomando en cuenta que otros valores se
parecen a los del intervalo, por lo que su valor es
menor a 1 pero no cero. Por otra parte los valores
a partir de 1.5 m se acercan a lo que nos parece
alto por lo que tienen ciertos valores menores que
1, pero conforme se acercan al valor de 1.7 son
valores mds altos.
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Conjuntos difusos bajo y alto (punteado)

Estos valores se conocen como valores de
pertenencia al conjunto y la grafica de la funcién
resultante se conoce como funcién de membresia
(mf). Se formaliza este concepto con la siguiente
definicién.

Definicién 1 Sea X wuna coleccion de objetos,
denotados por x, un conjunto difuso A en X es
definido por un conjunto de pares ordenados

A={(a,us () : 2 € X},

donde p4 () es la funcion de membresia de A y
0<pu(z)<l.



Note que la funcién caracteristica de un con-
junto puede ser una funcién de membresia, con
lo que la légica clésica es generalizada por la di-
fusa, lo cual fue uno de los objetivos de Zadeh
para definirla asi.

Otra manera de denotar a los conjuntos difu-
SOs es:

Y wex Ma (i) /zi, st X es discreto,
A=

Jx i (z) /2, si X es continuo.

La sumatoria y el signo de la integral denotan la
unién de los pares (x, 4 (z)) , no indican suma o
integracion, y el simbolo “/” tan solo es notacién
y de ninguna manera indica divisién.

Es importante resaltar el hecho de que los ele-
mentos que se estudien (el conjunto X es cono-
cido como universo del discurso) pueden estar al
mismo tiempo en distintos conjuntos difusos con
distintos grados de membresia.

2.1. Operaciones difusas

Ahora se definen las operaciones difusas andlo-
gas a las de los conjuntos clédsicos.

Definicién 2 Sean A, B conjuntos difusos en
X. Decimos que A es subconjunto de (o es-
ta contenido en) B, lo cual se denota A C B, si
pa () < pp(x), Vo € X

Definicién 3 Sean A, B conjuntos difusos en
X.A=BsiAC ByB C A. Esto es equivalente
a decir que A= B si y sdlo si iy (x) = pg(x).

Definicién 4 La interseccion difusa de A y
B estd definida por medio de la funcién de mem-
bresta siguiente:

tang () =min{uy (z), pp (2)}, Vo e X.

Definicién 5 La union difusa de A y B estd
definida por medio de la funcion de membresia
siguiente:

taup (#) = méx{pu (z),up ()}, Vo€ X.

Ejemplo 1 Sean A y B conjuntos difusos de
X ={-2,-1,0,1,2,3,4}.

A = 06/(-2)+03/(—1)+0,6/0+1,0/1
+0,6/2 +0,3/3 4 0,4/4,
B = 01/(=2)+03/(~1)+0,9/0

+1,0/14+1,0/2+0,3/3+0,2/4.
Luego, AU B tiene la forma:
AuB = 06/(-2)+0,3/(—-1)+0,9/0
+1,0/1+1,0/2+0,3/3+0,4/4.

Note que la funcién de membresia de A no es
una funcién de distribucién de probabilidad ya
que la suma de los valores es mayor que 1.

Definicién 6 El complemento de un conjunto
difuso A es definido como

g (@) = 1— iy (2).

El siguiente par de proposiciones nos indican
qué tanto generaliza la légica difusa a la cldsica

[6].

Proposicién 1 Las leyes de Idempotencia,
Distributividad, Conmutatividad, Asociatividad,
Absorcion, Neutro, Identidad, Ley de la doble ne-

gacion, y las leyes de De Morgan, son vdlidas en
la ldgica difusa.

Proposicién 2 Las leyes del tercero excluido y
la ley de no contradiccion no son satisfechas en
la ldégica difusa.

La interseccién y unién definidas son casos
particulares de las llamadas T-normas y T-
conormas, respectivamente, y son las tnicas
que cumplen la ley distributiva [4].



2.2. Funciones de membresia usuales

Se definen ahora diversas clases de funciones
parametrizadas que se usan cominmente para
definir funciones de membresia.

Definicién 7 Una funcion de membresia tri-
angular se define por tres pardmetros que cuales
determinan las coordenadas de tres vértices:

rT—a c—x
tri b,c) = {
rimf(a,b,c) max(mm(b_a,c_b),O)

Definicién 8 Una funcion de membresia
trapezotidal estd definida por cuatro pard-
metros como sigque:

d—ux

r—a

trapmf(a,b,c,d) = max (ml’n (

0
0 051 152 253 354 455 556

x

Funciones trianmf (1,2,3) y trapmf (2,3,4,5)

Obviamente, una funcién de membresia trian-
gular es un caso especial de una trapezoidal. Es-
tos dos tipos son los mds usados en las imple-
mentaciones de tiempo real debido a la simpli-
cidad de sus férmulas y la eficiencia computa-
cional al programarlas. Sin embargo debido que
estas funciones son compuestas por segmentos de
lineas, el switcheo en los puntos especificados por
los pardmetros no es suave. Por lo que se hace
necesario tener funciones de membresia suaves y
no lineales para algunas aplicaciones

b—a'd-— c> ’O> Funcién de membresia gausmf(3,1,2)

Definicién 9 Una  funcién de membresia
Gaussiana estd definida por dos pardmetros
como Ssigue:

gausmf(o,c) = (52

donde c representa el centro de la funcion y o
determina el ancho de la misma.
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Definicién 10 Una funcidn de membresia de
campana se define por:

gbellmf(a,b,c) = ;Qb
1+ |55

donde el pardmetro b es usualmente positivo.

0.5

Funcién de membresia gbellmf(2,4,5)

Debido a su suavidad y a su notacién concisa,
las funciones de membresia Gaussianas y las de
campana han venido incrementando la populari-
dad de los métodos para especificar conjuntos
difusos.



Definicién 11 Una funcién de membresia sig-
motidal es definida por

1
1+ exp[—a(z — ¢)]

sigmf(a,c) =

Donde a controla la pendiente en los puntos
de cruce x = c.

Funcién sigmf(2,3)

Dependiendo del signo del pardmetro ¢ una
funcién de membresia sigmoidal abre hacia la
izquierda o derecha y por lo tanto es apropiada
para representar conceptos como "muy largo”, o
”muy negativo”.

Se hace notar que la lista de funciones de mem-
bresfa introducida en esta seccién no es exhaus-
tiva, otras funciones especializadas pueden ser
creadas para aplicaciones especificas si es nece-
sario. En particular, cualquier funcién de dis-
tribucién probabilistica continua puede ser us-
ada como funcién de membresia.

2.3. Implicacién difusa

La implicacién difusa "si = estd en A en-
tonces y estd en B”, donde A y B son con-
juntos difusos, se formaliza por medio de rela-
ciones difusas, que son generalizaciones de las
relaciones cartesianas. Las implicaciones difusas

usuales son: Mamdani, Larsen, producto acota-
do, producto dréstico, max-min (Zadeh), impli-
caciéon booleana, Lukasiewicz, Kleene-Dienes y
Yager [10].

La manera en que la légica es ttil en la tec-
nologia es a través de reglas difusas, estas son de
la forma: IF Condiciones THEN Acciones.
Donde las Condiciones son aquello que el sis-
tema observa del mundo a través de sus sensores
y Acciones es la forma en que el sistema res-
ponde a estas condiciones a través de sus actua-
dores.

La diferencia con la légica clédsica es que aqui
se permiten expresiones como: IF la temperatura
es alta THEN la vélvula del gas se cierra mucho.

Una forma usual en la préctica es tener varias
condiciones y varias acciones: IF x1 es A AND
x2 es B AND x3 es C THEN ul es D AND u2 es
E, donde A, B, C, D, E son conjuntos difusos.

Se busca entonces generar las reglas correspon-
dientes al sistema y para ello se puede hacer uso
de la experiencia del usuario del mismo, ya que
se le puede pedir que indique que haria en ca-
da situacién y eso se escribe en la forma anterior
para poder implementarlo en un sistema experto
o en un control difuso.

Es ttil observar el comportamiento de estos
sistemas, por lo cual diversos paquetes de soft-
ware se han disenado, destacando fuzzytech y el
fuzzy logic toolbox de Matlab [3].

3. Control difuso

Un controlador difuso (FLC) es una ley de con-
trol descrita por un sistema de reglas difusas, con
predicados no precisos, y con un mecanismo de
inferencia difusa.

Este puede tener la siguiente forma:



Control Difuso

Inferencia difusa

Motor de inferencia

Variables medidas ‘Variables de coniral

cualilativas cualilativas
Codificacion Decodificacion
{fuzzificacién) |defuzzificacion)

Ambito "linglistico™ o cualitativo

Amblto cuantitative o numérica

— e
Preprocesamien Postprocesamiento
I
Variables medidas e, Variables de conirol
cuanfitativas " gigtema v, Cuantifativas
|Entrada) ‘Ef"m'_'f" {Salida)

Se nota que la senal de entrada va a una eta-
pa de codificacion (fuzzificacion). Esto es nece-
sario porque esta senal estima la diferencia entre
la senal de referencia y los sensores del sistema
controlado, por lo que es una sefial no difusa.
Asi que esta senal se cambia a difusa por algiin
método definido por el disenador.

En el mecanismo de inferencia se toma la de-
cisién de la accién de acuerdo a lo que dicten las
reglas y su salida es difusa por lo que se necesita
decodificar (defuzzificar).

El mecanismo de inferencia méds comin es el
de Mamdani, un ingeniero italiano que lo disenié
para controlar una maquina de vapor y que es la
primera aplicacién documentada del control di-
fuso. En este tipo de mecanismo de inferencia se
toman la interseccién de las entradas (minimo) y
se calcula la accién con la unién (maximo) de las
salidas, y se defuzzifica con el centro de masas de
el conjunto difuso resultante [2].

Otro mecanismo muy usado es del de Takagi-
Sugeno (TSK) que tiene la forma "si x estd en A
y y estd en B entonces z = f (x,y)”. Donde A
y B son difusos y f es una funcién, cominmente
un polinomio en la variables del antecedente,
aunque se puede usar una funcién que sea mas
adecuada al sistema.

Ambos modelos de control contrastan en el
siguiente sentido: si bien Mamdani es fécil de
generar por su tratamiento lingiifstico del sis-
tema a controlar, no es facil realizar un analisis
de estabilidad formal. Los modelos TKS, sin em-
bargo, tienen pruebas de estabilidad, pero definir
la mejor funcién para el consecuente no siempre
es tan evidente.

Una aplicacién interesante de los contro-
ladores difusos es que en algunos casos particu-
lares se puede asegurar que son aproximadores
universales, o sea que se cumple el siguiente teo-
rema.

Teorema 1 Dada una funcion continua de va-
lores reales g definida sobre el conjunto compacto
U y dado € > 0 cualquiera, existe un sistema de
control difuso que tiene como salida la funcion f
tal que

sup [lg (z) — f (z)]| <e.
zelU

Wang demostré este teorema usando el teore-
ma de Stone-Weierstrass y un tipo muy particu-
lar de sistemas de control difuso ([11] citado en
[10]) y Castro lo hizo con sistemas de tipo Mam-
dani [12].

4. ;Para qué sirve la légica di-

fusa?

Anteriormente las aplicaciones sélo se daban
en control de procesos o de méquinas en la in-
dustria pero actualmente han llegado al alcance
del hombre comtn. El bano difuso, por ejem-
plo, mantiene la temperatura del agua para que
esté del agrado del usuario. Actualmente mar-
cas como Matsuhita, Daewoo y otras, fabrican
electrodomésticos con tecnologia difusa. Desta-
can las lavadoras que con sus sensores detectan



el color, el tipo y la cantidad de ropa y seleccio-
nan la cantidad apropiada de agua, la tempera-
tura, la cantidad de detergente y tipo de lava-
do de entre 600 combinaciones (reglas) existentes
en su memoria. Mitsubishi tiene aparatos de aire
acondicionado difusos que controlan la tempera-
tura de acuerdo a indices que el usuario define.
Casi todas las marcas de electrénica deben de
haber incorporado en sus cdmaras de video con-
troles difusos para el enfoque y estabilizacién de
imagen. Las primeras en hacerlo fueron Fisher
y Sanyo. En las PDAs existen sistemas exper-
tos basados en l6gica difusa que permiten el re-
conocimiento de la letra manual y la convierten
a datos para la médquina. Ciertos autos tienen
frenos antibloqueo con esta légica y la Nissan
incorporé la transmisién automaética difusa. Se
conocen elevadores difusos, ajuste de brillo y
contraste en monitores de tv, y estacionamien-
to automdtico de autos, ademds de que se bus-
can autos que se conduzcan automaéticamente
por medio de visién artificial.

La iltima década ha visto aplicaciones de in-
teligencia artificial por medio de la légica difusa
en sistemas expertos fuera del diseno tecnoldgi-
co. Existen aplicaciones en control de calidad,
supervision y deteccién de fallos; previsién en
terremotos (ingenierfa civil); ecologfa: modelos
de poblacién y anélisis toxicolégico de quimi-
cos; planeacién estratégica, toma de decisiones,
actuarfa, planeacién de portafolios; ergonomfa;
procesamiento de lenguaje y aplicaciones sicol6-
gicas [9].

Una de las disciplinas no tecnolégicas que
ha explotado esta tecnologia ha sido la medici-
na: extraccién de caracteristicas especificas en
imdgenes, clasificacién, monitoreo de anestesia,
procesamiento de senales electrofisioldgicas, re-
conocimiento de patrones aplicados al diagnésti-
co y toma de decisiones de acuerdo a la evolucién

del paciente [13]. La aplicacién biomédica que
mds éxito parece tener es la de controlar préte-
sis por medio de sefiales mioeléctricas como en

17].

5. ;Qué queda por hacer?

Reconocimiento de patrones en audio y video,
identificacién de ADN, portafolios de inversién,
diagnéstico médico, sistemas de concesién (o ne-
gacién) de créditos, son muchas de las aplica-
ciones que ya existen pero que pueden ser mejo-
radas.

La légica difusa ha demostrado ser una opcién
en el control de sistemas complejos, sin embar-
go la fuzzificacion y la eleccién de los distintos
conjuntos difusos es mas un arte que una cien-
cia. Una forma de resolver esto es aplicar redes
neuronales o algoritmos genéticos que optimizan
estas elecciones, esta es una via de trabajo en
desarrollo, tanto matematico como tecnolégico.

La robética es un campo de investigacién que
dia a dia aprovecha los frutos del computo suave,
que tiene a la légica difusa como una de sus he-
rramientas: control de robots méviles [8], coor-
dinaciéon de manipuladores en ambientes cope-
rativos, control adaptivo, arbitraje de compor-
tamientos [16], son técnicas con las cuales los
robots més sofisticados interactian con el mundo
[7].

Fl desarrollo formal de la 16gica difusa es una
via de investigacién en vigor: programacién di-
fusa, topologia difusa, teorfa de la medida difusa,
caos, ecuaciones diferenciales, teoremas de pun-
to fijo, son temas actuales en la literatura (ver,
por ejemplo, los tltimos nimeros de [14]). In-
clusive el problema de los aproximadores univer-
sales sigue siendo investigado [15].



6. Conclusiéon

Se han presentado los conceptos bésicos de la
l6gica difusa, un bosquejo histérico y las distin-
tas vias de desarrollo tanto en la matemaética
aplicada, la pura o la tecnologia, conmemorando
los cuarenta anos de existencia de esta disciplina
y como invitacién a su estudio.
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Resumen

El estudio de la dinamica de poblaciones usualmente se refiere al analisis de las
fluctuaciones de la abundancia. Sin embargo, este planteamiento lleva implicito una serie
de conocimientos sobre las propiedades particulares de la poblacién y sobre las variables
que actuan en la expresion cuantificable de esas propiedades. El célculo de estos
parametros poblacionales es basico para la realizacion de estudios de manejo y la
implementacién de medidas de conservacion de estudios ecoldgicos posteriores.

En este trabajo se presenta el modelo matricial de Leslie que resulta ser un caso especial de
una matriz de transicion y el cual se ha utilizado para modelar problemas de crecimiento
poblacional clasificados por a edad y/o tamafio.

Palabras Claves: Poblacion, Natalidad, Densidad, Modelo matricial de Leslie.

I.- Introduccion

La dindmica de las poblaciones es uno de los temas de mayor importancia para entender el
desarrollo temporal y espacial de grupos de organismos de la misma especie que se
desarrollan en distintos ambientes. En el nivel practico, el interés se centra en el manejo de

plagas agricolas, para comprender la epidemiologia de numerosas enfermedades, para
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estimar densidades pesqueras y cuotas de extraccion, para manejar poblaciones silvestres y
para entender los aspectos demogréficos de la poblacion humana.

Una poblacion desde el punto de vista ecoldgico es un grupo de organismos de la misma
especie, que habitan un lugar determinado, en el cual utilizan recursos y se reproducen.
Este grupo de organismos esta caracterizado por una serie de propiedades que son propias y
Unicas de ese nivel de organizacion. Asi, si un organismo se reproduce decimos que tiene
una cria, pero algun organismo vecino puede no reproducirse. El promedio de nacimientos
que se den en el grupo constituira la natalidad del grupo. La natalidad no es una propiedad
de los individuos, solo emerge cuando se tiene una poblacion.

Las propiedades emergentes de una poblacion son: densidad, tasas de crecimiento, tasas de
mortalidad y natalidad, distribucion espacial, distribucion por sexos, por edades, tipos de
crecimiento, frecuencias génicas, variabilidad genética y otras. Asi, para realizar el analisis
de una poblacion se debe investigar en sus propiedades emergentes, ya que estas
proporcionaran informacion sobre la fluctuacion de la abundancia y de la distribucion del
habitat.

La densidad es la representacion de la abundancia de la poblacién y se expresa como el
namero de individuos o biomasa en funcion del espacio o volumen ocupado. La densidad
puede ser absoluta cuando se considera todo el hébitat sin importar si se ocupa o no por la
especie investigada. La densidad sera ecoldgica cuando se toma en cuenta el sitio ocupado
en forma efectiva. La abundancia determina algunos efectos a nivel de la poblacion, por
ejemplo, si esta decrece se tiene que disminuye la probabilidad de dejar descendencia
debido a que la probabilidad de encuentros entre sexos es baja. Cuando se llega a este nivel

se habla de un tamaiio critico poblacional y de un efecto de grupo.



La densidad es producto del balance entre natalidad y mortalidad poblacional, y también
del balance entre inmigraciéon y emigraciéon. Estos dos Gltimos factores suelen adscribirse
por comodidad a la natalidad (b) y mortalidad (d) respectivamente. Estos parametros
poblacionales indican un cambio en el tamafio de la poblacion en relacion de los que nacen
como los que mueren. Estas tasas pueden expresarse como tasas brutas, que es tomar la
diferencia producida en el total de la poblacion, por la adicion o sustraccion de especimenes
en un lapso de tiempo o como tasas especificas cuando se considera la edad o sexo de los
organismos. Cuando se lleva el intervalo de tiempo al limite mas pequefio se habla de tasas
instantaneas de mortalidad y natalidad, que se utilizan para determinar el crecimiento
poblacional en cualquier instante. En este trabajo se analiza el modelo matricial de Leslie
gue se utiliza en ecologia para determinar el crecimiento de una poblacion y los porcentajes
de distribucion a lo largo del tiempo. Otro problema importante en ecologia son las
consecuencias ambientales que se pueden sufrir con respecto a los cambios climaticos, y
estos puedan repercutir en la produccion agricola y en la vegetacion natural, un modelo que

analiza este tipo de problemas es el llamado modelo de estado y transicion.

II.- Modelos de Crecimiento

Iniciamos con el modelo méas simple que permite determinar el crecimiento de una
poblacion, llamado modelo de crecimiento. Suponga que un organismo del cual se posee
inicialmente 2 individuos, tiene una capacidad de reproduccién constante de 2 especimenes.
Asi tenemos que en la primera reproduccion se tendra 2*2, en la siguiente 4*2 y asi

sucesivamente. En general, si la poblacion inicial es N,, al final del primer periodo

reproductivo t , Se tiene que



N,=N,eA
N,=N, eA=N, o 1
y de esta forma, se obtiene que
N,=N,_,eA1=N,eA (1)

En este caso, A4 denota un crecimiento finito, es decir, un crecimiento por pulsos discreto.
Por ello se denomina tasa discreta de crecimiento poblacional 0 tasa finita de
crecimiento, este parametro informa de como crece o decrece una poblacién entre periodos
de tiempo. Esto se puede usar para definir tasas de extraccion de especies silvestres.

Tomando el crecimiento en funcion de d 'y b, se tiene que:

b—d=A=AN/N e At , i el crecimiento es por pulsos.

En ausencia de factores limitantes, esto es, con alimento suficiente y adecuado, con espacio
suficiente y adecuado, una poblacion crecera exponencialmente, un modelo con estas
caracteristicas se denomina de crecimiento exponencial y no tiene un limite pre-
establecido.

En muchas situaciones el crecimiento definido por periodos de tiempo no permite realizar
comparaciones entre poblaciones que tienen diferentes periodos reproductivos, ni tampoco
estimar con precisién las variaciones del desarrollo poblacional en cada instante, para
resolver esto se utiliza la tasa instantinea de crecimiento 0 tasa de crecimiento
especifico, que es el pardmetro de mayor importancia relativa en la dindmica de cualquier
poblacion. En este caso tenemos que

dN/Ndt=b—d=r o dN/dt=rN )



donde r se considera constante para cada especie y se le denomina tasa intrinseca de
crecimiento. Para obtener una expresion del crecimiento poblacional en funcién del tiempo

se obtiene integrando (2), dando como resultado
N, =N, ee". 3)

Esto indica que se puede conocer el crecimiento o tamafio de una poblacién en cualquier

instante, si se conoce la poblacion inicial No y el valor de r . De (2) también se puede

decir que si:
. b>d entonces I > 0 y la poblacion crece,

. b<d entonces I < 0 y la poblacion decrece,

. b=d entonces | = O y la poblacion se mantiene estable.

111.- Matrices de Leslie

El modelo matricial de Leslie es una herramienta usada para determinar el crecimiento de
una poblacién asi como la distribucion por edad a lo largo del tiempo. Esta descripcién fue
hecha por P.H. Leslie en 1945. Se ha usado para estudiar la dinamica de poblaciones de una
amplia variedad de organismos, como truchas, conejos, escarabajos, piojos, orcas, humanos
y también se ha usado para predecir distribuciones de clases de edad estable en pinos.

El modelo matricial de Leslie es modelo de transicién donde para su uso se considera un
conjunto de supuestos, tales como: que tipo de objetos o sujetos son considerados, edad
méaxima de los objetos o sujetos, como se agrupan (edad o tamafio), la probabilidad de
sobrevivir, la tasa de supervivencia, la fecundidad y la distribucién inicial. Con estos

supuestos el modelo de Leslie esta definido por la ecuacion



1k
X =L Xy, (4)
donde Xo es el vector inicial de distribucién de la poblacién, y X k el vector de

distribucion de la poblacién en el instante k . Si la matriz de Leslie L es diagonalizable,

entonces L =VDV _l, donde D es una matriz diagonal formada por los eigenvalores

de la matriz L. Las columnas de Vv son los eigenvectores correspondientes. En este

caso, el modelo de Leslie se puede escribir como
X, =C AV, +CA N, +.. +C AV
FOAVACA NV, + ACA Y, (5)
donde ﬂ“i , Vi son el eigenvalor y eigenvector asociados. Si 21 es el eigenvalor

estrictamente dominante de L , entonces para valores grandes de k se tiene que
X, ~c A"V, (6)
y la proporcién de objetos o sujetos en cada clase de edad tiende a una constante. Estas
proporciones limites se pueden determinar a partir de las componentes de v, . Por Gltimo, el
eigenvalor dominante A, determina la tasa de cambio de un afio para otro. Como
X # 4 X, (7)
para valores grandes de k , el vector de poblacion en el instante k es un multiplo del vector
de poblacion en el instante k —1. Si 4, >1 entonces la poblacion tendrd un crecimiento

indefinido. Si 4, <1 entonces la poblacion se extinguira.



Observaciones:

1.

La ecuacion (4) nos indica que si conocemos el vector de distribucion inicial X, y
la matriz de Leslie L podemos determinar el vector de distribucion de la poblacion
en cualquier instante o tiempo posterior, con la multiplicacion de una potencia
apropiada de la matriz de Leslie L por el vector de distribucion inicial X,. En
general, la matriz de Leslie L es un caso especial de una matriz de transicion vy
usualmente no tiene un vector de probabilidades estacionarias, sin embargo, una
proporcidn estable limite de clases edad/tamafio es alcanzada y esta dada por (5), al
vector v, se le llama vector de probabilidades pseudo-estacionarias.

Se puede notar que la ecuacidn (4) tiene una expresion semejante a una ecuacion en

diferencias.

Ejemplo: Aplicamos el modelo al estudio de una especie de salmon. EI modelo de Leslie

para este caso parte de las siguientes hipétesis:

Solo se consideran las hembras en la poblacién de salmones.

La méxima edad alcanzada por un individuo son tres afos.

Los salmones se agrupan en tres intervalos de un afio cada uno.

La probabilidad de sobrevivir un salmén de un afio para otro depende de su edad.

La tasa de supervivencia P; en cada grupo es conocida.
La fecundidad (tasa de reproduccion) F, en cada grupo es conocida.

La distribucioén inicial es conocida.

Con esto, es posible construir un modelo determinista con matrices. Como la edad méaxima

de un salmén es 3 afios, la poblacidn entera puede dividirse en tres clases de un afio. La



clase 1 contiene los salmones en su primer afio de vida, la clase 2 a los salmones entre 1y 2
afios, y la clase 3 a los salmones de mas de 2 afios.

Suponga que se conoce el nimero de hembras en cada una de las tres clases en el momento

t=t,.Sea X, el nimero de hembras en la primera clase, X, el nlimero de hembras en

la segunda clase y XS‘O’ el nimero de hembras en la tercera clase, con estos nimeros se

puede formar el vector

XO = XZ(O) y (8)

que denota el vector inicial de distribucién por edad, o vector de distribucion de edad en el
instante t=t,.

Es claro que conforme pasa el tiempo, el nimero de hembras en cada una de las tres clases
cambia por la accién de tres procesos bioldgicos: nacimiento, muerte y envejecimiento.
Mediante la descripcion cuantitativa de estos procesos se puede estimar el vector de
distribucion por edad en tiempos futuros.

Suponga que la poblacion es observada en instantes de tiempo discretos de un afio,
denotados por t,; t,;.... Los procesos de nacimiento y muerte entre dos observaciones
sucesivas se pueden describir a través de los pardmetros tasa media de reproduccion y tasa
de supervivencia.

Sea F, el nimero de medio de hembras nacidas de una hembra en la i-ésima clase, esto es,
es la tasa media de reproduccion de la i-ésima clase i=12,3. Sea P, la fraccion de
hembras en la primera clase que sobreviven el afio para pasar a la segunda clase, P, la

fraccion de hembras en la segunda clase que sobreviven el afio para pasar a la tercera clase.



No hay P,, ya que al cumplir 3 afios, el salmén muere tras desovar, y ninguno sobrevive
para llegar a una cuarta clase. En general tenemos que

e F, eslatasa media de reproduccion de una hembraen la clase | .

e P eslatasa de supervivencia de hembras en la clase i .
Por definicion F, >0, ya que la descendencia no puede ser negativa. Para este ejemplo
tenemos que F, =0, F, =0, porque el salmdn solamente produce huevos en su ultimo afio
de vida. Por esto, solo F; tiene un valor positivo. También se tiene que, 0 <P, <1 para
i=1,2, al suponer que algunos salmones deben sobrevivir para llegar a la siguiente clase,

excepto para la ultima clase, donde el salmén muere.

Defina el vector de distribucion por edad en el instante t, por
X =| X", ©)

donde X, es el nimero de salmones hembras en la clase 1 en el instante t, .

. , . Kk .
En el instante t, , el nimero de salmones en la primera clase, X, , es igual a los salmones

nacidos entre los instantes t, ; y t, . El nimero de descendientes producidos por cada clase

se puede calcular multiplicando la tasa media de reproduccién de la clase por el nimero de
hembras en la clase de edad. La suma de todos estos valores proporciona el total de

descendientes, esto es

XY =F X P+ X R xS, (10)



que indica que el namero de hembras en la clase 1 es igual al nimero de hijas nacidas de

hembras en la clase 1 entre los instantes t, , y t,, mas el numero de hijas nacidas de
hembras en la clase 2 entre t, , y t,, mas el namero de hijas nacidas de hembras en la
clase 3entre t, , y t,. Como los salmones solamente producen huevos en su tltimo afio de
vida, tenemos
X,® =0eX, Y 100X, 4+ Fx, P, (11)
El nimero de hembras en la segunda clase de edad en el instante t, se obtiene a partir de
las hembras de la primera clase en el instante t, , que sobreviven al instante t, , es decir;
X, =px,?, (12)
Analogamente el nimero de hembras en la tercera clase de edad en el instante t, se obtiene
a partir de las hembras de la segunda clase en el instante t, ; que sobreviven al instante t,,
es decir;
X, =P, x, Y, (13)
De (12), (14) y (15), tenemos el siguiente sistema de ecuaciones
X, =F X+ B X Bx Y,
X, =P X", (14)
X,® = p,x, %Y,
gue en notacion matricial (14), se puede escribir de la siguiente forma
X, (F F F(X"?

X, “ =P, 0 o|x,*?] (16)
0 P, 0)X,"?



0 equivalentemente
X, =LX, ,, 17)
a (18) se le llama el modelo matricial de Leslie y L la matriz de Leslie. Para el ejemplo

tenemos que F, =F, =0, asi que la matriz de Leslie para la poblacion de salmones es

0 0 F
L=, 0 O (18)
0 P, O
De (17) se puede calcular el vector de distribucion por edad en cualquier instante.
En general, la matriz de Leslie tiene la siguiente representacion
_ o o -
X 1( ¥ F, F, F; o ¢ ¢ F , F, X 1( 0
X{! |pp 0O 0 e e e 0 0 X ©
X 0 p;,, 0O e e e 0 O X w9)
X4 _ 0 0 Py, 0 X
) - L] L] ° X °
[ o ° ° °
) (] L] )
X [0 0 0 e e e p. . 0] |[XO

IV.- EJEMPLO NUMERICO

Poblacion con 3 clases de edad
Descendencia femenina x hembra, clase 2=4
Descendencia femenina x hembra, clase 3=3
Hembras sobrevivientes de clase 1=50%
Hembras sobrevivientes de clase 2=25%

La matriz de Leslie y el vector inicial de esta poblacion son:

0 4 3 10
L={05 0 0[.Xx°=|10
0 025 O 10



Distribucion de poblacion para un periodo de 10 afios

Columns 1 through 4
10 70 275  143.75
10 5 35 13.75

10 2.5 1.25 8.75

Columns 5 through 8
81.25  297.81 216.41 626.09
71.875  40.625 148.91 108.2

3.4375 17969  10.156  37.227

Columns 9 through 11
544.49 1333.3 1323.8
313.05 27225  666.67

27.051 78.262  68.062



Evolucion de la poblacion. El nimero de hembras en cada grupo
de edad se incrementa con el tiempo, con cierto comportamiento

oscilatorio.
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Evolucion de la poblacion (escala logaritmica).
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Matriz ortogonal de vectores propios y matriz diagonal de valores propios
>> [V,D]=eig(L)
V=

-0.94737  0.93201  0.22588

-0.31579  -0.356 -0.59137

-0.052632 0.067989  0.77412

D=
1.5 0 0
0 -1.309 0
0 0 -0.19098

El autovalor dominante A1 =1.5 nos dice como cambia el vector de
poblacion de un afio para otro
>>x100=L*100*x0
x100 =
1.0e+019
1.1555
0.3851
0.0642
>> x99=1L."99*x0

x99 =



7.7033e+018
2.5678e+018
4.2796e+017
>>1.5%x99
ans =
1.0e+019
1.1555
0.3851
0.0642
Comportamiento limite del porcentaje de poblacion en cada clase de
edad.
vl =
-0.94737
-0.31579
-0.052632
Porcentaje de edad
>>vl/sum(vl)
ans =
0.72

0.24



0.04
Porcentaje de edad tras 100 afios
>>x=x100/sum(x100)
X =
0.72
0.24
0.04
Se puede apreciar que después de un numero suficiente de afios. El

porcentaje de organismos en cada clase se aproxima a 74%, 24% y 4%.
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Inferencia del Coeficiente de Ajuste
de Lundberg Para El modelo Clasico de Riesgo

Dr. Francisco Sergio Salem Silva.
Lic. Victor Hugo Vazquez Guevara.

Primera Gran Semana de las Matematicas

Resumen.

Se presenta el proceso cldsico de riesgo y se discuten una cota y una
aproximacion para la probabilidad de ruina. Sin embargo, ambas presentan la
dificultad de tener un pardmetro que debe ser estimado. Se dan condiciones
para la existencia de este parametro, asi como un método para estimarlo y un
Teorema para validar su comportamiento asintotico.

1. El proceso Clasico de Riesgo.

Suponer que una compafiia de seguros con un cierto capital inicial u debe
pagar ciertas cantidades aleatorias de dinero a sus asegurados en caso de sufrir
algin percance, los cuales ocurren también de manera aleatoria. Asi mismo, la
compaiiia recibe el pago de primas por parte de sus clientes a una taza p>0 por
unidad de tiempo deterministicamente. Se define el proceso de riesgo R(t), t=0
de la compaiiia al tiempo t por:

R =u+ pt—ZUk
k=1

En donde:
N; Denota el nimero de reclamaciones en [0,t]. (Poisson (B)), y
U, Denota el tamafio de la n-ésima reclamacion (con distribucion B).

2. Probabilidad de Ruina.

Se define ahora la probabilidad de ruina por:



w(u) = F{ig(Rt <0)

]

Sin embargo, ésta no siempre puede calcularse de manera exacta, debido a la
presencia de convoluciones de grados altos.

Sin embargo se cuenta con ciertas herramientas. La primera de €llas es una
cota superior, la cual se llama Desigualdad de Lundberg:

Yu)<e™
Mientras que la segunda es una aproximacion, llamada de Cramer-Lundberg
Y(u)~Ce™, u—oow

En donde C_ 1-p
ﬁé'[}/]—l
BN
Con p=lim-» U,
t—>oot —
= BE[U]

Y v (llamado coeficiente de ajuste de Lundberg) satisface
B(B[r]-1)-r=0

Que es una de las versiones de la Ecuacion de Lundberg.

3. Existencia del Coeficiente de Ajuste de Lundberg.

El coeficiente de ajuste no siempre existe, por tanto es importante sefialar en
qué casos esta garantizada su existencia.

El coeficiente de ajuste de Lundberg existe cuando:



1. B[] < oo, para toda & < oo.

2. Existe a'<w tal que B[] <o paratoda @ <a' y B[a]=»

paratoda o > o'

3. Existe o'<co tal que B[] <co para toda @ <@’y B[a] =0

para toda a > '

4. Estimacion del Coeficiente de Ajuste de Lundberg.

El coeficiente de ajuste de Lundberg no siempre es facil de obtener (cuando
existe) asi que es necesario hacer una estimacién de €l. Esto se hara por medio
de la solucion empirica yr de la ecuacion de Lundberg. Para ello, sean:

Ny

ﬁT:%a éT[a]=NiT;e““u ki (@)= 4 (B[] -1)-a

Y sea y tal que kr(yr)=0.

Se presenta ahora un resultado que afirma que esta solucion empirica
converge en algun sentido al coeficiente de ajuste.

c.q.
Teorema: Conforme T — oo se cumple que y, —y .Y siademas se

cumple que

B[Z]/] <o
entonces
1
Y1V R N(O’? 5}
en donde
af _ ﬂ,(’(272)

K'(y)



5. Conclusiones.

* Se obtuvo una aproximacion de la probabilidad de Ruina, sin embargo
es necesario estimar el Coeficiente de Ajuste para hacer uso de ¢lla.

» Con el fin de obtener otro enfoque se planea reducir el modelo de riesgo
a una suma geomeétrica para acotar la probabilidad de ruina con la
herramienta existente para las sumas geométricas.

» Se pretende aplicar el método de solucidén empirica para estimar
parametros presentes en otras desigualdades

6. Bibliografia.

* Ruin Probabilities
Soren Asmussen, Wolrd Sceintific.

» FEssentials of Stochastic Processes
Rick Durrett, Springer.

» Lundberg Approximations for Compound Distributions with Insurance
Applications
Gordon E. Willmot, X. Sheldon Lin, Springer



BLACK & SCHOLES SIN LAGRIMAS

Liliana Santamaria Barrera.
Victor Hugo Vazquez Guevara

Primera Gran Semana de las Matematicas.

Resumen.

En este trabajo se deduce la formula de Black & Scholes para valuar
opciones call europeas manteniendo la teoria al minimo.

1. Introduccion.

Existen contratos que son instrumentos para controlar el riesgo subyacente
en los mercados y son utilizado por los especuladores en los mercados de
acciones, paridad interbancaria de divisas, servicios y energia; por citar
algunos. Sin embargo, estos exigen el pago de una cierta cantidad (que sea
justa para ambas partes) en compensacion de una inequidad inherente a la
volatilidad del mercado, esto es precisamente lo que la formula de Black &
Scholes resuelve.

2. Un poco sobre las tazas de interés.
Suponga que tenemos una cantidad P de dinero que invertimos un periodo

de tiempo t a una tasa de interés compuesto (de manera continua) r en un
ambiente libre de riesgo, entonces el monto al final del periodo es

Pert

De manera similar si sabemos que tendremos el monto P en el tiempo t,
entonces el valor en el tiempo cero (valor presente) es

Pe ™"

3. Definiciones preliminares.



OPCION. Contrato que da a quien lo posee el derecho (pero no la
obligacién) de comprar o vender un bien a un precio fijo (precio de
ejercicio).

OPCION CALL. Esta opcion da a la persona que la tiene, el derecho a
comprar un bien a un precio acordado previamente.

OPCION PUT. Esta opcion da a la persona que la tiene el derecho de
vender el bien por el precio establecido que se establecio en  tiempo
futuro.

Las opciones mas comunes son la Europea, la Americana, la Asiatica y las
Exdticas.

4. Notacion.
De aqui en adelante se haran las siguientes convenciones:

S(t) Valor del bien en el mercado en el instante t
q Precio de ejercicio

u Fecha de expiracion
r Tasa de interés en un ambiente libre de riesgos
So Precio actual del bien en estudio

5. Sobre el valor de las Opciones Europeas.

Las posibles situaciones derivadas de la definicion de opcidn call se pueden
resumir en dos casos:

a) q < S(u)
b) 9> S(u)

En el caso a) el tenedor de la opcion ejerce su derecho a comprar el bien, y
la ganancia que obtiene sera C= S(u)-q y en el caso b) no lo ejerce y por
tanto no gana nada.

El suscriptor no gana en la fecha de expiracion, es mas puede perder un
monto ilimitado.

Para compensar esta “inequidad”, al momento de firmar el contrato el
tenedor paga por el derecho que da la opcion, a este monto se le denomina
valor de la opcion.




5.1 Valor de una Opcion Call.

Como consecuencia del comentario anterior, el valor de la opcién call
europea en la fecha de expiracion es:

C=max(S(u)-q,0)

Opcion Call

1] E T)

Diagrama de ganancia para uwna Opcion Europea Call

5.2 Valor de una Opcion Put.

Mientras tanto, el valor de la opcién put europea en la fecha de expiracion
es:

P=max(g-S(u),0)

Opcion Pat

0 . S(T)

Diagrama de ganacia de una Opcion Europea Fut



6. Deduccion de la formula de Black & Scholes.

Un modelo popular para modelar el cambio del precio de un activo al
término de un periodo de longitud u es [1]:

S(u) =S e”

En dénde Z, se distribuye normalmente con media xu y varianza ¢°u y S
es el valor presente del activo.

A o se le llama la volatilidad del precio del activo.

Tenemos ademas que [2]:
o?u
HU+——

E(S(u))=S,e 2
Z,+109(Sy)

Notar que S(U) = SOeZ” =€

Entonces S(u) tiene una distribucién log-normal con pardmetros
wu+log(So) y o°u.

Black y Scholes (1973) desarrollaron un esquema para valuar opciones de
activos cuyos precios tienen una distribucion log-normal.

De aqui en adelante consideraremos un tiempo u fijo y escribiremos el
precio del activo como:

S (U) _ Soeyu+o-u22

Z ~N(0,2)

Supongamos que necesitamos valuar una opcion call europea, con precio
de ejercicio q y fecha de expiracion u.

Supongamos que estamos en un ambiente libre de riesgo. Esto es, forzamos
a que valor presente de E[S,] (e-™ E[S.] )sea igual a S,.

olu

Por otro lado E [su] — Soe””*T



Igualando, obtenemos:

De aqui que:

_,. o
# 2

Ahora podemos determinar el precio de la opcion.

El valor de la opcidn al tiempo u sera h(S,), donde

s—q S>(
h(S) =
) { 0 o.f.

Tenemos ahora que h(S,)>0 si y solo si

2
So 2
Z >

ou

=C

Entonces el precio de la opcion en un ambiente libre de riesgo es el valor
presente de E[h(S.)], que es igual a:

2 1 )
o3 >
© {r—z}wouZz —z

e*r“E[h(Su)]:e*r“J' S,e —q %ezdz

L

o

|

oy
Py —

=g e_ 2 |:Soeru+auzz :|%82dz _e—rqu%eZdz
V4 N2
=S, [1—(1)(c—a\/a)]—er”q[1—<b(c)]

=S, |:CD(O'\/U — c)] —qge ™ [@(-c)]



El lado derecho de la igualdad

E[h(S,)]=S$, [CD(G\/G = c)] —ge ™ [®(-C)]

Es la famosa formula de Black & Scholes para valuar una opcion call
Europea.

En la cual, todos los parametros son conocidos salvo quizas o, sin
embargo, éste puede ser estimado por métodos estadisticos.
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Descomposicion de Continuos
Alicia Santiago Santos.
Facultad de Ciencias Fisico-Matematico. BUAP
es20707@alumnos.fcfm.buap.mx

Resumen

En este trabajo vemos un método de costruccién de continuos, este método es
el de descomposiciones semicontinuas superiormente. Primero recordaremos
la definicién de espacio de descomposicion en general y después veremos
cuando el espacio de descomposicion de un continuo es un continuo.

0.1 Definicién. Sean (X, 7) es un espacio topoldgico y D una particién de
X. Sea

mwm={UCD:|JU €1}

Note que 7p es una topologia para D; de hecho, si 7 : X — D definida para
cada x € X por

m(xz) = D € D donde D es el unico elemento de D tal que x € D

vemos que 7p es la topologia més grande para D tal que 7 es continua. El
espacio (D, 1p) es llamado espacio de descomposicién de X, o més simple-
mente una descomposicion de X. La topologia 7p es llamada la topologia
de descomposicion. Recalcamos que el término descomposicién significa una
descomposiciéon con la topologia descomposicion.

Intuitivamente, una descomposicion es el espacio obtenido del espacio
original al identificar todos los puntos de cada elemento de la particién dada.
Por esta razén las descomposiciones frecuentemente son llamadas espacios de
identificacién. Algunas veces también son llamados espacios cocientes.

Dado un continuo X su descomposicon no necesariamente es un continuo,
aun cuando los elementos de la particion sean subconjuntos cerrados de X
(tal particién es llamada una particién cerrada).

El siguiente ejemplo muestra lo dicho anteriormente.

0.1 Ejemplo. Sea X = [—1,1] y D la particién de X dada por

D= {{z,~2}: ~1 <z < JU{-1}.{1}}



Entonces el espacio de descomposicion D no es un continuo ya que D no es
de Hausdorff y asi, no es metrizable. En efecto, si U y V son abiertos en D
tales que {—1} € U y {1} € V. Entonces 7= (U) y 7' (V) son abiertos en
-1,1], -1 enx ' (U)ylen (V). Seaw e X con 0 < w < 1 tal que
[-1,—w) € m (U) y (w,1] € m~* (V). Entonces Va € (w,1) se tiene que
{a,—a} e 7 ((—1,—w)) =7 ((w,1)) CU UV por lo tanto U NV # @.

Mas adelante veremos la condiciéon bajo la cual una descomposicién de
un continuo resulta ser un continuo. Pero antes veamos unos resultados

0.1 Lema. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — Y una funcion
continua y suprayectiva. Si Y es de Hausdorff entonces Y es metrizable.

Prueba. Como X es compacto y f es una funcién continua y suprayec-
tiva, se tiene que Y es compacto. Ahora, como Y es compacto y Hausdorff,
se tiene que Y es Normal. Asi, por el Teorema de Metrizacién de Urysohn,
es suficiente probar que Y tiene una base numerable. Para esto, sea C' una
base numerable para X. Para cada subconjunto finito £ de C' definimos

E =Y\f(X\UZL)

Pongamos B = {E. : L es un subconjunto finito de C'}. Como la coleccién
de subconjuntos finitos de un conjunto numerable es numerable, tenemos que
B es numerable. Asi, basta demostrar que B es una base para Y. Primero
note que, f(X \|JL) es cerrado en Y (ya que | £ es abierto y f es cerrada).
Luego, cada elemento de B es un subconjunto abierto de Y. Ahora, sea U
un subconjunto abierto de Y y ¢ € U. Observe que f~!(q) es cerrado en X
v que f~1(U) es abierto en X. Entonces, f~!(g) es compacto en X y por lo
tanto en f~1(U). Asi, como C es base, existe un subconjunto finito £ de C
tal que

[~ gy cULc 1),

se sigue que facilmente que ¢ € E, C U. En resumen, hemos probado
que B es una base numerable para Y. [J

0.1 Teorema. Una descomposicién D de un espacio métrico compacto X es
metrizable si y sélo si es de Hausdorff.



Prueba. Supongamos que el espacio de descomposiciéon D es de Haus-
dorff. Como X es compacto y la funcién 7 : X — D es continua y suprayec-
tiva, se sigue del Lema anterior que D es metrizable. La otra implicacion se
tiene porque todo espacio métrico es de Hausdorff. [

Usaremos las descomposicones de espacios metricos compactos para con-
struir otros espacios metricos compactos o continuos. Puede ser inconveniente
tener que estar checando el Teorema 0.1 cada vez que querramos asegurar
que una descomposici 6n es de Hausdorff y asi metrizable. Por lo tanto, quer-
emos una condiciéon que nos permita verificar esto con mas facilidad. Como
veremos en el Teorema 0.3, la siguiente definiciéon da tal condicién.

0.2 Definicién. Sea (X, 7) es un espacio topolégico. Una particién D de X
se dice semi-continua superiormente (usc) si para cada D € Dy U € 7 tales
que D C U, existe V€Tcon D CV talquesi A€ Dy ANV # & entonces
AcCU.

0.1 Nota. Esta condiciéon no toma en cuenta la topologia de descomposicion,
es la partici 6n la que es usc. Sin embargo, cuando la particion es usc, siempre
se dice que la descomposicion es usc teniendo presente que la descomposicién
todavia tiene la topologia de descomposicion.

0.3 Definicién. Sea D una descomposicion de X, un subconjunto de X es
D— saturado si es la unién de una subcoleccion de D.

Observaciones:

1. Sim: X — D es la funcién natural, entonces 7—!(C') es D—saturado,
para C' C D.

2. A C X es D—saturado siy sélosi A =nr"" (7 (4)).
3. Si V es D—saturado y abierto en X, m (A) es abierto en D.
La siguiente proposicion da dos formas de ver a las descomposiciones usc.

0.1 Proposicién. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si D es una descom-
posicion de X y m : X — D es la funciéon natural, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes.

1. D es una descomposicién usc.

2. 7 es una funcién cerrada.



3.5 DeD,Uer,y D CU,entonces existe V € 7 tal que D CV C U
y V' es D—saturado.

Prueba. [1 = 2] Sea C' un subconjunto cerrado de X. Por definicién
tenemos que m(C) es cerrado si y sélo si 77D — w(C)] es abierto en X.
Sea p € 7 ![D — n(C)]. Entonces, m(p) € D — 7(C), luego 7(p) € X — C
[puesto que si y € w(p) N C, entonces w(y) N7w(p) # @ asi 7(y) = 7n(p), y en
consecuencia 7(p) € w(C)]. Puesto que X —C € 7y D es una descomposicién
usc, existe V€ 1,7m(p) C V tal que si x € V, entonces w(x) C X — C.
Claramente p € V, ademés 7(V) C D—7(C) ya que si w(x) € C se tiene que
7(x) = 7(y) para alguna y € C, asi y € n(z) N C y de aqui 7(z) € X — C,
por lo tanto x ¢ V. Por lo anterior,

V Cc 7D —7(C)].

Como p € V € 7, tenemos probado que 7 ![D — 7(C')] es abierto. Con
esto, m(C') es cerrado.
2= 3] Sea D€ DyU e tal que D C U entonces, poniendo

V=n'D-n(X-0U)

se tiene que V satisface la condicion 3.
[3 = 1] Es consecuencia inmediata de la definicién de descomposicién
usc. U

0.2 Lema. Sea (X, 7) un espacio topoldgico T;. Si D es una descomposicién
usc del espacio X, entonces D es una particion cerrada de X.

0.2 Nota. No toda particién cerrada es necesariamente usc.
0.2 Teorema. Toda descomposiciéon usc de un continuo es un continuo.

Prueba. Sean X un continuo, D una descomposicion de X y 7 : X — D
la funcion natural. Usando la invarianza de la compacidad y la conexidad
bajo la funciéon continua 7w tenemos que D es un espacio compacto y conexo.
Ademas, por el Teorema anterior es metrizable. Con todo se tiene que D es
un continuo. U

0.3 Teorema. Toda descomposicién usc de un espacio métrico compacto es
metrizable.



Prueba. Por el Teorema previo basta probar que el espacio de descompo-
siscién es de Hausdorff. Para esto, sean (X, 7) un espacio topoldgico métrico
compacto, D una descomposicion de X y 7 : X — D la funcién natural.
Tomemos Dy, Dy € D tales que Dy # D,. Por el Lema previo Dy y Dy son
subconjuntos cerrados y disjuntos de X. Luego, como X es normal, existen
Uy y Uy € 7 tales que Uy NUy; = @ v D; C U; para cada ©. Ademds, ya
que D es usc, por la proposicion existen Vi, V5 € 7 tales que D; C V; C U;
y V; son D-saturados para cada i. Note que D; € w(V;) para cada i. Dado
que D; C V; y D; € D, por la observacién 3) se tiene que w (V;) y m (V3) son
abiertos en D. Resta demostrar que 7 (V;) N7 (V1) = @. Primero note que
VinVa =g yaque Uy NU; =y V; CU;. Ademas, de la Observacién 2
tenemos que

7w (V1)] = V; para cada i
Asi,
W) nn (W) =2.

Con todo, hemos probado que D es de Hausdorff. [
De este teorema se sigue que

0.1 Corolario. Toda descomposicion usc de un continuo es un continuo.

Por ultimo damos algunos ejemplos de descomposiciones usc.

0.2 Ejemplo. Banda de Moebius.
Sea X el cuadrado sélido [0,1] x [0,1] y sea D la particién de X cuyos
elementos son

{(2,0),(1 —z,1)} para0 <z < 1, {(z,y)} para0 <y < 1

Se puede ver que D es usc. Asi, por el Corolario 0.1, el espacio descom-
posicion es un continuo. El cual es llamado la Banda de Moebius.

0.3 Ejemplo. M- continuo.

Sea X el continuo seno—(%) y sea D la particion de X cuyos elementos no
degenerados son

{(0,9),(0,1 —y)} para cada y tal que 0 <y < 3.

5



Se puede ver que D es usc. Asi, por el Corolario 0.1, el espacio de descom-
posicion es un continuo. El cual es llamado el M- continuo.
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Resumen

¢ Alguna vez se ha puesto a hacer algo aparentemente repetitivo? Por
ejemplo que se ponga a pasar objetos de un lado a otro. Este proceso
tiene que ver con un concepto matematico conocido como proceso de
recurrencia. La recurrencia se presenta cuando tomas el numero de
eventos anteriores para obtener el actual numero de eventos. En esta
exposicidbn abordamos dos nociones que tienen que ver con dicho
concepto: las torres de Hanoi y el triangulo de Pascal. Ademas
presentamos algunas propiedades curiosas que tiene este triangulo.

1. Introduccidn

Las matematicas pueden ser tan divertidas como uno se lo proponga, por ejemplo
el asociar la siguiente leyenda al juego de las torres de Hanoi: “En el gran templo
de Benarés, bajo la cupula que senala el centro del mundo, reposa una bandeja
de cobre sobre la cual estan colocadas tres agujas de diamante colocadas en
forma vertical. Se cuenta que una manana lluviosa el rey mandé colocar en una de
las agujas sesenta y cuatro discos de oro puro, ordenados por tamanos; desde el
mayor, que reposa en la bandeja, hasta el mas pequefo, en lo alto de la aguja. Se
llama la torre de Brahma.

Incansablemente, dia tras dia, los sacerdotes del templo mueven los discos
haciéndolos pasar de una aguja a otra, de acuerdo a las leyes de Brahma, que
dictan que el sacerdote en turno no mueva mas de un disco a la vez, ni lo situe
encima de un disco de menor tamano..."

Suponiendo que cada movimiento tardara en realizarse un minuto.

¢Cuanto tiempo tardarian los sacerdotes en completar su trabajo? Por lo tanto
¢ En qué tiempo se desintegraria el mundo?

En esta exposicion damos respuesta a las preguntas anteriores, ademas de que
vemos que las torres de Hanoi y el triangulo de Pascal tienen una propiedad en
comun.

El juego de las torres de Hanoi o torres de diamante, es un juego oriental muy
antiguo que hoy se conoce en todo el mundo. Este juego consta de tres columnas
y una serie de discos de distintos tamanos. Los discos estan acomodados de



mayor a menor en una de las columnas. La figura que sigue nos muestra un
modelo del juego, aunque es importante sefalar que hay varias formas de
representar el juego, una forma es representarlo en forma triangular.

El juego consiste en pasar todos los discos a otra de las columnas y dejarlos
acomodados como estaban: de mayor a menor. No importa la columna a la que se
pasen.

Las reglas del juego son las siguientes:

1. Sélo se puede mover un disco a la vez.

2. Para pasar los discos de lugar se pueden usar las tres columnas del juego;
es decir, que los distintos discos se pueden ir acomodando en las columnas
segun convenga.

3. Nunca debera quedar un disco grande sobre uno chico.

Realizando el juego para el caso de 3 discos podemos ver que es necesario llevar
a cabo 7 movimientos, para el caso de 4 discos 15 movimientos, etc. entonces al ir
aumentando el niumero de discos el nimero minimo de movimientos crece de
manera exponencial. Asi:

Para 1 disco hace falta 1 movimiento.

Para 2 discos hacen falta 3 movimientos.

Para 3 discos hacen falta 7 movimientos.

Para 4 discos hacen falta 15 movimientos.

NOTA: Llamaremos evento a cada paso realizado.

Entonces para encontrar la respuesta a la pregunta hecha al principio tendriamos
que construir una torre con 64 discos y ejecutar cada uno de los pasos. Como es
de imaginarse esto seria un poco cansado, asi que hay que intentarlo de otra
manera.

El estudio del triangulo de Pascal deja asombrado a cualquiera por todo lo que se
puede hacer con él, vemos como nos ayuda a resolver el problema plantado en la
leyenda. Para eso primero recordemos quien fue y que hizo Blaise Pascal.

Blaise Pascal fue un matematico y fisico francés que vivi6 de 1623 a 1662.
Construyé una maquina sumadora a la que llamo "Pascalina" y hoy en dia es



considerada la primera maquina sumadora de la historia, Inventé la jeringa y la
prensa hidraulica y descubrié lo que hoy se conoce como "la Ley de la Presién de
Pascal". Trabajé en distintas areas de las mateméaticas pero uno de sus
descubrimientos mas famosos es el conocido "triangulo de Pascal".

Como su nombre nos lo dice, construiremos un triangulo formado por numeros de
la siguiente manera. Se empieza por el « 1 » de la cumbre. De una linea a la
siguiente se conviene escribir los nimeros dejando media casilla. Asi, las casillas
tendran cada una dos casillas justo encima, en la linea anterior. El valor que se
escribe en una casilla es la suma de los valores de las dos casillas encima de ella.
El valor cero no se escribe. Las primeras lineas han sido representadas en la
siguiente figura.

El triangulo de Pascal es un triangulo de numeros enteros, infinito, simétrico y
debe su nombre al célebre matematico Blaise Pascal quien estudié algunas
propiedades del mismo. No obstante hay que recordar que el triangulo de Pascal
era conocido desde mucho antes. Las primeras referencias del triangulo
corresponden a China, donde esta constatado que el triangulo era conocido
alrededor de 1100. En relacién con el triangulo de Pascal se suelen citar al
matematico chino Yang Hui, del siglo XIII, conocido por haber estudiado algunas
de sus propiedades, y al matematico persa Omar Khayyam, del siglo XI-XIl, cuyo
descubrimiento del triangulo se presume que fue independiente del
descubrimiento por parte de los matematicos chinos.
El interés de dicho tridngulo se debe a multiples razones a continuacion vemos
algunas propiedades interesantes que se pueden encontrar en él.
[ J

Los numeros que aparecen en cada fila son los coeficientes que se obtienen al

desarrollar

(a+b)".
Por ejemplo, si nos fijamos en la fila-3 observamos que los niumeros 1, 3, 3, 1
son precisamente los coeficientes del desarrollo de

(a + b)® =a®+ 3a% + 3ab? + b°.

Aparecen los numeros poligonales (los triangulares, los cuadrados, los



pentagonales, etc.) los cuales fueron inventados por los pitagéricos.

Recordemos que un numero es triangular cuando se puede representar como
un triangulo equilatero formado por puntos de modo que se vayan alternando

los puntos desde el vértice superior formado por un solo punto hasta la base

del triangulo contando en cada fila un punto mas que en la inmediata superior.

Los numeros triangulares (1, 3, 6, 10, 15, ...) son enteros del tipo
N=1+2+3+...+n

Los numeros cuadrados (1, 4, 9, 16, 25, ...) son enteros del tipo
N=1+3+5+7+..+(2n-1)

Los numeros pentagonales (1, 5, 12, 22, ...) son enteros del tipo
N=1+4+7+..+(3n-2)

Los numeros hexagonales (1, 6, 15, 28, ...) son enteros del tipo
N=1+5+9+..+(4n-3)

Y asi sucesivamente.

Los numeros triangulares los podemos encontrar en la tercera diagonal del
triangulo y los nUmeros cuadrados se encuentran en el triangulo de Pascal
recurriendo a la misma diagonal que en el caso anterior, pero cada uno es
construido sumando dos numeros triangulares consecutivos. Eso nos
proporciona: 1, 4, 9, 16, 25, ...

Cualquier diagonal que empiece en un extremo del triangulo, y de la longitud
qgue sea, cumple la siguiente propiedad: La suma de todos los nimeros que la
integran se encuentran justo debajo del ultimo de ellos, en la diagonal

contraria.

La serie de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...) puede ser encontrada
dividiendo al mismo segun las lineas que mostramos en el diagrama, los
nuameros atrapados entre ellas suman cada uno de los elementos de esta

sucesion.




La suma de los elementos de cualquier fila es el resultado de elevar 2 al
numero que define a esa fila. Asi:

2°=1
21141 =2
22 - 14241 =4

2% =1+3+3+1=8
2% = 1+4+6+4+1 = 16

Si el primer elemento de una fila es un namero primo, todos los numeros de
esa fila seran divisibles por él (menos el 1, claro). Asi, en la fila 7: (1 7 21 35 35
21 7 1) los numeros 7, 21 y 35 son divisibles por 7.

Cualquier diagonal que empiece en un extremo del tridngulo, y de la longitud
que sea, cumple la siguiente propiedad: La suma de todos los nimeros que la
integran se encuentran justo debajo del ultimo de ellos, en la diagonal
contraria.

El triangulo de sierpinski se trata de un fractal deterministico que se puede
generar de diversas formas. La més usual consiste en partir de un triangulo
equilatero, marcar los puntos medios de sus lados y extraer el triangulo interior
(considerado como conjunto abierto). Se repite el proceso con los tres
triangulos que quedan y asi sucesivamente (formalmente el triangulo de
Sierpinski se define como la interseccion de los conjuntos cerrados que van
apareciendo en cada etapa).

Las siguientes figuras representa la tercera etapa y en la segunda la cuarta
etapa.

A 7Y
A

FYYVYY
A

A ,.
AAAAAA“I“M

Entonces si elegimos colorear los nUmeros pares se observa perfectamente
que al ir aumentando el numero de filas el objeto resultante se va aproximando
al triangulo de Sierpinski.

Ahora veamos como obtener las respuestas de las preguntas planteadas al
principio a partir del triangulo de Pascal.

Como la suma de los elementos de cualquier fila es el resultado de elevar 2 al
numero que define a la fila entonces las potencias nos indican el nimero de discos
que se tienen puestos en la primera columna. Si a cada uno de estos resultados
les restamos la unidad, tenemos el niumero minimo de movimientos en el que



logramos pasar todos los discos a la tercera columna, siguiendo las reglas del
juego.

La potencia nos indica
el nimero de discos

4 El tfotal nos indica
2 _1 = 15 el numero minimo
de movimientos

1=

En general tenemos que para n discos hacen falta 2n - 1 (2 a la n menos 1)
movimientos.
Volviendo a la leyenda el tiempo que necesitarian los sacerdotes para terminar el
juego, es el siguiente:

264 - 1, 0 sea 18,446,744,073,709,551,615.
Que es el numero de movimientos necesarios.
Suponiendo que los sacerdotes realicen un movimiento por segundo y trabajen las
24 horas del dia, durante los 365 dias del ano, tomando en cuenta los afios
bisiestos tardarian 58,454,204,609 siglos mas 6 afnos en concluir la obra siempre
gue no se equivoquen, pues un pequeno descuido podria echar por tierra todo lo
hecho.

Ademas de que el triangulo de Pascal nos ayuda en la solucion del juego de las
torres de Hanoi, este tridngulo y el juego tienen algo en comun y es el ser
procesos recurrentes. La recurrencia se presenta cuando tomamos el nimero de
eventos anterior para obtener el actual numero de eventos. Por ejemplo para el
juego observemos la siguiente tabla

# Discos # Eventos
1 0+0+1 1
2 1+1+] 3
3 3+3+1 7
4 7+7+] 15
9 15+15+1 3
b N+3l+1 63

En ella podemos ver que para el evento siguiente necesitamos del evento anterior
y en el caso del triangulo de Pascal, necesitamos de la fila anterior para conseguir
la fila siguiente. Otro ejemplo de un proceso de recurrencia es la construccion de
los numeros de Fibonacci.

Sugerencias
Inventa tus propios juegos de recurrencia e investiga mas sobre el fabuloso
triangulo de Pascal y sus aplicaciones.
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Resumen

En esta platica se propondrdn varios problemas de Geometria que han
aparecido en exdmenes de las diferentes etapas de la olimpiada de
matematicas, tanto en el estado de Puebla como a nivel nacional. Al resolver
estos problemas intentamos d un panorama general de los conocimientos
necesarios de esta materia que se estudia en los cursos usuales de
matematicas en secundaria y bachillerato.

Introduccion.

La Olimpiada de Matematicas es un concurso donde los problemas no son del estilo
escolar donde sélo hay que aplicar férmulas para resolverlos. En este tipo de problemas
se necesita de creatividad, de pensar, analizar los problemas e ir formando una solucién
bien argumentada de manera 16gica. La geometria es una de las areas que forman parte
de la olimpiada, en ésta uno puede visualizar los problemas mediante un dibujo, lo cual
ayuda mucho a imaginar y manejar los datos para la soluciéon del problema. Veamos
ejemplos de problemas de diferentes niveles de dificultad. Se invita al lector a intentar
resolverlos antes de ver la solucién.

Problema 1. Considere un cuadrado ABCD de 4rea 9. Sean E y F dos puntos sobre el
lado AB tales que AE=EF=FB. Calcula el area del trapecio EFCD.

Solucién. Como cualquier problema de geometria, lo primero que hay que hacer es una
figura que cumpla con las condiciones del problema.

Ahora, la solucion inmediata es darse cuenta
que, como el drea de un cuadrado es lado por lado, A F F F
entonces el lado mide 3 de longitud. Después
observar que se puede aplicar la férmula del area de
un trapecio pues la base mayor es DC que mide 3,
la base menor es EF que mide una tercera parte del
lado, es decir 1, y la altura coincide con el lado del
cuadrado. Se tiene que el drea buscada es

G+13 _, 0
7 T C

Esta no es una solucién olimpica, mds bien es una solucion escolar. Se necesita
conocer la formula y aplicarla para obtener el resultado. Pero en este tipo de concurso
en general las soluciones no son de este estilo. Puede suceder que alguien no recuerde
dicha férmula y necesite hacer algo distinto. Veamos lo que es una solucién olimpica.



Tomemos los puntos G y H en CD tales que CG = GH = HD. Es fécil observar
que los segmentos EH y FG dividen al cuadrado en tres
rectangulos iguales y por tanto, de misma édrea. También 4 E E B
es claro que los tridngulos FGC y EDA son iguales,
ambos son la mitad de un rectangulo. Entonces podemos
reacomodar el drea del trapecio al considerar al tridngulo
ADE en lugar del tridngulo FGC para obtener el
rectangulo AFGD que esta formado por dos rectangulos.
Como cada rectdngulo es la tercera parte del cuadrado, su
area es 3. De aqui que el area del trapecio que es igual al
area del rectangulo AFGD, es igual a dos veces al area de
un rectangulito, es decir 6, que es lo que anteriormente
obtuvimos.

Podemos observar que en esta solucién no hace falta conocer la férmula, ni
saber la longitud del lado del cuadrado a diferencia de la primera solucién. Fue una
solucién mds creativa que el simple hecho de hacer cuentitas. Veamos otro ejemplo.

Problema 2. En la siguiente figura, ABCD es un cuadrilatero de drea 100. Con centro
en los vértices se construyen circunferencias de radio 3. Calcular el drea sombreada.

Solucién. A diferencia del problema anterior donde tenfamos una férmula que nos
ayudara, para esta figura no la tenemos. Mds atn, no sabemos siquiera qué tipo de
cuadrildtero es. Entonces hay que
intentarlo de otra manera.

No tenemos una manera de
calcular el area de manera directa.
Muchas veces como en este caso hay
que darle la vuelta al problema. Es
decir, si pudiéramos calcular el area
que no queremos y se la restamos al
area total, que conocemos es de 100,
obtendriamos el 4rea deseada.
Nuestro problema es ahora encontrar
el area restante.

Observemos que el drea restante es la suma de las dreas de cuatro sectores de
circulos de radio 2. Como los dngulos internos de un cuadrildtero es 360° al unir los
cuatro sectores, se completaria un circulo. Por lo que el 4rea restante es igual al drea de
un circulo de radio 2, es decir, 47. De aqui que el 4rea deseada es 100 - 4.

Aumentemos el nivel de los problemas.

Problema 3. El arco AB es un cuarto de una circunferencia de centro O y radio 10. Los
arcos OA y OB son semicircunferencias. ;Cudl es el drea de la regién sombreada?
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Solucién. Nuevamente, la figura sombreada no
es alguna para la cual conocemos una férmula
para obtener su drea. Entonces podriamos
intentar lo hecho en el problema anterior.
Puesto que podemos calcular el drea total (un
cuarto de circulo de radio 10), solo nos faltaria
calcular el 4rea blanca.

(Y como? El drea blanca no se ve muy
facil de calcular. Una manera de intentarlo es
utilizar nuevamente la idea de encontrar el
resto, pues podemos encontrar el drea del
sector OB sabiendo que es un semicirculo de

o g radio 5; pero tendriamos que calcular la regién
comun a los dos semicirculos y regresamos de
alguna manera al problema original. Entonces hay que utilizar algo més.

Algo que nos funcioné en la solucién
olimpica del primer problema fue reacomodar la
region deseada de manera que nos quedara una
region con la misma drea pero mas facil de
calcular. Esta misma idea la podemos seguir de
la siguiente manera:

Si P es el punto (distinto de O) donde se
intersectan los dos semicirculos, entonces la
simetria de la figura nos permite afirmar que el
segmento AB pasa por el punto P. Ademads, las
regiones grises y las regiones negras tienen la
misma drea. Por lo tanto, podemos reacomodar

la
regién formada por la interseccion de los dos
semicirculos y cambiarla por estas dos nuevas
regiones formadas por las cuerdas AP y PB.

B

A

Entonces la regién buscada tiene la
misma 4rea que la cuerda AB, la cual la
podemos calcular de la siguiente manera: al
area total le restamos el area del tridngulo
AOB, la cual podemos calcular. El &rea

buscada es:
2
10°7 B 10x10 957 — 50,
0 E 4

Los anteriores problemas pricticamente no necesitan de teoria fuera de lo usual
para resolverlos, pero llega el momento en que es necesaria cierta teoria para poder dar
con la solucién. Por eso, conforme los participantes van avanzando, se les va entrenando
y se les dan nuevas herramientas y estrategias para resolver problemas.



Por ejemplo, el segmento que une un vértice con el punto medio del lado
opuesto de un tridngulo (mediana), divide a éste en dos tridngulos con la misma area. Es
facil de ver pues los dos tridngulos
tendrdn la misma altura desde su
vértice comun A y la misma base al
ser ambas la mitad de la longitud del
lado BC del tridngulo. Mds aun, se
cumple el reciproco, si un segmento
que une un vértice con un punto del
lado opuesto de un tridngulo divide a
éste en dos tridngulos con la misma
area, entonces dicho punto es el
punto medio del lado. También es
facil de ver pues los dos tridngulos
tienen la misma drea y la misma
altura, entonces deben tener la u
misma base, es decir BM = MC, lo g A C
cual nos dice que M tiene que ser el
punto medio de BC.

A

El siguiente problema es importante, no s6lo porque ya es necesaria cierta teoria
(adn no dificil) para resolverlo, sino porque con él se puede dar una idea de una
estrategia importante en la solucion de problemas.

Problema 4. El tridngulo ABC se ha dividido en regiones mds pequeilas como se
muestra en la figura, cuyas dreas son Sj, Sy, S3 y S4. {Cudndo es posible que S| =S, =
S3 =847

Solucién. La pregunta “;Cuando es posible

que S; =S, = S3 = 5477, se refiere a que hay

que decir para que tipo de tridngulo y qué

lineas particulares se cumple. Podriamos

comenzar analizando al tridngulo equilétero,

el mas sencillo, pero una vez elegido,

tenemos que analizar qué lineas lo cumplen;

hay una infinidad de casos para analizar. Y F
esa cantidad hay que analizarla para cada

tridngulo. Lo cual se ve muy dificil.

Parece que no hay una manera
directa de atacar el problema, entonces hay
que entrarle de manera indirecta. Uno debe
tratar de responder a la pregunta: *“;Qué C
necesito para verificar lo que me piden?”.

oo}

Comencemos entonces suponiendo que S; = S, = S;3 = S5 = S. Observemos ahora
al tridngulo EBC. P es un punto sobre el lado BE tal que divide al tridngulo en dos
tridngulos con la misma 4rea. Lo mencionado antes de este problema nos dice entonces
que P es punto medio de EB. Visto de otra manera, dirfamos que para que los tridngulos
EPC y PBC tengan la misma area, P debe ser punto medio de EB.



Ahora, en el tridngulo ABC, el drea del tridngulo FBC es la suma de las areas de
los tridngulos BPC y BPF, es decir S| + S, = 2S; y el area del tridngulo AFC es la suma
de las areas del tridngulo EPC y del cuadrilatero AFPE, es decir S4 + S; = 2S. Entonces,
ambos tridngulos AFC y FBC tienen la misma drea 2S; de aqui que F es punto medio de
AB.

Hemos visto que si S; = S, = S3 = Sy, entonces P es punto medio de EB y F es
punto medio de AB. Si observamos al tridngulo ABE, los puntos E y F son puntos
medio de dos de sus lados. Sabemos ademads que el segmento que une los puntos medios
de dos lados de un tridngulo es paralelo al tercer lado. De aqui que FP es paralelo a AC.
Pero esto es imposible pues estas lineas se intersectan en el punto C. ;Qué estd mal? Lo
que nos llevé a concluir algo falso fue la suposicion hecha al principio. Entonces, si
suponiendo eso llegamos a algo no cierto, la suposicion inicial debe estar mal, debe ser
falsa. Concluimos finalmente que NUNCA es cierto que S; = S; = S3 = Sa.

Como dijimos antes, este problema nos daria una manera de pensarlos. Cuando
se ve dificil la manera directa de atacarlo, esta es una buena opcién. Este problema sirve
entonces para introducir a los participantes a lo que se llama método de “reduccién al
absurdo” o “contradicciéon”, el cual es muy util en muchos problemas no solo de
geometria ya que se ocupa en todas las dreas.

Hasta aqui, los problemas han sido del tipo: “calcula...”, “;cuidndo sucede
que...?”. Cuando los participantes presentan el examen de la etapa regional de la
olimpiada de matemdticas se pueden enfrentar a otro tipo de problemas.

Problema 5. En un tridngulo, la longitud de una mediana es igual a la mitad de la
longitud del lado a la que fue trazada. Demuestra que el tridngulo es un tridngulo
rectdngulo.

(Nota: Una mediana es el segmento que une un vértice con el punto medio del lado
opuesto)

Solucion. ;Qué diferencia hay entre este problema con los anteriores? La primera
diferencia que se puede observar con tres de los cuatro problemas anteriores es que este
problema no tiene un dibujo. A

Esto se puede solucionar haciendo la
figura que cumpla con las condiciones del
problema, no mds no menos. No hay que suponer
de entrada que el tridngulo es de algiin tipo, en
este caso rectdngulo. Ya que el problema solo nos
habla de ‘““un tridngulo”. Lo dnico que nos da el
problema es una condicién acerca de una mediana
del tridngulo.

Por lo tanto s6lo hay que suponer esto y hacer nuestra figura, un tridngulo ABC,
M el punto medio de BC y AM es la mediana tal que mide la mitad de BC.

Otra diferencia y quizd la mds importante es lo que el problema pide que
hagamos: “Demuestre que...”. Cuando un estudiante comienza a enfrentarse con



problemas de olimpiada no sabe qué significa “demostrar” y puede hacer toda clase de
soluciones incorrectas. Demostrar no es otra cosa que argumentar de manera logica por
qué algo es cierto Veamos como se resuelve el problema.

Primero, ;cémo verificamos que el tridngulo es rectingulo?, es decir, ;como
atacamos el problema? Tenemos dos maneras, por un lado sabemos que los tridngulos
rectdngulos tienen un dngulo recto o de 90°; por otro lado, sabemos que un tridngulo
rectangulo cumple con el teorema de Pitdgoras. Entonces para verificar que el tridngulo
del problema es rectingulo hay que ver que uno de sus dngulos es de 90° o bien que sus
lados cumplen con el teorema de Pitdgoras.

(Cudl escogemos? El problema no nos dice nada acerca de dngulos ni tampoco
nos da una relacién que involucre los tres lados del tridngulo. Una manera de comenzar
el problema es obtener més informacion a partir de la dada.

(Qué tenemos? Que AM es la mitad de BC, es decir AM = %2 BC. ;Qué méas?
Como M es punto medio de BC, entonces BM = MC = 2 BC. Entonces AM = BM =
CM = 12 BC. Por lo tanto los tridngulos ABM y AMC son isésceles. De aqui que los
angulos respectivos son iguales. Llamémosle x y y
a dichos angulos como se muestra en la figura. A
i Ya tenemos dngulos involucrados! ;Ahora?

Sabemos que los dngulos internos en un
tridngulo suman 180°, entonces 180° = ZB + ZA
+ZC=x+x+y)+y=2x+2y=2(x+y). De
aqui que (dividiendo entre 2) x + y =90°. Pero LA X y
= x + y. Concluimos que ZA = 90°. ;Ya
acabamos! Entonces el tridngulo ABC es
rectdngulo.

ool
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Se puede calcular la mediana de un tridngulo respecto a los tres lados. Con esto
y cuentitas simples se puede demostrar que los lados del tridngulo del problema
cumplen con el teorema de Pitdgoras lo cual nos daria otra solucién. Pero la solucion
presentada es mas ilustrativa. Este problema apareci6 en la etapa regional del estado de
Puebla. Pasemos al siguiente nivel.

Problema 6. Sobre los lados AB y AC de un tridngulo ABC se construyen los
tridngulos equilateros ABD y ACE. Demuestra que DC = EB.

Solucién. Nuevamente primero hagamos un dibujo que ilustre el problema.

Ahora, ;cémo demostrar lo que
se pide? Si los dos segmentos a
demostrar que son iguales tienen un A
extremo comun, la estrategia es
simple, tratar de demostrar que el
tridngulo formado es isosceles. Pero
éste no es el caso. Aqui los segmentos
parecen no tener nada que ver uno con
el otro. B C




Entonces la estrategia, aunque bdsica, no es obvia. Si encontramos dos
tridngulos, cada uno con un lado igual a uno de los segmentos deseados, y demostramos
que son iguales, entonces sus tres lados son iguales, en particular los segmentos
buscados.

(Qué tridngulos parecen cumplirlo en este problema? Se invita al lector a
buscarlos antes de pasar al siguiente parrafo.

Observemos los tridngulos ADC y ABE. Uno tiene a DC como lado y el otro
tiene a EB. Como el tridngulo ADB es equilatero, AD = AB y como AEC es equilatero,
AE = AC. Para ver que los tridngulos son congruentes (iguales), segun el criterio LAL,
nos falta ver que ZDAC = ZBAE, pues ya tenemos los dos lados iguales.

Pero ZDAC = ZDAB + ZBAC = 60° + ZBAC = ZCAE + ZBAC = ZBAE.
Concluimos que los tridngulos DAC y BAE son congruentes. Por lo tanto sus lados son
iguales, en particular CD = EB, que es lo que se queria demostrar.

Para este problema no fue necesario comenzar con obtener informacién
adicional pues tenfamos una estrategia que pudimos seguir. En el anterior tenfamos qué
queriamos pero no sabiamos como obtenerlo.

Es bueno que quienes inician comiencen a atacar el problema obteniendo toda la
informacién adicional que el problema proporcione, puesto que uno no sabe que va a
utilizar y que no sirve. Este problema es de nivel de etapa estatal.

Pasemos al dltimo problema, de mayor nivel. Apareci6é en un examen selectivo
de Puebla, es decir, el examen que sirvid para elegir a los seis estudiantes que
representarian a Puebla en el concurso Nacional. Antes unos comentarios.

Ya se dijo que conforme avanzan se les proporcionan nuevas herramientas y
estrategias. Es decir, se les ensefian y demuestran diversos teoremas. Ahora bien, no se
les ensefia como una férmula que van a aplicar e inmediatamente el problema estd
resuelto, mds bien como una herramienta para obtener informaciéon que ayude a
resolverlo. Uno no sabe cuando y cémo va a ocupar los teoremas, tiene que tenerlos
presentes siempre para cuando se necesiten.

FI

Dos resultados que usaremos en la solucién del

problema son los siguientes.

El primero es basico, de los primeros que se
muestran, dice que si dos dngulos inscritos en una
circunferencia abren el mismo arco, entonces son
iguales. En la figura, ZAPB = ZAQB, pues abren el B Q
arco AB.

El segundo es mds importante, recibe el nombre de Potencia de Punto.
Consideremos una circunferencia de centro O y radio r. Sea P un punto del plano. Una
recta que pasa por P interfecta a la circunferencia en los puntos A y B. Entonces el
producto (PA)(PB) es constante, es decir, es independiente de la eleccion de la recta; si



P estd afuera de la circunferencia la constante es igual a (OP)2 — 1% si P estd dentro de
ella la constante es ahora 1 — (OP)Z.

Problema 7. En una circunferencia estd inscrito el tridngulo isésceles ABC (AB = BC).
En el arco AB se toma al azar el punto K y se une por medio de cuerdas a los vértices
del tridngulo. Muestra que (AK)(KC) = (AB)2 - (KB)Z.

Solucién. La figura que
ilustra el problema es la B
siguiente.

Ahora la eterna
pregunta, ;cémo comenzar
a atacar el problema?

Si observamos bien
lo que queremos demostrar,
se parece mucho a lo que
dice el teorema de potencia
de punto, pero no lo es, al K
menos no a simple vista
pues en el teorema de
potencia de punto se tienen
tres puntos colineales, lo
que no tenemos aqui. Pero
podemos hacer que se
parezca aun mas.

Uno de los dos, AB
o KB deberia funcionar como radio de una circunferencia para aplicar dicho teorema.
Tomemos una circunferencia con centro en B y radio KB, la cual interfecta a BC y KC
en los puntos Q y R respectivamente.

Entonces aplicando la potencia del punto C respecto a esa circunferencia
tenemos que el producto (CR)(CK) es constante y puesto que C esta fuera del circulo, la
constante es (BC)2 - (KB)Z. Pero BC = AB. Por lo tanto la igualdad queda, (CR)(KC) =
(AB)2 - (KB)Z. Que es casi lo que queremos mostrar, solo nos hace falta ver que CR =
KA para tener la igualdad deseada.



Entonces el problema se reduce a demostrar una igualdad de segmentos la cual
sabemos la estrategia a seguir, buscar tridngulos congruentes. Se invita nuevamente al
lector a encontrarlos.

Observemos los tridngulos BKA y BRC. Se tiene que BR = BK por ser radios de
la circunferencia. Ademds BC = AC. Entonces segun el criterio LAL solo falta ver que
ZKBA = ZRBC. Para ver esto, primero observemos que ZBAC = ZBKC por ser
angulos inscritos que abren el arco BC, por esto y por ser ABC y BKR tridngulos
isosceles, se tiene que dichos tridngulos son semejantes y por tanto ZKBR = ZABC. De
aqui que ZKBA = ZKBR - ZABR = ZABC - ZABR = ZRBC. Concluimos que los
tridangulos BKA y BRC son congruentes, entonces sus tres lados son iguales. En
particular AK = RC. Finalmente, sustituyendo AK por RC en la igualdad antes obtenida
se tiene (AK)(KC) = (AB)? — (KB)% Lo cual termina la prueba.

Observaciones que el teorema de potencia de punto se utiliz6 s6lo para reducir el
problema a otro més sencillo, no para solucionarlo directamente. La manera en que a
uno se le puede ocurrir utilizarlo se da después de experiencia en la solucién de



problemas de manera que el teorema se vuelve de uno mismo, tenerlo de esa manera, no
solo tenerlo de memoria, sino saberlo utilizar, sirve mucho.

También es importante el hecho de realizar una construccién extra al dibujo
original, la cual debe ser adecuada para que nos proporcione mds datos que sirvan a la
solucién de problema. El hacer trazos auxiliares que si ayuden también forma parte del
andlisis que se hace al problema al comenzar a resolverlo. Las referencias presentadas
proporcionan la teoria que uno puede aprender en olimpiada de mateméticas asi como
problemas para entrenar. En [3] se presentan los resultados bdsicos no sélo de
geometria, también de combinatoria y teoria de nimeros.
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Abstract. In this proposal, we present ASP and its applications in rational
agents. We consider Answer Set Programming and rational agent paradigms.
Considering these two paradigms, we can develop systems to approach in a di-
rect way to rational behavior.

1 Introduction and Motivation

Nowadays, when we want to begin a serious research in the computer science, we
should consider all the opinions that impact in a direct way in our research. Mainly if
these opinions are make by connoted researchers. Also, is very important to consider
as many current opinions as we can and classic opinions as well. In this sense we
approach the logic firstly. Is logic a theory sufficiently robust to think that it can al-
low us model intelligence behavior? If we want to design an entity capable to be
rational in some environment, then we need an unambiguous language, clear, simple.
This language should allow us draw inferences, knowledge representation and updat-
ing knowledge and the behavior desired [BG94]. About 1960, McCarthy [McC59]
proposed for the first time the use of logical formulas as a basis for a knowledge
representation language of this type. This is how he explains the advantages of such
representation:

“Expressing information in declarative sentences is far more modular than
expressing it in segments of computer programs or in tables. Sentences can be true in
a much wider context than specific programs can be used. The supplier of a fact does
not have to understand much about how the receiver functions or how or whether the
receiver will use it. The same fact can be used for many purposes, because the logical
consequences of collections of facts can be available”.

This idea has been the start point for many researchers, who have worked it strongly
with various backgrounds and interests. Logic theory has demonstrated to be a para-
digm with a huge level of abstraction to generalize from a problem domain to another
[LAPO1].



The remainder of the paper is structured as follows: In section 2 we briefly recap the
basic background used throughout the paper. In section 3, we present our new pro-
posal on modeling of agents. Next, we present our application based in rational
agents presented in section 4. Finally, in section 5, we give our conclusions and fu-
ture work.

2 Logic as Universal Language

Logic has demonstrated to be a paradigm with a huge level of abstraction to general-
ize from a dominion of problem to another [LAPO1]. The classical logic of predicate
calculus served as the main technical tool for the knowledge representation. More-
over, it’s a good language of representation for static knowledge [LAPO1], Also it has
a well defined semantics with a good and power inference mechanism. However,
there are paradigms more opened and dynamic. Then, it’s necessary to consider lan-
guages or representation and integration of knowledge to advance along the time.
Even, for the knowledge commonsense this tool is inadequate. For this reason, many
researchers have focused their efforts to explore and develop new logical formalisms.
Some of the most important proposals presented in [BG94] are circumscription
[MD80, McC86, and Lif85b], default logic [Rei80b] and non monotonic modal logics
[MD80, McD82 and Mo0o85].

We can stand out that the language of the logic is the language of the science. In fact,
in mathematics is considered the universal language. We consider that the logic has
been, it is and it will continue being our universal language. However, when we think
in real applications we should also think in tools that allow us to apply the theory in
the construction of them. In this sense Kowalski and Colmerauer created the logic
programming [LI087] and the development of the first logic programming language,
Prolog [CKPR73].

3 Answer Set Programming

The stable model semantics is one of the most commonly accepted approaches to
provide semantics to logic programs with NAF. Stable model semantics relies on the
idea of accepting multiple minimal models as a description of the meaning of a pro-
gram. In spite of this wide acceptance and its extensive mathematical foundations,
stable model semantics have only recently found its way into mainstream “practical”
logic programming. The recent successes have been a substantial effort towards un-
derstanding how to write programs under stable model semantics, recently referred as
Answer Set Programming (ASP). ASP is a computation paradigm in which logical
theories (Horn clauses with NAF) serve as problem specifications and solutions are
represented by collection of model. ASP has been concretized in a number of related
formalism - e.g., disjunctive logic programming and Datalog with constraints [ET00,
and Eiter98].



Besides, it exist some researching groups in Europe: Pereira, Alferes, Eiter, Leite, and
U.S.A Gelfond, Lifschitz, Przymusinski, Przymusinska, Baral, Dix that are develop-
ing theory and applications related to the semantic of the stable models [LAPO1].
Nowadays, the semantic of stable models is called as answer sets programming (ASP),
and using the concept of negation as failed, it lets us to solve problems with default
knowledge.

Finally, we think that all the mentioned points in this article allow us approach to the
software modeling with rational behavior in an efficient way. When we mention ra-
tional software, actually we are talking about software based on agents. In a concrete
way, we wish to reach our investigation in the beliefs revision process, it means, the
process that let an agent to manage its knowledge and beliefs.

For this reason, we think that logic is a good theory to model belief revision. The
beliefs revision is a process that let the agents have behaviour closer to the human.
Some researchers have even proposed to model agents based on mental state concept
(Pereira), this represent the internal state of an intentional system. Generally, this
build a set of beliefs, desires (goals), intentions, etc. that characterize the agent every
instant.

4 Applications based on Agents

In this section we present different applications based in rational agents. These pro-
posals integrate both ASP and Java, eliminating the traditional high gap between
formal theory and practice. We use java as front-end, in which we develop the inter-
faz for user and the database administration. While in the declarative part, we use
answer set programming through DLV. This paradigm gives the formal support to our
agents.

4.1 Electronic board

Nowadays, the agent paradigm has recently increased its influence in the research and
development of computational logic-based systems. However, the development of
rational agents is a hard task, due to this involves both the updates and beliefs revi-
sion process. Furthermore, when we think in rational agents, we should consider
some human characteristics like: reasoning, planning, and acting in a dynamic world.
Our application [Z2T2000, 0Z2003] consists in a work environment (figure 1) that
integrates necessary tools for correct performance of our scientists, incorporating a
new formalization about update process. Our application consists of: an intelligent
calendar that has as main ingredient the negotiation of meetings among multiple
members of our scientific community via rational agents; a chat, that allows virtual
meetings reducing the big distances; electronic mail and short messages via mobile
telephone, used as our general communication channel in the negotiation meetings by



our agents; an rational editor, that counts with a rational agent that assists in papers
writing and a knowledge base on the scientists' belief. In the figure 1, we present the
main interfaz of our application. As we can observe one of the main tasks is the pres-
entation of the schedule of each one of the researchers in our community. All this
with the following purpose: that any member of the community can request a meeting
with any of the researchers. The acceptance or not of a meeting depends on the be-
liefs that our agent has with respect to the required researcher. These knowledge
bases are formed for beliefs, knowledge and preferences. Obviously, these knowledge
bases change in a dynamic way according to the researcher's dynamic behavior.

4.2 Financial Mobile System

The globalisation of the economy and the acceleration of technological change have
made knowledge-based activities and the use of new technologies a priority issue for
the growth of a country. Consequently, the new mobile technologies play a vital role
in the correct acting of our activities. New information technology can help us
achieve our perspectives of growth. So, we present another application based on
agents and ASP paradigms called Financial Mobile System [ZSZMCO6]. This system
provides to the user services and applications for personal administration. Also, the
system has an intelligent autonomous agent that carries out the search and purchase of
those demanded products for its user in an autonomous way. Furthermore, we incor-
porate to our agent, supervision capacities in the control of the daily expense, these
capacities allow the agent to learn of their user.

The information and communication technologies enter more facets of our lives.
Society and the economy are adapting to the wave of innovation which is associated
with this change resulting in new activities and new ways of doing things. In today's
increasingly “knowledge-based” society the new raw material for economic activity
and social interaction is information. The efficient use of information and communi-
cations technologies can provide a competitive edge to economic activity and have
the potential to fundamentally transform society. The Information Society affects
particular individuals, communities, sectors of economic activity, regions and even



countries in different ways. In this context, an innovative action is designed to inves-
tigate how to maximize the benefits which the Information Society can provide.

So, we describe a novel intelligent agent that allows to the user of mobile telephony
to have a control in the personal expenses. This agent is a tool based on mobile tech-
nology in their users' benefit. Also, we have incorporate another intelligent agent
whose capacity is to be able to carry out the purchases of those products that the user
needs and that they are considered inside their budget, for that which makes use of a
connection with “amazon.com” through internet. Additionally, we have incorporated
our agent the capacity to learn of its user through a daily supervision.

Wireless Communication

Server
Web-hased
Application

Figure 2. Architecture of Financial Mobile System

Our system makes the search and negotiation in internet of the product requested by
user. The cellular phone (A) sends a message to another cellular telephone (Tele-
phone B) located to a side of the applications server. Immediately, telephone B for-
wards the message to server through a port Bluetooth. Once the application located in
the server receives the message, it begins the search and negotiation of the best offer.

4.3 Mobile Clinic



Figure 3. Mobile Clinic

Nowadays, the technological development grows to enlarged steps and the mobile
technology is not the exception. Business users of today demand and home users of
tomorrow will demand that they can continue their usual way of using computing and
communication services wherever and whenever in an easy way. One of the tech-
nologies that have grown vertiginously in the last years are the cellular telephones.
Moreover, cards PCMCIA has been developed for cellular phones so that laptops and
palmtops can exploit connectivity provided by mobile phones. This type of develop-
ments faces us to the development of technologies of mobile software based on
agents. In the same time agent technology has gained attention both among software
houses and among research groups. However, agent technology is not yet mature
enough for worldwide exploitation in telecommunication applications. There are still
problems in designing software systems that integrate the concepts and functionality
of personal mobility, and agent technology. So, the intelligent telephones have ar-
rived at the market and they are here to remain for a lot of time. Moreover, if we
consider that the own necessities of the mobile life and the digital world in which we
live demand devices that are versatile, i.e., that in oneself tool multiple services can
be had and therefore bigger benefits.

In this proposal, we propose to development an application based on agents called
“Mobile clinic”. The main idea is, to take a picture of each one of the patient's irises
with the camera of the cellular phone. Next to send these pictures through a multime-
dia message. Later, these pictures are processed using the irisdiologia paradigm. Fi-
nally, our system emits an diagnose clinical that is sent through a text message among
cellular phones.



5 Conclusions and future work

We have presented several applications for mobile cellular telephone. These applica-
tions are based on mobile systems” and are based on intelligent agents. This it is a
first step in the development of real and useful applications for the users of mobile
telephone. Furthermore, these applications incorporate agents specialized in: e-
commerce, learning about its user and control in the daily expenses. There is a lot of
work to develop in this application, this is owed mainly to the limitations that a cellu-
lar telephone has still. However, the basic operation this fact and in a second version
we will incorporate more services offered through of communication with a applica-
tions server.

With respect to future work, we will continue our research in mobile systems. In
particular form, we will continue our analyses about e-commerce and e-business.
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RESUMEN SOBRE LOGICA POSIBILISTA

JOSE ARRAZOLA
IVAN CORTES
JESUS LAVALLE

RESUMEN. Este trabajo pretende més que introducir al lector en el conocimiento
sobre Légica Posibilista, invitarlo a la lectura de esta intesante temética.

1. INTRODUCCION

En la vida real existen situaciones en donde sélamente se cuenta con informacién
incompleta o parcialemente inconsistente. La Légica Posibilista ofrece una her-
ramienta para hacer inferencias con este tipo de informacién.

El trabajo con la incertidumbre en un contexto légico no es un tema nuevo;
Uno de los intentos por tratar con informacién incompleta utiliza el calculo de
probabilidades, pero éste presenta algunas dificultades al tratar de hacer un anélisis
en un contexto légico:

e Un conjunto de proposiciones no es cerrado deductivamente, esto es, a partir
de las restricciones P(—pV q) > a 'y P(p) > «, s6lamente se puede deducir
que P(q) > max{0,2a — 1}, en donde max{0,2a — 1} < a.

e Exite una gran discrepancia entre P(—pV q) vy P(p|q) (la disyuncién exclu-
siva), lo cual lleva a la pregunta sobre el correcto modelado de una regla
del tipo p — q.

En 1976 Rescher propuso que la fuerza de una deduccion es igual a la fuerza del
argumento mas debil usado en su deduccién; La contribucién de la Légica Posibilista
es relacionar ésta idea con las medidas de necesidad difusas, dentro de la teoria de
Zadeh, ya que se cumple:

N(—pVq) > ay N(p) > a, implica N(q) > min {«, 3}

La Légica Posibilista puede ser utilizada para modelar conocimiento lleno de in-
certidumbre, cuando éste se representa en el contexto de la teoria de la posibilidad.

En [11], Zadeh introdujo las medidas de posibilidad como un indice escalar que
evalua la consistencia de una proposicién difusa con respecto al estado del conoci-
miento expresado por medio de una restriccion difusa. Una restriccién difusa es un
conjunto difuso de valores posibles y su funciéon de membresia se llama distribucién
de posibilidad. Fue entonces cuando se hizo patente que la “Légica Difusa”’ de
Zadeh no era otra légica multivaluada, sino una forma de razonar bajo incertidum-
bre o conocimiento incompleto descrito por restricciones difusas (lo que Zadeh llamé
Razonamiento aprozimado).
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En [1] se incluye una axiomatizacién y un método de refutacién basado en reso-
lucion extendida que es viable de ser implementado en una computadora y que
soporta inconsistencia parcial.

La logica posibilista esté estrechamente relacionadad con la teoria belief revision.

En [7] se presentan algunos algoritmos para el problema de la deduccidn en la
Logica Posibilista Estandar , asi como algunos algoritmos para encontrar modelos
en Légica Posibilista Estandar .

Entre las aplicaciones de la légica posibilistica se encuentran:

(1) Razonamiento No-Monétono [3, 5], razonamiento utilizando reglas con ne-
gacion por falla[8].

(2) Belief revision [4].

(3) Se puede usar la Ligica Posibilista para crear la teorfa Possibilistic Logic
Programming, la cual es particularmente util cuando se trata con incer-
tidumbre o con optimizaciéon min-max. Los detalles formales sobre la
semantica declarativa y procedural de los programas légicos posibilistas se
pueden encontrar en [6] y algunas extensiones que incorporan la negacién
por falla se pueden encontrar en los trabajos de Wagner [10].

En [10] se demuestra que los programas l6gicos normales, bajo la semantica de
modelos estables de Gelfond y Lifschitz, se pueden sumergir en programas légicos
difusos (bajo su semdntica estable) y los programas légicos extendidos, bajo la
semantica de Answer Set de Gelfond y Lifschitz, se pueden sumergir en programas
l6gicos posibilistas, bajo la seméantica estable posibilista.

En [9] se muestra que los conceptos de Answet Set Programming y Légica Difusa
se pueden combinar en un sélo esquema llamado Fuzzy Answer Set Programming
(FASP). Su propuesta muestra que este enfoque es una extensién de la teoria de
Answer Set Programming tradicional, a diferencia de otros enfoques.

En la Légica Posibilista Completa, el conocimiento incierto se expresa en términos
de oraciones certainty-qualified o possibility-qualified. La Légica Posibilista Com-
pleta trata con objetos sintdcticos que expresan desigualdades que resultan de éste
tipo de oraciones. En lo que sigue hablaremos sobre la llamada Légica Posibilista
Estandar la cual es un fragmento de la Logica Posibilista Completa, que sdlo trata
con oraciones certainty-qualified.

2. Lo BAsIicO DE LocicA POSIBILISTA

Una férmula posibilista estdndar es un par (¢ «), donde ¢ es una férmula proposi-
cional cldsica y « € (0,1]. (p «) expresa que  es cierta al menos hasta un grado «,
esto es, N(¢) > «a, donde N es una medida de necesidad que modela el estado de
conocimiento. Al escalar a se conoce como la valuacion de la férmula y se denota
como val(y).

Una base de conocimiento necessity-valued (o tambien llamada base de conocimiento
posibilista estdndar) F se define entonces como un conjunto finito de férmulas
necessity-valued. F* denota el conjunto de férmulas clasicas que se obtiene de
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F al ignorar los pesos, esto es, si F = {(¢; o) : ¢ =1,...,n} entonces, F* =
{@i : i=1,...,n}. A F* sele llama la proyeccidn cldsica de F.

Una base de conocimiento posibilista estandar también puede ser vista como
una colecciéon anidada de féormulas clasicas: si « es cualquier valuacién, definimos
el a—corte ¥, y el a—corte estricto Fz como:

Fo = {(¢pP)eTF : B>a}
Ja = {(ph)eT : >0}

Sus proyecciones clédsicas son

Fo = {e: (P eTF, f2za}
Fo = {o: (P eF B>a}

En la Légica Posibilista Estandar los conceptos de satisfaccion y consecuencia
l6gica estan definidos en términos de distribuciones de posibilidad sobre el conjunto
de “mundos cldsicos”. Una distribucién de posibilidad 7 es una funcién de Q (el
conjunto de todos los mundos posibles) a [0, 1]. m(w) refleja que tan posible es que
w sea el “mundo real”. Cuando 7(w) = 1 (resp. w(w) = 0) entonces es comple-
tamente posible (resp. completamente imposible) que w sea el mundo real. Una
distribucién de posibilidad estd normalizada si, y sélo si Jw tal que 7(w) = 1.

La medida de posibilidad TI inducida por 7 es una funcién de L (un lenguage
légico de primer orden o proposicional) a [0, 1] definida por

(p) = sup {7(w) : w =}

La medida de necesidad (dual) N inducida por 7 se define como

N(p) =1—=1(=p) = inf{l —7(w) : wk ¢}

Se cumplen las siguientes propiedades:

N(T) - 1
N(p A1) = min {N (), N(¥)}
N(p V) > max {N (), N(¢)}

SipkE1 entonces N(3) > N(p)

Decimos que una distribucién de posibilidad 7 satisface a la féormula posibilista
estandar (¢ «) si, y sélo si, N(¢) > «, donde N es la medida de necesidad inducida
por 7. Usaremos la notacién 7 |= (¢ «). Una distribucién de posibilidad 7 satisface
una base de conocimiento posibilista estdandar F = {(p; ;) | i =1,...,n} si, y s6lo
si, para toda i, m = (¢; ;). Esto lo denotaremos por 7 = F.

Una férmula posibilista estdndar (¢ «) es una consecuencia légica de una base
de conocimiento posibilista estandar F si, y solo si, para cualquier m que satisfaga
a F, se tiene que también 7 satisface a (¢ ).

Tenemos el siguiente problema de deduccién: Sea F una base de conocimiento
posibilista estandar y sea ¢ una férmula cldsica que queremos deducir de F hasta
cierto grado; tenemos que calcular la valuacién més alta « (esto es, la mejor cota
inferior de una medida de necesidad) de manera que (p «) sea una consecuencia
logica de F, es decir, debemos calcular

Val(p,F) =sup{a € (0,1] : FE (p a)}
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Un resultado fundamental de la deduccién a partir de bases de conociemiento
posibilista estandar es que siempre existe una distribucién de posibilidad menos
especifica’ que satisfaga una base de conocimiento posibilista estandar F. A saber,
siF = {(p;i ;) : i=1,...,n} entonces la distribucién de posibilidad menos es-
pecifica w3 que satisface F se define como

lsiwpE@i Apa A Ay,
min{l —a; : wE-g, i=1,...,n} otro caso

Ty (w)

2.1. Proposition. [1] Para cualquier distribucién de posibilidad =, 7 satisface a F
si, y sélo si, m < 7wy

Como consecuencia tenemos el siguiente corolario,
2.2. Corollary. [1]

FE (¢ a) si, y solo si, 75 = (¢ a)
O en otros términos, Val(p,F) = Ng(p), donde N5 es la medida de necesidad
inducida por 7.

Lo anteriormente expuesto nos da una idea somera de lo que trata y de que man-
era la Légica Posibilista, reiteramos que con ello pretendemos hacer una invitaciéon
a los lectores para que investiguen respecto al tema.
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RESUMEN. Una légica de tres valores llamada G% ha sido introducida reciente-
mente para definir una nueva semantica para el razonamiento no monétono|2].
Esta légica ha sido axiomdtizada en [3]. Se presenta las nociones de modelo
pseudo-pestable y grado de contradiccion para generalizar la de modelo p-
estable cuando se presenta informacién contradictoria. El resultado principal
de este trabajo es: Sea P es un programa normal entonces, M es un modelo
p-estable de P sii M es un modelo pseudo p-estable de P.

1. La Loécica GY

Una légica de tres valores llamada G% ha sido introducida recientemente para
definir una nueva semdntica para el razonamiento no monétono|[2]. En este trabajo
solo se hard mensién de los resultados necesarios y se remite al lector al articulo
original para sus demostraciones.

2. DEFINIENDO G}

La légica G% es una légica de tres valores con valores de verdad 0, 1 y 2 donde 2
es el unico valor designado. Definimos las tablas de verdad para los conectivos —
y - de la légica G% en el Cuadro 1.

CUADRO 1. Tablas de verdad para los conectivos en G%

| e

o= O 8
O NN

o= o |
o oMo
— N RO
NN N o

La conjuncién se define como la funcién min. En [1], G% se introduce sdlo para
probar que a V (a — b) no es un teorema de C,,.

Observese que esta logica es paraconsistente. Basta notar que la férmula aA—a —
b no es un teorema de G% y por tanto no se trivializa ante la presencia de férmulas
contradictorias.

3. AXIOMATIZACION OF G}

En [3], se presenta una axiomatizacién tipo Hilbert de G%. Esta l6gica tiene tres
conectivos légicos primitivos, a saber —, A, y —. También tiene otros conectivos
que se definen como:

1. avVb:=((a—=b) = b)A((b—a)— a).
183



184 ARRAZOLA, LAVALLE, MAZN

2. ~a:=a— (maA-a).
A partir de ahora, el simbolo I denotard i-¢; , a menos que se diga otra cosa. La
légica GY tiene todos los axiomas de la légica C,, mds los siguientes axiomas:
El B -~ -FA
E2 B — A
E3 ~% — A
E4d (——BN—-—C) > —(BNE)
E5 (wBAN-C) — —(BNE)
E6 (~~ BNA-B) — (-=FC — (~~ (BANC)N(BNF)))
E7 ~28 — (% — %)
E8 ~—~(Z — %)« ((B— C)N(—~~B — —~—%))
E9 (~~ BN-B) = (~~CN-C) — —(B—F))
E10 -—#B — (7~ CN—-F) = (~~ (B —->FC)N(BNTE)))
Un resultado 1til, es el siguiente.

Teorema 3.1. Sea I' y A dos conjuntos de férmulas. Sea A, A1, As, B, y C
formulas arbitrarias. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. 'k B implicaTUAF B

I'"AF B si, y sélo si, ' A— B

' Ay AN As si, ysdlosi, THA; yT'F Ay
I'NAFB yI',-AF B si, y sélo si, '+ B
I'ByA,BFC entoncesTUAFC

DAl ol

En [3] se demuestra el siguiente Teorema de Robustéz y Completéz:

Teorema 3.2. Una férmula ¢ es un teorema en G% si, y sdlo si, es una G-
tautologia.

Es importante observar que esta logica es diferente de otras logicas paraconsis-
tentes, por ejemplo de la definida por da Costa: C. Esto se desprende del hecho
de que el esquema de axioma —(a A —«) no es vélido en C; , pero es un teorema
en G%. Més ain, la Ley de Pierce es vélida en C; pero no en G5. También, se ha
visto en [2] que GY% es diferente de Pac. Finalmente, G también es diferente de la
l6gica paraconsistente de cuatro valores introducida por Arnon Avron.

4. ProcrAMAS LocIicos

La idea de la programacion Légica es utilizar a la légica como un lenguaje de
programacién[4].

Definicién 4.1. En nuestro contexto un programa ldgico es tinicamente una teoria
y una clase de programas légicos es un conjunto de programas légicos.

De hecho podemos pensar que las palabras teoria y programa son sinénimos,
usualmente empleamos la primera cuando estamos en el contexto de logica y la
segunda cuando se trata de programacién.

La sintaxis de las férmulas usualmente se define en términos de algunas férmulas
especiales conocidas como cldusulas.

Definicién 4.2. Una cldusula es una férmula de la forma 5 «— % donde la impli-
cacién es el conectivo principal y 5, % representan férmulas que tiene s6lamente
los conectivos =, A, V.
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s Las férmulas 7 y % se conocen como cabeza y cuerpo de la cldusula
respectivamente.

= La cldusula | «— 2 se le llama constraint y se dice que la cabeza estd vacia.

= Una clausula S < 1, se llamara un hecho. Por simplicidad se escribira 7

En la literatura referente a la programacién 1égica podemos encontrar diferentes
tipos de clausulas:

1. Una cldusula es una cldusula definite si # = {a} y B = BT = \i_, bi,
donde a, b; son atomos.

2. Una cldusula es una cldusula normal si # = {a} y B = %+t N %, donde
B =N biy B~ = Ny ~di, con a,b;,dj dtomos.

3. Una cldusula es una cldusula disyuntiva si J = \/;n=1 c;yB=BTNB,
donde Bt = A\ b; y B~ = N\, ~dk, con a,b;, dy, dtomos..

Asi, una programa definite (normal, disyuntivo) es un conjunto de cldusuluas
definite (normales, disyuntivas).
5. SEMANTICA ESTABLE

En el corazéon de la semantica estable se encuentra el concepto de reducto de un
programa P con respecto a un conjunto de atomos, el cual se define a continuacién.

Definicién 5.1. Dado un programa légico P y un conjunto de dtomos M definimos
el reducto de P con respecto a M como el programa légico

P = — BT A~ B N-B € P, B NM=0}
Definicién 5.2. Sea P un programa normal y M un conjunto de dtomos. Decimos
que M es un modelo estable de P si, y s6lo si, M es el modelo minimo de PM.

6. SEMANTICA P-ESTABLE
Ahora tenemos la siguiente definicién.

Definicién 6.1. Sea P un programa normal, sea M un conjunto de dtomos. Dec-
imos que M es un modelo p-estable de P si RED(P, M) I-¢ M, es decir, si M es
un modelo cldsico de RED(P,M)y RED(P,M) Fc M.

Definiciéon 6.2. Sea P un programa normal y sea M un conjunto de atomos.
Definimos

RED(P,M)={a— Z"N~(# NM)|a—B"N-% €P}
Los tres lemas siguientes (6.3, 6.4 y 6.5) pueden encontrarse en [2].

Lema 6.3. Sea P un programa normal y sea a un dtomo. Sean X,Y dos ldgicas
tales que C,, C X,Y C C. Entonces, P Fx a si, y sdlo si, P Fy a.

Lema 6.4. Sea P un programa normal y M C Zp. Entonces se tiene que:
RED(P,M) g, M si, y sdlo si, PU-M g, M.

Lema 6.5. Sea P un programa normal y sea M C Lp. Entonces se tiene que M es
un modelo cldsico de PU—M si, y sdlo si, M es un modelo cldsico de RED(P, M).
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7. MODELOS PSEUDO P-ESTABLES

Dado que en G la férmula —7 A o/ no es una férmula contradictoria, se tiene
que no se puede deducir cualquier cosa a partir de ella. Con esto en mente, se
definira la nocion de grado de contradiccion de un programa.

Definicién 7.1. Decimos que un programa légico P es contradictorio respecto a —
si existe una formula ¢ tal que P bg, ¢ y P gy —p.

Definiciéon 7.2. Sea P un programa légico. Definimos el grado de contradiccion
de P, denotado por G(P), como

G(P)=Card{a e Zp | Ptg a y Pltg, —a}

Proposiciéon 7.3. Sea P un programa ldgico. Si P tiene un modelo cldsico, en-
tonces G(P) = 0.

DEMOSTRACION. Sea M un modelo clésico de P y supongamos que G(P) > 0.
Como P tiene un modelo clésico, entonces es consistente (en el sentido clésico).
Como G(P) > 0, entonces existe un dtomo a tal que P Fa, ay P g, —a. Ahora
bien, por el Lema 6.3 se tiene que P F¢ a y P ¢ —a, violando la consistencia
(clasica) de P. O

Proposicion 7.4. Sean P y Py programas normales, My C Lp, y M C ZLp, con
ZLp, N Lp, =10, entonces

RED(P, U Py, M; UM,) = RED(Py, M;) U RED(Ps, My)
DEMOSTRACION. Sea r € RED(Pl,Ml) U RED(Py, M5). Entonces r = ay «—
BENA(By NMy) b1 =g «— B N—(B; N Ms). Como Lp, N.Lp, =0, entonces
BT N My =0y, B5 N M = 0.

Asi, sir =ay «— %’f A —(AB] N M), con al,%f,%’f,Ml C Zp,, se tiene que

T = Q1 < %i‘— AN (% li)
= a1 — BT AA(B ONM)AT
= Q1 < %i_ (% ﬂMl) (@)
= Q1 ‘@i‘— N (@ ﬂMl) ({@1_ OMQ)
= B A ((93 N M) U (% N My))
= o1 L%)Ir AN ( (M1 U Mg))

Y an, re RED(P1 @] PQ,Ml U Mg)

Anélogamente, si 1 = ag «— B A ~(By N My), con az, By, By , Mz C Lp,, se
tiene que
r = 0&2<—¢%);_/\ (%;PIMQ)
Qg %;— AN (%2_ mMz)
042<—% AN (%QQMQ) ()
( ) A
=

= 0é2<—1%) /\‘u%)z_ﬂMQ (e@ li)

= Qg < %+ (%2_ n MQ) (@ N Ml))

= Q2 <—%2+/\ (%EQ(MQUMl))
Y asi, r € RED(P, U Py, M7 U Ms). Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos,
r € RED(Py U Py, M1 U Ms). Por lo tanto,

RED(Py, M) U RED(Py, M) C RED(Py U Py, M, U My)
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Sea r € RED(P1 @] PQ,Ml @] MQ) ASf,

r o= a— BTAN-(B N (MU M)
= a—BTN-((B NMy)U (% NM))
Como Zp, N Lp, = (), entonces si B~ N My # () entonces B~ N My = (). O, por

otro lado, si Z~ N M, # () entonces B~ NM; = (. De manera que r € RED(Py, M)
or € RED(P2, Ms), es decir, r € RED(Py, My) U RED(P,, Ms). Por lo tanto,

RED(P, U Py, My U M,) C RED(Py, My) U RED(Ps, M)

O
Definimos ahora la nocién de modelo pseudo p-estable.

Definiciéon 7.5. Sea P un programa logico y M C Zp. Decimos que M es un

Modelo pseudo p-estable si se cumplen las siguientes condiciones:
1. G(P)=G(PU-M)

2. PU—-M es literal completo (i.e., para toda a € Zp se tiene que PU-M Fay,
aoPUﬂ]\A/[/FGw3 —a )
Observacion 7.6. Note que puede suceder que G(P)=0, pero al mismo tiempo tener
que G(P U-M) > 0. Por ejemplo,
P: a+ a
c.

Se tiene que si M = {c} entonces =M = {—a}, y por lo tanto

PUﬂM: a < —a.
c.
—a.

De donde se ve que PU -M Fg,ay PU -M gy —a, y por tanto G(PU ﬁ]T/[/) > 0.
Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 7.7. Sea P un programa normal y M C £p un modelo pseudo p-estable,
entonces RED(P, M) g, M

DEMOSTRACION. Supongamos que RED(P, M) ¥q; M, entonces PU -M Ve, M,
y por tanto existe a € M tal que P U -M ¥qr, a; Como M es literal completo,
entonces se debe tener que P U -M Fg;, —a. De aqui que P g, —a, y asi, P ¢ —a

lo cual es imposible ya que P es normal y no demuestra atomos negativos. ([l
Enunciamos ahora el resultado principal.

Teorema 7.8. Sea P un programa normal. M C ZLp es un modelo p-estable de P
st, Yy solo si, M es un modelo pseudo p-estable.

DEMOSTRACION. Sea M un modelo p-estable de P. Entonces, por definicién, se
tiene que RED(P, M) IF¢ M, es decir, que M es un modelo de RED(P,M) y
RED(P,M)tFc M.

Por el Lema 6.5 se tiene que M es un modelo clasico de PUﬁJT/f, y por tanto, PU-M
es consistente (en el sentido cldsico). Ahora bien, si G(PU ﬁ]Tj) >0 entonces existe
o tal que P U -M e, ¢y PU -M Fay, —¢. Pero esto implica que P U -M Fo o
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y PU~M F¢ —, violando la consistencia de P U—-M. Por lo tanto G(PU ﬁﬁ) =
0=G(P).

Ademéds, por el Lema 6.3, se tiene que RED(P, M) Fa, M. Asi, por el Lema 6.4
se tiene que P U -M Fa, M. De aqui que PU ~M sea literal completo y por tanto
M es un modelo Pseudo p-estable.

Inversamente, supongamos que M es un modelo Pseudo p-estable, esto es, G(P) =
G(PU —\1\7) y para todo a € Zp se tiene que P U -M Fg, ao PU -M Fay —a.
Por el Lema 7.7 se tiene que RED(P, M) Fa, M. Como G% es mds débil, tenemos
que RED(P,M) ¢ M.

Mostraremos que M modela cldsicamente a RED(P, M). Para esto, es suficiente
con probar que M modela a P, ya que esto implica que M modela clasicamente a
PU —|]f\\/[/, y por el Lemma 6.5, se obtiene la conclusién.

Supongamos que M no modela clasicamente a P, entonces existe una cldusula
a — B AN B~ que es falsa, es decir, a € M, B+ C My %~ C M. Como
PU-M Fay, M, entonces P U -M Fay, %+, y ademés P U -M tar, 7%~ . Asi, por
Modus Ponens, se obtiene que P U -M Fay, a, y por tanto, PU -M Fc¢ a. Por otro
lado, P U -M F¢ —a, violando la consistencia de P U ~M. Por lo tanto, M modela
a P. ([l
Corolario 7.9. Sea M un modelo cldsico de un programa normal P tal que
RED(P,M) ¢ M, entonces M es tambien un modelo pseudo p-estable de P.
DEMOSTRACION. Sea M un modelo clasico de P, entonces M es un modelo clésico
de PU—M (va que —~M contiene sélamente dtomos verdaderos). Ahora bien, como
M es un modelo clésico de PU ﬂ]\f/f, se tiene por el Lemma 6.5 que M es un modelo
cldsico de RED(P, M). Por hipétesis, tenemos que RED(P,M) ¢ M y asi, se
tiene por el Teorema 7.8 que M es un modelo Pseudo-pestable. (I

Debemos observar la importancia de la hipétesis RED(P, M) ¢ M en el Coro-
lario 7.9. Consideremos los siguientes ejemplos:

= M es modelo clésico de P, pero no es un modelo Pseudo p-estable de P.

Sea P el siguiente programa:
P: b—aA—a.

Observe que M = {a,b} es un modelo para P. Ahora bien, -M = (), y por
lo tanto
PU-M: beaAa.
Se tiene que M = {a,b} no es un modelo Pseudo p-estable, ya que

P U—M no es literal completo. De hecho, el programa P no tiene modelos
Pseudo p-estables.

= M es un modelo cldsico de P, y tambien es un modelo Pseudo p-estable de
P.

Sea P el siguiente programa:

P: b—aANa.
a.
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Observe que M = {a} es un modelo para P. Ahora bien, -M = {-b}, y
por lo tanto s
PU-M: b—aAla.
a.
—b.

Ademas, dado que P U —M es literal completo y que

G(P)=G(PU ﬁJTJ):o, se tiene que M es un modelo Pseudo p-estable de
P.

Corolario 7.10. Sean P, y P, programas normales con £Lp, N.Lp, =0, M1 C ZLp,
y My C Lp,. Entonces My y My son modelos Pseudo pestables de Py y Py (resp.)
st, y solo si, My U My es un modelo Pseudo pestable de Py U Ps.

DEMOSTRACION. Supongamos que M; y M, son modelos Pseudo p-estables de P;
y Py, respectivamente. Por el Teorema 7.8, se tiene que M; es un modelo p-estable
de P; y que M5 es un modelo p-estable de P», es decir, M; modela clasicamente a
Py, RED(Py, M) ¢ My, My modela cldsicamente a Py y RED(Pa, M) Fo Ms.

Es claro entonces que M; U Ms modela clasicamente a P; U P;. Ademas, ob-
serve que por monotonia se tiene que RED(Py,M;) U RED(Py, Ms) Fc My y
RED(Pl, Ml)URED(PQ, Mg) I_C' ]\427 de aqui que RED(Pl, Ml)URED(PQ, Mg) I_C
M; U Ms. Asi, por la Proposicién 7.4, se tiene que RED(P; U Py, My U M) F¢
M; U Ms. Por lo tanto, M7 U M5 es un modelo p-estable del programa normal
Py U Py, y por el Teorema 7.8 se tiene que M7 U M5 es un modelo pseudo p-estable
de Py U Ps.

Inversamente, supongamos que M7UM; es un modelo pseudo p-estable de PUP;.
Como P; U P, es un programa normal, entonces por el Teorema 7.8 se tiene que
M7 U M5 es un modelo p-estable de P; U P, es decir, M1 U Ms modela clasicamente
aP1UP2 yRED(Pl UPQ,Ml UM2> l_C M1UM2.

Supongamos que M7 no modela clasicamente a P;, entonces M; U Ms no modela
clasicamente a Pj, y por tanto, M7 U My no modela clasicamente a P; U P,. De
forma andloga, se demuestra que Ms modela cldsicamente a Ps. (Il
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.QUE ES ANSWER SET PROGRAMMING (ASP)?
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RESUMEN. Se presenta una breve introducién a Answer Set Programming
(ASP), por medio de la solucién de tres problemas concretos usando ASP:
El problema de las N Reinas, el juego de Sudoku y el Coloreo de Nodos. Las
soluciones se implementan en el buscador de modelos estables Smodels.

1. INTRODUCCION

Answer Set Programming (también conocida como programacidn ldgica estable
o A-Prolog) es un tipo especial de programacién declarativa, su sintaxis es pare-
cida a la utilizada en programacién légica. En programacion légica tradicional, la
negacion por falla indica la ausencia de evidencia, o la falla en la derivacién de
una literal; En Answer Set Programming, indica la consistencia de una literal, es
decir, la literal puede ser asumida falsa sin que se produzca una inconsistencia. Asi,
Answer Set Programming consiste en codificar una problema como un conjunto de
reglas (o cldusulas) de manera que su(s) solucién(es) sean capturadas por los mod-
elos estables de dichas reglas [1].
Generalemente, el crédito por la creaciéon de la Programacién Légica se les d4 a
Robert Kowalski y a Alain Colmerauer, cuyo trabajo en esta area se realizé a me-
diados de los setentas|2].

Los lenguages de Programacion Légica tiene una base 16gica formal, lo cual per-
mite que el programador se concentre en el “qué” resolver en lugar de en el “cémo”
resolverlo. Esto permite que los programas hechos en los lenguages de programacion
logica sean mucho mas sencillos que los realizados en lenguages de programacion
imperativa (programaciéon convencional). A pesar de la sencillez obtenida en los
programas logicos, éstos no han sido muy populares debido principalmente a una
razon: existe la creencia de que los programas realizados en lenguajes de progra-
macién 16gica(Prolog, Aurora, etc.) no son tan eficientes como aquellos realizados
en lenguajes de programacién imperativa (Pascal, C, C++, etc.). Existen algunos
estudios comparativos entre programacion légica y programacion imperativa que
muestran que realmente no existe mucha diferencia en cuanto a la eficiencia (vea
por ejemplo [3]).

La mayoria de los lenguajes de programacion légica trabajan de manera interac-
tiva por medio de “preguntas y respuestas”, es decir, el usuario hace una pregunta
y el lenguaje de programacién utiliza el programa légico para tratar de dar la re-
spuesta, que en la mayoria de los casos consiste simplemente en un “si”’, un “no”
o (si hay variables involucradas en la pregunta) los valores de la variable para los

190
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cuales la pregunta tendria una respuesta afirmativa. La diferencia entre la progra-
macién légica y la programacion imperativa se entiende mejor mediante un ejemplo.
Supongamos que queremos resolver el siguiente problema:
“Escribir un programa que tome dos niimeros y calcule su suma”.
La solucién a este problema usando C pudiera darse como:
#include <stdio.h>

main (void){
int a, b;

printf ("Da un numero:\n");

scanf ("%d", &b);

printf ("Da el segundo numero:\n");
scanf ("%d", &a);

printf("La suma es: %d\n\n", atb);

return 1;

}

mientras que una solucién en Prolog se veria simplemente como:
suma(X,Y,Z) :- Z is X + Y

Al ejecutar el programa en Prolog obtenemos:
| ?7- suma(2,3,V).
V=5

Observemos que en la solucién dada en C, tenemos que preocuparnos por definir
el tipo de valor que tomaran las variables y debemos decirle al compilador qué valor
debemos esperar cuando se pide el valor; méas aun, debemos decirle explicitamente
que operaciones realizar para llegar al resultado. Esto no sucede en el programa
16gico, aquilo Unico que nos preocupa es cuando el consecuente de la cldusula dada
es verdadero (puede ser deducida), porque cuando lo es, tenemos precisamente la
respuesta.

Es cierto que el ejemplo mostrado es trivial, pero esto nos da una idea de la
reduccién en el tamano del cédigo y de la sencillez de la lectura del mismo.

Como ya se dijo, Answer Set Programming consiste en codificar una problema
como un conjunto de reglas (o cldusulas) de manera que su(s) solucién(es) sean
capturadas por los modelos estables de dichas regla. Asi pues, veamos algunos de
los conceptos involucrados en la teorfa de Answer Sets.

2. ANSWER SETS (MODELOS ESTABLES)
Necesitaremos definir algunos conceptos.

2.1. Definicién. Una cldusula es una férmula de la forma H « B, en donde H y
B son conjunciones o disyunciones de dtomos. A la férmula H se le llama la cabeza
del programa y a la formula B se le llama el cuerpo del programa.
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2.2. Definicién. Una cldusula normal es una férmula de la forma
Ag— AT NAs N - NAR A=A A--- NDA,
en donde A; son literales (i.e., son dtomos o las negaciones de dtomos).

2.3. Definicion. Una cldusula aumentada se define como una férmula de la forma
H «— B, donde H y B son férmulas que no contienen el conectivo «—.

2.4. Definicién. Una restriccidn o constraint es una férmula de la forma
Le— A NAs N NARL AN Aga A - AN DA,
2.5. Definicion. Una clausula definite es una férmula de la forma
Ag — AT NAs AN~ N Ay
en donde A; son literales. Observe que no hay literales negadas.

Un programa es un conjunto de férmulas de alguno de los tipos anteriores. Asi,
un programa normal es un conjunto de cldusulas normales, un programa definite
es un conjunto de cldusulas definite y un programa aumentado es un conjunto de
clausulas aumentadas. Denotaremos por Lp a el conjunto de atomos que aparecen
en las formulas del programa P.

2.6. Definicién. Un modelo de un programa normal P es un subconjunto de Lp
tales que, considerando a sus elementos como verdaderos y como falsos a los ele-
mentos de M = Lp \ M, se tiene que cada cldusula del programa P es verdadera,

Por ejemplo, consideremos el siguiente programa normal:

P:
a «— b
b «— -—c¢
c — -a

c «— ~—b

Como se puede comprobar, un modelo para P es M = {a,c}. Observemos que
otros modelos para P son M’ = {a,b} y M"” = {a,b,c}. La observacion anterior
nos puede sugerir dos preguntas:

(1) ;Todo programa normal tiene algin modelo?
(2) ;Si tiene modelo, entonces tiene un modelo minimo? (en el sentido de la
contencién)

La respuesta a la primer pregunta es afirmativa, ya que en el peor de lo casos, el
modelo para un programa normal son todos los &tomos que aparecen en la cabeza
de cada cldusula. La respuesta a la segunda pregunta es negativa, como lo muestra
el ejemplo anterior en donde los modelos M y M’ no son comparables. Lloyd da
una respuesta afirmativa para programas definite.

Al tratar de generalizar a programas normales los resultados obtenidos para
programas definite, Gelfond y Lifschitz propusieron la siguiente transformacion:
Dado M C Lp, definimos para cada clausula de un programa normal P:

k n M
(A(] — /\ Bz A\ /\ _|B,L> =

i=1 i=k+1
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T si B; € M paraalgini=k+1,...,n
A0<_/\i‘€:13i si. B;¢ M paratodoi=Fk+1,...,n
Asi, definimos:

n

k n M k
PM: <A0<—/\Bl/\ /\ _|Bl> A0<—/\Bl/\ /\ -B; € P

i=1 i=k+1 i=1 i=k+1

Observe que si P es un programa normal, entonces PM es un programa definite
y por tanto tiene un modelo minimo.

2.7. Definicién. Dado un programa normal P, decimos que M C Lp es un Modelo
Estable (Answer Set) de P si M es un modelo para PM.

Al igual que antes, nos pudieramos preguntar si todo programa normal P tiene
un modelo estable. El siguiente ejemplo, muestra que la respuesta es negativa.

1. Ejemplo. Considere el programa normal P:
P:
p — TP

Aqui, Lp = {p}. Por tanto los tnicos candidatos a ser answer set son Lp y 0.

Si M = (), entonces
pPM .
p — T ( o simplemente, p)

pero () no es un modelo de PM, por tanto no es answer set de P.

Si M = Lp, entonces
pM.
T

pero Lp no es un modelo de PM y por ende no es un answer set de P.
Por lo tanto, el programa P no tiene answer sets, pero si tiene un modelo (clésico):

{p}.
2. Ejemplo. Considere el siguiente programa normal
P
p <~ —q
En este caso Lp = {p, ¢}. Luego, los posibles candidatos para ser answer set de

P son los subconjuntos Lp = {p,q},{p},{q},0. Veamos cual de ellos es un answer
set:

Si M = (), entonces
pM .
p

pero entonces M no es un modelo de PM asi M = () no es un answer set de P.
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Si M = {q}, entonces
PM .
T

pero entonces M no es un modelo de PM. Por tanto, M = {q} no es un answer set
de P.
Si M = {p}, entonces

pM.
p — T ( o simplemente, p)

En este caso, M si es un modelo de PM | y por tanto M = {p} si es un answer set
de P.
Finalmente, si M = {p, ¢}, entonces

pM.
T

pero entonces M no es un modelo de P consecuentemente M = {p, ¢} no es un
answer set de P.

Observe que los modelos (clasicos) de P son {p},{q} ¥ {p,q}, vy que {q} no es
un answer set de P. Esto muestra que los conceptos de Modelo y Modelo Estable
no necesariamente coinciden.

Intuitivamente, un modelo es estable si todo atomo en él tiene “alguna razén”
para estar ahi: para cada atomo en el modelo tiene que existir alguna regla que
tiene a ese atomo en la cabeza y tal que el cuerpo de la regla es verdadera en el
modelo.

3. SMODELS

Béasicamente existen cuatro tipos de objetos en los lenguajes de programacién
légica: dtomos, constantes, variables y reglas. Las constantes son objetos individ-
uales que existen en el universo del problema, éstas pueden ser niimeros o constantes
simbolicas. Se utiliza las variables para generalizar; a diferencia de la programacién
imperativa, en donde usualmente se le asigna algin valor a las variables, en los
programas logicos se encuentra el valor correcto para ellas. Un atomo consiste
de un simbolo de predicado seguido por una lista de constantes o variables entre
paréntesis. Los atomos se utilizan para expresar relaciones entre constantes, por
ejemplo el atomo padre(juan,maria) pudiera decirnos que juan es el padre de marfa.
Una regla nos permite hacer inferencias basadas en los predicados, por ejemplo la
regla “hermanos(X,Y) :- padre(Z,X),padre(Z,Y)” nos dice que X y Y son hermanos
si ambos tienen el mismo padre. Las reglas tienen dos partes: la cabeza( que se en-

W

cuentra de lado izquierdo de “:-” y el cuerpo, que se encuentra a la derecha de “:-”).

También existen literales de restriccidn (constraint literals), las cuales tienen
la forma ¢ lower{ly,ls,...,l,}upper”, donde lower y upper son expresiones ar-
itméticas. Una literal de restriccion es satisfecha, si el niimero de literales satis-
fechas en el cuerpo de la restriccion estd entre lower y upper.
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Una literal condicional es de la forma: “p(X) : ¢(X)”. Sila extensién de ¢

es {q(a1),q(az),...,q(an)}, la condicién de arriba es semdnticamente equivalente a
escribir p(ay),p(asz),...,p(a,), en el lugar de la condicién. Asi, por ejemplo
q(1..2).

a :- 1 \set{ p(X) : q(X)}.

dara

q(1). q(2).

a :- 1 \set{p(1), p(2)}.

Regularmente un programa légico puede dividirse en dos partes: un conjunto
de reglas de inferencia y una base de datos considerados verdaderos denomina-
dos“hechos” con ello se realiza la inferencias. Por ejemplo, el siguiente programa
codifica una base de datos familiar y simple:

hermano(X,Y) :- padre(Z,X), parent(Z,Y).
madre(X,Y) :- padre(X,Y),mujer(X).
tio(X,Y) :- padre(Z,Y),hermano(Z,X) ,hombre(X).

mujer(joan). mujer(jill). hombre(jack).
padre(joan, jack). padre(joan, jill).

4. EJEMPLOS

4.1. N-Reinas. En el ajedréz, una reina puede moverse tan lejos y en la direccién
que desee. Un tablero de ajedréz tiene 8 renglones y 8 columnas. El problema
clasico pide que se acomoden 8 reinas en un tablero de ajedréz ordinario de manera
que ninguna de ellas pueda atacar a alguna otra en un movimiento. Una solucién
se muestra en la figura 1.

FIGURE 1. Solucién para el caso n=8

Una solucién escrita en lenguaje C es la siguiente:

include <stdio.h>
define TRUE 1
define FALSE O

int *board;
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int main()
{
board=(int*)calloc(8+1,sizeof (int));
board++;
//here goes the userinput no of queens doesnA 't matter in this code
int col;
int queens=2;//example from userinput
for(col=1;col<=8;col++)
placeQueens(1,col,queens);
}
void placeQueens(int row,int col,int queens)
{
int i;
for(i=1;i<row;i++)
{
if ((board[i] == col) || ((row+col)==(i+board[i]))
|| ((row-col)==(i-board[i])))
{
check= FALSE;
}
else
check=TRUE;
}
if (check==TRUE)
{

board[row]=col;

if (row==8)
{

for(i=1;i<=queens;i++)
printf (" (%d,%d)",i,board[i]);
printf("\n");

}

else

{
for(i=1;i<=8;i++)
placeQueens (row+1,i);

En Niemeld [1] se presenta la siguiente solucién al problema de Las N-Reinas:

1 {qX,Y) : dX) } 1 :- d(V).

1 {q&,Y) : d(¥) } 1 :- dX).

- dX), d(y), dX1), d(y1),
qX,Y), q(X1,Y1),
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X !=X1, Y !'=1Y1,
abs( X - X1) == abs( Y - Y1).
d(1..n).

Lo anterior nos brinda una idea de la competencia entre ambos tipos de progra-

macion.

4.2. Sudoku. Sudoku es un juego muy popular que consiste en completar con los
nimeros del 1 al n, un cuadrado de tamano n x n de forma que no se repita ninguna

cifra en cada fila, ni en cada columna, ni en

cada subcuadrado. Por ejemplo, en

la siguiente figura se ve el problema en un cuadrado de tamafio 4 X 4 junto a su

solucion:
1 11243
2 Solucién || 3 4121
3 — 413112
4 211134

En Jiménez en [5] se presenta la siguiente
tablero de tamano 9 x 9:
const n=9.
posicion(l..n).

solucién al juego del Sudoku en un

#domain posicion(X; Y; Z; XA; XB; YA; YB).

valor(1..n).
#domain valor(V).
1 { estado(X,Y,M) : valor(M)} 1.

:— estado(XA,Y,V),
estado (XB,Y,V),
XA '= XB.

:— estado(X,YA,V),
estado(X,YB,V),
YA !'= YB.

:— estado(XA,YA,V),
estado(XB,YB,V),
mismo_cuadrado (XA,XB),
mismo_cuadrado (YA,YB),
XA '= XB,

YA !'= YB.

mismo_cuadrado(X,Y) :-
raiz_de_n(M),
div(X-1,M) == div(Y¥-1,M).

raiz_de_n(X) :-
X*xX == n.

#hide.
#show estado(X,Y,V).
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4.3. Coloreo de Nodos. Un problema clésico en programacién es el de colorear
los nodos de un grafo de manera que dos nodos adyacentes no tengan el mismo
color. En [4] se muestra el siguiente programa que resuelve el problema del coloreo
de nodos.

color(rojo). color(azul). color(amarillo).

col(X,rojo) :- nodo(X), not col(X,azul), not col(X, amarillo).
col(X,azul) :- nodo(X), not col(X,rojo), not col(X, amarillo).
col(X,amarillo) :- nodo(X), not col(X,azul), not col(X, rojo).

fail :- arista(X,Y), color(C),col(X,C), col(Y,C).

nodo(a) . nodo(b). nodo(c). nodo(d).
arista(a,b) arista(b,c). arista(c,d). arista(d,a).
compute 1 { not fail }.

4.4. Conclusién. Como el lector habra notado este trabajo lo introduce a la teoria
de ASP mediante el uso de ejemplos, permitiendole comparar a ASP con algin tipo
de programacion imperativa
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RESUMEN. En programacién lineal (PL) el estudio de sensibilidad es uno de
los temas importantes porque facilita los cdlculos cuando se modifican algunos
de los datos del problema. Con este estudio conocemos, por ejemplo, cual
es el valor éptimo después de cambiar ciertos datos del problema original.
La estabilidad, en cambio, es un concepto que nos da informacién cualitativa
sobre el comportamiento de un problema cuando modificamos los datos. La
estabilidad en programacién lineal semi-infinita (PLSI) ha sido estudiada por
grupos de investigadores en Espafia, Alemania, Bulgaria y recientemente en
Puebla. El objetivo del proyecto de investigacién que presentamos en esta
ocasion, es estudiar la estabilidad en problemas particulares de la programacién
lineal ordinaria. El primer problema que hemos abordado es el del problema
del transporte.

1. INTRODUCCION

En muchas aplicaciones de la programacién lineal se desea resolver un problema,
llamado primal, algunos de cuyos datos son resultado de estimaciones imprecisas,
son redondeados o pueden variar con el paso del tiempo. Si los coeficientes de
la funcién objetivo representan, por ejemplo, los costos de las materias primas,
sabemos que estos estdn sujetos a pequenas, o algunas veces, grandes variaciones.
De igual forma pueden variar los coeficientes de las restricciones y el lado derecho,
inclusive se contempla la posibilidad de aumentar o disminuir restricciones. Las
posibles perturbaciones dependen del problema concreto que se esté resolviendo.

El analisis de sensibilidad nos da informacién cuantitativa sobre el conjunto
factible, el conjunto 6ptimo y el valor optimal sin necesidad de volver a hacer todos
los cédlculos cuando modificamos algunos datos del problema.

Los paquetes comerciales de software que resuelven problemas de PL por el
método simplex suelen proporcionar, ademds de la solucién 6ptima primal y dual
de un problema, un andlisis de sensibilidad. Este andlisis individual, para cada
costo ¢; y para cada lado derecho b;, consiste del intervalo dentro del cual pueden
variar dichos parametros sin que cambie el punto 6ptimo, pero la interpretacion
de este intervalo de variacién puede ser enganosa cuando la solucién del problema,
primal o dual, es multiple. Cuando decimos que un problema es estable podemos
referirnos a que su conjunto factible, el optimal o su funcién valor éptimo no tiene
“grandes” cambios cuando se cambian los datos, y estaremos hablando, en este
caso, de una propiedad cualitativa de estos conjuntos, en el sentido de que al hacer
pequenas perturbaciones en algunos o todos los datos, el conjunto factible u optimal
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se mantienen diferentes del vacio o “cercanos” a los respectivos conjuntos factible
u optimal del problema original.

En la primera parte de este trabajo presentamos algunas definiciones y revisamos
algunos teoremas generales sobre sensibilidad en PL y sobre estabilidad en PLSI.
En la segunda parte presentamos el problema del transporte y algunas de sus ca-
racteristicas que esperamos nos sean ttiles en el estudio de la estabilidad de este
problema, en particular de su conjunto factible y del conunto de puntos extremos.
Para denotar a los reales positivos usaremos el simbolo R, y para los reales
mayores o iguales que cero usaremos R .

2. RESULTADOS SOBRE SENSIBILIDAD Y ESTABILIDAD

Consideremos al problema primal (P) en su forma general, con su correspon-
diente vector de datos (¢, al’, b;)
(P) min ¢’z
s.a a?m >b,1e1
aiTx <b,ie
alx=b;,i € K
donde los conjuntos de indices I,J, K son finitos, disjuntos dos a dos, y donde
también puede ocurrir que alguno de ellos sea vacio pero no los tres. Al conjunto
factible de (P) lo denotaremos por F. El problema perturbado (]3) puede expresarse
como_
(P) min ¢z
s.a 'd;frm ZEy 1el
AdzTLL' < gi; ieJ
To=0b;, icK
cuyo conjunto factible es FCR" y cuyo vector de datos es (¢7, E?,E), 1€ TUJUK.
Llamaremos tamano de la peturbacién a la distancia euclidea entre los vectores de
datos de (P) y de (P), que representaremos como d((P), (P)). Diremos que (P) es

estable si existe € > 0 tal que F # @ si d((P),(P)) < e.

2.1. TEOREMA. [5] (De sensibilidad respecto de ¢). Si la tinica solucién éptima
de (P) es T, entonces existe un entorno de c¢ donde v(z) = !z, para todo z
perteneciente al mismo. Por tanto, una perturbacién suficientemente pequena de
¢, Ac, incrementa el valor de (P) en Av = z7 Ac.

2.2. TEOREMA. [5] (De sensibilidad respecto de b). Si 7 es la tnica solu-
cién 6ptima del problema dual de (P), entonces existe un entorno de b donde
v(w) =y Tw, para todo w perteneciente al mismo. Por tanto, una perturbacién

suficientemente pequenia de b, Ab, incrementa el valor del problema en Av = 3
TAb.

2.3. TEOREMA. [5] (De estabilidad). (P) es estable si y sélo si {a;,7 € K} es LI,
cuando K # @, y existe T € R" tal que a] Z > b; para todo i € I, al T < b; para
todo i € J y alZ = b; para todo i € K. En particular, la condicién de Slater
caracteriza la estabilidad de los problemas en forma candnica.

En programacién lineal semi infinita el problema primario suele presentarse de
la manera siguiente
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(P) inf =z
s.a.  ayx > by, teT,

donde ¢ € R™, T es un conjunto de indices, a; = a(t) = (ai(t),...,an(t)) € R™,
y b = b(t) € R. Las funciones a y b son funciones del conjunto 7' en R" y R
respectivamente.

Cada problema (P) estd representado por la triada © = (¢, a., b.), la cual pertenece
al espacio de pardmetros II definido como sigue

II=R" x (R*)T x RT.

En este espacio hemos fijado la dimension n y el conjunto de indices 7.

En los teoremas que se presentan mas adelante se ha caracterizado la estabilidad
del problema (P) con respecto a la consistencia de su conjunto factible. Si llamamos
II. al conjunto de pardmetros 7 tales que su conjunto factible F' es no vacio, entonces
diremos que (P) es estable si y sélo si 7 € int II.. Dicha caracterizacién se ha hecho
por la semicontinuidad inferior de la multifuncién conjunto factible y también se han
usado otros conceptos de continuidad para funciones multivaluadas o multifunciones
que definiremos enseguida.

2.4. DEFINICION. Si Y y Z son dos espacios topoldgicos y S : ¥ — Z es un
mapeo multivaluado, entonces, diremos que S es semicontinuo inferiormente
segin Berge (B-lsc), en un punto y € Y, si para todo abierto W C Z tal que
W N S(y) # 0 existe un abierto U C Y, que contiene a y, tal que W N S(y') # 0
para cada y! € U.

2.5. DEFINICION. S es semicontinuo superiormente segin Berge (B-usc) en
un punto y € Y, si para todo abierto W C Z tal que S(y) C W existe una vecindad
abierta U de y en Y, tal que S(y') C W para cada y' € U.

2.6. DEFINICION. Si S es tanto semicontinuo inferiormente como superiormente
segun Berge en y € Y, entonces es llamado B-continuo en y.

La multifunciéon conjunto factible & : II == R™ es tal que para cada m € II,
F(n) =F.

2.7. TEOREMA. [2, Teorema 1] [3, Teorema 3.1 y Teorema 6.2] Para m = (¢, a.,b.) €
IT dado, son equivalentes:
i) m € int IL..
iil) F es B-lsc en 7 € II..
iii) Existe z € R™ y ¢ > 0 tal que a,T > by + € para todo ¢ € T (T es llamado
strong Slater element, o SS-element).
iv) (c,a.,b.!) € II. para b' suficientemente cercano a b (en la pseudométrica
uniforme).

2.8. TEOREMA. [2, Teorema 2] Sea 7 € II..

i) Si F es acotado, entonces F es B-usc y uniformemente acotado en 7.
ii) Si F es acotado y 7 € int II., entonces F es B-continuo y H-continuo en
una cierta vecindad de 7.
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3. EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE

El problema del transporte de Hitchcock con m-fuentes y n-destinos puede for-
mularse como sigue: Sea ¢ = (¢;5) con i=1,2,..m y j=1,2,...,n, el vector renglén
de costos de tamario m x n, b=(by, bz, ...by, bina1, bm+2, -, btn)’ €l vector columna
de tamanio m + n, donde b; representa la oferta de la fuente i-ésima, i=1,2,...m, y
bym+; representa la demanda del destino j-ésimo, j=1,2,...,n. El problema consiste
en minimizar el costo total por el envio de z;; unidades de mercancia (de cada
fuente i a los destinos j), suponiendo que la suma de la oferta de todas las fuentes
es igual a la suma de la demanda de todos los destinos. Esto es,

. m n
min Y > ¢z

i=1j=1

S.a. Z Ti5 = 04 i=1,2, ...m

Z Ti5 = bm+]‘ j:].,27 ey 1
2y >0 (i=1,2,..m, j=1,2,...,n)

m
de la representacién anterior: Y by = > b;.
j= i=1

Haciendo perturbaciones sélo en el vector b, deseamos determinar cémo cambia el
conjunto factible Fy,. Fijando m y n, y el vector de costos ¢, el espacio de parametros
es:

J= =

El conjunto B C R7}" es un cono relativamente abierto que no contiene al
origen. Por ejemplo param =1, n = 2,
B:{bERiJr: by =b2+b3}.
Luego, para medir las perturbaciones consideraremos la norma euclidea restrin-
gida a B. De manera méas general, como R™" es un espacio topolégico y B C

R™*" entonces, al hablar de conjuntos abiertos en B, lo haremos considerando la
topologia usual inducida por R™*" en B.

A cada parametro b le asociaremos su conjunto factible F3, su conjunto de puntos
6ptimos Fy* y su conjunto de puntos extremos Ej.

Para cada b € B, nuestro problema (Fj) puede formularse también en forma
matricial:

min cx
sa. Ar=1»b
xz > 0.

La matriz A es de tamafo (m + n) x mn y tiene una forma muy particular:

1,0,...,0
0,1,...,0
A=1 o1
ILI,..,1
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donde 1 = (1,1,...,1) es un n—vector renglén de unos e I es la matriz identidad
n x n. Se puede ver facilmente que debido a las restricciones del problema la matriz
A tiene rango m +n — 1.

Con esta nueva notacion, el conjunto factible para cada b € B puede escribirse

como sigue:
Fb:{mGRT”:Ax:b}.

Puesto que el vector x con componentes x;; = % satisface la ecuacién Az = b
y Eij > 0 para toda i=1,2,..m, j =1,2,...,n, tenemos que F} # &. Por otro lado
es facil ver también que si x € F}, entonces se cumplen las desigualdades

0 S Tij § min {bl, bm+j}

para cada una de las componentes de x. Luego F}, es acotado, y por lo tanto, nuestro
problema tiene solucidn, esto es, que F;" # @. Las conclusiones que hemos obtenido
para el conjunto factible y el optimal se cumplen para cualquier b € B, luego, si
denotamos por B, y B los espacios de problemas de transporte que tienen solucién
factible y solucién 6ptima, respectivamente, podemos afirmar que B = B, = B;.
Ademés, int B = int B, = B , por ser B un conjunto abierto en el espacio R™+"~1,
Las igualdades anteriores nos indican que cualquier problema de transporte con m
fuentes y n destinos es estable, en el sentido de que, bajo pequenas perturbaciones
en cada b € B, el conjunto factible se conserva diferente del vacio, y lo mismo ocurre
con el conjunto optimal.

3.1. Multifunciones factible, optimal y de puntos extremos. Para estudiar
més ampliamente la estabilidad del conjunto factible, del conjunto optimal y del
conjunto de puntos extremos definiremos las siguientes multifunciones o funciones
multivaluadas, F, F* y &, respectivamente, todas del conjunto B a un subconjunto
de R, y tales que, asignan, a cada pardmetro b, su correspondiente conjunto
factible, conjunto optimal y conjunto de puntos extremos, respectivamente. Es
decir, para cada b € B, F(b) = Fy, F*(b) = F}, y £(b) = Ey.

Si la funciéon multivaluada F es continua en un determinado b € B, significa que
para pardmetros b’ muy cercanos a b su correspondiente conjunto factible Fy estard
también muy cercano a Fj, esto nos define otro tipo de estabilidad para el problema
(Py), pues nos dice que cuando nos aproximamos a b, los puntos factibles de los
problemas perturbados también se aproximan a los puntos factibles del problema
original. Para la continuidad de las funciones multivaluadas mencionadas antes con-
sideraremos la semicontinuidad inferior y la semicontinuidad superior segin Berge,
de tal forma que entenderemos por funcién continua en un punto a aquella que es
tanto semicontinua inferiormente como superiormente en el mismo punto.

3.2. Acerca del conjunto factible. Para estudiar la continuidad de la multi-
funcién conjunto factible hemos visto la necesidad de tener un representacion o
caracterizacién de los puntos factibles del problema del transporte. Puesto que
F, = {x cRY": Ax = b}, no ha sido dificil obtener dicha representacién para va-
rios casos, veamos dos de ellos.

CASO 1. m=1n=2
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En el caso una fuente y dos destinos b = (b1, ba, b3), se satisface by = by + b3, y
x = (x1,22) € F siy solo si

.T1+2172:b1

T :bQ
i) :b5
x1,%2 > 0.

Por lo tanto Fj, = {(b2,b3)}.

CASO 2. m=2n=3

En este caso tenemos 2 fuentes y 3 destinos, por lo que b = (b1, ba, bs, by, bs), el
cual satisface la ecuacion by +by = b3+bs+bs. Ademds, x = (x13, €14, T15, T23, Toa, La5) €
Fy, siy sélo si

13+ T14 + T15 =b
Z23 + T4 + Tos = bo

z13 +T23 = b3
14 +T24 =by

T15 +x25 = b3

%13, %14, T15, T23, T24, T25 > 0.

Este sistema tiene infinitas soluciones. Si x94 = t y 225 = s, obtenemos que
x € Fy siy sélo si
bs —by+t+s

by —t
b5 — S
b2 —t—s
t
S
0<t<by,0<5<bs5,by—b3<t+s<bs.

De los casos 1 y 2 deducimos que los puntos factibles del problema del trans-
porte dependen linealmente de las componentes del vector b. Esperamos obtener
una representacién general para los puntos factibles que nos ayude a demostrar la
continuidad o no de la multifuncién conjunto factible.

3.3. Acerca de los puntos extremos. Debido a la acotacion y la cerradura del
cunjunto factible Fy, sabemos que este es un politopo, luego F, # @ y coincide con
su conjunto de vértices.

De ahora en adelante consideraremos a la matriz A y al vector »° como los
originales pero sin el ultimo renglén y llamaremos Sy a una submatriz cuadrada
de A° de tamafio m +n — 1, de tal forma que A =[Sy, N] y donde N representa
el bloque restante de A°, entonces rank (S;) = m +n — 1y det(S;) # 0. En
consecuencia, el sistema de ecuaciones Sz = b°, tiene una tnica solucién x =

S 100, Sea

- x
TN
donde zy es un vector de ceros de tamafio mn — (m+mn —1), y cuyas componentes

ocupan el lugar de las variables que no fueron elegidas para formar la submatriz
Sk. Si cada componente de x, es mayor o igual que cero, entonces a Ty se le llama
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una solucién bésica factible. Es conocido de la literatura, ver por ejemplo [4], que
cada solucién bésica factible es un vértice de Fy,.

Sea Si; la matriz S; a la cual se le ha sustituido la columna [ — ésima por el
vector b°, entonces, de acuerdo a la Regla de Cramer:

det(Ski)
Ly = det(Sgi1) y Ek _ l det(Sk) ]

det(Sk) TN
conl=1,2,...(m+n-—1).

Ahora observemos que como Sy es una matriz de ceros y unos con determinante
diferente de cero, det(Sy;) es una combinacién lineal de componentes del vector b,
luego, podemos concluir que cada elemento del conjunto de puntos extremos de Fj,
depende linealmente de las componentes del pardmetro b, es decir, dado b € B, con
conjunto factible Fy,

det(Sk1)
Ey =z, € RT" T = det(Sk) .
TN

Por lo tanto, pequenas perturbaciones en las componentes de b, generan puntos
extremos muy cercanos. Actualmente buscamos més informacion sobre el com-
portamiento de estos puntos extremos cuando perturbamos b para deducir la con-
tinuidad o no de la multifuncién conjunto de puntos extremos.

3.1. EJEMPLO. Sea m = 2,n = 2, y b = (b1, ba, b3, bs) un vector en Ri—s— el cual
satisface by + by = b3 + bs. La matriz del sistema es:

00y
A= e ,A=1{ 0,0,1,1
1,0,1,0 1,0,1,0
0,1,0,1 b
1,1,0 1,1,0 1,0,0 1,0,0
Si=1{ 00,1 |,S=1| 001 |,5=| 01,1 |ySs=1{ 0,1,1
1,0,1 1,0,0 1,1,0 0,1,0
by — by | [ by by [0
- by - by — bs - 0 - by
T = bg y Lo = 0 y L3 = bg—bl y Ty = bg
0 | by by by — by

Los vectores x, con k = 1,2,3,4 son los puntos extremos de F, si y sélo si,
cada una de sus componentes es mayor o igual que cero. Por ejemplo, si b =
20, 10,15, 15], tenemos dos vértices de Fy, z1 = [5,15,10,0] y 2o = [15,5,0,10],
los otros dos tienen una componente negativa y por lo tanto quedan desechados.

4. CONCLUSIONES

La caracterizacion de los puntos factibles y extremos que se ha obtenido hasta
ahora es muy importante para conocer estos dos conjuntos e intuir el cambio que
sufrirdn cuando perturbemos el parametro b. En el caso del conjunto factible nos
hace falta tener una representacién general. Sin embargo, para ambos conjuntos de
puntos hemos observado que estos guardan una dependencia lineal con las compo-
nentes del vector b, por lo que conjeturamos que las multifunciones conjunto factible
y conjunto de puntos extremos seran continuas. La demostracién de esta conjetura
serd objeto de un trabajo préximo.
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A CONDITION TO DECIDE WHEN THE MEMBERS
OF A CLASS OF CONTINUA ARE C-DETERMINED

DAVID HERRERA-CARRASCO
FERNANDO MACIAS-ROMERO

ABSTRACT. For a metric continuum X, let C(X) denote the hy-
perspace of subcontinua of X. The members of a class I' of con-
tinua are said to be C-determined provided that if X, Y € I' and
C(X) = C(Y), then X = Y. In this paper we prove the next
result: Let I' be a class of continua such that for each X € T,
we have clo(x)(©2(X)) = X, then the members of the class I' are
C-determined. Moreover we obtain some applications of this result

1. INTRODUCTION

YA continuum is a nonempty, compact, connected, metric space. We
use the term subcontinuum when referring to a continuum as a subset
of a given topological space.

Throughout this paper the letter I represents the closed unit interval
[0, 1] in the real line R. The letter N denotes the set of positive integers.
The letter X denotes a continuum. The hyperspace of subcontinua of
X is denoted by C(X) and the hyperspace of singletons of X by Fy(X).
The hyperspaces C(X) and Fy(X) are metrized by the Hausdorff met-
ric. If two continua X and Y are homeomorphic, we write X = Y.
Note that X ~ F(X).

For n € N, an n-cell is a topological space that is homeomorphic

to cartesian product I™ = [] ;, where I; = I and we tacitly assume
j=1

that the cartesian products have the Tychonoff (product) topology. A

1-cell is called an arc; an end point of an arc, A, is either one of the

two points of A that are the image of the end points of I under any

homeomorphism of I onto A. Whenever we say A is an arc [p, q] we

12000 Mathematics Subject Classification. Primary: 54B20; Secondary: 54D35,
54F15, 54F50.
Key words and phrases. continuum, hyperspace, contour, C-determined, n-cell,
n-od.
This is the final form of the paper
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mean A is an arc with end points p and q. A finite graph is a continuum
that can be written as the union of finitely many arcs, any pair of which
can intersect in at most one or both of their end points.

It is clear that if X =Y, then C(X) = C(Y). The converse is not
true. For example, if S = {z € R?: ||z|| = 1}, then C(I) and C(S')
are homeomorphic to a 2-cell ([8, 3.1 and 3.2]) However there exist
classes of continua for which we can prove that if C(X) = C(Y), then
X = Y. With respect to this, S. B. Nadler, Jr. introduce in [10,
Definition 0.61] the following concept: The members of a class I' of
continua are said to be C'-determined provided that if X,Y € I'" and
C(X) = C(Y), then X =Y. The members of the following classes of
continua are known to be C-determined:

1. Hereditarily indecomposable continua ([10, Theorem 0.60]).

2. Smooth fans ([3, Corollary 3.3]).

3. Indecomposable continua such that all their proper nondegenerate
subcontinua are arcs ([9, Theorem 3]).

4. Compactifications of the interval [0, 00) ([1]).

5. Finite graphs G such that G is not an arc and G is not a circle
([2]). Here we give a different proof of the same fact.

It is also known that the members of the following classes of continua
are not C'-determined:

1. Chainable continua ([5, Theorem 2]).

2. Fans ([6]).

The following is an open problem: Are the members of the class of
circle-like continua, C-determined? ([10, Question 0.62]).

The main results we obtain in this paper are:

(1) Theorem 3.3. Let a class of continua I" such that for each X €T,
we have X = clox)(SUX)), then the members of the class I' are C-
determined.

(2) Theorem 4.6. The members of the class G, are C-determined.

(3) Corollary 4.9. If T' = © U &, then the members of the class T
are C-determined.

(4) Theorem 4.10. If T' is the union of classes of continua such that
for each X € T, we have cl(2UX)) = X. Then the members of the
class T" are C-determined.
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2. PRELIMINARIES

For n € N, an n-manifold is a metric separable space such that each
point of which has a closed neighborhood that is homeomorphic to
I". The manifold interior of an n-manifold K (denoted by IntM(K))
consists of all those points of K that have neighborhoods in K that
are homeomorphic to Euclidean n-space R™. The manifold boundary
of an n-manifold K (denoted by 0K) consists of all the points of K
that are not in the manifold interior of M. We note that if A is a
homeomorphism of an n-manifold K onto K, then h(IntM(K)) =
IntM(K) and h(0K) = OK. A topological space that is homeomorphic
to 012 is called a simple closed curve.

Let T be a topological space, H C T. Then, the boundary of H (in T')
is Bdr(H) = clp(H) — intp(H), where we use the symbols clr(H) and
intr(H) to denote the closure and the interior of H in T, respectively.

The following lemma is significative to give the Definition 3.1 of the
paper.

: Lemma 2.1 (a) [11, 19.33] If I™ is an n—cell in R", then
OI™ = Bdgn(I™) (the boundary manifold of each n-cell is called
a (n — 1)-sphere and the interior manifold of every n-cell is
homeomorphic to R™).
(b) [11, 19.34] If V and W are n-cells such that V-C W, then
V —0V is an open set in W. In particular, if V is a 2—cell and
h: I* =V is a homeomorphism, then h(Bdgn(I?)) = h(OI?*) =
OV (is a simple closed curve).

3. CONDITION FOR C-DETERMINED
We define the next subset of a hyperspace:

: Definition 3.1. Let Z be a continuum, V' be a 2-cell in Z and
h : I — V be a homeomorphism, then the contour of V is the
set Contour(V) = {y € V : y = h(x) for some z € Bdr.(I?)}.
Hence Contour(V) = h(Bdg2(1?)). Given a continuum X, we
define Q(X) = {4 € C(X) : there exists a neighborhood V' of
Ain C(X) such that V is a 2-cell and A € Contour(V)}.

By a simple triod we mean a continuum homeomorphic to the union
of three arcs each two of which intersect at a single common end point
of the three arcs.
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: Example 3.2. (a) Let J = [a,b]. It is known that C'(J) is a
2-cell. The contour of C(J) is
Contour(C(J)) = C({a}, J)UC({b}, J)UF(J) ([7,5.1]). Hence

I ClC(J)(Q(J)). SO, Clc(J)(Q(J)) # J.

(b) Let T be a simple triod, it is known that C'(7’) is homeomor-
phic to the space pictured in the next figure ([8, Figure 17]).
In the hyperspace C(T'), there are three triangles that intersect
with the cube in three different sides. The set cler)(2(T)) is
the union of the sides of the triangles mentioned, except for
the side in which it intersects with the cube. Observes that
CZC(T)(Q(T) ~7T.

The following theorem is our principal result.

: Theorem 3.3. Let T' be a class of continua such that for each
X €T, we have cl(QX)) = X. Then the members of the class
I' are C'-determined.

Proof: Let X, Y € T'such that C(X) = C(Y). Let h : C(X) — C(Y)
be a homeomorphism. Then h(2(X)) = Q(Y). Hence, h(cl(Q(X))) =
cl(Q(Y)). Therefore, as X = cl(2(X)) and cl(Q(Y)) = Y, we obtain
the X =Y. O

4. CONVENTIONS AND APPLICATIONS

Let (Y, 7) be a topological space, let A C Y, and let § be a cardinal
number. We say that A is of order less than or equal to 3 in 'Y, written
ord(A,Y) < f3, provided that for each U € 7 such that A C U, there
exists V' € 7 such that A C V C U and |Bdy (V)| < 5. We say that A
is of order §inY | written ord(A,Y’) = (3, provided that ord(A,Y) <
and ord(A,Y) £ « for any cardinal number a < .

If A = {p}, then we write ord(p,Y’) instead of ord({p},Y’) and write
p is of order n instead of writing {p} is of order n.

Let G be a finite graph. The points of order 1 in G are called end
points of G (this is obviously a generalization of the notion of an end
point of an arc defined in the introduction); the set of all end points
of G is denoted by E(G). Points of order 2 are called ordinary points
of G; the set of all ordinary point of G is denoted by O(G). Points
of order at least 3 are called ramification points of G; the set of all
ramification points of G is denoted by R(G). Therefore, if G is a finite
graph such that G is not an arc, then G = O(G) U R(G) U E(G).

If G is a finite graph, in G are defined edges (arcs or simple closed
curves of G) and wertices. The vertices of G are the end points of
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the edges of G. We are interested in distinguishing the ramifications
points of the graph G from the rest of the points, so we assume the
each vertex of a graph G, different of a simple closed curve, is either
an end point of G or a ramification point of G. With this restriction
the two end points of an edge of G' may coincide and such an edge is a
simple closed curve. This kind of edges will be called loops. Thus the
edges of G are arcs or simple closed curves, and in G there are only
three kind of edges namely: loops, edges that contain some end points
of G and edges joined ramification points.

Let G be a finite graph such that G is not an arc. An arc [p, ¢| (edge
of G) is an

(a) internal arc of G, if [p,q] N R(X) = {p, q},

(b) external arc of G if [p,q] N R(X) = {p} and [p,q] N E(X) = {q}.

We assume that the metric d in G is the metric of arc length and
each edge of GG has length equal to one.

For n € N an n-od in a continuum X is an element B € C(X) for
which there exists A € C(B) (called heart) such that B — A has at
least n components. Note that if Y contains an n-od, then contains an
m-~od, for each m < n.

Let Y be a metric space with metric d. If a € Y and ¢ > 0, then
By (a,e) ={z €Y :d(a,z) < e} is the open d-ball in Y with radius ¢
and center a.

Lemma 4.1. [1, Lemma 8] Let K € C(X) and let T be an n-od
in X such that, for some ¢ > 0, T € Bex)(K,5). Then there is an
n-cell T in C(X) such that T € I' C Bex) (K €).

Now, we will to establish some lemmas to prove the Theorem 4.5.

Lemma 4.2. Let G be a finite graph such that G is not an arc and
AeC(G). If AeQ(G), then AN R(G) = 0.

Proof: Let A € Q(G) such that AN R(G) # (). Let V' be a neighbor-
hood of A in C(G) such that V' is a 2-cell. Then there exist € > 0 such
that Boey(A,e) C V. As AN R(G) # 0 we can construct an n-od T
in G such that T € Be ) (A, §5) (T is constructed from A and its heart
is a ramification point). By the Lemma 4.1, there is a n-cell, I', such
that T € I' C Beg)(A,e) C V, and it is a contradiction. Therefore,
ANRG)=0. O
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Lemma 4.3. Let G be a finite graph such that G is not an arc.
Then Q(G) ={{p} :p € G- R(G)} U{[t,e] C G— R(G) : t € O(G)
and e € E(G)}.

Proof: Suppose that A € Q(G). By the Lemma 4.2, AN R(G) = 0.
Hence A is a singleton or A is an arc. If A is a singleton, for example,
A = {p}, then p € G — R(G). If A is an arc, then one of the following
cases holds.

(1) A =a,b] C [p,q], where [p,q] is an internal arc.

(2) A=la,b] C [p,q|, where [p,q| is an external arc and a,b ¢ E(G).
(3) A=la,b] C [p,q|, where [p,q| is a loop (here p = q).
(4) A =[a,b] C [p,q|, where [p,q] is an external arc, ¢ € E(G), b = ¢

We now consider the cases (1)-(3). Let V be a neighborhood of
A in C(G) such that V' is an 2-cell. Therefore, there is ¢ > 0 such
that Be)(A,e) € V and Be@)(A,e) & C([p,q]). Thus there is
an arc J = [c,d] € Bee)(A,¢e) such that A & J where a and b
are neither of p nor q. There is €, > 0 such that Beg)(A,e1) &
C([c,d]), Beway(A,e1) N C({c},J) =0, Bey(A,er) NC{d},J) =0
and Be(g)(A,e1) N Fi(J) = 0. Thus, by (a) of Example 3.2, we have
that Bea)(A,e1) N Contour(C([c,d])) = 0. As C([c,d]) is an 2-cell
and C([c,d]) € V, by (b) of Lemma 2.1, we obtain that C([c,d]) —
Contour(C([c,d])) is an open set in V. Note that A € C([¢,d]) —
Contour(C([c,d])). Thus A € int(V). Therefore we obtain A ¢
Contour(V). By the definition of Q(G), we have that A ¢ Q(G), a
contradiction to supposition.

This proves that if A € Q(G) and A is an arc, then A = [a,b] C
G — R(G) with a € O(G) and b € E(G) (case (4)).

Let
£={{p} :pe G-RG}U{te] C G—R(G) : t € O(G) and
e € F(G)}. We next prove that Q(G) C £. Suppose first that A € £.
If A= {p}, where p € G — R(G). We obtain three cases: {p} € [r,¢],
where [r, g] is an internal arc; or {p} € [t,e], where [t, €] is an external
arc; and if p is in a loop S of the G. In the first two cases, either
C([r,q]) or C([t,e]) is a neighborhood of {p} and by (a) of Example
3.2, we have that {p} € Contour(C([r,q])) or {p} € Contour(C([t,e])),
hence {p} € Q(G). In the third case let an arc J contained in S such
that p € J (p is not end point of J) and J N R(G) = (. Then C(J) is
a neighborhood of p such that is an 2-cell and {p} € Fi(J). Therefore
{p} € Contour(C(J)).
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Now suppose that A = [t,e] with t € O(G), e € Ey(G) and [t,e] C
[r,e] = J where J is an external arc. By the (a) of Example 3.2, the
contour of the 2-cell C'(J), is the union of the sets C({r},J), C({e}, J)
and Fy(J). In this cases A € C({e},J) and C(J) is a neighborhood of
A. By this reason A = [t,e] € Q(G). O

Lemma 4.4. Let G be a finite graph such that G is not an arc.
Then

cloey(QUG)) = Fi(G)UA{[r €] - e € E(G) and [r,e] N R(G) = {r}}

U {[r,e] : e € E(G) and r € O(G)}.

Proof: If p € G, then p = hm 0 P, where p, € O(G). Hence {{p,} :
n € N} € Q(G), and therefore {p} € cdee)(QG)), ie., Fi(G) C
ClC(G)(Q(G)).

Let M = {[r,e] : e € E(G) and [r,e] N R(G) ={r}}

U {[r,e] : e € E(G) and r € O(G)}. Let [r,e] € M with r € R(G)
and e € E(G), then there is {0,}:2, in O(G)N|[r, €] such that lim o, =

r. Therefore lim [0,,e] = [r,e]. Since [o,,¢e] € Q(G), we have that
[r,e] € cloe)(2(G)). This proves that M C cle)(G)). Therefore
Fl(G) UM C CZC(G)(Q(G)).

To prove the other inclusion let now A € clo)(Q(G)) and A ¢
Fi(G). Then A = lim [t,, e,], where t, € O(G) and e, € F(G). Since

the number of arcs is finite, there are N € N, e € E(G) such that if
n > N, then e, = e. Therefore A = lim [t,, €]. But [t,,e] N R(G) = 0,
for each n € N, then A = [r, ¢], where lim t,, = r with r € R(G)UO(G).

n—oo

Hence A = [r,e] € M. This completes the proof of the Lemma. O

Theorem 4.5. If G is a finite graph such that G is not an arc, then
Clc(G)(Q(G)) ~ G

Proof: Let us first find an homeomorphism from clo(e) (©2(G)) onto
G. To do that, let A € Q(G). Since ANR(G) = 0, then A is contained
in an internal arc or A is contained in an external arc or a A is con-
tained in loop:

(1) If A is contained in an internal arc [a, b], it follows from Lemma 4.3
that A = {p} with p € (a,b).

(2) If A is contained in a loop [a,b], it follows from Lemma 4.3 that
A = {p} with p € (a,b).

(3) If A is contained in an external arc [r, €], it follows from Lemma 4.3
that A = {q} with ¢ € [r,e] — R(G) or A = [q, €], with g € (r,e).
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Let [r,e] be an external arc such that [r,e] N R(G) = {r} and
[r,e] N E(G) = {e}, where s € (r,e). For each external arc, there
are two homeomorphisms, f; : [r,e] — [r,s] such that fi(r) = r and
fi(e) = s and fy: [r,e] — [s,e] such that fo(r) = e and fa(e) = s.
Now we define the function g : Q(G) — G by the following rule:

If A satisfies condition (1) and (2), we have that g(A) = g({p}) = p.
If A satisfies condition (3), g(A) = fi(q) if A = {q} and g(A) = fa(q) if
A =g, e], where [q,e] C [r,e]. To see that g is a continuous function,
we consider two cases (see below Figure). Suppose that p € (a,b),
where [a,b] is an internal arc or a loop. Then p = g({p}). Let € > 0
and 0 < min{d(p,a),d(p,b),e} such that B ({p},d) C C([a,b]).
We obtain that g(Be)({p},0) NQ(G)) C Ba(p, ). Therefore g is a
continuous function in {p}.

Now suppose that A = {q}, with ¢ € [r,e] — R(G), where [r, €] is an
external arc. In this case g({q}) = f1(q). We will prove that ¢ is a con-
tinuous function in {¢}. Let ¢ > 0, take the ball Bs(f1(q),¢). By conti-
nuity of fi, there is § > 0 such that fi1(Bg(q, )N [r,e]) C Ba(fi(q),e).
For this reason, g(Bec)({q},0) NQG)) C Ba(fi(q),€). Therefore g
is a continuous function in {q}.

We will prove that g is an injective function. Suppose that g(A) =
g(D). If A = {p} with p € (a,b), where [a,b] is an internal arc, then
D = {s} and s € (a,b). In fact, if D = {r}, with r a point that
is not in (a,b), then g(A) # g(D) (because these imagines will be in
different arcs). And if D = [r,e], we have that g(D) is in an external
arc. Hence g(D) ¢ (a,b). Since fi({p}) = g(A) = (D) = f({s}) and
f1 is injective, we have that {p} = {s}. The other cases are proved
similarly.

Now we extend g to a continuous function g from cleq)(2(G)) to G.
We use the relation in Lemma 4.4 to define the function g at the points
of clea) (UG)) —Q(G): For A € cle)(UG)) —Q(G) we consider three
cases.

(j) If A= {r} and r € R(G), we define g(A) = g({r}) = r;
(jj) If A = [r,e] and [r,e] is an external arc, e € E(G), we define
g(A) =g([r.e]) = e.

Notice that the function g is bijective and continuous. Therefore g

is an homeomorphism. [J

If & is the class of graphs G such that G is not an arc, by an appli-
cation of Theorem 4.5, we obtain the following.
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Theorem 4.6. The members of the class &, are C-determined.

Proof: Let G € &. By the Theorem 4.5, we obtain clo(e) (2(G)) = G.
Next, by Theorem 3.3, we obtain the result. [J

D. Herrera-Carrasco considered the class ® of dendrites X such that
clx(E(X)) = E(X) and X is not an arc. He has the next result.

Theorem 4.7 [4, Theorem | If X € ®, then clo(x)(Q2(X)) = X.
Corollary 4.8. The members of the class © are C-determined.

Corollary 4.9. If I' = U &, then the members of the class I' are
C-determined.

In fact, the previous result can be generalized:

Theorem 4.10. If T' is the union of classes of continua such that
for each X € T', we have cl(2UX)) = X. Then the members of the
class T are C-determined.
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DESIGUALDEDES

ARMANDO MARTINEZ GARCIA
BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA

RESUMEN. La idea es trabajar, ciertas desigualdades que nos llevan directa-
mente a la definicién de limite de una funcién en un punto.

1. INTRODUCCION

El objetivo de estas notas es presentarle al alumno de nuevo ingreso a una Fac-
ultad de Ciencias una introduccién al concepto de limite de una funcién, por
medio de la solucién de algunas desigualdades que nos permita alcanzar este fin.

Se ha de mencionar que el concepto de limite de una funcidn, se presenta en
el primer curso de Célculo que se lleva en dichas facultades, por lo que debemos de
tomar en cuenta que este no es un material nuevo, mas si su forma de presentarlo.

Esta forma de presentar este material no pretende resolver todos los problemas
concernientes a este tema, sino darle al alumno una idea geometrica de este, para
poder entender mejor lo que es presisamente el limite de una funcién.

2. DESIGUALDADES
Al conjunto de los nimeros reales, lo denotaremos como R.
Sean a, b, ¢ € R recordemos que una ecuacién de la forma
ax+b=ccona#0
tiene solucién si existe g € R tal que,
arg+b=c.
En este caso
xg =c—b/a.
En forma analoga dados a, b, c € R una ecuacién de la forma
azx? +bxr+c=0 con b® — dac >0
tiene solucién si existe zg € R tal que,
azd + bxg +c = 0.
En este caso tenemos dos soluciones diferentes o iguales las cuales seran;
xo = (=b+ (b* — 4ac)'/?)/2a y xo = (—b — (b*> — 4ac)'/?)/2a
si b? — 4ac > 0

xo = —b/a si b — dac = 0.

En forma analoga dados a, b, c € R una desigualdad de la forma
ar+b < ccona#0

tiene solucién si existe g € R tal que,
217
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aro+b<c
En este caso
zg < (c—=b)/asia>0yxzo>(c—b)/asia<0
es decir la solucién es el conjunto .S C R con
S={zeR:z<(c-b)/a}sia>0yS={zeR:z>(c—b)/a}sia<0.
Lo cual significa que
si x € S entonces ax + b < c.

Los siguientes resultados nos permitiran resolver otro tipo de desigualdades.

Recordemos que dado a € R al producto de a.a lo denotaremos como a2, es decir

(12 = a.a.

2.1. PROPOSICION. Sean a > 0y b > 0. Entonces
a < bsiysélosia? < b2

DEMOSTRACION. Si a < b como a > 0y b > 0 se sigue que, a®> < aby ab < b? por
lo tanto, a? < b2.

Ahora si a = b entonces, a® = b? lo cual no puede ser.

Analogamente si a > b por la primera parte tendriamos que, a? > b? lo cual
tampoco puede ser por lo tanto a < b. O

2

2.2. DEFINICION. Sean a > 0y b > 0. a es la raiz cuadrada de b si, a? =b.

En caso de que a sea la raiz cuadrada de b lo escribiremos como
a=bl/2
Es claro que si a® = b es decir a = b'/? entonces
(b1/2)2 =b.

2.3. PROPOSICION. Sea b > 0. Entonces
1) a® < bsiy sélo si —(b*/?) < a < bl/2.
2) b < a®siysélosia< —(b/?)ob/? <a.
DEMOSTRACION. Es claro que, si a = 0, (1) se satisface.
Ahora sia >0y a? <b. Como b >0, b= (b/?)? se sigue que, a® < (b*/?)? de
donde aplicando la Proposicién anterior tenemos que, a < b*/2 por lo tanto
—(b'/?) < a < b2
Analogamente si a < 0y a®> < b. Como b > 0, b = (b"/?)?2 y (—a)? = a? se
sigue que, (—a)? < (b*/?)? de donde aplicando la Proposicién anterior tenemos que
—a < b/? de donde se sigue que,
—(b/?) < a < b'/2,
Ahora si —(b*/?) < a < b2 y a > 0 se sigue que, 0 < a < b'/? de donde

a? <b.

Analogamente si —(b'/?) < a < b'/? y a < 0 se sigue que, 0 < —a < b'/? de donde
a? <b.

En forma similar se tiene el inciso (2). O

2.4. COROLARIO. Sean a >0y b > 0. Entonces
a < bsiy sélosial/? < b2,
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Aplicando la Proposicién anterior resolver las siguientes desigualdades.

Ejemplo 1. Encontrar la solucién de la desigualdad 4z2 + 6 < 22.
Es claro que
422 +6 < 22 <= 42?2 <22 — 6 < 42? < 16 <= 42” < 16 < 42? < 4
2 <4
de donde se sigue que,
—2<z <2

Ejemplo 2. Encontrar la solucién de la desigualdad 22 — 42 < 12.
Es claro que 22 — 42 = (x — 2)? — 4 por lo tanto
?—dr<124= (-2 -4<12= (-2 <16+ —-4<2-2<4
de donde se sigue que,
—2<x<6.

3. INTERVALOS

3.1. DEFINICION. Dados a,b € R con a < b el intervalo abierto a, b el cual deno-
taremos como (a,b) es el conjunto:

(a,) ={r € R:a <z <b}.

3.2. DEFINICION. Dados a,b € R con a < b el intervalo cerrado a, b el cual deno-
taremos como [a, b es el conjunto:

[a,b) ={x €R:a < x < b}

3.3. DEFINICION. Dado a, € R el intervalo semi abierto a, el cual denotaremos como
(a,0) es el conjunto:

(a,00) ={z €eR:a < z}.

3.4. DEFINICION. Dado b € R el intervalo semi abierto b el cual denotaremos como
(00, b) es el conjunto:

(00,b) ={xr e R: 2z < b}.

Es claro que sia < by ¢ = (a+b)/2 entonces, b — ¢ = ¢ — a es decir la distancia
de b a c es igual a la distancia de ¢ a a, por tal motivo en los intervalos (a,b) y [a, b]
a c se le llama el centro del intervalo y a b — ¢ se le llama el radio del intervalo.

3.5. DEFINICION. Sean zg € R y r > 0. El intervalo abierto con centro en xq y
radio r el cual denotaremos como (zg — r,xg + 7) es el conjunto:

(xo_r’xo_f_?"):{,Z‘GR:.TO—T<$<$0+T}

Es claro que si x € (zg — r, xo + ) entonces, la distancia de x a z es menor que

Observacion. Para conciderar un intervalo abierto con centro en un punto dado
xo € R, es suficiente dar su radio el cual es un ntimero real r > 0.

Por lo que en el Ejemplo (1) la solucién de la desigualdad 422 + 6 < 22 son las
x € (—2,2) es decir, son las z que estan en el intervalo abierto con centro en 0 y
radio 2.

Analogamente en Ejemplo (2) la solucién de la desigualdad 2% — 4z < 12 son las
x € (—2,6) es decir son todas las = que estan en el intervalo abierto con centro en
2 y radio 4.
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4. VALOR ABSOLUTO

4.1. DEFINICION. Sea x € R el valor absoluto de x el cual denotamos como |z| es

Observemos que
para todo x € R se tiene que |z| > 0
y que
|z =0<=2=0
lo cual nos permite pensar a
||
como la distancia de x a 0 independientemente si  es positivo o negativo.
4.2. PROPOSICION. Sea x € R. Entonces
x| = (22)'/2.

DEMOSTRACION. Para esto sera suficiente ver que |z|? = 22.

Como |z|? = |z||z| = |2?| = 22. O

4.3. TEOREMA. Sea x € Ry r > 0. Entoces
|z] <rsiysélosi —r <z <r.
DEMOSTRACION. Es claro que si = 0 la afirmacién se satisface.

Ahora si |z| <7y z > 0 entonces |z| = 2 de donde, se sigue que, z < r y como
—r <0y 0 <z se tiene que,

—r<z<r.
Analogamente si |z| < r y & < 0 entonces |z| = —z de donde, se sigue que,
—x <1 esdecir —r < x y como x <0y 0 < r tenemos que,
—r<z<r.

Ahora si —r < & < r y x > 0 entonces |z| =z y < r de donde, se sigue que,

x| < 7.
Analogamente si —r < z < ry & < 0 entonces |z| = —z y —r < z de donde, se
sigue que,
|z <r.
(I
Es decir

7| <r<= —r<z<r<sace(-rr).

Por lo tanto dado xg € Ry r > 0 la desigualdad
|z —zo| <7

puede ser leida de las siguientes formas siendo todas ellas equivalentes entre si:

i) Valor absoluto de  menos zp menor que 7.

ii) La distancia de x a 2o menor que r.

ili)  esta en el intervalo abierto con centro en xg y radio r.

Observacion. Por lo que cuando se pida resolver una desigualdad de la forma
|z — x| < 7 esto es equivalente segun el inciso

(ii) a encontrar S C R tal que si x € S entonces la distancia de x a z sea menor
que 7, o equivalentemente segun el inciso
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(iii) a encontrar S C R tal que si z € S entonces = este en el intervalo abierto
con centro en xg y radio r.
Ejemplo 3. Encontrar todas las x € R tales que la distancia de 4z a 2 sea
menor que 1/10.
Por la observacién anterior esto es equivalente a encontrar S C R tal que
si € S entonces |4z — 2| < 1/10.
Aplicando el Teorema anterior tenemos que
[dr —2] <1/10 <= —1/10 <42 -2 < 1/10<=2-1/10 < 42 < 2+ 1/10 <
19/10 < 4z < 21/10 <= 19/40 < = < 21/40.
Po lo tanto
si x € (19/40,21/40) = |4z — 2| < 1/10.
Ejemplo 4. Encontrar todas las € R tales que 22 este en el intervalo abierto con
centro en 9 y radio 1/20.
Por la observacién anterior esto es equivalente a encontrar S C R tal que
si x € S entonces |22 — 9| < 1/20.
Aplicando el Teorema anterior tenemos que
|72 —9] < 1/20 <= —-1/20 < 2?2 -9 < 1/20 &= 9-1/20 < 22 < 9+ 1/20 <
179/20 < 2 < 181/20.
Ahora aplicando el Corolario 2.4 y la Proposiciéon 4.2 tenemos que
179/20 < 22 < 181/20 <= (179/20)*/? < |z| < (181/20)*/2.
Ahora si z > 0, |z| = x tenemos que
(179/20)1/2 < x < (181/20)'/2.
Y siz <0, |z] = —z tenemos que
—(181/20)1/2 < x < —(179/20)'/2.
Por lo tanto

si

r € (—(181/20)1/2, —(179/20)/2) U ((179/20)'/2, (181/20)/2) = |z — 9| < 1/20.

Ejemplo 5. Encontrar todas las z € R tales que la distancia de (2 —16)/(z —4)
a 8 sea menor que 1/100.

Por la observacién anterior esto es equivalente a encontrar S C R tal que

si z € S entonces |(x? — 16)/(z — 4) — 8| < 1/100.
Observemos que
r#4yque (22 —16)/(z —4)=z+4
por lo tanto |(z% — 16)/(z — 4) — 8| = |x — 4| de donde la desigualdad que tenemos
que resolver es
|z — 4| < 1/100 con x # 4.

Aplicando el Teorema anterior tenemos que

|z — 4] < 1/100 <= —1/100 < (x —4) < 1/100 <= 4 —1/100 < = < 4 +
1/100 < 399/100 < = < 401/100, y = # 4.

Por lo tanto

si z € (399/400,4) U (4,401/100) = |(2? — 16)/(x — 4) — 8] < 1/100.
Ejemplo 6. Encontrar todas las « € R tales que 1/x este en el intervalo abierto

con centro en 2 y radio 1,/1000.
Por la observacién anteriro esto es aquivalente a encontrar s C R tal que
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si € S entonces |1/x — 2| < 1/1000.

Observemos que z # 0.

Ahora |1/x — 2| < 1/1000 <= —1/1000 < 1/ — 2 < 1/1000 <= 2 — 1/1000 <
1/x < 2+ 1/1000 < 1999/1000 < 1/x < 2001/1000.

Como 1999/1000 < 1/ = x > 0 de donde se sigue que 1000/2001 < z <
1000/1999.

Por lo tanto

si € (1000/2001,1000/1999) = |1/x — 2| < 1/1000.

Observemos que en cada uno de estos ejemplos no se impone ninguna condicién
sobre el conjunto solucién de la desigualdad a resolver.

Un problema un poco distinto a este es resolver una desigualdad imponiendo
una cierta condicién sobre el conjunto soluciéon como nos lo muestran los siguientes
ejemplos.

Recordemos que dado zy € R para dar un intervalo con centro en xg lo unico
que tenemos que dar es su radio el cual es un niimero positivo r.

Ejemplo 7. Encontrar el radio r del intervalo abierto con centro en 1/2 tal que:
si x esta en este intervalo entonces la ditancia de 4z a 2 sea menor que 1/10.

Problema que queda escrito de la siguiente forma:

si|le—1/2] <r=|dz—2] <1/10
o equivalentemente a
[4x — 2] < 1/10 si |z — 1/2| < r.

Ahora del Ejemplo (3) tenemos que si z € (19/40,21/40) = |4z — 2| < 1/10, en
este caso 1/2 es el centro del intevalo abierto (19/40,21/40) por lo tanto tomando
r = 1/40 podemos afirmar que

si o —1/2] < 1/40 = |4z — 2| < 1/10.

Ejemplo 8. Encontrar el radio r del intervalo abierto con centro en —3 tal que:
22 este en el intervalo abierto con centro en 9 y radio 1/20 si = esta en el intervalo
abierto abierto con centro en —3 y radio 7.

Una vez mas el problema que tenemos que resolver es:

sifz—(=3)<r=]2%2-9]<1/20

0 equivalentemente a

|22 — 9] < 1/20 si |z — (=3)] < r.

Ahora del Ejenplo (4) tenemos que

stz e (—(181/20)Y/2,—(179/20)'/2) U ((179/20)*/2, (181/20)1/?) = |2? — 9| <
1/20.

Es claro que

—3 € (—(181/20)'/2, —(179/20)'/2) por lo tanto tomando r = min{ry,rs}

con

r = —(179/20)"/2) — (=3) y 7 = —3 — (—(181/20)'/?), podemos afirmar que:

si|lz— (=3)| <r=]2% -9 < 1/20.

Ejemplo 9. Encontrar el radio r del intervalo abierto con centro en 4 tal que

si z esta en este intervalo entonces la distancia de (z? — 16)/(z — 4) a 8 es menor

que 1/100.
Una vez mas el problema a resolver es:

|(z% —16)/(x —4) — 8| < 1/100 si |z — 4] < r con = # 0.
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Del Ejemplo (5) tenemos que si

r € (399/400,4) U (4,401/100) = |(z® — 16)/(x — 4) — 8| < 1/100, lo cual lo
podemos dar como:

si0<|r—4] <1/100 = |(z? —16)/(x — 4) — 8| < 1/100.

Ejemplo 10. Encontrar el radio r del intervalo abierto con centro en 1/2 tal
que 1/x este en el intervalo abierto con centro en 2 y radio 1/1000 si x esta en el
intervalo abierto con centro en 1/2 y radio 7.

Una vez mas el problema a resolver es:

[1/2 — 2| < 1/1000 si |z — 1/2| < 7.

Del Ejemplo (6) tenemos que si

x € (1000/2001,1000/1999) = |1/x — 2| < 1/1000, como 1/2 es el centro del
intervalo abierto (1000/2001,1000/1999) por lo tanto tomando r = min{ry,r2}
donde 1 = 1000/1999 — 1/2 y ro = 1/2 — 1000/2001 podemos afirmar que

si|le—1/2| <r=|1/xz—2] <1/1000.

Es claro que en cada uno de los ejemplos dados lo que estamos encontrando es
el limite de una funcién en punto.

maga@fcfm.buap.mx



TOPOLOGIA DE R

ARMANDO MARTINEZ GARCIA
BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA

RESUMEN. El objetivo es ver algunos resultados topolégicos que se estudian
desde los primeros semestres en una facultad de ciencias.

1. INTRODUCCION

El objetivo de esta nota es hacerle ver al estudiante que desde el inicio de la
carrera de Matematicas comienza a utilizar conceptos topoldgicos que son basicos
en el estudio de la topologfa.

Algunos de estos conceptos los estudia desde los primeros semestres de su carrera
como son; intervalo abierto, intervalo cerrado, valor absoluto, funcién continua,
densidad de un conjunto en otro y algunos resultados que se desprenden de estos
conceptos.

Que posteriormente se generalizan primero en los cursos de Analisis y posterior-
mente en los cursos de Topologia.

2. INTERVALOS

2.1. DEFINICION. Dados a,b € R con a < b el intervalo abierto a, b el cual deno-
taremos como (a,b) es el conjunto:

(a,b) ={r €eR:a <z <b}.

2.2. DEFINICION. Dados a,b € R con a < b el intervalo cerrado a, b el cual deno-
taremos como [a, b] es el conjunto:

[a,b) ={x € R:a <z < b}

Es claro que sia < by ¢ = (a+b)/2 entonces, b — ¢ = ¢ — a es decir la distancia
de b a c es igual a la distancia de ¢ a a, por tal motivo en los intervalos (a, b) y [a, ]
a c se le llama el centro del intervalo y a b — ¢ se le llama el radio del intervalo.

2.3. DEFINICION. Sean zg € R y r > 0. El intervalo abierto con centro en xq y
radio r el cual denotaremos como (zg — r,xg + 7) es el conjunto:

(xg—rao+r)={z€R:xg—r<z<zg+r}

Es claro que si @ € (zg —r, xo + ) entonces, la distancia de x a zy es menor que

Observacion. Para conciderar un intervalo abierto con centro en un punto dado
zo € R, es suficiente dar su radio el cual es un ntimero real r > 0.
Que junto con la definicién de Valor absoluto y algunas de sus propiedades nos
permiten dar alguas generalizaciones de intervalo abierto.
224
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3. VALOR ABSOLUTO

3.1. DEFINICION. Sea x € R el valor absoluto de z el cual denotamos como |x| es

Observemos que
para todo = € R se tiene que |z| >0
y que
|z =0<=2=0
lo cual nos permite pensar a
||

como la distancia de x a 0 independientemente si x es positivo o negativo.

3.2. TEOREMA. Sea z € Ry r > 0. Entoces

|z] <rsiysélosi —r <z <r.

Por lo tanto dado zg € R y r > 0 la desigualdad
|z —zol <7
puede ser leida de las siguientes formas siendo todas ellas equivalentes entre si:
i) Valor absoluto de  menos xy menor que 7.
ii) La distancia de x a x¢p menor que r.
ili) = esta en el intervalo abierto con centro en xg y radio r.
Esta desigualdad nos lleva directo a la definicion de funcién continua.
Que es otro de los conceptos fundamentales del estudio de la Topologia.

4. FunciON CONTINUA

4.1. DEFINICION. Sean 79 € Ry f:R — R. f es continua en zg si para todo € > 0
existe § > 0 tal que

|f(x) — f(zo)| < €si|z—zo| <.

Lo cual lo podemos leer de la siguiente forma: f es continua en x( si para todo
intervalo abierto de radio € y centro en f(z) existe un intervalo abierto de radio &
y centro en xg tal que si  esta en este intervalo entonces f(z) esta en el intervalo
con centro en f(xg) y radio e.

Si denotamos con B(xg,7) = {x € R : |z — 29| < r} entonces tenemos que f es
continua en x( si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

f(B(.’E076) C B(f(.’l?07 6)
que es precisamente la definicién de funcién continua en zy que se trabaja en los
cursos de Analisis.
Que es la definicién de funcién continua que posteriormente se generaliza en
espacios topologicos siendo esta uno de los pilares en el estudio de la Topologia.
Tambien obtenemos la definiciéon de conjunto abierto que se trbaja en los cursos
de Analisis.

4.2. DEFINICION. Sea U C R. U es un conjunto abierto de R si
para cada x € U existe r > 0 tal que B(z,r) C U.

Concepto que que tambien se generaliza y es el concepto basico de la Topologia.
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Asi mismo se aplican las propiedades de conexidad y compacidad que tiene el
intervalo abierto (a,b) y el intervalo cerrado [a,b] sin dar las definiciones corre-
spondientes en forma explicita para dar dos de los teoremas basicos de Calculo
Diferencial en una Variable que posteriormente tambien se generalizan.

4.3. TEOREMA. Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a, b] con f(a) < f(b) (o
f(b) < f(a)) y c € (f(a), f(b) entonces
existe g € (a,b) tal que f(xp) = c.
4.4. TEOREMA. Sea f : [a,b] — R una funcién continua en (a,b) entonces
existen xg, z1 € (a,b) tal que f(zo) < f(z) < f(x1) para todo z € [a, b].
Es importante observar que la propiedad compacidad y conexidad que tienen los

intervalos [a,b] y (a,b) son dos de los conceptos principales que se generalizan y de
los cuales se encarga el estudio de la Topologia.

maga@fcfm.buap.mx



SOBRE EL CONCEPTO DE FUNCION MEDIBLE

FRANCISCO JAVIER MENDOZA TORRES
VICTOR FEDERICO XOCHICALE VAZQUEZ
FACULTAD DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS
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ABSTRACT. Consideremos las siguientes definiciones de una funcién medible:
Definicién 1. Sean (X, M) un espacio medible y (Y, 7) un espacio topoldgico.
La funcién f: (X, M)+ (Y,7) es medible si f~! (G) € M para cualquier
Ger.

Definicién 2. Sean (X1,M1) y (X2,M2) espacios medibles. La funcién
f (X1, M1) — (X2, Mz2) serd medible si f~! (M) € M; para cualquier
M € May. Al enfrentar estas dos definiciones es comun que se llegue a ciertas
confusiones. Por ejemplo, existen funciones que cumplen la definicién 1 y
no la definicién 2, pensando que hay una contradiccion, El trabajo presenta
una funcién con las caracteristicas mencionadas, y aclara que no existe tal
contradiccion.

Palabras clave: Espacio medible, o—algebra, funcién medible.

1. INTRODUCCION

En general, en los libros de texto de teoria de la integral que se utilizan en
la licenciatura, la definicién usual de funcién medible o una de sus equivalencias
es la siguiente: sean (X, M) un espacio medible, y (Y,7) un espacio topoldgico,.
[ (X, M) — (Y,7) es medible si f~'(G) € M para cualgquier G € T.

Se avanza en su generalizacién al decir que f sera medible si al considerar en Y
la o—algebra de los borelianos, se tiene que la preimagen de cualquier boreliano es
un conjunto medible en X. Debido a que casi siempre se trabaja con funciones de
valor real, no es necesario avanzar mas en la comprensién del concepto de funcién
medible, quedandonos con los dos conceptos anteriores. Sin embargo, al considerar
el caso en que Y es un espacio medible con una o—algebra distinta a la boreliana
podemos pensar que la funcién serd medible si la preimagen de cualquier conjunto
medible en Y es medible en X.

Esta generalizaciéon no es tan facil de asimilar debido a que, como lo expon-
dremos, existen fuciones que satisfacen las primeras dos definiciones y no la dltima.
En este trabajo nos proponemos aclarar esta situacion.

2. CONSTRUCCION DE UN CONJUNTO NO MEDIBLE

Repasemos la construccién del conjunto de Cantor. Sea E = [0, 1] y considere-
mos los siguientes conjuntos:
227
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Ci=E—(3
C2=C1—f
[ )
°
[ )

Cu = Cucs = { (s ) U+ U (522 52)}

El conjunto de Cantor se define como C =52 C,,. Debido a que en cada paso,

para pasar de C,,_1 a C,, se retiran 2™ intervalos abiertos disjuntos de longitud
1/3"*+1 entonces la medida de Lebesgue de C' es:

Lon 1/ 1
3

Ademas C' es perfecto y nada denso en E

Basandonos en la construccién del conjunto de Cantor, construyamos un con-
junto D C [0,1] medible, con medida m (D) > 0 y nada denso en E. Para
ésto sea £ € (0,1) y construimos conjuntos D,, de tal forma que para pasar de D,
a D,41 quitamos 2™ intervalos de longitud (1/£ + 2)7"71 . Con esto tenemos que
la suma de las longitudes quitadas a E es ZZOZO # Ademsds, considerando
que D =22, D, tendriamos que su medida es

27l
m(D)=1-2y) ————==1-¢.
"
Como € esta en (0,1), entonces la medida de D serd positiva. De forma semejante
como se demuestra que el conjunto de Cantor es nada denso, se demuestra que D
es nada denso en FE.

En lo que sigue veremos que existe un conjunto B C D no medible.

Definicién. Definamos la suma modulo 1 en E como sigue:

z+y—1 siz+y>1
Por ejemplo; 1/2 +3/5=11/10 -1 = 1/10.

) T six <1
x+y:{ +y +y<

Definiciéon. Sean z,y € F, diremos que x ~y si x —y € Q.

Esta es una relacion de equivalencia, y la coleccion de las clases de equivalencia
definen una particion de E. Denotemos a Z como el representante de cada una de
ellasy sea F ={Z: z € E}.

Sea {¢;}, unaenumeracion de QNE ysea F;=F+¢;, i€ NU{0}, donde
Fy = F. Entonces se tiene que:

1) Fiijiw, si Z#]

i) °,F=1[0,1]=EFE.

Lema 1. F no es medible
Demostracién. Si suponemos que es medible, como F; = F + ¢;, entonces cada
F; seria medible y tendriamos que
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1= m(F) =Zg m(F +q¢;) = m(F),
lo cual no puede ser, ya que si m (F) = 0 entonces se tendria que 1 = 0, ¢ si

m (F) > 0 tendriamos una suma infinita de términos constantes positivos que es
igual a uno, por lo tanto F' no puede ser medible. B

Lema 2. Si A es medible y A C F, entonces m(A) =0
Demostracion. Sean A, = A+ ¢, ={a+q;:a € A}. {4;} es una familia de
conjuntos disjuntos, medibles y m (A4;) = m (A). Entonces

L=m(E) =m (5 Ai) =" m (A;) =g~ m(A4),
de donde no puede ser que m (A) > 0, por lo tanto m (A) = 0.1

Lema 3. FEziste un conjunto B C D que mo es medible
Demostracién. Para cada i €N, sea B; = BN F;. Sicada uno de ellos es
medible, entonces, por el lema 2, m (B;) =0 y tendriamos que

0=¢"m(Bi) =m("Bi) =m(D) =1-§>0,
por lo tanto existe un ¢ € N tal que B; no es medible. Denotemos este conjunto
por B.1l

3. UNA FUNCION MEDIBLE CON PREIMAGEN NO MEDIBLE

Ahora construyamos una funcion f : [0,1] — [0, 1] medible (continua y mono-
tona) tal que H = f (B) sea medible, de tal forma que tengamos que f~!(H)= B
no es medible. Para ésto sigamos los pasos siguientes:

a) Sea g :[0,1]\D — [0,1]\C definida de tal forma que hagamos corresponder
linealmente los intervalos que se quitan en cada paso para obtener C,, y D,. Por
esta construccion se tiene que g es creciente y biyectiva.

b) Para cada xo € D se tiene que:

i) lm,__.—g () =sup{g(z) /xz€0,1]—D, x<uzo}
ii) lim,  +g (x) =inf{g(z) / x€ D, zo<z}.

c) Seaxg € D, como g(x) < g(z') paratodo x € [0,1] — D, x < x9, y para
todo 2 € [0,1] — D : 2’ < x¢. Haciendo a = lim, -9 () y b= lim,  +g (2)
y por las igualdades anteriores de b), se tiene que a < b.

d) Lema4. a=15b

Demostracién. Supongamos que a < b. Por la construccién de g sabemos
que a,b € C. Como C es nada denso en E entonces existe g(z*) ¢ C' con
x* €[0,1] — D tal que a < g(2*) < b. Pero por la monotonia de g, z* deberd
estar a la izquierda y a la vez a la derecha de x(, por lo tanto a=0. B

e) Sea f:]0,1] — [0,1] definida como

f(x):{ g(x) si z€[0,1]\D

limg_ 5, g(x) si z€D
Esta funcion es continua, creciente y sobreyectiva, por lo tanto es medible..
f) Sea H = f(B). Por la definicién de f, y como B C D, entonces f(B) C C.
Como la medida de Lebesgue es completa, entonces: H = f(B) es medible y
m(H)=0.
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Hemos construido una funcién medible f :[0,1] — [0, 1], para la cual existente
un conjunto H C [0,1] medible Lebesgue tal que f~'(H) = B no es medible.

4. CONCLUSION

La definicién general de funcién medible es la siguiente: sean (X, M1) y (Y, Ms)
dos espacios medibles, la funcion h : (X, My) — (Y, My) serd medible si h=* (M) €
My para cualquier M € M.

Al considerar cualquier espacio medible (X, M) y el espacio medible (Y, B),
donde Y es de origen un espacio topolégico y B es la o— algebra de los borelianos
sobre Y, tendremos, segin la definicién anterior, que la funcién g : (X, M) — (Y, B)
es medible si ¢! (B) € M para cualquier B € B. Debido a que usualmente se
trabaja con funciones que van de un espacio medible a un topolégico, como es el
caso de las funciones de valor real, las definiciones de medibilidad que se dan para
ese tipo de funciones son las equivalentes a la anterior Por ejemplo, g : (X, M) — R
serd medible si g~1 ((a,b)) € M para cualquier intervalo abierto (a,b) C R.

Ahora bien, al considerar una funcién medible los espacios sobre la que esta
definida son bdésicos. Si los cambiamos, la funcién puede dejar de ser medible,
como es el caso de la funcién f que construimos en los apartados anteriores. Nuestra
funcién f es medible cuando va de (E, L) a (E,B), siendo £ y B las o-algebras de
Lebesgue y Borel, respectivamente. Pero esa funcién deja de serlo si en lugar de
(E, B) tenemos (E, L) .
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