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Capitulo 1

Las graficas finitas tienen n-ésimo producto
simétrico suspension Unico

Fernando Macias Romero, David Herrera Carrasco, Maria de
Jestus Lopez Toriz, German Montero Rodriguez
FCFM-BUAP

Sean X un continuo y n € N. Consideramos el hiperespacio F,(X) de
todos los subconjuntos cerrados y no vacios de X con a lo mas n puntos.
Note que Fi(X) = {{z}: z € X}. Dado n > 2, el n-ésimo producto simétri-
co suspension de X es el espacio cociente F,(X)/Fi;(X) y es denotado por
SF,(X). En este capitulo probamos lo siguiente: si X es una grafica finita y
Y es un continuo tal que SF,(X) es homeomorfo a SF,(Y), entonces Y es
una grafica finita.

Las graficas finitas tienen n-ésimo producto simétrico suspensiéon tnico

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. El con-
junto de los ntimeros enteros positivos lo denotamos por N.

En 1979, S. B. Nadler Jr. introduce el concepto de hiperespacio suspension
de un continuo, véase [Pag. 125]Afixedpoint. En 2004, Sergio Macias lo gene-
raliza al n—ésimo hiperespacio suspensién de un continuo y es definido como
el espacio cociente C,,(X)/F,(X) el cual se obtiene de C,,(X) al identificar a
F,(X) en un punto y se denota como H.S,(X), véase |[Pag. 127|Macias2004.
El (n,m)—ésimo hiperespacio suspension de un continuo X es el espacio co-
ciente C,(X)/F,,(X) que se obtiene de C,(X) al identificar a F,,,(X) a un
punto, donde m,n € N con m < n, y lo denotamos por HS” (X).

Ahora, dado un continuo X y n € N, con n > 2, por el n-ésimo producto
simétrico suspension de X, denotado por SF,(X), pensamos en el espacio
cociente F,(X)/Fi(X), el cual es obtenido de F,,(X) al identificar a F;(X) a
un punto con la topologia cociente; en Franco podemos encontrar ejemplos y
propiedades de este hiperespacio.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 1



Dado un continuo X, denotamos por H(X) un hiperespacio de X. Una
clase de continuos A\ es H-cerrada si prueba lo siguiente: si X € Ay ¥ un
continuo tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces Y € A.

En este trabajo demostramos esta propiedad para cuando A es la clase de
las graficas finitas y H(X) es el n—ésimo producto simétrico suspension de
X.

Los siguientes resultados son bien conocidos respecto a la propiedad H(X)-
cerrada, para el caso particular de las gréficas finitas.

(1) La clase de las graficas finitas es F, —cerrada, para algin n € N, (véase
[1, Corolario 3.5]).

(2) La clase de las graficas finitas es C),-cerrada, para cada n € N, (véase
las pruebas de los siguientes resultados: |9, Teorema 4.1] y [10, Teorema
3.8]).

(3) La clase de las graficas finitas es HS] -cerrada, para cada m,n € N con
m < n, (véase |2, Teorema 3.3|).

Para més conceptos y resultados relacionados a la teoria de este capitulo
se puede consultar: 7], [13], [11].

El resultado principal en este trabajo muestra que: si X es una gréfica
finita, n € N, con n > 4,y Y es un continuo tal que SF,(X) es homeomorfo
a SF,(Y), entonces Y es una grafica finita, (véase el Teorema 3.7)

1 Preliminares

Dado un subconjunto A de un continuo X, el interior, la cerradura y la fronte-
ra de A en X, son denotados por intx (A), clx(A) y bdx(A), respectivamente.
Sid eslamétricade X, t € X ye>0,sea Bx(t,e) ={r e X:d(t,z) <e}.
Como es usual, los simbolos @, R y R2, representan el conjunto vacio, los
ntmeros reales y el plano euclidiano, respectivamente. La cardinalidad de un
conjunto A se representa por |A|.

Sea n € N. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo
cerrado [0,1]. Una n-celda es un espacio topologico homeomorfo a la bola
unitaria B,(bd0,1) = {z € R": ||z||, < 1}. Una curva cerrada simple es un
espacio topolégico homeomorfo a la circunferencia unitaria S* = {z € R? :

Proceedings, Chapter 1, pages 1-18



Las graficas finitas tienen n-ésimo producto simétrico suspensiéon tnico 3

||z|]2 = 1}. Paran > 3, un n-odo simple Y es la union de n arcos Ji, ..., J,
en Y con la propiedad J; N J, = {v} sil # k y v es un punto extremo de los
arcos J;. El punto v es llamado el wvértice de Y. Un 3-odo simple es llamado
triodo simple.

Una grdfica finita es un continuo que se puede escribir como la unién
finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o se intersectan
inicamente en uno o en ambos de sus puntos extremos.

Sea X un continuo y x € X. Sea # un namero cardinal. Decimos que x
tiene orden menor o igual que B, en X, denotado por ord(x, X') < 3, cuando
x tiene una base de vecindades B en X tal que la cardinalidad de la frontera de
U en X es menor o igual que 3, para cada U € B. Decimos que x tiene orden
igual que B3, en X (ord(z, X) = 8) si prueba que ord(z, X) < Sy ord(x, X) £
« para cualquier numero cardinal o < . Sea E(X) = {z € X: ord(z, X) =
1}, 0(X) ={z € X: ord(z,X) =2}, y R(X) = {x € X: ord(z, X) > 3}.
Los elementos de E(X) (respectivamente, O(X) y R(X)) se llaman puntos
extremos (respectivamente, puntos ordinarios y puntos de ramificacion )
de X.

Dada una gréafica finita X, un arco libre en X es un arco J con puntos
extremos x y z tal que J — {x, z} es un asubconjunto abierto de X. Un arco
libre maximal en X es un arco libre en X el cual es maximal con respecto
a la inclusion. Un ciclo en X es una curva cerrada simple J en X tal que
J —{a} es un subconjunto abierto en X para algin a € J. Sean

Agp(X)={J C X: J es un ciclo en X},
Ag(X) ={J C X: J es un arco libre maximal en X} U Ar(X),
Agp(X) ={J C X: J es un arco libre maximal tal que |J N R(X)| = 1}.

Dada una grafica finita X, los elementos de Ag(X) se conocen como aristas
de X.

Lema 1.1. Sean X wuna grdfica finita con R(X) # 0 y J, K € As(X). En-
tonces

(a) sip € intx(J), entonces p & R(X),
(b) sip € bdx(K), entoncesp € R(X) y

(c) si J# K, entonces intx(J)N K = 0.

Proceedings, Chapter 1, pages 1-18



4

Demostracion. (a) Sea p € intx(J) y sea U un subconjunto abierto de X tal
que p € U. Entonces, enxiste un arco L en J tal que p € int;(L) C L C
UnNintx(J). Como UNintx(J) es un subconjunto abierto de X, tenemos que
int;(L) es un subconjunto abierto de X. Asi, bdx(int;(L)) = L — int;(L).
Como L — int;(L) tiene a lo més dos elementos, tenemos que bdx (int;(L))
tiene a lo mas dos elementos. Esto implica que p € E(X) U O(X). Asi, p &
R(X).

(b) Sea p € bdx(K) y sea B una base de vecindades de p en X. Como
R(X) # () existe ¢ € X — K y dado que X es localmente conexo existe L un
arco en X con puntos extremos p y q.

Caso 1. Supongamos que K es un ciclo. Como K — {p} es un subconjunto
abierto de X tenemos que K N L = {p}. Sea r = d(p,q) y U € B tal que
U C Bx(p,r). Note que bdx (U) tiene al menos tres elementos. Esto implica
que p € E(X)UO(X). Asi, p € R(X).

Caso 2. Supongamos que K es un arco. Note que p es un punto extremo
de K. Sea a el otro punto extremo de K. Como K — {a,p} es un subconjunto
abierto de X, tenemos que KNL C {a,p}. Podemos suponer que KNL = {p}.
Supongamos que existe € > 0 tal que By (p,€) C KUL. Sea C, la componente
de Bx(p,€) tal que p € C, y sea L, = clx(C,). Asi, L, es un arco. Més atn,
K UL, es un arco libre. Esto contradice la maximalidad de K. Por tanto, para
cualquier € > 0, tenemos que Bx(p,€¢) ¢ K U L. Esto implica que existe un
arco M en X tal que (KUL)NM = {p}. Sea z el otro punto extremo de M y
sea r = min{d(a,p),d(p,q),d(p,z)}. Asi, existe V € B tal que V' C Bx(p,r).
Note que bdx (V) tiene al menos tres elementos. Asi, p € R(X).

(¢) Supongamos que p € intx(J)NK. Como p € intx(J), por (a), tenemos
que p ¢ R(X). Como p € K, entonces p € intx(K) o p € bdx(K). Si
p € bdx(K), por (b), tenemos que p € R(X), lo cual es una contradiccion.
Asi, p € intx(K). Por tanto, intx(J) N K = intx(J) Nintx (K). Esto implica
que, intx(J) Nintx(K) es un subconjunto abierto y cerrado del conjunto
conexo inty(J). Asi, intx(J) = intx(J) Nintx (K) y intx(J) C intx (K). Por
tanto, J C K. Esto contradice que J # K. O

Teorema 1.2. Un espacio X es localmente conexo si y solo si las componentes
de cada subconjunto abierto en X son abiertas en X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U abierto en
X y C componente de U. Sea p € C' C U. Como X es localmente conexo,

Proceedings, Chapter 1, pages 1-18



Las graficas finitas tienen n-ésimo producto simétrico suspensiéon tnico )

tenemos que existe V' abierto y conexo en X tal que p € V C U. Luego, por
la maximalidad de C', p € V C C. Por lo tanto, C' es abierto en X.

Ahora, supongamos que las componentes de cada subconjunto abierto de
X son abiertas. Dados p € X y U abierto en X que contiene a p. Sea C' la
componente de U que contiene a p. Luego, C' es abierto y conexo en X tal
que p € C C U. Por lo tanto, X es localmente conexo. O

El siguiente resultado menciona que la conexidad local se preserva bajo
funciones continuas, en espacios métricos, compactos y conexos.

Lema 1.3. Sean X,Y continuos y f: X — Y wuna funcion continua. Si X
es localmente conexo, entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Sea U un abierto de Y y C' una componente de U. Considera-
mos z € f~1(C) y C, la componente de f~!(U) tal que z € C,. Como X es
localmente conexo y f~1(U) es un subconjunto abierto de X, por el Teorema
1.2, C, es abierto de X. Como f es continua, entonces f(C,) es conexo. Ade-
mas, f(x) € f(C,) C U. Como C' es componente de U y f(z) € C, entonces
f(C,) C C. Asi, C, C f71(C). Es dedir, f~'(C) es un subconjunto abierto
de X. Luego, X — f~1(C) es un subconjunto cerrado de X y dado que f es
cerrada, entonces f(X — f71(C)) =Y — C es un subconjunto cerrado de Y.
Asi, C es abierto de Y. Por el Teorema 1.2, Y es localmente conexo. ]

Sean X un continuo y n € N. Consideramos los siguientes hiperespacios
de X.

2X = {AC X: Aesno vacio y cerrado de X},
F.(X) = {A€2¥: A tiene a lo mas n puntos},
Co(X) = {A€2%: A tiene a lo mas n componentes},

C(X) = Ci(X).
F(X) = {{z}:ze X}

Sea X un continuo con métrica d. Para cualesquiera A C X y ¢ > 0,
definimos la nube de radio ¢ alrededor de A, denotada por N (e, A), como el
conjunto

N(e,A) ={r € X : d(z,a) < ¢, para algin a € A}.

Proceedings, Chapter 1, pages 1-18
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Escribiremos Ny (e, A) cuando el espacio topolégico X necesite ser mencio-
nado.

Sea X un continuo con métrica d. Para A, B € 2%, definimos la funcion
H: 2% x 2%X —[0,00) como

H(A,B)=inf{r>0: ACN(r,B)y BC N(r,A)}.

Si X es un continuo, entonces la funcién H es una métrica para 2%, co-
nocida como la métrica de Hausdorff.

Todos los hiperespacios definidos anteriormente son considerados con la
métrica de Hausdorff. Los hiperespacios F,(X) y C,(X) son llamados el n-
ésimo producto simétrico de X y el n-ésimo hiperespacio de X, respectiva-
mente.

Sean X un continuo con métrica d, € > 0y A € 2% definimos

BY(e, A) = {B € 2¥: H(B, A) < ¢}.

Sean X un continuo, r € N y A;,..., A, subconjuntos no vacios de
X. El wvietorico de Aj,..., A, denotado por (A;,..., A,), es el conjunto
(A1,..., Ar)ex N F,(X) donde (Ay,..., A )ox es el conjunto

{Be2¥:Bc U Aiy BNA; #0paracadaie{l,....,r}}.

Teorema 1.4 (Teorema 0.11). Nadler78 Si X es un continuo con una topo-
logia T, entonces la coleccion

{(S1,...,Sr)ox: S; € T para cada i € {1,...,r},r € N},
es una base para una topologia para 2°X.

La topologia generada por la base mencionada en el Teorema 1.4 es cono-
cida como la topologia de Vietoris.

Teorema 1.5. [12, Teorema 0.13] Si X es un continuo, entonces la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff sobre 2% coincide con la topologia de
Vietoris.

Dado un continuo X y n € N, consideramos el subespacio de F,,(X)

En(X) ={A € F,(X): A tiene una vecindad en F,(X) la cual es una
n—celda}.

Proceedings, Chapter 1, pages 1-18



Las graficas finitas tienen n-ésimo producto simétrico suspensiéon tnico 7

Lema 1.6. Si X es una grdfica finita y n € N, entonces £,(X) es un subcon-
Junto abierto de F,(X).

Demostracion. Si B € &£,(X), entonces existe una n-celda M en F,(X) tal
que B € intg,(x)(M). Asi, existe un subconjunto abierto ¢ de F,(X) tal
que B € U C intp,x)(M) C M. Sea By € U — {B}. Esto implica que
By € U C intp,(x)(M) € M. Como M es una n-celda en F,(X), entonces
By € &£,(X). Por tanto, U C &,(X). Asi, £,(X) es un subconjunto abierto de
F.(X). O

Teorema 1.7 (Theorem 5.2 ). Franco Un continuo es localmente conexo si
y solo si SF,(X) es localmente conexo para cada n € N, con n > 2.

Teorema 1.8. [1, Lemma 3.1/ Si X es un continuo localmente conexo y
A€ &,(X), entonces no existen puntos de A que sean el vértice de un triodo
simple de X.

Teorema 1.9. [1, Lemma 3.2/ Si X es un continuo localmente conezxo el cual
no es una grdfica finita, entonces para cada k € N, X contiene una grdfica
finita con al menos k aristas.

Teorema 1.10. [1, Lemma 3.3/ Si o es un arco en F,,(X) y a une los ele-
mentos A y B, entonces |J« tiene un nimero finito de componentes tal que
cada una de ellas es localmente conexa e intersecta a los conjuntos A y B.

Dados X un continuo y n € N con n > 2, qx denota la proyecciéon natural
qx: Fo(X) = SF,(X) y Fx denota el elemento g (F;(X)). Note lo siguiente:

Ux|F)-F(x): Fo(X) = Fi(X) — SF,(X) — {Fx} es un homeomorfismo.
A continuacién presentamos algunos ejemplos de modelos geométricos del

n-ésimo producto simétrico suspension de un continuo dado, en los cuales se
puede apreciar algunas caracteristicas interesantes.

2 Resultados previos

En esta secciéon presentamos algunos resultados que son necesarios para ob-
tener el resultado principal.

Proceedings, Chapter 1, pages 1-18
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Lema 2.1. Si X es un continuo y n € N, con n > 2, entonces F,(X) —
F,1(X) es un subconjunto denso de F,(X).

Demostracion. Sean U un subconjunto abierto de F,,(X) y A € U. Supon-
gamos que A = {ay,...,ay,}, donde m < n.. Si m = n, entonces A €
(Fu(X) = Fua (X)) NU.

Supongamos que m < n. Como U es un subconjunto abierto de F,,(X),
existe un r > 0 tal que Bp,(x)(A,7) C U. Sean Gpt1,...,0, € Bx(r,a;)
todos diferentes de ay, ..., a, y sea B = {a,...,am, Gmi1,-..,a,}. Note que
H(A,B) < r. Asi, B € Bp,(x)(A,7) C U. Esto implica que B € (F,(X) —
F,—1(X))NU. Por tanto, F,(X)—F,,—1(X) es un subconjunto denso de F,, (X).

O]

Dado un continuo X sea G(X) = {z € X : x tiene una vecindad G en X
tal que G es una grafica finita}. X es casi enrejado si prueba que G(X) es un
subconjunto denso en X, véase enrejados.

Lema 2.2. Si X es una grdfica finita, entonces G(X) — R(X) es un subcon-
junto denso de X.

Demostracion. Note que G(X) = X y por |Teorema 9.10]ContinuumTheory
R(X) es un conjunto finito. Veamos que X C clx(G(X) — R(X)).
Sea p € R(X). Para cada n € N consideramos a p, € Bx(p,+) — R(X).

Como la sucesion {p, }nen converge a p, entonces p € cly(G(X)— R(X)). Asi,
R(X) C clx(G(X) — R(X)). Esto implica que

X =G(X) = (6(X) — R(X)) UR(X) C clx(G(X) — R(X)).
Por tanto, G(X) — R(X) es un subconjunto denso de X. O
Dada una grafica finita y n € N con n > 2, consideramos
No(X)={AeF,(X)—F,1(X): ANR(X) =0}.

Lema 2.3. Si X es una grifica finita y n € N, con n > 2, entonces N, (X)
es un subconjunto denso de F,,(X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto y no vacio de F,(X). Por Lem-
ma 2.1, U N (F(X) — F,1(X)) # 0. Sea A e UN(F(X) — F,1(X)) y
supongamos que A = {p1,...,p,}. Como U es abierto de F,,(X), existe un
r1 > 0 tal que Bp,(x)(A4,r1) CU.

Proceedings, Chapter 1, pages 1-18
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Sea § = min{d(p;, p;): i,j € {1,...,n} donde i # j}. Sea r = min{r, 2}.
Note que Bx(pi,r) N Bx(p;,r) = 0, donde p;,p; € Ay i # j. Como X es
una grafica finita, por Lemma 2.2, G(X) — R(X) es un subconjunto denso de
X. Asi, para cada i € {1,...,n}, Bx(p;,r) N (G(X) — R(X)) # (. Asi, existe
b; € Bx(pi,r)N(G(X)—R(X)) paracadai € {1,...,n}. Sea B = {by,...,b,}.
Esto implica que B € Bp,(x)(A,7) CU y B € N,(X). Asi, U NN, (X) # 0.
Por tanto, NV, (X) es un subconjunto denso de F, (X). O

Lema 2.4. Si X es una grdfica finita y n € N, entonces N,,(X) C E,(X).

Demostracion. Sea A € N, (X). Supongamos que A = {p1,...,p,}. Sean
Ji,...,J, arcos ajenos por pares de X tal que (JU---UJ,)NR(X)=0y
p; € intx(J;) para cada i € {1,...,n}.

Note que la asociacion que manda (ti,...,%,) al conjunto {t1,...,t,} es
un homeomorfismo. Asi, J; X --- X J, es homeomorfo a (Ji,...,J,). Por
tanto, (Ji,...,J,) es una n-celda y es vecindad de A en F,(X). Por tanto,
A € &,(X). Luego, N,,(X) C &.(X). O

Lema 2.5. Sean X wuna grdfica finita, £ € Ag(X) y m,n € N con m < n.
Si A, B € (intx(E)) tal que |A| = |B| = m, entonces existe un arco A en
(intx(E)) con puntos extremos A, B y si C' € A, entonces |C| =m.

Demostracion. Supongamos que A = {ay,...,a,} y B = {by,...,by,}. Consi-
deramos un homeomorfismo 5: (0,1) — intx(E). Para cada l € {1,...,m},
sean 1,1, € (0,1) tal que (1) = a; y B(rp,) = bi. Sea T} el intervalo con
puntos extremos r,,, 7, y definimos

a;: [0,1] — T} tal que ay(t) = 7o, + t(ry, — 7a,)-

En caso de que r,, = 73,, entonces a; es una funcion constante. En cualquier
caso, a; es una funcién continua. Note lo siguiente: si i,j € {1,...,m} y
t € (0,1), entonces «;(t) # «;(t). Supongamos que «;(t) = «;(t) y que si
J > i, entonces rq, > 14, ¥ Ty, = Ty, Asi, vo, +(ry, —1a,) = 1o, +t(re, —7q,) -
Luego, 74, — Ta; = t(15; — T, + T, — 7q;). Como 74, # 74,, tenemos que
t= ST : (1)
(Tbj - rbi) + (rai - raj)
Como t € (0,1) y 74, — 74, < 0, tenemos que (1) implica que 74, — r,, >
(15, —78,)+ (T, —7Ta;). Asi, 0 > 13, —7y,, lo cual es una contradiccion. Pot tanto,
a;(t) # a;(t). Asi, 3 = foay: [0,1] — intx(£) es una funcién continua.
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Afirmacion. La funcion «a: [0,1] — (intx(FE)) definida para cada t €
[0,1] como a(t) = {7 (t)....,ym(t)} es continua.

Prueba de la Afirmacion. Notemos que a(0) = {B(a1(0)), ..., B(am(0))} =
{a1,...,an,} = A. Asi, o(0) = A. De manera similar a(1) = B y |a(t)| = m,
para cadat € {1,...,m}. Sean ty € [0,1] y o > 0. Como foq; es continua en
to, para cada | € {1,...,m}, existe 6; > 0, tal que si ¢t € [0,1] y |to — t| < &y,
entonces d(B(ay(to)), Blau(t))) < €o. Sea dp = min{dy,..., 0} Sit € [0,1] y
[to — t| < do, entonces d(B(ay(ty)), B(cu(t))) < o, para cada | € {1,...,m}.
Asi, aty) C N(eo,a(t))) v a(t) C N(e alty)). Luego, H(a(ty),a(t)) < eo.
Por tanto, a es continua. Asi, la Afirmacién es verdadera.

Como [0, 1] es localmente conexo, por Lema 1.3, tenemos que «([0,1]) es
localmente conexo. En particular, ([0, 1]) es arco conexo. Asi, existe un arco

A en «o([0,1]) C (intx(F)) con puntos extremos A y B. O
De ahora en adelante, cuando nos referimos a X como una grafica finita
significa que X tiene E,..., E,, aristas, con m € N.
Sea X una grafica finita y n € N. Consideramos Kx (i1, ..., %,) como el
subconjunto de F,(X) tal que cada miembro de Kx/(iy,...,4,) tiene exac-

tamente i; elementos en el interior de la arista E;, donde i; € N U {0}, es
decir,

Kx(it, ... im) ={A € F,(X): | ANintx(E;) |= i;, para cada
jge{l,...,m}}.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacion:

K = Kx(i1, ..., i) sii; =n paraalgin j € {1,...,m} y
Kx(i1,i2) = Kx (i1,42, ..., 4m) sl i1 # 0,iy # 0y i; = 0 para cada
je{3,...,m}.

Note que K% C (intx(E;)) y clp, ) (K%) = (Ej).
Sea

Q(X) = {Kx ity im): i1+ + i = nl.

Haciendo uso del Lemma 2.5, podemos probar las siguietes propiedades
de los conjunto definidos anteriormente.

Lema 2.6. St X es una grdfica finita y m € N, donde m es el numero de
aristas de X, entonces las siguientes resultados se cumplen.
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(a) Kx(i1,...,im) €s arco conezxo.

(b)) Kx (i1, ... im)Kx (U1, ... 1) =0 if and only if there is j € {1,...,m}
such that v; # [;.

(c) |UX)| =1 siy solo sim=1.

(d) St Kx(i1,...,im) € QX), entonces Kx(i,...,iy,) es un subconjunto
abierto de &,(X).

Demostracion. (a). Sea A,B € Kx(i1,...,im). S1 A, B C intx(E;), para
algin E; € Ag(X), por el Lema, existe un arco con puntos extremos A, B, es
decir, Kx(i1,...,%y) €8 arco conexo.

Para cada j € {1,...,m}, sea A; = ANintx(E;) y B; = BNintx(E;).
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Ay, ..., Ax, By, ..., By son
conjuntos no vacios, con k < m. Asi, A=A, U---UA, y B=BU---U
By.. Note que para cada j € {1,...,k}, los conjuntos A; y B; cumplen las
condiciones del Lema 2.5. Asi, para cada j € {1,...,k}, existe un arco A;,
con puntos extremos A;, B;, tal que |C| = i;, para cada C' € A;. Asi, existe un
homeomorfismo «;: [0,1] — A;, para cada j € {1,...,k}. Asi, de manera
similar como en la prueba del Lema 2.5, la funcion a: [0, 1] — Kx (i1, ..., 0m)
definida como:

a(t) = J () (2)

J=1

es continua. También, a(0) = Ay a(1) = B. Por tanto, por Lema 1.3, ([0, 1])
es un continuo localmente conexo, en particular, es arco conexo. Asi, existe
un arco A en «([0,1]) € Kx(i1,...,%,) con puntos extremos A, B. Por tanto,
, Kx(i1,...,1y) es arco conexo.

(b). Supongamos que A € Kx(i1,...,im) NKx(l1,...,lx). Por un lado,
|A Nintx(E;)| = i; y por otro lado tenemos que |A Nintyx(E;)| = [;, para
cada j € {1,...,m}. Asi, i; = [, para cada j € {1,...,m}. Por tanto,
Kx (i, sim) =Kx(l1,. .. Ln).

(c). Supongamos que |2(X)| = 1y m > 2. Esto implica que existen
Ey, By € Ag(X),con Ey # Ey. Sii; =nyly =n,entonces Kx(i1,...,0m), Kx
(ll, e ,lm) € Q(X) Por (b), Kx(il, e ,’lm) m’C)((ll, RN lm) = (. Asi, |Q(X)|
> 2, lo cual es una contradiccion. Por tanto, m = 1.
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(d). Sea Kx(i1,...,im) € UX)y A € Kx(i1,...,in). Esto implica que
A € N,(X). Por Lema 2.4, A € &,(X). Asi, Kx(i1,...,im) C E(X). Su-
pongamos que A = {ay,...,a,}. Sean I,..., I, arcos ajenos por pares de
X tales que I; N R(X) = 0 y a; € intx(I;), para cada i € {1,...,n}. Lue-
go, A € (intx(I1),...,intx([,)). Note que (intx(Iy),...,intx(,)) C N,(X).
Por Lema 2.4, (intx(I;),...,intx(,)) es un subconjunto abierto de &,(X).
Es claro que si B € (intx(ly),...,intx(l,)) — {A}, entonces |B| = n. Da-
do j € {1,...,m}, como |ANintx(E;)| = i, entonces intx(E};) contiene i;
de los arcos I,...,I,. Como los arcos Ii,...,I, son ajenos por pares, te-
nemos que |B Nintx(E;)| = ;. Esto implica que B € Kx(i1,...,%y). Asi,
(intx (I1),...,intx(I,)) C Kx(i1,...,4y). Por tanto, Kx(i1,...,i,) €s un
subconjunto abierto de &, (X). O

El siguiente teorema es una caracterizacion de las graficas finitas, el cual
es de gran importancia para el propoésito de este trabajo.

Teorema 2.7. Un continuo localmente conero X es una grdfica finita si y
solo si para algin (para cada) n € N, E,(X) es un subconjunto abierto y denso
de F,(X) con un nimero finito de componentes.

Demostracion. Sean X una grafica finita y n € N. Por Lema 2.4, N,,(X) C
E.(X) y por Lema 2.3, N,,(X) es un subconjunto denso F,(X). Por tanto,
En(X) es un subconjunto denso de F,,(X).

Consideramos a los conjuntos Kx (i1, ..., 7y,) definidos anteriormente.

Notemos que si Kx (i1, - - ., im) € Q(X), entonces Kx (i1, . . . ,im) C N, (X).
Por Lemma 2.4, N,,(X) C E,(X). Asi, Kx (i1, ..., im) C E,(X). Mostraremos
que |JQ(X) es un subconjunto denso de &, (X).

Sea U un subconjunto abierto no vacio de &,(X). Supongamos que i; +
-+ 41, = n. Por Lemma 1.6, tenemos que &,(X) es un subconjunto abierto
de F,(X). Esto implica que U es un subconjunto abierto de F,,(X). Como X
es una grafica finita, por Lema 2.3, tenemos que N, (X) es un subconjunto
denso de F,,(X). Asi, U NN, (X) # (. Sea A € U NN, (X). Esto implica que
Al =ny ANR(X) = 0. Asi, |[ANintx(E;)| = l;, donde I; € {0,1,...,n},
para cada j € {1,...,m}. Como |A| = n, tenemos que l; + -- -+ 1,, = n. Asi,
Ae Kx(ly,....lm) y Kx(li, ..., L) € QX). Luego, U NJNQ(X) # 0. Por
tanto, [ JQ(X) es un subconjunto denso de &,(X). Como &,(X) es un sub-
conjunto abierto de F,,(X) y F,,(X) es localmente conexo, tenemos que &,(X)
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es localmente arco conexo, véase |Teorema 8.25|ContinuumTheory. Asi, ca-
da componente de &,(X) intersecta a un conjunto de la forma KC(i1, ..., ip).
Como existe una cantidad finita de conjuntos KC(iy,...,4,,), entonces &,(X)
tiene una cantidad finita de componentes.

Ahora, supongamos que existe un n € N tal que &, (X) es un subconjunto
abierto y denso de F,,(X), con r componentes, donde r € N y que X no
es una grafica finita. Como F,(X) es un continuo localmente conexo, las
componentes de &,(X) son arco conexas [Theorem 8.26|ContinuumTheory.
Por Lema 1.9 existe una gréfica finita G contenida en X tal que G contiene

al menos k = 2r 4+ 1 aristas. Supongamos que Ji, ..., J; son las aristas de G.
Consideramos puntos p; € intg(J;), para cada i € {1,...,k}. Elegimos
subconjuntos abiertos y conexos de X ajenos por pares Vi,...,V} tales que

pi € Viy VinG C intg(J;) para cada ¢ € {1,...,k}. Como {p;} € (V})
y €,(X) es un subconjunto denso de F,(X), podemos elegir elementos A; €
(ViyN&,(X), para cadai € {1,...,k}. Asi, tenemos 2r+1 conjuntos, digamos
Ay, ..., Agy1. Por el principio de las casillas, existe una componente C de
E.(X) que contiene tres de los conjuntos A; : podemos suponer que A;, Ay y
Az pertenecen a C. Como C es arco conexa, existe un arco «q en C tal que
a; une a As y Ay, y un arco as en C tal que as une a Az y As. Tomamos
un punto x € As. Por Teorema 1.10, existe C; y Cy componentes de |Jay y
|J v, respectivamente, tal que x € C; N Cy. Asi, C'= C; U Cy es un continuo
localmente conexo de | Ja; UJas que intersecta a Ay, Ay y As.

Note que cada punto p € C, pertenece a un elemento de &,(X). Por
Teorema 1.8, p no es el vértice de un triodo simple de X, es decir, C' es un
continuo localmente conexo sin triodos simples. Por [8.40]ContinuumTheory,
(' es un arco o una curva cerrada simple. En cualquier caso, podemos concluir
que existe un arco en X, el cual intersecta a los tres conjuntos A;, As y As.
Sea 8 un arco en C' con puntos extremos a; y as tal que a; € Aj,a0 € Ay
y az € A3N B — {a1,as}. Por [Teorema 8.26|ContinuumTheory los conjuntos
Vi, ..., Vi son arco conexos. Como a3 € V3, existe un arco « en V3 con puntos
extremos a3 y p3. Como los puntos de 3 no son vértice de un triodo simple de
X yaz € anp, entonces N (G es un arco. Como a; € V; y as € V5, entonces
a; y as no estan en V3. Esto implica que aj,as € ay que o C B. Asi, 8
intersecta el arista J3. Como J3 tiene un vértice v de un triodo simple de X,
entonces v ¢ (. Luego, J3 ¢ (. Nuevamente, como 3 no contiene vértice de
un triodo simple de X, tenemos que a; € J3 0 as € J3. Si a; € J3, entonces
a; € ViNJsycomo Vi NG C intg(Jq), entonces a; € J3 Nintg(Jp), lo cual
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es una contradiccion, ya que J; y J3 son aristas de la grafica finita G, véase
Lema 1.1. Por tanto, X es una grafica finita. ]

3 Resultados principales

En esta seccion se demuestra que la clase de las graficas finitas es S F),-cerrada,
véase el Teorema 3.7.

Teorema 3.1 (Teorema 3.1). conPaco2012 Para un continuo localmente co-
nexo X las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) X es casi enrejado.
(b) Para cadan € N, E,(X) es un subconjunto denso de F,(X).
(c¢) Cada subconjunto abierto y no vacio de X contiene un arco libre de X.

Teorema 3.2 (Teorema 3.5). conPaco2012 Sea X un continuo localmente
conezo tal que £,(X) es un subconjunto denso en F,(X), donde n € N con
n>4. 85 A€ F, 1(X), entonces no eziste vecindades de A en F,(X) enca-
jables en R™.

Teorema 3.3. i X es una grdfica finita y n € N, con n > 4, entonces

En(X) = N (X).

Demostracion. Por Lema 2.4, N,,(X) C &,(X).

Sea A € &,(X). Por Teorema 1.8, no existen puntos de A que sean el
vértice de un triodo simple de X, es decir, AN R(X) = (. Como X es una
grafica finita, por Theorem 2.7, &,(X) es un subconjunto denso de F,(X).
Supongamos que A € F,,_1(X). Por Theorem 3.2, no existen vecindades de A
en F,(X) encajables en R, lo cual es una contradiccion ya que A € &,(X).
Esto implica que A € F,,(X)— F,_1(X). Por tanto, A € N,,(X). Asi, &,(X) =
N (X). O

El siguiente resultado nos dice quiénes son los conjuntos que son las com-
ponentes del subespacio &,(X), para una grafica finita X.

Teorema 3.4. Si X es una grifica finita y n € N con n > 4, entonces las
componentes de E,(X) son los conjuntos de la forma:
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Kx (i1, ... im), donde iy + -+ + iy = n.

Demostracion. Supongamos que X es una grafica finita y n € N con n > 4.
Note que Kx (i1, ..., im) C Nu(X). Asi, UQX) C N, (X). Sea A € N, (X).
Esto implica que |A| = ny AN R(X) = 0. Para cada k € {1,...,m}, sea
I, = |ANintx(Ey)|. Asi, A € Kx(l,...,ln). Como |A| = n, tenemos que
li+---+1, =n. Por tanto, Kx(l,...,l,) € QX). Asi, A € |JQ(X). Luego,
N.(X) € UQUX). Ast, N(X) = JQX). Por el Lema 3.3, tenemos que
En(X) =UJQX). Por el Lema 2.6, los conjuntos Kx (i1, .. ., 4,) son abiertos,
conexos y ajenos por pares de &,(X), y por tanto, éstas son las componentes
de &,(X). O

Teorema 3.5. 51 X es un continuo localmente conexo yn € N, conn > 4,
entonces no existen vecindades de Fi en SF,(X) encajables en R™.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de SF,(X) tal que Fy € U.
Por un lado, U — {F} es un subconjunto abierto de SF,(X), y como la
funciéon cociente gy es continua, entonces ¢x' (U — {F%}) es un subconjunto
abierto de F,(X). Sea V = ¢'(U — {F}}). Por otro lado, como U es un
subconjunto abierto de SF,(X), existe € > 0 tal que Bgp,(x)(Fy,€) C U. Sea
{a} € F1(X). Como gx es continua, existe un delta 6 > 0 tal que

ax (Br,x)({a},0)) € Bsp,x)(Fx . ). (3)

Como X es conexo, la cardinalidad de Bx(a,d) no es finito. Sea b €
Bx(a,d) —{a}. Luego, {a,b} € Br,(x)({a},d). Por (3), gx({a, b}) € Bsr,(x)(
F%, €) CU. Por tanto, qx({a,b}) € U. Mas atn, gx({a,b}) € U — {F%}. Asi,
{a,b} € V.

Como X es un continuo localmente conexo casi enrejado, por Teeorema
3.1, £,(X) es un subconjunto denso de F,(X). Como {a,b} € F, 1(X) y
V es una vecindad de {a, b} en F,(X), por Teorema 3.2, tenemos que V no
es encajable en R". Asi, gx(V) = U — {F%}, no es encajable en R". Como
U— {Fx} CU, tenemos que U no es encajable en R™. O

Teorema 3.6. [5, Proposicion 1] Sean X un continuo y k € N.

(a) SiV C X es una k-celda y U es un subconjunto abierto de X tal que
UNV #0, entonces existe una k-celda T tal que r C UNV.
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(b) SiV C X estal que V = I y U es un subconjunto abierto de X tal
que UNV # (), entonces UNV contiene un espacio homeomorfo a 1.

El siguiente resultado es el principal objetivo de este trabajo, en el cual
hacemos uso de los Teoremas 2.7, 3.5 y 3.6.

Teorema 3.7. Sean X,Y continuos tales que SF,(X) es homeomorfo a
SF,(Y), para algin n € N con n > 4. Entonces X es grdfica finita si y
solo si' Y es grdfica finita

Demostracion. Supongamos que Xes una grafica finita y que Y es un continuo
tal que h: SF,(X) — SF,(Y) es un homeomorfismo, para algin n € N, con
n > 4. Es claro que X es localmente conexo. Asi, por Teorema 1.7, Y es
localmente conexo.

Como X es una grafica finita, por Teorema 2.7, tenemos que &,(X) es
un subconjunto abierto y denso de F,(X) con r componentes, donde r € N.
Note que &,(X) es un subconjunto denso de F,(X) — F1(X), ya que

Can(X)fF1(X)(gn(X)) - Can(X)(gn<X

Asi, ¢x(€,(X)) es un subconjunto denso de SF,(X) — {Fx}.

Sean A, € F,,(X)y A, € F,(Y) tales que h(gx(A4.)) = Fy and h ™ (¢v (4,)
= FX- ASi, h: SFn(X) — {FX7qX(Ax)} — SFn(Y) — {Fy,(]y(Ay)} es un ho-
meomorfismo.

Afirmacion I v (E.(Y) — {A,}) = hlax(Ea(X) — {A.}))

Prueba de la afirmacion I. Sean B € &,(Y) — {4,} y M una vecindad
de B en F,(Y) tal que M es una n-celda. Luego, Existe ¢/ un subconjunto
abierto de F,(Y') tal que B € U C M. Note que U — F;(Y") es un subconjunto
abierto de F,,(Y') tal que B € U—F,(Y') C M. Luego, por Teorema 3.6, existe
una n-celda W en F,(Y) tal que B € intg, )W) CW CU — Fi(Y). Esto
implica que W es una n-celda en F,(Y)— Fi(Y) y es una vecindad de B. Asi,
tenemos que gy (W) es una n-celda en SF,,(Y)—{Fy, gv(A4,)} y es una vecinda
de gy (B). Como h es un homeomorfismo, existe A € F,,(X) — (F1(X)U{A.})
tal que h(gx(A)) = qy(B). Asi, h™'(gy(W)) es una vecindad de gx(A) en
SF,(X)—{F%,qx(A.)} tal que h™*(gy (W)) es una n-celda. Esto implica que
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Ae & (X)—{A.}. Asi, gy (B) € h(gx(E.(X) — {A.})). De manera simiar se
prueba la otra contencion. Por tanto, la Afirmacion I es verdadera.

Como &,(X) es un subconjunto abierto de F,(X) y F,(X) es localmente
conexo, por Lema 1.2, las componentes de &,(X) son abiertas en F,(X).
Asi, £,(X) — {Ax} es un subconjunto denso de F,(X). Por Afirmacion I,
E.(Y) — {Ay} es un subconjunto denso de F,(Y'). Por tanto, &,(Y) es un
subconjunto denso de F,,(Y).

Afirmacion II. Si A € &,(X), entonces h(qx(A)) # Fy.

Prueba de la Afirmacion II. Supongamos que existe A € &,(X) tal que
h(gx(A)) = Fy. Sea M una vecindad de A en F,(X) tal que M es una n-
celda. Luego, A € MN(F,(X)—Fi(X)) C M, es decir, MN(F,(X)—Fi (X))
es una vecindad de A en F,(X) — Fi(X). Sea M* = M N (F,(X) — Fi(X)).
Como M es encajable en R™, tenemos que M* es encajable en R". Asi,
h(gx(M*)) es una vecindad de Fy SF,(Y) tal que h(gx(M?*)) es encajable
en R™, lo cual contradice al Teorema 3.5. Por tanto, h(qx(A)) # Fy, para
cada A € &,(X). Asi, la Afirmacion II es verdadera.

Como una consecuencia de Afirmacion II, tenemos que A, ¢ &,(X). Con
argumentos similares, podemos afirmar que A, ¢ &,(Y"). Asi, por Afirmacién
I, tenemos que &,(Y) tiene un nimero finito de componentes. Por Teorema
2.7, Y es una grafica finita.

Esto demuestra quela clase de las graficas finitas es SF,-cerrada. [
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Capitulo 2

Generalizando el hiperespacio C(p,X)

Fernando Macias Romero, David Herrera Carrasco, Gerardo
Hernandez Valdez
FCFM-BUAP

Dado un continuo X y p € X, consideramos el hiperespacio C(p, X) el
cual contiene a todos los subcontinuos X que a su vez contienen a p. Dada
una familia de continuos C, X € Cy p € X, se dice que el par (X, p) posee
hiperespacio tinico C'(p, X) sicadaque Y € C,q € Y y C(p, X) es homeomorfo
a C(q,Y), existe un homeomorfismo h : X — Y tal que h(p) = ¢. En este
capitulo, se prueba que la clase de arboles posee hiperespacio tnico C(p, X).

Un continuo es un espacio métrico conexo, compacto y no degenerado. Un
hiperespacio de un continuo X es una colecciéon de subconjuntos del continuo
que cumplen ciertas caracteristicas. Si n € Ny p € X, consideremos los
hiperespacios siguientes:

2¥ ={ACX:A+#0, Aescerradoen X}.
Cn(X) ={A € 2%: A posee a lo mis n componentes}.
F.(X)={A €2*: A posee a lo més n puntos}.

Estos hiperespacios son a su vez continuos, cada que X es un continuo, ba-
jo la métrica de Hausdorff Nadler. En [2] se introdujo el hiperespacio C(P, X)
donde P es un subcontinuo del continuo X. Sin embargo, no fue hasta el 2003
cuando se tom6 P = {p} que se estudiaron propiedades generales de dicho
hiperespacio [3]. M4s atin, en el mismo articulo se construyeron modelos para
este hiperespacio con continuos elementales.

Afios después, en [4] y [5] se profundizo el estudio de este hiperespacio para
continuos atriddicos, es decir, continuos que no contienen triodos simples, se
presentaron modelos de estos y sus propiedades topologicas.
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De manera més reciente, en [1| comenzé el estudio de la unicidad del
hiperespacio C'(p, X') para ciertas familias de continuos. En contraste con la
defincion de unicidad Illanes utilizada para los hiperespacios C,,(X) o F,,(X),
utilizaremos la siguiente: dada una familia de continuos C, X € Cy p € X,
se dice que el par (X, p) posee hiperespacio tnico C(p, X) si cada que Y € C,
q €Y yC(p, X) es homeomorfo a C(q,Y), existe un homeomorfismo i : X —
Y tal que h(p) = q.

1 Preliminares

Algunas familias muy conocidas de continuos son las siguientes:

Una gréafica finita es un continuo que puede ser descrito como la uniéon
finita de arcos tales que se intersectan en a lo mas una cantidad finita de
puntos.

Un arbol es una grafica finita que no contiene curvas cerradas simples.

En las graficas finitas, destacan tres tipos distintos de puntos, los pun-
tos extremos, los puntos ordinarios y los puntos de ramificacion, los cuales
denotaremos por F(X),O(X) y R(X), respectivamente.

EX)={re X: ordx(z) =1}

O(X)={z € X: ordx(z) =2}
R(X)={zr € X: ordx(z) > 3}

Los arboles estan compuestos sélo por arcos, los cuales llamaremos aristas
y el conjunto de las aristas que componen un arbol X, estard denotado por
edge(X).

Un subarbol es un subcontinuo Y de un arbol X tal que si e € edge(Y),
entonces e € edge(X).

Dado un entero positivo n, un n—odo simple es una gréfica finita la cual
es la union de n arcos, cuya intersecciéon consta de un solo punto denotado
por v y conocido como vértice. Denotaremos por 7, a los n—odos simples.
Note que un n-odo es un subarbol si mismo.

Un continuo X se dice que es descomponible si existen dos subcontinuos
propios de X, A, B tales que AUB = X. Un continuo que no es descomponi-
ble, se conoce como indescomponible. Un continuo es hereditariamente
indescomponible, si todos sus subcontinuos son indescomponibles.
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Utilizaremos el concepto de dimensién como en Nadler2. Observe que en el
caso de graficas finitas (y por ende, de los arboles) la definicién de dimension
se limitara a la cardinalidad de la frontera de una vecindad del punto en
cuestion.

Ejemplo 1.1. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible. Veamos
quesip € X, C(p, X) es un arco. Procederemos por contradiccion, si existe un
po € X tal que C(pg, X) no es un arco, tomemos {po} € C(po, X), y asi, existe
un arco ordenado «a; : [0,1] — C(po, X) tal que a1(0) = {po} y aa(1) = X.
Por otro lado, dado que C(pg, X) no es un arco, existe K € C(py,X) —
a1([0,1]) y un arco ordenado s : [0,1] — C(po, X) tal que az(0) = {po},
as(l) = X y as(t) = K, para algiun t € [0,1]. De este modo, ay([0,1]) #
as([0,1]). Sea u : C(X) — [0,1] una funciéon de Whitney. Tomemos s € [0, 1]
tal que a1(s) € a([0,1]) y sea r = pu(ay(s)). Considere también ¢ € [0, 1] tal
que r = u(as(t)). Luego, de acuerdo a la definicién de funcion de Whitney,
a1(s) y as(t) no son comparables. De esta manera, ai(s) — as(t) # 0y
as(t) — aq(s) # 0. Sin embargo, dado que poina;([0,1]) N ay([0, 1]), tenemos
que a1([0,1]) U ay([0,1]) € C(X) y asi, es descomponible. Luego, X no es
hereditariamente indescomponible, lo cual es una contradiccion.

De esta manera, tenemos que si X es un continuo hereditariamente indes-
componible, C(p, X) es un arco para cada p € X. Por [Teorema 3.17|Patyl, si
Y es un arco con puntos extremos a y b, entonces C'(a,Y) y C'(b,Y’) son arcos.
Esto muestra que (X, p) no posee hiperespacio tnico C'(p, X) en la clase de
los continuos.

Ejemplo 1.2. Sea Z el continuo de Knaster con dos puntos finales a, b [p.
205]|Kuratowski. Entonces, C'(a, Z), C(b, Z) son ambos arcos y C(p, Z) es una
2-celda para cada p € Z — {a,b}. Asi, si X es un arco y p € X, tenemos que
(X, p) no posee hiperespacio tnico C'(p, X) en la clase de continuos.

Ejemplo 1.3. Sean X un arco con puntos extremos a, by Y una curva cerrada
simple. Entonces, C'(p, X) y C(q,Y") son 2-celdas para cada p € X — {a,b} y
q € Y. Esto nos muestra que (X, p) no posee hiperespacio unico en la clase
de las gréficas finitas.
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2 Unicidad del hiperespacio

En esta seccion, denotaremos a la familia de arboles por 7. La estrategia
a seguir en la demostracion de la unicidad del hiperespacio C(p, X) para
elementos de la familia 7, serd particionar dicha familia en las siguientes
subfamilias: Z denotar4 la subfamilia de los arcos en 7; por A se entendera a
los n-odos simples en 7. Finalmente, 7 = 7 — (ZUN). Con esta particion, se
probara la unicidad del hiperespacio en cada una de ellas. Comenzamos con
un resultado importante (véase [Teorema 3.3|Hugo:

Teorema 2.1. Sea X una grdfica finita y p € X. Entonces para cada A €
C(p,X) ye >0, existe un subconjunto A C C(p, X) tal que A contiene una
n—celda, donde n = ord(p, X) y Ha(A, {A}).

Este resultado es auxiliar para probar el siguiente:

Lema 2.2. Sean XY € 7 yp € X,q € Y.5 C(p,X) es homeomorfo a
C(q,Y), entonces ord(p, X) = ord(q,Y).

Demostracion. Supongamos que ord(p, X) = n, ord(q,Y) = my n < m.
Puesto que C(p, X) es homeomorfo a C(q,Y), existe un homeomorfismo
h : Cp,X) — C(¢q,Y). Dado que ord(p, X) = n, esto implica que {p}
tiene una base de vecindades que consiste de n—celdas en C(p, X). Por el
homeomorfismo, h({q}) también tiene una base de vecindades consistente de
n—celdas en C(q,Y). Sin embargo, por Teorema 2.1 esto es imposible, pues
tomando € suficientemente pequeno, podemos encontrar un subconjunto A de
C(q,Y) que contiene una m—celda. Esto implicaria que m < n. De manera
analoga, obtenemos n < m, y se sigue el resultado. O

Podemos encontrar la prueba del siguiente teorema en [4, Teorema 3.15].

Teorema 2.3. Sea X un continuo, p € X yn € N. Si p estd en el corazon
de un n—odo, entonces C(p, X) contiene una n—celda.

Haremos uso del Lema 2.2 y el Teorema 2.3 para probar la unicidad del
hiperespacio C(p, X) en la familia Z.

Teorema 2.4. Si X € T yp € X, entonces (X, p) posee hiperespacio unico
en T.
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Demostracion. Si X es un arco con puntos finales a y b, y p € X, tenemos que
C(p,X) esun arco sip € {a,b} y C(p, X) es una 2-celda si p € X — {a, b}. Si
Y esun continuo y ¢ € Y es tal que C(q,Y') es un arco o una 2-celda, entonces
q no puede estar en el corazéon de un triodo en Y. De esta manera, puesto
que Y € 7, tenemos que Y debe ser un arco. Por 2.2, C(p, X) homeomorfo
a C(q,Y) implica que existe un homeomorfismo h : X — Y tal que h(p) =
q. O]

Seguiremos la estrategia planteada al inicio de esta seccion, probando la
unicidad del hiperspacio sobre la familia N, de los n-odos simples. Para ello,
consideremos la siguiente definicion.

Dado =z € E(X), denotamos por v(x) al tnico punto en R(X) tal que
la componente C' de X — {v(z)} que contiene a z satisface que C'U {v(ey)}
es un arco. A este tnico punto, se le conoce como vecino de z. El siguiente
resultado involucra la definiciéon anterior.

Teorema 2.5. Sea X una grdfica finita que no es un arco. Si ey, e5 € E(X) y
C(e1, X) es homeomorfo a C(eq, X), entonces ord(v(ey), X) = ord(v(ez), X).

Demostracion. Sea h : C(e1, X) — C(eg, X) un homeomorfismo. Denotare-
mos por [; y Iy las aristas de X, ejv(ey) y eav(es), respectivamente. Luego,
si A € C(ey,l) — {li}, por Teorema 2.1, tenemos que h(A) € C(es,ls).
Por continuidad de h, en particular tenemos que h(l;) € C(eg,lz). Una vez
més, utilizando Teorema 2.1, tenemos que h(l;) = ly y ord(v(e;), X) =
ord(v(ez), X). O

La subfamilia de los n-odos simples en 7 posee hiperespacio tnico C(p, X):

Teorema 2.6. 51 X € N yp e X, entonces (X, p) posee hiperespacio tinico
en T.

Demostracion. Sea p € X y supongamos que Y € 7y g € Y son tales que
C(p, X) es homeomorfo a C(q,Y). Dividimos la demostracion en dos casos:

Caso 1. Si p € R(X). Por 2.2, tenemos que ¢ € R(Y) y ord(p, X) = ord(q,Y).
Si n = ord(p, X), entonces C(p,X) y C(q,Y) son n—celdas. De esta
manera, Y es un n—odo simple con vértice q.
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Caso 2. Sip € E(X)UO(X), por Teorema 2.2, tenemos que ¢ € E(Y)UO(Y).
Considere [, y [, aristas en X y Y que contienen a p y g, respecti-
vamente. Sean = € (V(X) —{p}h)nil, yy € (V) - {q}) N, Por
Teorema 2.5, tenemos que ord(z, X) = ord(y,Y). Si Y contiene un r €
R(Y)—{y}, entonces C(q, Y') contiene una [ord(r, Y')4ord(y, Y)|—celda,
lo cual es una contradiccion, pues dim(C(q,Y)) = dim(C(p, X)) =
ord(xz, X) = ord(y,Y). Entonces, tal » € R(X) no existe, por lo que
Y es un ord(z, X)—odo simple.

]

Nuestra atencion pasara a los arboles que no son ni arcos ni n-odos sim-
ples. Se probaran resultados que seran antecedentes al teorema principal del
capitulo.

Sea X un arbol, p € X y n € N. Definimos el siguiente conjunto:
Un(X)={A € C(p,X): A tiene una vecindad en C(p,X) homeomorfa a I"},

denotamos U(X) = |J U,(X), mo(U(X)) denota el conjunto de las compo-
neN
nentes conexas de U(X).

Dado un arbol que no es un arco ni un n—odo simple, consideramos el
subcontinuo (que también es un subarbol):

T(X)= U{e € edge(X): en E(X) = 0}.

Para cada = € FE(X) existe exactamento un punto r, € R(X) tal que el
arco que une x con r,, 7,2 es un arista de X. Considerando esta notacién, el
continuo 7'(X) se puede ver como sigue:

Observemos que T'(X) es un subarbol de X y R(T'(X)) C R(X) C T(X).
Sea Sub,(T'(X)) la coleccion de todos los arboles de T'(X) que contienen
a p. Buscamos establecer una correspondencia inyectiva entre Sub,(T(X)) y
las componentes de U(X). Para esto, sea Y € Sub,(T(X)) y supongamos que

{e € edge(X) —edge(Y): eNY # 0} = {e, €2, ....e,}
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Para cada 1 < j < ny dado que la intersecciéon e;NY consiste exactamente de
un so6lo punto (de ramificacion de X') como se muestra en la Figura, podemos
tomar un homeomorfismo h; : [0, 1] — e; tal que h;(0) € Y.

Definimos U, de la siguiente manera:

Uy = {Y U U hy([0,4,]): (t1, ta, ooy ta) € (0,1)"}

=1

Por construccion, Uy C C(Y,X) y es homeomorfo a (0,1)". En términos
de la topologia de Vietoris, tenemos que Uy = {Y U A € C(X): A €
(int(eq),...,int(e,)) }.

De esta manera, Uy es abierto y conexo en U(X) (por el homeomorfismo).

Definamos ¢x : Sub,(T(X)) — U(X), dada por ¢x(Y) = Uy. Sean
YY" € Sub,(T(X)) es tal que Uy N Uy # ). Entonces existe B € Uy N Uy~
tal que B = Y UA = Y’ U A" Notemos que si existe ¢ € B tal que
e € edge(Y) — edge(Y'), entonces e C A — A’ lo cual es una contradic-
cion, pues asi, B ¢ Uy,. De esta manera, Y = Y’; asi, tenemos que ¢y es
una funcién inyectiva. Veamos que es suprayectiva. Para ello, sea B € U(X)
y consideremos Y = | J{A € Sub,(T(X)): A C B}. De este modo, tenemos
que Y € C(p, X) N Sub,(T'(X)) y B € Uy.

Lema 2.7. Sea X € 7. Sea G =e;UeaU...Uep, CT(X) y f1,..., fm aristas
de X — GG incidentes en G. Entonces, m > 2.

Demostracion. Procederemos por inducciéon sobre k. Para k = 1, tenemos que
G = e; = pips. Entonces, ord(ps, X) > 3, pues todos los vértices de T'(X)
son puntos de ramificacion de X. Asi, hay al menos dos aristas incidentes
en (. Supongamos ahora que la proposicién es valida para k = n y sea
G =e1U...Uegy1. Dado que T(X) es un arbol, asumimos que ey intersecta
a alguno de ey, ..., ex. Sean fi, ..., f,,, aristas incidentes en G' = e; U ... U eg,1.
Por hipotesis de induccion, tenemos que m > 2. Sea ¢ un punto extremo de
ex+1 que no esta en G, y tenemos que ord(q, X) > 3. Asi, los aristas incidentes
en GG son en total m — 1 +ord(¢g, X) —1>m+1>2. O

Lema 2.8. Sea X € 7. Sean G,G" € Sup,(T(X)) y supongamos que eziste
un arista e € edge(G) tal que e N G' = 0. Entonces, Ug N Ug = 0.

Demostracion. Sean f1, fo, ..., f,, aristas de X —G incidentes en G. De manera
similar, f{, ..., f} , aristas de X —G" incidentes en GG’. Notemos que un elemento
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K" € Ug es de la forma K' = G'U [J{4;: 4; € C(f})}, mientras que un
j=1

elemento K € Ug es de la forma K = G U |J{4;: A; € O(f)}. Asi, K no
i=1
puede estar en Ugr. O

Consideramos una manera mas coémoda para escribir un subarbol
G € Suby,(T(X)). Sean ey, ey, ..., e las aristas de Gy fi, fo, ..., fmm las aristas
de X — G que inciden en GG. Entonces, escribimos

G = [617627 "'7€k;f17f27 7fm]

Proposicion 2.9. Sea X € 7. Considere G,G" € Sub,(T(X)) tales que
G' = G Ue para algin e € edge(T(X)). Entonces,

(Z) UG QUG/ #* @,
(Z’L) dlm(UG ﬂﬁgl) = dlm(Ug) - 1,

(i17) dim(Ug/) = dim(Ug) +ord(p', X) — 2, donde p' es el vértice de e que no
estd en G.

Viceversa, si Ug NUq # 0 y dim(Ug N U = dim(Ug) — 1, entonces existe
un unico E € edge(T(X)) tal que G' = G Ue.

Demostracion. Consideremos G = [ey, ..., ex;dy, ..., dy, el vy G = leq, ..., e, €;
di, ...,dp, f1, ..., fm], donde e, f1,..., fr, son incidentes en p’. De este modo,
observamos que

UsNUg ={G'UA € C(X): Ac (int(dy),...,int(d,)).

De esta manera, se tiene la condicion (i). La condicion (ii) se sigue de las
libertades que tiene A, en este caso, hay n libertades (tantas como aristas
incidentes en G, véase Figura. Asi, dim(Ug N Ug) = n. Mas atin, por las
libertades para G 'y G, se tiene que dim(Ug) =n+ 1y dim(Ug) =n+m =
dim(Ug) — 1 + ord(p/, X) — 1.

Por el contrario, observemos que Ug N U/G # (), de donde por Lema 2.8,
se tiene que todos los aristas de G — G’ inciden en G’ y todos los aristaas de
G’ — G inciden en G. Ademas, se tiene dim(Ug N Uy) = n. De esta manera,
tenemos que n = n + 1+ m — 1, donde [ es la cantidad de aristas en G — G
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que inciden en G y m son las aristas incidentes en G que no estan en G’,
esto es, k +m = 1, de donde (I,m) = (0,1) o (I,m) = (1,0). Sil =1y
m = 0, tenemos que esto es imposible por Lema 2.7, pues deben de incidir en

G al menos 2 aristas. Asi, el caso posible es cuando [ = 0 y m = 1, esto es,
G'=GUe. ]

Dado X arbol, p € X, Y arbol y ¢ € @ tal que C(p, X) es homeomorfo a
C(q,Y), construiremos un homeomorfismo entre X y Y, haciendo uso de los
conjuntos Ug para G € Sub,(T(X)), reconstruyendo el continuo X en Y.

Definicion 2.10. Sean p,p’ € X vértices tales que X € 7. Denotamos por

pp’ al subarbol mas pequeno que contenga a p, p'.

Proposicion 2.11. Sean X, Y €7, pe X, q€ Y. Sih:C(p,X) = C(q,Y)
es un homeomorfismo, entonces para cada vértice p' € T(X) existe un unico
¢ € T(Y) tal que h(Uyy) = Uz, Mds ain, si pp/ consiste de aristas e; =
Picips coni=1,..n conp=npy yqq consiste de las aristas f; = G_1G, con
i=1,..,myq=qo, entonces m =n y h(Ug:) para i.

Demostracion. Considere un arista e = pp/ C T(X) y sean G = {p} y G' =
G U e. Por Proposicion 2.10, tenemos que Ug N Ug # 0y dim(UgNUq) =
dim(Ug) — 1. Estas condiciones se preservan bajo homeomorfismos, por lo que
h(Ug)Nh(Ug) # 0, dim(h(Ug) Nh(Ug)) = dim(h(Ug)) — 1 y sabemos que
h(Ug) = Ugqy- Dado que ¢y es una biyeccion, existe F' € Sub,(T'(Y')) tal que
¢y (F") = Upr = h(Ug). Por la segunda parte de la proposicion 2.9, aplicado
a Uy y Up, existe un arista [’ € edge(T(Y)) tal que ' = {q} U f’. En otras
palabras, existe un vértice tinico ¢ € T'(X) y un arista f' = q¢’ C T(Y) tal
que h(Uyy) = Uz

Supongamos ahora que la proposicion es valida para n y considere el
subarbol pp’ con aristas e; = pi—ipi, ¢ = 1,...n+ 1. Sea G = e; U...Ue,,
G' = G Uepyy. Entonces, Us NUg # 0y dim(Ug NUg) = dim(Ug) — 1.
Una vez més, estas condiciones se preservan bajo homeomorfismos, por lo que
WUg)Nh(Ug) # 0, dim(h(Ug) Nh(Uq)) = dim(h(Ug)) — 1, y por hipétesis
de induccion, tenemos que h(Ugz;) = Ugg para cada i = 1, ..., n; en particular,
se tiene que h(Ug) = Uggr. Sea F' € Sub,(T(Y)) tal que Upr = h(U(,), y por
la proposicion 2.9, existe ' € edge(T(Y)) tal que F' = qg, U f'. En otras
palabras, existe un nico ¢’ = ¢,+1 € T(X) y un arista f' = ¢;¢o71 C T'(Y)
tal que h(U,y) = Uz Veamos que j = n.
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Sea G; = {potUeiU..Ue y G = {po} Uey U...Ue,r1. Notemos que
€nt1 1O s incidente en GZ, por lo que U, G N U = (Z) de donde se sigue que
UgNh(Ug) = h(Ug,)Nh(Ug) = 0, asi, el arista f' = §;g,11 no es incidente
en ningun qo, ..., ¢o—1, por lo que es incidente en q,. O]

Dado p € R(X), podemos extender la funciéon de la Proposicion 2.11 a
todo X, y asi conseguir el homeomorfismo entre X y Y, cumpliéndose asi la
unicidad del hiperespacio para este caso.

Teorema 2.12. Sean X,Y € 7,p € R(X) yqe Y. Sih:C(p,X) = C(q,Y)
es un homeomorfismo, entonces existe un homeomorfismo h : X — Y con

h(p) = q.

Demostracion. Por la Proposicion 2.11, existe una funcion ( : V(T(X)) —
V(T(Y)) dada por h(p') = ¢ si h(Usy) = Uggr. Por la proposici6 anterior,
esta funcién es biyectiva. Veamos que esta funcion preserva aristas. Sea un
arista e = p'p" C T(X) y supongamos que pp” es un subarbol que consiste de
los aristas e; = p;_1p; coni = 1,...,n ¢ con P=po, P =Pn1 VP =Dpn Porla
proposicion anterior, tenemos que gq” consiste de las aristas f; = ¢;_1q; con
i=1,...,n, con qz = h(pl) 4 = o, g1 = =¢ v ¢ = g, De este modo, existe
un arlsta entre ¢ = h(p) y ¢ = h(p").

Veamos ahora que esta funcion se puede extender a V (X). Sea p’ € E(X);
entonces existe un elemento p, € T(X) tal que e = p,p’ es un arista. Sea
I(p,) = {p' € E(X): existe un arista e = p,p’ C X}|. Veamos que I(p,) =
I(h(p,)). Considere pp, que consiste de las aristas e; = p;—1p;, i = 1, ...,n con
p = po. Podemos contar I(p,) de la siguiente manera:

l(pn> = Ol"d(pn, X) - Ord<pna T(X>>

= dim(Ug/) — dim(Ug) + 2 — ord(p,, T(X))
= dim(h(Ug)) — dim(h(Ugr)) + 2 — ord(qn, T(Y))
= dim(Uzgrry) — dim(Ugg;) + 2 — ord(gn, T'(Y))

= ord(gy,Y) — ord(g,, T'(Y)).
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De esta manera, tenemos una biyeccion entre los conjuntos {p’ € E(X):
existe un arista e = p,p’ C X} y {¢' € E(Y): existe un arista e = ¢,q¢' C
X} O

Analizaremos el caso cuando p € F(X) U O(X) como uno solo. Para ello,
necesitamos el siguiente resultado.

Lema 2.13. Sean X, T € 7, p € R(X) y q € R(Y). Si existen aristas l, en
X yl, enY, que contienen a p y q, respectivamente, tales que l,N E(X) # 0,
LNEY)#0yClp, (X —1,)U{p}) es homeomorfo a C(q,(Y —1,) U{q}),
entonces C'(p, X) es homeomorfo a C(q,Y).

Demostracion. Sea h : C(p, (X —1,) U{p}) = C(q, (Y —1{,) U{q}) homeo-
morfismo y sean f : [0,1] = 1, y ¢ : [0,1] — [, parametrizaciones de I, y I,
respectivamente, tales que f(0) = p y g(0) = ¢. Considere la funcién

H(A) = (AN (X = 1,) U{p}) UL(fH(ANL,))
para cada A € C(p, X). Esta funcion es el homeomorfismo deseado. O

Teorema 2.14. Sea X € 7 y p € O(X) U E(X). Entonces, (X,p) posee
hiperespacio unico C(p, X) en T.

Demostracion. Sea p € O(X) y supongamos que Y € 7y ¢ € Y es tal que
C(p, X) es homeomorfo a C(q,Y). Entonces, ord(q, X) = ord(q,Y). Dado
que X se puede encajar en el espacio euclideano R3, supongamos que X es
subespacio de R* tal que X C R?* x {0} y p = (0,0,0,0). De manera analoga
para Y. Considere X' = X U ((0,0,0) x [0,1]) y Y=Y U ((0,0,0) x [0,1]).
Por Lema anterior, C(p, X') es homeomorfo a C(q,Y"), por lo que existe un
homeomorfismo entre X’y Y’, por ende, entre X y Y. ]

Con este resultado, aunado al Teorema 2.12, obtenemos el teorema prin-
cipal:

Teorema 2.15. Sea X € 7 yp € X, entonces, (X, p) posee hiperespcio inico
C(p,X) enT.
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3 Generalizando el hiperespacio

Sea X un continuo y p,q € X tales que p # ¢. Consideramos el espacio
Cy({p,q}, X), el cual consiste de elementos en Cy(X) que contengan al sub-

conjunto {p, q}.

Teorema 3.1. St X es un continuo y p,q € X tales que p # q, entonces
Cy({p, ¢}, X) es un continuo.

Demostracion. Observe que Co({p, q}, X) C Co(X). Sea A € cl(Co({p, q}, X)
y consideremos {4, },en una sucesion en Cy({p, ¢}, X) convergente a A. Es
claro que A € Cy(X). Supongamos, sin pérdida de generalidad que ¢ ¢ A.
Esto implica que € = d(q, A) > 0. De esta manera, existe N € N tal que
Hy(A, A,) < /2. Por defincion de métrica de Hausdorff, A, C Ny(e/2, A),
lo cual es una contradiccion, pues g € A,,. Concluimos que {p,q} C Ay asi,
Cy({p, ¢}, X) es un conjunto cerrado en el compacto Cy(X), lo que a su vez
conlleva a que este conjunto sea compacto.

Para demostrar conexidad, tomemos A, B € Cy({p, ¢}, X ). Existen arcos
ordenados aq, e : [0,1] — [0,1] tales que a;(0) = {p,q}, a1(1) = Ay
a2(0) = {p, q}, as(1) = B. De esta manera, ay 0 a; © es un arco que conecta
A con B. Por consiguiente, Cy({p, ¢}, X) es arco conexo, lo que implica a su
vez la conexidad de este espacio. [

Ejemplo 3.2. Sea X = [0, 1]. Analizaremos los modelos de Cs({p, ¢}, X).

Caso 1. Sean p =0y ¢ = 1. Esto implica que
Co({p g}, X) ={[0,s] U [t,1]: s < £}

Observemos que si s = t, obtenemos el espacio completo X. Constru-
yamos la funcion ~v : [0,1]*> — Cy({p, ¢}, X) definida por v((s,t)) =
[0,s]U[1—t,1] donde s < 1 —t. Esta funcion define un homeomorfismo
entre [0,1]2 y Co({p, q}, X), por lo que el hiperespacio es una 2—celda.

Caso 2. Sean p =0y ¢ € int(X). Los elementos del hiperespacio Cy({p, ¢}, X)

son de la forma [0, ;] U [z2, 23], donde 0 < 2y < 29 < ¢ <23 < 1. Es
asi que Cy({p, ¢}, X) es homeomorfo a una 3—celda.
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Caso 3. Finalmente, consideremos p,q € int(X). Entonces, Cy({p, ¢}, X) =
{[z1, @] U [z, 4] : 0 <2y <p<ag <3 <qg<uay <1}U{X}

Asi, Cy({p, ¢}, X) serd homeomorfo a una 4—celda, siguiendo la misma
logica que en los casos anteriores.

Ejemplo 3.3. Sea X = 8!, y sean p,q € X. Observemos que Co({p,q}, X)
estd compuesto por elementos de la forma [, U, donde [, [, son subarcos de
S! que contienen a p y ¢, respectivamente. Para la construccion del modelo
de este hiperespacio, supondremos que , N[, = (). De esta manera, tenemos
que

Co({p,a}, X) = {lL, Ul p €y, g€l U{X}

Tomando la notacion del Caso 3 en el Ejemplo 3.2, tenemos que [, es ho-
meomorfo a [z1, 23], mientras que [, es homeomorfo a [z3,z4], por lo que
Co({p, ¢}, X) sera una 4—celda.

Con este ejemplo, es claro que si X es una grafica finita y p,q € X,
entonces (X, {p,¢}) no posee hiperespacio tnico Cy({p, ¢}, X) en la clase de
continuos. Con estos ejemplos surge la pregunta:

Pregunta 1. ;(X, {p, q}) posee hiperespacio inico Co({p,q}, X) para la clase
de los continuos?
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Capitulo 3

Continuidad de la funcién w; en el intervalo [0, 1]

Fernando Macias Romero, David Herrera Carrasco, Felipe de
Jestus Aguilar Romero
FCFM-BUAP

En el presente trabajo se revisan algunas propiedades de los sitemas diné-
micos. Damos una breve introduccion a la dindmica de funciones de X en X,
asi como funciones del hiperespacio 2% en 2X. Se define el conjunto omega
limite y se enuncian algunas de sus propiedades. Finalmente se presenta la
funcién wy, que depende de una funcién f y se caracteriza al tipo de funciones
f que hacen cotinuas a la funciéon wy, cuando X es el intervalo [0, 1].

1 Preliminares

La accion de iterar ha estado presente en matemaéticas desde hace tiempo, esta
accion es lo que da vida a los sistemas dindmicos. Dado n € N, f" denota la
composicion de f consigo misma n veces y f° es la funcién identidad.

Definicion 1.1. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funciéon
continua, para cada x € X el conjunto

Oz, f) = {=, f(2), f*(2), f*(2), ..},
es la 6rbita de x bajo f.

Podemos interpretar f"(x) como el n-ésimo momento de z, asi la 6rbita
de = da el desplazamiento de x sobre el espacio. A su vez la érbita de un
punto se puede interpretar como una sucesion, por tanto seria interesante
saber si converge o no converge. Con base a esto la pareja (X, f) brinda
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un modelo matematico del movimiento, esto es lo que entenderemos como
sistema dindmico.

La siguiente definiciéon proporciona una nocion de estabilidad entre érbitas
y es fundamental para este trabajo.

Definicion 1.2. Sean (X, d) un espacio métricoy f: X — X una funcion.
Decimos que f es equicontinua en un punto x si para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que si y € B(z,0), entonces f"(y) € B(f"(x),¢) para cada n € N.

A la coleccion de los puntos fijos de una funcion f lo denotaremos por

F(f)={z e X: f(x) =z},

Si xy es un punto fijo bajo f, se tiene que O(zy, f) = {zo}. A pesar de que
la 6rbita de un punto fijo es muy simple, los puntos fijos juegan un papel
importante en la dinamica inducida por f.

2 Dinadmica de f

En esta seccién enunciamos algunas propiedades dinamicas, para funciones
que van de un espacio métrico sobre si mismo.

Teorema 2.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Si f : X — X una funcion
continua, entonces F(f) es un conjunto cerrado en X.

Demostracion. Sicl(F(f)) = 0 se tiene lo deseado. Supongamos que cl(F(f))

# (). Sea x € cl(F(f)), podemos construir una sucesion {x, }>°; contenida en

F(f) que converge a x. Como f es continua, tenemos que lim f(z,) = f(z),
n—oo

dado que z, € F(f) para cada n € N, tenemos que f(x,) = x,. Se sigue
que lim f(x,) = lim x, = x, y por unicidad del limite en espacios métricos,
n—oo n—oo

concluimos que f(x) =z y asi, x € F(f), por lo tanto F(f) = cl(F(f)), es
decir, F(f) es cerrado en X. O

Teorema 2.2. Sean J un intervalo en R y f : J — J una funcion continua.
Sea [a,b] CJ.

(i) St f(|a,b]) C [a,b], entonces f tiene un punto fijo en |a,b].

(11) Sila,b] C f([a,b]), entonces f tiene un punto fijo en [a,b].
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Demostracion. (i) Como f([a,b]) C [a,b], entonces

a< f(a)y f(b) <.

Sea h : [a,b] — R dada por h(z) = f(x) — z. La funcion h es continua en el
intervalo [a, b] y ademas,
h(b) <0 < h(a).

Por el Teorema del valor intermedio existe ¢ € [a,b], tal que h(c) = 0. Asi,

fle) =c.

(17) Como [a,b] C f([a,b]), entonces existen « y [ en [a,b], tales que

fla) =ay f(B) = b, luego
fla) <ay f(B) = B.

Supongamos sin perder generalidad que o < [, definiendo la funcion h :
[, B] = R, con h(x) = f(x) — z, tenemos que

h(a) <0 < h(B).

Nuevamente, por el Teorema del valor intermedio existe ¢ € [a, 5] C [a, ] tal
que h(c) = 0. Por lo tanto f(c) = c. O

Los siguientes resultados, ademas de ser interesantes, son de gran utilidad
para este trabajo. Por comodidad se han enunciado para el intervalo [0, 1],
pero se cumplen para cualquier intervalo cerrado.

Teorema 2.3. Sea [ : [0,1] — [0,1] una funcion continua. Si F(f) es
disconexo, entonces F(f?) es disconezo.

Demostracion. Notar que F(f) # () ya que el conjunto vacio es conexo. Ade-
méas F(f) no puede constar de un tnico elemento, por lo que podemos tomar
a,b € F(f) tal que a < b. Sea b = inf{x € F(f) : a < x}. De la definicion
de b, se tiene que f(x) # z para cada = € (a,b). Como F(f) es cerrado,
podemos construir una sucesion {z,}>°,; C F(f) tal que lim x, = b. De la
n—oo
continuidad de f se tiene:
fb) = f(lim z,) = lim f(x,) = lim x, =b.
n—oo

n—0o0 n—00
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Por lo que b € F(f). Por el Teorema del valor intermedio podemos asegurar
que, para toda x € (a,b), f(z) < = o bien para toda x € (a,b), f(z) > x. Sin
pérdida de generalidad supongamos que f(x) < = para cada x € (a,b).

Es claro que a,b € f([a,b]), como f es continua y [a,b] es conexo tenemos
que f([a,b]) es conexo, asi [a,b] C f(]a,b]). Dado x € (a,b), existe y € (a,b)
tal que x = f(yo), de esto f(x) = f*(y0) < f(yo) < o, es decir, f*(yo) < Yo
De esto existe yo € (a,b) tal que yo ¢ F(f?). Por ende F(f?) no puede ser
conexo, en caso contrario, como a,b € F(f?) se tendria que yy € [a,b] C
F(f?), lo cual no es posible. Por lo tanto, F'(f?) es disconexo. ]

Teorema 2.4. Sea f :[0,1] — [0, 1] una funcion continua y suprayectiva. Si
F(f?) es conero, entonces f? = Id.

Demostracion. Del Teorema 2.2 se tiene que F(f?) # 0. Sean a = min F(f?)
y b= max F(f?). Como F(f?) es conexo, se tiene que F(f?) = [a, b]. Supon-
gamos que f2 # Id. Luego, tenemos alguno de los siguientes dos casos:

Caso 1 a > 0.
Note que f2(0) > 0. Si existe ty € (0,a) tal que f%(ty) < to, entonces por
el Teorema del valor intermedio, existe ¢ en (0,ty) tal que f?(c) = c. Esto
tltimo contradice que F(f?) = [a, b]. De este modo, cada t € [0, a) satisface
que f2(t) > t. Por tanto, 0 ¢ f2([0,a)) y, claramente, 0 & f%([a,b]) = [a,b];
es decir, 0 ¢ f2([0,b]). Como f? es suprayectiva (ya que f lo es), f2([0,1]) =
[0,1], si b= 1, tendriamos que 0 ¢ f2([0,1]), lo cual es una contradiccién, asi
b<1.

Caso 2 b < 1.
Note que f2(1) < 1. Se puede probar de manera anéloga al caso 1 que f2(t) <t
para toda t € (b, 1]. Por lo tanto 1 ¢ f2((b,1]) y también 1 & f2([a, b]) = [a, b];
es decir, 1 ¢ f?([a,1]) luego por argumentos similares al caso 1 tenemos que
a > 0.

Tenemos lo siguiente, 0 <a <b<1,0¢ f2([0,b]) y 1 ¢ ?([a, 1]).

Observe que, dado cualquier = € [a,b], f2(f(z)) = f(f*(z)) = f(z) y por
ende f(z) € F(f?) = [a,b]. De este modo, f([a,b]) C [a,b]. Como F(f) C
F(f?), tenemos que 0,1 ¢ F(f) asi, f(0) >0y f(1) < 1. Veamos que para
cada t € [0,a), f(t) > t. Si existe ty € (0,a) tal que f(ty) < ty, entonces
existe ¢ € (0,tp) tal que f(c) = ¢, por ende ¢ € F(f?) = [a,b], esta es una
contradiccion . De esto que f(t) > t para cada t € [0,a). De forma similar,
f(t) < t para cada t € (b,1]. De lo anterior tenemos que 0 ¢ f([0,a)) y

1¢ f((b,1]).
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Como f([a,b]) C [a,b], tenemos que 0,1 ¢ f([a,b]), por lo que 0 ¢ f([0,b])
y 1 ¢ f([a,1]). Como f es suprayectiva, existen so € (b,1] y s1 € [0,a) tales
que f(so) =0y f(s1) = 1.

Veamos que [0,a] C f([b,1]). Como f(b) € [a,b], es claro que a < f(b), de
esto [0,al C [f(so), f(b)]. Ademés f(sq), f(b) € f([b,so]) y f([b, s0]) es conexo,
asi se tienen las contenciones [f(so), f(b)] C f([b, s0]) C f([b,1]). Por tanto,

[0,a] C f([b, 1]).

Probemos que f([0,a)) C (b,1]. Supongamos que existe r € [0,a) con
f(r) <b. Consideremos o' = méx{r, s} y asi, [b,1] C [f(r), 1] = [f(r), f(s1)]
< ([0, a)), de esto aue £(b,1)) © £2([0,a’]). Como [0, )  [0,] < f([b, 1)),

se cumple que
[0,a']  f([b,1]) € f*([0. a']).

Por el Teorema 2.2 existe p € [0,d] tal que f%(p) = p, esto es una contradic-
cion ya que p € [a, b = F(f?). Por lo tanto f([0,a)) C (b,1].

Similarmente se prueba que f((b,1]) C [0,a). De esas dos contenciones
obtenemos,

F2([0,a)) € f((b,1)) C [0,a).
De lo anterior 1 ¢ f2([0,a)), como 1 & f?([a,1]), tenemos que 1 ¢ f2([0,1]),
esto contradice el hecho de que f? es suprayectiva. Por ende f? = Id. O

Definicion 2.5. Sean (X, d) un espacio métrico, f : X — X una funcion
continua y xg € X. Decimos que xg es un punto periédico de f si existe
n € N tal que f"(z9) = xo. Al conjunto de todos los puntos periddicos de f
lo denotamos con Per(f). Si x € Per(f), decimos que O(z, f) es una orbita
periodica.

Dado z € Per(f). Definimos el periodo de xy como,
p=min{n € N: f"(zg) = o}

En comparacion con el conjunto F( f) podemos decir que Per(f) no nece-
sariamente es cerrado, la funcién que cumple esto es la famosa funcion tienda.
La funcién tienda denotada por 7' : [0, 1] — [0, 1] se define como

T(z) 2 sixﬁ%,
l‘:
2— 2z six>%.

Sus graficas dan una idea de como se comporta la dinamica de T'.
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El siguiente teorema expone en (1) una propiedad importante de la fun-
cion tienda y en (2) podemos ver que Per(T) no es un conjunto cerrado ya

que 3 ¢ Per(T).

Teorema 2.6. [7, Proposicion 7.3] Sea T la funcion tienda.
1. Si(a,b) C [0,1], entonces existe N € N tal que TV ((a,b)) = [0, 1].
2. El conjunto Per(T) es denso en [0, 1].

Los conjuntos F(f) y Per(f) pueden ser conjuntos vacios, un ejemplo de esto
se puede encontrar en |1, Ejemplo 2.18]. El siguiente teorema para funciones
reales sobre un intervalo asegura la existencia de puntos de cualquier periodo
siempre que exista al menos un punto de periodo 3.

Teorema 2.7. (Li-Yorke)[7, Teorema 3.4] Sean A un intervalo en R, n € N
y f:A— Auna funcion continua. Si f tiene un punto de periodo 3, entonces
f tiene un punto de periodo n.

3 Dinamica colectiva

Sea X un espacio métrico compacto. Un hiperespacio de X es una familia de
subconjuntos de X que cumplen una propiedad. El hiperespacio que sera de
nuestro interés es:

2% ={AC X : Aes cerradoy A # (}.

Este hiperespacio se topologiza con la llamada métrica de Hausdorff, para
definirla damos el concepto de nube.

Definicion 3.1. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Dados A, B € 2%
y € > 0, definimos la nube de radio ¢ alrededor de A como,

N(Ae) = UB(a,s) ={r e X :existea € A, d(x,a) < e}.

acA

Sea H : 2% x 2% — R la funcién definida por,

H(A,B)=inf{e >0: AC N(B,e) y BC N(A,¢)}.
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La funcion H es una métrica en 2%, una prueba de ello se encuentra en [5,
Proposicion 2.1]. Como X es un espacio métrico compacto se prueba que 2%
también es compacto, la prueba de esto se puede encontrar en [12, Teorema
4.13|, asi solo resta dar una funcién continua de 2% en 2% para tener un
sistema dinamico.

Una funciéon continua f : X — X nos da de manera natural una funcién
en el hiperespacio 2%, a saber

of . 9X 49X

Con regla de correspondencia,

Como f es continua, 2/ esta bien definida, es decir, 2/(A) € 2X. La funcién
27 es conocida como la funcion inducida por f. Para cada n € Ny para cada

A € 2% se tiene que
(29)"(4) = f(A).

Teorema 3.2. La funcion inducida 27 : 2% — 2% es continua.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como f es continua y X es un espacio métrico
compacto, por el Teorema de Heine [6, Teorema 4, seccion 6.6] , f es unifor-
memente continua en X. Luego existe 6* > 0 tal que si x1, 29 € X cumplen
que d(z1,z2) < 0%, entonces d(f(z1), f(z2)) < e.

Sea § = 0*. Tomemos A, B € 2% tales que:

H(A,B) <é.

Para cada z € f(A) existe a € A tal que f(a) = z y dado que A C N(B,9)
podemos tomar b € B tal que d(a,b) < 6, entonces d(f(a), f(b)) < ¢, asi
f(a) € N(f(B),e) y por lo tanto,

f(A) C N(f(B),¢).

De manera analoga,
f(B) C N(f(A),e).
Luego,
H(f(A), f(B)) <e.

Por lo tanto 2/ es continua. O]
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Dada la relacion estrecha que existe entre las reglas de correspondencia
de f y 27, la pregunta que nos hacemos es jcual es la relacién entre las
propiedades dinamicas de f y las propiedades dindmicas de 27 Esta pregunta
es muy amplia, los siguientes teoremas muestran algo de esto.

Teorema 3.3. [7, Proposicion 18.12] Sean (X,d) un espacio métrico com-
pacto y f : X — X una funcion continua. Si Per(f) es un conjunto denso
en X, entonces Per(2/) es un conjunto denso en 2%.

En términos generales, la densidad de Per(2/) en 2% no implica la densidad
de Per(f) en X. Un ejemplo de ello se puede encontrar en |7, Seccion 18.6].

Resulta que si el espacio donde estamos trabajando es el intervalo [0, 1], en-
tonces la densidad de puntos periédicos en el hiperespacio si implica densidad
de puntos periodicos en [0, 1].

Teorema 3.4. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua. Si Per(27) es
denso en 2191 entonces Per(f) es denso en [0,1].

Demostracion. Sean (a,b) un intervalo abierto contenido en [0, 1]. Tenemos
que (a,b) = (zg—e,z0+¢), donde g = 2 y e = 22 Como 2/ : 2001 — 2011
tiene densidad de puntos periédicos en 201 existen A € 201 y N € N tales
que

H({zo}, A) <e y fY(A4) = A

Luego, A C (a,b). Sean & =minA y  =maxA, tenemos que a < a < § < b.
Como fN(A) = A, entonces

fa)za y fY(B) <6

Dado que fV es una funciéon continua en el intervalo [0, 1], por el Teorema
del valor intermedio, existe ¢ € [a, 3] tal que f¥(c) = c. Por lo tanto Per(f)N
(a,b) # 0. m

4 El conjunto omega limite
En esta seccion X denota un espacio métrico. Dado un punto = € X, estu-

diaremos la convergencia de la o6rbita O(x, f), el ente al que converge es el
llamado conjunto omega limite de .
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Definicion 4.1. Sea xg € X. Decimos que y € X es un punto limite de
la orbita O(zy, f), si existe una sucesion estrictamente creciente de nimeros
naturales

{ni}filv ny < ng <ns..

tal que
lim f"(x0) = v.

1—00

La coleccion de todos los puntos limites de O(xg, f) se llama, conjunto
omega limite de xy bajo f. Denotado por,

w(zo, f) ={y € X : y es un punto limite de O(zy, f)}.

En este sentido decimos que O(xg, f) converge a w(zo, f), ya que con el
tiempo los puntos de la 6rbita estan muy cercanos a los puntos del conjun-
to omega limite. Tenemos la siguiente proposicion que es inmediata de la
definicion.

Teorema 4.2. Sean f : X — X una funcion continua y x € X. Se cumple
lo siguiente.

(a) w(x, f) es un conjunto cerrado.
(b) Si X es compacto, entonces w(x, ) # 0.

Demostracion. Para (a). Si w(z, f) = (), entonces es cerrado. Supongamos
que w(z, f) # (. Demostraremos que toda sucesion convergente en w(z, f)
converge a un punto de w(z, f). Sea {y, }°°; una sucesion contenida en w(z, f)
tal que nh_}rgo Yn = y. Veamos que y € w(x, f).

Como la sucesion {y,}>, converge, existe n; € N tal que d(yy,,y) < % A

su vez y,, € w(x, f), por lo que existe [; € N tal que,

f"(z) € B(yn,,3) C By, 1).

Anélogamente, elegimos ny > ny tal que d(yy,,,y) < 2% Como y,, € w(z, f),
entonces existe [, > [; tal que,

f(x) € B(Yny, 53) € Bly, 3).
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De manera recursiva encontramos una sucesion creciente de ntimeros naturales
~ )
{15352, tal que para toda j,

fli(z) € By, z=1).

Por lo tanto,
lim fhi(z) = y.

1—00
Asi, y pertenece al conjunto w(z, f).

Para (b). Sea x € X, como X es un espacio métrico compacto, entonces
es secuencialmente compacto, por ello la sucesion { f"(z)}22, tiene una sub-
sucesion convergente y el punto al que converge pertenece a w(z, f), por lo
tanto w(zx, f) # 0. O

Teorema 4.3. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcion continua. Para toda © € X, se tiene que f(w(z, f)) = w(x, f). Es
decir, w(z, f) es un conjunto estrictamente invariante bajo f.

Demostracion. Tomemos o € X. Veamos primero que f(w(xg, f)) C w(zo, f).
Sea yy € f(w(zo, f)). Entonces existe zy € w(xo, f) tal que f(z9) = vo, y existe
una sucesion {n;}52, C N estrictamente creciente tal que,

lim " (o) = 2o.
1— 00

Por la continuidad de f,

lim Fr H @o) = f(20) = wo

Asi, yo esta en w(xo, f). Por lo tanto, f(w(xo, f)) C w(xg, f).

Veamos ahora que w(zg, f) C f(w(zo, f)). Sea ay € w(xyg, f), entonces
existe una sucesion {n;}°, C N estrictamente creciente tal que

lim f"(z0) = ao.
71— 00

Podemos suponer que cada n; es mayor o igual a 2. Como X es com-
pacto y la sucesion { " 1(xq)}:2, esta contenida en X, entonces existe una

subsucesion {n;; — 1}52, de {n; — 1}32, tal que

lim f™ ™" (o) = by.
J—00
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Asi, by € w(xg, ) v ademas,

£bo) = F(im £ (o)) = lim £ (a0) = ap.

j—o0
Por lo tanto ag € f(w(xo, f)). O

Teorema 4.4. Sea f : X — X una funcion continua. Si X es compacto,
entonces 27 tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Dado x € X por el Teorema 4.2 tenemos que w(x, f) es no va-
cio y cerrado, asi w(x, f) € 2. Por el Teorema 4.3 2/ (w(x, f)) = f(w(z, f)) =
w(z, f), es decir, w(z, f) es un punto fijo de 2/. ]

El siguiente teorema aclara la idea de cuando decimos que la érbita de x
converge al cojunto omega limite.

Teorema 4.5. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una funcion
continua, xog € X y U un subconjunto abierto de X tal que w(xq, f) C U,
entonces existe N € N tal que para todo n > N se tiene que f™(xy) € U.

Demostracion. Dado que U es un conjunto abierto, X — U es un conjunto
cerrado y por ser X compacto, X — U también es compacto. Consideremos
el siguiente conjunto,

A={neN: f"(x)) e X -U}.

Supongamos que la cardinalidad de A es infinta, podemos tomar una sucesion
estrictamente creciente {n;}32, tal que f"i(z() € X — U para cada i € N. Co-
mo X es secuencialmente compacto podemos suponer sin perder generalidad
que {f"(z9)}52, converge a un punto z € X — U, ya que X — U es cerrado.
Por otro lado z € w(xo, f) C U, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto A
es finito y asi, tomando N = (méx A) + 1, se tendra que para toda n > N,
f"(wo) eU. O

Teorema 4.6. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una funcion
continua y x € X. Siw(x, f) es finito, entonces existe y € w(x, f) tal que,

w(z, f) = O(y, f).
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Demostracion. Supongamos que w(z, f) tiene exactamente k elementos. Di-
gamos

w(z, f) =A{z1, 29, ..., T}

Tomemos a x1, por el Teorema 4.3 se tiene que O(z1, f) C w(z, f). Podemos
suponer que

Oz, f) = {$17$2, ~-~-,$m}>

donde m < k. Demostraremos que O(xy, f) = w(z, f).
Sim < k. Es claro que f(O(xy, f)) = O(xy, f) y por lo tanto el conjunto

{Tms1, Tma2, -, Tk} €s invariante bajo f. Es posible tomar 6 > 0 de tal manera
que cl(B(x1,9)), cl(B(z2,9)), ..., cl(B(zk, 6)) son ajenos dos a dos.
Sean

U= UB(% 0)y W= |J Bla:,9).

i=m-+1
Tenemos lo siguiente, O(z1, f) € U y U U W es un conjunto abierto que

contiene a w(z, f) y ademas cl(U) N cl(W) = . Por el Teorema 4.5, existe
N € N tal que si n > N, entonces f"(x) € UUW.

Consideremos los conjuntos
E={n>N:fY(z)eUlyF={n>N:f"(z)e W}

Podemos tomar una sucesion de niimeros naturales {n; }$, estrictamente cre-
ciente, de tal manera que

@) €Uy () € W

Dado que X es secuencialmente compacto, podemos suponer que { "}, es
convergente a un punto z en c/(U).

cd(U)Nw(x, f) =A{x1, 22, ...z} = O(x1, f),

y z € w(x, f), entonces z € O(xq, f). Por ser f continua,
lim f"*(z) = f(2).
1—00

Como la sucesion { f"*1(x)}22, esta contenida en W, entonces f(z) € cl(W).
A suvez f(z) € Oz, f) C U, por lo que cl(U) Ncl(W) # 0. Esto es una
contradiccion. Por lo tanto m = k, es decir, O(xy, f) = w(z, f). ]
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Veamos un caso donde el conjunto omega limite es un conjunto infinito.

Teorema 4.7. [7, Proposicion 12.11] Sea T : [0,1] — [0,1] la funcion tienda.
Eziste xq € [0, 1] tal que w(xo,T) = [0, 1].

5 La funcién wy

Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Hemos estudiado funciones continuas
de X en X y de 2% en 2%. Dada una funcién f : X — X continua, sabemos
que w(z, f) es un conjunto cerrado, motivados por ello podemos definir la
funcion wy : X — 2% con la siguiente regla de correspondencia,

wi(z) = w(z, f).

Es de interés saber si wy es continua, esta seccion la dedicamos a determinar
las condiciones bajo las cuales wy es continua, en particular cuando X = [0, 1].

Teorema 5.1. Sea X un espacio métrico compacto. Si f : X — X es
equicontinua, entonces wy : X — 2% es continua.

Demostracion. Sea x € X y e > 0. Como f es equicontinua en x, existe § > 0
tal que si d(z,y) < J, entonces d(f"(z), f"(y)) < 5 para cada n € N.

Sea y € X tal que d(x,y) < 6, veamos que H(ws(x),ws(y)) < €. Dado
Yo € wy(y), existe una sucesion de naturales {k,};°, estrictamente creciente
tal que nh_g)lo fE (y) = yo. Como {f* ()}, es una sucesion en el compacto

X, existe {l,,}°_, subsucesion de {k,}°>, tal que lim f'(z) = z¢, para algtin
n—o0

zo € wy(z). Luego, existe N € N tal que d(f'¥ (), z) < 3y d(f™(y), yo) < 5
Asi,

d(zo,0) < d(wo, [ (x)) + d(f'™ (x), f¥ (y)) + d(f™ (), 10) < e

En consecuencia, yy € N(wy(z),e). Por tanto, ws(y) C N(wy(z),e). Similar-
mente, se tiene que wy(z) C N(wy(y), ). Entonces H(ws(x),ws(y)) < €. Por
ende, wy es continua. O

El siguiente teorema es fundamental para caracterizar a las funciones f :
[0,1] — [0, 1] tales que wy es continua.
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Teorema 5.2. Si f:[0,1] — [0,1] y wy: [0,1] — 20U son funciones conti-
nuas, entonces F(f?) es conero.

Demostracion. Si F(f?) consta de un solo elemento el resultado se cumple.
Supongamos que F(f?) no es conexo.

Sean a,b € F(f?) tales que x ¢ F(f*) para todo = € (a,b), es decir,
f?(x) # x. Como f? es continua, entonces f%(r) < z para todo = € (a,b)
6 f*(x) > z, para todo = € (a,b). Sin perder generalidad, supongamos que
f2(z) > z para cada = € (a,b). Tenemos tres casos.

Caso I. Para todo z € (a,b), f?(x) <b.

Dado z € (a,b) tenemos que a < x < f%(z) < b. Luego f4(z) = f?(f*(x)) >
f?(x), de esta manera se observa que {f?"(x)}52, es un a sucesion creciente
y acotada por b, luego converge al sup{f**(x): n € N} := h. Como b es
cota superior, entonces h < b. Supongamos que h < b. Como {f?"(x)}°,
converge a h, entonces por el Teorema 2.2 h es un punto fijo de f2 lo cual es
una contradiccion, por tanto h = b.

Por continuidad de f la sucesion { f2"™!(z)}>° | converge a f(b). Asi, w;(z) =
{b, f(b)}. De esto tenemos que para cualquier sucesion en (a, b), convergente
a a, se cumple que sus imagenes bajo wy convergen a w¢(b), esto contradice
la continuidad de wy.

Caso II. Existe 1 € (a,b) tal que f?(z;) = b.
Podemos tomar x5 € (a, ) tal que f?(z3) = z;. Siguiendo esta idea podemos
construir una sucesién {z, }°°, que converge a a tal que f2(x,,1) = x, para
cada n € N. Note que f?"(z,) = b, pues f?(x,11) = ¥, y en particular
f(@1) = b. Luego, f""H(xn) = f(b) ya que f2"H(zy) = f(f*"(2n)) = f(D).
Asi, wy(xy,) = {b, f(b)} para cadan € N. Como wy(a) = {a, f(a)} nuevamente
se contradice la continuidad de wy en a.

Caso III. Para todo z € (a,b), f*(x) > b.

Podemos hallar una sucesion {z,}>2; en (a,b) que converga a a. Como f?
es continua deberfa ocurrir que lim f?(z,) = f%(a) = a. Por la suposicién
n—oo
f?(x,) > b para toda n € N, es decir, lim f%*(z,) > b > a, esto es una
n—oo
contradiccion.

En cualquiera de los 3 casos llegamos a una contradiccion. Por lo tanto
F(f?) es conexo. O
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Teorema 5.3. Sea X un espacio métrico y f : X — X es una funcion
continua y periddica (en el sentido f* = f, para algin n € N conn > 2),
entonces [ es equicontinua.

Demostracion. Sean el periodo de f. Luego, dadoe > 0y z € X, existe 9; > 0
tal que si d(z,y) < d;, entonces d(f(x), fi(y)) < ¢, para cada i € {1,...,n},
esto ya que cada f’ es continua en x. Tomemos § = min(J;). Sea k € N,
tenemos dos casos,

Caso L. k <n.
Si d(x,y) < d, entonces d(f*(z), f*(y)) < . Esto por como se tomo 4.

Caso II. k£ > n.
Tenemos que kK —n > 0, por el algoritmo de la division existen m € N,
j €40,...,n—2} tal que k—n = (n—1)m+j, de aqui que k = n+(n—1)m+j.
Veamos mediante induccién mateméatica sobre m que f"*("~YUm — f Para
m = 1, como fn — f entonces fn+n n1 _ f'n fn—l _ f fn 1 f1+n 1 _
f* = f. Supongamos que se cumple para m € N con m > 1. Asf, frt-m —
f, luego

fn+(n—1)(m+1) _ fn+(n—1)m+(n—1)
_ fn-‘,—(n 1)m o f n—1)
:fofn1:f1+n1:fn:f-

De esto se tiene que ¥ = frtr=Nmti — fntn=Nmg fi — fo fi = fi+! Egcla-

roque j+1 € {1,...,n—1}, por ende d(f*(z), f*(y)) = d(f7*'(z), [/ (y)) < e
si d(z,y) < 0.
Por lo tanto f es equicontinua. ]

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para que
wy sea continua cuando X = [0, 1].

Teorema 5.4. Sea f :[0,1] — [0,1] una funcion continua y suprayectiva.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es equicontinua,
2. wy 1 [0,1] — 2001 es continua,

3. F(f?) es conexo.
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Demostracion. (1 = 2) Esto se obtiene de forma directa del Teorema 5.1
(2 = 3) Esta implicacion se obtiene del Teorema 5.2.

(3 = 1) Como F(f?) es conexo, por el Teorema 2.4 f* = Id, de esto que
f2 = f, es decir, f es periddica. Luego por el Teorema 5.3 f es equicontinua.
O

Ahora nos centraremos en dar una caracterizacion de las funciones f :
[0,1] — [0,1] que hacen continua a wy. Si f? = Id, implica que f es inyectiva,
va que si f(z) = f(y) se tiene que f*(z) = f(f(z)) = f(f(y)) = f*(y), es
decir, x = y. El siguiente teorema nos da un mejor panorama de como deben
ser estas funciones.

Teorema 5.5. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcion continua y suprayectiva. En-
tonces [ es biyectiva si y solo si [ es estrictamente creciente o estrictamente
decreciente.

Demostracion. (=) Veamos que f(0), f(1) € {0,1}. Supongamos que f(0) ¢

{0,1}, asi f(0) € (0,1). Como f es suprayectiva existen r, s € (0, 1] con r # s

tales que f(r) =0y f(s) = 1, supongamos sin perder generalidad que r < s.

Definiendo la funcion h(x) = f(z)— f(0), tenemos que h(r) < 0 < h(s), por lo

que existe ¢ € [r, s] tal que f(c) = f(0) y asi ¢ = 0, esto es una contradiccion.

Por lo tanto, f(0) € {0,1}. De forma analoga se prueba que f(1) € {0,1}.
De la inyectividad de f tenemos dos casos,

1. Si f(0) =1y f(1) =0, entonces f es estrictamente decreciente.

Supongamos que existen g,y € (0,1) con zy < yo tales que f(1) <
f(zo) < f(yo) < f(0), de esto se puede ver que existe z € [0, x| tal
que f(z) = f(yo) y asi z = yp, esto es una contradiccion. Por lo tanto

f(z) > f(y) siempre que = < y.
2. Si f(0) =0y f(1) =1, entonces f es estrictamente creciente.

Los argumentos son similares al caso anterior.
(<) La demostracion de esto es directa de las definiciones. ]

Corolario 5.6. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua y suprayecti-
va. St F(f?) es conexo, entonces f es una funcion estrictamente creciente o
estrictamente decreciente.
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Teorema 5.7. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcion continua, biyectiva y estric-
tamente creciente. Si f* = Id, entonces f = Id.

Demostracion. Como f es estrictamente creciente, por la demostraciéon an-
terior tenemos que f(0) = 0y f(1) = 1. Sea 2o € (0,1) y supongamos que
f(x) < xp, de esto tendriamos que f2(zo) < f(xo), es decir, g < f(z0), lo
cual es una contradiccion. Si suponemos que f(xg) > o también se llega a
una contradiccion. Por lo tanto f(zg) = zo para toda zq € [0, 1]. O

Llegado a este punto podemos pensar que cambiando la hipotesis de estric-
tamente creciente por estrictamente decreciente, deberiamos de obtener una
tnica funciéon que satisfaga las hipotesis, incluso podemos pensar que esta
funcion es f(z) = 1 — x. Sin embargo, esto no ocurre, daremos dos ejemplos
de esto y después una caracterizacion de estas.

Ejemplo 5.8. Sea f:[0,1] — [0, 1] definida como sigue:

- 1

o) = —3z+1 sizel01],
/(@) {—g(x—l) sizel[q,1].

Sea ¢ : [0,1] — [0, 1], definida por:

g(x):{Q(x_é) + 5 si$€[0,i],

Estas funciones son continuas, biyectivas y estrictamente decrecientes, ade-
mas se puede ver que 2 = Idy ¢> = Id.

Estos dos ejemplos tienen en comiin que, la segunda parte de la funcion
es una reflexion de la primera respecto a la funciéon identidad. El siguiente
teorema muestra que esto es cierto.

Teorema 5.9. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua, suprayectiva y
estrictamente decreciente. Entonces f? = Id si y solo si existe b € (0,1) y
g :[0,b] = [b,1] continua, suprayectiva y estrictamente decreciente tal que

o) = g(x) si x € ]0,b],
/@) {g_l(a:) siz € [b,1].
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Demostracion. (<) Sea x € [0, 1], se tienen dos casos:

1. Si & € [0, tenemos que f(x) = g(x), como g(x) € [b,1], se tiene que
fA(x) = f(g(x)) = g7 (g(x)) = =.

2. Sl z € [b, 1] se obtiene f(x) = g~!(x), dado que g(x)~! € [0, b], entonces
= )

f*(x) “Hz) = g9~ (2) = =

Por lo tanto f? = Id.

(=) Por el Teorema 2.2 existe b € [0,1] tal que f(b) = b, por lo visto
en la prueba del Teorema 5.5, b € (0,1). Definamos g : [0,b] — [b 1] por
g(x) = f(z). Veamos que g esta bien definida, es decir, g(]0, b]) b, 1], como
f2 = Idy f es estrictamente decreciente tenemos que f es inyectiva y ademas,
f(0) =1y f(1) = 0. Supongamos que existe z, € (0,b) tal que g(xq) € (0,b).
f restringida a [b, 1] es continua y se cumple que f(1) < g(xg) < f(b), asi
existe ¢ € (b, 1) tal que f(c) = g(zo) = f(z0), esto contradice el hecho de que
f es inyectiva. Por tanto g([0,b]) C [b,1]. Es claro que b,1 € ¢([0,b]), como
f([0,8]) = ¢(]0,b]) se tiene que g([0,b]) es conexo y por ello [b, 1] C g([0,1]).
Por lo tanto ¢([0,b]) = [b, 1], es decir, g es suprayectiva. Por hipotesis g es
continua y estrictamente decreciente. Por esto, la funcién ¢g es continua y
biyectiva, luego su funcién inversa g=! : [b, 1] — [0,b] esta bien definida, es
continua, biyectiva y estrictamente decreciente.

Veamos que f(z) = g~'(z) para = € [b,1]. Sea = € [b,1], g~'(x) € [0,0],
luego como f y g coinciden en el intervalo [0,b] se tiene que f(g~'(z)) =

g(g7 () = z y asi, g7 (z) = f*(¢7'(x)) = f(z). Esto completa la demos-
traciom. ]

De esto podemos ver que hay una infinidad de funciones que cumplen con
ser continua, biyectiva, estrictamente decreciente y f? = Id.

Es decir, que wy(z) = {z, h(x),h*(x)} o bien h® = Id. La respuesta es
negativa, ya que de existir A tendria un punto de periodo 3 y por el Teorema
2.7, la funciéon h debe tener un punto de periodo 2, lo cual contradice que
h3 = Id.

De aqui, nos preguntamos ;Existe una funcion h : [0, 1] — [0, 1] continua
y suprayectiva tal que h"™ = Id para n > 47 El argumento que se utiliz6 para
cuando n = 3 ya no es valido en estos casos, sin embargo, el teorema siguiente
responde de forma negativa a esta pregunta.
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Teorema 5.10. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua y suprayectiva.
Si f* = Id para algiin n € N, entonces f? = Id.

Demostracion. Si f* = Id para algiin n € N, entonces f**! = f, por el
Teorema 5.3 se tiene que f es equicontinua, luego por el Teorema 5.4 F(f?)
es conexo, finalmente por el Teorema 2.4 f? = Id. [

El anterior teorema nos dice que una funcién continua y suprayectiva de
[0,1] en [0, 1], tal que f™ = Id para algin n € N, no tiene mas opcion que
ser la funcion identidad o ser una funciéon como las que se describen en el
Teorema 5.9.
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Capitulo 4

Una manera de tratar la rigidez de F,(X) para
continuos arco indescomponibles

Fernando Macias Romero, David Herrera Carrasco, Antonio de
Jestus Libreros Lopez
FCFM-BUAP

1 Introduccion

Dado un continuo X y n € N, definimos el n-ésimo producto simétrico
de X, F,(X) ={A C X: A tiene a lo mas n puntos} el cual es un continuo
con la metrica de Hausdorff. Decimos que F,,(X) es rigido si para cualquier
homeomorfismo h : F,(X) — F,(X) se tiene que h(F1(X)) = F1(X).

2 Resultados previos
En [2|, Verénica Martinez de la Vega y Rodrigo Hernandez obtienen los si-
guientes resultados:

o [2, Corollary 7] Sin > 4 y X es un continuo alambrado, entonces F,,(X)
es rigido.

o |2, Theroem 11] Si un continuo X contiene un pelo, entonces F5(X) no
es rigido.

¢ |2, Theroem 14| Si un continuo X contiene un arco libre, entonces F3(X)
no es rigido.

Mas atn, por |2, Theorem 24| uno puede inferir que si X es un continuo
arco indescoponible sin puntos extremos (por ejemplo un Solenoide), entonces
F5(X) es rigido. Esto da paso a la siguiente pregunta.
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3 Objetivo

[2, Question 26];Es Fy(X) rigido para cada continuo arco indescomponible
X7

Por los argumentos que se usan para probar |2, Theorem 24|, uno puede
conjeturar que cuando X tiene puntos extremos (por ejemplo el Arcoiris de
Knaster), F5(X) no es rigido, para lo cual serfa necesario exhibir un auto-
morfismo g tal que g(F1(X)) ¢ F1(X).

Dada la dificultad para tratar con este tipo de continuos es convenien-
te buscar otras maneras de estudiarlos, en este caso nos ayudaremos de los
limites inversos.

4 Limite inverso

Sea {X; : i € N} una coleccion continuos, y para cadai € N, f; : X;11 — X

una funcion continua. A {X;, f;}52, se le conoce como sistema inverso. El

limite inverso de {X;, f;}5°,, denotado por lim{ X}, f;}, es el subespacio de
—

[] X: definido por

1=1
im{X;, f;} = {(ml)fil € HXi : paracadai €N, f(z;41) = xz} .
- i=1

Sea, X un continuo arco indescomponible y supongamos que X es
homeomorfo a lim{ X}, f;}, donde cada X; es un continuo y f; una funcion
p

continua. Definimos de manera natural a
Fit Fy(Xip) — Fo(X;)
como F;(A) = fi(A). Asi, Z = lim{F,(X;), Fi} es un continuo.
(—

Para cada j € N, la j-ésima proyeccion es la funcion
oo
T H X, — Xj
i=1

(2:)2) V> 2
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5 F5(X) como limite inverso
Sea h : X — lim{X;, f;} un homeomorfismo. Definimos a
—
H: F(X) — lim{F(X;), F}
—

{a,b} — ({mi(h(a)), mi(h(D))})iZ,
el cual es un homeomorfismo.

Con esto, en vez de construir un homeomorfismo g : F5(X) — F5(X) tal
que g(F1 (X)) ¢ F1(X) serfa méas facil construir un homeomorfismo

tal que G(({ai})21) = ({7, vi})2-

6 Construccion del homeomorfismo

Por [1, Theorem 6.C.8 y Theorem 6.C.9|, para poder construir G solo es
necesario definir una sucesion de homeomorfismos {g;}3°, tal que para cada

ieN,
(@) gi: F2(Xi) — F2(Xi) y
(b) Fiogit1=gioFi,
y definir a G como G(({a;, b:})521) = (gi({as, bi}))i2s-

Fi Fo F3
B(X) <——— RhX) <—— BX;) <——

(X)) <——— BX) <——— BX;) <———
F F 7
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Ademas, si para algun ({a;})2, € im{F»(X;), F;} hacemos que g;({a:}) =
—

{x1,y1} con x; # yi, entonces

Fi(g2({az})) = g1(F1({a2})) = g1({ar}) = {21, 41}

De esto go({az}) = {z2,y2} con x5 # y,. Procediendo recursivamente pode-
mos observar que para cada g;({a;}) = {x;, y;} con x; # y;. Consiguiendo que

G(({ai})2)) = (o vi})Zs

7 Conclusiones

En resumen, para poder probar que el segundo producto simétrico de los con-
tinuos arco indescomponibles con puntos extremos no es rigido, solo bastara
analizar como se pueden construir los homeomorfismos g; con las condiciones
antes dichas.
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