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Capitulo 1

Unimodalidad del polinomio de independencia de un
grafo a través de su independencia fractal

César Bautista Ramos', Paulino Antonio Gémez Salgado?,
Carlos Guillén Galvan?, Carlos Alberto Lépez Andrade?

’FCFM, BUAP
!Facultad de Ciencas de la Compuaciéon, BUAP

Resumen

En este trabajo se presenta un estudio del polinomio de independencia reducido
de un grafo. Mediante el analisis del sistema dinédmico holomorfo ligado al
polinomio generado por la operacion composicion de grafos, a cada grafo se le
asocia un fractal llamado su independencia fractal.

Ademaés se expone la independencia fractal de todos los grafos con nimero de
independencia 2, presentados en el articulo The independence fractal of a graph
[4], y su relacién con el concepto de unimodalidad a través de la ubicacion de
sus raices.

1 Preliminares

En teoria de grafos el estudio de la localizacion de las raices de los polinomios liga-
dos a un grafo siempre ha aparecido como algo natural e importante |3, 4, 5, 6, 8, 9.
Ademas, el estudio de las propiedades del polinomio de independencia tampoco se
ha dejado de lado por los investigadores del area, quienes se han interesado princi-
palmente en el concepto de unimodalidad (cf. [10, 11]).

Nuestro objetivo serd presentar un analisis de la localizaciéon de las raices del
polinomio de independencia de grafos con nimero de independencia 2 utilizando
como herramienta su independencia fractal [4]. Posteriormente se analizara si la
ubicacién de dichas raices nos permiten determinar la unimodalidad de su polino-
mio de independencia con la ayuda de dos criterios conocidos [3].

Se enuncian a continuacién los conceptos que seran de utilidad para el desarrollo
del trabajo.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5
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Definicién 1.1. Un grafo es un par ordenado de conjutos G = (V, E) tal que
E C [V]?; es decir los elementos de E son subconjuntos de dos elementos de V.

Los elementos de V son los vértices o nodos del grafo G, los elementos de E son
sus aristas, que son conjuntos de dos elementos de V' a los que regularmente se les
llama extremos de la arista, es decir las aristas no tienen vértice inicial y final, sus
extremos solo la definen pero no se habla de direccién, a este tipo de grafos se les
llama regurlamente grafos simples.

La forma usual de representar un grafo es dibujar un punto por cada vértice y
unir dos de ellos por una linea si los vértices correspondientes forman una arista.
Muchas de las definiciones y conceptos en la teoria de grafos son sugeridos por esta
representacion grafica.

El namero de vértices de un grafo es su orden y se denota por |G|. Mientras que
el nimero de aristas se denota por ||G||. Un grafo de orden cero o uno es llamado
grafo trivial. Para el grafo vacio (0, () escribimos simplemente {).

Algunos grafos se caracterizan por sus propiedades y tienen nombres particula-
res para identificarlos. Un grafo G es completo si para cada par de vértices z, y € G
la arista xy € G, es decir si todas las parejas de vértices en G son adyacentes.
Un grafo completo de n vértices se denota por K,. El complemento de un grafo
G, denotado por G, es un grafo con el mismo conjunto de vértices de G tal que
{z,y} € G si, y solo {x,y} € G. El complemento de un grafo completo es un grafo
sin aristas.

Un camino P es un grafo no vacio P = (V, E) en el cual V = {xg,21,..., 21}
y E = {xozx1, 2129, ..., 25121}, donde cada x; # x; si i # j. Un grafo no vacio
G es llamado conectado si cualquier par de vértices z, y € G estan unidos por un
camino en G. Si U C V(G) y G[U] es conectado, decimos que G es conectado en
U. Llamamos desconectado a un grafo que es no conectado.

Un grafo conectado que no tiene ciclos es un drbol, es decir un arbol es un grafo
conectado en donde existe un tnico camino entre cualquier par de vértices.

La siguiente operacion de grafos sera tutil para definir el concepto de indepen-
dencia fractal que se presenta posteriormente.

Definicién 1.2. Sean Gy H dos grafos, la composicion G[H| es un grafo con

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 1, paginas 5-20
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K3 K3[P]
Py
(a) Grafos K3y Ps. (b) Composiciéon de los grafos,
Ks[Ps].

Figura 1: Grafos K3y P2 y su composicion K3[Ps].

conjunto de vértices V(G) x V(H) y cuyos vértices son pares ordenados de la forma
(v,xz) con v € Gy x € H. Dos vértices (v,z), (w,y) € G[H] son adyacentes si, y
s6losivw € Gobienv=wyazy € H.

El grafo G[H] es la composicion (o producto lexicografico) de G y H y puede
ser visto como el grafo que surge de Gy H por sustuir cada vértice de G por una
copia de H, como se muestra en la Figura 1, donde se puede ver la composicién de
los grafos K3y Ps.

Proposicion 1.3. La operacion composicion de grafos es asociativa es decir para
G, H, F grafos se cumple que G[(H[F))] = (G[H))[F].
Hecho que se verifica en [7].

De lo anterior podemos hablar de las potencias del grafo G definidas de forma
inductiva como sigue:

Definicion 1.4. Sea G un grafo
(i) G°=0;
(ii) G' = G;

(i3i) G* = G[GF1].

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 1, paginas 5-20
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2 Polinomio de independencia

En esta seccién se presentan los conceptos de independencia y polinomios de inde-
pendencia reducidos que serviran de base para nuestro objetivo.

Definiciéon 2.1. Dos vértices z, y € V(G) son llamados independientes si no son
adyacentes.

Definiciéon 2.2. Un subconjuto I C V(G) se llama conjunto independiente de G
si para cualquier par de vértices z, y € I la arista zy ¢ G. Es decir, si cada par de
vértices de I son independientes.

Un grafo es llamado bien cubierto si sus conjuntos independientes maximales
son de la misma cardinalidad. Estos grafos son importantes por su relaciéon con el
concepto de unimodalidad.

Definicion 2.3. Sea kj el niimero de vértices de un conjunto independiente I C G,
el numero de independencia de G es:

Ba = max{kr| I es conjunto independiente de G}.

Para un grafo G y un entero no negativo k. Denotamos por i el ntmero de
conjuntos independientes de G de cardinalidad k.

Definicion 2.4. El polinomio de independencia de G es el polinomio generado por:
Ba
ig(x) = Z ipxk,
k=0

donde (g es el numero de independencia de G.

El polinomio de independencia reducido de un grafo G se define como fg(z) =
ig(x)—1, donde ig(x) es el polinomio de independencia de G. Ambos se comportan
de manera interesante con respecto a la composiciéon de grafos, como lo describen
los siguientes resultados.

Teorema 2.5. Si G y H son grafos, entonces el polinomio de independencia de
G[H] estd dado por:
i) (z) = ic(fu (7). (1)

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 1, paginas 5-20
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Corolario 2.6. Si G y H son grafos, entonces el polinomio de independencia re-
ducido de G[H] estd dado por:

faum(z) = fa(fu(z)). (2)

La demostraciéon de los resutados anteriores puede ser revisada por el lector en

171

3 Conceptos basicos de sistemas dinamicos holomorfos

El campo del analisis dindmico complejo supone un estudio de funciones racionales
iterativas sobre los complejos extendidos Coo = C U {00} véase [2].

Es importante dar una representaciéon geométrica asociada a este nuevo siste-
ma para esto usamos la esfera unitaria en el plano tridimensional denotada por
S donde cada punto puede ser asociado a un nimero complejo por medio de una
correspondencia inyectiva llamada la proyeccion estereogrdfica (P.(z)) excepto por
(0,0,1) por lo que asociamos este punto con co.

La esfera de Riemann o plano complejo extendido es la unién del plano complejo
con el conjunto formado por el infinito, C U {oo}, su representacion geométrica es
precisamente una esfera.

Debido a que nos centraremos tnicamente en la soluciéon de polinomios usare-
mos la métrica del valor absoluto denotada por |- |, que mide la distancia entre dos
puntos z, w € C como |z — w|.

De lo anterior nuestro estudio se basa en determinar la dindmica que sigue un
sistema dindamico discreto en la esfera de Riemann C, generada por una transfor-
maciéon holomorfa:

Definicién 3.1. Dado un punto zy € C, la sucesiéon inductivamente definida por
Znt1 = R(z,) es llamada drbita positiva de 2y y es denotada por O (zp).

Si 29 = 2z, para algin n, entonces 2y es un punto periédico y O (zy) es una
drbita periddica o simplemente un ciclo. Si n es el primer nimero natural tal que
20 = zn, entonces n es llamado el periodo de la érbita. Usualmente si el periodo de
una érbita es uno, se dice que zg es un punto fijo.

Definiciéon 3.2. Para algtn polinomio f y un entero positivo k la potencia de
COmMpPosicion es:

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 1, paginas 5-20
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(@) f°O =1
(@) f°0 = f;
(iti) fo0) = f(fotE=1).

Definicién 3.3. Para un polinomio f, su conjunto de Julia completo denotado por
K(f), es el conjunto de todos los puntos z cuya 6rbita O (z) es acotada en (C, |-|),
mientras que su conjunto de Julia es la frontera, 0K (f). Finalmente su conjunto de
Fatou es el complemento de el conjunto de Julia en C, denotados respectivamente

por J(f) y F(f)-

Definicién 3.4. Sea zy un punto periédico de periodo n. El nimero A, = f° (z)
es valor propio o multiplicador del ciclo, y es independiente de la elecciéon de 2y en
el ciclo. El ciclo se clasifica como:

(1

) atractor si 0 < |\, | <1,

(73) repulsor si [N\, | > 1,

(731) racional indiferente si A es raiz de unidad, y
(iv)

irracional indiferente si |A;,| = 1, pero A, no es raiz de unidad.

Como se menciona en [4] algunos hechos basicos pero no triviales son los si-
guientes:

Proposicion 3.5. i) ciclos atractores estin en F(f),
i1) ciclos repulsores estdn y son densos en J(f),
ii1) ciclos racionales indiferentes estdin en J(f), y
iv) ciclos irracionales indiferentes pueden estar tanto en F(f) como en J(f).

Definicion 3.6. Para zg € C su drbita negativa con respecto a f es el conjunto

[e.e]

07 (20) = U FoR) ().

k=0

Si f es un polinomio, z es un punto excepcional si, y solo si su o6rbita negativa
O~ (z) es finita. Un punto que no es excepcional es llamado no-excepcional. Ade-
méas, un punto excepcional estd en F'(f) y un polinomio tiene a lo mas un punto
excepcional.

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 1, paginas 5-20
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Teorema 3.7. (Beardon [1]). Sea f un polinomio de grado al menos 2.
1) Si zp es no-excepcional, entonces J(f) C Cl(O™(20)).
1) Sizo € J(f), entonces J(f) = Cl(O™(20)).

Intuitivamente, como J(f) es un conjunto repulsor para f es de alguna mane-
ra atractor para f°(-1). En lugar de buscar la inversa de toda la 6rbita O~ (20)
buscamos cuando f°(=%) converge en algin sentido a J (f). Para lo que necesita-
mos establecer los siguientes resultados. Recordar que ahora como los conjuntos
fo(*k)(zo) son finitos, son necesariamente compactos.

Teorema 3.8. (Hickman [4]). Sea f un polinomio, y sea zy que no estd en algun
ciclo atractor o en el disco de Siegel de f. Entonces

lim M (z) = J(f),

k—oo

donde el limite es tomado con respecto a la métrica de Hausdorff sobre conjuntos
compactos de (C,|-|).

La prueba del teorema anterior se puede consultar en [7].

El grado de una funcién racional se define como su ntimero de ceros o de polos,
es decir una funcién racional de orden p tiene exactamente p ceros y p polos.

Lema 3.9 (Beardon [1]). Sea f una funcion racional de grado al menos 2, y E C
Co compacto, tal que para todo z € F(f), la sucesion {f°*)(2)} no tiene limite en
E. Entonces para cualquier U subconjunto abierto de J(f), se tiene que fo=F)(E) C
U para todo k suficientemente grande.

La conjugaciéon es un concepto muy importante en la teoria de sistemas dina-
micos por las propiedades que tiene, como se vera a continuacion.

Definicién 3.10. Dos polinomios f y g son conjugados si existe una transformaciéon
de Mobius ¢ tal que

g=¢ofog’ L.

Proposicion 3.11. Si f y g son polinomios conjugados, para cualquier entero
positivo k se tiene

gok =¢o fok¢o(_1).

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 1, paginas 5-20
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La demostracion de esta proposicion puede revisarse en [7].
La propiedad anterior es muy importante porque el conjunto de Julia de poli-
nomios conjugados se relaciona a través del siguiente teorema.

Teorema 3.12. (Beardon [1]). Si f y g son polinomios conjugados con transfor-
macion de Mdobius ¢, entonces F(g) = ¢(F(f)) y J(g) = ¢(J(f)). Ademds, los

conguntos J(g) y J(f) son llamados analiticamente conjugados, del mismo modo

que F(g) y F(f).

4 Teoria general de la independencia fractal de un grafo

Los conceptos presentandos en esta seccion pueden ser revisados a detalle en [4].
El interés es describir el conjunto de las raices del polinomio de independencia re-

ducido de las potencias de un grafo G, es decir las raices de for = fg(k) cuando
k — oo, para poder asociar un fractal con el grafo G. Sabemos que para cada k > 1
el conjunto, R(fqx) es un subconjunto finito de (C, |- |) y por lo tanto es un con-
junto compacto. En general existe el limite de la sucesion {R(fqx)}i con respecto
a la métrica de Hausdorff para conjuntos compactos en (C, |- |) por lo que se puede
proponer la siguiente definicion.

Definicién 4.1. La independencia fractal de un grafo G es el conjunto
F(G) = lim R(fgr). (3)
k—o00

De la Ecuacion(3), para cada k > 2 usando la asociatividad de la composicion
de grafos podemos escribir G¥ = G*~1[G], lo que implica

ka = ka—l o fa,

lo cual deriva en la relacién,

R(far) = f&(R(far)),

Para k = 1 tenemos:

R(fe) = 1TV (R(fa0)) = 1V (R(fp)) = 1651 (0).

La siguiente proposicién sera ttil para demostrar como se relaciona la indepen-
dencia fractal de un grafo con los conjuntos de raices de las iteraciones del grafo.
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Proposicion 4.2. [}/ Para cada k > 1, tenemos
o(—k)

R(far) = fo 7 (0). (4)
Y por lo tanto;
7(G) = £8P 0). (5)

Por el Teorema 3.8 vemos que para el grafo K1, fx,(z) =xy fo (x) = z para
todo k, de donde .#(G) = {0}. El Teorema 4.3 generaliza este hecho.

Teorema 4.3. [4/ La independencia fractal de un grafo G # K denotada por
F(G), es precisamente el conjunto de Julia de su polinomio de independencia re-
ducido J(fq). Equivalentemente, #(G) es la cerradura de la union de los conjun-
tos de raices de cada polinomio de independencia reducido de las potencias Gy,
k=1,...,00.

Demostracion. Si G tiene numero de independencia 8 = 1, entonces G = K, para
algin n > 2. Asi fg(x) = nx, cuyo conjunto de Julia es J(f) = {0} porque cualquier
otro punto diferente de cero tiene érbita positiva no acotada. Ahora, G¥ = K, para
todo k, es decir, faor(z) = nFx, y su conjunto de raices es {0}. Entonces el limite

de la union de los conjuntos de raices es {0} = J(fq) y el resultado se mantiene.

Si G tiene numero de independencia § > 2, entonces fg(x) tiene grado al menos
2, porque:

B8
fo(z) = ira®. (6)
j=0

De la Ecuacion(6) tenemos fq(0) =0y f&(0) =i = |G| > 1y de la Definicion
3.4 inciso i) podemos decir que 0 es un punto fijo repulsor de fg(z) y por la Pro-

posiciond.5 inciso (ii) esta en J(fg(z)). Como 0 cumple las hipotesis del Teorema
3.8, entonces .7 (G) = J(fq). O

Ahora, como los conjuntos de Julia son tipicamente fractales en esencia asocia-
mos un fractal .Z (G) con un grafo G.

Estamos interesados en acotar el conjunto de raices de un grafo y sus itera-
ciones para poder determinar la unimodalidad de los polinomios de independencia
asociados. En la siguiente seccidon se presentan grafos cuya independencia fractal
esté acotada. Aprovechando el hecho de que la dindmica de los polinomios cuadréa-
ticos ha sido ampliamente estudiada y usando los resultados de conjugacién antes
presentados y algunos criterios conocidos podremos determinar la unimodalidad de
algunas clases de grafos.
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5 Grafos con niimero de independencia g = 2

Para un grafo G con ntimero de independencia g = 2, m no-aristas (es decir G
tiene exactamente m aristas) y de orden n, su polinomio de independencia esta
dado por la Ecuacion(7).

fa(x) = ma® + nx. (7)

Consideremos un polinomio de la forma z? + ¢ donde fg(x) es un polinomio
conjugado. Directamente obtenemos

g6 = ¢o fao ™™V,

donde
2
gol) =2+ 2 - (3) (5)
y
Blx) = ma + 2. (9)
Entonces,
o(—D(gy = Ly ™
V(@) = —r— (10)

y por el Teorema 3.12 tenemos:

n 2
F(G) = ¢* V(I + ), donde e =5 (5) . (11)

De lo anterior se observa que .7 (G) es un escalamiento y desplazamiento de J(z% +
¢), y como c es independiente de m, entonces la conexidad de .#(G) depende tni-
camente del orden de G. Ademaés, como E(G) es un conjunto no vacio implica que
n > 3. La localizacion de .#(G), depende del namero de aristas y del orden de G
como se vera a continuacion.

Teorema 5.1. [}/ Si G es un grafo con conjunto de aristas E(G) diferente del vacio
con numero de independencia Bg = 2, con n vértices y m no-aristas, y z € F(G),
entonces

i) = > Re(z) >0y

i1) Im(z) =0, a menos que n = 3, en cuyo caso |Im(z)| > %
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Grafos de orden 3 con (g = 2

Existen exactamente dos grafos de orden 3 con nimero de independencia fg = 2
(salvo isomorfismos), uno de ellos es K7W K5, la unién disjunta de un vértice con una
arista y P3 el camino de longitud 2. Sus respectivos polinomios de independencia
reducidos son fr,wr, = 222 + 3z y fp, = x> + 3z. Asi por el Teorema 4.3, la
independencia fractal de estos grafos esta dada por .7 (K; W Ka) = J(22% + 32) y
F(P3) = J(z* + 3z) respectavimente.

Teorema 5.2. [/] Si G es un grafo de orden 3 con nimero de independencia Bg = 2,

entonces
s - (1(2-2)). o

donde ¢g es una transformacion de Mobius que depende de G. Ademds,

i) F(K1wK,) C[-3,0] x [ {%}

i) F(Py) C [-3,0] x |-, 2],

Grafos de orden 4 con (g =2

Para un grafo G con nimero de independencia Sg = 2 de orden 4 y m no-aristas de
las Ecuaciones (8) y (9) tenemos que fg(z) es conjugado de gg(z) = 2% — 2 a través
de ¢(x) = max + 2, ademéas sabemos que J (2% — 2) es el intervalo [—2, 2]. Aplicando
la transformacion ¢°(—1) = 2=2 2 a este intervalo obtenemos el 51gulente resultado.

Teorema 5.3. Si G es un grafo de orden 4 con nimero de independencia Bg = 2
con m no-aristas, entonces

Z(G) = [—%,o} .

Aplicando el teorema anterior al grafo K4 — e, donde e es cualquier arista en
K4, tenemos que G tiene m = 1 no arista, por lo tanto .# = [—4,0].

Grafos de orden |G| > 5 con (g =2

Si G es un grafo con ntmero de independcia f§ = 2 y n = |G| > 5, entonces
de la Ecuacion(11) tenemos ¢ = § — (%)2 < —2, que esta fuera del conjunto de
Mandelbrét. Esto implica que J(z2+c), y por lo tanto .Z (G) = ¢°(= Y (J(2%4-¢)), son
conjuntos de Cantor. Mas atin (cf. [4]) es sabido que si ¢ < —2, el conjunto J(x?+c)
esté contenido en el intervalo [—q, |, donde g = % + \/% —c¢,conc= g+ (%)2, lo
que implica que ¢ = 5. Aplicando #°=Y dada por la Ecuacion (10) a el intervalo

[—%, %] obtenemos [—2,0].
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Teorema 5.4. Si G es un grafo con nimero de independencia f =2, n= |G| >5

y m no-aristas, entonces F(QG) es polvo fractal subconjunto del intervalo [f%, 0].

Observemos que 0 es un punto fijo repulsor de fg, estd en J(fg). Mas ain,
tenemos que fg (—2) =0¢€ J(fgc),y J(fg) es completamente invariante bajo fg,
—2& € J(fa). Por lo tanto el intervalo [, 0] del Teorema 5.4 es cerrado.

Ejemplo 5.5. Dado el grafo G = K W K3, con ntimero independencia 5 = 2,
n = |G| =5y m = 6 no-aristas; cumple las condiciones del Teorema 5.4. Tenemos
que fg(z) = 622 + 52, ya que tiene 6 conjuntos independientes de cardinalidad
2 formados al elegir un vértice de Ky y después cualquier vértice de K3 y 5, de
cardinalidad 1 (cada vértice); y .# (G) sera polvo fractal totalmente disconexo en el
intervalo [—%,0].

6 La idependencia fractal como herramienta para deter-
minar unimodalidad

La ubicacién de las raices ha sido una herramienta tutil para determinar si un po-
linomio es unimodal, existen algunos resultados conocidos que combinados con la
independencia fractal serviran para determinar la unimodalidad no solo de un grafo
sino también de sus iteraciones.

Definiciéon 6.1. Una sucesion finita de ntimeros reales (ag, ..., a,) €s

(1) logaritmicamente céncava o simplemente log-concava si a? > Qj—1Gi4+1 para
1=1,...,n—1.

(74) unimodal si existe k € {0,1,...,n} tal que ag < a1 < ... < ap_1 < a; >
Q41 2 -.. 2 Ap—1 = Ap.

(1i1) simétrico si a; = an—; parai=0,...,n.

Un polinomio f(x) = ap+aix+---+anx" es log-concavo, unimodal o simétrico
si la sucesion de sus coeficientes lo es. Si un polinomio con coeficientes no negativos
y sin ceros intermedios es log-céncavo entonces es unimodal.

Algunas veces se ha conjeturado la unimodalidad de los polinomios de inde-
pendencia de ciertas familias de grafos, por ejemplo se habia conjeturado que el
polinimio de independecia de los grafos bien cubiertos era unimodal pero se han
encontrado contrajemplos para este hecho (cf [8]). La conjetura més importante es
la siguiente.
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Conjetura 6.2 (P. Erdos 1987). (cf. [10]) El polinomio de independencia de cual-
quier drbol es unimodal.

Existen diversas técnicas para determinar la unimodalidad de algunos polino-
mios, nosotros estamos interesados en utilizar la locaciéon de las raices para deter-
minar la unimodalidad. Aqui presentamos dos criterios conocidos enunciados en [9].

Teorema 6.3 (Newton). Si el polinomio f(x) = ap + a1z + --- + a,x™ no tiene
coeficientes megativos y tiene solamente raices reales, entonces
t+1 n—14+1 .
ai > aj1 - Qg1 —— - —, 1<i<n-—1
) n—1

El resultado anterior muestra que un polinomio con coeficientes no negativos,
cuyas raices son reales es log-concavo y por lo tanto unimodal.

Teorema 6.4. Si el polinomio f(x) = ap + a1z + - -+ + apx™ no tiene coeficientes
negativos y toda raiz z de f cumple que 2m/3 < Arg(z) < 4m/3, entonces f es
unimodal.

Aunque estos criterios no sirven para probar la Conjetura 6.2 porque no todos
los arboles tienen solo raices reales y tampoco cumplen la condiciéon del Teorema
6.4. Pero podemos utilizarlos para probar la unimodalidad de otras clases de grafos.

Primero probaremos la unimodalidad de los grafos de n vértices sin aristas deno-
tados por K,,. Recordemos que su polinomio de independencia es fon(w) = (14+x)",
entonces fon tiene solo una raiz xg = —1, por el Teorema 6.3 este polinomio es log-
concavo y por lo tanto es unimodal. Note que para determinar la unimodalidad de
estos polinomios no hemos utilizado el concepto de independencia fractal.

Como vimos en la seccién anterior la independencia fractal de un grafo G' con
nimero de independencia 2 y orden mayor o igual que 4 es un subconjunto de los
reales negativos por el Teorema 5.1. Ahora por el Teorema 4.3 la independencia
fractal es también el conjunto de raices del polinomio de independencia de cada
iteracion del grafo inicial. Lo anterior sumado al criterio dado por el Teorema 6.3
nos permite ver que no solo G sino todas sus potencias tienen polinomio de inde-
pendecia unimodal.

Finalmente, si G es un grafo con nimero de independencia 2 y orden 3 su
independencia fractal queda contenida el conjunto A = {z € C|27/3 < Arg(z) <
47 /3}, como se muestra en las Figuras 2 y 3. Por el Teorema 6.4 tenemos que tanto
G como todas sus potencias son unimodales.
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Figura 2. La independencia fractal de K; W Ky, .# (K W K3) contenida en el sector
angular A

Figura 3. La independencia fractal de Ps, .%(Ps) contenida en el sector angular A
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7 Conclusiones

En este trabajo se presenta el estudio de la independencia fractal de un grafo con
numero de independencia 2 que fue estudiado por Brown, Hickman y Nowakowski
en [4], quienes mostraron la relacion de este objeto con las raices de las iteraciones
del grafo inicial. La importancia de la ubicacién de las raices radica en el hecho de
que bajo ciertas condiciones esta nos garantiza la unimodalidad del polimonio de
independencia (cf. [8, 10, 11]).

Hemos utilizado la independencia fractal y la ubicacién de las raices para de-
terminar la unimodalidad de ciertas clases de grafos. Lo que nos hace pensar que
este objeto podria ser tutil para determinar la unimodalidad de otras familias de
grafos. Por el momento tenemos un criterio grafico para determinar si el polinomio
de independencia de un grafo y todas sus iteraciones son unimodales.

La dificultad que se presenta al trabajar con grafos con niimero de independencia
mayor radica basicamente en que el célculo del nimero de conjuntos independientes
de cardinalidad mayor o igual a tres no es sencillo y la dindmica de polinomios de
esos grados atn no estd completamente determinada.
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Resumen

Lo que se presenta es un desarrollo de la demostraciéon por contradicciéon en su
version sintéctica como una propuesta para eliminar algunas de las dificultades
que el estudiante presenta al momento de estudiarla, teniendo especial énfa-
sis en eliminar las interpretaciones semanticas que usualmente se imprimen al
momento de explicar el método y que son causa de confusiones.

Para esto, se contextualiza la propuesta bajo una perspectiva filoséfica; se exhibe
un episodio histérico que evidencia la fertilidad creativa del método y por tltimo
se estudia la interpretacion semantica del método y una propuesta en la que se
separa la naturaleza de los elementos usados en la demostracion y los elementos
sobre los cuales trata la demostracion; tratando asi de hacer mas asimilable la
demostraciéon por contradiccion.

1 Introduccion

FEn la ensenanza de las mateméaticas juega un papel importante trasmitir concepcio-
nes y no sblo informar. Las actitudes que se tengan seran fundamentales para que el
estudiante se sienta comodo y seguro frente a los conocimientos que debe asimilar.
Pero los mismos profesores de matematicas no se han formado en la comprensién
y asimilaciéon de una concepciéon de la matemaética, justificando sus estrategias de
ensefianza con razones, las més de las veces ajenas a la matematica, y en el peor
de los casos, tales estrategias les son heredadas por pedagogos que entienden po-
co de la estructura del conocimiento matemético. En la medida en que el ntcleo
del discurso educativo esté disenado en atencién a una concepcién explicita de las
matemaéticas, este discurso puede realmente seducir a los educandos y sobre todo
cumplir una tarea formativa.
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Toca a las estrategias de demostraciéon entregar, necesariamente, cuentas a una
concepcion de la matemaética, y esto sucede no sélo para la ensefianza universitaria
de la matemaética, sino al seno de la mateméatica basica se encuentran similares pro-
blemas. La ausencia de demostraciones también exhibe, aunque no explicita, una
concepcién de la matemética. En esencia, ensenar matemética es ensenar actitu-
des y asimilar una concepcion; apostar a la manipulacién de algoritmos es apostar
a la memoria que, desprovista de una concepcién, puede reducirse a trasmitir co-
nocimientos olvidables, paraddjico a su apuesta memoristica. Toca a este trabajo
exhibir a la demostracion por contradiccion, como un claro ejemplo de que, en au-
sencia de una concepcién matematica, se generan malentendidos y en consecuencia
dificultades para el aprendizaje del tema.

Es de destacar que, para formarse una concepcién de una problemética y de ahi
generar una estrategia didactica, se precisa un profundo conocimiento de la mate-
mética, al menos en los aspectos cercanos al tema a desarrollar. En este trabajo, la
solucién propuesta por los autores exige un conocimiento mas que basico de teoria
de modelos y léxicos y una comprension del ambito semantico y sintéctico, al menos
en su expresion matematica. Los problemas de ensefianza no pueden separarse de
la obtencién de una concepcién del conocimiento y de la estructura matemaética,
temas que a veces estan alejados de la cotidiana practica matemética, asi que la
enseflanza no so6lo exige una actitud didactica nueva, sino también una especial
actitud matematica diferente. Asi, aspirar a una educaciéon matematica, conlleva
la formacién de matematicos criticos y reflexivos en torno al trabajo del mismo
matemaético y de los procesos creativos de los mismos.

No solo de técnicas didacticas se nutre el discurso educativo, es necesaria la
participaciéon de un matematico que aporte reflexiones acerca de la estructura del
conocimiento matematico, de esta feliz reunién se podra asegurar un discurso y una
practica docente que en realidad forme seres humanos provistos de las précticas
matematicas més enriquecedoras, lo cual impactard mas en lo formativo que en lo
informativo.

2 La postulaciéon de entidades, actividad fundamental
de la matematica

La conciencia, es decir el pensamiento que se apropia del mundo mediante concep-
tos y estructuras mentales, asume la exterioridad de un mundo, que es el material

de sus trabajos. Asi, nos encontramos frente a un mundo creado mediante una
actividad proyectada y dirigida por una conciencia que previamente ha pensado
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a esa “exterioridad” para después transformar esa realidad “exterior”. La duda de
qué tan fiel es la realidad “pensada’ a esa realidad “exterior”, es resuelta cuando,
mediante una préactica, proyectada y dirigida teniendo como base esa copia mental,
la realidad obtenida mediante esta transformacién coincide con lo esperado o su
coincidencia es casi completa. Nuestra realidad exterior y nuestra realidad pensada
son a grandes rasgos dos entes que quisiéramos que coincidieran, pero que siempre
se contraponen y se complementan, al menos al interior de la conciencia del hombre.

Teniendo como objeto esa realidad exterior, proyectamos la transformacion de
ésta mediante un ideal realizado al amparo de la realidad pensada; qué tan cercanos
son lo proyectado y lo obtenido es el gran problema de la actividad humana. Este
esquema, basico, del cual se nutre la ciencia, méxima expresiéon de la conciencia que
tiene como fin la apropiaciéon mental de la realidad exterior, permea otro problema,
la existencia de una realidad pensada, al interior de la conciencia, y la existencia de
una realidad exterior en espera de ser pensada; dos existencias paralelas teniendo
el mismo sustrato que se identifican y se contraponen.

Donde se dan las identificaciones de manera muy dramética es en la matematica.
Como ejemplo de esta identificacién-confusion, tenemos a los sistemas formales en
los cuales no se encuentran connotaciones ‘“reales”; parecieran estar enunciados al
capricho de un matematico y no mandatados por alguna realidad, pero sin embargo,
tales sistemas formales dramaticamente son la esencia de modelos matematicos
sumamente exitosos en el diseno de transformaciénes de la realidad.

scomo obtuvieron esa raiz real?

Creemos que la matemaética siempre es realidad pensada, aunque la relaciéon con
la realidad exterior se dé de manera indirecta. La matemética en alguna de sus
condiciones iniciales se “enuncié” con motivaciones reales, aunque después, dentro
de las miltiples consecuencias de tales enunciados, no se logre visualizar estas moti-
vaciones. Es precisamente este andar distancias en el mundo de la conciencia, entre
una de las consecuencias logicas de un enunciado que tenia motivaciones reales, es
lo que constituye la grandeza del pensamiento matematico. De los ntimeros para
contar, a la estructura algebraica de anillo hay una distancia conceptual enorme,
pero los anillos son los nimeros para contar y otras cosas mas, nimeros para ope-
rar, nameros para medir, etc. El anillo en su definiciéon basica no deja entrever
tal riqueza, no porque se quiera ocultar sino mas bien como consecuencia de la
economia en el enunciado, se elige lo simple arropando a lo complejo. Afirmamos,
basados en la sorprendente hecho de que todo conocimiento matemético, tarde o
temprano es “aplicable”, que la matemética en alguna de sus raices ya tomd una
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racion esencial de realidad, lo cual permite a la matematica su exitosé retorno a ella.

Pero este hecho tan sorprendente sélo ejemplifica la enorme complejidad del
pensamiento humano, que puede ser el recepticulo de relaciones increiblemente
complicadas, enunciadas en formas simples, hecho igualmente sorprendente. Pero el
pensamiento humano no sélo es complejo, también es basto; en él se puede pasar to-
da la vida auscultandolo y caminando a su interior. Toda deduccién, demostracién,
postulacién de axiomas o el enunciado mendiante definiciones de nuevas entidades,
son actividades al seno de la conciencia que sin embargo, en ultima instancia, son
noticias de esa realidad exterior, y ellas mismas son existencias, al interior de la
conciencia, potencialmente reales.

Cuando el namero ¢ se dejo entrever, a través de ecuaciones polinomiales, al
seno de los sistemas numeéricos en el renacimiento, fue durante muchos afios un mal
sueflo matemaético. Existia como entidad que de no aceptarla negaria el acceso a
soluciones de ecuaciones polinomiales, incluso que eran niameros reales; fue acepta-
da como recurso pragmatico para hallar soluciones, como un eslabén en la cadena
de deducciones. Sin embargo, tan “imaginario” ente, después de ser domesticado
mediante un sistema formal que lo contiene, tiene un éxito enorme como guia para
transformar la realidad; es protagonista fundamental en la matematica “aplicada’”.

Para los seres de la matematica, el proceso de aceptacién de su existencia legal
en la matematica, puede ser largo y truculento, pero esto no sucede por no contener
realidad, sino més bien por condiciones histérico-sociales de la ciencia de su tiempo.
La increible carga social de la matematica es suministrada por estos procesos; cree-
mos que los matematicos como representantes involuntarios de la especie humana,
deciden, por supuesto usando toda su experiencia cultural, los seres a los que deben
buscarles acomodo en algtn sitio de la matematica, construirles su residencia en el
gran territorio de la matematica. Los complejos fueron la residencia de i, a su vez
cuando se cred el territorio de los cuaterniones de Hamilton, a ese nuevo territorio
fueron a vivir los complejos y a otros territorios, el de los campos algebraicamente
cerrados, al de los espacios vectoriales de dimension 1 sobre ellos mismos, o de di-
mension 2 sobre los ntimeros reales, por ejemplo.

La matematica, en su incesante desarrollo, es la historia de un incesante dar a
la vida (matematica) seres diversos, que culminan sus apariciones fantasmales en
los intersticios de la matemaética, en un nacer definitivo.
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3 Lenguaje y significado

,Como es que un ente no previsto en un sistema, se manifiesta en el interior de é1?
., Como es que realizando tareas cotidianas de repente un dia aparece un no-invitado
que constata seres no predichos en tal sistema?

Una forma usual de hacerse visibles los entes matemaéticos, es descubriendo que
cumplen ciertas condiciones comunes a otros entes que son los ciudadanos legales
de algtn territorio matematico, para después alcanzar la ciudadania en algiin nuevo
territorio creado. Sin embargo, los matematicos han inventado un territorio bésico
en el que puede uno ir a cazar entes fantasmales, que no se habian predicho, ya que
en este territorio se evita predecir. Este territorio es el de los lenguajes formales.

Un lenguaje formal, en donde s6lo viven cadenas bien formadas, es de una vas-
tedad grande, ya que la carta de ciudadania es facil de obtener. Sobre un léxico se
construye un lenguaje formal y, sobre este, un modelo. Esta estructura matemaética
es mas complicada, pero grosso modo, es dotar de significado a algin subconjunto
de frases bien formadas. En la relacion dialéctica entre estos dos territorios es como
se van alcanzando nuevas existencias matematicas. El existir como frase y el existir
esa frase con un significante ahora en un modelo, es un cambio radical, que matemé-
ticamente es posible; gracias a esta posibilidad, la demostracién por contradiccion
tiene una fuerte base matemaética.

Vale la pena resaltar que este proceder, la distinta naturaleza de la existen-
cia como significante y significado, entrana el enigma de la naturaleza ontologica-
epistemoldgica de las matemaéticas, ya que sugiere, como lo ha sefialado Zalamea
en 7, p.13-14] !, que es necesario oscilar entre posturas ontologicas-epistemologicas
contrarias para comprender el quehacer matemético contemporaneo.

jAtencion!, el uso de este tipo de demostraciéon fuera del contexto matemaético
que resaltamos en este trabajo, s{ puede tener inconsistencias logicas. Su defensa o
impugnacion de tal método de demostracion, fuera del contexto matemético, solo
se puede realizar explicitando los presupuestos filoséficos que se estadn adoptando.
Por ejemplo, si se asume una ontologia realista, como es costumbre en las ciencias,
el razonamiento reductio ad absurdum es improcedente.

Casi todas las limitaciones que se resaltan en la seccién siguiente se deben
fundamentalmente a confundir la existencia de un enunciado o frase bien formada

L Pero el amplisimo rango intermedio entre esas oscilaciones del péndulo es, en el fondo, el que
merece ser observado con el mayor cuidado [...] —mds alld de un alternar binario si/no— algunas
mizturas son imprescindibles para poder obtener una cabal comprension del hacer matemdtico,
tanto en su estructuracion general, global, como en muchas de sus muy detalladas construcciones
particulares, locales.
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con asegurar que la frase en un modelo asegura la existencia del ente que surge
arropado por el significado que alcanza en tal modelo.

4 Sacheri y el V postulado

Segun cuenta Proclo, historiador griego del siglo V d. C., desde que los “Elementos”
de Euclides aparecieron, alrededor del afio 300 a. C., se inaugur6 el enfoque logico
deductivo de las mateméaticas. Sin embargo, hubo inmediatas reacciones acerca de
un postulado en particular, el llamado V postulado:

“Si una recta corta a otras dos formando, de un mismo lado de ella, dngulos
internos que juntos midan menos que dos rectos, las dos rectas, si se prolongan
idefinidamente se encuentran en un punto que estd en el lado en que los dngulos
Jjuntos son menores que dos rectos”

Si se compara este postulado (considerando postulado como un tipo de axioma)
con los restantes, se da uno cuenta de que el enunciado del V no goza de la propiedad
clasica atribuida a los axiomas: el ser “autoevidente”. Es muy largo y se tiene que
leer mas de una vez antes de comprenderlo cabalmente. El postulado IV, como los
restantes axiomas, es corto y de facil comprensiéon: todos los dngulos rectos son
iguales entre si.

EL enunciado del V postulado es la proposiciéon reciproca de la proposicion 17
del libro I de los Elementos, que asegura que la suma de dos dngulos interiores de
cualquier tridngulo es menor que dos rectos. Por eso se piensa que Euclides intenté
demostrar dicho postulado como un teorema pero, al no lograrlo, entonces traté
de no usarlo en las demostraciones de los teoremas que fueran emanando, lo que
logré en las demostraciones de los 11 teoremas siguientes del libro I; sin embargo,
en la demostracion del teorema 29 tuvo que usar por primera vez el V. Sin él co-
menzaron a aparecer muchos otros teoremas como el 29, que tampoco se podian
demostrar. Aceptando el V en cambio, todas las demostraciones se efectuaron sin
ningtn problema. Decision sabia de Euclides: mientras no pueda demostrar el V,
lo asume como axioma, dada su extrema utilidad. En cambio, muchos mateméticos
posteriores a Fuclides con la misma percepcion de que el V no deberia ser un axio-
ma, intentaron demostrarlo como un teorema, a partir de los otros nueve axiomas y
lo que se dedujera de ellos. Casi todos los matematicos que creyeron haber logrado
demostrar el famoso postulado cometieron un error del siguiente tipo: sea IV el con-
junto de teoremas que se pueden deducir de los axiomas de Euclides excepto el V. Se
trataba de demostar N = V. En practicamante todos los intentos de demostracién,
el autor usaba sin darse cuenta una proposiciéon ¢, y lo que hacia era demostrar
N 4 q =V, es decir, no demostraba el V a partir s6lo de N, sino que usaba, junto
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con N, una proposicién ¢ que no se podia demostrar tampoco usando sélo N a
menos que usaran también el V; en pocas palabras, en el sistema axiomatico IV, ¢
y V son equivalentes. Esta historia de intentos fallidos mostro, a la postre, que el
V postulado es equivalente, en N, a muchas de las proposiciones mas tutiles de la
geometria Euclideana ¢ omo la transitividad del paralelismo, la equidistancia de las
rectas paralelas, el teorema de Pitagoras, la teoria de semejanza de tridngulos, etc.

No fue sino hasta 1733 cuando la primera investigacion realmente cientifica del
postulado de las paralelas fue publicada por el padre jesuita Girolamo Saccheri
(1667-1733). Mientras era profesor de matematicas de la Universidad de Pavia, pu-
blic6 una pequena obra titulada Euclides liberado de toda falla. En una obra anterior
sobre logica, Saccheri se habia fascinado por el poderoso método de reduccion al
absurdo y concibié la idea de aplicarlo a una investigaciéon del postulado de las
paralelas. En N, Saccheri demostré facilmente que si en un cuadrildtero ABC'D los
angulos A y B (angulos de la base) son rectos y los lados AD y BC son iguales,
entonces los angulos D y C' (4ngulos de la cima) son iguales. Hay tres posiblidaddes:
los angulos D y C son angulos agudos iguales (hipotesis del angulo agudo, HA) o los
angulos D y C' son obtusos iguales (hipotesis del d&ngulo obtuso, HO) o los angulos
D y C s on rectos (hipotesis del dngulo recto, HR). Por el axioma de tricotomia de
los nameros reales, aplicado a la medida del dngulo de la cima sabemos (y lo sabia
Saccheri) que las tres hipotesis son mutuamente excluyentes y que una de las tres
debe cumplirse. Entonces N = (N + HA)V (N + HO)V (N + HR).

Saccheri prob6 que N+ H R implica el V, asi que el plan de Saccheri consistié en
demostrar que, tanto N + HA como N + HO, nos llevan a sendas contradicciones y
que por lo tanto, la tnica de las tres afirmaciones que debe cumplirse es N + HR.

Aclaremos que Euclides usa suposiciones técitas, como la infinitud de la recta,
que, junto con sus nueves axiomas distinto del V, generan lo que se conoce como
geometria neutral, sistema axiomatico que estamos denotando por N. Saccheri,
también hace estas suposiciones tacitas y con ello elimina facilmente la hipotesis del
angulo obtuso. S6lo quedaba demostrar que IV + H A nos lleva a una contradiccion.
En el curso de su tentativa, Saccheri obtiene muchos de los teoremas de lo que ahora
llamamos geometria hiperbdlica y, si se hubiera quedado en este punto, se le habria
atribuido el mérito de ser el primer decubridor de una geometria no eculidiana; pero
fue tan grande su anhelo de vindicar a Euclides, que sus razonamientos dejaron de
ser impecables. Entre otras cosas, prueba la existencia de dos rectas paralelas entre
si, pero una de ellas perependicular y la otra oblicua a una tercera recta, lo cual
es, segtn él, incompatible con la naturale za de la recta, conclusién que, como no
le satisface en el fondo, le obliga a volver al antiguo concepto de equidistancia y
si bien no logré su proposito de demostrar la absoluta validez del V, aunque él si
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lo creyo, llegd a resultados importantes que lo colocan como los precursores de las
geometrias no euclidianas.

Nosotros ponemos este ejemplo como ilustracon de que, a partir de entidades
no existentes, se puede ir construyendo una entidad nueva y prometeica, que sélo
confirmaré su legalidad matematica al paso del tiempo.

5 La prueba por contradicciéon

La prueba por contradiccién conocida también como reductio ad absurdum, tiene
presencia en la matematica, al menos, desde tiempos de Euclides; en su obra Los
Elementos, numerosas pruebas se realizan por contradicciéon. Sin embargo, la na-
turaleza de esta prueba ha despertado diversas preguntas, desde filos6ficas hasta
epistemologicas.

Por ejemplo, en [2, p. 401-402]? se enuncia que

El debate suscitado por los intuicionistas al principio del siglo veinte es
bien conocido. Su rechazo tanto a la prueba por contradiccién como contra-
positiva estaba basado en el rechazo a la ley del tercero excluido y finalmente
sobre una diferente interpretacion de los conectivos logicos. (Dummett 1977,
pp. 9-31).

Otro ejemplo paradigmatico es la discusion desarrollada entre el siglo die-
ciséis y diecisiete. Empezando por la postura aristotélica de que la causalidad
deberia ser la base del conocimiento cientifico (Mancosu 1996), el debate in-
volucr6 la aceptabilidad de demostraciones |...]. En particular para ser parte
del tratamiento cientifico, una demostracién deberia proceder de la causa a
su efecto. Por lo tanto, de acuerdo con el punto de vista aristotélico, una
demostracién por contradiccion podria no revelar la causa dado que no esta
basada en premisas verdaderas. Como Mancosu afirma: « Existia por lo tanto
un consenso de parte de estos estudiosos que las pruebas por contradiccion
eran inferiores a las demostraciones directas, a causa de su falta de causabili-
dad. Las consecuencias que se obtienen desde esta posicién son de relevancia
para los fundamentos de las matematicas clasicas.» (Mancosu 1996, p. 26)

Algunos de estos problemas son estudiados en [2] y [3]. [3] identifica los siguientes
problemas:

1. Representar lo imposible.
2. La dificultad pragmaética del primer enunciado.

3. El problema del culpable.

2Los textos [2], [3], [5] ¥ [6] se encuentran en inglés, la traduccion es por parte de los autores.
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4. El problema del acto de fe.

Para entender lo que aseveran estos enunciados, primero exhibamos el esquema
de una demostracién por contradiccién.

Se desea demostrar . Se procede suponiendo su negacion, -, més un sistema
de propiedades, que puede incluir suposiciones de distinta naturaleza como podrian
ser axiomas matematicos y axiomas logicos. Se obtiene una contradiccion, ya sea
directamente con ¢ o algunas de las propiedades asumidas explicitas o implicita-
mente en el sistema. Se concluye que —p no es posible y por lo tanto se verifica
®.

El primer punto se refiere a que, si la prueba por contradiccién es satisfactoria
en su sentido usual, significa que se ha demostrado la imposibilidad de la “veracidad”
de la hipotesis asumida (—). El problema es que si es imposible ;Como se llevo a
cabo la demostracion?

El segundo punto hace referencia a por qué debemos asumir algo, —p, que es
exactamente lo contrario de lo que se desea demostrar (¢).

El tercer problema se refiere al paso en que, habiendo derivado la contradiccion
. Como se decide qué es lo que debe rechazarse (es decir, como se asevera que —p
es la razon de la contradiccion)?

El dltimo punto, continuacién del anterior, pregunta, si aceptamos el rechazo
de -, por qué deberia implicar la demostracion de ¢.

En [3] se desarrolla un abordaje dialogico que pretende resolver el punto 2. Asi
como se explicita que los puntos 3 y 4 no conciernen intrinsecamente al método de
demostracién en cuestién sino a la teoria de la demostracién en la que se enmarque.

Sin embargo, después de exponer los problemas del punto 1 sélo se afirma que
es un problema que se pueda resolver directamente desde una perspectiva filosofica.

Con este mismo tratamiento peculiar es abordado el problema 1 en |2, p. 402—
403].

Leron (1985) identifica una de las principales dificultades en el hecho de
asumir y trabajar con hipoétesis falsas:

« En pruebas indirectas, sin embargo, algo extrano le ocurre a la ‘reali-
dad’ de estos objetos. Nosotros empezamos una demostracién declarando que
nos vamos a adentrar a un mundo falso, imposible, y que todos nuestros es-
fuerzos siguientes estardn dirigidos a ‘destruir’ ese mundo, demostrando asi
que es en efecto falso e imposible. Entonces, nosotros estamos involucrados
en un acto de destrucciéon matematica, no de construcciéon. Formalmente,
debemos quedar satisfechos con que la contradiccion establece en efecto la
veracidad del teorema (habiendo falseado su negacion), pero psicologicamente
muchas incégnitas se mantienen sin respuesta. ;Qué es realmente lo que he-
mos demostrado al final? ;Que hay acerca de esas hermosas construcciones
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que realizamos mientras vivimos en el mundo falso? ;Las vamos a descar-
tar completamente? ; Y que hay acerca de la realidad mental que creamos
temporalmente? Yo pienso que esto es una de las fuentes de frustacion, del
sentimiento de haber sido enganado, que nada ha sido realmente demostrado,
que es meramente algin tipo truco- hechiceria- que ha estado jugando con
nosotros. (Leron 1985, p. 323)»

Los problemas expuestos anteriormente estan vigentes desde una perspectiva
ontologica o epistemoldgica realista. Lo que se expondra a continuacién es una pro-
puesta concreta que pretende resolver estos problemas (principalmente el primero)
a partir de una postura particular; ésta, por supuesto no agota ni resuelve el pro-
blema en general; sin embargo, es de utilidad porque justifica el proceder usual en
la mayoria del quehacer matematico universitario.

6 Demostracion sintactica como solucién al problema

Si tomamos una postura formalista de las matematicas, nuestras teorias matemé-
ticas pueden ser visualizadas como sistemas formales. Es posible considerar cada
teoria por separado y no necesariamente a partir de la axiomatica de la teoria de
conjuntos. Es una practica usual estudiar una teoria matemética a partir de una
coleccion de axiomas. El Anélisis Matematico podemos abordarlo (y se hace asi en
varios libros de texto) suponiendo la existencia del campo de los nimeros reales.
Teoria de grupos, trabajando con los entes que satisfacen los axiomas de grupo,
Geometria plana a partir de los axiomas de Euclides, etc.

Presentamos la versioén resumida de qué es un sistema formal como se hace en
[1, p. 21]:

La estructura de sistema formal es una terna que se compone de:
~» Un Lenguaje. Esto es una coleccién de simbolos y reglas gramaticales que nos
dicen cuando una cadena, finita, de simbolos es un enunciado valido, al que se le
llamaré expresion bien formada.
~ Una lista de Aziomas. Los Axiomas son expresiones bien formadas. Los Axiomas
se dividen en dos tipos, l6gicos y matemaéticos. Los axiomas ldgicos son los que co-
rresponden a una parte de la logica formal mencionada en el parrafo anterior. Los
axiomas matemaéticos son expresiones bien formadas que se eligen por ser de algiin
interés matemaético.
~ Una coleccion de Reglas de Inferencias. Son reglas que producen nuevas expre-
siones bien formadas a partir, ya sea de los axiomas del sistema, o de expresiones
bien formadas obtenidas previamente por estas mismas Reglas de Inferencias (estas
nuevas expresiones bien formadas obtenidas a partir de las reglas de inferencia son
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los teoremas del sistema formal).
A los dos ultimos elementos se les llama el Sistema Deductivo del Sistema Formal.

La coleccién de simbolos que forman parte del Lenguaje se divide en dos ti-
pos. El primer tipo, los simbolos l6gicos, contiene las variables y conectivos logicos
(dependiendo de los objetivos hay quien considera el simbolo '=" como 16gico). El
segundo tipo de simbolos componen al Léxico del lenguaje, que representaremos
por L, son los simbolos que podriamos considerar de naturaleza matemaética; si se
desea trabajar en el lenguaje formal de teoria de grupos es usual usar el léxico
L = {+,-,0,1}, cuyos elementos son todos simbolos funcionales, si quisiéramos es-
tudiar propiedades de orden, agregariamos el simbolo proposicional '<’; en teoria
de conjuntos, usualmente se trabaja con el reducido léxico £ = {€} aunque, para
facilitar la escritura de las pruebas, se acostumbra aniadir simbolos proposicionales
como 'C’ y simbolos funcionales como ().

Dotados de la postura formalista, que no contraviene las practicas usuales de
estudiar entes matemdticos que satisfacen determinados axiomas, se obtiene una
interpretacion de la demostracién por contradiccién que, en un comienzo, no ge-
nera conflicto alguno: la interpretacion sintdctica de la prueba por contradiccion.
Procedemos a presentar la prueba por contradiccion como es hecho en [4]:

A continuacion, lo que se entenderd por una prueba formal.

Definicion 6.1. Si ¥ es un conjunto de oraciones de £, entonces una prueba formal
a partir de ¥ es una sucesion finita no vacia de oraciones de L, g, ..., ¢n, tal que
para cada i se cumple que, p; € 3 0 ; es un axioma logico o para algunos j, k < i,
©; se obtiene de ¢;, ¢ por Modus Ponens (esto es, ¢y, es (¢; = ¢;)). Esta sucesion
es una prueba formal de la tltima oracién, @,.

Ahora veamos lo que es obtener una contradiccion.

Definicion 6.2. Si ¥ es un conjunto de oraciones de £ entonces X es inconsistente
sintacticamente (—Cony £(3)) sii existe alguna oracion ¢ de £ tal que ¥ kg ¢ v
>k —p. “consistente” significa “no inconsistente”.

Con lo anterior podemos enunciar y demostrar el método de demostraciéon en
cuestion.

Lema 6.3 (Demostracion por Contradiccion). Si ¥ es un conjunto de oraciones de
L y ¢ es una oracion de L, entonces

1. ¥ Fp ¢ sii 2Conp (XU {—¢}).

2. ¥ kg~ sii ~Cony £ (X U {¢})
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Demostracion. Para (1), (=) Se sigue inmediatamente del hecho trivial que ¥ U
{—¢} Fr —p. Para (<), tenemos que ¥ U {—p} Fr ¢ ya que a partir de una
coleccion ¥ inconsistente puede demostrarse lo que se desee [4, Lema I1.11.3] , asi
que Xk, —p — @ por el Teorema Deductivo ([4, Lema II.11.1|, también conocido
como el método de demostracion de hipotesis reforzada). Ademés tenemos que
(mp — ) — @ es una tautologia, asi que aplicando Modus Ponens tenemos que
YXkr .

(2) Se demuestra de manera anéloga. O

Lo que enuncia el Lema es que ¢ se puede demostrar a partir de las oraciones
de ¥ (véase como nuestros axiomas) si podemos derivar una contradiccion a partir
de X U {—¢}, esto es, una prueba de ¢ A ) para alguna oracion 1.

., Coémo resuelve esta interpretacion el problema 1 mencionado anteriormente?
Esta interpretacion es libre de verdad o falsedad, siendo éstas, nociones semanticas.
Esta interpretacion trabaja tnicamente con nociones sintacticas (demostrabilidad).
No se esté inventando ningin mundo imposible ni falso como se hace referencia en
la cita de Ler6n y que Antonini refuerza, cuando lo cita, al decir que se trabaja con
hipotesis falsas o verdaderas. Asumir la hipdtesis —¢ no conlleva ninguna nocion
semantica sobre verdad o falsedad.

Por lo tanto, se pueden evitar algunas de las complicaciones mencionadas en la
Seccion 4, aclarando que el método por contradiccion (sintactico) no hace referencia
a valores de verdad. Lo que se busca es la derivacion de una oracion y a la vez de su
negacién. La expresion “Supongamos que ¢ es falso” debe entenderse, en pos de una
mejor comprension, exclusivamente como que, a nuestra coleccion X de premisas,
hemos anadido —p, y asi deberia exponérsele al estudiante.

i Estamos ya libres de cualquier problema? No. Otra costumbre arraigada en
el proceso formativo es, que al obtener la contradiccion se afirma “la contradicciéon
proviene de haber asumido —” Sera necesario agregar algunos detalles a esto si
es que nuestro interés es ofrecer una mayor claridad al estudiante. El Lema del
método de demostraciéon por contradiccion no afirma que la contradicciéon provenga
de asumir -, solo afirma que X F ¢.

Sea ¢; € X, si logramos demostrar que —Cony £(X U {—¢}), la prueba por
contradicciéon nos permite concluir que (X \ {¢;}) U{=¢} F —¢;. Lo que nos lleva a
escoger a —p en lugar de ; es que previamente se ha demostrado o se supone que
> es consistente. Un mejor modo de concluir serfa “Dado que X2 es consistente, la
contradicciéon proviene de haber asumido —p”.

Lo anterior es importante no sélo por formalidad, sino porque, si el conjunto de
oraciones % es inconsistente, entonces ¥ demuestra ¢ y a cualquier otra oracién,
incluyendo —¢.
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Con lo expuesto hasta aqui, la demostraciéon por contradiccién queda totalmente
justificada sin ningtn paso oscuro, siempre y cuando se desarrolle a partir de un
sistema consistente de premisas.

El problema ahora es como verificar la consistencia sintactica de nuestras pre-
misas. Sin embargo, este problema se presenta de modo distinto al estudiante, ya
que el estudio sobre consistencia pertenece a otra area, y por el momento él puede
estar convencido de la validez de su método de demostracion.

Como se expuso, y era de esperarse, esta solucion solo trasladé el problema a
otra parte.

7 Demostraciéon semantica, de vuelta al problema

Con el desarrollo hasta aqui, se puede presentar al estudiante la demostracion por
contradicciéon sin los problemas identificados en la introducciéon. Si la soluciéon a
este problema es tan sencilla j Por qué sigue habiendo polémica sobre el método de
demostraciéon por contradiccion? Lo que hemos hecho es trasladar el problema a la
consistencia sintactica de las hipoétesis.

El proceder usual para demostrar la consistencia de una coleccién 3. de oraciones
es mediante la construccién de algiin modelo que satisfaga X.

Definicion 7.1. Si ¥ es un conjunto de oraciones de £ entonces ¥ es semdntica-
mente consistente o satisfactorio (denotado simbolicamente por Conp(Y)) si existe
algin A tal que A = ¥; “inconsistente” significa “no consistente”.

., Como resuelve esto nuestro problema? Goédel demostro, en su tesis doctoral,
que la consistencia seméantica y la sintactica son equivalentes, a este resultado se le
conoce como el Teorema de Completitud de Godel. Con esto, si queremos demostrar
la consistencia sintactica de ¥ basta demostrar su consistencia seméantica.

Teorema 7.2 (de Completitud de Godel). Sea ¥ un conjunto de oraciones de L.
Entonces

1. Conp (%) sii Conp- £(X).
2. Para toda oracion ¢ de L, ¥ = ¢ sii ¥ b, .

La primera parte del Teorema de Completitud nos dice que la consistencia sin-
tactica de X es logicamente equivalente a la consistencia semantica de ¥. Recorde-
mos que la consistencia seméantica de X implica la existencia de un modelo 2 que
modela todas las oraciones de ¥ (representamos esto como 2 = X).
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La segunda parte dice que, una demostraciéon de la oracién ¢ a partir de X es
posible si y sblo si ¢ es valida para todos los modelos posibles de L.

Supongase ahora que deseamos demostrar la consistencia sintactica de X, y
para esto procedemos a demostrar la consistencia semantica de ¥; tendremos que
construir un modelo para Y. Supdéngase que se encuentra dificultad en esto, y se
empieza a sospechar que no es posible construir dicho modelo. ;Cémo podriamos
demostrar que no existe un modelo para X7 Podemos suponer que existe un L-
modelo A y derivar una contradiccion. . .

Hemos vuelto al punto de partida.

8 Aspectos fundacionales y aspectos didacticos

La propuesta de interpretar el método por contradicciéon en su versién sintéctica,
para evadir el problema de la representacion de lo imposible conlleva a verificar
la consistencia sintéctica de . La dificultad de abordar este problema de modo
sintéctico es elevada y debe tener en cuenta los teoremas de incompletitud de Gédel.

Sin embargo, bajo esta perspectiva, la validez de la demostracién por contra-
dicciéon ya no recae en el método en si sino en la consistencia de las hipétesis. Lo
cual deberfa brindar mayor confianza al estudiante sobre la demostracion.

Si abordamos el problema de la consistencia sintactica desde la perspectiva
semantica, puede conducir (en caso de que X sea inconsistente) al problema inicial:
Ya sea demostrar sintacticamente la incosistencia de ¥ o recurrir a nuestra prueba
por contradiccién seméantica.

Sobre esta tultima situaciéon se hard una observacion final:

Trabajando en légica de primer orden tenemos la equivalencia légica

—Jxp(z) sii Vep(z) (1)

El proceso de demostracion “para todo elemento x”, generalmente se desarrolla bajo
el esquema de Generalizacion Universal. Informalmente este método se presenta al
estudiante como: si se demuestra para un elemento arbitrario ¢ la propiedad (¢(c))
entonces podemos concluir que se cumple para todo elemento (Vze(x)) ya que ¢
era arbitrario.

Por alguna razoén este procedimiento no genera dudas ni incomodidad en el estu-
diante sobre la validez de la demostracion, o al menos, no al nivel de la demostracién
por contradiccién.

Sin embargo podemos apreciar que hay oraciones logicas equivalentes que ligan
estos métodos de demostracion. ;No deberia haber alguna relacién en su interpre-
tacion? Es nuestro parecer que si.
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Por més que nos parezca natural “tomar” o “fijar” un elemento arbitrario, no
existe tal; y de existir, su naturaleza difiere de la naturaleza intrinseca a los ele-
mentos de estudio en cuestion; mas toda afirmacion que se haga sobre el “elemento
arbitrario” es una abreviaciéon sobre lo deducible de los elementos de estudio.

De este mismo modo deberia ser interpretada la naturaleza del modelo en cues-
tion al trabajarse en el método por contradicciéon. La existencia de un modelo 2
que es imposible no deberia sorprendernos més que la existencia de un elemento
arbitrario.

Se enfatiza que lo anterior tiene base en la equivalencia logica (1), por lo cual las
interpretaciones que se hagan de una de las oraciones deben ser aplicables a la otra.
Con esto, las interpretaciones de modelos imposibles y de elementos arbitrarios se
mantienen ambas de pie o caen juntas.

La prueba por contradicciéon es un claro e importante ejemplo de que el razo-
namiento a partir de inconsistencias forma parte de la creatividad humana y que
puede desembocar en invenciones o descubrimientos utiles. Coincidimos con Meheus
y Smith cuando dicen que “razonar a partir de una teoria inconsistente usualmente
juega un papel heuristico importante” y “el uso de representaciones inconsistentes
del mundo como guias heuristicas para teorias consistentes es una parte importante
del descubrimiento cientifico.” en [5] y [6], respectivamente.

El “suponer” entidades como punto de partida de una investigacion es sumamen-
te fértil, para la exploracion en territorios dados. Asi dada una ecuacién, legalmente
matematica, lo primero que se hace, es tomar un elemento ideal que lo solucione,
“algo” que aun no existe, y luego ir anadiendo corporiedad en la medida que des-
cubrimos mas propiedades que debe cumplir. Parad6jico método de suponer una
existencia para poder constatar o descartar su existencia misma; pero que visto
criticamente, lo que exhibe es la estructura subyacente, ya sea de los axiomas o del
mundo mismo.

El matematico que no parte de entidades que no existen cabalmente, podria
condenarse a no construir nuevas existencias matematicas, que agranden el mundo
matematico y por tanto el mundo humano.
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Resumen

El efecto Allee es un fenomeno que establece una relacion positiva entre algin
componente de adaptacién individual y el tamano o densidad de poblaciéon. El
presente Capitulo estéd dedicado a explicar ecologicamente tal efecto, asi como
a presentar algunos modelos bésicos en ecuaciones diferenciales ordinarias que
lo describen; en particular, se realiza un anélisis comparativo entre la tasa de
crecimiento per cépita del modelo logistico y la tasa correspondiente a dicho
modelo al considerar el efecto Allee.

Introduccion

El ecologista Warder Clyde Allee (1885-1956) realiz6 sus estudios en la Universidad
de Chicago, figurd entre los primeros en estudiar a las especies desde una perspectiva
ecolbgica y tuvo un papel importante en el establecimiento de la Ecologia como una
disciplina independiente de la Biologia.

De acuerdo con Courchamp, et. al. [11], el principal objetivo de Allee era de-
terminar los factores que conducen a la formacién y continuacién de la agrupaciéon
de animales, una de sus hipotesis plantea que tales agrupaciones incrementan la
sobrevivencia individual. En la buisqueda de contrastar esta hipotesis, Allee estudio
diversas especies, en particular, mostré que los gusanos planarios (Turbellaria) y
las estrellas de mar (Asteroidea) pueden sobrevivir mejor a la exposicion de ra-
yos UV o a quimicos téxicos cuando son lo suficientemente numerosos como para
acondicionar el agua. Con base en la evidencia experimental, Allee concluyd que
la evolucién de las estructuras sociales no sélo es impulsada por la competencia,
sino que la cooperacién es otro principio fundamental en las especies animales. Las
consecuencias dindmicas de esta agrupacion animal llevo a lo que Odum en [27]
llamo6 Principio de Allee, méas tarde conocido como “Efecto Allee”.
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Cuando una poblacién es pequenia, o se presenta en bajas densidades, suele pen-
sarse que los individuos se veran favorecidos por los recursos presentes en el medio
ambiente; sin embargo, este punto de vista no considera el efecto de la cooperacion.
En [11], Courchamp, et. al. describen como una poblacién se ve beneficiada por la
cooperacién: los individuos de algunas especies usan estrategias cooperativas para
cazar o en su caso para enganar a sus depredadores, buscan comida juntos y/o
unen fuerzas para sobrevivir a condiciones abi6ticas no favorables; cuando hay muy
pocos individuos, aunque estos podrian obtener mas beneficios de algunos recursos,
en muchos casos sufriran por la escasez de conespecificos; si el efecto de la escasez
es més fuerte que los beneficios por recursos, entonces su adaptaciéon se reduce. En
este sentido, a menor tamano de la poblacién o densidad de ésta, menor es la adap-
tacion individual. En esencia, lo antes descrito es un efecto Allee y establece una
relacion positiva entre el niimero de individuos en una poblacién y su adaptacion.

Elaydi y Sacker [14] afirman que en la ultima década el efecto Allee ha cobrado
interés, tanto es asi que en 2008 aparecié un libro de Biologia [11] exclusivamen-
te dedicado al estudio de este fenémeno, el cual se presenta en un gran ntmero
de ramas de la Ecologia: dindmica de poblaciones [2, 15|, ecologia del comporta-
miento [16, 31|, conservacion de la biodiversidad [11, 34|, epidemiologia y evolucion
[21, 24, 35]. Los primeros estudios realizados por Allee y sus estudiantes fueron
experimentales, ahora el interés se torna en una direccion diferente: la modelacién
matematica del efecto Allee y su analisis cualitativo. Por ejemplo, Gonzélez-Olivares
y Rojas-Palma |20] estudian la existencia de ciclos limites y atractores multiples en
modelos depredador presa tipo Gause, considerando el efecto Allee en la ecuacién
de las presas; Ben y Bourbaker [5] realizan un analisis de bifurcacion en modelos
depredador presa con efecto Allee llamados BB-modelos, los cuales fueron propues-
tos por Bazykin y Berezovskaya [4] en 1998; Stoner, Davis y Booker [34] estudian
las consecuencias negativas del efecto Allee en poblaciones del caracol pala (Lobatus
Gigas). Otros enfoques para modelar el fenomeno incluyen ecuaciones en diferencias
[6], ecuaciones con retardo [28], ecuaciones en derivadas parciales [29] o ecuaciones
diferenciales impulsivas [37].

El objetivo principal de este Capitulo es presentar un escrito que contenga una
descripcion ecologica del efecto Allee y algunos modelos en ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden que incluyen este fenémeno. Este documento consta de
una introduccién y cuatro secciones: en la primera seccién se hace una descripcién
del efecto Allee desde el punto de vista ecologico, y se muestra ademas una clasifi-
caciéon del mismo; en la segunda seccién se explica la equivalencia topoldgica entre
algunas ecuaciones diferenciales con efecto Allee; en la tercera secciéon se realiza un
analisis comparativo entre un modelo con efecto Allee y el modelo de tipo logis-
tico; y por dltimo, en la cuarta seccién se presentan las conclusiones del presente
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Capitulo.

1 Descripcion ecolégica del efecto Allee

Clasificacion del efecto Allee

Aunque Allee no brind6 una definiciéon formal del efecto Allee, en Stephens, et. al.
[33] lo definen como “una relaciéon positiva entre un componente de la adaptacion
individual y el nimero o densidad de conespecificos”. Lo anterior se puede inter-
pretar como: la adaptacién de un individuo en una poblacién pequena decrece a
medida que el tamano de la poblaciéon también disminuye.

En un amplio sentido, adaptacion individual se refiere a la contribucién gené-
tica de un individuo a la siguiente generaciéon, los principales componentes de la
adaptacion son sobrevivencia y reproduccién, de los cuales se derivan otros como
desarrollo, primera reproduccion, éxito de apareamiento, fecundidad, probabilidad
de muerte o reproduccioén, etc.

Este fenébmeno ha recibido diversos nombres, tales como: depensacion, efecto de
competencia negativa, dependencia de densidad inversa o positiva, subpoblacion (co-
nocido como undercrowding), alelocatdlisis, etc. El término depensacion fue usado
por primera vez por el biologo inglés Ferris Neave [26], y principalmente usado en
ciencias pesqueras, mientras que efecto Allee es més comun en las areas de Biologia
y Ecologia. [25]

El efecto Allee se puede clasificar en: efecto Allee demografico y efecto Allee
componente. El primero se refiere a una relaciéon positiva entre la adaptacion total
de una determinada especie, usualmente cuantificada por la tasa de crecimiento de
poblacion per capita, y el tamano o densidad de poblacién; mientras que el efecto
Allee componente ocurre a nivel de adaptacién individual, por ejemplo plantas que
se producen a baja densidad pueden recibir una reducida cantidad de polen y en
consecuencia sufrir una disminuciéon en el conjunto de semillas [12].

Un efecto Allee demografico es la prueba de la existencia de al menos un efecto
Allee componente, en cambio un efecto Allee componente no siempre genera un
efecto Allee demogréafico. Por ejemplo, el zorro isleno o zorro gris (Urocyon Littora-
lis) es una especie monogamica, después de la muerte de la pareja, el sobreviviente
busca un nuevo companero entre los individuos de territorios vecinos. Si la den-
sidad es demasiado baja la probabilidad de encontrar un companero disminuye,
es decir se presenta un efecto Allee componente, sin embargo este efecto Allee no
es suficiente para contrarrestar la liberacién de competencia intraespecifica a baja
densidad; cuando la densidad es baja menos zorras se reproducen, pero aquellas que
sf lo hacen tienen mas recursos y produciran camadas mas grandes, como resultado,
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la reproduccién per cépita es negativamente dependiente de la densidad; a menos
que haya otro efecto Allee componente intenso en la sobrevivencia, no habra efecto
Allee demografico [3].

De acuerdo al impacto ecologico que presente un efecto Allee demografico se
distinguen dos tipos: efecto Allee débil y efecto Allee fuerte. Un efecto Allee de-
mografico se considera débil si la tasa de crecimiento de poblacién per capita es
positiva para densidades de poblacién pequenas, donde un incremento en esta den-
sidad produce un incremento en la tasa; y para densidades altas un incremento
en la densidad produce un decrecimiento en dicha tasa. Y un efecto Allee fuerte
se presenta cuando por debajo de un cierto valor de densidad, llamado umbral de
Allee, la tasa de crecimiento per cépita se vuelve negativa. Si una cierta poblacion
presenta un efecto Allee fuerte ésta decrecerd a un ritmo acelerado hasta que se
extinga [39].

Cabe mencionar que aunque el efecto Allee se da de forma natural para algunas
especies animales o vegetales, este fendmeno puede ser creado artificialmente con el
objetivo de eliminar algunas especies daninas para el hombre, por ejemplo, liberando
machos estériles como la mosca de la fruta (Drosophila Melanogaster) [12].

Mecanismos que pueden generar efectos Allee

Las poblaciones pueden exhibir efecto Allee debido a un amplio rango de fenémenos
biolégicos. Un efecto Allee componente puede surgir via cualquier mecanismo que
genere una dependencia positiva de densidad en algtin componente de adaptacion.
Entre los principales mecanismos propuestos para explicar una mejor sobrevivencia
en grupos a altas densidades se encuentra la protecciéon proporcionada por las agre-
gaciones animales frente a amenazas externas. Ejemplos incluyen especies como el
codorniz de Virginia (Colinus Virginianus) quien tiende a agruparse para combatir
las bajas temperaturas durante el invierno; o el berrendo americano (Antilocapra
Americana) que forma una valla defensiva mostrando asi una superficie minima de
grupo a lobos y coyotes.

A continuacion se describen los principales mecanismos que pueden generar efec-
tos Allee componentes, los cuales pueden ser consultados en las tablas que aparecen
en [10, 32|, asi como ejemplos que representan a cada mecanismo.

Mecanismos en la reproduccion

e Encuentro de pareja. A bajas densidades de poblacion es mas dificil en-
contrar pareja. Ejemplos: Bacalao (Gadus Morhua), Caracol pala (Strombus
Gigas).
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e Emisiéon de desove. En poblaciones pequenas se tiene menor probabilidad
de encuentros entre el esperma y el 6vulo. Ejemplos: Corona de espinas o
Acantaster purpura (Acanthaster Planct), Erizo marino (Echinoidea).

e Facilitacion de la reproduccioén. Los individuos son menos propensos a re-
producirse si no perciben que otros se reproducen. Ejemplos: Caracol (Biomp-
halaria Glabrata), Lagarto cola de latigo (Cnemidophorus).

e Escasez de polen. Disminucion de las frecuencias de visita de polinizadores
en poblaciones de plantas pequenas o escasas. Menor probabilidad de polen
compatible a bajas densidades de plantas. Ejemplos: Haleakala espada de
plata (Argyroxzyphium Sandwicense), Borraza (Spartina Alterniflora).

e Cooperacion para la crianza. Cuando los grupos reproductores son peque-
nos tienen menos éxito en la produccion y/o crianza de los jovenes. Ejemplos:
Perro salvaje africano (Lycaon Pictus).

Mecanismos en la sobrevivencia

e Comportamiento antidepredador cooperativo. Los grupos de presas
cuando son pequenos suelen ser menos vigilantes y /o menos eficientes en de-
fensa cooperativa. Pequeiios grupos al escapar confunden a los depredadores
con menos facilidad. Ejemplos: Suricata (Suricata Suricatta), Muflon del de-
sierto (Owvis Canadensis), Perro salvaje africano (Lycaon Pictus).

e Saciedad del depredador. A medida que los grupos de presas se hacen
més pequenos, la vulnerabilidad individual de las presas aumenta. Ejemplos:
Bacalao (Gadus Morhua), Suricata (Suricata Suricatta), Corona de espinas
o Acantéster purpura (Acanthaster Planci), Caribu del bosque (Rangifer ta-
randus Caribou).

e Explotacién. Se presenta cuando las tasas de explotaciéon no disminuyen
tan rapidamente como la poblacién explotada, en consecuencia aumenta la
probabilidad de que un individuo sea capturado. Ejemplos: cualquier especie
comercialmente importante, principalmente especies marinas.

e Efecto antropogénico. Especies raras consideradas muy valiosas. Este efec-
to esta relacionado con actividades como recoleccién, caza de animales con-
siderados trofeos, productos de lujo o mascotas exoéticas. Ejemplos: Tucan
(Ramphastidae), Jacinto o Guacamayo azul (Anodorhynchus Hyacinthinus),
Cachorros de leon blanco (Phantero Leo Candidus).
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Mecanismos en la reproduccion y/o sobrevivencia

e Eficiencia de busqueda de comida. Capacidad de localizar alimento o
matar presas. Ejemplos: Albatros de ceja negra ( Thalassarche Melanophris),
Perro salvaje africano (Lycaon Pictus).

e Condicionamiento ambiental. Mejora del estrés ambiental a través de nu-
merosos mecanismos, como la termorregulacién social, una mejor resistencia
al hielo, etc. Ejemplos: Marmota alpina (Marmota Marmota), Mejillon aca-
nalado (Geukensia Demissa), Mosca de la fruta (Drosophila Melanogaster),
Plantas alpinas.

e Efecto de cultivo. Pocos peces adultos implican una mayor mortalidad ju-
venil. Por ejemplo, pocos erizos adultos empeoran el éxito de asentamiento y
las condiciones de alimentacién de sus crias, disminuyendo asi la proteccién
contra la depredacion.

Mecanismos en genética

e Efecto de muestreo y deriva genética. Reduccién del nimero de alelos
beneficiosos, acumulaciéon de mutaciones perjudiciales y/o reduccion del po-
tencial evolutivo en pequenas poblaciones. Ejemplos: Puma norteamericano
(Felis Concolor Coryi), Hierba (Ranunculus Reptans).

¢ Endogamia. Aumento de la tasa y/o el nimero de apareamientos entre pa-
rientes cercanos en poblaciones pequenas. Ejemplos: Hierba (R. Reptans),
Genciana del pantano (Pneumonanthe.)

2 Modelacion del efecto Allee

Segun Pielou [30], investigar acerca de como crece o disminuye una poblacion ha
sido, histéricamente, uno de los estudios méas antiguos de la Ecologia Matematica.
El principal objetivo de ésta es establecer modelos para la dinamica de poblaciones.
Cuando se modela una séla poblacién, la tasa de cambio de la variable estado a
menudo se denota por:

dx

& =af(), (1)

donde = = z(t) representa el tamafnio de poblacion en el tiempo ¢ > 0, medido en
cantidad de individuos, densidad por unidad de area o de volumen; y f(x) es el
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indice o tasa de crecimiento per capita la cual puede asumir una amplia variedad
de formas y puede depender de diversas variables y parametros. La definicion de
efecto Allee presentada en la Seccion 1.1 establece una relacion positiva entre f(z)
y «; esta relacion es usualmente llamada dependencia inversa de la densidad. Una
de las suposiciones ecolégicas més aceptada es asumir que el crecimiento de una
determinada poblacién se ve afectado por recursos limitados presentes en el medio
ambiente, un modelo que describe esta hipotesis es conocido como ecuacién logistica
o ecuacion de Verhulst y se expresa mediante la siguiente ecuaciéon diferencial:

donde r denota la tasa intrinseca de crecimiento de la poblaciéon x y K > 0 es la
densidad méxima de poblacién que puede soportar el medio ambiente, y es llamada
capacidad de carga.

En este modelo se observa que:

e La tasa de crecimiento de la poblacion, dx/dt, es proporcional al producto de
la densidad de poblacion x y la diferencia con la capacidad de carga (K — z).

P 2 . . .
e El término —%= modela la competencia intraespecifica por los recursos dis-

ponibles, lo cual limita el crecimiento.

e La tasa de crecimiento per capita estd dada por r(1 — %), la cual es una
funcién lineal decreciente para r > 0.

e El modelo implica una disminucién lineal de la tasa de crecimiento per capita
respecto a la densidad de poblacién, en otras palabras se tiene una dependen-
cia negativa de la densidad, esto significa que el aporte de cada individuo al
crecimiento de la poblacién disminuye a medida que la densidad de poblacién
se incrementa, como puede observarse en la Figura 1.

Aunque la ecuacién de crecimiento logistico considera la competencia intraes-
pecifica, no toma en cuenta las consecuencias de la cooperaciéon o agrupacién entre
individuos de la misma especie a bajas densidades de poblacién; la forma més comiin
de incorporar tal situaciéon al modelo (2) es la siguiente:

%zraz(l—%>(~”ﬂ—m)a (3)

con —K < m < K. Cuando el parametro m es positivo se le conoce como tamaifio
minimo de poblacion viable o nivel umbral. A la ecuacion diferencial (3) se le conoce
como modelo multiplicativo del efecto Allee [8, 17]. Cuando 0 < m << K la
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Tasa de Crec. Per-capita

Figura 1: Crecimiento logistico per capita

poblacion exhibe efecto Allee fuerte, y si —K < m < 0 se esté ante un efecto Allee
deébil; el caso m = 0 se llama efecto Allee débil especial, [19, 28|, ver Figura 2.
Otras formas matematicas que han sido utilizadas para modelar el efecto Allee
son las siguientes ecuaciones diferenciales.
En [13, 32] se estudia la ecuacion diferencial

dzx ( x) nr
= = 1— =) - —= 4
e K) 240 )

la cual es conocida como modelo aditivo del efecto Allee [1]. En esta ecuacion el
término nrx/(xz +b) es una funcién de tipo Michaelis-Menten, similar a la respues-
ta funcional hiperboélica de Holling tipo II, este término puede considerarse como
el impacto sobre la densidad de poblacién debido a causas externas, por ejemplo
migraciéon, predacion, etc.

Boukal y Berec [6] presentan la ecuacion diferencial

dx ( T m+n
ol E) ) 5
ar ~ " K T+n (5)
donde n, con n > 0y m > —n, afecta la forma general de la curva de crecimiento
per capita de la poblaciéon x, a medida que n aumenta la curva se vuelve cada

vez més plana y alcanza valores maximos inferiores. En [19] reescriben la ecuacion
anterior como

%_a:—i-n

dz rT (1—%)(w—m), (6)

y afirman que la ecuacion (6) describe el fenémeno conocido como efecto Allee doble
[3], es decir, cuando se tienen dos efectos Allee actuando simultdneamente; un efecto
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Tasa de Crecimiento

Densidad

\
W\

Figura 2: Tasa de crecimiento de la ecuacion (3). Efecto Allee fuerte: m > 0, efecto
Allee débil: m < 0, efecto Allee débil especial: m = 0.

es expresado por el término x — m, y el otro efecto por r/(x + n) el cual es una
modificacion a la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién, puesto que ahora
depende de la densidad.

Una forma particular de (5) se propone en [7] y esta dada por:

(1 £)0-2) 0

Notese que la ecuacion anterior no esté definida para x = 0, y si m = 0 se tiene la
tasa de crecimiento logistico, motivo por el cual esta ecuacién no puede representar
a la forma particular del efecto Allee débil.

En [36, 38| utilizan

rn(13) () o ;

donde 75 es el término que describe al efecto Allee, b es llamada constante del
efecto Allee, D es la tasa de muerte per capita de adultos y R es la densidad a la
cual la tasa de crecimiento per capita es cero; en este caso la ecuacion es equivalente
. _ R(r—D)
a (2) si K = EEa—
En [13], al modelo de crecimiento de Malthus le agregan una funciéon de tipo
Michaelis-Menten o hiperbélica de Holling tipo II, surgiendo asi:

da:_ < T )
a " x+b/’ (9)
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donde b > 0 es la constante de saturaciéon media, es decir, la cantidad de poblacién
necesaria para alcanzar la mitad de la tasa de crecimiento per capita. Notese que
en esta ecuacion no existe efecto Allee fuerte.

Para el estudio de metapoblaciones, en [22, 23| se propone

Zz(rm(h—x)—ea:)(i:z>, (10)

T

donde a, con 0 < a < h — %, es conocida como la fraccion umbral por debajo de la
cual &7 < 0 y la metapoblacion tiende a extinguirse.

Gonzalez-Olivares, et. al. en [18] muestran la equivalencia topolédgica entre la
mayoria de las ecuaciones anteriores. Entre los principales resultados que presentan

destacan los siguientes:

da
dt

e El modelo (4) es topologicamente equivalente al modelo (3), siempre que b < n
vy > 0.

e Para z > 0 y los parametros m,n > 0, el modelo (5) es topolégicamente
equivalente a (3). La demostracion de este hecho consiste en observar que al
reescalar (5), ésta tiene la misma expresion matemaética que (3) pero para un
tiempo diferente.

e El modelo (8) es topologicamente equivalente a (3) si y so6lo si m > 0.

e El modelo (9) no es topologicamente equivalente a (3), dado que (9) sélo
representa al efecto Allee débil y no existe un nivel umbral de poblacion.

e El modelo (10) es topologicamente equivalente al modelo (3).

3 Importancia del efecto Allee

Cuando m > 0, la ecuacion diferencial (3) describe al efecto Allee fuerte, el cual
es de especial interés para aquellos ecologistas que se dedican a la conservacion de
especies, dado que el umbral m plantea la conservaciéon o extincién de la especie:
para 0 < x < m la tasa de crecimiento per capita, f(x), es negativa, es decir, si el
tamano o densidad de poblacién esta por debajo de este umbral la especie tendera a
extinguirse; mientras que si el tamano de la poblacién esta por arriba de ese umbral,
x > m, entonces f(x) es positiva y se conserva la especie.

Cuando m < 0, la tasa de crecimiento per capita permanece positiva a bajas
densidades de poblacion y se esta ante la presencia de efecto Allee débil. Cuando
m < —K no existe efecto Allee, porque la tasa de crecimiento per capita f(x) es
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Tasa de Crec. Per Capita

Densidad

m<-K -K<m<0/ m=0;

Figura 3: Relacion entre la tasa de crecimiento de poblacion per capita, f(x) = %%,

y el tamano de la poblacion z. Crecimiento logistico (linea recta), efecto Allee débil
(m < 0), efecto Allee débil Especial (m = 0), efecto Allee fuerte (m > 0), no efecto
Allee (m < —K).

negativa para todo = > 0, como sucede con la ecuacién logistica. De acuerdo con
Clark, C.W. [9] a esta curva se le conoce como compensatoria. (Ver Figura 3)

En la Figura 3 se puede observar que en el modelo logistico (2) un incremento
en la densidad de poblaciéon produce un decremento en la tasa de crecimiento per
capita; en cambio, al considerar el modelo multiplicativo (3), el cual incorpora el
efecto Allee en el modelo logistico, lo anterior es cierto solo para altas densidades
de poblacion, en tanto que en bajas densidades un incremento de la poblacién
es beneficioso para la tasa de crecimiento per capita y por lo tanto para toda la
poblacion.

En Ecologia, el estudio del efecto Allee fuerte es importante ya que permite
determinar un umbral de densidad por debajo del cual una poblacién no puede
sobrevivir, por ejemplo, podria corresponder a una densidad por debajo de la cual
es muy dificil encontrar un companero de manera que la reproduccién no compense
la mortalidad. Investigaciones recientes sugieren que tal efecto podria tener una
influencia importante en la dinamica de la poblacién de muchas plantas y especies
animales, motivo por el cual la investigaciéon de las causas y efectos de efectos Allee
es importante para la biologia de la conservacion.

En Matematicas, los modelos de ecuaciones diferenciales ordinarias que surgen
en la modelizaciéon del efecto Allee son fuente de ejemplos de dindmicas diversas;
tales modelos han sido utilizados para estudiar las consecuencias en la interaccion
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de especies, en particular en modeos depredador-presa, como ejemplos: Gonzalez-
Olivares y Rojas-Palma [20] demuestran que formas matemaéticas diferentes para
el efecto Allee, implican modificaciones en la dinamica de los modelos, obteniendo
distintas cantidades de ciclos limites; mientras que Gonzalez-Olivares, et. al. [19]
analizan las consecuencias de considerar efectos Allee dobles.

4 Conclusiones

En este capitulo se describi6 ecologicamente el efecto Allee y se presentaron algu-
nas ecuaciones diferenciales ordinarias que han sido utilizadas para modelar dicho
fenémeno.

Bajo condiciones establecidas en la seccion 2, las ecuaciones (3),(4),(5),(6),(7),(8)
y (10) son topologicamente equivalentes entre si para x > 0. Estas ecuaciones mo-
delan el efecto Allee y se obtienen del modelo logistico (2) al agregar hipotesis.

En la seccion 3 se observa que la tasa de crecimiento per capita para el mo-
delo logistico (2) es estrictamente decreciente, mientras que la tasa de crecimiento
per céapita para el modelo (3), el cual incluye el efecto Allee, es decreciente so6lo
para densidades altas y creciente para densidades bajas, lo que explica por que a
densidades bajas el comportamiento de ambas ecuaciones diferenciales es diferente.
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Resumen

En este trabajo los autores analizan el comportamiento cadtico de un sistema
infinito de ecuaciones diferenciales ordinarias que se utiliza para modelizar las
distintas subpoblaciones de una poblacion de células cancerigenas, estructuradas
en funcién de su nivel de resistencia a medicinas.

1 Introduccién

En muchos modelos matematicos sobre teoria de la poblacién, como en biologia y
medicina, el proceso de la evolucion del tiempo estd descrito por un sistema infinito
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Uno de tales ejemplos es el proceso de gen
amplificaciéon y deamplificacién con células en proliferaciéon. Este es un fenémeno
bien documentado en Cancer (véase [16], [23] y [24]). En estas citas se considera una
poblacién de células cancerigenas divididas en subpoblaciones, y caracterizadas por
diferentes niveles de resistencia a medicinas. Debido a un evento mutacional, cada
subpoblacién constituida por estas células adquieren una copia del gen que hace a
éstas resistentes al agente. Las células que pertenecen a la 0—subpoblaciéon no po-
seen copias del gen y son sensitivas a las drogas. Las células de tipon =1,2,3,...
pertenecen a la n—subpoblacién y estan caracterizadas a ser mas resistentes con-
forme se incremente el valor de n. Cada célula mutada puede transitar o retroceder
segiin sobreviva o debilite ante la presencia de cierta dosis de medicina. Este pro-
ceso como se verd posteriormente, origina de manera natural un sistema infinito de
ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs).

En este capitulo, realizamos una exposiciéon detallada sobre el trabajo realizado
en [4] y [5]. Debemos aclarar que lo tnico nuevo en este trabajo es la forma de
organizar y presentar los principales resultados conocidos (o desconocidos) al res-
pecto. Deseamos que este capitulo motive o estimule la curiosidad para buscar mas
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informacién acerca de este fenénemo. De cualquier forma difundir esta monografia,
es una de las tareas principales que los autores se han propuesto para que el lector
encuentre en estas lineas un espacio para que se adentre en su lectura. Para hacerlo,
esta obra la hemos dividido en cuatro secciones como indicamos a continuaciéon. En
la segunda y tercer seccién, damos algunos preliminares sobre teoria de Semigrupos
y Caos que nos seran de utilidad en el desarrollo de este capitulo. En la cuarta sec-
cion presentamos un breve resumen del proceso gen amplificacion-deamplificacion
con células en proliferacion.

En la secciéon cinco nos centramos en reunir las hipdtesis necesarias para aplicar
el Teorema 3.3, y culminar con dos teoremas que nos permiten realizar conclusiones
referentes al fenémeno gen amplificacién-deamplificacion.

En cada caso damos las definiciones necesarias. Explicamos brevemente, a nues-
tro entender, y damos referencias adecuadas para mas informacién. Hemos cuidado
escribir de tal modo que si no todos, muchos puedan entender lo que contiene este
trabajo.

Finalmente, recordar algunas convenciones en la notacién, no esta de mas. Como
es usual, Ry, N, y Ny = NU{0} denotan el conjunto de los niameros reales positivos,
enteros positivos y enteros no negativos respectivamente. Por otra parte, B(X, X),
L(X) y X* representan la coleccion de las transformaciones lineales acotadas, el
espacio de las transformaciones lineales y el espacio dual de X. De igual manera
iR y (x,y) representan el conjunto de los niimeros complejos sin el eje real y el
producto interior de cierto espacio. Ademas, el simbolo [, denota el fin de una
demostracion.

2 Teoria de Semigrupos

Para la lectura de esta seccion, recomendamos al lector las Bibliografias [1], [7], 8],
[11], [14], [18] y [20].

Como una motivacioén para el estudio de semigrupos de operadores, considere-
mos el siguiente Problema Abstracto de Cauchy:

du(t
Zi ) = Au(t), para t>0
u(0) = x,

donde x € X es el valor inicial, y A es un operador lineal definido sobre un subes-
pacio denso D(A) C X. Si el problema anterior tiene una solucion unica u(.,z),
entonces T'(t)x := u(t,z), con t > 0y x € X definen el Cy-semigrupo solucion
{T'(t) : t > 0}. A la pareja (A, D(A)) suele llaméarsele generador de la solucion Cy-
semigrupo o equivalentemente, el Cp-semigrupo tienen un generador infinitesimal,
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denotado por A, el cual es un operador que puede ser acotado (i.e., continuo) o
puede no ser acotado (densamente definido y con gréfica cerrada).

Definicion 2.1. Sea X un espacio de Banach complejo y separable de dimensién
infinita. Una familia T = {T'(¢): X — X : ¢ > 0} es un semigrupo de operadores
acotados si:

(i) T(0) = I (operador identidad en X),

(ii) T(s+t) = T(s)T(t) para cada s,t € Ry. Ademas, si {T'(t) : ¢t > 0} satisface

(i) limy_ g+ ||T'(t) — I|| = 0, entonces decimos que es un semigrupo uniforme-
mente continuo.

Si en la definicién 2.1, el inciso (iii) es sustituido por: lim;_,o+ T'(t)z = z, para
cada z € X con respecto a la norma en X, entonces obtenemos el concepto siguiente.

Definicion 2.2. Un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach X
es una familia {T'(¢) : ¢ > 0}, de operadores lineales acotados T'(t): X — X que
satisfacen las siguientes propiedades:

(1) T(0) = I,

(2) T(t+s) =T(t)T(s), para cada t, s > 0,

(3) limy_,g+ T'(t)xz = x, para cada x € X con respecto a la norma en X.

Los dos primeros axiomas son algebraicos y, el estado T, es una representacion
del semigrupo (R, +), esto es, desde el punto de vista algebraico ésta posee una
estructura de semigrupo y, especialmente en el caso lineal, es llamado un semigrupo
de operadores; el tltimo es topologico, y el estado T es continuo con la topologia
fuerte.

Notese que, si en la Definicion 2.1 inciso (ii), ponemos s = h, entonces

T(t+h)—T) TH)T(h)—T(t) T(h)—1
= = T(t
h h ( h ) ®)
De aqui, dﬂgt) = AT'(t), que al evaluarlo en t = 0, nos queda di(;go) = A. Esto motiva

a dar la siguiente

Definicion 2.3. El generador infinitesimal , A, de un semigrupo fuertemente con-

tinuo T es definido por:

Az = lm S (T(#) — I)a.

Una pregunta que emerge de manera natural es la siguiente: ;En qué se di-
ferencia los semigrupos fuertemente continuos y los uniformemente continuos? La
respuesta a esta pregunta se encuentra en la naturaleza del generador infinitesimal
A. Precisamente A es un generador de un semigrupo uniformemente continuo 7'(t)
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si y s6lo si A es un operador acotado. Mas atn, la familia de los semigrupos unifor-
memente continuos estan contenidos en la coleccion de los semigrupos fuertemente
continuos.

Teorema 2.4. Si A: X — X un operador acotado, entonces

{T(t) =etd = Z (t:) te R*}

n=0

es un semigrupo uniformemente continuo.

Demostracion. Claramente T'(0) = I. La propiedad (ii) de la definicion 2.1, se sigue
del hecho siguiente.

s = A”(s—i—t
elstA Z Z

n=0

Ann()ktnk 00 AkkAnktnk

) Sy At

n=0 k=0
o0 Aksk 0 Anfktnfk

As At

= k! = (n—k)!

La propiedad (ii7). Dado que,

e} TL

I17°(2) III—

Z t”||AH _ Al _ g

se sigue que
0< lm |[T(t)—I|| < lim €Al —1 = .
t—0t t—0t

Como A es acotado, Y 72, M converge para cada t > 0 al operador lineal

acotado T'(t), y la prueba esta completa. O

Si T es fuertemente continuo y falla de ser uniformemente continuo, entonces 7'
tendra un generador A no acotado. Esto da lugar al teorema siguiente.

Teorema 2.5. Si A es un generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente
continuo T(t), entonces D(A) es denso en X y A es un operador cerrado.

3 Teoria del Caos

En las dos décadas recientes se observo que algunos procesos en fisiologia y medicina
pueden ser caracterizados por un comportamiento caético. Sin embargo, como ya lo
anunci6é D.A. Hill en [15]: por ahora caos y teoria del caos tiene su aparicion en mas
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de 7000 libros cientificos y mateméaticos, diccionarios y articulos. Desgraciadamente
el significado técnico es confuso y no hay un acuerdo en la definicién. El lenguaje
més popular de la definicion de caos (para sistemas dinamicos en tiempo discreto)
es dado por Devaney [11]. Antes de mencionar esta nociéon, daremos definiciones
necesarias para comprender de la mejor manera lo definido por Devaney.

Definiciéon 3.1. Un semigrupo fuertemente continuo {7; : ¢ > 0} es topologi-
camente transitivo en X, si para cualesquiera dos conjuntos abiertos, no vacios

U,V en X, existe tg > 0 tal que (T;,U) NV # 0.

Definicién 3.2. Sean (X, d) un espacio métricoy f: X — X una funcién continua.

(a) Decimos que z € X es un punto periédico de f, si existe un n € N
tal que f™(x) = x. Al menor de estos nameros le llamamos el periodo de z, y
al conjunto de los puntos periddicos de f, lo definimos como: Per(f) = {x €
X : x es un punto periédico de f}. Que el conjunto de puntos periodicos, Per(f),
sea denso en X significa que: para cada ¢ > 0 y cada x € X, la bola abierta
Be(z) N Per(f) # 0.

(b) f es sensible a las condiciones iniciales en X si existe € > 0 tal que,
para toda x € X y toda 6 > 0, existen y € (x — d,x + ) N X y n > 0 tales que
() — F(@) > e

(c) [Caos de Devaney| f es cadtico en X si posee las propiedades siguientes:
1. Es topolégicamente transitivo.

2. El conjunto de puntos periédicos es denso en X.

3. Es sensible a las condiciones iniciales dependientes (SDIC).

En el articulo [6] demuestran que la condicion SDIC es implicada por las otras
dos. Por lo que, a pesar del sentido de intuicién, la condicién SDIC pudiera estar
omitida en la definicion de Caos de Devaney. Por otra parte, los resultados de
Banks [6] muestran que caos es una propiedad topologica y no esta relacionada
directamente con las propiedades de espacio métrico. En los articulos [9] y [26],
sugieren algunas modificaciones a la definicion de Caos. Cranell en [9] considera un
poco més el concepto intuitivo de mezcla como una alternativa transitiva. Touhey
en [26| propone una definicién de Caos, equivalente a la de Devaney: una funcion
f: X — X es cadtica en X si cualquier niimero finito de subconjuntos abiertos no
vacios en X comparten infinitamente muchas érbitas periédicas. Recientemente fue
observado (véase las referencias [10], [12], [13], [17] ¥ [22]), que caos est4 relacionado
con sistemas dinamicos lineales y no lineales (en tiempo discreto o continuo), el cual
puede ocurrir siempre que estos sean de dimension infinita. En [17], los semigrupos
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caoticos son asociados con la idea de exactitud. En el presente trabajo consideramos
los sistemas dindmicos lineales en tiempo continuo.

El siguiente teorema juega un papel importante en lo que sigue, ya que nos
sirve de guia para lo que se realizard en la secciéon 4. El lector interesado puede
consultarlo en |2, Teorema 3.1. p 677|.

Teorema 3.3. Sean X un espacio de Banach separable y A el generador infini-
tesimal de un semigrupo fuertemente continuo {1y : t > 0} en X. Supongamos
que el espectro puntual op(A) del operador A, es tal que existe un conjunto abierto
no vacio U C ap(A) con U NiRY # (). Ademds, si para cada N\ € U emiste su
correspondiente eigenvector no cero, xx, tal que, para cualquier 0 # ® € X* la
funcion X — Fo(X) = (@, x)) es analitica en U y no se hace cero en U, entonces,
{T}; : t > 0} es topoldgicamente cadtico.

4 Poblacién de células cancerigenas

En esta seccion damos una breve explicacién sobre el proceso gen amplificacion-
deamplificacion con células en proliferacion.

En las citas (véase las referencias [16] y |24]), consideran una poblacion de cé-
lulas cancerigenas divididas en subpoblaciones de diferentes tipos, etiquetadas por
los nimeros n = 0,1,2,3,...... y caracterizadas por diferentes niveles de resistencia
ante la presencia de agentes. Las células de tipo 0 pertenecen a la 0-subpoblacién
y son sensibles a medicinas sintéticas. Las células de tipon = 1,2, 3, ... pertenecen
a la n-subpoblacién y estan caracterizadas a ser mas resistentes conforme se incre-
mente el valor de n. Debido a un evento mutacional, cada subpoblacién constituida
por estas células adquieren una copia del gen que hace a éstas resistentes al agente.
Dado que el ntiimero de copias gen puede ser muy grande en células cancerigenas,
es razonable pensar en un modelo con un nimero infinito de células divididas en
subpoblaciones.

El proceso gen amplificacion—deamplificaciéon con células en proliferacion esta
caracterizado por dos componentes: a) El conservativo y b) el proliferativo. El com-
ponente conservativo, describe la mutacién celular, modelado como un proceso de
nacimiento y muerte. El nombre de proceso de nacimiento y muerte viene de la
Teoria de la poblacién, donde n es interpretado como el tamano de una poblacién
y los posibles eventos son muertes y nacimientos de individuos.

Si X (t) denota la poblacion de células cancerigenas en un tiempo ¢t > 0, entonces
ésta obedece a un proceso de Poisson (vea [25]) con probabilidad,

(b At)e~bnAt

PIX(t+At) — X(t) =1] = -

= (bpAt)(1 — by At + %bim? —..)
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= b, At + o(At),

donde o(At) = —b2At? + $b3At3 — ... y by, denota la razén de cambio de una
célula mutada que avanza de la n—ésima subpoblacion a la (n 4 1)—subpoblacion.
En otras palabras, dicho modelo obedece a b, At 4+ o(At), para n > 0.

Similarmente, si d,, representa la razon de cambio de una célula mutada que
retrocede de la n-ésima subpoblacion a la (n — 1)-subpoblacion, entonces el modelo
corresponde a d,, A t+o(At), para n > 1.

En el componente proliferativo, las células se multiplican, y por lo tanto el ntime-
ro de ellas se incrementa; denotemos por A, la razén de cambio de la multiplicacién
celular (el proceso de células en proliferacion). El componente proliferativo del pro-
ceso esté relacionado con el supuesto que la division celular se da cuando la célula
madre muere.

Sea f(t) = {fn(t) }nen, la funcion de distribucion y, supongamos que esta repre-
senta el nimero de células en la n-ésima subpoblacién en un tiempo ¢ > 0. En esta
situacioén las funciones f,, tienen sentido de que la probabilidad de la poblacién sea
de tamano n en un tiempo t.

El proceso descrito anteriormente se ilustra de manera grafica en la Figura 1.

bn_1 bn

fn—l fn fn+l

An—1 dn An dni1 Ant1

Figura 1: Gen amplificacién-deamplificaciéon con células en proliferacion.

De aqui se origina el modelo siguiente.

(Lf)o = (Mo —bo) fo+difi,
(Lf)r = (M —b1—di) fi +bofo+dafo,

(Lf)n = ()\n - bn - dn) fn + bn—lfn—l + dn+1fn+1
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o equivalentemente
fi(t) = (Lf),, para cada n € Ny,

Podemos reescribir el sistema (1) de la siguiente manera: para cada n € Ny,

sean a, = A, — b, —d, y
df(t)
— = Lf(t 2
= IA(), 2)

donde L es una matriz tridiagonal infinita (Una generalizacion de la matriz de
Jacobi).

ap di
bo a1 do
b1 ag d3
L = b2 as

Hemos logrado expresar la ecuacion (2) en términos de su representacion ma-
tricial. En lo que sigue, trabajaremos con transformaciones lineales definidas en
espacios de Banach.

5 El encuentro

En esta ultima seccién nos centraremos en reunir las hipotesis necesarias para apli-
car el Teorema 3.3, y culminar con dos teoremas que nos permitiran realizar con-
clusiones referentes al fenémeno gen amplificacion-deamplificacion.

Con la interpretaciéon dada anteriormente, el espacio de Banach para el proceso
definido por la ecuacién (1) es I!, donde la norma

£l = > Ifal, (3)
n=0

de cualquier elemento f en el cono positivo
L ={fel': para cada n €Ny, f, >0},

representa el nimero total de células. Ademas, las familias:
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P = {{fn}zozl : i [fal? < OO}’

n=1

con 1 < p < ooy norma,
0 1
1y = (Z |fn|p)p, para cada fe€l? (4)
n=1

y la coleccion co = {{fn}22; : lim, o0 frn, = 0} con norma || fp||cc = sup{|fn] : n €
N} son espacios de Banach, y seran considerados mas adelante.
En la cita [4], consideran la ecuacion general (1) bajo los supuestos siguientes.

S1) dy =0, d,, > 0 para cada n € N, existe d € (0,00) tal que lim,,_, d, = d, €
n
d
infen [[ = >0,
k=1 d

S2) b, >0, para cada n € N,

S3) Sea ay, = b, +d, — A\, para cada n € Ny, existe a > 0 tal que lim,,_,~ a, = a,
S4) 0 <a<d,

S5) sigg € (0,1) es una constante critica, entonces existe un ¢ € (0, ¢qo) tal que

lap —a| < dg"™ y  bpdni < d?¢*T, para cada n > 0.

Para p € [1,00) U {0}, sea £y, : I — [P el operador definido por
L,(f) = L(f), paraf el

donde L es la matriz de coeficientes asociada al sistema (1).

En el articulo [4] se demuestra uno de los resultados principales presentados
en este trabajo. Para dejar constancia de tal hecho, aqui lo haremos. Pero, antes
mencionemos el siguiente comentario. Para relacionar la notacién con lo escrito en
el Teorema 3.3, pongamos X =[P, con p € [1,00) 0 X = ¢p. Tenemos que, X es un
espacio separable.

Para continuar con nuestra tarea, enfoquemos nuestra atencién en el operador
L1; es decir, £1(f) = L(f), paraf € I'. La ecuacién para sus eigenvectores toma
la forma:

Mo = —aofo+difi y

()
Afn = —anfon+bp-1fn—1+dns1fat1, nEN.
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Ata .
Para cada n € Ny, sea u, = 7 " Notemos que si fy = 1, entonces por (5),
n+1
f1 = wo y, para n > 1, obtenemos la relacion de recurrencia
bn—l
fnv1 = bnfn— rfn—l- (6)
n+1

Observemos que los f,, son polinomios en la variable A. Hallar la forma general
de estos es complicado, asi que solo necesitamos de algunas estimaciones. Para ver
esto nos apoyamos del siguiente lema, cuya demostraciéon hace uso del principio de
induccién matemética.

Lema 5.1. Si existen constantesng € N, 8> 0 y i1 > 0 tales que para cada n > ng,
bn—1 < Bdp+1 y lun| < 1, entonces para toda n > ny,

|fn‘ < gn, (7)
donde
9ng = |fno|7 Ino+1 = |fno+1| (8)
y paran > ng+ 2,
In = fign—1 + Bgn—2. (9)

Notemos que {gn}nen, €s una sucesion de Fibonacci. Si denotamos por w el
operador que satisface wg,_1 = gy, entonces por (9), (w? — fiw — B)gn_2 = 0. Se
sigue que la ecuacion caracteristica viene dada por w? — fiw — 8 = 0 cuyas raices
son

042 +4
we = % (10)
Como g, = w"gp, por el principio de superposiciéon, se tiene que la soluciéon
general para la ecuacion (9), es la combinacion lineal

gn = 04WT + o_W", (11)

donde o4 y p— son constantes. Para obtenerlos sustituyamos n = ng,ng + 1 en la

expresion (8), |fuo| = 0407 + 0-w™ ¥ |fagr1| = 0wl + g w0,

Despejando o+ y 0—, se obtiene que

o+ = (’fno\ - ’fno‘;u: —~ ‘fn°+1|> W™y o = <|f%|w+ - !fno+1> 0.

—w_ Wi — W
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Sustituyendo en (11), para toda n > ng

= le (@7 = w7 gt | + (027w = w_w7") [fao]) . (12)

Si | wy |< g < 1, entonces existe M > 0 tal que
| fo I< |gn] < M@™™% ! para cada n > ng.
Se signe que, Y524 | ful < 521 o] < 52 M™"0+! < oo, Luego,

f=(fo, fioorvs frn...) €1

Otro de los requisitos que se establece en el Teorema 3.3, es verificar la existencia
de un conjunto abierto U C op(L1) tal que U N iR # 0.

Lema 5.2. Supongamos que (S1)-(S4) se satisfacen, entonces existe r > 0 tal que

U={AeC: |\ <r} C op(L1). (13)

A+a
d

En otras palabras, para cada € > 0 existe ng € N tal que para cada n > ng, se tiene
que | i, — 1< . Dado que |jin| — || < |tn — i, se sigue que || < |l +¢ y

Demostracion. Como (S1)-(S3) se satisfacen, entonces p = limy, o0 i, =

bn—l

<b +e, para cada n > ng,

S8

n+1

b
donde v = 7 Por el Lema 5.1 y la ecuaciéon (10), para un € pequeno

1
A+a| e N+al e\, \?
A) = -+ — b . 14
wy (A) 5d + 5 2d + 5 +b +e (14)
Pongamos = = ‘A;;lal + 5. Tenemos que z > 0 y ademas obtenemos las funciones

siguientes,
1
he(z) =z =+ (22 + +¢)2. (15)

Notemos que |h4(0)| = /b’ + ¢ y por el supuesto (S4), € puede elegirse de tal
manera que |hy(0)] < 1siysolosib<d-—de.

Derivando la ecuacion (15), obtenemos que A/, (z) = 1+ \/ﬁ. Notese que,
para cada x > 0, b/ (z) > 0. En otras palabras, la funcién hy es creciente en el
intervalo (0, 00).
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No es dificil de verificar las desigualdades siguientes

—1<—VV+e<h_(z)<0. (16)

. — /_
Ahora si zg = * g £, entonces

hi (o) =1, (17)
y por consiguiente, para cada 0 < x < xg
VI < hy(z) < hy(zg) = 1. (18)
Por (S4), e puede ser elegido lo suficientemente pequeno tal que
a+b < d—2ed. (19)

Por la expresion (19), se sigue que

a g
— 4+ = . 2
0<2d+2<x0 (20)

Sustituyendo = = 55 + 5 en (18), obtenemos que

lws (0)] = ’h+(2‘;+§)‘ < 1 (21)

Como wy : C — (—1,1) son funciones continuas, existe 0 < ¢ < 1 y una
vecindad V) de A = 0 tal que wx (V) C (—q,q). Es decir, |wi ()| < g. Asi, por las
consideraciones que preceden al lema anterior el eigenvector f pertenece a ['.  [J

Denotemos por () los eigenvectores correspondientes al eigenvalor A,
£(A) = (fo(N), fi(A), ).

Siguiendo el Teorema 3.3, tomemos una sucesion arbitraria ® = {®y }ren, € [°°,
donde [*® = [ y consideremos la funcion

A Fa(h) = (8,60)) = 3 B0 fu(). (22)
n=0

donde la serie converge casi uniformemente al menos en el circulo |A\| < r, y r es
definido como en el Lema 5.2.

Para utilizar propiedades de funciones analiticas, pongamos Fy como una serie

A+a
de potencias en la variable p = % Ahora, por el Teorema de Weierstrass en
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series dobles véase [19, p. 430], pongamos cada ®; f;, con ¢ = 0, 1, ... como una serie
de potencias en la variable u. Es decir,

Do foln) = Aoo®o+ A1oPop + Az oPop® + ... 4+ AnoPop” + . ..
D1fi(p) = Apa®r+ A1 a®ip+ Ag 1 Pp® 4.+ Ay @+

Dpfr(p) = Aop®r + AL p@pp+ Ao Ppp® + ..+ Ap ™ + ...

donde los coeficientes de una columna forman una serie convergente. De aqui,

Fa) =3 @ufu) = 3 " (f} An,m) op=t (23)
n=0 k=n

n=0

Por la ecuacion (6), la matriz {A, 1} (npyen esté dada por la relacion de recu-
) 0
rrencia

0 para k < n;

—_

, para k=n =0;
~1
’ (H?:l d;) , para k =n > 1;
i (An—l,k + ok 1 A1 — b;;_QAn,k‘—2> , parak>n

donde A_; j, = 0 para cualquier k.

Para demostrar que, la ultima hipotesis del Teorema 3.3 se satisface, verifique-
mos que, la tnica solucién acotada del sistema lineal infinito triangular superior es
cero. Esto es

by + A071@1 -+ AQQ@Q + 0,
A 1D A1 o® ... =0
1,191 + 1,292 + ) (24)
Aro®y + ... = 0.
= 0.

Pero, por el Teorema Weierstrass en series dobles véase [19, p. 430], la funcion
Fg es analitica y no se hace cero en el circulo |A| < r, ya que f(\) # 0.
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Por otra parte, analizar los coeficientes de la matriz A, j es dificil en la mayoria
de los casos debido a la aparicién del factor d—,. Para subsanar esto, procedamos
relacionar los A, j, con coeficientes analogos del sistema para el caso d, = 1. Para
tal efecto introducimos un sistema auxiliar

Mo = —aofo+ i

(25)
)\fn = _an—lfn‘i"}/n—lfn—l“‘fn—&-la n e N,

donde v, =), d}, | = bnd £, paran € Ny.

De la misma manera que antes encontramos que la serie de potencias (23) co-
rrespondiente al sistema (25), esta dada por

i Hn <i Bn,kq)k> ; (26)
n=0 k=n

donde la matriz {Bn,k}(n k)eNz 8¢ obtiene por la relacion de recurrencia

0, para k < n,
B, = 1, para k = n,
Bn1k-1+tag1Bug-1—Vk-2Bnkr—2, parak>n,

donde B_; = 0, para cualquier k.
El lema siguiente muestra la relacién existente entre los A, 1 y los B, 1,

Lema 5.3.
i -1

AL = H d; Bn,kv con n,k € Ny, (27)
=1

y H?:l = 1

Demostracion. Por célculos directos comprobaremos la validez de (27) para todas
las parejas (n, k) con k < 2 y n arbitrario (note que debido a la forma de los B,, j,
esto se reduce para un namero finito de indices n : n < k).

Supongamos que (27) es valida para todas las parejas (n, I%), donde k es un
nimero arbitrario que satisface k<k y n € Ny. Sea k fijo y tomemos un n arbitrario
(nuevamente hay solamente un rango finito de casos no triviales 0 < n < k).
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Tenemos que para k > n

1
Ay = a7 (A1 k-1 + ap—1Ap k-1 — b9 Ay k—2)
k

1 ( 1 Qf— o 2
= | =i Br-1k—1 + =5 Brk—1 — =55 5 Bnk—2
k—1 n s n, n,
d;c Hj:l d; Hg 1 ] H] 1 ]
-1

= H d; (Bn—1k—1+ ag—1Bn -1 — b_odj_1Bni—2)

1

k
= H d; Bn,k7

y la ecuacion (27) se sigue directamente para n > k. De esta manera el lema es
valido para todas las parejas (n, k:) con k < k arbitrario y n € Ny. Aplicando el
principio de induccién matemética a la variable & demostramos que la ecuacién
(27), se satisface para toda (n,k) € N2. O

Para estimar B, tenemos el resultado siguiente

Lema 5.4. St
lan] < @™y el < @2, para algin g € (0, 1), (28)
entonces
| Bkl < oo gttt n<k, (nk) €N (29)

1<j1 <0 Zjn<k

Demostracion. Usamos la misma argumentaciéon inductiva como en el Lema 5.3.
Por célculos directos establecemos la validez de (29) para valores iniciales n y k.
Supongamos que (29) es valida para n =0y k < k, obtenemos que

|Bok| = |ak—1Bok—1 — Vk—2Bok—2]
k TR 2% 14
< q Z qh Jk—1 +q Z qjl Jk—2
1< < <gr—1<k—1 1< < <jr—2<k—2

La multiplicaciéon en cada término incrementa la longitud de cada cadena de
indices a k. Ademas, en el primer término el indice k aparece s6lo una vez y en el
segundo lo hace dos veces, de tal manera que las sucesiones de indices no puede ser
repetida. Asi, [Bog| < S1<ji<..<jo<k ¢TIk
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De manera similar, paran > 0

|Bni| = |Bn-1k—1+ 0k—1Bn k-1 — Ye—2Bn k2|
TR S k THEREE S
< Z qh Je—n 4 q Z qjl Jk 1
1<j1 <. S <h—1 1<j1 <o gm 1 <h—1
2%k T
+ q Z qJI Jk

1<1< Sk n<h
JitFik—n .

< > q

1<j1 < <jp-n<k

O

Denotemos por B, el operador generado por la matriz {Bn,k}(n,kz)eNg en el
espacio [*°.

Lema 5.5. Eziste una constante critica qo € (0,1) tal que si (S5) se satisface,
entonces el operador Boo es un isomorfismo en [*°.

Demostracion. Dividamos B, como sigue

0 Boi Bo2 DBogs
0 0 Bio Big

Boo = 3F1 5 0 0 By

= J+ @ooy
donde J : [*°® — [*° esta definida por
J(f) = f para toda f € [*°. (30)

Para cualquier f= (f1, f2...) € [,

||Boof]||oc = sup Z By i fi| < ||[flloe sup Z | Br |- (31)
n€No | p—py1 n€No p—pt1
Por Lema 5.4, obtenemos que
o0
@n = Z ‘Bn,k|
k=n+1
< Z qjl + Z qj1+j2 4o Z qj1+-..+jk—n 4.
1<j1 <n+1 1<j1<ja<n+2 1<j1< 0 Sjpon<k
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Cada potencia ¢/ con j > 2 puede aparecer varias veces en la suma de arriba. Sin
embargo, debido a que solamente existe un niamero finito de combinaciones posibles
de sumandos que satisfacen j; + ... + j. = j, entonces la cantidad de veces que
aparezca la potencia ¢/ no puede ser mayor a P(5), donde P(j) es el niimero total
de soluciones de la expresiéon j; + ...+ j» = j. De esta manera podemos escribir

7=1

asi el calculo es independiente de n. Usando resultados de combinatoria (véase |27,
p. 160]),

P(j) < 6(’;_1) exp <7r %J) , para j > 2. (32)
Como
i L

entonces 1fm;_, o, (qu(j))% <g<1.

De esta manera el criterio de Cauchy proporciona la convergencia de cada ©,
con limite independiente de n.

Definamos 6(q) = Y32, P(j)¢’. Notese que 6 : (0,1) = (—1,1) es una funcion
continua y satisface que (0) = 0. Luego, existe go € (0,1) tal que [6(q)| < 1 para
cada 0 < g < go. Asi, por (31), [Bocflleo < 0@ Ioe < [ floo-

Dado que B, # J, donde J es definido por (30), se sigue que, ||Boo|| < 1. Ade-
més, Boo = I+ Boo = I— (—Bo), asi, por Series de Neumann véase [20], B! existe
y satisface que, (Boo) 1 = [ — (—Boo)] 1 = S5 0(~Boc)” = S22 0(— 1) (Boo)™.

Resta verificar que B, es un operador inyectivo y sobreyectivo.

Veamos la inyectividad. Si Boof = Boog, entonces Boo(f — g) = 0. Es decir,
f-g=(Bx)10=0.

Para ver la sobreyectividad, sea g € [°° cualquiera. Pongamos f = (Bo) 1g, se
sigue que B f = g. Con todo B es un isomorfismo. O

El Lema 5.5, nos permiti6 establecer un isomorfismo y asi poder heredar todas
las propiedades del espacio [°°. De manera similar se realiza para los espacios duales.

El siguiente lema nos indica que para valores menores que 0.15, el operador B
no es un isomorfismo en [*°.
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Lema 5.6. La constante critica dada en el Lema 5.5 puede ser elegida no mds
pequeno que 0.15.

T2
Demostracion. Si o = exp (3\[) entonces para j > 3, obtenemos que

] T exp | 7 2—] il ex V2 —_—
P(j) < 5 =D p( 3><\/ﬁ p(\/g) \ﬁaﬁ

donde usamos el hecho que la funcion u(x) = exp (W\/g (\f - %)), es decreciente

para x > 3 y satisface u(3) = 1. Por lo que

o0 o0
(0q)?
0(q) < q+2¢*+ )@ <q+2¢*+—= (0qf = q+2¢* +—=
(q) XZ: XZ: ﬁligq
Si g € [0, 0.1514...), entonces ]q+2q2+ x_(ea® ]<1 0

V12 1—0q

Los resultados numeéricos se obtuvieron por medio de un programa realizado en
Matlab el cual mostramos en la Figura 2. La primer columna trata sobre el ntimero
de iteraciones, la segunda el valor que toma la constante critica y la tercera ver si
se satisface la desigualdad al sustituir este valor.
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21 0.147100 0.885281
22 0.147310 0.890425
23 0.147530 0.895850
24 0.147760 0.901561
25 0.148000 0.907566
26 0.148250 0.913869
27 0.148510 0.920477
28 0.148780 0.927398
29 0.149060 0.934637
30 0.149350 0.942204
31 0.149650 0.950105
32 0.149960 0.958349
33 0.150280 0.966946
34 0.150610 0.975905
35 0.150950 0.985235
36 0.151300 0.994948
37 0.151660 1.005053
38 0.152030 1.015563
39 0.152410 1.026490
40 0.152800 1.037847
41 0.153200 1.049647
42 0.153610 1.061904
43 0.154030 1.074634
44 0.154460 1.087851
45 0.154900 1.101574
46 0.155350 1.115818
47 0.155810 1.130604
48 0.156280 1.1459850
49 0.156760 1.161876
50 0.157250 1.178405

Figura 2: Resultados numéricos.

Ahora, estamos en condiciones de enunciar el primer teorema principal de este
trabajo.

Teorema 5.7. Eriste una constante critica qo > % tal que si las sucesiones {\,},
{bn} y {dn} satisfacen los supuestos (81)-(S5), entonces los semigrupos {Tt(p) :
t > 0} que resuelven el sistema (1) en el espacio 1), con p € [1,00) U {0}, son
topoldgicamente cadticos.

Demostracion. Por el Lema 5.2, tenemos que op (£1) contiene un conjunto abierto
con centro en A = 0. En otras palabras, op (£1) contiene subconjuntos abiertos
Vi CcCp={ARXx>0}, Vo CC_ ={X R\ <0}y un intervalo abierto Vj del eje
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imaginario. Por la ecuacion (26),
o0 o
Fp(A) = Y u" (Z An,kzq)k:>
n=0 k=n
o o
Py
= u" ———B ,k)
S (S

n k=n
9] oo

= > u" (Z (I)an,k> :
n=0 k=n

Si Fe(A) = 0 en uno de estos conjuntos Vi o Vp, entonces > 32, (i)an,k =0o0
equivalentemente Boo® = 0. Pero, por el Lema 5.5, B, es un isomorfismo en [*°,
asf que, la tnica solucién acotada es ® = 0. Por lo que, si existe una @ # 0 acotada
para el cual Fp(\) = 0 en Vi y Vj respectivamente, entonces por (S2), ® # 0
serfa una solucion para Boo® = 0 lo cual es imposible. Luego, por el Teorema 3.3,
el semigrupo {T}(t) : t > 0} es topoldgicamente cadtico en 1.

Similarmente, consideremos el mismo problema para los espacios ¢y o [P con
1 < p < +o00. En cada caso el operador £,, p € {0} U[1,00) es acotado y asi genera
un semigrupo uniformemente continuo {7,(t) : t > 0}. Ademaés, los eigenvectores

pertenecen al espacio (IP)* =19, con ~+ -~ =1y 1 <p< +oo o c§ = 1"
P q

Sea By : 17 — (IP)* el operador definido por:
By(®) = B, x(®), para cada &€l

Si la tnica soluciéon ® € {9, con 1 < g < +o0o de la ecuacion B;® = 0 es & = 0,
entonces el semigrupo {7},(¢) : ¢ > 0} es topologicamente cadtico en cada uno de
estos espacios. Pero, cualquier elemento del espacio [? es necesariamente acotado,
de esta manera la afirmacion se sigue de la solubilidad tnica de Boo® = 0 en el
espacio [*°. O

En [5], demuestran que go > (v/3 — 1)/2. Esto es la constante critica gy es

mayor que la dada en el teorema 5.7. El siguiente teorema enuncia este resultado e
incluimos su demostracion.
Teorema 5.8. FEriste una constante critica qu > % tal que si las sucesiones
{An}, {bn} v {dn} satisfacen los supuestos (S1)-(S5), entonces los semigrupos
{Tt(p) 1> 0} que resuelven el sistema (1) en el espacio XP), con p € [1,00) U {0},
son topologicamente cadticos.
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Demostracion. Uno de los pasos importantes en la prueba del Teorema 5.7 fue la
estimacion de ©,, < Y72, Sk, donde

Sik=Sixle)= >, ¢t (33)
J<i1<je<...<Jk
Pongamos j, = j + I, entonces

Sjk — Z qj+l1+j+l2+--.+j+lk

J<j+h<j+i2<..<j+li

_ ik 11+l 4+
— Z gFghtl k
0<li <l2<...<lg

_ jk li+lo+...+1
=q’ Z ghtt k
0<l1 <l2<...<lg

de aqui,
Sjs = @’ Sors (34)

donde
SO e = Z qll+12+"'+lk.

C 0<h<he.<ly
Por (33) y (34), para 0 < g < 1, obtenemos que
oo
Sok+1 = > IR = N S
0<j1<j2<. . <Jk+1 J1=0
=q"Sok+ " S1k+@Sap+ ...+ Sjp+ ...
= Sok + 4" Sok + ¢ Sk + ..+ " Son
= Sok(1+ FHL P2 g4
= Sop(1+ "+ PEHD 4 gD )
= Son(1+ (@D + (¢*+D)2 4 (q*+D) 1)
1

[e.o]
i1+j1k
- Z q31+]1 Sox = Sok
1— qk+1
J1=0

5071 = —.

1—g¢q
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()
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0 qo
. 15
Figura 3: Intervalo generado por la constante (qo = ﬁ)
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0 90

L
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\/5—1).

Figura 4: Intervalo generado por la constante (qo =

Por lo que, para 0 < g < 1, se tiene que Sy = H;‘}:l l%qj, k> 1,y por (34),
k—1

Sik = qkSO,k = Hé?:l I_qu, kE > 1. Luego, Si < %q(lquﬁ’ conk>1,yla

estimacion es estricta para 0 < ¢ < 1 y k > 2. Pongamos I'(¢) = 372, S1.x(q),

entonces

00 k

q ¢ q(+q)
l—gf=(1-¢)F 1-q—q¢*

0, <I(g) < 0<gq<(V5—1)/2.

Se sigue que I'((v/3—1)/2) < 1, y asi, por la continuidad de I existe go > (v/3—1)/2
tal que ©,, < 1, para 0 < ¢ < qo. El resto de la prueba se sigue del Teorema 5.7. [

Los Teoremas 5.7 y 5.8 aseguran la ocurrencia del caos topolégico para una
tasa de deamplificacion grande ("muerte") y una tasa de amplificacion pequena
("nacimiento"). Es decir el proceso es subcritico segtin experimentos realizados en
[16] y [24]. Las constantes dadas en estos teoremas originan dos intervalos, en los
cuales se asegura la ocurrencia del Caos. El intervalo generado por la constante del
Teorema 5.7 es mas pequenio que del Teorema 5.8 (véase Figura 3 y Figura 4).

Hasta aqui, todos los resultados anteriores han sido probados usando teoria
espectral el cual fue un requerimiento para tratar con el espacio de Banach complejo.
Ahora veremos que, el comportamiento cadtico en espacios complejos de Banach
tiene su contraparte directa en sus partes reales. Comenzamos introduciendo una
terminologia.

Sea X un espacio de Banach complejo y Y un subespacio lineal real de X tal
que existe una proyeccion lineal real continua R, J : X — X, con R +J = idy,
R(X)=Y,ed(X)=1iY. Asi, Y es un espacio de Banach (la parte real de X) y
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X puede ser tratado como la complejizacion de Y (ver [21]). La proyeccion R es
llamado el operador parte real y los elementos de Y son llamados los vectores reales.

Un operador lineal A con dominio D(A) C X es llamado real si A(D(A)NY) C Y
y R(D(A)) € D(A). Asi, si A es acotado, entonces A es real si y solo si AR = RA.
Si A es real, entonces A esta determinado por su restriccion Ay al espacio Y (con
dominio D(A)NY).

Supongamos que {7} : t > 0} es un Cp-semigrupo en X y que A es su generador
infinitesimal. Entonces A es real si y solo si {7} : ¢ > 0} (esto es T} para cada ¢t > 0)
es real. Mas atin, si {T} : ¢ > 0} es real, entonces {(73)x : t > 0} es un Cp-semigrupo
en Y generado por Ag. Estos hechos son faciles de probar, cuando A es acotado.
En el caso general, la aproximacion de Yosida [8] puede ser usado.

Resulta que el caos complejo implica el caos real para semigrupos reales.

Proposicion 5.9. Si {1} : t > 0} es un Cy-semigrupo topoldgicamente cadtico real
en X, entonces {(T})x : t > 0} es topoldgicamente cadtico en'Y

Demostracion. Como {7} : t > 0} es cadtico, esta tiene una trayectoria densa en X
y el conjunto de puntos periddicos (valores iniciales que dan soluciones periddicas) es
denso en X. Probaremos lo mismo para el subespacio Y. Tenemos que RT; = T3R,
asi la parte real de la trayectoria correspondiente a x € X es la trayectoria real
correspondiente a Rz € X. Pero R es continua y R(X) = Y. Por lo que, la parte
real de una trayectoria densa en X es una trayectoria real densa en Y, y el conjunto
de partes reales de puntos periédicos en X es un conjunto denso que consiste de
puntos periédicos reales en Y. ]

Podemos aplicar el resultado anterior al espacio complejo X con Rz la parte
real usual de la sucesion compleja x (entonces Y es el espacio real [P, 1 < p < oo,
co, p =0) y A= L, Por supuesto A, es real ya que la matrix L tiene entradas
reales.

Como ya lo mencionaron J. Banasiak, M Lachowicz y M. Moszynski, las pro-
piedades cadticas que se discuten en este trabajo se refieren a la estructura de las
soluciones de todo el espacio, mientras que en la mayoria de las aplicaciones solo
las soluciones positivas tienen sentido. Por ejemplo, la trayectoria mencionada en
la definicion 3 del articulo [5] es densa en todo el espacio, es decir, pasa arbitraria-
mente cerca de todos los valores positivos, negativos e indeterminados, y como tal
no tiene sentido fisico (la funcion de distribucion f(¢) debe ser no negativa). Por lo
que, el caos en el sentido de este documento, el cual es importante, por ejemplo, en
el analisis de la estabilidad de los esquemas numeéricos, dice nada importante sobre
el comportamiento real de las trayectorias fisicas. En cada uno de los espacios XP,
p € [1,00) U {0}, el cono positivo X% tiene interior vacio, es decir, arbitrariamente
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cerca de cualquier elemento positivo f(¢), hay elementos no positivos. Por lo que,
todos los valores iniciales cercanos a f(t), que causan el caos en el sentido de la
definicion de Devaney, pueden ser no positivos, y por lo tanto, en principio, todas
las soluciones positivas podrian ser regulares. En la actualidad no sabemos hasta
qué punto los resultados sobre el caos de todo el espacio XP? son heredados por su
cono positivo.

Conclusiones

Ahora, mencionamos lo que a nuestro juicio son las conclusiones de este trabajo.

Al analizar una poblacion de células cancerigenas, se obtuvo un sistema infinito
de ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual como vimos puede ser representado
por una matriz tridiagonal multiplicada por un vector de funciones (funciéon dis-
tribucion). Dicha matriz genera un operador lineal, cuyo dominio y codominio son
espacios de Banach. Ahora, si los operadores lineales son acotados, éstos generan
semigrupos uniformemente continuos, el cual dan solucién a dicho sistema.

En el desarrollo de esta interpretacion, buscamos reunir las hipotesis del Teore-
ma 3.3, para asegurar el fendomeno de caos topologico en el correspondiente espacio
de Banach para una tasa de deamplificacion grande ("muerte") y una tasa de am-
plificacion pequena ("nacimiento"). Es decir, el proceso es subcritico en términos
de las citas [16] y [24].

La principal aportacién en este capitulo, se pueden resumir como sigue: Los
resultados presentados en las citas [3], [4] y [5] estan redactados de una manera
compacta, esto trae como consecuencia que sea poco entendible para los lectores
que se quieran adentrar en el tema. Subsanamos esta problemética escribiendo de
tal manera que la lectura este al alcance de cualquier persona interesada en la
investigacion de este trabajo.

Por supuesto, quedan algunas interrogantes:

Pregunta 1: ;Podemos ampliar el intervalo en el que ocurre el fenémeno del
caos, que los presentados en [3] y [5]?

Pregunta 2: ;Sera posible implementar un programa que nos ayude a com-
prender mas a fondo la interacciéon de una poblacién de células cancerigenas ante
la presencia de medicamentos?

Pregunta 3: ;Podemos implementar el estudio de los cuerpos geométricos que
permanecen invariantes a trasformaciones continuas al fen6meno de gen amplificacion-
deamplificacién con células en proliferacion?

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 4, paginas 57-83



Modelo matematico para una poblaciéon de células cancerigenas 81

Agradecimientos

Los autores les damos las gracias al arbitro por la revision exhaustiva y las su-
gerencias a nuestro trabajo. Finalmente, agradecemos al PRODEP por el apoyo
econdémico brindado, sin este aliciente el trabajo no hubiese sido posible.

Bibliografia

1]

2]

3]

4]

15]

(6]

17l

8]

19]

[10]

J. Aroza and A. Peris. Chaotic behaviour of some birth-and-death models, Jour-
nal of Difference Equations and Applications Vol. XX, No. XX (2011) 1-8.

J. Banasiak: Birth-and-Death Type Systems with Parameter and Chaotic Dy-
namic of some Linear Kinetic Models, Zeitschrift fur Analysis und ibre An-
wendungen Journal for Analysis and its Applications Vol. 24, No. 4 (2005)
675-690.

J. Banasiak and M. Lachowicz. Chaos for a class of linear kinetic models ,
Compt. Rend. Acad. Sci. Paris, 2001; see also Internal Report 2/2001, School
of matematical and Statistical Sciences, University of Natal, South Africa.

J. Banasiak and M. Lachowicz. Topological chaos for birth-and-death-type mo-
dels with proliferation, Mathematical Models and Methods in Applied Sciences
Vol. 12, No. 6 (2002) 755-775.

J. Banasiak, M. Lachowicz and M. Moszynski. Topological Chaos: When To-
pology Meets Medicine , Applied Mathematics Letters 16 (2003) 303-308.

J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G. Davis and P. Stacey. On Devaneys definition
of chaos, Amer. Math. Monthly, 99 (1992) 332-334.

F. Bayart and E. Matheron. Dynamics of linear operators, Cambridge Univer-
sity Press, Vol. 179 (2009).

L. Butzer Paul and Berens Hubert. Semi-Groups of Operators and Approzima-
tion, Springer-Verlag New York Inc. 1967.

A. Crannell. The role of transitivity in Devaney definition of chaos, Amer.
Math. Monthly, 102 (1995) 788-793.

W. Desch, W. Schappacher and G.F. Webb. Hypercyclic and chaotic semi-
groups of linear operators, Ergodic Theory Dynam. Systems, 17 (1997) 793-
8109.

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 4, paginas 57-83



82

Reinaldo Martinez Cruz, Juan Carlos Monter Cortés, José Erasmo Pérez Vazquez

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]
[20]
[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

R. L. Devaney. An Introduction to Chaotic Dynamical Systems , 2nd edn.,
Addison-Wesley, New York, 1989.

R. M. Gethner and J. H. Shapiro. Universal vectors for operators on spaces of
holomorphic functions, Proc. Amer. Math. Soc. 100 (1987) 281-288.

G. Godefroy and J. H. Shapiro. Operators with dense, invariant, cyclic vector
mani-folds, Funct. Anal. Vol. 98, No. 2, (1991) 229-269.

K. G. Grosse-Erdmann and A. Peris. Linear Chaos, Universitext, Springer,
London, 2011.

D. A. Hill. Chaotic chaos, Math. Intelligencer, Vol. 22, No. 3, (2000) 5.

M. Kimmel, A. Swierniak and A. Polanski. Infinite-dimensional model of evo-
lution of drug resistance of cancer cells, J. Math. Systems Estimation Control,
Vol. 8, No. 1, (1998) 1-16.

C. Kitai. Invariant closed sets for linear operators, Thesis, Univ. of Toronto,
1982.

E. Klaus-Jochen and R. Nagel. A short Course on Operator Semigrupos, Sprin-
ger.

K. Knopp. Theory and Application of Infinite Series, Dover, 1990.
E. Kreyszig. Introductory Functional Analysis with Applications, Wiley, 1989.

R. Nagel. One-parameter semigroups of positive operators, Springer Lect. Notes
in Math. 1184, 1986.

V. Protopopescu and Y. Y. Asmy. Topological chaos for a class of linear models,
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, Vol.2, No.1, (1992)
79-90.

J. Smieja and A. Swierniak. Design of chemotherapy protocols-Optimal vs
suboptimal periodical solutions, Proceedings VI National Conference on Ap-
plications of Mathematics in Biology and Medicine, Zawoja, (2000) 138-143.

A. Swierniak, A. Polanski, M. Kimmel, A. Bobrowski and J. Smieja. Qualitative
analysis of controlled drug resistance model-inverse Laplace and semi-group
approach, Control Cybernetics, Vol. 28, No. 1, (1999) 61-73.

H. M. Taylor and S. Karlin. An introduction to Stochastic Modelling, Elsevier,
1984.

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 4, paginas 57-83



Modelo matematico para una poblaciéon de células cancerigenas 83

[26] P. Touhey. Yet another definition of chaos, Amer. Math. Monthly, Vol. 104,
No. 5, (1997) 411-414.

[27] J. H. van Lint and R. M. Wilson. A Course in Combinatorics, Cambridge Ubiv.
Press, 1992.

Facultad de Ciencias Basicas Ingenieria y Tecnologia
Avenida Apizaquito S/N |
Apizaco, Tlaxcala. C.P. 90300

reinaldo.martinez.cQuatx.mx
juancarlos.nuno®@upm.es
joserasmo@gmail.com

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 4, paginas 57-83


mailto:reinaldo.martinez.c@uatx.mx
mailto:juancarlos.nuno@upm.es
mailto:joserasmo@gmail.com




Probabilidad y estadistica

85






Matematicas y sus aplicaciones 8, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN: 978-607-525-376-3

Capitulo 5

Generacion de curvas y superficies de volatilidad
implicita con parametros de volatilidad estocastica
calibrados con funciones de pérdida y evoluciéon
diferencial

Ambrosio Ortiz Ramirez!, José Carlos Trejo Garcial,
Benjamin Vallejo-Jiménez?
!Escuela Superior de Economia, Instituto Politécnico Nacional
2Facultad de Economia, Universidad de Colima

Resumen

En este trabajo se propone una metodologia para calibrar los parametros del
modelo de volatilidad estocastica de Heston con funciones de pérdida y dos mé-
todos distintos: en el primero se determina el minimo de una funcién no lineal
de varias variables con restricciones, y el segundo con el algoritmo de evolucién
diferencial. Los dos métodos se aplican a un conjunto de volatilidades implici-
tas sobre FEMSAUBD con cuatro vencimientos y siete precios de ejercicio. El
criterio para la eleccién de los parametros es aquel que tenga el valor minimo
del error cuadratico medio de volatilidad implicita. En el caso de funciones de
pérdida con el método usual se determiné que la funcion de pérdida relativa del
error cuadratico medio es la que tiene el valor minimo. En el caso de funciones
de pérdida con evolucion diferencial se elige a la funcion de pérdida del error
cuadratico medio pero con un tiempo mayor en comparaciéon con el de funciones
de pérdida. Asimismo, los resultados indican que en ambos métodos el ajuste de
las volatilidades implicitas es ligeramente mejor para opciones con vencimientos
de largo plazo que para las de corto plazo y el valor de p resulta negativo, lo
que significa que la pendiente de la curva de volatilidad implicita es negativa,
lo cual es una consecuencia de que rendimientos negativos grandes son mucho
més frecuentes que rendimientos positivos grandes.

1 Introducciéon

La historia de modelar la dindmica de los activos que se negocian en los mercados
financieros mediante procesos estocésticos se remonta hacia el ano de 1900 con las
tesis de doctorado en matematicas del Louis Bachelier [1]. En la tesis titulada Teo-
ria de la especulacién, los precios de las acciones se modelan como un movimiento
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browniano con tendencia, aunque un modelo méas apropiado se basa en el movimien-
to browniano geométrico. Bajo el supuesto de equilibrio general en [3]| se obtiene
una férmula para valuar una opcioén europea sobre una subyacente sin pago de di-
videndos y cuyo precio es conducido por un movimiento browniano geométrico. En
la actualidad este modelo se conoce como el modelo de Black-Scholes (BS), atn con
sus limitaciones sigue siendo uno de los modelos de valoracién de opciones con la
mayor relevancia tedrica y ampliamente utilizado en la investigaciéon sobre derivados
financieros. Es relevante senalar que en [19] se encuentran resultados anélogos y va-
rias extensiones interesantes como tasa de interés estocastica y pago de dividendos
por mencionar algunas.

El principal inconveniente del modelo Black-Scholes es el supuesto de que la vo-
latilidad de los rendimientos del activo subyacente es constante. Bajo este supuesto,
cuando se calcula la volatilidad implicita a partir de informacién de mercado de pre-
cios de opciones y se grafica el precio de ejercicio de la opciéon y plazo al vencimiento,
el resultado deberfa ser una superficie plana. Sin embargo, en la practica, la superfi-
cie de volatilidad implicita no es plana y la volatilidad implicita tiende a variar con
el precio de ejercicio y el plazo al vencimiento. Esta caracteristica se conoce como
sesgo de volatilidad.

En consecuencia, esto conduce al desarrollo de modelos con una caracteristica
particular que considera a la volatilidad dependiente del tiempo. Una extension
natural se plasma en los denominados modelos de volatilidad estocéstica en los
cuales la volatilidad es conducida por un proceso estocastico. Existen en la literatura
diversos modelos al respecto. Los modelos més representativos se encuentran en
[13], [11] y [22]. Para los dos ultimos modelos hay formulas analiticas, mientras que
para el primero es mediante una aproximacion de la volatilidad por serie de Taylor
hasta tercer momento. Ahora, es bien conocido que estos modelos son capaces de
reproducir algunos hechos estilizados empiricos relativos a la valuacién de opciones
y la determinacién de volatilidades implicitas. Por ejemplo, la determinacién de
precios de productos derivados sobre esos activos bajo esta condicién es por lo
tanto, un problema relevante. En particular, una manera de resolver tal problema
son métodos de valuaciéon con el supuesto de que la volatilidad es estocastica.

En que concierne a la estimacion de pardmetros de un modelo de volatilidad
estocéstica se encuentran los métodos estadisticos como pueden ser: maxima ve-
rosimilitud, método generalizado de momentos, asi como los métodos basados en
informacién de mercado, en los que se minimiza la distancia entre los precios o vola-
tilidades de mercado dados por un modelo teérico y los precios o volatilidades dadas
por el mercado, por ejemplo con funciones de pérdida como en [2|. En este sentido
el avance en el area de ciencias de la computacién ha permitido a varias ramas de la
economia financiera beneficiarse de nuevas y poderosas herramientas. Es asi como
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la computacién evolutiva ha desarrollado métodos de optimizaciéon basados en algo-
ritmos evolutivos que representan una alternativa cuando los métodos tradicionales
de optimizacion (ya sean deterministicos o estocasticos) presentan dificultad de en-
contrar una solucién a un costo computacional razonable. Los algoritmos genéticos
son algoritmos computacionales basados en la evolucién darwiniana que hacen uso
de operadores como cruza y mutacién para dar diversidad genética a través de esos
elementos aleatorios, a fin de “evolucionar” los candidatos o soluciones posibles del
problema.

Este trabajo esté organizado como sigue. En la siguiente subseccién se presenta
una breve revisiéon de los modelos de volatilidad estocéstica. En la seccion 2 se
describe brevemente el modelo de Heston y la calibraciéon de pardmetros mediante
tres funciones de pérdida, asi como los pasos del algoritmo de evolucién diferencial.
En la seccién 3 se calibran los parametros del modelo de Heston con funciones
de pérdida y dos métodos: el primero determina el minimo de una funcién no
lineal de varias variables con restricciones y el segundo con evolucién diferencial,
ambos métodos se aplican a un conjunto de volatilidades implicitas sobre la accién
FEMSAUBD, asimismo se analizan y discuten los resultados obtenidos. Por ultimo,
se concluye en la secciéon 4.

Modelos de volatilidad estocastica

La evidencia sobre las caracteristicas empiricas de los rendimientos de las series de
tiempo financieras senala que su media parece ser constante mientras su varianza
cambia con el tiempo [7]. Ademés los rendimientos muestran conglomerados (clus-
ters) de volatilidad, esto es, grandes cambios en los rendimientos son seguidos por
otros grandes cambios, tal fenémeno fue estudiado por primera vez por Mandelbrot
[17]. La determinacion de precios de productos financieros derivados sobre esos ac-
tivos bajo esta condicién es por lo tanto, un problema relevante. En particular, una
manera de resolver tal problema es mediante métodos de valuacién con el supuesto
de que la volatilidad es estocastica.

De acuerdo con [14] el precio de opcién con un modelo de volatilidad estocéstica
debe satisfacer una ecuacion diferencial parcial (EDP) de dos variables fundamen-
tales: el precio del subyacente y su volatilidad. Dado que la volatilidad no es un
activo que se negocie explicitamente, el riesgo por volatilidad no se puede eliminar
por métodos de arbitraje. Por lo tanto, su precio de mercado entra explicitamente
en la EDP. Usualmente la prima de riesgo asociada se supone que es cero o una pro-
porcién constante de la volatilidad. Las condiciones terminales y de frontera para el
contrato de opcién determinan la solucién particular que es la prima de la opcion.
En el modelo de valuacién de la opcién, la volatilidad del subyacente se modela de
forma explicita y sus parametros se pueden estimar por métodos estadisticos. La
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solucién de la EDP de la que se obtiene el precio de la opcién es un problema dificil,
puesto que es deseable tener formulas cerradas, mientras que la solucién analitica
es un requisito previo para el trabajo empirico®.

Los primeros avances en esta area estan representados en [27], [13], [23] v [11].
En [27] se propone un método por diferencias finitas con variables de estado lo-
garitmicas transformadas para resolver la EDP. En [13] se emplea una técnica de
aproximacion en serie de potencias en base a la distribuciéon del subyacente con-
dicionada al valor medio de la varianza estocastica. En los enfoques de [23] y [11]
se propone un enfoque analitico con métodos de inversion de la transformada de
Fourier. De estos tres enfoques, la solucién numeérica de la EDP es la més general,
pero también es la més intensiva en uso de recursos computacionales. La aproxi-
macion de [13] resulta ser la méas manejable. Los enfoques en [13] y [23]| dependen
de la distribucién de la varianza estocéastico promedio y suponen una correlacién
instanténea entre las las variables de estado igual a cero, mientras que en [11] se
muestra que el modelo en [23] es susceptible de analisis de Fourier incluso cuando
la correlacion es distinta de cero. En [22] se suponen dos movimientos brownianos
correlacionados y obtienen la funcién caracteristica del logaritmo del precio en un
modelo compuesto por un sistema de ecuaciones diferenciales estocéasticas. Por su
parte, en 28] propone un modelo de volatilidad estocastica de doble raiz semejante
al de Longstaff [16]. En [9] se propone un nuevo modelo de volatilidad aleatoria
en el cual la volatilidad se modela mediante una estructura de plazos determinista
modificada por una variable aleatoria escalada. Se obtiene una aproximacion de
forma cerrada para el precio de la opcion europea utilizando las griegas de orden
superior con respecto a la volatilidad.

2 Modelo de volatilidad estocastica de Heston

Una caracteristica relevante del modelo de Heston es que se obtienen las funcio-
nes caracteristicas de las probabilidades neutrales al riesgo como soluciones de una
ecuacion diferencial parcial de segundo orden. Enseguida, por medio de estas pro-
babilidades neutrales al riesgo se determina una férmula similar a la de BS para
valuar una opcién europea de compra sobre una acciéon con el supuesto de que la
volatilidad del activo subyacente es estocastica, mientras que el precio de la opcién

!Una gama de diversos modelos y su estimacién se encuentran en la literatura. Por ejemplo, en
[15] se propone un modelo de volatilidad estocéstica con correlacion, ademéas de una potencia en
el subyacente y su varianza, el precio de la opcién se obtiene mediante simulacién de Monte Carlo
con parametros estimados por el método de momentos. En [5] se desarrolla un modelo para valuar
opciones sobre divisas, suponen reversion a la media con el logaritmo de la volatilidad estocéstica
y también estiman la volatilidad subyacente por el método de los momentos.
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de venta se determina con la condicién de paridad de opciones de venta y compra.

Otra ventaja que tiene el modelo de Heston es que presenta una féormula analitica
para el precio de una opcién con el supuesto de correlacion entre la volatilidad y el
precio del activo subyacente. Esta féormula tiene complicaciones ya que en esta se
incluyen variables complejas en términos de integrales. De esta manera, el precio
de la opciéon se obtiene al calcular la probabilidad de que una opcién de compra
venza dentro del dinero. Esta probabilidad se puede calcular por la inversiéon de la
funciéon caracteristica del logaritmo del precio subyacente. En seguida se presenta
el modelo de Heston y la formula para el precio de la opcion.

El precio de un activo subyacente X; es modelado por la siguiente ecuaciéon
diferencial estocastica:

aXe _ adt + \/vidBY,

Xi
donde « es el rendimiento medio del subyacente (tendencia) y B! es un proceso de
Wiener. Es importante mencionar que la volatilidad /v; no se modela directamente
en el modelo de Heston, sino mediante la varianza v;. De hecho la varianza es
conducida por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck para la volatilidad g; = |/v; dada
por:

dgt = —Bgtdt + (5dB§,

donde B es un proceso de Wiener correlacionado con BY, es decir, Cov(dBY, dBb) =
pdt. Al aplicar el lema de It6 a v; = g? se obtiene la dinamica de la varianza? vy,
que en este caso es un proceso de reversion a la media similar al de [8]:

dvy = k (0 — vy) dt + o/vyd BS, (1)

donde k = 28,0 = 62/28 y 0 = 26. Si k,0 y o satisfacen las condiciones 2k >
o y vy > 0, se puede demostrar que la varianza es siempre positiva puesto que
la distribucion de (1) es una ji-cuadrada no central. Los parametros x,0 y o, se
interpretan como la tasa de reversion a la varianza de largo plazo, la varianza de
largo plazo y la volatilidad de la varianza, respectivamente.

Respecto a la estimacién de pardmetros se encuentra que vy es una variable
de estado inicial, que no se puede observar y no es un parametro como tal [2].
Puesto que la volatilidad es una variable no observable, s6lo estimada, y porque vg
representa esta variable de estado al tiempo cero por lo que tal supuesto es realista.
Sin embargo, para efectos de estimacion se trata a vy como un parametro mas a
estimar.

2Véase el Apéndice 5.
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Para obtener el precio de la opciéon de compra se trae a valor presente con la
tasa libre de riesgo r la esperanza del valor intrinseco:

Cr(K) = e ""E[(X7 — K, 0)] (2)
=e ""E[Xrlx,>k] — " KE[1lx,>K]
= eytﬂl (y7 v, T) - eirTKHQ(?L v, T)

En la ecuacion anterior II;(y, v, 7) representa las probabilidades de que la opcién
de compra venza dentro del dinero (X7 > K) condicional a que y; = InS; del
subyacente y sobre la volatilidad v; al tiempo ¢, donde 7 = T — t es el plazo al
vencimiento de la opcién, en consecuencia:

IL(y,v,7) =Pr(In Xy >InK), j=1,2.

Si se conocen las funciones caracteristicas ¢1(¢;y,v) v p2(d;y,v) correspondientes
a II;, entonces se puede recuperar cada II; a partir de su funcién caracteristica por
el Teorema de inversion®(véase [26] para una revision de los métodos de inversion):

I = Pr(ln Xy > mK) = 5 + ;/ Re {e ;P(;(%y,v) ¢ (3)
0

Al vencimiento cuando t = T, de modo que 7 = 0, las probabilidades estan sujetas
a la condicion terminal IT;(y,v,0) = 1,~m i, lo cual significa que al vencimiento,
cuando X7 > K la probabilidad de que la opcién de compra este dentro del dinero
es la unidad. En suma, de acuerdo con [11] el precio de la opcion de compra es:

CT (K) = 6yt]-—ll (y’ v, T) - e_TTKHQ(ya v, 7-) (4)
con II; y Il dadas por (3), y las funciones caracteristicas son de la forma:

i (9, v) = exp (C5 (7, 0) + Dj(, p)v + ipx) ()

3Una propiedad bésica de la funcion caracteristica es la relacién uno a uno con la funcion de
distribucién. Cada variable aleatoria posee una funcién caracteristica tnica y de hecho la funcién
caracteristica caracteriza la distribucién de manera tnica. El Teorema de inversién es el teorema
fundamental de la teoria de la funcion caracteristica porque vincula la funcién caracteristica con
la funcién de distribucién por medio de una transformada inversa de Fourier.
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con:

— q.pdT
Cj :T¢i7+%§ {(bjpa¢i+dj)72ln {19]6]}},

_bj—pogit+d; | 11— edi™
N o? 1 — gjedi™

D;

g; = bj —p0¢i+dj
J bj—p0¢i—dj,

dj = \/(paqbi — b))% — 02(2u;¢i — ¢2).

En las ecuaciones anteriores 7 = T — t es el plazo al vencimiento, i = /—1 es la
unidad imaginaria, uy = 1/2,us = —1/2,b1 = K+ X—po y ba = k+ A. El parametro
A representa la prima al riesgo por volatilidad como funcién del precio del activo,
el tiempo y la volatilidad?.

Es preciso destacar que para calcular el precio de la opcién es necesario calcular
las integrales para II; y Ils en (3), lo cual involucra la aplicacion de un método de
integracién numeérica. Para obtener el precio de la opcién de venta se recurre a la
condicién de paridad de opciones de venta y compra:

Vir(K) = Cr(K) + Ke '™ — X,. (6)

Otra cualidad del modelo de Heston es que las volatilidades implicitas calculadas a
partir de los precios de las opciones generadas por el modelo muestran una sonrisa o
sesgo, la disposicion del sesgo se debe a los valores de los pardmetros. Las opciones
sobre acciones suelen mostrar una pendiente negativa en sus volatilidades implicitas.
Un hecho empirico interesante es que cuando se calibran los parametros del modelo
de Heston con informacién de esa clase, el valor del parametro de correlaciéon es
negativo en la mayoria de los casos.

El pardmetro de correlacion p determina la direccion del sesgo, con p > 0 co-
rresponde a una pendiente positiva y con p < 0 a una pendiente negativa. Este
efecto se observa en la grafica la al generar volatilidades implicitas con valores de
S =100, =0.05,7=T—-t=0.25,k=2,0 =0.01, A =0y vg = 0.01 con un rango
de precios de ejercicio que varia desde 90 hasta 110. Si se aumentan los valores de la
volatilidad de la varianza ¢ se aumenta la curvatura de la sonrisa. Esto se observa
en la grafica 1b generado con esos mismos valores pero con p = 0. Los parametros
K,0 y vg controlan el nivel de la sonrisa, como se ilustra en la gréifica 2. La velo-
cidad de reversiéon a la media x también controla la curvatura, hasta cierto punto,

4Un trabajo con el enfoque de ecuaciones diferenciales parciales y que explica el origen de esa
prima al riesgo es [18].
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Grafica 1: Efecto de los parametros de Heston sobre la volatilidad implicita con
distintos valores de p (1a) y o (1b). Fuente: elaboracion propia.

con valores grandes de « se aplana la curva de volatilidad implicita (grafica 2a). Al
incrementar o disminuir los valores de 6 y vy se observa un desplazamiento paralelo
de la curvatura de la sonrisa (graficas 2b y 2c¢). Para generar las graficas anteriores
se utiliza el algoritmo de biseccién con el modelo de Black y Scholes para encontrar
las volatilidades implicitas una vez que se calculan los precios con el modelo de
Heston.

Funciones de pérdida

El método mas usado para calibrar los pardmetros del modelo de Heston es con
funciones de pérdida. En este método se minimiza el error entre las cotizaciones
de mercado y los precios del modelo, o entre volatilidades implicitas de mercado
y las del modelo de Heston. El conjunto de parametros estimados © corresponde
a aquellos valores que minimizan el valor de la funciéon de pérdida, de tal manera
que los precios del modelo o volatilidades implicitas son lo mas cercanos posible
a las cotizaciones del mercado. Se debe utilizar un algoritmo de minimizacién con
restricciones, de modo que se satisfaga que:

k>0,0>0,0>0,v9>0,p€[-0.90.9].

Dado que las funciones de pérdida utilizan precios de mercado de las opciones que se
negocian en determinado tiempo como insumos (o la volatilidad implicita derivada
de esos precios) dan como resultado los parametros neutrales al riesgo del modelo
de Heston.
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Grafica 2: Efecto de los parametros de Heston sobre la volatilidad implicita con
distintos valores de k (2a), 6 (2b) y v (2¢). Fuente: elaboracion propia.

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 5, paginas 87-110



96 Ambrosio Ortiz Ramirez, José Carlos Trejo Garcia, Benjamin Vallejo-Jiménez

Suponga que se tiene un conjunto de vencimientos Ny con 7;(t =1,...,Nr) y
un conjunto N de precios de ejercicio Ki(k =1,..., Ng). Para cada combinacion
vencimiento-precio de ejercicio (7, Kj), se tiene un precio de mercado P(r, K) =
Py y un correspondiente precio generado por el modelo de Heston P(71;, K; ©) =
Pt%. Se puede asociar a cada opcién un peso ey opcional. Existen varias formas de
definir una funcién de pérdida, que por lo general caen en alguna de las siguientes
categorias: las basadas en precios y las basadas en volatilidades implicitas.

La primera categoria de funciones de pérdida son las que minimizan el error
entre las cotizaciones de mercado y las de un modelo predeterminado. El error se
define como la diferencia al cuadrado entre los precios de mercado y las del modelo,
o el valor absoluto de la diferencia, también se pueden usar errores relativos. Por
ejemplo, se pueden estimar los parametros mediante la funcién de pérdida del error
cuadratico medio (ECM) al minimizar:

1
Ly = *Z Ctk (Ptk - Pt%)Z, (7)
Ntk

con respecto a ©, donde N es el nimero de cotizaciones. Otra funcion es la deno-
minada funcién de pérdida relativa del error cuadratico medio (ECMR):

2
1 (P — PR)
Ly = N%ﬁ:etl@T- (8)

Otra manera de definir el error en términos del valor absoluto es |Py — Pt%, y
establecer una funciéon de pérdida como en (7) y (8).

Una desventaja de la funcién de pérdida L; es que las opciones con vencimiento
corto, muy fuera del dinero y con muy poco valor contribuyen poco a la suma
de (7), por lo tanto, la optimizacion tenderd a ajustar a largo plazo a opciones
dentro del dinero también afectando a otras opciones. Una forma de resolver este
detalle es usar exclusivamente opciones dentro del dinero, de modo que en (7) se
usan opciones de compra para precios de ejercicio que son menores que el precio
del subyacente, y usar opciones de venta para precios de ejercicio mayores que el
precio del subyacente. Otra soluciéon es con la funcién de pérdida relativa del error
cuadrético medio en (8). No obstante el problema con Lo es que ocurre el efecto
opuesto. De hecho, debido a la presencia de Py en el denominador, opciones con
bajo valor de mercado sobre-contribuyen a la suma de (8). Aunque la sobre y la sub
contribucién se puede mitigar mediante la asignacion de pesos ey a los términos en
la funcién objetivo resulta que la elecciéon de los pesos suele ser subjetiva.

La segunda categoria de funciones de pérdida corresponde a la que minimiza el
error entre las volatilidades implicitas de mercado y la de un modelo teérico. De
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la misma manera el error se define como las diferencias al cuadrado, las diferencias
absolutas o las diferencias relativas entre las volatilidades implicitas de mercado y las
del modelo. Esta clase de funcién de pérdida es sensible, ya que en los mercados de
derivados las opciones se cotizan en términos de volatilidad implicita; la precision del
ajuste del modelo se determina al comparar las volatilidades implicitas de mercado
y las del modelo. Por ejemplo, la calibraciéon de pardmetros por medio de la funcién
de pérdida del error cuadrético medio de volatilidad implicita es:

1
Ly= > ew(6u — 33:)2, (9)
N %

donde oy, = o(m, Ki) v 35,1 = (1, Ki; ©) son respectivamente las volatilidades
implicitas de mercado y del modelo teérico. También se pueden utilizar las versiones
relativas y absolutas de Ls. La principal desventaja de la ecuacion (9) es que requiere
célculos numéricos exhaustivos. De hecho, en cada iteraciéon de la optimizacién
primero se deben obtener todos los precios con el modelo de Heston Ptcz y luego
aplicar un algoritmo de célculo de raiz como el algoritmo de biseccién para extraer

N ) N o2
la volatilidad implicita at(?c de Pt% para después poder calcular (th — aﬁ) .

Evolucién diferencial: un algoritmo de la computacién evolutiva

Cuando los métodos convencionales de optimizacion (i.e., programacion lineal, pro-
gramacion cuadrética) son herramientas limitadas para buscar soluciones 6ptimas
en un espacio inmenso, los algoritmos evolutivos ofrecen una buena opcién. En los
dltimos anos la mezcla de ciencias de la computaciéon y biologia ha traido un nue-
vo paradigma en la solucién de problemas de alta complejidad, y la computacion
evolutiva es una rama de la primera que ofrece un conjunto novedoso de metodo-
logias que son muy efectivas. En este sentido, la computaciéon evolutiva ofrece un
método mas preciso para resolver problemas de optimizacién porque evita éptimos
locales y evaliia multiples soluciones al mismo tiempo utilizando conceptos de evolu-
cién genética como cruce o mutacion en la que una poblacion de soluciones cambia
de acuerdo con ciertas combinaciones de posibles soluciones. Hay tres paradigmas
principales que conforman la computacién evolutiva: estrategias evolutivas, progra-
macién evolutiva y algoritmos genéticos. Aunque los algoritmos evolutivos son el
método mas comun de computo evolutivo utilizado en finanzas, trabajan con una
unica funciéon objetivo, lo cual es una limitacién, por ejemplo en la optimizacién
de portafolio y estrategias de negociacién. La alternativa es el uso del algoritmos
evolutivos multi-objetivo, que puede manejar simultdneamente un conjunto de solu-
ciones [6]. Si el lector requiere una introduccion sencilla a la computacion evolutiva
en el libro de Simon|21| se presenta diversos enfoques a la solucién de problemas
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de optimizacién. En particular, se discuten los denominados algoritmos evolutivos
y sus aplicaciones en varias ramas de la ciencia.

Los algoritmos genéticos fueron disenados por John Henry Holland [12]| y “uti-
lizan el proceso de seleccién natural para encontrar la soluciéon 6ptima a través de
una serie de poblaciones que combinan y mutan soluciones hasta alcanzar el 6ptimo.
Diferentes problemas de optimizacion requieren diferentes métodos de mutaciéon y
combinacion de soluciones” [4]. Los algoritmos genéticos también son conocidos co-
mo algoritmos evolutivos porque estéan inspirados en la teoria de la evolucién de
Charles Darwin, en general trabajan con operadores como la reproduccion, el cruce
y la mutacion.

La evolucion diferencial (ED) fue desarrollada por Rainer Storn y Kenneth V.
Price alrededor de 1995. Como muchos nuevos algoritmos de optimizacion, la ED
fue motivada por problemas del mundo real: la solucién de los coeficientes en los
polinomios de Chebyshev y la optimizaciéon de los coeficientes en filtros digitales.
La primera publicacion sobre ED fue en 1997 en el Journal of Global Optimization
[20]. El algoritmo de ED se describe en cuatro etapas distintas, las cuales son:
seleccion inicial de la poblacién, mutacién, recombinacion y selecciéon. Estas etapas
son tipicas en la mayoria de otros algoritmos evolutivos, sin embargo, la ED es tinica
en la manera en que se mutan los conjuntos de parametros.

Los pasos para aplicar el algoritmo de evolucion diferencial en el caso del modelo
de Heston son los siguientes:

1. Seleccioén inicial de la poblaciéon. Formar una matriz de tamano 5 x Np
de valores de pardmetros elegidos aleatoriamente, donde Np es el nimero de
miembros de la poblacién. La matriz debe construirse de manera que cada fila
respete las restricciones de los parametros. Se deben elegir limites inferiores
y superiores de tal forma que los valores aleatorios para los parametros sean
razonables, por ejemplo, 0 < K < 10,0 > 0,v9 >0, 0 <3y —1 < p < 1. Para
que el paso 2 funcione, se deben tener Np > 4. Esto implica que se tiene la
poblacién:

P = ’ 10
By = (XX XN) (10)

donde cada miembro de P es un vector de pardmetros a saber:
T
x; = (Ki, 05, 04, voi, pi) " -
2. Mutacién de los miembros de la poblaciéon. Para cada miembro x; de

la poblacion (i = 1,..., Np), seleccionar aleatoriamente otros tres miembros
X1, Xr2 Y X3 distintos entre si y de x; también. Esto implica que se deben

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 5, paginas 87-110



Generacion de curvas y superficies de volatilidad implicita con parametros de
volatilidad estocéastica calibrados con funciones de pérdida y evolucion diferencial 99

seleccionar indices 71,79 y 73 tales que i # r1 # ro # rg. Para cada miembro,
generar un miembro donante definido por:

Yi =Xr1+ M ( Xr2 — XT3) ) (11)

donde M € [0, 2] es un factor de mutacion constante. Los elementos del miem-
bro donador y; se usan para construir un miembro candidato que puede o no
reemplazar a x;, basado en los resultados de los pasos 3 y 4.

3. Recombinacién de los miembros donantes. El miembro candidato u; se
construye elemento por elemento a partir de los elementos y;; del donante y
los elementos del miembro z;;(j = 1,...,5), de acuerdo con la siguiente regla.
Para cada elemento j, se genera un ntimero aleatorio de una v.a. uniforme Uj;
y se genera el elemento candidato como:

) = {yij siUyj < Ro,0j=R (12)

Tij e.0.C.

Donde R es un nimero entero del elegido al azar y R¢o es una probabilidad
denominada relacién de cruce. El uso de R garantiza que el candidato no
es el mismo que el miembro, esto es, garantiza que u; # x;, Esto es porque,
inclusive si todos los U;; son muy pequenos para que la condicion U;; < Re no
sea satisfecha para cualquier j = 1,...,5, la condicién j = R seré satisfecha
una vez y el elemento correspondiente y;; se convertira en el elemento u;; del
candidato u;.

4. Seleccion del candidato. El miembro x; y su candidato u; cada uno se
introduce en la funcion objetivo f(x). Si el valor del candidato es menor que
el del miembro, el candidato reemplaza a x; como el i-ésimo miembro de la
poblacion P en (10). Por lo que la regla es:

P_{(Xl'“uz‘"'XNp) si f(u) < f(x), (13)

Xi-or X XNp ) e.0.cC.

Cuando todos los miembros han recibido el tratamiento, se actualiza la po-
blacién y la generacion siguiente empieza de nuevo en el paso 2. El algoritmo
se ejecuta asi sobre todas las Ng generaciones, de esta manera se elige el
conjunto de parametros como el miembro con el menor valor de f(x) de la
poblacién en la generacién final.
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3 Aplicacién y anilisis de resultados

En esta seccién se considera un conjunto de precios de opciones sobre la accién
FEMSAUBD. Las informacién se obtuvo del Boletin del Resumen del mercado de
opciones del dia 13/04,/2012 publicado por MexDer. Se consideran cuatro plazos:
45, 98, 261 y 348 dias. Se obtuvieron del proveedor de precios la curva TIIE28-IRS
para la tasa libre de riesgo, las volatilidades implicitas de las opciones negociadas
en ese dia. El siguiente cuadro muestra los datos relevantes para la calibraciéon de
los parametros:

Cuadro 1: Datos relevantes.

Fecha Fecha de Plazo al Tasa libre Precio

Actual vencimiento | vencimiento | de riesgo | FEMSAUBD
13/04/2012 | 28/05/2012 0.1233 A4.75 135.14
13/04/2012 | 20/07/2012 0.2685 4.75 135.14
13/04/2012 | 30/12/2012 0.7151 4.75 135.14
13/04/2012 | 27/03/2013 0.9534 4.75 135.14

El cuadro 2 muestra los plazos al vencimiento, precios de ejercicio (K) y las
volatilidades implicitas de las opciones de compra sobre FEMSAUBD.

Cuadro 2: Volatilidades implicitas.

Vencimiento
K | 45/365 | 98/365 | 261/365 | 348/365
120 | 0.2780 | 0.2638 | 0.2532 0.2518
125 | 0.2477 | 0.2402 | 0.2364 0.2369
130 | 0.2186 | 0.2158 | 0.2203 0.2239
135 | 0.1878 | 0.1930 | 0.2047 0.2098
140 | 0.1572 | 0.1712 | 0.1894 0.1970
145 | 0.1334 | 0.1517 | 0.1748 0.1849
150 | 0.1323 | 0.1373 | 0.1618 0.1736

Fuente: elaboracién propia.

La grafica 3 muestra la superficie de volatilidad implicita de mercado para la
accién de FEMSAUBD que se elabor6 a partir de la informacion del cuadro 2. Se
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tienen siete precios de ejercicio y cuatro vencimientos, lo que resulta en un total de
28 volatilidades implicitas, se observa que conforme el precio de ejercicio se incre-
menta el valor de la volatilidad implicita va disminuyendo ligeramente. Asimismo
si se compara el precio del subyacente y el precio de ejercicio resulta que cuatro co-
tizaciones son de opciones que estan dentro del dinero (S; > K) y las tres restantes
estan fuera del dinero, esto resulta relevante cuando se estiman los parametros con
funciones de pérdida.

o

Grafica 3: Superficie de volatilidad implicita de mercado. Fuente: elaboracién propia

Cuadro 3: Parametros calibrados con funciones de pérdida.

K 0 o v(0) p ECM-VI | Tiempo | Funcién Ob.
Ly | 1.4109 | 0.1025 | 0.9191 | 0.0344 | -0.7720 | 5.85E-06 12.81 1.98E-03
Ly | 1.6825 | 0.0940 | 0.9582 | 0.0343 | -0.7691 | 5.30E-06 | 11.85 8.06E-04
L3z | 1.9494 | 0.1037 | 1.0123 | 0.0318 | -0.5564 | 3.49E-04 1.94 7.88E-06

Fuente: elaboracion propia.

El cuadro 3 muestra los parametros del modelo de Heston calibrados con funcio-
nes de pérdida: funcién de pérdida del error cuadréitico medio, funciéon de pérdida
relativa del error cuadratico medio y la funciéon de pérdida del error cuadrético
medio de volatilidad implicita, el tiempo en segundos que tarda la calibracion y
el valor de cada funcién objetivo. Los valores iniciales de los pardmetros para la
calibracién son: kK = 9,0 = 0.05,0 = 0.3,v9 = 0.05,p = —0.8. En este caso se
determina determina el minimo de una funcién no lineal de varias variables con
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restricciones®, en la que la funcién objetivo es cada una de las funciones de pérdida.
El conjunto de parametros que se elige es aquel que tiene el menor valor del error
cuadrético medio de volatilidad implicita que es la funcién Lo. En los tres casos se
observa que el valor de p resulta negativo, lo que significa que la pendiente de la
curva de volatilidad implicita es negativa lo cual se observa en la siguiente grafica:

0.30 0.30 4
—e—Mercado 45 d.  -a-Heston 45 d. ——Mercado 98 d. -a-Heston 98 d.
0.25 4
Y
)
0.20
0.15
0.10 0.10
120 125 130 135 140 145 150 K 120 125 130 135 140 145 150 K
0.27 0.27
—eo—Mercado 261 d. =&-Heston 261 d. —eo—DMercado 348 d. =a-Heston 348 d.
0.25 1 0.25 4
] N
11,23 Q.23
-~ ‘S.
<) IS
0.21 0.21
0.19 4 0.19 4
0.17 4 0.17 4
0.15 0.15
120 125 130 135 140 145 150 K 120 125 130 135 140 145 150 K

Grafica 4: Volatilidades implicitas de mercado y de Heston estimadas con la funciéon
Ls. Fuente: elaboracién propia.

Los resultados indican que el ajuste de las volatilidades implicitas es ligera-
mente mejor para opciones con vencimientos de largo plazo que para las de corto
plazo. Asimismo el tiempo que tarda el ajuste es mucho menor en comparacion con
evolucién diferencial como se observa en el cuadro 4.

La grafica 5 muestra la superficie de volatilidad implicita de mercado y la su-
perficie de volatilidad implicita de mercado generada con los pardmetros de Ls. En
este caso se consideran 35 plazos al vencimiento que varian desde 36 hasta 342 dias

5Se plantea y resuelve el problema de optimizacién no lineal con la funcién fmincon de Matlab.
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y los precios de ejercicio son 35, los cuales varfan de uno en uno desde K = 120
hasta K = 150. La importancia de la superficie radica en lo siguiente, as{ como la
curva de rendimiento en un dia cualquiera es una descripcién concisa de los precios
de los bonos y del mercado de bonos, de la misma manera, para un subyacente
particular en un momento dado, la superficie de volatilidad implicita proporciona
un resumen del mercado de opciones al que pertenece. Mientras que los bonos se
caracterizan por su vencimiento, las opciones se distinguen por su plazo al venci-
miento y su precio de ejercicio, en consecuencia requieren de una superficie en lugar
de una curva. Otra utilidad de la superficie es que factible valuar una opcién exoética
con la informacién que genera la superficie de volatilidad, en caso de que se tengan
plazos al vencimiento y precios de ejercicio que no coincidan con los plazos de la
superficie se ejecuta un procedimiento de interpolacién bilineal.

ANANANANN
A\

(a) Superficie de volatilidad implicita de merca- (b) Superficie de volatilidad implicita de merca-
do. do generada con los parametros de Lo.

Gréafica 5: Superficie de volatilidad de mercado (5a) y la generada con los parametros
de la funcién L (5b). Fuente: elaboracion propia

Cuadro 4: Pardmetros calibrados con funciones de pérdida y evolucién diferencial.

K 0 o v(0) p ECM-VI | Tiempo
Ly | 1.6432 | 0.0939 | 0.9056 | 0.0339 | -0.8001 | 8.55E-06 | 315.20
Ly | 3.4141 | 0.0881 | 2.0000 | 0.0389 | -0.6798 | 8.78E-05 | 314.51
Ls | 1.1933 | 0.1178 | 1.0763 | 0.0350 | -0.6473 | 3.85E-05 | 2429.00

Fuente: elaboraciéon propia.
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El cuadro 4 muestra los parametros del modelo de Heston calibrados con las tres
funciones de pérdida anteriores pero con el algoritmo de evolucién diferencial. De
acuerdo con |25] se establece el ntimero de miembros de poblacion igual a 30 veces
el niimero de parametros tal que Np = 150, la probabilidad de relacién de cruce
Rec = 0.5, el factor de mutacién a M = 0.8 y el ntimero de generaciones Ng = 400.
Los valores iniciales de los pardmetros para la calibraciéon son: k = 9,0 = 0.05,0 =
0.3,v9 = 0.05, p = —0.8. El conjunto de parametros que se elige es aquel que tiene
el menor valor del error cuadrético medio de volatilidad implicita que es la funcién
L1. En los tres casos se observa que el valor de p resulta negativo, lo que significa
que la pendiente de la curva de volatilidad implicita es negativa lo cual se observa
en la siguiente grafica:
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Grafica 6: Volatilidades implicitas de mercado y de Heston estimadas con la funciéon
L1 por evolucién diferencial. Fuente: elaboracién propia.

Los resultados indican que el ajuste de las volatilidades implicitas es ligeramente
mejor para opciones con vencimientos de largo plazo que para las de corto plazo,
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asimismo el tiempo que tarda el ajuste es mucho mayor en comparaciéon con fun-
ciones de pérdida con la funcién fmincon que determina el minimo de una funcién
no lineal de varias variables con restricciones.

Por tltimo, La grafica 7 muestra la superficie de volatilidad implicita de mercado
v la superficie de volatilidad implicita de mercado generada con los parametros de
L1. Como se observa las volatilidades implicitas para plazos cortos son sensibles al
tipo de funcion, lo que hace que se muestre un cambio significativo en la pendiente
de la curva.

AN —
R NN SN
7 Ak
AN

—
(a) Superficie de volatilidad implicita de merca- (b) Superficie de volatilidad implicita de merca-
do. do generada con los parametros de L por evo-
lucién diferencial.

Grafica 7: Superficie de volatilidad de mercado (7a) y la generada con los pardmetros
de la funcion L; (7b). Fuente: elaboraciéon propia

4 Conclusiones

En los ultimos afios ha surgido una clase de algoritmos como un método mas ro-
busto y confiable para resolver problemas de optimizacion global. Estos algoritmos
implican trabajar con un conjunto de soluciones en lugar de solo una y se conocen
como algoritmos evolutivos. El algoritmo de evolucién diferencial pertenece a esta
clase de algoritmos y se puede adaptar a la solucién de problemas de optimizacién
que se encuentran en la calibraciéon de modelos financieros que involucran varias
variables, como modelos de volatilidad estocastica o modelos de tasas de interés de
varios factores. Una caracteristica relevante del algoritmo de evolucién diferencial
es que que no requiere parametros iniciales ya que genera muchos ensayos de una
poblaciéon de manera paralela. De esta forma, la evolucion diferencial ejecuta un
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muestreo sobre todo el espacio de parametros, y si se ejecuta lo suficiente practica-
mente garantiza la convergencia a un minimo global. Sin embargo, la desventaja es
que requiere de un ntmero considerable de repeticiones que implican un alto costo
en tiempo y de recursos computacionales.

Un método para calibrar los pardmetros de un modelo de volatilidad estocéstica
es con funciones de pérdida. En este método se minimiza el error entre las cotizacio-
nes de mercado y los precios del modelo, o entre volatilidades implicitas de mercado
y las del modelo teérico. En este marco el modelo de Heston genera sonrisas de vo-
latilidad consistentes con el mercado para vencimientos relativamente lejanos (seis
meses y mas). Sin embargo para vencimientos cortos presenta problemas ya que no
genera sonrisas de volatilidad eficientes, esto debido a que los métodos clésicos de
minimizacién requieren un conjunto inicial de parametros para que se obtenga un
minimo global.

Se examiné el efecto que tiene la variacion de los pardametros del modelo de Hes-
ton en la curva de volatilidad implicita. Se observo que el parametro de correlacion
p determina la direccion del sesgo, con p > 0 corresponde a una pendiente positiva
y con p < 0 a una pendiente negativa, mientras que la volatilidad de la varianza o
determina la curvatura de la sonrisa. Los parametros k, 0 y vy controlan el nivel de
la sonrisa.

En esta investigacion se calibraron los pardmetros del modelo de volatilidad es-
tocéstica de Heston con funciones de pérdida y dos métodos distintos: en el primero
se determina el minimo de una funcién no lineal de varias variables con restricciones,
y el segundo con el algoritmo de evolucién diferencial. Los dos métodos se aplican a
un conjunto de volatilidades implicitas sobre FEMSAUBD con cuatro vencimientos
y siete precios de ejercicio. El criterio para la eleccién de los pardmetros es aquel
que tenga el valor minimo del error cuadratico medio de volatilidad implicita. En
el caso de funciones de pérdida con el método usual se determiné que la funcién
de pérdida relativa del error cuadréitico medio es la que tiene el valor minimo. En
el caso de funciones de pérdida con evolucién diferencial se elige a la funcion de
pérdida del error cuadratico medio pero con un tiempo mucho mayor en compara-
cion con el de funciones de pérdida. Asimismo, los resultados indican que en ambos
métodos el ajuste de las volatilidades implicitas es ligeramente mejor para opciones
con vencimientos de largo plazo que para las de corto plazo y el valor de p resulta
negativo, lo que significa que la pendiente de la curva de volatilidad implicita es
negativa.

Por ultimo, es pertinente senalar que el precio de un derivado por lo general se
basa en un modelo teérico que describe la evolucién de un proceso subyacente en
particular. El proceso de determinar los mejores pardmetros del modelo se ejecu-
ta mediante un procedimiento de calibraciéon. S6lo un modelo calibrado con éxito
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permitira el calculo de precios justos que sean consistentes con los que se negocian
en el mercado. Por lo tanto, un proceso de calibraciéon del modelo en el que los pa-
rametros se calibren con la frecuencia necesaria y suficiente es la base de cualquier
valuacién precisa.

5 Apéndice: Dinamica de la varianza

El modelo de Heston se plantea en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
estocasticas:

X,
X _ pdt + \/v;dB}
Xy

d\/v; = —B\/vedt + 6dB?

con Cov(dB},dB?) = pdt. Si se realiza un cambio de variable y se suprimen los
subindices entonces x = /v, la funcién que se tiene ahora es g (t,z) = 22, por lo
que al aplicar el lema de It6:

1
dg (t,z) = gidt + godx + igm(d:c)Q.

Al sustituir las derivadas parciales indicadas resulta en:
1 2
dg (t,x) = 0dt + 2zdz + 3 (2) (dx)”,
el ultimo término se simplifica como sigue:

(dx)? = (—By/vrdt + 6dB?)’
= §%dt.

Por lo cual:
dg(t, x) = 2\/vidy/vg + 62dL. (14)

Al sustituir la expresion para d,/v; y simplificar términos resulta en:
dvi =k (0 — vy) dt + o\/v;d B, (15)
con: k =28,0 = %,0’ = 24, que es la ecuacion (1).
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Valuacién de opciones europeas bajo el modelo de Cox,

Ross y Rubinstein y convergencia al modelo de
Black-Scholes

Carlos Palomino Jiménez', Daniel Soriano Grande!,
Francisco Solano Tajonar Sanabria?

IFCC-BUAP, ’FCFM-BUAP

Resumen

En este trabajo se trata con la valuaciéon de opciones Europeas, se establecen
los conceptos de estrategia autofinanciable, admisible y libre de oportunidad
de arbitraje, asi mismo se enuncia la definicion de martingala y finalmente
se describe lo que significa un mercado completo. Ademas, se presentan las
condiciones que debe satisfacer el modelo Cox-Ross-Rubinstein y se muestra la
convergencia al modelo de Black-Scholes.

1 Introduccién

Las opciones son contratos mediante los cuales se acuerda la compra o venta de un
cierto bien a un cierto precio en una fecha determinada [1]. El poder de compra o
venta es un derecho, mas no una obligacién por parte de quien compra la opcion.

Definicién 1.1. Una opcidén es un contrato que le ofrece a su tenedor o comprador
el derecho, pero no la obligacion, de comprar o vender un namero fijo de acciones u
otros activos financieros de un activo subyacente especificado, a un precio estipulado
K en una fecha determinada T

El precio estipulado K se conoce como precio strike y a la fecha determinada T
se conoce como fecha de expiracion o vencimiento del contrato.

Como se observa el contrato puede ser desventajoso para quien emite la opcion,
ya que el tenedor puede o no ejercer la opcién. Para esto, el tenedor o comprador
de la opcién debe pagar una prima al emisor de ésta, por el derecho de la opcion.
La prima es independiente del precio strike y se tiene que pagar por adelantado al
emisor de la opcién, sin importar si se adquiere o no.
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2 Conceptos Basicos

Primero consideremos el caso de una opcién de tipo call, es decir, compramos una
opcion de compra sobre un activo subyacente, a un precio strike K fijo, en una fecha
establecida T'. Conocemos el precio del activo subyacente al momento de suscribir
el contrato y lo denotamos por Sy y el precio del activo al término del contrato esta
dado por St, el cual desconocemos.

Al momento de la expiracion del contrato, el valor del activo es S y supongamos
que St < K el tenedor no le conviene ejercer la opcién, ya que el precio del activo
es mas barato en el mercado que si se ejerciera en ese instante, por el contrario si
sucede que St > K el tenedor de la opcion le conviene ejercer, en cualquier de los
casos su payoff o funcion de pago esta dada por

Sr—K siSpr>K

CT:(ST_K)+:{ 0 siSp<K

Anélogamente en el caso de una opciéon de tipo put su payoff esta dado por

K—Spr siSr< K
Pr=& ST)+_{ 0 siSr>K.

Para el modelo a tiempo discreto se trabaja sobre un espacio de probabilidad
finito (€2, F, P), con una filtracion Fy C F; C ... C Fp, donde F; es visto como
la informacién disponible hasta el tiempo ¢, donde T corresponde a la fecha de
expiracion de la opcion. Asumiremos que Fo = {0, Q}, Fr = {P(Q)} y para todo
w € Q P({w}) > 0. Supongamos que el mercado consiste de (d + 1) activos finan-
cieros, cuyos precios al tiempo t estan dados por las variable aleatorias no negativas
SO SH .., Std medibles con respecto a Fy, el activo indicado por 0 es considerado
como un activo libre de riesgo denotamos por Sy = 1, es decir, si r es la tasa de inte-
rés fija entonces SP = (1+7)?, denotaremos a 3; = SLS como el factor de descuento.

Los activos indicados por i = 1,2, ..., d correspondes a los activos con riesgo.

Ahora consideremos una estrategia como un proceso estocastico
¢ ={(¢2, 6%, ..., ) o<t<r € R¥HL donde ¢! denota el niimero de acciones corres-
pondientes al activo ¢ en el portafolio al tiempo t. ¢ es previsible, es decir,

by es Fo medible
qzﬁi es F;_1 medible para t > 1.

Vie{o,l,...,d}{
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De modo que el valor del portafolio al tiempo ¢ esta determinado por el producto
escalar

Vi(9) = ¢ St = Z@S’

Y su valor descontado

Vi(¢) = Bi(dt- St) = ¢ St
donde 5 = ﬁ v Sy = (1,85}, ... ,ﬁtSLfl) es el vector de precios descontados.

3 Estrategia Autofinanciable

Una estrategia ¢ es autofinanciable si cualquier cambio en el valor del portafolio
Vi es determinado por las ganancias (o pérdidas) netas realizadas en la inversion;
el valor del portafolio después del tiempo ¢ y los precios de los activos antes del
tiempo t + 1 son conocidos y esta dado por ¢;11.5;. Si el valor total del portafolio
ha sido usado para esos ajustes (no hay retiro y los nuevos fondos son invertidos),
entonces se satisface que para todo ¢t € {0,1,...,7 — 1}, ¢St = ¢ry1-St. De
manera equivalente se tiene que para cualquier ¢ € {1,2,...,T}

donde AS; = 3;S; — Bj—15;-1.

Definicion 3.1. Una estrategia ¢ es admisible si ésta es autofinanciable y V;(¢) > 0
para cualquier ¢t € {0,1,...,T}.

El inversionista debe se capaz de pagar sus deudas del activo con riesgo o sin
riesgo en cualquier momento [2]. La nocion de arbitrage (la posibilidad de obtener
una ganancia sin tener riesgo alguno) se formaliza de la siguiente manera.

Definicion 3.2. Una estrategia que admite oportunidad de arbitraje, es una estra-
tegia admisible con valor inicial cero y valor final no cero.

Es decir, sin tener dinero podemos pedir dinero prestado, especular en alguna
opcion de tal manera que al término de estd podemos pagar nuestra deuda y generar
una ganancia, a esto se le conoce como oportunidad de arbitrage.
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4 Martingala

Analizaremos la conexién entre martingala y arbitraje. Trabajaremos sobre un es-
pacio de probabilidad (2,5, P), con F = {P(Q)} y para todo w € Q@ P({w}) >0
equipado con una filtracion (F)p<¢<7. Diremos que una sucesion de variables alea-
torias (X;)o<i<7 es adaptada a la filtracion si para cualquier ¢t € {0,1,...,T}, X;
es Fi-medible.

Definicion 4.1. Una sucesion de variables aleatorias (My)o<¢<7 con valores reales
adaptada a la filtracion y absolutamente integrables, es decir, E[|M;|] < co es

e Martingala si E[M;1|F;] = M, para todo t <T — 1.
e Supermartingala si E[M;1|F:] < M, para todo ¢t <T — 1.

e Submartingala si E[M;11|F;] > M, para todo t < T — 1.

5 Mercado completo

Sea una opcién Europea de tipo call sobre un activo subyacente S! con un precio
strike Ky una fecha de expiracion T, su payoff h Fpr-medible es definido como

Definicién 5.1. Un reclamo contigente definido por h, es alcanzable si existe una
estrategia admisible de valor h al tiempo T'.

Ahora enunciaremos la definicién de mercado completo seguido de un teorema
que caracteriza los mercados completos y nos da una condicién para estos.

Definicion 5.2. El mercado es completo si cada reclamo contingente es alcanzable.

Teorema 5.3. Un mercado viable es completo si y sdlo si existe una unica medida de
probabilidad P* equivalente a P bajo la cual los precios decontados son martingalas.

Como el mercado es viable y completo, denotamos por P* la tinica medida de
probabilidad equivalente a P bajo la cual los precios descontados son matingalas.
Sea h un reclamo contingente, la cual es Fpr-medible y no negativa, ¢ una estrategia
admisible que replica el reclamo contingente el cual es definido por

h = V().

Ademas, como la sucesion (V¢)o<i<7 es P*- martingala se tiene
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Vo(¢) = B* [Vr(4)],
esto es,

Vo(¢) = BrE*[Vr(¢)] = BrE*[A].

Y mas general
Vi(¢) = Br—E*[h|F:], te€{0,1,2,...,T}. (1)

El precio de la opcion tipo call queda determinado por V;(¢), el cual es el dinero
necesario para replicar h = (Sp — K)4 al tiempo T siguiendo la estrategia ¢, es
decir, el precio de la opcién al momento de suscribir el contrato es determinado por

BrE*[(St — K)+].

6 Bases para el modelo de Black-Scholes

El modelo de valuacion de opciones desarrollado por Black y Scholes [1], formalizado
y generalizado por Merton [4], es muy popular.

Los supuestos de mercado en los que se basa son:

1. El precio de una accién se comporta como un movimiento browniano geo-
metrico. Supone transacciones constantes y no permite brincos en las cotizaciones.
Ademas, en el largo plazo, el precio del activo subyacente siempre tiende ha crecer
a una tasa constante.

2. El activo subyacente no paga dividendos.

3. La volatilidad es conocida y constante durante la vida de la accién.

4. La tasa de interés es constante durante la vida de la opciéon. Ademas, esta
tasa aplica tanto a operaciones activas como a operaciones pasivas. En general,
cualquier participante del mercado puede prestar o pedir prestado, tanto dinero
como necesite a la misma tasa de interés.

5. Un inversionista que venda una opcién o una acciéon en corto tendra disponi-
bles los recursos producto de la venta.

6. No hay costos de transacciéon para las acciones o las opciones.

Daremos por conocidos los temas de procesos estocasticos y calculo estocéstico

de Ito. Para una mejor lectura de estos temas se recomienda [2], los apéndice A y
B de [3] y [5].
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Mostraremos que es posible replicar el rendimiento de una opcién mediante el
rebalanceo continuo de un portafolio autofinanciable que involucra el activo subya-
cente y bonos sin riesgo.

La suma de ese portafolio y la opcién hacen una cobertura perfecta en el sentido
de que para pequenos movimientos en el precio del activo subyacente, el valor total
de la suma permanece sin cambios. Un portafolio que a cambios del precio del activo
subyacente se mantiene “inmovil” en valor, se llama un portafolio sin riesgo. De esta
manera, el precio de cobertura resulta ser el precio de la opcién.

7 Ecuacién de Black-Scholes

A menos que se diga lo contrario, estamos suponiendo que el mercado financiero es
completo.

Consideremos una opcién europea de tipo C'all sobre un activo S, con fecha de
expiracion Ty precio de ejercicio K. Sea ¢ : Ry x [0,7] — R, la funcion

c(S,t) = SN (dy (S,1)) — Ke "N (do (S, 1)) 2)

donde

In (%) + (7“ + %02> t
oVt ’

d2 (S, t) = d1 (S, t) - U\/E, (4)

y N es la funcién de distribuciéon acumulativa gaussiana estdndar

dy (S,t) =

22
N (x ~ 2 dz, para todo x € R.

1 T
== [

21 J -0
Sea C} el precio de arbitraje de una opcién europea tipo Call, en el tiempo t dentro

del modelo de Black-Scholes.

Teorema 7.1. El precio de arbitraje en el tiempo t € [0,T] de una opcion europea
tipo call con fecha de expiracion T y precio de ejercicio K en el mercado Black-
Scholes estd dado por la formula

Cy=c(S;, T —1), para todo t € [0,T],
donde la funcion ¢ : Ry x [0,T] — R, esta dado por (2)-(4). Ademds, la tinica

estrategia ¢, P*-admisible de la opcion de tipo call satisface
Oc
1 —_
¢t - aS

para todo t € [0,T7].

(S, T—t), ¢f =e " (c(Se. T —t) — ¢, 5)
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Para la demostracion del teorema anterior, primero se obtiene la ecuacion dife-
rencial parcial de Black-Scholes y después se encuentra la formula para evaluar la
opcién europea de tipo call. La demostracién de que ¢; y ¢? mencionadas son la
tnica estrategia P*-admisible se puede ver en el Teorema 5.1.1 de [5].

Demostracion (Teorema. 7.1.) Comenzaremos por asumir que el precio de la
opcion, Cy, satisface la igualdad C; = v (Sy, t) para alguna funcion v : Ry x [0,T] —
R. Ahora, asumiremos que la estategia ¢ que estamos buscando tiene la siguiente
forma

o= (01,97) = (9 (St,1) , 1 (St, 1), (5)
para t € [0,7T] donde g,h : Ry x [0,T] — R, son funciones desconocidas. Ya que ¢
se asume es autofinanciable, el proceso V (¢), el cual es

Vi(¢) = g(Sit)St+h(St)B
= v (St).

Ademas, esto ultimo necesita satisfacer lo siguiente

dVi (@) = g (St,t) dSe + h (S, 1) dB.
Asi, esta ultima igualdad puede escribirse de la siguiente forma

dVi (¢) = (p — 1) Stg (Se, t) dt + 0.S1g (Si, t) AWy + v (S, t) dt (6)

ya que de la segunda igualdad en (6) obtenemos

@7 = h(Sit)

= By (v (S,t) — g (Sit) St) -

Buscaremos la funcién v en la clase de funciones suaves sobre el dominio abierto
D = (0,00) x (0,T) ; més exactamente, asumimos que v € C1? (D). Una aplicacion
de la formula de Ito a v (S, t) nos lleva a

0v (S, t v (St, 1 07v (S,
dU(St,t) = <<att>+lus’t(651:) 5 2528(‘9215)) dt
oS

Combinando esta ultima expresion con (6), llegamos a la siguiente expresion
para la diferencial de Ito del proceso Y; = v (S;) — Vi (¢)

. ov (St, t) ov (St, ) 1 2 2 82’0 (St, t) v (St, t)
d}/t = ( ot + ,LLSt oS 2 St 952 dt + O'St 95 th
+ (r — p) Stg (St t) dt + 0Sig (Si, t) AWy — v (S, t) dt.

+0'St th
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Por otro lado, en vista de (6), Y se anula idénticamente, esto es dY; = 0. Por la
unicidad en la descomposicién canoénica de semimartingalas continuas, el término
de la difusién en la descomposicién anterior de Y desaparece. En nuestro caso, esto
significa que para todo t € [0,T], tenemos

t Ov (Sy, u)
Sy 19 (Su,u) — —=——=| dW,, =0,
/0 o 79( u) o5 |
o equivalentemente
t o O (Sy,u)]?
52 Sy tt) — ——22 | du = 0. 7
) 2o (50w = =58 (7)
Para que se cumpla (7), es suficiente y necesario que la funcion g satisfaga
t
g(s.0) = 200 por (e mx (0], ®)

Asumiremos desde ahora que (8) se cumple. Entonces, usando (8) obtenemos otra
expresion para Y,

~[t[0v(Su,u) 1 5 90%0 (Susu) Ov (Sy, u)
}/t—/o |:at+20' SU‘W—FTSUT_TU (Su,u) du.

Es aparente que Y desaparece simpre que v satisfaga la siguiente ecuacién diferencial
parcial, a la que nos referimos como la Ecuacion Diferencial parcial de Black-Scholes

ov(S,t) 1 5 0% (S,t) ov (S,t)
ot 27 % Tas2 T ag

y que denotaremos por

—rv(S,t) =0, 9)

BS[v(S,t)] = 0.

Para concluir la demostracion, determinemos el precio de arbitraje de Cy = v (S, t)
de una opcion tipo call al resolver (9) junto con las condiciones finales y de frontera
siguientes.

Condiciones finales:

C(S,T)=(S— K)_ Liquidaciéon de la opcion tipo call. (10)
Condiciones de Frontera:

1. Si § =0, entonces jcual es el valor de C (0,t)?

%—? =rC de (9)
C(0,T) = (0 - K), condicién final
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C(0,7)=C(0,T)e "™ =0 (para opciones tipo call). (11)

2. 81 S — oo, entonces jcudl es el valor de C'(5,1)?

Cuando el precio del activo de referencia se incrementa, es mas probable que la
opcién sea ejercida y la magnitud del precio de ejercicio es menos importante. Por
lo tanto, supondremos que

C (S,t) ~ S cuando S — oc. (12)

Observacion: C (S,t) ~ S significa que limg_oo C(g’t) =1.
Resumiendo lo anterior, tenemos el siguiente problema

BS[C] =0,
T)=(5S—-K
C(0,t) =0, t<T
C(S5,t) ~ 8, S — o0, t <T.

Para resolver el problema anterior, hagamos la siguiente sustitucién propuesta por
(7,

T

S=FEe', t=T-1, C=FEv(z,7) (14)
50’
La ecuacion (9) se tranforma en
o v ov
5—@_’_(]{1_1)%_]{1”5 (15)

donde k1 = 1. La condicion inicial se transforma en
2
v (x,0) = mdx (e — 1,0).

La ecuacion (15) se parece a la ecuacion de la difusion del calor.

Ahora, hagamos la siguiente sustitucién

Entonces, la ecuacion (15) se transforma en

ou  O%u
Ezﬁ,para —oo<x<oo,T>0;
con ) )
u (w,0) = g (v) = maa (e 2F1+07 — ezthi=Dz o) (16)

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 6, paginas 111-128



Carlos Palomino Jiménez, Daniel Soriano Grande, Francisco Solano Tajonar

120 Sanabria

Antes de proseguir, resolvamos el siguiente problema. El problema a resolver
es la ecuacion de la difusiéon del calor i.e.,

2
Z:_L(x,T) = gl:L;(I,T), >0, z€R,
u(x,0) = (e(l_a)x — e_o‘x) =u(z).
Aplicando la transformada de Fourier

Uly,1)= \/:;? /Oo u(x,7)eYdr = (Fu) (y,7),

o0

al problema anterior, se tiene

ou .
{ 5 (4:7) = (iU (5.7), 7 > 0,
U(y,0) = (Fuo) (y),
de donde se tiene que
Uy,7) = Cyexp(—y’r),
U(y,0) = C(y)=(Fuo)(y)-
Asi, se tiene que
U (y,7) = (Fuo) (y) exp (—°7) .
Aplicando la transformada inversa de Fourier se obtiene
u(z,7r) = (F'U)(x,7)
= F'[(Fuo) (y)exp (—y°7)] (=, 7).
Ahora tenemos el siguiente

Teorema 7.2. (Ff - g) (y) = 7 [, (F/) (=) (Fg) (y — =) d=.

Demostracion. Ver ([6], Proposicion 2.2.1.)
Aplicando este teorema para encontrar u (x,T), se tiene

u(w,m) = F'[(Fuo) (y)exp (—y*7)] (x,7)

/OO (F_lFuo) (2). (F_l exp (—y27)> (x — 2)dz,

—00

5~
3
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donde
(F~'Fug) (2) = uo (2).

Sin embargo,
zyxdy

/ (~r (% () H(E)?) v —ive gy
$2

F1 (exp (—y27'>) (x) =

_ oeli) exp(=7(y + i)y

Haciendo el cambio de variables

/ _ i 2
, .
Y. 1—1iT
y - (7_) 27_ 9
dy’
dy = )
2(ry')2
tenemos que,
2\ 2
ex - 1 o0 1_ /
Ffl (exp <_y27-)) (x) = p<47—)/ (y/) 2 1 efy dy/
0

Asi que,

w(z,7) = 2\/% /O:O o (2) . exp <—(“'”;T‘9)2> iz,

donde ug (z) es la condicion inicial.
La solucién a la ecuacién de difusion estéd dada por:

(x—s)2 /4Tds (17)

u(x, T)

2\/71'7'
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Resta evaluar la integral en la ecuacion (17). Para ello hagamos el cambio de
variable, ' = (z — s)/v/27, asi tenemos:

—1,_/2
u(z,7) = (2'V2r +x)ez ™ da
\/ﬂ/
_ (kD) (e’ VaT) S’ g
_ 3 ez dx
Vor /**‘
1 1 ’ =12
1 ez (= D)(@+a'V2ry o S5ra” g
m/ ’
Vor
Aqui,
L = 12/00 %(k1+1)(w+x/\/§)_’xl2dl‘
T —x
Var
1
= M > ei(kl+1)27'e*§( 3 (ki +1)v2m)? dz’
Vor )z
27
lk Dz | 1
7_7, 1 T
= estbtDat )’ (g
donde,
x 1
dy = \/? + 5(151 + 1>\/§’
y d
1 1.2
N(dl / € T2f dS?
V2r

es la distribucién acumulativa de la normal.

El calculo de I es idéntico al de I, excepto que (ki + 1) es reemplazado por
(k1 —1).

Finalmente, escribiendo

v(z, ) = e s Dem g (k)P (g 7)

y tomando a x = log(S/E), T = 36%(T — t), y C = Ev(z,7), se obtiene

C(S,t) = SN(dy) — Ee~ TN (dy),

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 6, paginas 111-128



Valuacion de opciones europeas bajo el modelo de Cox, Ross y Rubinstein y

convergencia al modelo de Black-Scholes 123
donde
J log(S/E) + (r + %02)(T —t)
1= ’
o\/(T —t)
p log(S/E) + (r — %02)(T —t)
2 = .
o\/(T —t)

Por lo tanto, el precio de un Call europeo dentro del marco de Black-Scholes es

C(S,t) = SN(dy) — Be~ TN (dy),

donde
4 — log(S/E) + (r + $02)(T — t)
! o /(T —1) ’
& — log(S/E) + (r — $0?)(T — t)
2 = .
o/ (T —t)

8 Modelo de Cox, Ross y Rubinstein

Para el modelo de CRR consideraremos un activo con riesgo cuyos precios estan
dados por la sucesion de variables aleatorias Sy, t € {0,1,...,T} donde T es la fecha
de expiracién y un activo sin riesgo con una tasa de interés r sobre cada periodo de
tiempo. El precio del stock inicial Sy es conocido y el cambio de precio entre dos
periodos consecutivos cambia por un factor (1 +a) o (1+b) con —1 < a < b por lo
que el precio del stock esta dado por

Si(14+a) con probabilidad
Sip1 = t(l+a) propabiicac p vte {0,1,...,T —1}.
S¢(1+b) con probabilidad 1 —p

El conjunto de posibles estados es entonces @ = {1 + a,1 + b}T con la filtra-
cion natural generada por el valor de los precios del stock, es decir, Fy = {Q, 0},
Fi = 0{Sy t.q. u < t}, donde F = Fp = 29 es la sigma algebra generada por todos
los subconjuntos de €.

La medida P sobre (£2,%) es inducida por la razon de los precios del stock
y denotamos a R; = S;/S;—1 para t > 0. Para cada w = (wj,ws,...,wr) € Q

definimos

P({w}):P(Rt:wt, t:1,2,,T)
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Observemos que si P* es una medida de probabilidad equivalente a P que sa-
tisface que los precios decontados son P*-martingalas, es decir,

E* [gt‘?tfl] = Si-1,

S ].’7'}_1] =1 ya que S;_1 es F;_1-medible, y a la vez es
t—1

es equivalente a E* {

equivalente a

e [

St—1

ya que B¢/Bi—1 = 1+ r. Como P* es una medida equivalente martingala a P, se

tiene E*[R;] = 1 + r, pero como R; sblo toma los valores (14 a) o (1 + b), el valor

esperado de R; es igual a (14 r) sdlo si a < r < b, lo cual nos diria que el mercado
es libre de arbitrage.

9‘}1} =1+4r

Ahora mostremos que el mercado es viable y completo, es decir, que existe una
Uinica medida de probabilidad equivalente a P bajo la cual los precios decontados
son martingalas.

Lema 8.1. S; es P*-martingala si y solo si las variables aleatorias (Ry) son i.i.d.
con P*(Ri=14a)=qyP"(Ri=1+b)=1—¢q donde q= (b—1)/(b—a).

Asi el modelo CRR admite una tinica medida de probabilidad dada por P*. Una
vez teniendo ésta medida procedemos a calcular el valor de una opcién call Europea
Cr = (St — K)4+ al tiempo ¢ esta dada por la ecuacion (1)

Vi(Cr) = (1+7)"TDE[(Sp — K)4+| 4] .

Ya que St = S; [T, 41 Ri y teniendo en cuenta que cada variable R; (i > t) es
independiente de JF; se obtiene

V(C) =1 +r) T-DE* (st ﬁ RZ»—K> F| =o(t,Sy)
+

i=t+i
donde
T
v(t,z) =1 +r) TR || 2 H R, — K
i=t+i N
- Tt rp 4\ . . . .
= TS (T T T - R,
=0
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9 Convergencia al modelo de Black Scholes

Consideremos una opcién de tipo put sobre un stock con un precio strike K y fecha
de expiracion T. Su payoff esta dado por (K — S7)4. El desarrollo es anilogo en el
caso de una opcién de tipo call.

El precio inicial del stock esta dado por Sp, definimos h = T'/N para algin
N fijo de tal forma que el conjunto {0,h,2h,...,Nh} C [0,T]. Para r > 0 fijo,
definimos R la tasa de interés, donde R = rT'/N sobre el intervalo de tiempo [0, h].
El precio de la opcién esta dado por

P = (1 + R) VE*[(K — So)+]

n=1

- E* ((1+R)—NK—(1+R)‘NSofV[RéV>
N

- E <(1+R)NK_50625—11°g(11ﬁ)> }
‘

donde RY = S%/S(n_l)h toma valores de la forma (1 +a) y (14 b) para n > 1.
Ademss las variables (RY) son i.i.d.y

b—R

b—a

P*RY =14a)=q=

Supongamos que
1+a T 140 T
tog (12) = o/ 5 = ~oVh, log(7) =0/ =0Vh (1
g\ 1, o\ ovh, log Ty o N ovVh (18)

Ahora una forma simple del teorema central del limite esta dado por el siguiente
teorema.

Teorema 9.1. Dada una sucesion de variables aleatorias (YN )y, i.i.d. con media
Wn tal que Npu, converge a p cuando N — oo y cuya varianza es de la forma
02/N + o(1/N), la suma Zy = SN, Y}V converge en distribucion a una variable
aleatoria Z distribuida N(u,o?).

Para aplicar el teorema anterior definimos

YN:10g< ) > ZN:iV:YN.
1+ R =
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Los valores posibles de Y;¥ son +0+/h calculando su esperanza se obtiene

pn =E Y] = —oVhg + o V(1 - q) = (1 - 2q)oV/h,

usando la ecuacion (18) y reescribiendo 1 — 2¢ obtenemos

eoVh 1
1=2¢ = 1-20-q=1-2(—"Z——7%
ea\/ﬁfl
sinh(ov/h)’
Al expander en series de Taylor el lado derecho se tiene 1 — 2q = —%U\/E +
o(1/N). Asi uny = —lﬂ +0(1/N), por lo que Nuy — —30°T cuando N — co.

Por tltimo calculamos el segundo momento de la variable Y/

T oI T
* N2 Z(1—¢g) =22

y su varianza es de la forma o % +0(1/N). Aplicando el teorema de limite central se
tiene que Zy — Z en distribucién, donde Z ~N(—30?T, ¢T). Teniendo en cuenta
limy, 00 (1 + )™ = €™, el valor de la opcion esta dada por

Py=E [(e’“TK - S06Z>J .

Dado que Z ~N(—210%T,o?T) entonces la variable X = ﬁ(Z + 30T tiene
una distribucion N(0, 1). Para encontrar la esperanza evaluamos la integral

1,2

o) 1 2 e 2%
/ (Ke—rT — Spe”2° T+G\/T3:) Z " dx

— 0 + V27

La integral es diferente de cero cuando

’y:log(sﬁo) <T_§U2)T>ZL‘

oVT

cambiando el limite de integraciéon, el precio de la opcién put estd dado por

1,2
T e 2% g 2T 2 dx
Py = Ke_’"T/ dx—S/ e~ 57 eo Va5 20
0 —c0 V2T 0 —00 V2T

= Ke T (9(7)) = So (¢(y — oVT))
= Sy®(dy) — Ke " Td(d).
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donde

g log (%) + (r£ 30T
- VT '

Finalmente teniendo en cuenta la ecuacién de paridad C; — P, = Sy — K e_(T_t), el
valor de la opcién tipo call es
Co = So®(dy) — Ke "1 d(d ). (19)

10

Conclusiones

Como podemos observar el valor de la opcion depende de 5 parametros r, T, K, Sy
y o, de los cuales o es un pardmetro no observable, el cual puede ser estimado
mediante métodos estadisticos observando la historia de los precios del activo en el
pasado.
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Capitulo 7

Un estudio de la dinamica de la familia f\(z) = Asenz con
1< <214

Patricia Dominguez Soto, Lizzeth Trujillo Santamaria
FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo se investiga la dinamica de la familia fy(z) = Asenz para
valores de A real entre 1 y 2.14. Se definen los conjuntos de Fatou y Julia
para la familia de funciones fy, el plano de parametros y el plano dinamico.
Se estudian los puntos fijos y los planos dinamicos, para los valores de A antes
mencionados, de la familia f. También, se investiga el comportamiento de los
puntos fijos cuando z = it y ¢ € R. Finalmente, se enuncian algunas conjeturas
relacionadas con los conjuntos de Fatou y Julia de la familia f.

1 Introduccién

El estudio de los sistemas dindmicos en el campo de la dindmica holomorfa se dio a
comienzos del siglo XX, con los estudios de los mateméticos franceses Gaston Julia
(1893-1978) y Pierre Fatou (1878-1929). Estos dos matemaéticos anunciaron, casi de
manera simultanea, dos resultados relacionados con iteracién de funciones racionales
de variable compleja. Uno constaba de dos paginas y el otro de tres, estos trabajos
fueron publicados en los Comptes Rendus de la Academia Francesa de Ciencias,
véase [8] y [11]. Estas breves notas fueron el inicio de un inmenso trabajo sobre
iteraciéon de funciones de variable compleja. Cada uno de estos resultados utiliza la
teoria de Montel sobre familias normales. Los objetos principales de estudio de la
teoria son: el conjunto de Fatou o conjunto estable donde las iteradas forman una
familia normal y el conjunto de Julia o conjunto cadtico, que es el complemento del
conjunto de Fatou.

En 1926 Fatou extiende resultados de la teoria de funciones racionales a la
teoria de funciones enteras trascendentes, donde el infinito es singularidad esencial,
véase [9]. En 1929 Fatou muere dejando varias preguntas abiertas relacionadas con
la dindmica de funciones enteras trascendentes. Esas preguntas fueron respondidas
entre 1965 y 1975 por el notable matematico I. Noel Baker, véase [1] [2] v [3].
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Una de las principales ideas en dindamica compleja es dividir el plano complejo
en los conjuntos de Fatou y Julia, donde el conjunto de Fatou tiene componentes
que pueden ser periddicas, preperiddicas o errantes. Las componentes periddicas se
pueden clasificar en: atractoras, parabodlicas, discos de Siegel, anillos de Herman y
dominios de Baker, véase definiciones en la Seccién 2.

Entre las propiedades basicas de los conjuntos de Fatou y Julia podemos enun-
ciar las siguientes: el conjunto de Julia es perfecto, los conjuntos de Fatou y Julia
son completamente invariantes y los puntos periédicos repulsores son densos en el
conjunto de Julia.

Las familias Ae® y Asenz son familias de funciones enteras trascendentes. La
dinamica de la familia exponencial Ae® ha sido estudiada por varios matematicos
en particular, por Devaney and Krych [4] y Devaney and Golberg [5]. Erroneamen-
te se pensaba que la dindmica de la familia Asenz era similar a la de la familia
exponencial, pero McMullen en [13] demuestra que los conjuntos de Julia de las
familias, antes mencionadas, tienen diferentes medidas de Lebegue. Con esa infor-
maciéon Dominguez y Sienra en [6] demuestran varios resultados relacionados con
la dinamica de la familia Asenz, para A complejo, donde 0 < [A| < 1o [A] =1, A
raiz de la unidad. Ellos observaron que en efecto, la familia Ae® y la familia Asenz
tienen comportamientos completamente diferentes. A partir de la investigacion de
Dominguez y Sienra se pueden formular varias preguntas abiertas relacionadas con
el plano de pardmetros de la familia Asenz y los planos dindmicos asociados a un
parametro dado. Por ejemplo, jcémo son los puntos fijos de Asenz para parametros
reales entre 1 y 2.14. ;Coémo son sus conjuntos de Fatou y Julia para esos parame-
tros? ;Como son los puntos fijos de Asenz si z = it con t real? En este capitulo se
estudian las preguntas antes mencionadas y se enuncian algunas conjeturas intere-
santes que pueden ser investigadas por estudiantes de Posgrado.

Para el desarrollo del capitulo, necesitaremos algunas definiciones y resultados
de la variable compleja y de la dindmica de funciones analiticas. Recordemos, que
las funciones enteras trascendentes son funciones analiticas en el plano complejo
que no son polinomios. De otra forma, son funciones definidas y analiticas en todo
el plano complejo que tienen un singularidad esencial en co.

Consideremos la siguiente clase de funciones:
E={f:X — X | f es entera trascendente}.

Las familias fy(z) = Asenz y fa(z) = Ae®, X € R, pertenecen a la clase €.
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Sea f una funcion en la clase €, la n-ésima iterada de f se define por
fr=fofo..ofof,
donde n € N, o denota composicion, fO(z) =z y f1(2) = f(2).

La orbita hacia adelante de un punto zy de una funcién f de variable compleja
se define como:

O*(20) = {f"(20),n € N}.

Definicién 1.1. Sea f € &. Si f™"(z9) = zp decimos que zp es un punto fijo
periodico. Cuando n es el menor natural que satisface esta igualdad, decimos que
2o es punto fijo de periodo n. Cuando f(z9) = zp el punto zg es llamado punto
fijo.

Sea f € €y zp un punto fijo de f. El punto fijo zg se clasifica como:
(i) Super-atractor si |f'(z)| = 0.
(i) Atractor si |f'(z9)] < 1.
(iii) Repulsor si |f'(z9)] > 1 .
(iv) Indiferente racional si |f'(29)] =1y f'(20) es raiz de la unidad.
(v) Indiferente irracional si |f'(29)| = 1, pero f’(20) no es una raiz de la unidad.

2 Conjuntos de Fatou y Julia

Como se mencioné en la introduccién, el estudio de la dinamica generada por fun-
ciones enteras trascendentes se inicio con los trabajos de los matematicos P. Fatou
[9] ¥ I. N. Baker [1], donde los principales conjuntos estudiados se definen de la
siguiente forma.

Sea f € &, el conjunto de Fatou, denotado por F(f), se define como el con-
junto de puntos z € C tal que la sucesion de iteradas (f"),cy es normal en alguna
vecindad de z. El conjunto de Julia es el complemento del conjunto de Fatou y
se denota por J(f).

Algunas propiedades de los conjuntos de Fatou y Julia para funciones enteras
trascendentes se enuncian a continuacion, para su demostracion véase [1, [9] y [10].

(a) F(f) es abiertoy J(f) es cerrado.

(b) J(f) es perfecto.
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(c) F(f)y J(f) son completamente invariantes, es decir, z € F(f) si, y solo si
f(z) € F(f) y z € J(f) si, y solo st f(z) € J(f).

(d) F(f") = F(f) y J(f") = J(f) para todo n € N.

Si f € &y U es una componente del conjunto de Fatou, el comportamiento de
la orbita de U bajo f tiene tres posibilidades:

(1) Si f*(U) C U para algtin n > 1 decimos que U es una componente periédica
de F(f). El minimo n es el periodo de la componente U. En particular, sin =1 la
componente U es llamada invariante.

(2) Si f™ es periodica para algin entero m > 1, llamamos a U una componente
pre-periédica.

(3) Si la componente U no es periddica ni pre-periddica decimos que U es una
componente errante.

Si f € €y U es una componente periédica de periodo p en el conjunto de Fatou.
La clasificacién de U puede ser de la siguiente forma:

(i) Sizg € U con fP(29) = 20 y |f' (20)| < 1, donde cada punto z € U satisface
f™ (z) — zp cuando n — oco. La componente U es llamada atractora. Si zg
es un punto fijo super-atractor la componente U es llamada super atractora.

(i) Si 29 € U, 2y # oo con fP(z9) = 20y |f'(20)] = 1, donde cada punto
z € U satisface f™ (z) — zp cuando n — oo. La componente U es llamada
parabdlica.

(iii) Si existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — D, donde D es el disco unitario
tal que 1o forp™1(z) = €™ para algtin # € R\Q. En este caso, la componente
U es llamada disco de Siegel.

(iv) Si existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — A, donde A es un anillo
A={z:1<|z| <r}, tal que o forh™(2) = ¥ para algtin § € R\Q. En
este caso, la componente U es llamada anillo de Herman.

(v) Siparatoda z € U, f™ (z) — oo cuando n — oo. La componente U es llamada
dominio de Baker.

Observacion 2.1. Para funciones de clase € los anillos de Herman no existen,

véase [3] para su demostracion. Asi, la familias enteras trascendentes \e* y Asenz
no tiene anillos de Herman.
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Funciones en la clase 8

Los valores singulares de una funcién juegan un papel muy importante en la dina-
mica de funciones enteras trascendentes. A continuacién definimos los conceptos de
valor critico y de valor asintético para una funcion f € €.

Definicion 2.2. (i) Un punto z es un punto critico de f cuando f'(z) = 0.
Sustituyendo el punto critico z en f se obtiene el valor critico de la funcién f.
(ii) Si existe una curva v : (0,00] — C tal que v (t) = ooy f (7 (t)) = w cuando
t — o0, el punto w es llamado un valor asintético de f.

Denotaremos el conjunto de valores criticos y valores singulares de f € & por
SV (f). Eremenko y Lyubich en [7] definen el siguiente conjunto:

S={fe€&:SV(f)es finito}.

Los siguientes teoremas establecen la ausencia de componentes errantes y do-
minios de Baker para algunas funciones enteras trascendentes.

Teorema 2.3. [7] Si f € € y el conjunto de valores singulares SV(f) es finito,
entonces no existen componentes errantes en el conjunto de Fatou.

Teorema 2.4. [7] Supongamos que f € € y el conjunto de valores singulares SV(f)

es acotado. Si z € F(f), entonces la orbita {f™ (z)},—, no puede tender a infinito.

Corolario 2.5. Si f € € y su conjunto de valores singulares es acotado, entonces
F(f) no contiene dominios de Baker.

3 Dinamica de la familia Asenz para 0 < || <1

En esta seccion estudiamos los valores singulares de la familia fy(z) = Asenz. Tam-
bién, enunciaremos algunos resultados demostrados por Dominguez y Sienra [6] y
Zhang [14] para la familia f) para algunos valores del parametro A.

Algunas propiedades interesantes de la familia f) se enuncian a continuacion.

I. Valores singulares de f)(z) = Asenz.

Los puntos criticos de fy(z) = Asenz son los puntos que cumplen f{(z) = 0. Esto
es, Acosz = 0 < 2z = (2k+ 1) 5, k € Z. Por lo tanto, los puntos criticos de f) son
de la forma z = (2k + 1) 5, k € Z.

Al evaluar los puntos criticos en f) obtenemos:
m
A (2k+1) 5= {\, =)}

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 7, paginas 131-148



136 Patricia Dominguez Soto, Lizzeth Trujillo Santamaria

Por lo tanto, la funcion fy tiene valores criticos A y —A.
La familia f)(z) = Asenz no tiene valores asintoticos. Asi, el conjunto de valores
singulares de fy es SV(fy) = {\, —=A}.

II. La familia f, pertenece a la clase 8.
Observemos que el conjunto de valores singulares SV (f)) es finito porque tiene sélo
dos valores criticos A y —\. Asi, f) € 8.

II1. La familia f) no tiene componentes errantes, anillos de Herman ni
dominios de Baker.

Los anillos de Herman quedan fuera usando el principio del médulo méaximo. Por el
Teorema 2.3 y el Corolario 2.5 no exiten componentes errantes ni dominios de Baker.

IV. Componentes de Fatou que se pueden encontarar en la dinAmica de
la familia f).
Por I, II, y III se tienen componentes atractoras, parabdlicas y discos de Siegel para

I

Si estudiamos una familia de funciones con un parametro A y un punto critico
¢, podemos seguir la orbita del punto critico bajo iteracion. A este conjunto se le
conoce como plano de pardmetros. El plano de parametros proporciona informacién
sobre la dinamica de una familia de funciones. Definimos el plano de parametros de
la familia Asenz de la siguiente forma:

M:{)\GC:

esta acotado} .

Figura 1: Plano de parametros de Asenz.

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 7, paginas 131-148



Un estudio de la dindmica de la familia f)(z) = Asenz con 1 < A < 2.14 137

Para generar el plano de parametros de la familia f)(z) = Asenz se utilizaron
los programas de Mathematica y Fractint, véase Figura 1.

Los siguientes resultados fueron demostrados por Dominguez y Sienra para pa-
rametros dentro del disco unitario (cardioide principal en el plano de parametros)
y para algunos parametros sobre el disco unitario, véase [6] para su demostracion.

Teorema 3.1. Sea fi(z) = Asenz, donde 0 < |\ < 1. El conjunto de Fatou
consiste de una componente U atractora, completamente invariante y simplemente
coneza.

Teorema 3.2. Sea f\(z) = Asenz, A\ =e*™ 0 =p/q, con (p,q) = 1. Si q es par,
entonces existe un ciclo con q componentes de Fatou atraidas a 0. Si q es impar,
entonces existen dos ciclos con q componentes de Fatou cada una. Estas son las
unicas componentes periodicas de Fatou. Mds aun, tales componentes son acotadas.

Con respecto a los discos de Siegel G. Zhang demostro en [14] el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.3. Sea 0 < 6 < 1 un ndmero irracional de tipo acotado. Entonces la
frontera del disco de Siegel de la funcion entera fo(2) = e>™senz es un casi-circulo
que pasa exactamente a través de dos puntos criticos /2 y —m /2.

4 Un estudio de la dindmica de la familia f\(z) = Asenz
para 1 <\ < 2.14

En esta secciéon estudiaremos la dinamica de la familia f)(z) = Asenz para valores
reales del parametro A que cumplen 1 < A < 2.14. Es decir, estudiaremos parame-
tros que se encuentran sobre la recta real y que no estan en el disco unitario o en
la cardioide principal del plano de parametros M, véase Figura 1. Para realizar el
estudio, antes descrito, primero encontraremos aproximaciones de puntos fijos para
los valores de A antes mencionados, asi como su naturaleza. Después, estudiaremos
los planos dindmicos para los valores de X\ entre 1 y 2.14, esto es, estudiaremos
los conjuntos de Fatou y Julia de fy. También, estudiaremos los puntos fijos de fy
cuando z =it y t en los reales.

Con el estudio antes descrito enunciaremos algunas conjeturas relacionadas con
los conjuntos de Fatou y Julia para los parametros 1 < A < 2.14. Cabe mencionar,
que no se conoce ningin trabajo relacionado con la dindmica de la familia Asenz
para los pardmetros antes dados. Asi, este seccién tiene un caracter de motivaciéon
e invitacién, dirigida a los estudiantes interesados en la dinamica holomorfa, para
demostrar con profundidad las conjeturas expuestas en esta seccion.
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Para iniciar el estudio, antes mencionado, enunciamos el siguiente teorema de-
mostrado por Dominguez y Sienra en |[6].

Teorema 4.1. Si fy,(z) = Aosenz, donde Ao = e2™P/4 entonces existe una com-
ponente Dy tangente al disco unitario en Ag.

La Figura 2 muestra el plano de parametros M y las componentes tangentes al
disco unitario, componente Dy. En la Figura 2 se han marcado los puntos 1, 1.57
y 2.14 en la componente D, que es tangente en A = 1. Tomaremos los parametros
que se encuentran sobre el eje real de la componente Dy, esto es, pardmetros que
estan entre 1y 2.14 y estudiaremos sus planos dindmicos. En el plano de parametros
M hay una componentes simétrica a la componente Dy, esto es porque la funcién
senz es simétrica, asi so6lo basta estudiar la componente D, para obtener resultados
analogos para la componente —D,.

Figura 2: Componente D, tangente en A = 1 en el plano de parametros de Asenz.

Los puntos fijos de una funciéon dan informacién del comportamiento dinamico
de cualquier familia analitica. En particular, la familia fy(z) = Asenz tiene puntos
fijos cuando Asenz = z, con A\ # 0, se puede observar que una punto trivial que
soluciona la ecuacién anterior es z = 0. Otras soluciones de la ecuacién no son faci-
les de obtener analiticamente, por lo tanto se requieren métodos de aproximacién.
En esta seccién estamos interesados en encontrar puntos fijos diferentes de cero y
estudiar la naturaleza de esos puntos fijos, para deducir algunas propiedades de los
planos dinamicos, es decir de los conjuntos de Fatou y Julia.

En lo que sigue asignaremos valores al pardmetro A donde 1 < \ < 2.14 para:
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(a) Utilizar el método de Newton y encontrar aproximaciones de los puntos fijos
de Asenz, de variable real, es decir, encontar soluciones aproximadas a la ecuacién
Asenx = x.

(b) Estudiar la naturaleza de cada punto fijo encontrado, es decir, si el punto fijo
es atractor, respulsor o indiferente.

(c) Observar el comportamiento de las iteradas en una vecidad del punto fijo en-
contrado.

(d) Graficar los conjuntos de Julia y Fatou para el parametro A dado.

(e) Enunciar dos conjeturas importantes a partir de los datos obtenidos en (a), (b),
(¢) y (d), para cada valor de A\ asignado.

(1) Valor de A =1.1.

L1sen(1) — 1
e e =L ea3568693 ~ 0.8166431307
1.1cos(1) — 1
1.1 _
xl::1:—-44f¥243944:£::(18166431307~—(10603836874¢z(l7562594433
1.1cos(z) — 1
1.1 _
= gy EEIY) T B oneon00433  0.0071731672 ~ 0.749086276 1.
1.1cos(xz1) — 1
1.1 _
€4 = T3 — SeUT3) ~ T3 _ ) 1100866657 — 0.000000023150189

1.1cos(xg) — 1
4 ~ 0.748986638049811.

El punto fijo de f1.1(x) = 1.1sen(z) es la aproximacion 0.7489866. El punto fijo
obtenido es atractor porque satisface lo siguiente:
| f1.1(0.7489866)| = |1.1c0s(0.7489866)| ~ 0.80495 < 1.

Anélogamente, el punto —0.7489866 es atractor por la simetria de la funcién
senz. Por otro lado, observemos que el punto 0 es un punto fijo repulsor de la
funcion f1.1(z) = 1.1sen(x) porque satisface:

|f1.1(0)] = |1.1cos(0)] = 1.1 > 1.

En la la Figura 3 se muestra el comportmiento de la iterada de fi.1, que tiene un
punto fijo repulsor en cero y dos puntos fijos atractores en 0.7489866 y —0.7489866.
Para valores positivos de f11 las érbitas convergen al punto fijo atractor positivo y
para los valores negativos las 6rbitas convergen al punto fijo atractor negativo.
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1.18en(0)

Figura 3: Iteradas de la funcién 1.1senz

En la Figura 4 se muestra el plano dinamico de f7 1, es decir, los conjuntos de
Fatou y Julia de la funcion fi 1.

Figura 4: Los conjuntos de Fatou y Julia de la funcion f; 3

Observacion de (1). Existen dos componentes en el conjunto de Fatou, que pare-
cen ser simplemente conexas, separadas por el eje imaginario que contiene al punto
fijo repulsor 0. Las componentes contienen a los puntos fijos encontrados por aproxi-
macién, y parece que dentro de cada componente los puntos convergen a los puntos
fijos atractores.

(2) Valor de A =1.3.
La aproximacion del punto fijo de la funcion fi3(z) = 1.3sen(z) se obtiene de la
siguiente forma:

1.3sen(1) — 1
=1-—F—~=131 .
v 1.3cos(1) — 1 3155580

1 ~ 1.22970.
T ~ 1.221569.
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5 ~ 1.22149621.

El punto fijo de f;.3 es la aproximacion 1.221496. Evaluando en la derivada de
la funcién el punto 1.221496 obtenemos:

| £1.5(1.221496)| = |1.3c0s(1.221496)| ~ 0.44491 < 1.

Esto es, el punto 1.221496 es un punto fijo atractor de la funcién fi 3. Analoga-
mente, lo es el punto —1.221496. Observemos que el punto 0 es punto fijo repulsor
porque satisaface:

|f15(0)] = [1.3cos(0)] = 1.3 > 1.

La funcion fy 3(x) = 1.3senx tiene un punto fijo repulsor en cero y dos puntos
fijos atractores en 1.221496 y —1.221496. Para valores positivos las 6rbitas convergen
al punto fijo atractor positivo y para los valores negativos las 6rbitas convergen al
punto fijo atractor negativo, véase la Figura 5.

Figura 5: Iteradas de la funcién 1.3senx

La Figura 6 muestra el plano dinamico de la funcién fi 3, esto es, muestra los
conjuntos de Julia y Fatou de f 3.

Observacion de (2). Existen dos componentes en el conjunto de Fatou que pare-
cen ser simplemente conexas, separadas por el eje imaginario que contiene al punto
fijo repulsor 0. Las componentes contienen a los puntos fijos encontrados por aproxi-
macion, y parece que dentro de cada componente los puntos convergen a los puntos
fijos atractores.

Continuando con el proceso anterior se pueden obtener aproximaciones de pun-
tos fijos, su naturaleza y sus conjuntos de Fatou y Julia asociados a diferentes
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Figura 6: Conjuntos de Fatou y Julia de fi3

valores del prametro entre 1.3 y 2.14. A continuacién mencionamos otros dos calcu-
los obtenidos por aproximacién, para valores de A =1.5 y A =1.7, antes de estudiar
el parametro A = 2.14.

(3) Valor de A\ =1.5.
La funcion f15(x) = 1.5senz tiene punto fijo la aproximacion 1.49578156822, que
es un punto fijo atractor. La Figura 7 muestra el plano dindmico de la funcién fi 5.

Figura 7: Los conjuntos de Fatou y Julia de la funcién f 5

(4) Valor de A =1.7.
La funcién f17(x) = 1.7senz tiene punto fijo la aproximacion —1.68828119787 que
es un punto fijo atractor. La Figura 8 muestra el plano dindmico de la funciéon fi 7.

(5) Valor de \ = 2.14.

Utilizando el método de Newton se obtiene que el ntimero 1.9709 es una aproxima-
cion del punto fijo para fo14(x) = 2.14senx. Evaluando el punto fijo en la derivada
de la funcién 2.14senx obtenemos:
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Figura 8: Los conjuntos de Fatou y Julia de la funcién f; 7

| £514(1.9709)| = |2.14¢05(1.9709)| = 0.83355 < 1.

Es decir, el punto 1.9709 es un punto fijo atractor. Analogamente el punto
—1.9709 es también es un punto fijo atractor. El punto 0 es punto fijo repulsor. La
Figura 9 muestra el plano dindmico de la funcion fs 14.

Figura 9: Los conjuntos de Fatou y Julia de la funcion fo 14

Observacion de (3), (4) y (5). Existen dos componentes en el conjunto de Fatou
que parecen ser simplemente conexas, separadas por el eje imaginario que contiene
al punto fijo repulsor 0. Las componentes contienen a los puntos fijos encontrados
por aproximacién, y parece que dentro de las componentes todos los puntos con-
vergen a los dos puntos fijos atractores.

La siguiente conjetura se enuncia a partir de la observaciones de los datos ob-

tenidos en los incisos (1)-(5), para cada valor de A dado. El experimento se relizo
con mas valores de A, pero por ser similares a los mostrados arriba no se escriben
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en el documento. Es importante observar que la unicidad de los puntos fijos que se
han encontrado, para los valores de A dados, no esta demostrada por lo tanto este
trabajo so6lo contiene aproximaciones que conducen a la siguiente conjetura.

Conjetura 1. Si f\(z) = Asenz, con 1 < A < 2.14 y z € R, entonces el conjunto
de Fatou contiene dos componentes atractoras que son simplementes conezxas. Simi-
lar, para el caso —2.14 < A < —1.

Si es posible verificar que todas las condiciones del movimiento holomorfo (-
Lemma, véase [12]) se satisfacen para la familia Asenz se puede enunciar la siguiente
conjetura que involucra valores complejos.

Conjetura 2. Si fy(z) = Asenz con 1 < A < 2.14, entonces en una vecindad de
1.5 con radio € =0.4 el conjunto de Fatou contiene dos componentes atractoras que
son simplemente conexas. Similar, para el caso cuando —2.14 < A < —1.

5 El caso f)(it) = Asen(it) con A\, t € R

En esta seccion investigamos algunas propiedades de la familia f(z) = Asenz, don-
de z =it y t, A € R. Sabemos que el comportamiento de los conjuntos de Fatou y
Julia de la familia Asen(it), para algiun valor de A dado, no es facil. Asi, antes de dar
un paso tan arriesgado lo primero que haremos es responder la siguiente pregunta:
Jpuntos en el eje imaginario bajo Asen(it) son enviados a puntos en el eje imagina-
rio? Después, estudiaremos los puntos fijos de Asen(it) y su comportamiento para
enunciar dos conjeturas al final de esta seccion.

La siguiente proposicién responde a la pregunta enunciada en la introduccion
de esta seccion.

Proposicion 5.1. Si fy(it) = Asen(it) con A\t € R, entonces puntos en el eje
imaginario bajo fy(it) son enviados a puntos en el eje imaginario.

e t—et

21

Demostracion: Sabemos que sen(it) = ( ) Asi,

fa(it) = Asen(it) = A (e;;et) -

=i ()\et_;_t> = i (Asenh(t)).
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La funcion Asenh(t) toma valores en los reales porque A\, ¢ € R. Por lo tanto,
i (Asenh(t)) toma valores en el eje imaginario. Asi, la prueba estéd completa.

Ahora, de la familia fy(it) = i (Asenh(t)), A\,t € R, tomaremos Asenh(t) para
estudiar sus puntos fijos y su comportamiento para diferentes valores de .

(i) Si tomamos el valor de A\ = 1 obtenemos la funcion fi(t) = senh(t). La grafica
de la funciéon f; se puede apreciar en la Figura 10.

3

2

Figura 10: La funcion senh(t)

Los puntos fijos de f; deben de cumplir lo siguiente:

el — et

=t & ¢ —et =29t
2 € (&

senh(t) =t <

Como e! > 0, et > 0y senh(0) = % = 0 se tiene que 0 es el Gnico punto

fijo de la funcién fq, véase Figura 10. El punto fijo 0 es indiferente porque satisaface:
e 40
2

|1(0)] = [cosh(0)] = =1.

Por otro lado, la funciéon fi(t) = senh(t), t € R, no tiene puntos criticos. En efecto,
tomemos

1
(senh(t)) = cosh(t) = 3 (et + eft> )
Como e! > 0 para todo t € R, la derivada de senh(t) nunca es cero.
(ii) La Figura 11 muestra graficas de algunas funciones fy = Asenh(t), t € R, para

algunos valores de A € (0,1). Se obseva en la Figura que las funciones siempre
tienen tres puntos fijos 0 y otro dos, que denotamos por p4(\) y p—(\). Tomando
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iteradas de puntos en vecindades cercanas a los puntos fijos obtenidos se observa,
que cero es un punto fijo atractor y que p4(\), p—(\) son puntos fijos repulsores.

Figura 11: Funciones para algunos valores de A € (0, 1)

Observacion de (ii). La familia Asenh(t), con A € (0,1), tiene tres puntos fijos
p+(A), p—(N) v 0. Asi, la familia i (Asenh(t)), con A € (0,1), también tiene tres
puntos fijos ip4 (), ip—(A) y 0.

Las siguientes conjeturas se basan en las observaciones realizadas en los incisos
(i) y (ii) de esta seccion.

Conjetura 3. Con la informacion que se tiene en el inciso (i) existe un disco de
Siegel en el conjunto de Fatou.

Conjetura 4. Sea f\(it) = Asen(it), A € (0,1) yt € R. La familia f\(it) tiene
dos puntos fijos repulsores ip+(\)en el eje imaginario, donde py >0 y p_ = —p4.
Ademds, la porcidon positiva del eje imaginario que conecta ip+(\) con oo consiste
de puntos que convergen a co. Similarmente, para ip—(\) en la porcion negativa del
eje 1maginario.
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Resumen

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de: (i) los grupos de Klein
y (ii) de la dindmica de funciones racionales, para investigar algunas analogias
entre (i) y (ii) siguiendo el diccionario de Sullivan [20]. También, se enuncian
algunas preguntas relacionadas con el conjunto residual que se define en la
seccién 5.

1 Introduccién

Las matematicas del siglo XIX los grupos discretos tuvieron mucha atencién en la
teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias y en la teoria de funciones modulares.
El matematico Felix Klein cre6 una teoria general de grupos discretos de transfor-
maciones de Mdbius, a finales del siglo XIX, y obtuvo resultados fundamentales.
Recordemos que un grupo de Klein es un grupo discreto de transformaciones de
Moébius, donde las transformaciones de Mobius estan definidas por el cociente de
dos polinomios lineales, esto es:

az+b
TE) =
con a, b, ¢, d nimeros complejos que cumplen ad — be # 0.

Por otra parte, el estudio de los sistemas dinamicos holomorfos generados por
la iteracién de funciones racionales tuvo su inicio a finales del siglo XIX con los
trabajos de Pierre Fatou (1878-1929) [10]| y de Gaston Julia (1893-1978) [14]. En
esos anos, los matematicos Fatou y Julia que investigaban la dinamica de funciones
racionales no comentaron ninguna relacién con la teoria de los grupos de Klein.

En la década de los 80, el matemético Dennis P. Sullivan estudiaba el teorema
de finitud de Ahlfors, que es un teorema en la teoria de los grupos de Klein, y
observo que existian analogias entre la teoria de iteraciéon de funciones racionales y
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los grupos de Klein. En 1985, Sullivan mencioné en [20] algunas analogias entre los
grupos de Klein y la iteraciéon de funciones racionales; ésta es la primera version de
lo que hoy conocemos como el diccionario de Sullivan.

En las secciones 2, 3, 4 y 5 estudiaremos algunas propiedades de los grupos de
Klein, de la dindmica de funciones racionales y algunas de sus analogias siguien-
do el diccionario de Sullivan [20]. También, en la seccién 5 enunciaremos algunas
preguntas relacionadas con el conjunto residual. Cabe mencionar que las analogias
que se estudian en este capitulo no son de tipo topolégicas ni geométricas, pero
la teoria de dindmica de funciones racionales tiene a la topologia como una de sus
herramientas principales.

2 El Grupo de las Transformaciones de Maobius

En esta seccidon enunciamos las definiciones de grupo, grupo ciclico, grupo abeliano,
grupo normal y grupo cociente. También, definiremos homeomorfismo e isomor-
fismo entre grupos. Suponemos que el lector esta familiarizado con las areas de
agebra y variable compleja, sin embargo, enunciaremos algunas definiciones de las
transformaciones elementales para definir la transformacién de Mobius. Los temas
relacionados con grupos se pueden consultar en los libros [4] y [12].

2.1 Grupos

Recordemos que un grupo (G, *) es una estructura algebraica, donde la opera-
cién binaria cumple con la propiedad asociativa, existencia de elemento neutro y
elemento inverso. Un subgrupo H, de (G, %), es diferente del vacio, preserva la opera-
cién binaria de G, es decir, axb € H paratodo a,b € Hy 2~ € H paratodo x € H.

Definimos el producto a” como: a” = a * a *a... * a.
n veces
Observacion: (a) Las n-raices de la unidad denotadas por U,, forman un subgrupo
del grupo de los nimeros complejos diferentes de cero C\ {0} bajo la multiplicacion
usual en C.
(b) El conjunto de matrices complejas de 2 x 2 con determinante igual a 1 con
operacion el producto de matrices es un grupo.

Teorema 2.1. [11] Si G es un grupo y a € G, entonces H = {a" : n € Z} es un
subgrupo de G, y H es el subgrupo mds pequeno que contiene al elemento a.

2.2 Grupos Ciclicos y Abelianos
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Definicién 2.2. Si G es un grupo y a € G el subgrupo {a" : n € Z} de G es
llamado el subgrupo ciclico de G generado por a, y se denota por < a >.

Definicion 2.3. Si G es un grupo y a € GG, decimos que a es un generador de G si
< a >= G. Un grupo G es ciclico si existe a € G generador de G.

Definiciéon 2.4. Sea (G, *) un grupo. Decimos que G es un grupo abeliano si para
todo a,b € G a*xb="bx*a.

El grupo de matrices de n X mn con coeficientes reales o complejos y con ope-
racion binaria la suma de matrices es un grupo abeliano.

2.3 Clases Laterales, Grupo Normal y Grupo Cociente

Si H un subgrupo de un grupo G, definimos como clase lateral derecha de H
en G el conjunto de todos los elementos de la forma ha, con h € H y a € G. De
manera analoga, se define la clase lateral izquierda como el conjunto de todos los
elementos de la forma ah, con h € H y a € G.

Definicion 2.5. Un subgrupo N de G se dice que es un subgrupo normal de G si,
para toda g € G y n € N se tiene gng~! € G.

Lema 2.6. Un subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si, y sélo si el producto
de dos clases laterales derechas de N en G es de nuevo una clase lateral derecha de
N en G.

Lema 2.7. Un subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si, y sélo si el producto
de dos clases laterales derechas de N en G es de nuevo una clase lateral derecha de

N en G.

Definicion 2.8. La coleccién de clases laterales derechas de N en G es el grupo

cociente o grupo factor de G por N y se denota por N

Teorema 2.9. [12] Si G es un grupo y N es un subgrupo normal de G, entonces

— es también un grupo.
N grup
2.4 Homomorfismos e Isomorfismos entre Grupos

Una funciéon ¢ : G — G’, donde Gy G’ grupos, es un homomorfismo si cumple
que ¢(ab) = ¢(a)p(b) para todo a,b € G.
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Definicién 2.10. Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos. El subgrupo
¢ {e'}] = {z € G : ¢(x) = €'} es el niicleo de ¢.

Definicién 2.11. Sean G y G’ grupos. Un homomorfismo ¢ : G — G es un
isomorfismo si ¢ es uno a uno.

Definicién 2.12. Dos grupos G y G’ son isomorfos si existe un isomorfismo ¢ de G
sobre G’, es decir, que la funcion ¢, ademés de ser uno a uno, debe ser sobreyectiva.
Y lo denotamos por G ~ G'.

Los grupos (R, +) y (R, ) son isomorfos bajo la funcion ¢ (%) = ¢(2%)¢(xb).
2.5 Transformaciones Elementales

Las transformaciones elementales son: la traslacion, la rotacion, la homotecia
(contraccion y expansion), la inversion compleja y la reflexion. A partir estas trans-
formaciones se definen las transformaciones de Mobius. A continuacién enunciamos
las definiciones de las transformaciones elementales.

(1) La traslacion se define como T'(z) = z+ b, con b € Cy b # 0.

(2) La rotacion es una transformacion que fija un punto en el plano complejo y a
partir de ahi se gira todo el plano un cierto angulo 6.

La rotacion se puede escribir como = az, con a € C. Sabemos que al multiplicar dos
ntmeros complejos, se suman sus argumentos y se multiplican las normas. Utilizan-
do la forma polar de un néimero complejo, una rotacion se puede escribir como: €% z.

(3) La homotecia esta definida por H(z) = az con a € R, a > 0. Como a es real,
al multiplicar por z el argumento no cambia y la norma de z se multiplica por a.
La funcion H es una expansion uniforme del plano si @ > 1 6 es una contraccion si
0 < a < 1. Se observa que az es una homotecia y una rotacién cuando a # 0y a € C.

1
(4) La inversion compleja, denotada inv(z) = — es aquella donde el interior ddel

circulo unitario es llevado fuera del circulo unitario bajo la funcién inv y el exterior
del circulo es llevado dentro del circulo unitario.

La funcion f : C — C definida como f(z) = = es una inversién respecto al
z

circulo unitario con centro en el origen S*.

(5) La reflexion con respecto al eje real, denotada por Re(z), es la funciéon conjuga-
do, es decir, Re : C — C, Re(z) =%,z € C.
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2.6 El Grupo de las Transformaciones de Mo&bius

En este apartado definimos las transformaciones de Mébius y enunciamos algu-
nos resultados importantes relacionados con las transformaciones.

Sia,b,e,d,z€ Cyad—bec+#0 ala funcién de variable compleja definida por:

az+b

T(2) = et d (1)

se le llama una transformacion de Mobius.

Al conjunto de las transformaciones de Mobius se le denota por M y se define
de la siguiente forma:

M:{z—>a2+b:a,b,c,d€(c, ad—bc#O}.
cz+d

Los resultados mas inmediatos relacionados con transformaciones de Mobius son
los siguientes:

(a) Toda transformacion de Mébius es composicion de transformaciones elementales.

(b) Toda transformacion de Mébius es una funcién biyectiva.

az+b

—b+d
(c)SiT(z) = es una transformacioén de Mobius, entonces T~ (w) = bt dw
bz+d a — cw

es la funcion inversa de T(z).

Una funciéon f definida del plano extendido al plano extendido f : C — C, que
manda circulos a circulos (o rectas consideradas como circulos) se denomina una
transformacion circular u homociclica. No es dificil probar que:

(d) Las transformaciones de Mobius tienen la propiedad homociclica (o circular).

Sabemos que la composicién de dos transformaciones de Mobius es una trans-
formacion de Mébius. Se puede demostrar que el par (M, o) es un grupo, donde o
denota composicion.

A partir de ahora al par (M, o) lo denotaremos solamente como M y se enten-
derAj que es un grupo bajo la composicion de funciones.
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3 Grupos SL(2,C), PSL(2,C) y de Klein

Los grupos de Klein recibieron ese nombre por Henry Poincaré a finales del siglo
XIX en honor a Félix Klein, que habia hecho grandes contribuciones a la geometria
hiperbolica. Los temas expuestos en esta seccion se pueden consultar en [4], [§],

[13], [15], [18] y [21].
3.1 Los Grupos M y PSL(2,C)

Tomemos el grupo de matrices complejas 2 x 2 con determinante igual a 1 y
operacion el producto de matrices; denotemos este grupo como SL(2,C).

L(2
Definimos el grupo PSL(2,C) como el grupo cociente PSL(2,C) = w,
donde K es el nucleo de SL(2,C).
Para toda A = a b € SL(2,C), definimos € M como ga(z) = ez +b
- c d ? ? gA gA — cz + d

En lo que sigue asociaremos el grupo de las transformaciones de Mébius M con
el grupo SL(2,C) por medio de un isomorfismo v : SL(2,C) — M con regla de

correspondencia:
a b az+b
. 2
(c d) - cz+d (2)

Dado que gap = Y (AB) = ¥(A) o(B) = gagp, tenemos un homomorfismo de
grupos. Dicho homomorfismo es suprayectivo y el nicleo de 1, que lo denotaremos
y . . 1 0 SL(2,C)
por K, consiste en las matrices £ (0 1). Entonces PSL(2,C) = 7 M.

Observemos que cualquier matriz en K’ conmuta con toda A € SL(2,C), por
lo tanto K/ C K.

a
Por otra parte, si (

c
11
, es decir,
(o )
1 1\ fa b\ f(a+c b+d\ (a a+b) fa b 11
0 1 c d)  \ ¢ d ] \¢ c+d) \c d)\o 1
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11
lo que implica que ¢ =0 y a = d. Ahora, también debe conmutar con (O 1),

L 0\ fa b\ [a b _fa+b b)Y [a b 10
11 0 a/ \a a+b) a a) \o a/\1 1
por tanto, b = 0.

a
tanto, PSL(2,C) ~ M. Debido a este isomorfismo, se suele identificar al grupo de
transformaciones de Mébius M con el grupo PSL(2,C).

b
Como el det <a ) = a2 = 1, a = +1, concluimos que K’ = K, por lo

Las transformaciones de Mobius pueden verse como matrices, lo que hace més
facil su uso. La asignacion de la matriz en la Ecuacion (2) no es tnica porque para

b
e ntumero complejo diferente de cero, la transformacion de Mobius T(z) = azi yi
cz
b
también esta dada por T(z) = w, sin embargo si e # 1, entonces las dos
) ecz +ed
matrices
a b
c d
y

ea eb
B= (3)
ec ed
son diferentes y representan la misma transformacién de Mobius, por lo tanto, si
a = ad — be, podemos dividir los coeficientes entre /o, y obtener

o) = (a/Va)z+b/Va _dz 4V
(e/Va)z+d/Ja dztd

con a’'d — V¢ = 1. Asi, siempre podemos suponer que ad — bc = 1.

3.2 Los Subgrupos de SL(2C) y PSL(2,C)
Un subgrupo G de SL(2,C) es discreto si, y solo si, para cualquier sucesion de

matrices {4,} C G tal que Jim A, = A existe ng > 0 tal que A, = A para todo
n > ng. Todo grupo finito de M es un ejemplo de subgrupo discreto.

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 8, paginas 149-165



156 Alexander Bykov, Patricia Dominguez Soto, David Herrera Carrasco

Proposicion 3.1. Un subgrupo G de SL(2,C) es discreto si, y sdlo si para toda
k>0, el conjunto {A € G : ||A|| <k} es finito.

La demostracion se puede consultar en [4]. Como consecuencia se tienen los
siguientes corolarios.

Corolario 3.2. Si G < SL(2,C) es discreto, entonces G es a lo mds numerable.

Corolario 3.3. Si G < SL(2,C) es discreto y no es finito, entonces para cualquier
sucesion de matrices distintas {A,} C G, 1im ||A|| = 0.
n (e.)

En el caso de PSL(2,C) tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 3.4. Un grupo G < PSL(2,C) es discreto si, y solo si ¥ 1(G) <
SL(2,C) es discreto.

Corolario 3.5. Un grupo G < PSL(2,C) es discreto si, y solo si para toda k > 0,
el conjunto B = {g € G : ||g||* < k} es finito.

3.3 Grupo de Klein

Diremos que un subgrupo I' de las transformaciones de Mobius M es un grupo
de Klein si es un subgrupo discreto del grupo PSL(2,C).

Un ejemplo de grupo de Klein es el grupo I' formado por todas las transforma-
ciones ~ de la forma:

az+b

7(z) = cz+d

De la definiciéon de un grupo de Klein se desprende que I' es un conjunto nu-

merable, es decir, sus elementos pueden ponerse en correspondencia uno a uno con

el conjunto de los nA°meros naturales o un subconjunto finito del mismo, y no
contiene ningtn elemento eliptico con orden infinito.

(ad—bc=1, a, b, ¢, d € Z+iZ).

Definicién 3.6. Si I' es un grupo de Klein, decimos que z es un punto ordinario
de T' si I es una familia normal (véase Definicion 4.6) en alguna vecindad de z.
El conjunto de puntos ordinarios se llama conjunto ordinario de I' y se denota por
Q).

Definicién 3.7. Un punto z es un punto limite de I' si z no es un punto ordinario.
Al conjunto de todos los puntos limite se le llama conjunto limite de I" y se denota
por A(T).
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Teorema 3.8. [15] Six € A(T'), entonces existe y € A(T') y una sucesion {gm }men
de elementos distintos de T' tal que g, (z) — = uniformemente sobre subconjuntos
compactos de C\ {y}.

Demostracion. Tomemos = € A(T"), existe zg € Q(I') y una sucesion {gm tmen
de elementos distintos de I' tal que g,, — x. Normalicemos I' de tal manera que
2o = o0o. Ahora, elijamos una subsucesién a,, = g~ !(c0) — y; por lo anterior
y € A(T"). Escribimos a gy, como 7 o g o p, donde p es una reflexion en el circulo
isométrico de gp,, ¢ y r son transformaciones fundamentales. El centro del circulo
isométrico de g,, tiende a y; g, actiia como una inversién y lleva el exterior del
circulo isométrico al interior del circulo isométrico y viceversa; el radio comtn entre
gm Y g, tiende a 0; el centro del circulo isométrico de g;.! tiende a z.

Teorema 3.9. [15] Si{gm }men es una sucesion de elementos distintos de un grupo
de Klein T', entonces existe una subsucesion {gm, }ken y existen x, y puntos limite,
tal que gm, — = con k € N, converge uniformemente sobre conjuntos compactos de

C\ {y}.

Demostracion. Normalicemos I' para que oo esté en el interior de I', tomemos una
subsucesion {gm, } tal que g, (co) converge a algtn punto, llamémoslo z, de tal
forma que g;tl(oo) converge a y y aplicamos el Teorema 3.8.

Teorema 3.10. [15] Los conjuntos Q(I') y A(T') son complementarios, es decir,
son ajenos y su unidn es todo C, esto es,

Q) = C\ A(T).

Demostracion. Si z es un punto limite, entonces cualquier vecindad U de z contiene
infinitas traslaciones de algin punto, es decir, existen infinitos elementos distintos
g € T tal que g(U) NU # (. Por lo tanto Q(T') N A(T") = (). Ahora supongamos
que z ¢ Q(T'). Entonces, para toda vecindad V' de x existen infinitas traslaciones
de V que se intersecan con V. Por lo tanto podemos encontrar una sucesion de
elementos distintos {g,,} de I' y una sucesion de puntos {z,,} tal que z,, = x y
9gm(zm) — x. Por el Teorema 3.9 existe una subsucesion g, (z) — w que converge
uniformemente sobre subconjuntos compactos del complemento de y, donde w y
y € A(T'). Si z =y, entonces = € A("). Si x # y, entonces los puntos {z,,} no son
puntos de acumulacion de y, luego g (zm) — w; es decir, z = w € A(T).

Los siguientes dos corolarios son consecuencia del Teorema 3.10.

Corolario 3.11. Sea T un grupo de Klein. El conjunto ordinario Q(I") es un abierto
[-invariante, es decir, v(QT)) = Q(T') para todo v € T'. Por lo que A(T') es un
conjunto cerrado I'-invariante.
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Corolario 3.12. Sea I' un grupo de Klein. Si el conjunto [ = ATy~ para todo
v €M, entonces Q(I') = v(QT)) y A(T') = v(A(T)).

Teorema 3.13. Si I' es un grupo de Klein no elemental, z € A(I') y w € C,
entonces eziste una sucesion {y,} de T’ tal que vp(w) — z cuando n — oo

Véase la demostracion del Teorema 3.13 en [18].

Proposicion 3.14. [18] Para un grupo de Klein T' no elemental, su conjunto limite
A(T) es el congunto cerrado T' — no invariante, distinto del vacio mds pequeno de

r.

Demostracion. S6lo mostraremos que para un grupo de Klein T', el conjunto A(T") es
el mas pequeno con las caracteristicas antes enunciadas. Sea A # (), un subconjunto
de T, cerrado, y I'-invariante, tomemos z € A(T"), para w € A, sea {~,} una sucesion
de T" tal que y,(w) — z por el Teorema 3.13. Como A es cerrado, I'-invariante,
entonces z € A.

4 Dinadmica de Funciones Racionales

En este capitulo definimos los conceptos de familia normal, puntos fijos, clasifica-
cién de puntos fijos, los conjuntos de Fatou y Julia de funciones racionales y algunas
propiedades de estos conjuntos. También, se presentan ejemplos de familias norma-
les. Los conceptos utilizados en este capitulo pueden consultarse en [3], [6], [7], [9],
18] y [19].

4.1 Familias Normales

Paul Montel (1876-1975) estudio familias normales entre los anos de 1911 a 1916.
Alrededor de 1918 y 1920, Fatou y Julia usaron la teoria de familias normales, de
Montel, en su estudio de la iteracién de funciones racionales. En esta seccién se
enuncian algunas definiciones y teoremas relacionados con esa teoria.

Tomemos { f,}22, una sucesion de funciones complejas definidas en un conjun-
to A C C. Recordemos que una sucesion de funciones { f,, }5°, converge a un punto
z € A si la sucesion {f,}22, es convergente. Si la sucesion {f,}>2, converge para
todo z € A, entonces {f,}52, es convergente sobre A y denotamos el limite como
f= lim f, con z € A, es decir, f = lim f,.

n—o0 n—oo

Decimos que {f,}52, converge uniformemente a f si para todo € > 0 existe
N €N, tal que si n > N se cumple z € A |f,(2) — f(2)| <€, donde z € A.
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Teorema 4.1. [19] Una sucesion {fn}52, de funciones complejas definidas sobre
A C C converge uniformemente si, y sélo si, para todo € existe N € N, tal que para
todo m,n < N yz € A, |fm(2) — fu(z)| < €. Ademds, nh_}rrolo fn = [ es una funcion
continua.

Definicién 4.2. Una sucesion de funciones {f,} definida en C es uniformemente
acotada, si existe N € N tal que |f,(2)] < N para todo z € C y todo n € N. Se
dice que la sucesion {f,} es uniformemente acotada en G C C, si existe N € N, tal
que |fn(z)] < N para todo z € G y todo n € N.

Observacion. Sea G C C un conjunto abierto y (£2, d) un espacio métrico completo,
denotamos por C(G, ) al conjunto de todas las funciones continuas de G en €.

Definiciéon 4.3. Una familia F C C(G, Q) es equicontinua en un punto zg € G, si
para todo € > 0 existe 6 > 0, tal que si |z — zp| < 0 implica que d(f(2), f(z0)) < €
para toda f € F.

Definiciéon 4.4. Una familia F C C(G, Q) es equicontinua en un conjunto £ C G,
si para todo € > 0 existe > 0 tal que para todo 21, 22 € E con |z1 — 22| < § implica
que d(f(z1), f(22)) < € para toda f € .

Proposicion 4.5. [7] SiF C (G,Q) es equicontinua en cada punto de G, entonces
F es equicontinua en cada subconjunto compacto de G.

Definicion 4.6. Sea F una famila de funciones holomorfas definidas en un dominio
D c C. La familia F es una familia normal si toda sucesion {f,} C F contiene
una subsucesion {fy, }52, que converge uniformemente a f en cualquier conjunto
compacto D' C D con la métrica esférica d,2, donde d,2 es:

9 2
_ 2
dy2 = (1+ ’z‘2> |dz|”.

El siguiente teorema relaciona los conceptos de equicontinuidad y familias nor-
males.

Teorema 4.7. (Arzeld-Ascoli) [7] Si A C C es compacto, fp, : A — C es una
sucesion de funciones uniformemente acotada y equicontinua en A, entonces existe
{fn, 220 una subsucesion de { fn}52, que converge uniformemente en A.

A continuacion se presentan un par de ejemplos de familias normales que se
pueden encontrar en [9].

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 8, paginas 149-165



160 Alexander Bykov, Patricia Dominguez Soto, David Herrera Carrasco

Ejemplo 1. Sea f(z) = az con |a|] < 1y fu(z) = f°"(2) la n-ésima iterada de
f. Entonces {f,} forma una familia normal de funciones en cualquier dominio de
C, pues f, converge uniformemente a la funciéon constante 0 para todo conjunto
compacto.

Ejemplo 2. Si f(z) = az con |a| > 1, entonces la familia f,(z) = f°"(z) para
cualquier dominio que no contenga al cero es normal, porque la normalidad falla
para dominios que contengan al cero. En efecto, para cualquier vecindad del cero,
digamos Uy, existe zg para la que |f°"(2g)| es arbitrariamente grande para alguna
n, esto es, |f°"(z0)| > M para M € N.

Definiciéon 4.8. La familia {J,,} no es normal en 2 si la familia {F,,} no es normal
en toda vecindad de zg.

Observemos el siguiente ejemplo: Sea f(z) = az donde z = |z[e? y |a| = 1,
la familia {F} de iteradas de f no es normal porque para toda vecindad de z,
toda sucesion {f,} de F no es una familia normal, ya que no tiene subsucesiones
convergentes f,, tal que z = |z|e?? converge a f.

4.2 Funciones Racionales y sus Iteraciones

En este apartado definimos las funciones racionales y su iteracion.

Definicion 4.9. Una funcioén racional R : C — C es de la siguiente forma.

donde P(z) y Q(z) son polinomios no ambos cero. Si P(z) es igual a cero, entonces
R(z) es la funcion constante cero. Si Q(z) es cero, entonces R(z) es la funcion
constante oo, ademas deg(R) = max{deg(P), deg(Q)}, que es el maximo de los
grados usuales para los polinomios P(z) y Q(z). Al conjunto de funciones racionales
lo denotaremos por R.

Definiciéon 4.10. Si f € R. Definimos la n-ésima iterada de f(z) como la compo-
sicion de la funcion n-veces, esto es;

f'(z)=fofo..of
n veces

El siguiente teorema fue demostrado por Beardon en [4] y esta relacionado con
el grado de funciones racionales.
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Teorema 4.11. [5] La transformacion deg : R — {0, 1, ...} es continua. En particu-
lar, sila funcion racional R™ converge uniformemente en la esfera compleja a la fun-
cion R, entonces R es racional y para n suficientemente grande, deg(R™) = deg(R).

4.3 Los Conjuntos de Fatou y Julia de Funciones Racionales

En este apartado se definen los principales conjuntos en la dindmica de funciones
racionales. Estos conjuntos dividen a la esfera en dos conjuntos llamados estable e
inestable.

Definicion 4.12. Tomemos D = C y f € R. El conjunto de Fatou de la funcion f
se define y denota como:

F(f)={z€ D | {f"}5., es normal en alguna vecindad de z}.

El complemento del conjunto de Fatou ,de la funcién f, se define como el con-
junto de Julia y se denota como J(f).

Observacion. El conjunto de Fatou es un conjunto abierto y como consecuencia
el conjunto de Julia es cerrado.

Los siguientes dos teoremas son relacionados con algunas propiedades de los
conjuntos de Fatou y Julia y se puede consultar su demostracion en [5] y [18].

Teorema 4.13. Sea f en R. El conjunto de Julia J(f) no es vacio.

Demostracion. Si J(f) es vacio, entonces la familia f™ es normal en toda la esfera
compleja asi, por el Teorema 4.11 existe una subsucesion de f™ en donde cada
aplicacion tiene el mismo grado. Sin embargo, deg(f™) = [deg(f))]™ lo cual implica
que f tiene grado uno, contradiciendo nuestra suposicion.

Teorema 4.14. Si f € R, entonces los conjuntos de Fatou y Julia son completa-
mente invariantes. Es decir,

FU) =) y F(E(F) = F(f).

Demostracion. Si zg € F(f), entonces {f™} es equicontinua en una vecindad U de
20, por la continuidad de f, la familia {f"} est4 cerca de todo punto de f~'(z).
Ahora supongamos que zg € F(f), entonces {f™} es equicontinua en una vecindad
V' de zp, asi también lo es en alguna vecindad V' de f(zp) por ser f una funcion
abierta. Por lo tanto f(zo) € F(f).
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5 Diccionario de Sullivan

En esta seccién se muestran, en el Cuadro I, cuatro analogias del diccionario de
Sullivan entre la iteracién de funciones racionales y la acciéon de los grupos de
Klein, véase [18] y [20].

Teoria de la Dindmica de Fun- Teoria de Grupos de

cién Racionales f(z) con grado | Klein I' no elemental

> 2

(1) El conjunto de Julia J(f) El conjunto limite A(T")
(2) El conjunto de Fatou F(f) El conjunto ordinario Q(T")
(3) (/) £0 AT) £ 0

(4) F(f) y J(f) son completamente | Q(I') y A(I") son I'-invariantes
invariantes

Cuadro 1: Diccionario de Sullivan

Las cuatro analogias se establecen a partir de las siguientes observaciones:

(1)

(2)

El conjunto de Julia J(f) de una funcién racional f es anédlogo al conjunto
limite A(T") de un grupo de Klein I" por la Definicién 3.7 y la Definicion 4.12.

El conjunto de Fatou F'(f) de una funcion racional f(z) es analogo al conjunto
ordinario Q(T") de un grupo de Klein I' por la Definicién 3.6 y la Definiciéon
4.12.

La propiedad J(R) # 0 es analoga a A(T') # 0 por la la Proposicion 3.14 y el
Teorema 4.13 respectivamente.

En el Teorema 4.14 se demuestra que los conjuntos de Fatou y Julia, F(f) y
J(f), son completamente invariantes. Una consecuencia importante del Teo-
rema 3.10 es que los conjuntos ordinario y limite, Q(I") y A(T"), de un grupo
de Klein IT" son I'-invariantes.
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5.1 El Conjunto Residual en el Diccionario de Sullivan

Las siguientes analogias entre los grupos de Klein y la dindmica de funciones
racionales conciernen al conjunto residual, que fue inicialmente definido en 1970 y
1973, [1] , |2], por Abikoff para grupos de Klein. El conjunto residual de un grupo
de Klein I' se define y denota en relacién al conjunto limite A(I") como:

A, (') ={z € A(T") : Para toda componente G de {A(I")}°: z ¢ 0G}.

Con la idea de Abikoff en 1988 McMullen [16] define, en dindmica de funciones
racionales, a una componente enterrada, como el conjunto de puntos en el conjunto
de Julia, de una funcién racional, que no esta en la frontera de ninguna componente
del conjunto de Fatou. Da el ejemplo f(z) = 22 + \/23, para A pequeiia, donde el
conjunto de Julia tiene una componente enterrada.

El conjunto residual en el conjunto de Julia de una funcién racional se define y
denota como:

Jr(f) ={z € J(f) : Para toda componente G de (J(f))¢: z ¢ 0G}.
En el diccionario de Sullivan las definiciones de A, (T") y J,.(f) son anélogas.
5.2 Preguntas Relacionadas con la Secciéon
Morosawa en [17]| enuncia el siguiente resultado para funciones racionales.
Resultado 1. Si f es una funcion racional con grado mayor que uno, el conjunto
de Julia no es conexo y el conjunto de Fatou no tiene componentes completamente

mwvariantes, entonces el conjunto residual de f no es vacio.

Pregunta 1. ;Existe un teorema en la teoria de grupos de Klein que sea analogo
al Resultado 17

Las funciones analiticas en el plano complejo con una singularidad esencial en
el infinito se llaman funciones trascendentes enteras, por ejemplo, f(z) = senz y

g(z) = e*.

Pregunta 2. ;Es posible hacer una analogia, como en el diccionario de Sullivan,
entre algin grupo con la dinamica de funciones trascendentes enteras?
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La Teoria de Continuos es una rama dentro de la topologia. Un continuo se de-
fine como un espacio métrico conexo, compacto y no vacio. Por la definicién antes
mencionada, es claro que hay conjuntos de Julia de funciones racionales y funciones
transcendentes enteras que son continuos.

Pregunta 3. ;Tiene sentido hablar de componentes enterradas o conjunto residual
en la teorfa de continuos?

Pregunta 4. ; Es posible establecer un tipo diccionario entre la teoria de continuos
y la teoria de dindmica holomorfa?

Las preguntas antes enunciadas son un seguimiento de la investigacién que lle-
van a cabo los autores en los temas expuestos.
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Capitulo 9

Espacios fibrantes isovariantes

Alexander Bykov, Fernando Macias Romero,
Marcelino Texis Texis

FCFM, BUAP

Resumen

Una G-funciéon f: X — Y se llama isovariante si conserva los grupos de isotro-
pia (estabilizadores), es decir, si G, = G(,) para cada v € X. Para un grupo
compacto dado G consideramos la categoria Isov-M de G-espacios metrizables
y G-funciones isovariantes. De manera natural, puede introducirse la nocién
de un extensor absoluto (de vecindades ) isovariante (Isov - A(N)E); esto se
hizo en [2]. Usando esta nociéon definimos el concepto de un espacio fibrante
isovariante y estudiamos sus propiedades. En particular, mostramos que cada
G-espacio métrico compacto admite una extension fibrante isovariante.

1 Introduccion

La nocién de un espacio fibrante equivariante o un espacio G-fibrante, donde G
es un grupo compacto, representa una versiéon natural equivariante de un espacio
fibrante introducido por F. Cathey en el trabajo [15] donde los espacios fibrantes
han sido utilizados para construir la categoria de strong shape para espacios métricos
compactos. En [13] se puede encontrar una construccion semejante de la categoria
de strong shape equivariante. De interés particular para la teorfa de los G-espacios
es el siguiente hecho demostrado en [9]: para cualquier subgrupo cerrado H de un
grupo compacto metrizable G el espacio cociente G/H es G-fibrante.

En el presente trabajo se introduce la nocién de un espacio fibrante isovariante
que es una version natural del concepto de un espacio fibrante para la categoria
Isov-M de los G-espacios metrizables y las G-funciones isovariantes. Mostramos
que los espacios fibrantes isovariantes (llamados también espacios Isov-fibrantes)
son espacios G-fibrantes. Por otra parte, la clase de espacios fibrantes isovariantes
contiene la clase de los espacios Isov-ANE. De hecho, la clase de espacios fibran-
tes isovariantes es mucho més amplia: por ejemplo, el limite inverso de cualquier
sucesion inversa de Isov-AN E’s ligados por fibraciones isovariantes es un espacio
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Isov-fibrante. Sin embargo, los espacios Isov-fibrantes preservan algunas propie-
dades agradables de homotopia de los espacios Isov-ANE, como se muestra en la
Seccion 4 (ver Proposicion 5.5 y Corolario 5.6).

La definicién de un espacio Isov-fibrante utiliza la nocion de una funciéon Isov-
SSDR, que es anédloga a la nociéon de una funciéon SSDR para el caso no equiva-
riante (introducida por F. Cathey en [15]) y la nocién de una funcion G-SSDR
(véase [12]). Probamos que la clase de todas las funciones Isov-SSDR coincide
con la clase de todas las funciones G-SSDR (Teorema 5.2). Este hecho notable, en
particular, nos permite construir facilmente, para un G-espacio métrico compacto
dado, una extension fibrante isovariante (Teorema 6.3). Los teoremas mencionados
son los principales resultados de este trabajo.

2 Preliminares

En todo el capitulo la letra G denotara un grupo compacto de Hausdorff. Los
fundamentos de la teoria de G-espacios (también conocida como la teoria de los
grupos topologicos de transformaciones) se puede encontrar en [14], [16] y [19]. Sin
embargo, para la conveniencia del lector, recordamos algunas definiciones y hechos
conocidos.

Un G-espacio es un espacio topolégico X junto con una accion (izquierda) con-
tinua fija - : G x X — X, (g,2) — g -z, de G en X. En la practica se escribe
gx en lugar de g - z. Una funcién continua f : X — Y, donde X y Y son G-
espacios, se llama G-funcion o funcion equivariante si f(gx) = gf(z) para todos
los (g,z) € G x X. Si una G-funcién f es un homeomorfismo, decimos que es un
G-homeomorfismo.

Sea X un G-espacio. Un subconjunto A C X se llama invariante o un G-
subconjunto si ga € A para cada g € Gy a € A. Para x € X, el subgrupo
G, ={g € G | gr = x} se denomina el grupo de isotropia en x y el G-subconjunto
G(z) = {gz | G € G} se llama la G-drbita de . Si f : X — Y es una G-funcion,
entonces, para cada z € X, tenemos G, C Gy v f(G(z)) = G(f(x)). Una
G-funcion dada se llama isovariante si conserva los grupos de isotropia, es decir,
Gy = Gy para cada x € X.

Dado un G-espacio X, el conjunto de sus G-Orbitas, dotado con la topologia
cociente, es llamado el espacio orbital de X y es denotado por X/G. La proyeccion
natural 7x : X — X/G (definida por mx(x) = G(x)) se llama la proyeccion G-
orbital de X; es una G-funcion si consideramos el espacio orbital X/G como un
G-espacio con la accién trivial de G.
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Si f: X — Y es una G-funcion, entonces existe una tnica funcién continua
f/G: X/G — Y /G, llamada la funcion inducida por f, tal que el diagrama

D f

Y
X Y (1)
X/G ——Y/G

/G e Y/

conmuta. Claramente, f/G es definida por (f/G)(G(z)) = G(f(x)). Si f/G es un
homeomorfismo, decimos que la G-funcién es epivariante.

Sea f: X — Y una G-funcién entre G-espacios de Hausdorff. No es dificil ver
que f es isovariante si y solo si el diagrama (1) es pull-back (véase por ejemplo |10,
Proposicion 4.1] para la prueba). Este hecho tiene la siguiente consecuencia.

Proposicion 2.1. Cualquier G-funcion f : X — Y puede representarse como la
composicion de una funcion epiwariante q : X — P y una funcion isovariante
f/iP—=Y.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X
f
q
x P———Y (2)
! Yy
f/G

X/G —Y/G

donde el cuadrado interno es pull-back y ¢ es una G-funcién tnica que existe se-
gun definiciéon de pull-back. Notese que la funcion 7’ puede considerarse como una
proyeccion G-orbital (véase por ejemplo [18, Proposicion 4.32]). Por lo tanto ¢ es
epivariante y f’ es isovariante. O

Sea f: A — Y una G-funcién, donde A es un G-subconjunto cerrado de algin
G-espacio X. Si existe una G-funcion F : X — Y tal que F|4 = f y, ademas,
la restriccion F|x\4 : X \ A — Y es isovariante, se dird que F' es una extension
isovariante de f.
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Sea s: A — X un G-encaje cerrado. Para la cotriada X SaLy Y, se puede
considerar el diagrama push-out

A

s s (3)

XﬁXUfY
f

donde el G-espacio X Uy Y es conocido como el espacio de adjuncién que resulta de
pegar X a Y por medio de f. Notese que 5 es un G-encaje cerrado y la restriccion
X\A— (XUrY)\3(f(A)) de f es un G-homeomorfismo (véase por ejemplo |16,
Capitulo II, Proposicion 1.1, p. 96]). En particular, podemos decir que f es una
extension isovariante de 5o f : A — X Uy Y.

En este trabajo tratamos con las categorias:
o G-M de G-espacios metrizables y G-funciones;

o [sov-M de G-espacios metrizables y G-funciones isovariantes.

Claramente, Isov-M es una subcategoria de G-M. La mayoria de las definiciones
bien conocidas para la categoria G-M (o, méas generalmente, para la categoria G-
TOP de todos los G-espacios y G-funciones) puede repetirse facilmente para la
categoria Isov-M.

En el presente trabajo, preferimos dar explicitamente algunas definiciones sélo
para la categoria isovariante; las correspondientes definiciones para el caso general
de G-TOP se pueden encontrar en [14], [16] y [20], aunque el lector puede repro-
ducirlas facilmente reemplazando el prefijo “Isov” por “G”.

Sean X e Y G-espacios. Una homotopia F' : X x I — Y, donde I = [0, 1], se
llama Isov-homotopia si es una G-funcién isovariante considerando X x I con la
accion g - (z,t) = (g, t). Asi tenemos Gpy) = G(zp) = G) = G para cada
t € I. Decimos que la Isov-homotopia F' es relativa para un G-subconjunto A C X
cuando F(a,t) = F(a,0) paracadaa € Ayt el

Un G-espacio metrizable E se llama extensor absoluto isovariante de vecindades
0, brevemente, un Isov-ANFE si toda funcién isovariante f : A — E, donde A es
un G-subconjunto cerrado de un G-espacio metrizable X, se puede extender a una
funcion isovariante f : U — E, f|la = f, para alguna vecindad invariante U de
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A en X. Si, en este contexto, f se puede extender hasta una funcioén isovariante
f: X — E (es decir, se puede siempre tomar U = X) se dice que E es extensor
absoluto isovariante o un Isov-AFE. Obviamente cualquier G-subconjunto abierto
de un Isov-AFE es un Isov-ANE.

La existencia de Isov-AE’s fue demostrado por S. Ageev, ver |2, Teorema 3.2]
o [3, Teorema 3.1]. La prueba se basa esencialmente en [4, Teorema 5.1]. Ademas,
se demostré que cada G-espacio metrizable admite un G-encaje cerrado en algin
Isov-AFE (ver [3, Teorema 3.2|). Para beneficio del lector, presentamos la prueba
de la existencia de Isov-AE’s en el apéndice, de la seccion final de este trabajo.

3  Algunos hechos sobre [sov-AN E-espacios

En esta seccién recordamos algunas propiedades basicas de extensores isovariantes
que se probaron en [2]. Primero veremos que la condicion de “ser isovariante” para f
en la definicion de Isov-A(N)E puede omitirse en virtud de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Sea Y un G-espacio.

(i) Si'Y es un Isov-AE, entonces cada G-funcion f : A — Y, donde A es un
G-subconjunto cerrado de un G-espacio X, admite una extension isovariante

f: X->Y.

(i1) SiY es un Isov-ANE, entonces cada G-funcion f: A —Y, donde A es un
G-subconjunto cerrado de un G-espacio X, admite una extension isovariante
f:U =Y en alguna vecindad invariante U de A en X.

Demostracion. Demostraremos (ii); la prueba (i) es similar. Supongamos que Y
es un Isov-ANE y f: A — Y es una G-funcién, donde A es un G-subconjunto
cerrado de un G-espacio X. Usando la Proposicién 2.1 representamos f como una
composicion f’ o ¢ de una funcién epivariante ¢ : A — P y una funcion isovariante

fl:P—=Y.
Consideramos ahora el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones:
A—"wp—T oy
s 5 (4)

XﬁXUqP
q
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donde s es encaje cerrado de A en X y el cuadrado es push-out de la cotriada
xX&aAaLp (ver Preliminaries). Recordemos que 5 es un G-encaje cerrado y
por lo tanto, ya que Y es un Isov-ANFE y f’ es isovariante, existe una G-extension
isovariante F’ : V' — Y de f’ para alguna vecindad invariante V de 5(P) en X Uy P,
es decir, tenemos F' 035 = f’. Tomando U = g (V) obtenemos una G-extension
F :U — Y dada por F(u) = F'(q(u)). Esta extension es isovariante porque g es
una extension isovariante de 5o ¢ (ver Preliminaries). O

Corolario 3.2. Cada Isov-AFE es un G-AFE y cada [sov-ANE es un G-ANE.

Proposicion 3.3. Sean Y un Isov-ANE y A un G-subconjunto cerrado de un
G-espacio X .

(a) Cada G-funcion X x {0} UA x I — Y admite una extension isovariante
XxI—=Y.

(b) Si una G-funcion f : A — Y admite una G-extension X — Y, entonces f
admite también una extension isovariante X — Y.

Demostracion. (a). Sea W = X x {0} U A x I. Supongamos que ¥ : W — Y es
una G-funciéon. Por la Proposicion 3.1(ii), ya que Y es un Isov-ANE, existe una
extension isovariante ¥/ : U — Y de VU en alguna vecindad invariante U de W en
X x I. No es diffcil construir una funcién invariante ¢ : X — I que satisface las
condiciones siguientes:

(i) ¢(z) > 0 para todo x € X;
(ii) {z} x [0,(x)] C U para todo = € X
(iii) ¢(a) =1 para todo a € A.
Ahora definimos una G-funcion ¥ : X x [ — Y por
U(z,t) = U'(z, to(z)).

es facil ver que U es la extension isovariante deseada de .

(b) Es una consecuencia de (a). Supongamos que Fp : X — Y una G-extension
de f: A—=Y.SeaV: W — Y una G-funciéon definida por ¥(z,0) = Fy(z) y
V(a,t) = f(a) paraz € X y (a,t) € AxI.Si¥: X xI — Y es una extension
isovariante de ¥ (que existe por (a)), entonces F; : X — Y dada por Fj(z) = ¥(x)
es una extension isovariante de f. O

Corolario 3.4. Sea Y un Isov-ANE.
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(a) Para cada G-funcion f : X — 'Y existe una G-funcion isovariante f' : X =Y
gunto con una G-homotopia H : X x I — Y de f a f’ tal que H|xx (0, €s
1sovariante.

(b) Si dos G-funciones isovariantes f, f' : X —Y son G-homotdpicas, entonces
existe también una G-homotopia isovariante H : X x I =Y de f a f’.

La afirmacion (a) de este corolario es solo un caso especial de la Proposicion
3.3(a) cuando A = &, mientras que la afirmacion (b) sigue inmediatamente de la
Proposicion 3.3(b).

4  Isov-fibraciones

Una G-funcién isovariante p : £ — B se llama [Isov-fibracion si para cualquier
diagrama conmutativo de G-funciones isovariantes

T X ! E
9o p
(ac,O) XXIT>B

existe una homotopia isovariante F: X x 1 — E como relleno del diagrama, es
decir tal que Fody=fypoF =F.

Para un G-espacio dado B, por B! denotamos el espacio de todas las trayectorias
continuas w : I — B (con la topologia compacto-abierta). Claramente B! es un G-
espacio con la accion - dada por (g-w)(t) = gw(t), t € I. Obsérvese que para esta
accion el subgrupo de isotropia Gy, en w € B! es Mer G.(t)- Siguiendo el enfoque
presentado en [3, §7], consideramos el G-subconjunto de B!

B{sov = {w € BI ‘ Gw(t) = Gw(O) for all ¢t € I}

Asiw € Bl siysolosi G, = G, () para cada t € I. Notese que las funciones
% Bl — Bymwh: Bl — B, definidos por 7%(w) = w(0) y 7h(w) = w(1)
respectivamente, son G-funciones isovariantes. También usaremos el simbolo 7

para la G-funcién isovariante Bf, — (B X B)rsov, w — (w(0),w(1)), donde

(B X B)Isov = {(bo,bl) € BxB ‘ Gbo = Gbl}-
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Ahora sea p : E — B una G-funcién. El cocilindro isovariante de p, denotado

7T'0
por coCylrsen(p), se define como el pull-back de la triada F Ly B2 B{SOU, de
modo que tenemos el diagrama de pull-back

o~

p
COClesov(p) - B}sov

—
0
Tp

9, (5)

E

- B

Explicitamente, coCylrson(p) = {(y,w) € Ex B, |p(y) = w(0)} con las proyeccio-

nes 1% : coCylison(p) = E, (y,w) = y ¥ D : coCYlrson(p) = Blyops (y,w) — w. Si
sustituimos, en el diagrama (5), B{S(w por el G-espacio B! obtendremos claramente
el cocilindro “usual” coCyl(p) de p.

Es facil comprobar que:
e Besun Isov-ANE = Bf_ v B! son Isov-ANE’s.
e Besun [sov-ANFE = (B X B)rsop y B X B son Isov-ANE’s.

e p: F — B es una G-funcion isovariante de Isov-ANE’s = coCylrson(p) ¥
coCyl(p) son Isov-ANE’s.

Lema 4.1. La G-funcion, ©g : B}SOU — (B X B)rsop €s una Isov-fibracion para
cualquier G-espacio B.

Demostracion. Sean f : X — B{SOU y F: X xI — (B X B)rsen G-funciones
isovariantes tales que mp o f = F o 0y, es decir, (f(x)(0), f(z)(1)) = F(z,0) para
cada z € X. Es facil ver que la funcién

p: X x ({0} xIHu(I x{0hHu({1} xI))— B

dada por (¢(z,0,1),¢(x,1,t)) = F(z,t) y ¢(z,t,0) = f(z)(t) para z € X, t € I,
es una G-funciéon bien definida. Dado que las funciones f y F son G-funciones
isovariantes, ¢ es también isovariante. Sea

o:IxI— ({0} xI)UIx{0)U{1}xI)

una retraccion, definimos una G-funcion F : X x I — Bf . por F(z,t)(r) =
o(z, o(7,t)). Note que G
Ademas,

ﬂ—B(?(w:t)) = (‘P(x7 Q(Ovt))aso(xa Q(lat))) = (‘P(mv()?t):@(x? 17t)> = F(.le,t)

Flet)r) — = Gy, asi que F(a: t) € BISM} y F es isovariante.

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 9, paginas 169-192



Espacios fibrantes isovariantes 177

y F(2,0)(1) = o(z, o(1,0)) = ¢(x,7,0) = f(z)(7). Esto demuestra que g es una
Isov-fibracion. O

Un G-encaje cerrado s : A — X se llama Isov-SDR-mapeo si existe una G-
homotopia isovariante D : X x I — X tal que D(z,0) = z, D(x,1) € s(A) y
D(s(a),t) = s(a) para cada z € X y a € A. La funcién D puede llamarse una
deformacion isovariante fuerte de X sobre s(A). Claramente, s tiene un inverso
derecho r : X — A definido como sigue: r(xz) = a si s(a) = D(x,1); por esta razon
s(A) se llama un retracto por deformacion isovariante fuerte de X (SDR son las
letras iniciales de Strong Deformation Retract). Si, ademas, la homotopia D es
tal que rD(z,t) = r(x) para cada z € X y t € I, se dird que s : A — X es un
fiber Isov-S D R-mapeo con respecto a r. Por supuesto, de manera similar se puede
definir un fiber G-SD R-mapeo omitiendo la condicién de ser isovariante para D.

Se sigue facilmente de Lema 4.1 que las proyecciones W%,ﬂlB : Bj’sm) — B son

Isov-fibraciones. La G-funcién sg : B — B}SOU, b+ ¢y, donde ¢ : I — B, t — b,
es la funciéon constante, es una secciéon para ambas proyecciones. Ademés, existe
una homotopia isovariante D : B x I — Bl (deidg a spon%) dada por
D(w,t) = wy, donde wy : I — B es tal que wi(71) = w(7(1 = t)). En consecuencia,
sp: B < Bl esun fiber Isov-SDR-mapeo con respecto a 7% : Bl ~— B ya
que D satisface la definicion correspondiente (dada arriba).

Puesto que el diagrama (5) es pull-back, algunas propiedades de W% son analogas

alas de 7703. En particular, 77% es una funcién isovariante; ademaés, si p es isovariante,

7'('% es una Isov-fibracién. La seccién sp de 77% induce la seccién

sp: B = coCylrson(p), ¥ = (U, Cpy))
de 7/rg lo cual es un fiber Isov-SDR-mapeo. Explicitamente, la funcion
D, : coCylrson(p) x I — coCylison(p), ((y,w),t) — (y,wr),
es una deformacion isovariante fuerte de coCylrsey(p) sobre s,(E).

Proposicion 4.2. Sea p: E — B una G-funcion isovariante. Entonces se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

Sp

EC COClesov (p)

B

donde la G-funcion p, definida por p(x,w) = w(1), es una Isov-fibracion.
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Demostracion. Hay que buscar un relleno F:XxI— coCylrson(p) para el dia-
grama conmutativo de G-funciones invariantes

X # Cocyl]sov (p)

ao[ la ©)

X x1I B

De los diagramas (5) y (6) obtenemos el diagrama conmutativo siguiente

pof
X }SOU
mgof TI'%
P . g \" (7)
X xI F B

donde la funcién f’ se define por f'(z,t) = 7% o f(z). Ahora, por el Lema 4.1,
podemos encontrar una funcion isovariante f: X x I — B}SOU tal que el diagrama

pof

do /

XxI ——= (BxB sov
1 ey B B

I
Blsov

TR (8)

conmuta. Por la conmutatividad de este diagrama tenemos que %o f=pofy
por lo tanto las funmones f y f’ definen una G-funcién tnica F:XxI— coC’yl( )

tal que po F= fy %o F = 1’ (ver el diagrama (5)). Es facil comprobar que F es
el relleno requerido del diagrama (6). O

Cada G-fibracién isovariante es obviamente una Isov-fibracion. Por otro lado,
el siguiente ejemplo muestra que una Isov-fibraciéon no es necesariamente una G-
fibracion.
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Sea H un subgrupo cerrado de algin grupo compacto G tal que H # G ysea B =
(G/H x[—1,1])/ ~, donde ~ es la relacion de equivalencia minima en G/H x [—1, 1]
tal que (z,0) ~ (2/,0) (de modo que B puede considerarse como Cone(G/HUG/H),
es decir, el cono sobre la uniéon disjunta G/H U G/H). Claramente, B es un G-
espacio con la accion natural de G: ¢’ - [gH,t]| = [¢'gH,t], donde [gH, ] es la clase
de equivalencia de (gH,t) € G/H x [-1,1].

Segiin el Lema 4.1, 7p : B}sw — (B X B)sov €8 un Isov-fibracién. Demostrare-
mos que 7 no es una G-fibracién. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

de G-funciones

a/H —1

1
Blsov
do B

G/H x I —— (B X B) a0

donde Jo(2) = (2,0), f(2) = ¢ (el camino constante en [z,0]) y F(2,t) =
([2,1],[2,—t]) para z € G/H y t € [~1,1]. Supongamos que existe una G-funcién
F:G/HxI— B{SOU tal que mo F = F'y F o0y = f. En particular, para el camino
w = F(eH, 1) tenemos 75(w) = F(eH, 1), es decir w(0) = [eH, 1] y w(1) = [eH, —1].
Por lo tanto existe t € I tal que w(t) = [z, 0]. Claramente, G|, o) = Gy Glep1) = H.

Ast Gy # Gu()- Pero w € B{sov; es una contradiccion.

5 [Isov-SSDR-mapeos y espacios [sov-fibrantes

En [15], F. Cathey utiliz6 la nocién de un SSDR-mapeo y una nocion relacionada
con el espacio fibrante para construir la categoria de strong shape para los espacios
compactos metrizables (“SSDR’representa Strong Shape Deformation Retract).
Un G-encaje cerrado s : A — X se llama un Isov-SSDR-mapeo si por cada
Isov-fibracion p : E — B de Isov-ANE’s y cualquier diagrama conmutativo de
G-funciones isovariantes
E
lp (9)
B

existe una G-funcién isovariante F' : X — E como relleno.

f
E—

<

 ——
F
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La siguiente proposicién proporciona algunas caracterizaciones de Isov-SSDR-
mapeos (ver |15, Teorema 1.2] y [13, Teorema 2.1| para caracterizaciones similares
de SSDR-mapeos y G-SSD R-mapeos, respectivamente).

Proposicion 5.1. Sea s : A — X un G-encaje cerrado. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) s es un Isov-SSDR-mapeo.

(b) Para cada G-funcion isovariante f : A — Y € Isov-ANE existe una G-
extension isovariante f : X =Y, fos=f, ysi fo,f1: X =Y son dos de
tales extensiones, entonces fo ~rson f1 rel.s(A).

(c) Si X es un G-subconjunto cerrado de un Isov-AE-espacio M, entonces para
cada par de vecindades invariantes U y V de X y A, respectivamente, en
M eziste una G-homotopia isovariante D : X x I — U rel.s(A) tal que
D(z,0) =z, D(z,1) e V.

Demostracion. Claramente, podemos asumir que A C X y asi tenemos s(a) = a
para toda a € A.

(a)= (b). Sea f : A — Y una funcion isovariante donde el G-subconjunto Y es
un Isov-ANE. De acuerdo con [3, Teorema 3.2] podemos considerar ¥ como un
G-subconjunto cerrado de algin Isov-AF-espacio M y sea j : Y — M el G-encaje
correspondiente. Puesto que M es un I'sov-AE, existe una G-extension isovariante
f X — M de la funcién isovariante j o f. Entonces, usando la Proposicion 4.2,
podemos construir el diagrama siguiente:

|

X

U C

Y ! Cocyllsov (])

j[ e (10
J

M

donde i es un fiber Isov-SDR-mapeo y j es una Isov-fibracién. Por la definicion de
Isov-SSDR-mapeo, para este diagrama, existe un relleno F' : X — coCylrson(J);
en particular, tenemos F'os = io f. Sir : coCylisen(j) — Y es una retraccion
isovariante tal que r o i = idy, entonces f =rokF : X — Y esla deseada G-
extension isovariante de f.

F
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Si fo, fi : X — Y son dos extensiones isovariantes f, entonces podemos consi-
derar el diagrama conmutativo

A

I
YI sov

X T> (Y X Y)Isov

donde 7y (w) = (w(0),w(1)) w(a)(t) = fola) = fi(a) y ®(z) = (fo(z), f1(z)) para
a€ A x€ X ytel Porel Lema 4.1 my es una Isov-fibracion de Isov-ANE’s
y, por lo tanto, el diagrama tiene un relleno ® : X — YIISOU de acuerdo con la
definicion de Isov-SSDR-mapeo. Ahora definimos una funciéon F': X X I — Y
mediante F'(x,t) = ®(z)(t). Entonces F' es una homotopia isovariante relativa a

A=5s(A) de foa fi.

(b)= (c). Supongamos que X es un G-subconjunto cerrado de un Isov-AFE-espacio
M. Sean U y V vecindades abiertas invariantes de X y A en M respectivamente.
Ya que V es un Isov-ANE existe, por (b), una G-funcién isovariante f : X —
V tal que f(a) = a para cada a € A. Asi tenemos las G-funciones isovariantes
fo, f1 : X — U dadas por fo(z) =z y fi(x) = f(z). Como U es un Isov-ANE
y fo(a) = fi(a) = a para cada a € A, podemos encontrar, de nuevo por (b), una
G-homotopia isovariante D : X x I — U relativa a A tal que D(z,0) = fo(z) = =
v D(,1) = fi(z) = f(x) € V.
(c)= (a). Consideremos el diagrama (9), donde p es una Isov-fibracion de Isov-
ANE’s, y supongamos que X es un G-subconjunto cerrado de algin Isov-AFE-
espacio M. Puesto que E y B son Isov-AN E’s, existen G-extensiones isovariantes
f': V' - EyF :U — B de fy F respectivamente para algunas vecindades
abiertas invariantes de A y X en M. Tenemos po f'|4 = F' os|q4 = F'|4 y por lo
tanto, usando que B es un Isov-AN E, podemos encontrar una vecindad invariante
VdeAen Mtalque VCUNV ypo f'lv ~rsow F'|v rel.A.

Ahora sea D : X x I — U una G-homotopia isovariante que existe para U y
V segin (c). En particular, D; ~js, Do rel.A para las funciones Dy, Dy : X — U
tales que Do(x) = D(x,0) = x y D1(x) = D(z,1) € V. Por consiguiente, tenemos

po f oDy ~rsop F' 0 Di ~psop F' 0 Dg rel.A.

Pero F' o Dy = F y por lo tanto obtenemos una G-homotopia isovariante H :
X x I — B relativa a A para la cual Hy = po (f' o D1) y Hy = F. Como p es
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una [sov-fibracion, hay una G-homotopia isovariante H: X x I — E relativa a
A tal que po H = H y Ho(x) = H(x,0) = f' o Di(x). Obviamente, la funcion
F=H,:X — E, x+ H(z,1), es un relleno del diagrama (9). Esto demuestra que
s es un Isov-SSD R-mapeo. O

Claramente, {Isov-SDR-funciones}&{G-SDR-funciones}. Sin embargo, te-
nemos la condicién siguiente.

Teorema 5.2. La clase de todos los 1sov-SSDR- mapeos coincide con la clase de

todos G-SS D R-mapeos.

Demostracion. La condiciéon analoga a la condiciéon (c¢) de la Proposicion 5.1 para
el caso general de G-espacios y G-funciones (en particular, cuando el espacio M
en (c) es un G-AFE) caracteriza los G-SSDR-mapeos (véase, por ejemplo, [12],
donde esta condicion se utiliza para definir la nocion de un G-SSDR-mapeo). Este
hecho implica inmediatamente que cada Isov-SSDR-mapeo es un G-5SD R-mapeo
puesto que el espacio M en la Proposicion 5.1(c) siendo Isov-AFE es también un

G-AE.

Para probar que {Isov-SSDR-mapeos}>{G-SSDR-mapeos} verificaremos la
condicién (b) de la Proposicion 5.1 para un G-SSDR-mapeo s : A — X dado. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que A C X.

Sea f : A — Y una funcién isovariante donde Y es un Isov-ANFE. Ya que Y
es también un G-ANE, existe una G-extension X — Y de f (ver [12, Teorema
2.1(b)]). Por lo tanto existe también una extension isovariante X — Y de f en
virtud de la Proposicion 3.3(b).

Para ver que la segunda parte de la condicion (b) de la Proposicion 5.1 es valida
para s utilizaremos el hecho de que el encaje i : X x {0,1} UA X I — X x I es un
G-SSD R-mapeo (ver [11, Proposicion A.3]).

Sean %, E : X — Y dos extensiones isovariantes de f. La funcion

F:Xx{0,1}JUAXI—=Y

dada por F(z,0) = fo(z), F(x,1) = fi(z) y F(a,t) = f(a) paraz € X, a € Ay
t € I, admite una G-extension X x I — Y puesto que ¢ es un G-5SSDR-mapeo y
Y es G-ANE (ver [12, Teorema 2.1(b)]). Por lo tanto, segtin la Proposicion 3.3(b),
F admite también una extension isovariante F: X x [ — Y que es, obviamente, la
homotopia isovariante requerida de fg a fl O

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 9, paginas 169-192



Espacios fibrantes isovariantes 183

Un G-espacio Y se llama Isov-fibrante si para cada Isov-SSDR-mapeo s : A —
X y para cada I'sov-mapeo f : A — Y existe un Isov-mapeo f : X — Y tal que

Fos=1.
Claramente, cada Isov-AN E es un espacio I sov-fibrante (ver proposicion 5.1(b)).

Proposicion 5.3. Sea Y un G-espacio. Y es un espacio Isov-fibrante si y sdlo si
para cada G-SSDR-mapeo s : A — X y cada G-funcion f : A — Y ezxiste una
extension isovariante F': X — Y.

Demostracion. El argumento es similar a la demostracion de la Proposicion 3.1.
Claramente, tenemos que demostrar solamente la “necesidad”.

Supongamos que Y es un espacio Isov-fibrante. Sea f : A — Y una G-funciéon
donde A es un G-subconjunto cerrado de un G-espacio X tal que el encaje s :
A — X es un G-SSDR-mapeo. Por la Proposiciéon 2.1 podemos representar f
como una composiciéon f = f’ o q de una G-funcion ¢ : A — P y una G-funcion
isovariante f’: P — Y. Luego consideramos el diagrama (4) donde el cuadrado es
el push-out de la cotriada X & A %5 P. Observe que, en este diagrama, el encaje
5: P —: X Uy P es un G-SSDR-mapeo tanto como s (es una consecuencia facil
de la definicién de un G-SSDR-mapeo). Puesto que 3 es también un sov-SSDR-
mapeo y f’ es un isovariante, existe una G-extension isovariante F' : X U, P — Y
de f’. La composicion F = F’ oq es una extension isovariante de f ya que g es una
extension isovariante de 5o g. O

Corolario 5.4. Cada espacio Isov-fibrante es un espacio G-fibrante.

La siguiente proposicién y su corolario pueden considerarse como unas pequenas
generalizaciones de la Proposiciéon 3.3 y el Corolario 3.4, respectivamente.

Proposicion 5.5. Sean Y es un espacio 1sov-fibrante y A un G-subconjunto ce-
rrado de un G-espacio X.

(a) Cada G-funcion X x {0} UA x I — Y admite una extension isovariante
XxI—=Y.

(b) Si una G-funcion f : A — Y admite una G-extension X — Y, entonces f
admite también una extension isovariante X — Y.

Demostracion. Como el encaje X x {0} UA x I — X x I es un G-SSDR-mapeo
(véase, por ejemplo [11, p. 50]), la condicion (a) viene de la Proposicion 5.3.

Para probar (b) supongamos que Fp : X — Y es una G-extension de f, es decir,
Fyla = f. Definimos F': X x{0}UAx I — Y por F(z,0) = Fy(z) y F(a,t) = f(a)
para cada x € X, a € Ayt € I. Segin (a), la G-funciéon F admite una extension
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isovariante F : X x I — Y. Obviamente, la G-funcién F; : X — Y, dada por

Fi(x) = F(x,1), es la extension isovariante requerida de f. O

Corolario 5.6. Sea Y un espacio Isov-fibrante.

(a) Para cualquier G-funcion f : X — Y existe una G-funcion isovariante f :
X — Y junto con una G-homotopia H : X x I — Y de f a f' tal que la
restriccion H‘XX(OJ} es 1sovariante.

(b) Si las G-funciones isovariantes f, f' : X — 'Y son G-homotdpicas, entonces
existe una G-homotopia isovariante H : X x I —Y de f a f'.

6 Extensiones fibrantes isovariantes

Una G-funciéon p : E — B se llama una G-fibracion fuerte (respectivamente, un
mapeo G-suave) si para cualquier G-SSDR-mapeo (respectivamente, para cual-
quier G-encaje cerrado) s : A — X y para cualquier diagrama conmutativo de

G-funciones f
A—F

S[ lp (11)

XT>B

existe una G-funcion F : X — E como un relleno (es decir, tal que po F=F y
F os = f). Pasando al caso “isovariante” obtenemos la siguiente definicion: una G-
funcion isovariante p : E — B se llama una Isov-fibracion fuerte (respectivamente,
mapeo [sov-suave) si para cualquier Isov-SSDR-mapeo (respectivamente, para
cualquier G-encaje cerrado) s : A — X y para cualquier diagrama conmutativo
(11) de G-funciones isovariantes, existe una G-funcion isovariante F': X — E como
un relleno.

Sip: E — B es un mapeo G-suave, entonces, en particular, existe una seccion
s: B — E. Ademas, es facil demostrar que cualquier seccién s es un fiber G-SD R-
mapeo con respecto p.

Sean X y Y G-espacios. Siguiendo los trabajos [16, p. 50| y [3, §6], consideremos

el G-espacio
I(X,Y) = {(,5) € X x Y | Gs € Gy}
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(con la accion diagonal ) y las proyecciones naturales ¢x : I(X,Y) — X, (z,y) — =
y gy : I(X,)Y) = Y, (z,y) — y. Observe que la proyeccion ¢x es una funcion
isovariante porque G, ) = Gz N Gy = Gy.

Proposicion 6.1.

(a) Si Y esun G-AE, entonces qx : I(X,Y) = X es un mapeo Isov-suave para
cualquier G-espacio X .

(b) Si X es un Isov-AE, entonces qy : [(X,Y) =Y es un mapeo G-suave para
cualquier G-espacio Y .

La afirmacion (a) de esta proposicion es, de hecho, el Teorema 9.2 de [2], mientras
(b) es el Teorema 6.1 de [3]. La prueba de la siguiente proposicion es similar a la
demostracién de estas afirmaciones.

Proposicion 6.2.

(a) Si Y es un espacio G-fibrante, entonces qx : I(X,Y) — X es una Isov-
fibracion fuerte para cualquier G-espacio X.

(b) Si X es un espacio Isov-fibrante, entonces qy : [(X,Y) — Y es una G-
fibracion fuerte para cualquier G-espacio Y .

Demostracion. (a) Sea s : A — Z un Isov-SSDR-mapeo y supongamos que f :
A— I(X,Y)y Fx : Z — X son funciones isovariantes tales que gx o f = Fx o s.
Para probar que gx es una Isov-fibracion fuerte debemos encontrar una funcion
isovariante F': Z — I(X,Y) para la cual Fos= fyagxo F = Fx. Yaque Y es
un espacio G-fibrante y s es un G-55D R-mapeo existe una G-funcion Fy : Z - Y

tal que el diagrama

A f
S{\
Z

. x,Y)

Fy

Y
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conmuta. Nétese que Gpy(;) = G» C Gpy(;) para cada z € Z. Por lo tanto, la
formula F(z) = (Fx(z), Fy(z)) define una funcion isovariante F : Z — I(X,Y) la
cual satisface las condiciones deseadas.

(b). Sea s : A — Z un G-SSDR-mapeo. Claramente, podemos asumir que
A C Z, es decir, s(a) = a para cada a € A. Supongamos que f: A — I(X,Y) y
Fy : Z =Y son G-funciones tales que gy o f = Fy o s. Para probar que gy es una
G-fibracion fuerte debemos encontrar una G-funcion F': Z — I(X,Y) para la cual
Fos=fyqyoF =Fy. Como X es un espacio Isov-fibrante y s es un G-SSDR-
mapeo existe, por la Proposiciéon 5.3, una G-extension isovariante Fx : Z — X de
gx o f. Asi podemos considerar el diagrama (12). Si z € A, entonces tenemos

Gry(z) = Goy (£(2)) 2 Gr(z) = Gax(f(2) = Grx(2)

(hemos usado que gx es isovariante). Si z € Z\ A, entonces Gy (.) = G. C Gpy(2).-
De ahf la formula F(z) = (Fx(z), Fy(2)) define una G-funcién F : Z — I(X,Y).
Es facil ver que F satisface las condiciones deseadas. O

Segun [13, Teorema 3.6] cada G-espacio compacto E admite una G-extension
fibrante, es decir, existe un G-encaje cerrado s : E — F tal que s es un G-SSDR-
mapeo y E esun espacio G-fibrante. Utilizaremos este resultado en la construccion
de una extension fibrante isovariante dada en la demostraciéon del siguiente teorema.

Teorema 6.3. Para cada G-espacio compacto E existe un G-encaje cerrado
s:E—E

tal que s es un Isov-SSDR-mapeo y E es un espacio 1sov-fibrante. En otras pala-
bras, cualquier G-espacio compacto admite una extension fibrante isovariante.

Demostracion. Por [13, Teorema 3.6]) existe G-extension fibrante 5 : E < E.
Sea E = I(X,E), donde X es algtn Isov-AE .

Notemos primero que E % @ ya que X, por ser un Isov-AFE, admite una funcion
isovariante ¢ : E — X (de modo que (Lp(y) y) € I(X,E) para cada y € E). La
G-funcion o : E — E dada por o(y) = (v(y),y) es una seccién para la proyeccion
a5 E — E. Ya que gz es un mapeo G-suave (por Proposition 6.1(b)), o debe
ser un fiber G-SDR-mapeo con respecto a gz. Este es un hecho general simple
mencionado al principio de la seccion. (Sin embargo, en nuestro caso particular,
uno puede probarlo directamente como sigue. Primero, nétese que las G-funciones
gx B — X, (x,y) =z, y0: E— X, (x,y) — ¢(y), coinciden en o(Y), es decir,
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qX]U(y) = glg(y). Segundo, usando que X es un Isov-AF, tome una G-homotopia
H: ExI— X de qx a o que es constante en o(Y) tal que la restriccion H|E><[0,1) es

isovariante. Entonces la formula D((z,y),t) = (H((z,y),t),y) define una deseada
G-deformacion fuerte D : E'x I — E de E sobre o(Y).

Claramente, la composicion s = g0 §: E < E es un G-SSDR-mapeo y por lo
tanto también puede considerarse como un [Isov-SSDR-mapeo de acuerdo con el
Teorema 5.2.

Para probar que el G-espacio E es Isov-fibrante, considere un Isov-SSDR-
mapeo i : A < Z y una G-funcion isovariante f : A — E. Como X es un Isov-AE
la funcién gx o f : A — X tiene una extension isovariante F' : Z — X de modo
que gx o f = F oi. Por Proposition 6.2(a) ¢x : E — X es una Isov-fibracion fuerte
y por lo tanto existe una funcioén isovariante F:Z — E tal que gx o F=F y
Foi= f. Esto demuestra que F es un espacio Isov-fibrante. ]

7 Apéndice: Existencia de espacios [sov-AFE

En esta secciéon presentamos una construccion del espacio J(H). Se demostrara que
J(H) es un Isov-AE. Vamos a repetir el argumento dado en las demostraciones
de [2, Teorema 3.2| y |4, Teorema 5.1| con ligeras modificaciones; algunos detalles,
incluyendo la notacion, se toman de [7] donde se utiliza una construccion similar
para probar la existencia de G-espacios universales.

Sea X un G-espacio. Por un subconjunto tubular de X (alrededor de z € X)
entendemos un par (U, ¢) que consiste de un G-subconjunto abierto U de X y una
G-funcién ¢ : U — G/H (tal que x € U). El H-conjunto S = ¢~ 1(eH) se llama un
H-rebanada y ¢ se dice que es una funcidn rebanadora.

Si d es una métrica invariante en X (es decir, d(gx,gy) = d(z,y) para cada
xz,y € X y g € G), entonces se puede hablar de la anchura de subconjunto tubular
(U, ) dada por w(U, ) = diam(eo~(eH)). Notese que w(U, ¢) = diam (¢~ (gH))
para cualquier g € G, en otras palabras, w(U, ) = diam(p~!(p(x))) para cada
zeU.

Recordemos que un subgrupo H de G se llama grande si el conjunto cociente
G/H es un G-ANE. Sea € el conjunto de todos los subgrupos grandes. Definimos
la anchura w(U) de un G-subconjunto abierto no vacio U de X como sigue:

w(U) = inf{w(U,¢) | ¢: U - G/H es un G—mapeo y H € € }

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 9, paginas 169-192



188 Alexander Bykov, Fernando Macias Romero, Marcelino Texis Texis

Notese que w(U) = 0 implica que U es una G-orbita. En efecto, en este ca-
so existe una secuencia {p,} de G-funciones ¢, : U — G/H,, H, € &, tal que
w(U, ¢n) < 1/n. Suponga que x,y € U. Entonces para cualquier n podemos encon-
trar g, € G tal que vn(Y) = gnpn(x), es decir, ¢, (y) = pn(gnz). Esto significa que
902,y € 93 n(y) ¥, como w(U, @n) = diam(py Lpn(y)). tenemos d(gaz,y) < 1/n
para cualquier n. En particular, y pertenece al cierre de G(z) en X, pero todas las
G-orbitas son cerradas, y asi concluimos que y € G(x). Esto vale para cada y € U
y por lo tanto U = G(z). Asi, el hecho de que w(U) = 0 para un G-subconjunto
abierto U esto significa que U es una G-orbita aislada.

Recordemos el Teorema de la rebanada aproximativa que fue probado origi-
nalmente por a H. Abels (ver [1, Teorema 3.3]). Una de sus versiones mas fuertes
propuesta por S. Antonyan en [6, Teorema 5.1] se ve como sigue:

Sea X G-espacio propio y x € X. Entonces para cualquier vecindad V de =z,
existen un subgrupo grande K de G con G, C K y K-rebanada S talquex € S C V.

En efecto, para la prueba de la Proposicion 7.2 necesitaremos la siguiente con-
secuencia del Teorema de la rebanada aproximativa.

Lema 7.1. Sea X un G-espacio métrico y x € X. Entonces para cualquier € > 0
existe un congunto tubular (U, ) alrededor de x tal que w(U, p) < € y para la funcion
rebanadora ¢ : U — G/H, el subgrupo H es grande.

Para demostrar el lema s6lo basta tomar, como vecindad V de x, la bola abierta
de radio €/3 alrededor de z, es decir V = {y € X | d(z,y) < £/3}. Por el Teorema
hay un subgrupo grande H de G y una funciéon rebanadora ¢ : U — G/H tal que
xr € o 1(eH) C V. Por lo tanto w(U, ) = diam (¢~ (eH)) < diam(V) < 2¢/3 < e.

Ademaés, necesitaremos el concepto de cono sobre Y para un espacio dado Y,
denotado por Cone(Y'), y equipado con la topologia débil. Recordar que el Cone(Y)
es el conjunto cociente Y x I/Y x {0}. Denotamos por [y, t] la imagen de un punto
(y,t) € Y xI bajo la proyeccion natural Y x I — Cone(Y'). Asi, [y,t] = {(y,t)} para
t#0y[y,0] =Y x {0} para cada y € Y. El punto v = [y, 0] se llama el vértice del
cono. La topologia débil sobre el Cone(Y) es la topologia mas gruesa que hace las
proyecciones Cone(Y) — I, [z, t] = t, y Cone(Y)\ {v} =Y, [y,t] — y, continuas.
Si Y es un G-espacio, entonces Cone(Y) puede considerarse como un G-espacio
con la accion gly, t] = [gy,t]. No es dificil ver que el Cone(Y) es metrizable si Y
es metrizable. En la [5, Proposicion 2.1] se puede encontrar una definicion directa
de meétrica sobre el Cone(Y') (para una métrica determinada en Y) junto con la
prueba que induce la topologia débil.

Para un subgrupo H de G, denotamos por [H] la clase conjugada de H, es decir,
[H] = {gHg ! | g € G}. Notese que H € € implica [H] C €. Sea H C € el conjunto

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 9, paginas 169-192



Espacios fibrantes isovariantes 189

de representantes de todas las clases de conjugaciéon de subgrupos grandes de G. La
union disjunta T = | {G/H | H € H} esun G-ANE ya que cada G/H es G-ANE,
y por lo tanto Cone(T') es un G-AE (ver |8, Proposition 2.5|) asi como el producto
contable

J(H) = (Cone(T))* = Cone(T) x Cone(T) x Cone(T) x ...

El proposito de esta seccion es mostrar que J(H) es un Isov-AFE. Pero primero
probaremos la siguiente propiedad de J(JH).

Proposicion 7.2. Para cualquier G-espacio metrizable X existe una G-funcion
isovariante f : X — J(H).

Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que X no contiene G-
orbitas aisladas. De hecho, podemos considerar el G-espacio X x I que a priori
no contiene G-orbitas aisladas. Si construimos una funcién isovariante f : X x
I — J(H), entonces la restriccion de f a X x {0} da como, resultado, la funcion
isovariante deseada X — J(H).

Ya que X/G es metrizable, existe una base o-discreta W = {Wy}ep de X/G.
Para la proyeccion orbital p : X — X/G la familia U = p='W = {U, | U\ =
p 1 (Wx)}aea es una cubierta o-discreta de X por G-subconjuntos abiertos. En
otras palabras, U = kﬁj Uy, donde Uy, = {Ux}rea, es una familia discreta en X,

=1

o

y A = || Ag. Ahora fijamos alguna G-métrica invariante sobre X (esta métrica
k=1

existe porque G es compacto). Ya que X no contiene G-orbitas aisladas, tenemos

que w(Uy) > 0 para cada A € A (ver la discusion anterior cuando w(U) = 0).
Elijamos, para cada A € A, una funcién invariante £y : X — I y una G-funcién
@x = Ux — G/Hjyy para algin Hj,) € 3 tal que t51((0,1) = Uy y w(Uy) <
w(Uy, pa) < 2w(Uy).

Ahora definimos, para cada k = 1,2, .., una funciéon fx : X — Cone(T) como
sigue:
fe(®) = [oa(x), tr(z)] € Cone(G/Hj(y)) C Cone(T)

six € Uy para algiin A € A,y fr(z) = vsiz € X\ Urep, Ux, donde v es el vértice
del Cone(T). Se ve facilmente que fj es una G-funcion continua.
La deseada G-funcion f : X — J(H), donde J(H) = (Cone(T))%, es dado por

f(z) = (fi(@), fa(2), ..)-

Para mostrar que G y(,) = G, para cualquier z € X, primero nétese que G,y =
Ni=1 G, (z)- Fijamos x € X. Entonces para cualquier € > 0 existe A € A tal que
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x € Uy y w(Uy, ¢)) < €. Para ver esto, elija un conjunto tubular (U, ¢) alrededor
de z, tal que H € € para ¢ : U — G/H, y w(U,¢) < /2. Este conjunto tubular
existe por el Lema 7.1. Claramente, existe A € A tal que x € Uy C U (porque
W = {p(U,) | X € A} es una base de X/G). Sea ¢’ = ¢|y,. Entonces w(Uy, ¢') <
w(U, ) < /2. Asi tenemos que w(Uy, py) < 2w(Uy) < 2w(Uy, ¢') < €.

Ahora podemos encontrar A, € A para cualquier n =1,2,..., tal que z € Uy, y
w(Uy,,¢x,) < 1/n.Si\, € Ay entonces

Gorn@ = Glon,ptan @] = Gri@) 2 Gr@) D Ga-

Por otra parte, si g € G, (;) para algin n, entonces @), (97) = gon, () =
©x, (x), es decir z, gz € 50;711 (¢, (z)). Por lo tanto

d(gz,z) < diam(py,) (px, (2))) < w(Ux,. p2,) < 1/n.
Esto implica que Gy;) CMpZi Gy, (2) C Ga O]
Teorema 7.3. J(H) es un Isov-AE.

Demostracion. Para simplificar la notacion denotamos J(H) por Y.

Como Y = (Cone(T))“, el G-espacio Y puede identificarse con Y. Por lo tanto,
debemos demostrar que Y* es un Isov-AFE.

Sean X un G-espacio metrizable y f : A — Y“ una G-funcién, donde A es un
G-subconjunto cerrado de X. Es facil elegir una sucesion {U,, | n = 0,1,2,...} de
G-subconjuntos abiertos tal que Uy = X, la clausura de U,41 estd contenido en
el interior de U,, para cualquier n, y No2oU, = A. también podemos encontrar
una sucesién de funciones invariantes ¢, : X — I tal que X \ U, C t,;'(0) y
Un+1 C t;l(l)

Por la Proposicién 7.2 existe una G-funciéon isovariante ® : X — Y. La G-
funciéon f determina las G-funciones f, : A — Y, n = 0,1,2,..., tal que para
cualquier z € X tenemos que f(z) = (fo(z), fi(x), f2(z),.....). Ya que Y es un
G-AFE, para cada G-funcion f, existe una G-funcion F,, : X — Y que satisface
F,|a = fn y, ademas, se puede encontrar una G-homotopia D,, : X x [ — Y de ®
a F,. Ahora sea f : X — Y*“ una funcion definida como sigue:

f(x) = (Fo(x), Fu(2), ..., Fu_1 (@), Dp(x, tn (), ®(x), ®(x), ...)

siz €U, \Upp1,n=0,1,2,....y f(z) = f(z) si & € A. No es dificil ver que f es
una G-funcion continua. Si z € X \ A, afirmamos que x € U, \ Uy,+1, entonces

GNx) = GFo(a:) N GFl(:C) N...N GDn(x,tn(x)) N G@(x) n...= G<I>(x) =G,

f(
porque Grz) 2 Go ¥ Gp,(atn(z)) 2 Gz Y Gz = Gg(y). Por lo tanto f es una
extension isovariante de f. O
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Capitulo 10

Las graficas finitas son continuos Whitney determinados

Lazaro Flores De Jestis, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico no degenerado, compacto y conexo. Dado un
continuo X, un hiperespacio es una familia de subconjuntos de X con ciertas
caracteristicas particulares. Una herramienta importante para el estudio de los
hiperespacios son las llamadas funciones de Whitney, las cuales fueron intro-
ducidas por Hassler Whitney [14]. En este capitulo analizamos la condicion de
ser continuo Whitney determinado para ver que las graficas finitas tienen esa
propiedad [11, Teorema 2.5].

1 Introducciéon

Un continuo es un espacio métrico X no degenerado, compacto y conexo. Dado un
continuo X, una vecindad de un punto x € X es un subconjunto V' de X tal que
existe un abierto U de X con x € U C V. Dado un continuo X, un hiperespacio de
X es una familia de subconjuntos de X que cumplen ciertas caracteristicas. Entre
los hiperespacios mas conocidos se encuentran los siguientes:

2X = {A C X : A es no vacio y cerrado},
C(X)= {A €2X: Aes compacto},
F,(X) = {A € 2% : A tiene a lo mas n puntos};

para trabajar en la estructura de los hiperespacios se utiliza la métrica de Hausdorff,
[10, Teorema 2.2], la cual nos permite considerarlos nuevamente como continuos |9,
Corolario 6.13].

En el ano 2012, [11], Alejandro Illanes y Rocio Leonel introdujeron, utilizan-
do las llamadas funciones de Whtiney, los conceptos de equivalencia por niveles de
Whitney (o Whitney equivalente) y continuos determinados por sus niveles de Whit-
ney (o continuos Whitney determinados), que nos permite analizar la estructura de
los hiperespacios de un continuo a través de sus niveles de Whitney.
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Este nuevo concepto se presenta como una nueva herramienta para el estudio
de la unicidad de hiperespacios, tema central de la investigaciéon en topologia de
continuos en los ultimos anos (|4], [5], [6]).

Teniendo en cuenta esto, en este capitulo se presentan tales conceptos, asi como
resultados importantes para el desarrollo de una investigacion futura.

En cada resultado que se presente se incluird su demostraciéon o se dard una
referencia en la cual el lector puede encontrar la demostracion.

2 Funciones y niveles de Whitney

Las funciones de Whitney, introducidas por Hassler Whitney en 1932, [14], han
representado una herramienta importante dentro del estudio de los hiperespacios
de un continuo. Hay que destacar que las funciones de Whitney se pueden definir
para el hiperespacio de los subconjuntos cerrados de cualquier espacio topoldgico,
sin embargo nos limitaremos a los hiperespacios de continuos.

Definiciéon 2.1. Sean X un continuo y H un hiperespacio de X (en este caso
estamos considerando H C 2%). Una funcién de Whitney para J{ es una funcion
continua p : H — [0, 00) tal que:

1. para cada z € X, se cumple que u({z}) =0,
2. para cada A, B € H tales que A C By A # B, se tiene que pu(A) < u(B).

El hecho de que podamos dar un definicién de algo no nos garantiza que tal
concepto exista, sin embargo en este caso podemos estar seguros de que no esta-
mos trabajando en vano, ya que siempre se puede definir al menos una funcion de
Whitney para los hiperespacios de un continuo.

Teorema 2.2. [9, Teorema 5.3/ Para cualquier continuo X, el hiperespacio 2X
admite funciones de Whitney.

Al poder definir una funciéon de Whitney para 2%, tomando la restriccion de
esta funcién, podemos definir una funcién de Whitney para los demas hiperespacios
de un continuo X.

Otro hecho que podemos resaltar es el siguiente: dado que 2% y C (X) resultan
ser nuevamente continuos, cuando X es un continuo |9, Corolario 6.13|, entonces
son compactos asi que la imagen de ellos bajo una funcién de Whitney resulta ser
un conjunto acotado, més aun se tiene que, por la condicién 2 de la definicién 2.1,
el maximo se alcanza en el elemento X, por lo cual se puede considerar una funcién
de Whitney p : H — [0, u(X)]. Notemos que cuando nuestro continuo X tiene mas
de un punto, es decir, es no degenerado, tenemos que u(X) > 0, lo cual nos permite
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considerar la nueva funcién ﬁ : 2% — [0, 1], la cual es nuevamente una funcion

de Whitney, que cuenta con dos propiedades adicionales, su imagen esta contenida
en el intervalo [0,1] y u(X) = 1. Cuando se considera una funcion de Whitney de
esta manera, se dice que estamos trabajando con una funcién normalizada.

Definicion 2.3. Dado un continuo X, definimos:

e un nivel de Whitney como el conjunto de la forma p~!(¢); donde i es una
funcion de Whitney para C(X) y t € [0, u(X)],

e un nivel de Whitney positivo como el conjunto de la forma p~1(t); donde
p es una funcion de Whitney para C(X) y t € (0, u(X)).

Definicién 2.4. Sea X un continuo y sea
WL(X) = {A : A es un nivel de Whitney positivo para X }.

Asimismo, decimos que X es equivalente por sus niveles de Whitney (o, para
abreviar, Whitney equivalente) al continuo Y si se cumple lo siguiente: para
todo A € WL(X) existe B € WL(Y) tal que A es homeomorfo a B y, para todo
C e WL(Y) existe D € WL(X) tal que € es homeomorfo a D.

En el conjunto 20£(X) se han incluido todos los niveles de Whitney positivos
para todas las funciones de Whitney que admita el continuo X.

Definicién 2.5. Un continuo X es determinado por sus niveles de Whitney
(o, para abreviar, Whitney determinado) si, para cualquier continuo Y, se cum-
ple la siguiente implicacién: si X y Y son continuos Whitney equivalentes, entonces
X y Y son homeomorfos.

Como unos primeros ejemplos de continuos Whitney determinados tenemos al
arco J (un continuo homeomorfo a [0, 1]) y una curva cerrada simple (un continuo
homeomorfo a S') del plano euclidiano.

En efecto, consideremos el arco J y sea Y un continuo Whitney equivalente a I,
dado que la propiedad de ser un arco es una propiedad de Whitney, [10, Teorema
31.1], para cada t € [0, u(X)], el nivel de Whitney p(¢)~! es un arco. Ahora, dado
que cada nivel de Whitney para el arco es un arco y Y es Whitney equivalente a
I, tenemos que cada nivel de Whitney de Y es un arco, finalmente aplicando [10,
Teorema 31.2|, tenemos que Y es un arco. Por lo tanto, el arco I es un continuo
Whitney determinado.

De una manera similar, por [10, Teorema 38.1] y [10, Teorema 38.2|, obtenemos que
la circunferencia unitaria S! es un continuo Whitney determinado.
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3 Graficas finitas: resultados auxiliares

En esta secciéon presentaremos los resultados que nos permitiran llegar a nuestro
objetivo. En este capitulo haremos el siguiente convenio, al hablar de una funcién
siempre nos estaremos refiriendo a funciones continuas.

Definicion 3.1. Para cada n > 1, un n-odo simple es un continuo N que tiene
un punto v llamado el vértice de N y contiene n arcos Ji,...,J, tales que N =
JiU---UJp, v es un punto final de cada arco J; y J; N J; = {v}, para i # j.

Definiciéon 3.2. Una grafica finita es un continuo X, diferente de una curva
cerrada simple, que puede ser escrito como la unién de un ntimero finito de arcos
tales que la interseccién de cualesquiera dos de ellos es uno o ambos de sus puntos
extremos.

Dada una gréafica finita X y un punto p € X el orden de p en X, el cual es
denotado por ordx(p), es el nimero entero positivo n tal que p tiene una vecindad
N en X tal que N es un n — odo. Los puntos de orden 1 de una gréfica finita X
son llamados puntos extremos de X y denotados por E(X), los puntos de orden 2
son llamados puntos ordinarios de X y denotados por O(X) y los puntos de orden
3 son llamados puntos de ramificacion de X y denotados por R(X). La union
E(X)U R(X) forma el conjunto de los vértices de X.

Dado un subconjunto A en X, intx(A), clx(A), and Bdx(A), denotan el inte-
rior, la cerradura y la frontera de A en X, respectivamente; |A| denota la cardina-
lidad de A.

Definicion 3.3. Dado un continuo X, un arco libre en X es un arco J, con puntos
extremos p y ¢, tal que J — {p,q} es un conjunto abierto en X. Un arco libre
maximal en X es un arco libre que no esta contenido propiamente en otro arco
libre, es decir, es maximal con respecto a la inclusién de conjuntos.

Definiciéon 3.4. Un arbol es una grafica finita que no contiene curvas cerradas
simples.

Un ciclo en X es una curva cerrada simple J en X tal que J N R(X) =
{(0)s,(1)s}y J—={(0)s,(1)s} es un subconjunto abierto en X. Sean

Ar(X)={J C X: J es un ciclo en X},

Ag(X)={J C X: J es un arco libre maximalen X y |[JNR(X)| =1}, v
Ag(X) ={J C X: J es un arco libre maximal X} UAgr(X).

Note que si J,K € Ag(X) y J # K, entonces intx(J) N K = . Sean z,y € X.
Decimos que z es adyacente a y in X o que x y y son adyacentes en X si existe
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J € Ag(X) el cual no es un ciclo, tal que z y y son los puntos extremos de J. Los
elementos de Ag(X) se llaman arcos externos y los elementos de Ag(X) —(Ag(X)U
ARr(X)) se llaman arcos internos.

Observemos que cada elemento de Ag(X), también llamados aristas de X, es
la cerradura en X de una componente del conjunto X — (E(X)U R(X)). Se puede
notar que cada arista es un arco libre maximal o un ciclo, por tal motivo podemos
asumir que la métrica en X es la métrica de la longitud de arco y que cada arista
tienen didmetro igual a 1, con lo cual podemos identificar cada arista J de X con
un conjunto de la forma [(0)s, (1)s], donde (0); # (1) y [(0)s, (1)s] es isométrico
al intervalo [0,1] cuando J es un arco; y (0); = (1); y [(0)s, (1)s] es homeomorfo
a el espacio obtenido de identificar los puntos finales del intervalo [0, 1] a un punto
cuando J es un ciclo.

Definicion 3.5. Una subgrafica de una gréifica X es un subcontinuo G de X tal
que G es la union de algunos elementos de Ag(X) o G = {v} donde v es un vértice
de X.

Dada una subgrafica G de X, sean Ji,...,J, los elementos de Ag(X) tales
que J; = [(0)s,,(1)s,] y |Ji N G| = 1, asumiremos que es J; NG = {(0),}; y sean
Ly,..., Ly los elementos de Ag(X) tales que, para cada j € {1,...,m}, cada L;
es un arco o una curva cerrada simple tal que L; N G = {(O)Lj, (1)L].}.

Definicion 3.6. Dadas una grafica X y una subgafica G de X, definimos el conjunto
Mg como el conjunto de los subcontinuos A de X tales que A tiene la siguiente
forma:

A=GU [(O)chl] U---u [(O)Jnvcn} U [(O)Lwal] U [bh (1)L1] U---u

[(O)anam] U [bm’ (1)Lm] )

donde 0 < ¢; < 1, para cada ¢ € {1,...,n} y 0 < a; < b; < 1, para cada
je{l,...,m}.
Dado J € Ag(X), definimos Ny = C(J), si J es un arco, y

Ny=cloxy({AeCJ): ACJ—-{(0)s}}),
si J es una curva cerrada simple. Observemos que, en ambos casos,
Ny;={AeC(J): A—{(0)s,(1);} es conexo}.

Definiciéon 3.7. Dada una grafica finita X y una funciéon de Whitney p: C(X) —
[0, 1(X)], definimos ¢(u) = min {u(J) : J € As(X)}.
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Definicion 3.8. Una n-celda es un espacio que es homeomorfo a [0, 1]". Un n—odo
en un continuo X es un subcontinuo A de X tal que existe un subcontinuo B de A
con la propiedad de que A — B tiene al menos n componentes.

Se sabe que C(X) contiene una n — celda si y solo si X contiene un n — odo

([8])-

Lema 3.9. Si X es una grdfica finita y Y es un continuo tal que Y es Whitney
equivalente a X, entonces Y es una grifica finita.

Demostracion. Dado que X es localmente conexo, cada nivel positivo de Whitney
para X es localmente conexo ([10, Teoremas 52.1]). Dado que X y Y son Whitney
equivalentes, los niveles positivos de Y son localmente conexos. Entonces Y es
localmente conexo (|10, Teoremas 52.2]). Si Y no es una grafica finita, entonces
Y es un acurva cerrada simple o existe un subespacio @ de C(Y) tal que @ es
homeomorfo al cubo de Hilbert [0,1]* ([12, Teorema 1.111]). Dado que X no es
una curva cerrada simple, Y no es una curva cerrada simple. Entonces, para cada
n > 3, Y contiene un n-odo. Para cada n > 2, existe un nivel positivo de Whitney B
para Y tal que B contiene una n-celda. Dado que X y Y son Whitney equivalentes,
para cada n > 2, existe un nivel positivo de Whitney A de X tal que A contiene
una n-celda. Esto implica que la dimension de C'(X) es infinta. Esto contradice [12,
Teorema 1.109] y esto completa la prueba del lema. O

Lema 3.10. Si X es una grdfica finita y u : C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney,
para cada 0 <t < t(u), si v,w son vértices de X y v # w, entonces My N My N

poi(t) =10

Demostracion. Sean v, w vértices de X tales que v # w. Sea A € M,y N Myyy N
p~1(t), entonces v, w € A. Supongamos que A tiene las siguiente forma:

A=lv,c1]U---Ulv,en] U v, ar] U by, o] U~ U v, am] U [bm, v].

Notemos que v esta contenido en arcos que lo intersectan solo en v y posiblemente
en curvas cerradas simples. Como w € A y w # v, entonces w no esté contenido en

los ciclos que intersectan a A, ya que w es un vértice. Entonces existe i € {1,...,n}
tal que w € [v,a;]; como w # v y w es un vértice, tenemos que w = a;. Asi
[v,a;] = [v,w] C A.

Esto implica que existe J € Ag(X) — Ar(X) de X tal que J C A. Entonces
t(p) < p(J) < p(A) =t < t(u), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, Mg,y N
My Nt (t) = 0. Esto completa la prueba del lema.
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Lema 3.11. Si X es una grdfica finita, p: C(X) — [0,1] una funcion de Whitney
y 0 <t <t(u), entonces

) = (U My np ) cve RO U (U{Nsnp ()« J € As(X)}).
Demostracion. Por [1, 5.4, pag. 272|, tenemos que

p i t) = <U {MG N~ Y(t) : G es una subgrafica de X})

U(U{Nsnp () J e As(X)}).

Notemos que si G es una subgrafica de X, entonces G = {v} con v € R(X) U
E(X) o existe J € Ag(X) tal que J C S.

Dada una subgrafica G de X tal que G contiene un elemento J de Ag(X),
por la definicion de (i) tenemos que, para todo A € Mg N p~1(t), se cumple
que t(p) < wu(J) < p(G) < p(A) = t, lo cual es una contradiccion, por lo tanto
Mg Np~t(t) = 0. Asf G no puede contener ningiin elemento de Ag(X), por lo cual
G ={v} conv e R(X)U E(X).

Si G = {v}, con v € R(X), entonces Mg N pu~1(t) = My N p~L(t), con lo cual

{MG Np~Y(t) : G es una subgrafica de X} C {M{v} Np () v e R(X)} .

Si G = {v}, con v € E(X), entonces Mg N u~(t) = Ny N p~1(t), donde
L € Ag(X) es tal que v es uno de sus puntos extremos, por lo cual

{MG N (t) : G es una subgrafica de X} C {NJ Np~t(t):Je AS(X)} :
Por lo anterior,

) = (U {Mpynp ') coe RO U (NNt (t) - J € Asg(X)}).
Esto completa la prueba del lema. O

Lema 3.12. Si X es una grdfica finita y u : C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney,
entonces para cada t € (0,¢(p)) y para cada v € R(X) se tiene que Mgy N p= (1)
es una (ordx (v) — 1)-celda.

Demostracion. Sea v € R(X), t € (0,t(n)) y n,m € N tales que Ji,...,J, son
todos los elementos de Ag(X) — Ar(X) tales que para cada i € {1,...,n} se tiene
que v € J;, podemos asumir que v = (0)y, y L1,..., Ly, son todos los elementos
de Ag(X) tales que para cada j € {1,...,m} se tiene que v € L;. Entonces
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ordx(v) = n+2m. Por la definicion de (1), los elementos de Mg,y N~ (¢) son los
subcontinuos A de X de la forma:

A= [(O)Jucl] U---u [(O)Jnacn] U [(O)Lmal] U [blﬂ (1)L1] U---u

[(0) 2> @m] U [bm, (1)L, ]

donde 0 < ¢; < 1, para cada i € {1,...,n} y 0 < a; < b; < 1, para cada
j € {1,...,m}. Entonces podemos definir A = {(z1,...,Zni2m) € [0,1]7F2m :
T1+ .+ Tpgom = 11y 0 Mgy N p~1(t) = A de la siguiente manera

90([(0)J1761] U---u [(O)Jnﬂcn] U [(O)Lual] U [bh (1)L1] U---u

[(0) L, > @] U [bm, (1)1, ]) =
1
cl—l—...—|—cn—{—a1—|—...+am—|—(1—b1)—|—...—|—(l—bm)(

1—by,...s1—bp).

Cly.-+,Cny A1, .-, Qm,

Veamos que ¢ es una funciéon continua.

Sean A € M,y (t) y {A,}52; unasucesion de subcontinuos en Mg,y N~ (¢)
tal que {A,}72, converge a A, entonces para todo £ > 0, existe N. € N tal que
para cada r > N, se cumple que H(A,, A) < ¢, lo cual es equivalente a que para
cadar > N., A, C N(e,A) y A C N(e, A,). Veremos que para cada punto extremo
de A,, el cual denotaremos por ¢;, (ajr, bj,, respectivamente), distinto de v, la
sucesion {c¢; ,}72; converge a ¢;.

Cada A, tiene la siguiente forma

Ar = [(O)Jlaclﬂ’] U---u [(O)Jn’ CH,T] U [(O)Lwalﬂ“] U [bl,ﬁ (1)L1] U---u

[(0) L5 @] U [Brmyrs (1)L, ] -

Para cada subarco [(0) s, , ¢ »] existe un homeomorfismo con el intervalo [0, ¢; ,],
Asi obtenemos una sucesion de intervalos {[0,¢; ]} -, que converge al intervalo
[0, ¢;]. Consideremos la funcion f : C([0,1]) — [0,1] dada por f([a,b]) = méx][a,d],
en este caso f([0,¢;,]) = ¢;r, como la funcion f es continua, tenemos que f([0, ¢; )
converge a f([0,¢;]), es decir, la sucesion {c;,}72; converge a c;.

De manera similar, las sucesiones {a;,}72; y {bj,}r2; convergen a a; y by,
respectivamente. Con esto la funcioén ¢ es una funcién continua.

Ahora veamos que ¢ es inyectiva, para esto supongamos que ¢(A) = ¢(B), con
A =[(0);,e1]U---U[(0) 1., €n]U[(0) 1y, a1]U[b1, (1) £, ]V - -U[(0) 1, @ U b, (1 ]
B =1[(0)1, f1]U---V[(0) 1., fu]V[(0) 1, da]U[ex, (1) £y ]V - -V[(0) L5 din]Ulems

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 10, paginas 193-208



Las graficas finitas son continuos Whitney determinados 201

Entonces (c1,...,¢nya1,. .. am, L —b1,..., 1 —by) = r(fi,..., fa,di,y ..oy dm, 1 —
el,...,1 —ep), donde

. a+...+teptar+...+an+1=b)+...4+(1—bp)
A+ +fatdi+.. . Fdnt+t(d—e)+...+(1—en)

Podemos suponer que r < 1. Esto implica que A C B y dado que u(A) =
w(B), concluimos que A = B. Por lo tanto ¢ es inyectiva. Ahora veamos que ¢
es suprayectiva. Sea (1,...,Tniom) € [0,1]"7?™ tal que 21 + ... + Tpiom = 1.
Sea yo = max{z1,...,Tntom} vy sea r > 1 tal que ryp = 1. Para cada s € [0, 7],
sea $(s) = [(0)sy,521] U+ U [(0) 1, 5] U [(0) 1, 52m41] U+ U ()L, 5Tsmn] U
[1— sTnimet, (1), ] U+ U1 = sZnyom, (1)L,,]. Dado que u(4(0)) = p({v}) =0y
w((r)) > t(p) ((r) contiene una arista de X), existe sp € [0,7] tal que ¥ (sg) €
p~H(t) N My, Entonces o(¥(s0)) = (21, .., Tniam)-

Por lo tanto, ¢ es suprayectiva.

Con lo anterior, hemos demostrado que ¢ es un homeomorfismo, donde A es

una (ordx(v) — 1)-celda. Esto completa la prueba del lema. O

Lema 3.13. [11, Lema 2.2] Si X es una grdfica finita y p : C(X) — [0,1] una
funcion de Whitney, para cada 0 < t < t(u) y para cada J € Ag(X) tenemos que
Ny N p=t(t) es un arco.

Por el lema anterior, como N; N p~1(¢) es un arco, podemos identificar dos
puntos especiales en N; N =1 (¢), los cuales son sus puntos extremos. A los puntos
extremos de N; N u~!(t) los denotaremos por Ay y A;, donde Ag corresponde al
elemento de N; N p~1(t) que contiene a la preimagen de 0 bajo el homeomorfismo
que identifica a Ny N p~1(¢) con el intervalo [0,7] y Aj corresponde al elemento
de N; N pu~1(t) que contiene a la preimagen de 7 y 1, donde » = min A; y r # 0.
Ademas estos dos puntos son tnicos.

Lema 3.14. Sea X una grifica finita y p : C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney.
Para cada 0 <t < t(u), si J,L € As(X) y J # L, entonces Ny NN Np~t(t) = 0.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sea A € Ny NNy, N p~1(¢), entonces A €
C(J)y A € C(L), es decir, A es un subcontinuo propio no degenerado de J y de
L,asi A€ JNL,lo cual es una contradiccion, ya que J # L y su tnica interseccion
puede ser un punto. Esto completa la prueba del lema. ]

Lema 3.15. Sea X una grifica finita y p : C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney.
Para cada 0 <t < t(u), siv € R(X) y J € As(X), entonces el conjunto Mg,y N
Nynu~Y(t) tiene a lo mds dos elementos y estd contenido en el conjunto de puntos
extremos del arco Ny N p~1(t),
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Demostracion. Seav € R(X)y J € Ag(X), consideremos los siguientes tres casos.

Caso L. v ¢ J.

Supongamos que existe A € M,y NNy N p~1(t), entonces v € A, A € My
y A € Ny, lo cual implica que v € J, y esto es una contradiccion. Por lo tanto,
M{v} NN;N ,uil(t) = (.

CasoIl.ve Jy JeAg(X)— Ar(X).

Dado que v € R(X), v no es un punto interno de J. Por lo tanto v es un punto
extremo de J. Sea A el elemento de My, NN, N p~1(t) que contiene a v. Dado que
v es un punto extremo de J, tenemos que v € {(0)s, (1)} vy que A = [v, a]. Veamos
que A es tinico. Si existe A’ € Ny N pu~1(¢) tal que v € A’, entonces tendriamos que
A’ = [v,d'], lo cual implica que A C A’ 0 A’ C A. Como A, A’ € (), concluimos
que A = A’. Por el homeomorfismo que existe entre Ny N u~1(¢) y [0,7] tenemos
que la imagen de A esta contenida en {0,7}, es decir, A € {Ag, A1}. Por lo tanto
A es un punto extremo de Ny N pu~1(t)

Caso IIl.v e Jy J € Ag(X).

En este caso nuevamente v es un punto extremo de J, mas aun, v = (0); = (1) .
Nuevamente, por el homeomorfismo que existe entre Ny N p~1(¢) y [0,7], tenemos
que existen solo dos elementos de Ny, Ag, Ay tales que v € Ag y v € Ay, los cuales
son los puntos extremos de Ny N =~ 1(¢).

Esto completa la prueba del lema. O

Lema 3.16. Sea X una grdfica finita y p: C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney.
Para cada 0 < t < t(p), si J € Ag(X), entonces Ny N p~t(t) es un arco libre
mazimal de p1(t).

Demostracion. Sea J € Ag(X). Dado que J — {(0)s,(1)s} es un conjunto abierto
en X, tenemos que el conjunto {4 € NyNpu~1(t): AC J—{(0)s,(1)s}} es abierto
en p~1(t). Entonces Ny N p~1(t) es un arco libre de p=1(¢). Si Ny N p~1(t) no es
un arco libre maximal, entonces existe un arco £, contenido en p~!(¢) tal que uno
de los puntos finales E de Ny N p~!(t) pertenece a int,-1(;(£). Por el lema 3.11
y el lema 3.14, existe un vértice v de X tal que £ € My, N p~L(t) y, por el lema
3.12, Mg,y N1 (t) es una (ordx (v) — 1)-celda. Entonces existe una subcelda R de
Mgy N p~1(t) tal que R C L. Pero esto es imposible ya que £ es un arco. Con lo
anterior hemos demostrado que N;Nu~!(t) es un arco libre maximal. Esto completa
la prueba del lema. ]

Dada una gréfica finita X, una funcion de Whitney p : C(X) — [0,1] y 0 <
t < t(u), consideremos el nivel de Whitney p~1(t). Para cada J € Ag(X), sean
Ao y Aj los puntos extremos del arco Ny N p~t(t) v sea Ky = Nynpu~t(t) —
{Ap, A1}. Definimos el conjunto G(X, i1, t) como el continuo que se obtiene de p =1 (¢)
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al identificar cada una de las componentes del conjunto C = p=1(t) — | J{K;: J €
Ag(X)} en un punto.

Lema 3.17. Sean X una grifica finita, p: C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney
y 0 <t<t(u). El continuo G(X, u,t) es homeomorfo a la grifica finita X .

Demostracion. Por el lema 3.10 y el lema 3.11, las componentes de € son los ele-
mentos de la familia {M,y N p~(t) : v es un vértice de X }.

Dado J € Ag(X) — Ar(X), J es un arco libre maximal con puntos finales v y
w, asi el arco Ny N u‘l(t) tiene exactamente un punto extremo A, que contiene a
v y también tiene exactamente un punto extremo A, que contiene a w. Entonces
existe un homeomorfismo ay : NyNpu=L(t) — J tal que ay(4,) = vy ay(Ay) = w.

Dado J € Ar(X), J es un ciclo, entonces existe un tnico punto de ramificacion
v de X tal que (0); = v = (1) y los puntos extremos del arco Ny N p~1(¢) son los
dos elementos A, y B, tales que v € A,NB,. Sea B : NyNu~1(t) — J una funcion
tal que 8(Ay) = v = B1(Bo), ¥ Brln,ru-1()—{au,B} * Ny N~ (t) = {Ay, By} —
J — {v} es un homeomorfismo.

Definimos la funcién ¢ : p=1(t) — X de la siguiente manera:

v si. AeMpyNpl(t) pa. ve R(X)UE(X)
0(A) =1 aj(A) si AeN;nut(t)y JeAs(X)— Ar(X)
/BJ(A) St AENJQ,M_I(t)yJGAR(X)

Notemos que ¢ esta definida en subconjuntos cerrados de p~1(t), ademés si
A € My, NNy NNy~ (t), entonces existe v € R(X) U E(X) tal que v € Ay
v es un punto extremo del arco J, asi A = A,, es decir, A es el punto extremo del
arco Ny N u~L(t), por lo tanto, p(A) = aj(A) = B;(A), con lo cual concluimos que
© esta bien definida y por lo tanto es continua, ademés es suprayectiva.

Observemos que ¢ comprime cada una de las componentes de € a un punto.

También notemos que ¢ ‘N_l(t),e (A) = ay )Nm#_l(t),{Av’Aw} (A)si AeNyN

pi(t)y J e As(X) — Ar(X) o ¢ ’;rl(t)—e (A) =By ’NJnufl(t)_{Av,Bv} (A)si Ae
Nynu=t(t)y J € Ar(X) y por lo tanto ¢ es inyectiva en u~'(t) — C.
Ahora definimos la funcién i : p=1(t) — G(X, i, t) de la siguiente manera
i(A) = {v} si AeMgyynpt(t) pa. ve RX)UE(X)
A si Acpul(t)—¢€

Notemos que i es una identificacién, entonces por el Teorema de Transgresion
(|2, Teorema 3.2, pag. 123]), tenemos que ¢ oi~! es un funcién continua y abierta
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(¢ 0i~! no significa la composicién de ¢ con la funcién inversa de i, ya que esta

puede no existir; ¢oi~! significa que ¢ es evaluada en la preimagen de cada elemento
de G(X, u,t) bajo i) .

Veamos que ¢ o i~ ! es biyectiva.

Sea A,B € G(X,u,t) con A # B. Si A = {a} y B = {b}, entonces A y B
provienen de dos componentes distintas de C, es decir, existen v,w € R(X)U FE(X)
con v # w tales que existen A" € Mgy N p~ () y B’ € My Np'(t) tales que
i(A") = Ay i(B') = B. Esto implica que a = v y b = w.

Eatons (i1 (A)) = oMy N p (1) = v £ w = @(i 7' (B)) = o(My N
1 :

Ahora si A, B € p~1(t) — €, entonces (i 1(A)) = p(A) # p(B) = p(i 1(B))

Asi p o i~! es inyectiva.

Ahora veamos que p o4~ " es suprayectiva.

Sea x € X entonces x € R(X)U E(X)UO(X). Si z € R(X) U E(X) significa
que x es un vértice de X, asi existe A € Mgy N p~1(t) tal que x € A. Como
A € My, N p~t(t), tenemos que i(A) = {z}, por lo tanto (i~ (z)) = (M N
p=t(t)) = z. Siz € O(X) entonces existe B € NyNu~1(t)—{By, B1} tal que x € B.
Para este elemento B € N N p~1(t) — {By, B1} tenemos que i(B) = B. Entonces
¢0(i71(B)) = ¢(B) = ay(B) = z, donde a es el homeomorfismo entre N; N u~1(¢)
yJsiJ e Ag(X) — Ar(X) o (i71(B)) = ¢(B) = 8;(B) = z, donde B, es el
homeomorfismo entre Ny N p~t(t) y J si J € Ag(X). Por lo anterior, ¢ o i~ ! es
suprayectiva. Como poi~! es continua, biyectiva y abierta, concluimos que ¢ o~
es un homeomorfismo, por lo cual G(X, p,t) es homeomorfo a X.

Esto concluye la prueba del lema. ]

1

Lema 3.18. Sean X una grdfica finita, pn: C(X) — [0,1] una funcion de Whitney
yt e (0,1). Si £ es un arco libre mazimal de p='(t), entonces existe J € Ag(X)
tal que t < pu(J) y L =Nynu ().

Demostracion. Sean Ey y Ej los puntos extremos de £. Sea A € L — {Ey, F1}.
Primero demostraremos que A N R(X) = (). Supongamos lo contrario, esto es que
existe v € ANR(X). Observemos que A es una grafica finita (no necesariamente una
subgrafica de X, dado que definimos las subgraficas como la unién de elementos de
As(X)), A es no degenerado y A # X. Dado que £ —{Ey, F1} es abierto en u=1(t),
existe € > 0 tal que, si B € u~'(t) y H(A,B) < ¢, entonces B € £ — {Ey, E1}.
Dado que A # X, existe una funcion inyectiva v : [0,1] — X tal que v(0) € A,
v(s) ¢ Aparacadas >0y H(A,AUIm ) < e.

Afirmacioén 1. Existe una 3-celda R en C(X) y existén Ag, A1 € R tales que
AgC AC Ay H(A,B) < ¢ para cada B € R.

Para poder probar la Afirmacion 1, consideraremos los siguientes cuatro casos.
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Caso 1. A contiene una curva cerrada simple S.

Sea « : [0,1] — S una funcion inyectiva tal que Im a N R(X) = 0 y, si Ag =
A — a((0,1)), entonces Ay es un subcontinuo de X tal que H(A, Ag) < . Observe
que Ag € A. Sea Ay = AUIm v y sea o : [0,1]*> — C(X) definida como sigue:
o(s1,82,83) = AgU ([0, 3]) U ([1—%,1]) Uy ([0,s3]). Claramente, o es una
funcion inyectiva, 0(0,0,0) = Ao, 0(1,1,0) = Ay o(1,1,1) = A;. Entonces R =
Im o satisface las propiedades requeridas.

Caso 2. A es un arbol y A — {v} tiene al menos tres componentes.

Sean K1, K5 y K3 subconjuntos no vacios separados por pares tales que A —
{v} = K1 U Ky U K3. Podemos asumir que v(0) ¢ Ky U K3. Por |2, Teorema 3.2,
pag. 112], Ko U {v} y K3 U {v} son subcontinuos no degenerados de X. Por [12,
Teorema 1.8|, existen funciones «, 5 : [0,1] — C(X) tales que a(0) = {v} = 5(0),
a(l) = Ko U{v}, (1) = KsU{v} y,si0 <r < s <1, entonces a(r) C afs) y
B(r) € B(s). Sean Ag = K1 U« (%) ug (%) y A1 = AUIm ~. Reparametrizando
a y B, si es necesario, podemos asumir que H(A, Ag) < e. Sea o : [0,1]* — C(X)
definida como sigue: o(s1, 52, s3) = K1Ua (H'%) ug (#) U~ ([0, s3]). Claramente
o es una funcion inyectiva, 0(0,0,0) = Ag, 0(1,1,0) = Ay o(1,1,1) = A;. Entonces
R = Im o satisface las propiedades requeridas.

Caso 3. A es un arbol y A — {v} tiene exactamente dos componentes.

Dado que A es un arbol, v es un punto ordinario o de ramificaciéon de A. Entonces
podemos asumir que v(0) = v. Sean Ky y Kjs. Por [2, Teorema 3.2, pag. 112|,
KyU{v} y K3U{v} son subcontinuos no degenerados de X. Por [12, Teorema 1.8|,
existen funciones «, 8 : [0, 1] — C(X) tales que a(0) = {v} = 5(0), a(1) = KaU{v},
B(1) = K3 U{v} y,si0 <r < s <1, entonces a(r) C a(s) y B(r) € B(s). Sean
Ay =« (%) upg (%) y A1 = AUIm ~. Podemos asumir que H(A, Ag) < €. Sea o0 :
[0,1]> — C(X) definida como sigue: o(s1, s9,53) = @ (H%) up (H'%) U~ ([0, s3]).
Claramente o es una funcion inyectiva, 0(0,0,0) = Ag, 0(1,1,0) = Ay o(1,1,1) =
A;. Entonces R = Im o satisface las propiedades requeridas.

Caso 4. A es un arbol y A — {v} es conexo.

Dado que A es un arbol, es decir, una grafica finita que no contiene ciclos, v es
un punto final de A. Entonces podemos asumir que v(0) = v y existe una funcion
inyectiva a : [0,1] — X tal que «(0) = v, a(s) ¢ AUIm v para cada s > 0y
H(A,AUIm aUIm v) < e. Por [12, Teorema 1.8|, existe una funciéon g : [0,1] —
C(X) tal que B(0) = {v}, (1) = Ay, si 0 <r < s <1, entonces B(r) C B(s).
Sean Ag = (3 (%) Podemos asumir que H(A, Ap) < e. Sean A1 = AUIm U Im 5
y o : [0,1]> = C(X) definida como sigue: o(s1,s2,53) = a([0,s1]) U B (%) U
v ([0, s3]). Claramente o es una funcion inyectiva, 0(0,0,0) = Ay, 0(0,1,0) = Ay
o(1,1,1) = A;. Entonces R = Im o satisface las propiedades requeridas.

Esto completa la prueba de la Afirmacién 1.
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Estamos listos para obtener una contradiccién. Dado que R = (RNu~1([0,1)))U
(ROp= (1)) U(RNp~L(t)), tenemos que RN u~1(t) separa a R y, por la eleccién
de e, RNp~1(t) C £. Entonces RN p~1(¢) es un conjunto 1-dimensional que separa
a R. Esto contradice |7, Corolario 2 del Teorema IV 4] y completa la prueba de que
ANR(X)=10.

Entonces, para cada A € L — {Ey, E1}, existe J4 € Ag(X) tal que A C J4.

Afirmacion 2. Si A, B € L — {Ey, E1}, entonces J4 = Jp.

Para probar la Afirmaciéon 2, sea K el subarco de £ que une los puntos A y B.
Sea D = [J{C : C € K}. Por [12, Lema 1.49|, D es un subcontinuo de X y, por la
primera parte de la prueba de este lema, para cada C' € X, CNR(X) = (), entonces
DNR(X) = 0. Por tanto, existe L € Ag(X) tal que D C L. Por tantoJs = L = Jp.

Por la Afirmacion 2, existe J € Ag(X) tal que A C J para cada A € £ —
{Ey, E1}. Entonces A C J para cada A € £. Por tanto, £ C N;Npu~1(¢). Dado que
Ny N pu~L(t) es un arco libre de p~1(¢), la propiedad de ser maximo de £ implica
que £ =Ny Npu~L(t).

Esto completa la prueba del lema. O

Teorema 3.19. Sea X wuna grdfica finita, entonces X estd determinado por sus
niveles de Whitney.

Demostracion. Sea Y un continuo tal que X y Y son Whitney equivalentes. Por el
lema 3.9, Y es una grafica finita. Sea e el nimero de elementos de Ag(X). Dado un
nivel de Whitney positivo x~!(¢) de X, sean {L1, ..., Le(u-1())} todos los diferentes
arcos libres maximales de p~1(¢). Por el lema 3.17, para cada i € {1,...,e(u"1(2))},
existe J; € Ag(X) tal que £; = Ny, N u~1(t). Notemos que J; # Jj, si i # j, por
lo tanto, e(u~1(t)) < e. Por el lema 3.16, existen un nivel de Whitney p~1(¢) de
X para el cual e(u~!(t)) = e. Entonces e es el nimero méaximo de arcos libres
maximales que un nivel de Whitney positivo de X puede tener. Dado que X y Y
son Whitney equivalentes, lo mismo ocurre con Y. Asi, el nimero de elementos de
Ag(Y) es igual al namero de elementos de Ag(X), es decir, e.

Sea p @ C(X) — [0,1] una funcion de Whitney para C(X), t € (0,t(un)) y
consideremos el nivel de Whitney p~1(¢). Sea w™!(s) un nivel de Whitney positivo
de Y tal que p~1(t) y w™1(¢) son homeomorfos, donde w : C(Y) — [0,1] es una
funcion de Whitney para C(Y) y 0 < s < 1. Por el lema 3.16 y el parrafo, u=1(¢) (y
w~L(t)), tiene exactamente e arcos libres maximales. Sea {X1, ..., XK.} el conjunto
de arcos libres maximales de w™!(t). Por el lema 3.18, para cadai € {1,..., e}, existe
K; € As(Y) tal que K; = Nk, Nw™1(t) y s < w(K;). Entonces podemos aplicar el
lema3.17a X, uytyaY,wy s, asi, G(X, u,t) es homeomorfo a X y G(Y,w, s) es
homeomorfo a Y. Dado que 1~ *(t) y w™!(#) son homeomorfos, el espacio obtenido de
p~1(t) al identificar en un punto cada una de las componentes del espacio =1 (t) —
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U{L — {E : E es un punto extremo de £} : £ es un arco libre maximal de u~(¢)}
es homeomorfo al respectivo espacio definido por w=!(¢). Entonces G(X,u,t) es
homeomorfo a G(Y,w, s). Por lo tanto, X y Y son homeomorfos. O
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Capitulo 11

Tipos de homotopia en los niveles de Whitney de
graficas finitas

José Gerardo Ahuatzi Reyes, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Una grafica
finita es un continuo que se puede expresar como la unién de una cantidad
finita de arcos tales que cada par de ellos se intersecta en un subconjunto de sus
puntos extremos. Sea X un continuo. Denotaremos por C'(X) al hiperespacio de
subcontinuos de X. Una funcion de Whitney para C(X) es una funcion continua
y estrictamente creciente que asigna a cada A € C(X) un valor no negativo y
a los conjuntos unitarios, el valor 0. Un nivel de Whitney de X es cualquier
fibra de alguna funcion de Whitney para C(X). En este capitulo se detalla la
prueba de que, para cada retracto de vecindad absoluto X que ademas es un
continuo, existen una grafica finita G y un nivel de Whitney A de G tales que
X es homotopicamente equivalente a A, originalmente presentada por H. Kato.

1 Introducciéon

Dado un espacio métrico acotado Y, consideraremos el siguiente conjunto
2Y = {A : A es subconjunto de Y compacto y no vacio},

provisto con la métrica de Hausdorff (véase [4, definicion 2.1 y observacién 2.5]). Un
hiperespacio de Y es cualquier subconjunto de 2¥. De particular interés resultan
para este capitulo los hiperespacios 2¥, C(Y) y F1(Y), en donde

C(Y)={Aec2": Aes conexo} y
YY) ={{p}:pecY}

Un continuo es un espacio métrico distinto del vacio, compacto y conexo (en
[7] se estudian ampliamente estos espacios). Una grafica finita es un continuo que
puede expresarse como la unién de una cantidad finita de arcos tales que cada par
de ellos, o son ajenos, o se intersectan solo en uno o en dos de sus puntos extremos.
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Sea X un continuo. Sea H un hiperespacio de X. Una funcién continua p : H —
[0,00) es una funcién de Whitney para H si cumple las siguientes condiciones:

(1) Para cualesquiera A, B € H tales que A C B, se satisface que pu(A) < u(B).
(2) w(A)=0siysolosi Ae HnNF(X).

Un nivel de Whitney de X es cualquier subespacio de C'(X) de la forma p~*(¢)
en donde p es una funcion de Whitney para C(X) y ¢t € [0, u(X)]; si restringimos
t € (0,u(X)), entonces al conjunto p~*(t) se le denomina un nivel de Whitney
positivo de X.

Sea f : W — Z una funcién continua entre espacios métricos. Si existe una
funcién continua g : Z — W tal que go f y f o g son homotoépicas a las funciones
identidad de W y de Z, respectivamente, entonces se dice que f es una equiva-
lencia de homotopia. Si existe una equivalencia de homotopia entre dos espacios
meétricos, entonces se dice que estos son homotoépicamente equivalentes.

El estudio de los niveles de Whitney es una parte muy importante de la teoria
de hiperespacios de continuos y un area de investigacién en constante desarrollo
desde los anos 70. Entre los resultados que muestran la utilidad de estos espacios,
se encuentra uno establecido por Hisao Kato en [5], a saber, que aquellos continuos
que son retractos de vecindad absolutos, tienen equivalentes homotopicos entre los
niveles de Whitney de las gréaficas finitas. Esto proporciona una herramienta mas
para estudiar las propiedades topologicas que se preservan bajo homotopia de tales
continuos. En este capitulo vamos a detallar la demostracion que dio H. Kato a este
resultado.

2 Complejos simpliciales

Dado cualquier conjunto A = {q,...,q,} contenido en algin espacio euclidiano,
denotamos por [A] al conjunto

T T
[A] = {th‘%’ : cada t; es un numero real no negativo yz t; = 1} .
i=1 i=1

Denotaremos, indistintamente, [A], [{{¢}:q € A}, {a1}, .- {&} o a1, ]
Sea N un namero natural. Los elementos pg,p1,...,pr de RY son afinmente
independientes si p;1 — po, ..., pr — po son linealmente independientes.
Dado un n@mero natural m, un m-simplejo de RV es cualquier subespacio
de la forma [A], donde A = {po,p1,...,pm} es un subconjunto de R¥ tal que
Do, P1, - - - » Pm son afinmente independientes. Observe que cada m-simplejo es una
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m-celda. A m se le denomina la dimensién del simplejo [A]. Una cara de [A] es
cualquier simplejo [B] tal que B C A, incluyendo al mismo [A]; si B C A, entonces
se dice que [B] es una cara propia de [A] y se denota por [B] < [A].

Un complejo simplicial finito (o, para abreviar en este capitulo, complejo
simplicial) en R es un conjunto finito, digamos X, formado por simplejos de R
y que cumple las siguientes dos condiciones:

(1) Si S € K, entonces cada cara de S también es un elemento de K.

(2) Si S, TeXySNT # (), entonces S NT es una cara comin de Sy de T'.

Un vértice del complejo simplicial K es cualquier O-simplejo de X (es decir, cual-
quier conjunto unitario que sea elemento de X). El conjunto de los vértices de K
se denota por Vert(X). El politopo de X, se denota por |X| y es el subespacio de

RY dado por
K| =JX.

La dimension de X, denotada por dim X, es la dimension (topologica) de |K|, es
decir, es la mayor de las dimensiones de los simplejos de K. Un subcomplejo de
X es cualquier complejo simplicial £ tal que £ C K. Dado un ntimero natural m,
el m-esqueleto de K, el cual se denota por K™ es el subcomplejo de X formado
por los simplejos S € K tales que dim S < m. Asimismo, denotaremos por K™l a
la coleccién de m-simplejos de K.

Un espacio topologico es un poliedro si es homeomorfo al politopo de algin
complejo simplicial finito. Dada una variedad topolégica M, denotaremos por OM
a su frontera como variedad.

Ejemplo 2.1. Dados N,k € N y puntos pi,...,pr € RY, el conjunto X dado
por {0, {p1},...,{pr}} es un complejo simplicial de dimension 0; ademaés, si |X| es
conexo, entonces X = {0, {p1}}.

Ejemplo 2.2. Dados N,k € Ny po,p1,...,pr € RY afinmente independientes, la
coleccion de simplejos K = {[A] : A C {po,p1,--.,pk}} es un complejo simplicial

tal que |X| = [po, 1, - - - pk)s K% = {{po}, {p1},-- -, {pe}} v KM = {[pi,pj] 14,5 €
{0,1,...,k},i # j}. Ademas,

0|K| = U{S : S es una cara propia de [po,p1, ..., Dk}
Observacion 2.3. Sea X un complejo simplicial.

(1) Si € es cualquier subconjunto de X, entonces
{S € X : S es una cara de algin elemento de ¢’}

es un complejo simplicial y, por tanto, un subcomplejo de XK.
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(2) Si £y y L2 son subcomplejos de K, entonces £1 U Ly es un subcomplejo de
X.

(3) SiVp,Vi,..., Vi € X0, s eKy UF_, Vi C S, entonces [Vo, Vi, ..., Vi] es una
cara de S.

(4) Si0<i<j<dimX, entonces (K0))O = K,

Para la siguiente demostracion, dado una grafica G, un arco J y puntos a,b € J
distintos, denotaremos por [a,b]; al subarco de J que va de a a by por (a,b); al
conjunto [a,b]; — {a,b}.

Lema 2.4. Sea X un complejo simplicial. Si dimXK = 1 y |X| es conezo, entonces
K| = UK y, por ende, | K| es una grifica finita. Ademds, bajo las condiciones
anteriores, si G es una grdfica contenida en |X| y E(G) C |XIY|, entonces existe
un subcomplejo L de X tal que |L| = G.

Demostracion. Supongamos que dim X = 1 y que |K| es conexo. Note que
|K|=AUB=(A-B)UB

en donde A = Xl y B = JKM. Como A es un espacio finito, A — B es vacio
o es un conjunto finito. En particular, A — B es cerrado en |X|. Asimismo, como
dimX =1, K[! # ¢ y, por ende, B # (. Como B también es cerrado en |X| y |X|
es conexo, se tiene que A — B = (), es decir, que |X| = B = Ume. Puesto que cada
par de elementos de K[! son arcos que se intersectan en a lo mas uno de sus puntos
extremos, la igualdad anterior implica que |X| es una grafica finita.

Manteniendo las hipotesis anteriores, supongamos ahora que G es una grafica
finita contenida en |X| y que E(G) c YK, Sea

¢ ={S ekl (G- E@)N(S—E)) +0}.

Note que (G — E(G)) — Ex C %, en donde Ex = J{E(S) : S € X1} Como
E(G) U Ex es finito, lo anterior implica que G C [J% . Supongamos que existe p €
(U%)—G.Sea J € € tal que p € J. Luego, existe ¢ € (J—E(J))N(G—E(G)). Sean
a y b los puntos extremos de J de tal modo que [a,p]; N [q,b]; = 0. Sea r € [p,q]s
tal que [p,r]; NG = {r}. Note que q € [r,b]; y, puesto que q ¢ E(J), ¢ # b. Esto
implica que r # b. Ademaés, como p ¢ G, r # p. Asi, r € (p,b) ;. Luego, [p, b]; es una
vecindad de r en J. Note que [p, b] ;NG es una vecindad de r en G contenida en [r, b] ;.
Como r es punto extremo de [r, b] 7, se obtiene de lo anterior que r es punto extremo
de G. Ademas, como r € (p,b); C J—E(J) y X es un complejo simplicial, cada L €
KM — {7} cumple que r ¢ L. Asi, 7 € E(G) — UK, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, |J% = G. Esto muestra que G es el politopo de un subcomplejo de
XK, a saber, L ={S € X : S es una cara de algin elemento de €’}. O

Matematicas y sus aplicaciones 8, Capitulo 11, paginas 209-224



Tipos de homotopia en los niveles de Whitney de graficas finitas 213

Lema 2.5. Sea X un complejo simplicial finito tal que dim X > 2. Si |K| es conexo,
entonces |5C(dim3<_1)| es conexo. En particular, cada complejo simplicial C tal que
€| es conexo y dim € > 1 satisface que || es una grdfica finita.

Demostracion. Sea K un complejo simplicial finito cuya dimensioén, que denota-
mos por n, cumple que n > 2. Supongamos que |X| es conexo. Vamos a mostrar
que |X=D| es conexo. Sean U y V subconjuntos cerrados de |K~1)]| tales que
KD =UuuVyUNV =0.

Sea S € X un n-simplejo. Note que 95 = (JXK’, para algin X' ¢ X1 (la
coleccion de caras propias de S, por ejemplo). Asi, S C UUV. Como 9S es conexo
(porque es homeomorfo a S™~ ! con n > 2), se tiene que S C U o 9S C V.
Asimismo, para cada T € K™ se cumple que T C UUV y, por consiguiente,
TcUoTcCV.

Sean

Ly={AeXxM.04cU}, My={AeX™V.AcU},
Ly={AexlM.04cv}, My={a4exV:AcV}.

Luego, K" = LU Ly y K1) = My UMy Note ademés que U = UMy y que
V=UMy.

Supongamos que S € Ly UMy vy T € Ly UMy son distintos del vacio. Si
S=TyS eX™D entonces S C UNV =0, lo cual no es posible. Si S =T y
S e X" entonces S c UNV = 0, lo cual tampoco es posible porque 95 ~ S"~ 1,
conn > 2. Asi, S #T. Si T es una cara de S, entonces es una cara propia y, por
ende, T' C 9S C U, lo cual no es posible, porque T' C V. Asi, T no es una cara de
S. Analogamente, S no es una cara de T'. De este modo, S NT es una cara propia
de Sy también de Ty, por consiguiente, SNT C (9S)N (OT) Cc UNV = (. Por
tanto, SNT = (.

Por el parrafo previo, los conjuntos U’ = (J(Ly UMy) y V' = J(Ly UMy ) son
cerrados de |X| ajenos. Ademas, U' U V' = |JK = |X|. Asi, por la conexidad de
|K|, se tiene que U' =0 o V' =(. Como U C U" y V C V', lo anterior implica que
U=0o0V =0. Por tanto, | XV es conexo.

Aplicando recursivamente lo obtenido en los parrafos previos y la observacion
2.3 (4), se demuestra que, dado cualquier complejo simplicial € de dimension m > 1
tal que |€| es conexo, cualquier nimero natural j < n satisface que |C)| es conexo.
Asi, por el lema 2.4, || es una gréfica finita. O

Corolario 2.6. Sea X un complejo simplicial tal que dimX > 1. Asuma que |X|
es conexo. Entonces |X1°| c |KM|.
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Demostracion. Note que |KM| = |KM) U (KO — 1KM)). Ademas, |KM| y K0 —
11| son cerrados de |K(M)| (el primero porque es la unién de una cantidad finita
de simplejos, el segundo porque es un espacio finito) que ademas son ajenos entre
si. Ademas, como dim K > 1, |KM| # (). Puesto que el lema 2.5 garantiza que | K|
es conexo, esto implica que |KIO| — |KM| = @, es decir, |KX0]  |KM). O

Dado un m-simplejo S, el baricentro de S es el punto de S dado por b° =
%ﬂ S o i, en donde po, p1, . . . , P son puntos afinmente independientes tales que
S = [po,p1,- - Pml]

Sea K un complejo simplicial. La divisidon baricéntrica de X, es el complejo
simplicial

SAK = {[b°,...,b%]: cada S; € Ky S1 < Sy <...< Si}.

Esta representacion para los elementos de Sd(X) es unica.

3 Pegado de retractos y de equivalencias de homotopia

Para demostrar el resultado principal de este capitulo, vamos a auxiliarnos del
“pegado” de algunos objetos matematicos, a saber, de ‘“retractos absolutos”, de “re-
tractos absolutos por vecindades” y de equivalencias de homotopia. En general, los
resultados que permiten este “pegado” se enuncian para 2 objetos; por esta razon,
extenderemos este nimero a una cantidad finita arbitraria.

Sea Y un espacio métrico. Un subespacio A de Y es un retracto de Y si existe
una funcién continua r : Y — A tal que r(y) = y para cada y € A. Un subespacio
B de Y es un retracto de vecindad de Y si B es un retracto de algin abierto de
Y.

Un retracto absoluto (respectivamente, un retracto de vecindad absoluto)
es cualquier espacio métrico X tal que, para cada espacio métrico Y y cada encaje
h de X enY tales que h(X) es cerrado en Y, se cumple que h(X) es un retracto de
Y. Abreviamos retracto absoluto (respectivamente, retracto de vecindad absoluto)
por RA (respectivamente, RVA).

Para los resultados de esta seccién, dado un natural n, denotaremos I, =
{1,2,...,n}. (Para el siguiente resultado, es conveniente considerar las equivalen-
cias dadas por [3, teoremas 3.1 y 3.2, pags. 83 y 84| para la clase de los espacios
métricos).

Teorema 3.1 ([3, proposiciones 10.1 y 10.2, pags. 49 y 50]). Sean X y Xo subes-
pacios cerrados del espacio métrico X tales que X = X1 U Xo. St X1, Xo y X1 N Xo
son RVAs (respectivamente, RAs), entonces X es un RVA (respectivamente, RA).
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Teorema 3.2. Sea {X; : i € I,} una coleccion de subespacios cerrados del espacio
métrico X tales que X = Uier, Xi- Si Nierp Xi es un RVA (respectivamente, RA)
para cualquier E C I, entonces X es un RVA (respectivamente, RA).

Demostracion. Demostraremos unicamente la parte para RVAs, la parte para RAs
es idéntica (reemplazando cada aparicion de “RVA” por “RA”). Haremos la prueba
por induccién sobre n. El caso n = 1 es trivial. Sea n > 2. Supongamos que el
teorema es valido para cualquier coleccion de RVAs con a lo mas n — 1 elementos.
Sea {X; : i € I} como en el enunciado del teorema. Dado ¢ € I,,_1, como X; es
cerrado en X y estd contenido en el subespacio W = | J;¢;, _, X; de X, también es
cerrado en W. Ademaés, cualquier interseccion de elementos de {X; : i € I,_1} es
un RVA. Asi, la hipétesis de induccion asegura que W es un RVA. Vamos a mostrar
que WNX,, es un RVA. Por la eleccion de {X; : i € I,,}, cualquier E C I,,_; cumple
que el conjunto Niep(Xs N Xn) = Nicrugny Xi es un RVA. Ademés, cada X; N X,
con j € I,_1 es cerrado en X y, por ende, en W N X,,. Por tanto, aplicando de
nuevo la hipotesis inductiva, tenemos que el conjunto (J;er, ,(XiNX,) =WNX,
es un RVA. Como W y X,, son cerrados en X y su union es este ultimo espacio, el
teorema 3.1 garantiza que X es un RVA. O

Lema 3.3. Si f: X — Y es una funcién continua y tanto X como Y son contrdc-
tiles (en particular, si son RAs), entonces f es una equivalencia de homotopia.

Demostracion. Sean xg € X y g: Y — X la funcion constante g(y) = xg. Note que
go f(x) =xp paracadax € X y fog(x) = f(xo) para cada y € Y. Ademaés, puesto
que X y Y son contractiles (si X y Y son RAs, entonces son contractiles por [3,
Teorema 7.1, pag. 96]), las funciones constantes go f y fog son homotopicas a Idx
v a Idy. Esto muestra que f es una equivalencia de homotopia. O

Teorema 3.4. Sea f: X — Y una funcion continua entre espacios métricos. Sean
X1 y Xo cerrados de X tales que X = X1 U Xo. Sean Y1 y Yy cerrados de Y tales
que Y = Y1 UYs. Sean Xog = X1 N Xy y Yo = Y1 NYs. Suponga que, para cada
n € {0,1,2}, X,, y Y, son RVAs, f(X,) C Y, vy que fl|x, : Xn — Y, es una
equivalencia de homotopia. Entonces, f es una equivalencia de homotopia.

Demostracion. Como Xy es cerrado en X; y en Xy y, asimismo, Y; es cerrado
en Y; y Y, basta aplicar [1, teorema 4.2.12] y luego [2, 7.4.3| para obtener este
resultado. O

Corolario 3.5. Sean X y Y espacios métricos. Sean {X; : i € I} y{Yi i € I,,}
colecciones finitas de cerrados de X y de 'Y, respectivamente, tales que X = J;e;, Xi
yY = Ujer, Yi. Suponga que Nicp Xi y Nicr Yi son RVAs para cualquier E C I,,.
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Suponga ademds que f : X — Y es una funcion continua tal que f(X;) CY; para
cada i € I, y que f|ﬂ'eEXi Nice Xi = Nice Yi es una equivalencia de homotopia
para cualquier E C I,,. Entonces f es una equivalencia de homotopia.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre n. El caso n = 1 es trivial.
Sea k > 1. Supongamos que el teorema es valido en cualquier caso en el que n < k.
Mostraremos que también es valido en cualquier caso en que n = k + 1. Para ello,
sean X, Y {X;:i€I,},{Y;:i€I,} y f como en las hipotesis del teorema, con
n==Fk+1 Sean W = Uer, Xi ¥y Z = Uier, Yi- Note que f(W) = User, f(Xi) C
Uier,Yi =2y f (Xk+1) C Yg+1. En particular, podemos considerar la restriccion
g = flw: W — Z. Es claro que, dado cualquier i € I, X; es cerrado en W y
9(X;) C Y. Asimismo, para cada E C I, tanto ();cg X; como ;e Y; son RVAs
y g|ﬂieE X, = f|ﬂieE‘ x; * Nice Xi = Niep Yi es una equivalencia de homotopia.
De este modo, por la hipétesis de induccién, g es una equivalencia de homotopia.
Ademés, el corolario 3.2 garantiza que W y Z son RVAs. Vamos a mostrar que
h = flwnx, 1 W N X1 — ZN Yy es una equivalencia de homotopia. Observe
primero que W N Xp11 = Uier, (Xi N Xg41) y que, para cualquier i € I, X; N
Xpq1 es cerrado en W N Xy y A(X; N Xpy1) = f(X) N f(Xgp1) C YN Yy,
Ademas, puesto que, dado cualquier E C Ij, tanto el conjunto (V;ep(X; N Xgy1) =
Niceufk+1y Xi como el conjunto Micp(Yi N Yii1) = Nicpugr+1) Yi son RVAs y la
funcion h’ﬂieEu{k-&-l}Xi = f\ﬂieEU{kH}Xi tNieBu{k+1} Xi = NieBu{k+1} Yi €s una
equivalencia de homotopia (por las hipotesis iniciales), la hipotesis de induccion
garantiza que h es una equivalencia de homotopia. También, por el corolario 3.2,
WNXky1y ZNYgy1 son RVAs. En resumen, tanto flw : W — Z como flwnx,,, :
WNXgi1 — ZNYg41 son equivalencias de homotopia y los conjuntos W, WN X1,
Z,y ZNYgy1 son RVAs. Ademés, por las hipotesis iniciales, flx,,, : Xp41 — Yeq1
es una equivalencia de homotopia y tanto Xy como Y;y1 son RVAs. También, es
claro que W y X1 son cerrados en W U Xy, 1 vy que Z y Y41 son cerrados en
Z U Yg41. Asi, podemos aplicar el teorema 3.4, obteniendo con ello que f es una
equivalencia de homotopia. Esto termina la induccién y la prueba del corolario. [J

Recuerde que, para un conjunto Z y una coleccién P de subconjuntos de Z, la

estrella de un subconjunto A de Z es el conjunto St(4,P) = J{C € P: ANC # 0}.

Lema 3.6. Sean X un complejo simplicial y Vi, V1, ...,V vértices distintos de XK,
conk > 1. Sea S = [Vo, Vi, ..., Vi]. Entonces, S € K siy solo si \F_y St(V;, SdK) #
0. BEn tal caso, g St(V;,SdK) es un RA.

Demostracion. Supongamos que S € K. Observe que cualquier ¢ € {0,1,...,k}
cumple que [V;, {b°}] es un simplejo de Sd X que contiene tanto a {bg} como a V.
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Asi, b5 € NE_, St(V;, Sd X).

Supongamos que existe b € (5, St(V;,Sd K). Vamos a mostrar que S € X y
que NF_y St(V;,8d K) es un RA. Para cada i € {0,1,...,k}, sea B; € Sd(X) tal que
V; U {b} € B;. Como Ny B; € SAX, existen Ry < Ry < ... < R; € X tales que
Nk B; = [bflo,pf . b,

Fijemos j € {0,1,...,k}. Hagamos también B; = (b5 b1, ... b%], con Vj =
Sp < 51 <...< S, €X. Observe que, puesto que ﬂfzo B; es una cara de Bj, tene-
mos que (F_y B; = [b5©, ... b°®], para algunos 0 < n(0) < n(1) < ... < n(l) <
r. Observe que (puesto que, para cualesquiera vértices V' y V' de K, es falso que
V < V')V, € B;siysolosii=jy,porende, V; ¢ N5, B;. En particular, V; # Sy,
¥, por consiguiente, V; < Sy, ) = Ro Como esto sucede para cada j € {0,1,...,k},
tenemos que S C Ry, es decir, S es una cara de Ry (como una consecuencia directa
de esto, S € X). Como Vj es una cara de S, tenemos que [V, b, bR b] € Sd K.
Ademas, es claro que ﬂfzo B, C [V},bs,bRO,...,le]. Por lo tanto, ﬂfzo B;, C
ﬂ?ZO[Vj,bS,bRO,...,bRZ]. Esto muestra que |J€ = J{B € € : v° € B}, en don-
de @ = {NE_, B; : cada B; es un elemento de Sd X que contiene a V;}. Puesto que
cada By € {B € C: b e B} es un simplejo que contiene a b, las intersecciones
de subconjuntos de esta familia son también simplejos no vacios y, por ende, RAs.
Aplicando el Teorema 3.2, obtenemos que |J€ es un RA. Es inmediato, por otro
lado, que Y€ = ﬂf:o St(V;,SdX) y, por tanto, este tltimo conjunto es un RA. [

4 Resultado principal

Teorema 4.1 ([4, Teorema 16.10]). Sean X un continuo y H un subconjunto cerra-
do de 2%. Si p es una funcion de Whitney para J, entonces existe una funcion de
Whitney i’ para 2% tal que i'|sc = p. En particular, cualquier funcion de Whitney
definida en un cerrado de C(X) se puede extender a C(X).

Sean X un continuo, p una funcion de Whitney para C(X) y t € (0, u(X)).
Para cualquier A € 2% denotaremos

CAX,t)={Beul(t): Ac B}.

Teorema 4.2 (de Lynch, [4, Teorema 66.4]). Sean X un continuo, p una funcion
de Whitney para C(X) y A € C(X). Entonces, para cualquier t € [u(A), u(X)], el
conjunto CA(X,t) es un retracto absoluto.

Teorema 4.3. Sea K un complejo simplicial finito tal que |X| es conexo y no
degenerado. Asuma ademds que |X| ¢ K. Entonces, existen una funcion de Whitney
p para C(JXKMD|) y t € (0, u(|KMD))) tales que p='(t) y |X| son homotépicamente
equivalentes.
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Demostracion. Para construir la funcion de Whitney u, consideremos los conjuntos

& = {|£] : £ es un subcomplejo de KM y |£] es conexo},
oy ={|L| € . : |L] esta contenido en algtn simplejo de K},
oy ={|L| € . :|L]| no esta contenido en ningin simplejo de K}.

Note que .7 = MUJZ{Q Supongamos que |[K(V| € & . Luego, | K(V| C S, para algin
S € X. Como |XO| ¢ |XW| (corolario 2.6), 10 anterior implica que [K(©] ¢ S
(observacion 2.3 (3)) y, por ende, que |X| C [X )] C S C K|, es decir, |X| = S.
Esto contradice la hipotesis de que | K| ¢ K. Asi, |K(1)| € of; en particular, o # (.

Sean G = |KW| y o = F1(G) U.¥. Sea iy : C(IX|) — [0,00) una funcion de
Whitney. Es claro que . C C(|X]). Sean

r1 = méax{u(|L]) : |£] € A},
ro = min{uq (|£]) : |£] € “A}.

Note que, si KU = @, entonces K = KO y, como |K| es conexo, se cumple, por el
ejemplo 2.1, que K = {0, {p}}; esto tltimo implica que |X| es degenerado, lo cual
no es posible. Asi, K[!l # (. En consecuencia, dado cualquier S € K, tenemos que
u1(S) > 0y, como S € 7, el valor 11 es positivo.

Por otro lado, si £ es un subcomplejo de K tal que |£] € .7 y u(|L]) = 0,
entonces |£| posee un tnico elemento y, por ende, £ = {V}, para algan V € X[,
vy |[£] =V € 4. Esto implica que cada |£| € % cumple p(|£]) > 0. Por tanto,
ro > 0.

Considérese la funcion u' : & — [0, 00) dada por

(A = ﬁ/il(A) siAe Fi(G)U A,
%,UI(A) SiAEQfQ.

Es claro que p/(F) = 0 para cualquier F' € Fi(G) U & que solo posee un
elemento. Ademas, como ry > 0, cualquier F’ € &% cumple que p/(F’) > 0. Sean
A,B € o tales que A C B. Si A, B € F1(G) U &4, entonces p/(A) = Z—}nllul(A) y
w'(B) = %,ul(B) y, como pu1(A) < p1(B), tenemos que p'(A) < p/(B). De igual
forma, si A, B € o, entonces p/'(A) < p/(B).Si A € F1(G)Ud y B € o, entonces

1 1 1
(A) = —m(A) < —

pA) =g mAd) < 5 on =5
, 2 2

f(B)=—p(B) = —ry =2
2 2
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y, por ende, ' (A) < p/(B). Por otro lado, si A € @ y B € F1(G) U &4, entonces,
como AC B, B¢ Fi(G) y asi, Be 4. Sea S € X tal que B C S. Luego, A C S,
lo cual no es posible. Por lo tanto, en cualquier caso, p/(A) < p/(B). Asi, ¢/ es una
funcion de Whitney para <.

Como &7 es un subconjunto cerrado de C'(X), por el teorema 4.1, existe una
funcién de Whitney p para C(G) tal que p|, = /. Vamos a demostrar que (1) es
homotopicamente equivalente a |X|. Primero, vamos a mostrar algunas propiedades
que relacionan a p~1(1), a los conjuntos CV (G, 1) y a los simplejos de XK.

Afirmacion 1. p~'(1) = Y{C"(G,1) : V € KO}
Como cada CV(G, 1) C p~1(1), la contencion hacia la izquierda es inmediata. Sea
A € pu~!(1). Note que G = Uﬂ(m y que cada par de elementos de K[ distintos o
son ajenos o bien se intersectan en uno de sus puntos extremos. Sea By € K[ tal
que By N A # (. Como By € &, tenemos que u(B;1) < 1, asf que A ¢ By. Luego,
¢ # 0, en donde

¢ ={BeXl:AnB¢ B}

Note que A C (J€)UB1, AN(J%) #0y AN By # (. Por la conexidad de A,
obtenemos que AN By N (J%) # 0. Sea By € € tal que AN By N By # ). Luego,
By # B1y BiNBy =V, en donde V es una cara comun propia de By y de By. Como
V e KOV es un vértice. Esto implica que AN By N By =V. Asi, A € cV(G,1).
Esto muestra la afirmacion 1.

Sean {Vp,Vi,...,Vi} € KOy §* = [V;,V4,...,Vi]. Observe que el conjunto
Kg« = {[A] + A C {Vb,V1,...,Vi}} es un complejo simplicial tal que |Kg+| = S*
(ejemplo 2.2). Sea L* = 5(5.;1*).

Afirmacién 2. S* € K siy solo si NF_, CV(G, 1) # 0.

Supongamos que S* € XK. Luego, por el lema 2.5, se tiene que |£*| es un subconjunto
conexo de S*. Asi, |[L*| € . Se sigue de la construccion de p que p(|L*]) < 1.
Asi, existe Ty € C(G) tal que |£*| € To y u(Tp) = 1. Como UF_, V; C |L*| C To,
se tiene que Ty € ﬂf:o CVi(G,1). Reciprocamente, supongamos que existe 7' €
NF_, C"i(G,1). Como T es una grafica finita (y, por ende, un continuo arco conexo)
y Uf:o V; C T, para cada par de elementos distintos i y j de {0,1,...,k}, existe
un arco J;; contenido en 1"y tal que E(J;;) = V; UVj. Por el lema 2.4, existe un
subcomplejo £;; de KD tal que Jij = |Lij|. Luego, £ = J;; £4j es un subcomplejo
de X tal que | JF_oV; € |£] € T. Como u(|L]) < u(T) = 1y u(|L]) # 1 (porque
|L| € ), tenemos que |L| € . Asi, existe S € K tal que |£| C S. Luego,
Uf:o Vi € S, lo que implica, puesto que S es un simplejo, que S* C S. Note ademés
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que cada V; es un vértice de S. Asi, S* es una cara de Sy, por tanto, un elemento
de XK.

Afirmacién 3. Si S* € X, entonces (i, CVi(G,1) es un RA.
Supongamos que S* € K. Sea

k
& = {£|£L es un subcomplejo de KM, |L] € oA y U Vi C |L]}.
=0

La prueba de la afirmacion 2 muestra que, dado cualquier T' € ﬂfzo CVi(G, 1), existe
L' e & tal que |[L'| € Ty, por ende, que T € |Jeey C*I(G,1). Reciprocamente,
si T e CIFI(G, 1), para algin £’ € 2, entonces Y5, Vi C || € Ty asi T €
CYi(G,1), para cada i € {0,1,...,k}. Por lo tanto, se tiene la igualdad

k

NncviaGn=J c*@a,).

=0 LeZ

Como L* € £ (véase la demostracion de la afirmacion 2), es inmediato que
Uceyr A(L) = Ugey C*I(G, 1), en donde, para un £ € £ dado,

AL) =@, 1yuc*l@a,1).

De este modo, tenemos la igualdad

(k] cYi(G,1) = |J AL).

=0 Lez

Por consiguiente y como consecuencia al teorema 3.2, para terminar la demostracion
de la afirmacion 3 basta mostrar que cada A(L) es un RA y que la interseccion de
cualquier subfamilia de la coleccion de todos estos conjuntos es también un RA.

Sea L € .Z. Sea S € X tal que |£| C S. Luego, Ui o Vi € £L C S. Asi, S* C S
y, en particular, |£| U |£*| C S. Note también que |£| U |£*| es un continuo, puesto
que Vp C || U|L*|. Es claro también que £ U L* es un subcomplejo de K1) y
que |[LUL*| = [L|U|L*|. Asi, [L|U |L*| € @ y, por ende, pu(|L] U [L£¥]) < 1.
En consecuencia, existe T' € C(G) tal que [L|U|L*| € Ty w(T) = 1, es decir,
CIEIVILN(@ 1) # 0. Ademas, puesto que CI(G, 1) N C*l(G, 1) = C*YIEI(G, 1)
y cada uno de estos tres hiperespacios es un RA (teorema 4.2), tenemos, por el
teorema 3.1, que A(L) es un RA.

Sea & C Z. Note que

N AL)=clcnu N c*@G,).
LeZ Les
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Si Neew CIFI(G,1) = 0, entonces es claro que Ngep A(L) es un RA. Supongamos
que Ngew CFI(G, 1) # 0. Observe que

N c¥l(@,1) = CUzes 1€(G, 1)
Le

y asf p(Ugez |£]) < 1. Como Ugew |£] = |Urer £1 vy Vo € Neew £, se cumple
que Ugem |£] es conexo y es el politopo del subcomplejo (Jeesp £ de K1), De

este modo, Jeewp |£] es un elemento de la familia . y, considerando el valor que
le asigna p, también es un elemento de 4. Sea S € K tal que Jgen |L] C S.
Como U, Vi C Ugew |£], tenemos que S* C S. Por tanto, |L*|UJgew |£] C S.
Como Vj es también elemento de L£*, esta dltima unién es conexa y, como esta
es también el politopo del subcomplejo Ucezufcy |£| y esta contenida en S, tal
union es elemento de o7;. En particular, p(|£*| UUges |£]) < 1. Esto muestra que
el conjunto C*"1WUze = £1(G,1), el cual es igual a C1E7 (G, 1) NN gew CFHG, 1), es
no vacio. Como los tres hiperespacios anteriores son RAs, el teorema 3.2 garantiza
que CF (G, 1) UNger CFI(G, 1), es decir Neep A(L), es un RA. Esto concluye
la prueba de la afirmacion 3.

En lo que resta de esta demostraciéon, vamos a construir una equivalencia de
homotopia f : |X| — p~1(1). Dado P ¢ X%, sean

Iy = ) St(V,Sd(X)),
vep

Jp = () CV(G,1).
ve?
Como | XM | no es un elemento de .27 y esta contenido en [K[Y)], se tiene que [K[]] ¢
X y, por tanto, el lema 3.6 asegura que Iy = (). Asi, podemos considerar

myp =min{m : cada P’ ¢ K% tal que P c P' y |P' —P| = m cumple Ip = 0},

para cualquier P ¢ K. Sea €,, = {P ¢ K[ : mp = m}. Es claro que, dado
cualquier V € X se cumple que myyy > 0y, en particular, Gm{v} # (). Sea
Ni = min{m € N: €, # 0}. Sea No = méx{m € N : C,, # 0} (tal maximo existe
puesto que KO es finito). Observe que Gy = {P C KO 1p = 0}, en particular,
Kl € e,.

Supongamos que P; C Py C K0 y mgp, > 1. Sea P’ C KO tal que Py C P,
|P"— Pyl = mp, — 1y Iy # 0. Note que |P' — P1| = [Py — P1| + |P' — Py| =
| Py —P1|+map, —1 > mag,. Luego, existe P C P’ tal que Py C Py |P"—P1| = my,.
Como Iy # 0, se tiene que Ipr # (). Por tanto, mp, < msp,.
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Para cadan € {Ny,..., N2}, sea Dy, = |J}}_; Ck. Procederemos con la construc-
cién de f, definiendo recursivamente las funciones f,, : Upeop, Ip — Upen,, Jp, con
n e {Nl,...,NQ}.

Dado P € Cp,, se tiene que [P] € K. Como Jy,yep[V, V'] esta contenido en [P] y
es elemento de .Z, también es elemento .27 y, por consiguiente, u(Uy,yrep[V, V']) <
1. Luego, existe Cp € C(G, 1) tal que Uy, yrep[V, V'] C Cp. Note que Cp € Jp. Sea
f1: Upen, I» = Upep, Jp tal que, para cada P € Dy = €y y cada x € Ip, se tiene
fi(z) = Cy.

La funcion f; esta bien definida porque, si P, P € €y y P # P, entonces P C
PUP" y (por el parrafo anterior) PUP" € €y, lo cual implica que IpNIp = Ip p = ().

Supongamos que, para algin natural n dado con 1 < n < N y para cada
k < n, hemos definido fi : Upen, Ip — Upen, Jo de tal forma que f,, extiende a fj
y fr(Ip) C Jp para cada P € C. Definimos f,11: Upen, ., I» = Upen,,,, J» de la
siguiente manera.

Sea P € @€,y1. Observe primero que mp = n + 1 y que, por ende, Ip # (.
Aplicando la primera parte del lema 3.6 y la afirmaciéon 2, obtenemos que [P] € K
y que Jp # 0. Luego, por la afirmacion 3 y la segunda parte del lema 3.2, Jp
y Ip son RAs. Sea Ly = Ip N (Uprep, Iy7). Note que, dado cualquier ' € Dy,
foIp 0 Ipr) = fr(Ipypr) y como kg < n + 1, en donde kg = mgyp, tenemos que
fuoIpupr) = Tro (Ipupr) C Jpupr = Jp N Jpr. Por tanto, fn(Lg:v> C Jyp. Asi, podemos
considerar la funcion continua f,|r, : Lp — Jp. Como Ly es un cerrado de Ip y
Jp es un RA, podemos extender f,|r, a una funcion continua fp : Ip — Jp ([3,
Teorema 3.2, pag. 84]).

Note que, dados P1,Py € C,41 distintos, se cumple que P; ¢ Py y Py & Py
y, por ende, P1,P2 C Py UPy y k1 < n+ 1, en donde ki = myp,up,. Luego,
fo,(Ip, N Ip,) = fr, Ip,up,) = fp,(Ip, N Ip,). Esto muestra que existe una funcién
continua fni1 : Upen,,,, 2 = Upep, ., Jr que extiende a cada fp con P € Dyyq.
En particular, f,,41 extiende a f,, y fnt1(lp) C Jp. Por tanto, f, 41 extiende a fi y
fx(Ip) C Jp para cada P € Cf y cada nimero natural k con 1 <k <n+ 1.

Note que cualquier V € KO satisface que Iy = St(V,Sd(X)) y, por ende,
St(V,Sd(X)) C Upen,, I», en donde m = myyy. Esto implica que |X| = U?EDN2 Ip.
Ademas, dado cualquier A € C(G), si V ¢ A para cada V e X[ entonces
existen Vi,Vy € K tales que A C [V1,Va] — (V1 U Wa) y, como [Vi,Va] € &,
n(A) < w([Vi,V2]) < 1. En consecuencia, u(G) C Upexo CV (G, 1). De este
modo, podemos considerar la funcién f = fy, : | K| — p~1(1).

Como Ifyy € Gy, v f extiende a cada fy,,,,,, tenemos que f(St(V,Sd(X))) =
fm{v} (I{V}) C J{V} = CV(G, 1).

Como Ip y Jp son retractos absolutos, el lema 3.3 garantiza que f|;, es una
equivalencia de homotopia, para cualquier P € Dy, . Por tanto, aplicando el corola-
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rio 3.5, obtenemos que f es una equivalencia de homotopia. Esto muestra que |X|
tiene el mismo tipo de homotopia que p~1(1). O

Teorema 4.4 (|9], Corolario 5.3). Cada RVA compacto es homotdpicamente equi-
valente a algun poliedro.

(Valga la aclaracion que el resultado anterior se expresa en [9] con el término
“poliedro compacto” en el contexto de complejos simpliciales no necesariamente
finitos, el cual resulta equivalente a la definicién de poliedro dada aqui en el contexto
mas reducido de complejos simpliciales finitos).

Teorema 4.5. Sea X un RVA compacto y conexo, Entonces, existen una grifica
finita G, una funcion de Whitney pu para C(G) y t € (0, u(Q)) tales que p=1(t) y
X son homotdpicamente equivalentes.

Demostracion. Por el teorema 4.4, existe un complejo simplicial finito K tal que |X|
es homotopicamente equivalente a X. Como X es un continuo localmente conexo,
es arco conexo. En particular, X es conexo por trayectorias y, en consecuencia,
|| también lo es (|8, Corolario 1.17]). Sea G = |KX™M)|. Note que, por el lema 2.5,
G es una gréfica finita. Aplicando el teorema 4.3 a X, obtenemos una funcién de
Whitney p para C(G) y t € (0, u(G)) tales que p~1(t) y |X| son homotépicamente
equivalentes; asi, 4~ '(t) y X son homotépicamente equivalentes. ]
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