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Presentacion

Tenemos la fortuna de hacer un recorrido hacia un proceso creativo sin precedentes.
Ha llegado el momento de compartir esta sabiduria, de invitar a todo el mundo a
embarcarse en el navio que nos conduce hacia la Fuente de todo lo creado. Esta es
la razén por la cual editamos el libro que tienen en sus manos. La felicidad que pro-
pone este libro por su divulgacién, investigacién e intercambio de ideas se debe a la
generosidad de muchisimos matematicos que participaron en el denominado Second
International Conference on Mathematics ant its Applications (2CIMA, 2015), un
esfuerzo profesional consolidado que ha permitido la participacién de grandes per-
sonajes de diversas universidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo
del 2CIMA como en su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un
comité organizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia
de Matemaéticas de la Facultad de Ciencias Fisico Matemaéaticas de la BUAP. Este
producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve meses
de trabajo constante. Por el amor a la mateméatica es que ha nacido este ejemplar
que nos brinda la sabiduria necesaria para mostrarles parte de nuestros quehaceres
cotidianos.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo al area
tematica en el 2CIMA. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, gentileza,
dedicacion y trabajo cientifico. Un agradecimiento especial a José Gerardo Ahuatzi
Reyes por su apoyo en la ediciéon de esta obra. Gracias por dejar huella.

Fernando Macias Romero
Editor






Homenaje académico al Profesor Agustin
Contreras Carreto por su 60 aniversario







Breve semblansa

Agustin Contreras Carreto, nacido en el D.F. el 5 de noviembre de 1956, es un pres-
tigioso topologo, gedmetra, profesor, investigador, sumo escritor, sumo amanuense y
sumo divulgador de la matemética, el mejor conferenciante, imitador, caricaturista,
dr. magneto, musico, poeta «y loco». Directo, curioso, sociable, carinoso, jovial; toca
el saxofon, piano, acordedn; le gusta la alegria, las palanquetas, las galletas. Sus fru-
tos: Manuel, Carlos, Héctor y Antonio. Busca la felicidad en el ser humano, cree en
la bondad de las personas. Detesta las convocatorias BUAP. Es fan de contemplar el
atardecer, de celebrar los cumpleanos de la gente, detallista, lector empedernido, le
encanta comer y beber. Es un chico que dice que lo mejor de las fiestas se encuentra
en la cocina. Buscador de tesoros descabellados. Su pelicula: atrapados sin salida.
Su actor: Jack Nicholson. Le emociona el falsete, el aroma, el sabor. Simpatiza con
el Chi kung y Tai Chi. Estudi6 su licenciatura (1975-1979), maestria (1978-1980)
y doctorado (1997-2003), todo en Matematicas, en la Facultad de Ciencias de la
UNAM. Fue profesor en la UNAM (1978 - febrero de 1980); profesor en la Univer-
sidad de Guanajuato (agosto de 1980 - julio de 1981). Afortunadamente llegd como
profesor a la entonces Escuela de Ciencias Fisico Matematicas (ECFM) de la Uni-
versidad Auténoma de Puebla el 16 de agosto de 1981 y desde entonces a la fecha es
Profesor de Tiempo Completo. Ha dirigido 17 tesis de licenciatura, 4 de maestria y
una de doctorado. Es uno de los profesores de la FCFM mas populares de todos los
tiempos por su pasiéon y sabiduria. Sus alumnos afirman haber aprendido tanto de
él. Sus mejores admiradoras: Hortensia, Pillimba, Delia y Graciela siguen sonriendo
gustosas, observando todos sus logros desde el cielo.

Publicaciones

Libros

1. Agustin Contreras Carreto (otros autores: Juan Angoa Amador, Manuel Iba-
rra Contreras, Ratl Lineras Gracia, Armando Martinez Garcia), «Matemati-
cas Elementalesy Textos Cientificos. Direccion de Fomento Editorial, BUAP.
Primera ed., 2004. 2da ed., 2008. 3a. reimpresion de la 2da ed. 2015, 1000
ejemplares, ISBN: 978 607 7541 24 0, 277 paginas.

2. Agustin Contreras Carreto (otros autores: Juan Angoa Amador, Jaime Arroyo
Garcia, David Herrera Carrasco Manuel Ibarra Contreras, Rail Lineras Gra-
cia, Fernando Macias Romero, Armando Martinez Garcia, Celestino Soriano



Soriano, Fernando Velazquez Castillo), «Calculo Diferencial en una Variable»
Fomento Editorial de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, marzo
de 2005, tiraje de 1000 ejemplares, ISBN: 968 863 817 X, 261 paginas.

3. Agustin Contreras Carreto (otros autores: J. Juan Angoa Amador, Jaime
Arroyo Garcia, David Herrera Carrasco, Raul Linares Gracia, Héctor Sanchez
Morgado, Celestino Soriano Soriano, Fernando Veldzquez Castillo), «Algebra
I», Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN: 978 968 9282 412,

200 paginas.

4. Agustin Contreras Carreto (otros autores: J. Juan Angoa Amador, Manuel
Ibarra, Maria de Jesus Lopez Toriz), « Intoduccion a las estructuras algebrai-
cas», Benemérita Universidad Autéonoma de Puebla, primera edicion, 2007,
ISBN: 9789689182917, 97 paginas.

5. Agustin Contreras Carreto (otros autores: J. Juan Angoa Amador, Raul Lina-
res Gracia, Maria de Jests Lopez Toriz, Armando Martinez Garcia), «Célculo
integral», Fomento Editorial de la Benemérita Universidad Autéonoma de Pue-
bla; primera edicion, 2015, ISBN: 978 607 487 831 8, 299 péginas.

Capitulos de libros

1. Agustin Contreras, «Los principios de continuidad en los Elementos de Eu-
clides» (Capitulo 6), Encuentro de ensenanza e historia de las matematicas,
Textos Cientificos, Fomento Editorial de la Benemérita Universidad Autono-
ma de Puebla, pags. 71-77. Primera Ediciéon. ISBN: 978 968 9391 13 5. Editores
Juan Angoa, Manuel Ibarra. Tiraje de 500 ejemplares. 88 péags. Publicado en
marzo de 2008.

2. Juan Angoa, Agustin Contreras, Manuel Ibarra, Angel Tamariz, «Una intro-
duccién a los espacios E-regulares y a la Cp-teorfa. Una presentacion cate-
goricay (Capitulo 5), Topologia y Sistemas Dinamicos II, Textos Cientificos,
Fomento Editorial de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, pags.
111-160. Primera Edicion. ISBN: 978 698 595 255 2. Editores J. Juan Angoa
Amador, José Arrazola, Raul Escobedo, Alejandro Illanes, Mauricio Osorio,
Julio Poisot, Guillermo Sienra, Angel Tamariz. Tiraje de 500 ejemplares. 214
pégs. Publicado en febrero de 2009.

3. Angel Tamariz Mascartia, Agustin Contreras Carreto, Manuel Ibarra Contre-
ras «Algunas generalizaciones de la pseudocompacidad» (Capitulo 3), Topolo-
gia y sus Aplicaciones 1, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la Benemé-
rita Universidad Auténoma de Puebla, pags. 53-70. Primera Edicion. ISBN:



978-607-487-388-7. Editores Juan Angoa, José Arrazola, Raul Escobedo. Ti-
raje de 500 ejemplares. 206 pags. Publicado en febrero de 2012.

4. Juan Angoa, Agustin Contreras, Manuel Ibarra, «Algunas reflexiones sobre
la historia de la matematica» (Capitulo 4), Matemaéticas y sus aplicaciones 5,
Textos Cientificos, Fomento Editorial de la Benemérita Universidad Autono-
ma de Puebla, pags. 103-115, Primera Edicién 2015, ISBN: 978-607-487-934-6.
Editor Fernando Macias Romero. Tiraje de 500 ejemplares. 224 péaginas. Pu-
blicado el 19 de octubre de 2015.

5. Agustin Contreras Carreto, Elizabeth de Gante Coronel, Maria del Rocio
Macias Prado, «El descubrimiento de la inconmensurabilidad por Hipaso de
Metaponto» (Capitulo 6), Matematicas y sus aplicaciones 7, Textos Cientifi-
cos, Fomento Editorial de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla,
pégs. 155-173, Primera Edicion 2016, ISBN: 978-607-525-135-6. Editor Fer-
nando Macias Romero. Tiraje de 500 ejemplares. paginas. Publicado el 15 de
diciembre de 2016.

Articulos

1. Agustin Contreras-Carreto, Angel Tamariz-Mascartia, «On some generaliza-
tions of compactness in spaces Cp(X, 2) and Cp(X, Z)», Boletin de la Sociedad
Mateméatica Mexicana (3) volumen 9 (2003), 291- 308.

2. Fidel Casarrubias-Segura, Agustin Contreras-Carreto, Alejandro Ramirez-
Paramo, «Some new topological cardinal inequalitiesy, Topology and its Ap-
plications 154 (2007) 1307-13013.

Agradecemos al «Contri» su amistad y aportaciones a la FCFM.

David Herrera Carrasco
Fernando Macias Romero






Semblanga a gustin

La semblanza a alguien, son pedazos de recuerdos seleccionados desde el presente,
uno trata de enganar a los lectores diciendo cosas como fueron antes, pero el presente
nos engana dos veces primero cuando creemos que asi pas6é y segundo cuando el
como pensamos ahora, manda imperiosamente el qué recordar.

Hechas estas aclaraciones van mis recuerdos. Un dia de una semana de un con-
greso de Educacion realizado en Atlixco, conoci a Agustin, un joven matematico que
doblando papel pretendia construir con nuestras manos una elipse, algo inusitado,
frente a nosotros la matemaética tenia un acercamiento manual, nuestros cuerpos
pueden crear una materialidad del concepto, el concepto regresando a la materia.
Pasados algunos dias, y también la sorpresa de esta manifestacion corpérea de la
matematica, encontré a Agustin buscando a sus alumnos en la Escuela de Ciencias
Fisico Matematicas, la total invisibilidad de sus alumnos nos permitié conocernos
mejor, asi entre tarareos de obras clasicas empecé a conocer algunos datos de Agus-
tin de viva voz. Profugo de un doctorado, buscé una vida 1til en la provincia como
maestro, la razén de un posgrado mostré la insuficiencia existencial para él, aho-
ra me doy cuenta, que la conciencia de este hecho la tenemos muchos pero pocos
tenemos el valor de abandonar un proyecto tan valioso socialmente.

Al paso de los anos, hemos iniciado conjuntamente muchos proyectos matemé-
ticos y no matematicos, ambos igual de importantes. Recuerdo todos los libros que
hemos escrito y fundamentalmente vivido intensamente, las primeras versiones de
Matematicas Basicas, Algebra I y Célculo Diferencial, ¢l fue el amanuense en gran
parte, y yo el dictador en otra gran parte. Estas tareas nos permitieron degustar el
bolero en todas sus grandes cantantes, el jazz y Ella, el tango y Susana, José Alfre-
do y sus profundas dolencias a flor de piel, Cri Cri y muchisimas mas curiocidades
melddicas que su aparato de sonido Fisher no paraba de reproducir mientras tra-
bajabamos. Aqui aprovecho para marcar una gran cualidad de Agustin, es un gran
creador de ambientes en donde el trabajo, peligrosamente, se convierte en placente-
ro. Asi mientras desarrollabamos estos textos, Agustin se daba a la tarea de regalar
un bolero, tocado por él y “cantado por mi”, en los cumpleanos de nuestros amigos
(el JA). Asi pasamos por Guty, Agustin Lara, Miguel Prado, José Alfredo, Maria
Greever, Consuelito, todos absolutos desconocidos por las nuevas generaciones que
no saben como enamorarse, lo cual no niega que se enamoren.

Como él mismo ha reconocido, un proyecto de posgrado sin los cuates para él
no tiene sentido, asi que los cuates le propusimos reanudar nuestros estudios de
posgrado y ahi tenemos a Agustin reiniciando su doctorado, finalmente concluido



con el asesoramiento de ese otro gran cuate: Angel Tamariz. Y henos aqui, doc-
tores e ignorantes, revalorando nuestra ingenua y amorosa relaciéon primaria con
la matemaética, la cual Agustin nunca perdié, y que ahora comprendo lo ha nutri-
do existencialmente toda su vida. Si algunos han perdido esta relacién amorosa y
convertido a la matematica en so6lo la fuente de sus ingresos, lo cual ha situado a
Agustin en diletante, para mi ha revalorado su conviccion de que la matemética
fundamentalmente nos hace felices.

Juan Angoa
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AU maestro Agustin

Hablando de musica, jqué seria de los boleros sin el maestro Agustin Lara? ...

i, Qué seria de la musica cldsica sin Bach o Mozart?, como dice el Maestro Agustin
Contreras acerca de sus preferencias: no puedo decidir, ambos son maximales.

i, Qué seria del mundo sin soles? recordando a Graciela Salicrup, por cierto uno
de esos soles es su discipulo Agustin Contreras Carreto.

Desde un 16 de agosto de 1981, nuestra Facultad contd en su planta docente
con el maestro Agustin Contreras Carreto, quien dia a dia, como emulando a la
propiedad Arquimediana, con sus clases (en todo el sentido de la palabra, que hoy
en dia muchos pasan por alto esta hermosa labor), sus seminarios, sus atenciones
a cientos de alumnos y calificando a los mismos, ha colaborado a crear a nuestra
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP, por cierto sin pedir a cambio
la dichosa constancia.

Podemos prescindir de ciertas burocracias y burdcratas y en verdad jno pasa
nadal, sin embargo, estoy segura que no podemos prescindir del maestro Contri, no
imagino a nuestra facultad con tal vacio.

Como es sabido por muchos de Ustedes la Teorfa de los Continuos es un area
importante de la matematica en nuestra facultad, por los maestros, por los inves-
tigadores que a ella se dedican, por los congresos en que ella se incluye y por los
alumnos que por ella se interesan, incluso para el revuelo que la burocracia exige.
La llegada de esta bella rama de la topologia, también se la debemos al maestro
Agustin y, por supuesto, a todos los organizadores de las Jornadas Veraniegas de
Topologia, ya que a través de [sabel Puga con su platica “Una introduccién a los con-
tinuos” impartida un jueves 13 de junio de 1996, al seno de las Jornadas, nacieron
los continuos en Puebla.

Recuerdo cuando le pedi al profesor Agustin que por favor me eligiera un curso
a impartir en la asamblea de la academia, pues el dia citado tenia que exponer en
el seminario de la UNAM, bajo la direccion del profesor Janusz Charatonik. Al dia
siguiente me dice: le tengo dos noticias, la mala es que impartiras “Introduccion a
las estructuras algebraicas” y la buena es que “no hay textos para esta materia”
resultado de esta sorpresa naci6é el primer libro que tenemos en coautoria, por
supuesto no podia faltar su peculiar grito jperddn!

Existen tantas cosas maravillosas que nos ha compartido, y sin constancia de
por medio, sélo por el gusto que tiene por la bella matemdtica. Es capaz de realizar
mil y una cosa en distantes areas de la cultura; la musica, la literatura, la historia,
los que hemos tenido la dicha de ver sus manos atadas a las teclas de un piano, al
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interpretar un bolero o una pieza de Mozart, nos impresiona escuchar todo lo que
puede producir y crear, y no precisamente por estar publicando un paper, caray ...
le agradezco su gentileza, virtud que lo caracteriza, gracias maestro Agustin.

La milagrosa nina doctora de Tepeaca
(M. Lépez Toriz)
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Contreras Carreta en acasidn de s 60 aucversarce

Parecieran agotarse los enigmas
y de madrugada

hay de nuevo aguamiel en el agave...*

Mario Calderon en Hadlito de origen.

El mes de noviembre de 2016 se nos presenta una gran oportunidad para ofrecer
nuestros respetos a uno de los académicos que mayor influencia ha tenido en la
formacion y en la construccion de la Facultad de Ciencias Fisico-Mateméticas de la
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla. Me refiero a nuestro querido amigo,
profesor y colega Agustin Contreras Carreto.

Tuve el gusto de conocer a Agustin en el afio de 1996, cuando desarrollamos
un proyecto de trabajo conjunto con los Profesores Juan Angoa, Manuel Ibarra
y Armando Martinez. Este evento que narraria Agustin como “Una célida tarde
de verano en Huejotzingo, una espumosa y fragante sidra, y cinco mateméticos
disfrutando de la bebida y del paisaje. Con estos ingredientes y una voluntad comiin,
la alegre conversacién s6lo podia enjendrar algo bueno”. Esta exitosa confabulaciéon
consisti6 en un trabajo que iniciamos los cinco para crear un grupo de estudio,
docencia, difusiéon e investigacion en topologia general, e incluyd mi tutoria para un
trabajo doctoral que llevod a cabo nuestro querido homenajeado.

Asi se inicié mi relacion académica y personal con Agustin. Tuve desde aquel
entonces la oportunidad de trabajar y de convivir con una personalidad tnica que
se caracteriza por su responsabilidad, generosidad, y su rigor y talento matematico.
Agustin es el matematico-poeta. Su gran sensibilidad humana, su vocacién por el
trabajo colectivo?, su preocupacién por lo justo, su calidez y determinaciéon por
entregar a sus alumnos y colegas su conocimiento y dedicacién, construyeron una
trayectoria académica que ha marcado a varias generaciones de estudiantes y aca-
démicos de la FCFM-BUAP. Sus clases, seminarios, libros, articulos y conferencias
de divulgaciéon son una muestra del trabajo en equipo, y de la conjuncién de lo
riguroso-matematico con la calidez humana que toma diversas formas amalgama-
das por el buen humor omnipresente en Agustin, su sensibilidad por la musica y la
poesia, y su critica a todo lo que significa injusticia.

LCon estos versos dio término Agustin a su tesis doctoral.
24a sopa de piedras”, como diria el Dr. Oscar Falcon, Profesor de la Facultad de Ciencias,
UNAM, a quien siempre tendremos en la memoria (?-2002)
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., Quién puede olvidar el espiritu amable y divertido que enmarcé las prime-
ras Jornadas Veraniegas de Topologia en 19967 Estas fueron organizadas por este
grupo de los Cinco de Huejotzingo que estaban constituidas por una serie de confe-
rencias anunciadas siempre por medio de dibujos memorables que disefiaba Agustin.
Estas imégenes reflejaban de manera asombrosa algunas de las caracteristicas de
la personalidad tanto de los conferencistas como de los escuchas. En mi opinién,
esas Primeras Jornadas fueron el cimiento del desarrollo académico posterior de la
topologia en la FCFM.

El trabajo doctoral de Agustin es una conjuncién de dos objetivos; por un lado
logra construir una sintesis preciosamente concretada de las teorias categoricas de
los E-espacios, sus extensiones maximales compactas, y de los espacios de funcio-
nes continuas Cp(X, E); y por otro lado, resuelve varios problemas relacionados
a la pseudocompacidad de espacios del tipo Cp(X,2). Menciono aqui s6lo uno de
sus resultados sobresalientes en esta tesis: Si X es un espacio cero-dimensional y
normal, entonces Cp(X,2) es o-compacto si y solo si X es Eberlein-Grothendiek
y el conjunto de puntos no aislados de X es compacto. Queda ain pendiente la
edicion de la tesis doctoral de Agustin como libro de texto que servird mucho, tanto
a estudiantes de posgrado como a profesores e investigadores en topologia.

Termino aqui mi insuficiente homenaje a mi querido companero Agustin, quien
tanto me ha ensenado como matemético y persona. Y junto a sus alumnos, colegas,
y sobre todo junto a su queridisima Hortensia, que siempre estara presente, y a
sus amadisimos hijos, me sumo a este muy merecido homenaje. Mil felicidades y
muchas gracias, Agustin.

Angel Tamariz Mascaria

14



AU Profe Countrc

El profesor Agustin Contreras, mejor conocido como el «Profe Contri» es uno de
los mejores profesores de la FCFM. Lo vi unas veces antes de entrar a la facultad
y me parecia todo un personaje: su bolsa de mandado, sus pelitos en la orejas y
su peculiar forma de ser. Cuando recién entré a la universidad, tuve la fortuna de
tomar clases con él en el segundo semestre: la materia de geometrias no euclidianas.
En ese momento, me enamoré de la geometria.

El Profe Contri, hace sus clases stuper divertidas e interesantes. No s6lo se apren-
den mateméticas sino también la historia detras de lo que nos esta enseniando, ha-
ciendo gala de sus dotes histriénicos al encarnar al mismisimo Hipaso o imitar con
maetria inigualable la voz de Gauss, entre otros.

Después de tomar la primera materia con él, ya no pude dejar de tenerlo como
profesor: fue mi maestro de Geometria Sintética (no puede uno hacerse licenciado
en Matematicas sin haber tomado esa materia con él, es una joya: acttia la historia
del intento de la demostracién del quinto postulado, del descubrimiento de la in-
conmensurabilidad de los niimeros racionales, etc.; siempre enfatiza esa parte de la
historia que todo matemaético debe saber) y en otras siete materias.

Cuando conoci otra faceta del Profe Contri fue en la maestria, donde no sélo fue
mi asesor, sino mi amigo y mi «médico homebpata» de cabecera. Esos dos anos y
medio fueron maravillosos, aprendimos juntos cosas y me present6 el mundo de las
categorias con una emocién indescriptible. Las clases eran de todo, empezabamos
a estudiar homologia y termindbamos hablando de miisica, de politica, de historia,
de su vida, de sus maestros (con sus voces originales)...

Estas breves palabras no son suficientes ni para captar la esencia de tan mara-
villoso personaje ni para agradecerle lo que ha hecho por mi y por la facultad, que
le debe su inusual amor por las matemaéticas y su ensenanza.

Maria del Rocio Macias Prado
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Generoscdad

Cuantas y tantas almas podemos decir: “Agustin Contreras fue mi maestro”. No lo
sé. Puedo hablar de una experiencia personal, del cambio que signific6 en mi vida
ser su alumno.

Sus clases son todo un acontecimiento, una verdadera fiesta. Todo se transforma,
ya no son obligaciones o deberes, se trata de auténtico goce, sumergirse en aguas
termales. jEl paraiso terrenal!

Con el Maestro llegd la geometria en medio de una gran algarabia, con miusica
y danzas. Después de conocerlo uno queda convencido de que debiera celebrarse
“El dia del quinto postulado de Euclides”, joh maravilla de la transfiguraciéon! Si lo
aceptamos, la geometria es una tierna y dulce doncella, heroina del romanticismo
(parece que escuchamos “La muerte y la doncella” de Schubert); si no, se convierte
en una exuberante y voluptuosa mujer de la narrativa latinoamericana (oiga usted
como suena el bongo).

Cuantos jovenes no habran encontrado su vocaciéon de matematicos, de gedme-
tras, de topologos, de artistas, en sus clases.

Para mi significé salir del medievo y entrar a la Ilustracion. El salén se hizo
ancho, ancho extendiéndose por dias, semanas, meses ..., descubrimiento de lo me-
jor del cultivo de los hombres. Euclides, Lobachevski, Mozart, Beethoven, Britten,
Lara, Tonita, Escher, van Gogh, Hendrix, Dylan, José Alfredo, Maupassant, (Ma-
zapén, le decia “el Juan”), Eco, Uderzo y Goscinny, Pillimba ... todos son uno. Con
Don Agustin queda demostrado que la ensenanza es una realidad absolutamente
humana. ;Qué educacién a distancia o universidad en linea puede lograr esto?

Hay que dejar bien claro que nuestro ilustre amigo no conoce de “productividad”,
sino de fecundidad. No existe en él un deseo desenfrenado de acumular conocimien-
tos a como dé lugar, Agustin solo sabe de disfrute en la alegria. Esta muy lejos de
los que presumen de algo. El es generoso, para recibir y para dar. Como el principe
Mishkin siempre esta dispuesto, abierto en su sencillez, para ayudar a cualquiera
que se acerca.

Hoy la burocracia gusta de calificar a los profesores por sus “puntos”, pero no-
sotros, los que lo conocemos, sabemos que en él hay una especial capacidad de
enamorar a los jovenes de la matematica. Modelando una mujer de una costilla,
como cortés ninfagogo, o amigo, la conduce y se la presenta al novio. El alumno
prorrumpe en canto ...

La matemaética, con él, se hace arte sin dejar de ser ciencia.

Pero miro espantado una enorme silueta que se dibuja a través de los vidrios de la
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puerta de mi departamento, aun asf la abro, camino hacia atrés ... es él, ejerce sobre
mi una poderosa fascinacién, es una extrafla combinacién de emociones, sorpresa,
miedo, jalegria!l Esta dotado de una siniestra virtud por medio de su voz que es una
especie de chillido y lamento, y al mismo tiempo como un canto de ternura que te
invita a imitarlo. jEl monstruo dada!

El maestro Contri (de carino) puede dirigir un curso del grado que sea, desde
el basico hasta doctorado, lo mismo que el coro de una parvada de guajolotes
tlaxcaltecas o al Cuarteto Guarneri interpretando el Razumovsky ntimero 3.

Bueno, basta. Podria seguir al infinito cual cancién para coro de ninos como la
“Old Abram Brown” de Britten.

Choquemos, pues, nuestros vasos como cosacos empedernidos a la salud de nues-
tro insigne amigo; brindemos por todos los que hemos tomado sus cursos, por todos
los que los tomaran, pero sobre todo por los que tenemos la fortuna incalculable de
ser sus amigos.

Muchas gracias Maestro Agustin, le estaré eternamente agradecido.

La Rayita, uno que fue alumno.

18



Carccaturas 1996

zea&;adcw amanxense ﬂycaufm Coutreras Carreto

70#@@%

19






A?bu So1ovd5> 50| 2p)

|oA auab UuQIS) N oWl

/
(svassjusy % vpps) SOIOH TI SU| 0

WIY4™| % @ opippe pus .
oboy 3p 0¢ SININC : NOISIS 5

“_ A\E<z\9v m:.d.Em_., Tm;{ 104 oﬂ_m_.»_.a
SHIUSIUOI §IUOIIUN

P (X)) sonvdss
2P OUVIIMIG

1 V15010404 3

SYIYNYOL

Sy ¢ SALTva on|

SVOIINVYIN

21



TJOANADAS
<m»>z,mm=m\
DE TOPOLOGIA.

m&.am;p«.\o dé
espacios C(X) de
%csgs& contimvas

?J&o por ANGEL TAMARIZ (UNAM)

% sesion: Jueves 6 de Jumio (de :%“p
8 ,Dm (L Hrs. en la sala dé 85?352.&

del edificio 8 de la F.C.F.M, A

i¢sfara  soviado! No faltes )

22



e —

‘ygd ¥l P8 oipe op
surwa{ue) 2p v|os V| U2 ‘Wdp YV

 SOAUILUO)
501 © woINPO DU

Jonuaid juop | pAOpWAY  SOW uatnb
) WO 12495 v
v] 2p oouasoad Y| uaiqup) sowa4 pua)

Csaq00: T
VN 0250 w.:cc:s._x wum:( aod o_u_.w_..:.ﬁ

\ (%))

so1wdsa 2P OIAVILIDG
Iop wolsas 5 V) 2P

uﬁ.&d Ao_so.m 2 ¢ mw>o:m. 2350 4

| Sv] D pADRUINO) 70 S —

e

23



Vomos este VIERNES 21 DE JUNIO
& (. A% Sedioh del

- Seminayio I¢ &?&3

C(X)

divigido por ANGEL TAMARIZ (UNAM),
que comenzard a lag 102 00Hes,

pues se preseitard Tambien fa

Dra, Silvia de NeymeEamm

’

para. brindarnos la conferencia

“Teovla devetractos

o los 40M. en lo Salx de
Conferencias del edificio 8 de la FCERH
(entrada ; salida libres)

VERAN|EGAS
0 Toteto6 A

9

24



| $0p0059 ) 0LVUAUS

|2p wolsS 56 v v Ay

2p WapiA|o 2§ O (b owsiw 29 vo

\ZN% owsiWL 252 0P SYAOY 7| so| ¥

W94 ) 2P g i P
v1Iu242{u0" ap V(g V| U2 ‘Waly s
Sowalv Sosuap 099452908 wo
Sopndsy ap Ve /B0M0I804,
vOUII2JU0D V| TAVPWIG SOY anb

(WVYNDN)
S¥9311IN 1N9IN §IM

o < oINN( 3047 SINAN(
252 Cowany NS 0400 020 |

25



Este Vnemes 5 de Julio, a las.I2 b,
asista Ud. o la 6a. Sesuéﬂ del

Seminario de espacios C(£)
L de Fongiones confimvas
d:irigido pov ANGEL TAMARI(Z MASCAQU’A

en el salohr de conferencias del edificio 8
de la F.Cc.EM.

Ac\emas A las 4 P#. Ael‘ mismo. dla
en & wusmo \uaar Se presen’fara e\ célebve

Dr. Oleg Okomey (vnam)

q01en didtagat ' la conferencia :

“On Free Togd@gwa& vaps S

0 sea )C‘:;obrc grupos }QPQIO?{cos “L:res) como )

26



JORNADAS VERANIECAS DE TOPOLOGIA

Presentan este ViERNES 12 de Julio :

A las 12 :00 tHes. , la 7% sesidn  del
Seminario de Espacios CIY o Cy(S)

de funciones continvas

divigido por ANGEL TAMAR/Z MASCARUA (U.N.A.Mm)
en ol edificio 4 de la F.C.EM,

Y,
Alas 4PM. &l 4an espevado

Dv. ADALBERTO GARCIA-MAYNEZ (un.nn)

=\ quien didavd la confevencia

xioMAS OF SEPARACION
EN TOPOLOGIA

en ¢l salon de conferencias
del edificio 8 de la FC.F.M,

iNO FALTES!

Como Separar
én Espaciog

‘fof 0'013&05 4
10ue interesante| -

27



Adids alss TORNADAS
VERANIEGAS DE
ToPoLoG(A

SALIDA DE
£ MERGENCIA

Seminario de espacios

Zo dejes  de gm_.m_%y

[ Ga. Y Oltima sesion  del

C(K)

%é&o pov Angel Tamariz M.,
este viemes 19 de Julio o

las 11:00 W, en

Q_@cs wsfos del &%eo N_
de la F.CEM,

28



Algebra

29






Matematicas y sus aplicaciones 7, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN: 978-607-525-135-6

Capitulo 1

El Anillo de Burnside

César Cejudo Castilla, Juan Manuel Ramirez Contreras,
David Villa Hernandez

FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo realizaremos una construccién del anillo de Burnside de un
grupo finito G. Esta construccion se hara de manera detallada para una mejor
comprension de dicho anillo y con ello, familiarizar al lector con temas rela-
cionados. Cabe mencionar que para una mejor comprension de este texto se
requieren conocimientos bésicos de la Teoria de Grupos.

1 G-conjuntos

El anillo de Burnside B(G) es uno de los anillos fundamentales de representacion
de G. Ademés, es el objeto universal a considerar en el estudio de la categoria de G-
conjuntos finitos. Es un analogo para los G-conjuntos finitos del anillo Z; de hecho,
el anillo Z es isomorfo al anillo de Burnside del grupo trivial.

Por otra parte, el estudio de su espectro primo y de sus idempotentes primitivos
conduce a varios teoremas de induccion como el de Artin, Brauer y Dress (teoremas
de representacion). El anillo de Burnside es un invariante del grupo, el cual detecta
solubilidad. Andreas Dress, prob6 que un grupo es soluble si y sblo si los tinicos
idempotentes de B(G) son los triviales. También probo el teorema de induccion de
Dress para B(G), el cual, a partir del hecho de que B(G) acttia en los funtores de
Mackey, se tradujo en un teorema de induccién para cada uno de estos funtores,
ver |2]. El lector puede encontrar mas aplicaciones en [1], [2] v [3].

Definicién 1.1. Sean X un conjunto y G un grupo, diremos que X es un G—conjunto
si existe una funcién

x: G x X — X tal que (g,2) — *((g,2)) =g*x
que satisface:

i) exx = x para todo x € X, donde e es la identidad en G.
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32 César Cejudo Castilla, Juan Manuel Ramirez Contreras, David Villa Hernandez

ii) (gh)*x = gx* (h*x) para todo g,h € Gy x € X.

Observaciéon 1.2. A la funcién * usualmente se le conoce como la accion de G en
X y se dice que G actia en X.

Ejemplo 1.3. Sean G un grupo y X un conjunto, entonces X es un G—conjunto
mediante:

*x: G x X — X tal que (¢g,z) — g*xx = z.

La accion * es llamada la accidn trivial de G en X, y cuando consideramos dicha
accion decimos que G actta trivialmente en X.

Ejemplo 1.4. Sea G un grupo y H < G, entonces G/H (el conjunto de las clases
laterales izquierdas de H) es un G—conjunto mediante la multiplicacion por la
izquierda, es decir:

x:GxG/H — G/H tal que (g,q1H) — g (g1 H) = (991)H
para todo g € Gy g1H € G/H.

Definicion 1.5. Sean X y Y conjuntos. Considere los conjuntos X’ = X x {1} y
Y'=Y x {2} donde 1 ¢ Y y 2 ¢ X, entonces definimos la unién ajena de X y Y’
como X UY = X"UY’ . Note que X’ NY’' = 0.
De manera mas general, dada {X;},.; una familia de conjuntos, la unién ajena de
dicha familia es | | X; = | X/, donde X/ = X, x {i}.

icl i€l
Ejemplo 1.6. Si {X;},.; es una familia de G—conjuntos, entonces ||X; es un

=

G—conjunto mediante:

* 1 G X |_|X2 — |_|X7, tal que (97 (QL’,Z)) > g * (%,7/) = (g *4 J:)Z)
iel el

donde *; es la acciéon de G en X; con x € X;, para algin ¢ € I.

Ejemplo 1.7. Si {X;},.; es una familia de G—conjuntos, entonces el producto
cartesiano de la familia {X;},.; (denotado por []X;) es un G—conjunto mediante:
el

0 G x [[Xi — [[X: tal que (g, (wi)ier) — g% (zi)icr = (9 % i)icr
el el

donde *; es la accion de G en X;, para cada ¢ € I.
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Ejemplo 1.8. Si X y Y son dos G—conjuntos, entonces
Hom(X,Y)={f: X = Y | f es funcion}
es un G—conjunto mediante:
% : G x Hom(X,Y) — Hom(X,Y) tal que (g, f) —> g * f

donde (g * f)(z) = g;;f(g_l )*(CU)7 para toda z € X, f € Hom(X,Y)y g € G. Es
claro que * esta bien definida, puesto que f es una funciéon y ;t; , )*( son las acciones

de G en Y y X, respectivamente.

Demostremos que * es una accion.

i) Sea f € Hom(X,Y), entonces (e * f)(x) = e f(e;l;x) = f(x) para toda
z € X, por lo tanto e x f = f.

i1) Sean g,¢’ € G. Entonces para x € X se tiene que:
((9'9) = )lx) = (g'9) % [F(g7' g £ )]
g fla™g™" 5 a)]
[(g* g™ % 2)]
= (9" * (g f)) (2).

X
Por lo tanto (¢'g) * f = ¢' * (g x f).

/
/

=g
g

ol
Y
*
Y

Observacion 1.9. Dada * una acciéon de G en X se tiene que ~ es una relacion
de equivalencia en X, donde y ~ x si y s6lo si existe g € GG tal que y = g * x.

Definicién 1.10. De acuerdo a la relaciéon anterior ~, denotaremos a la clase de
equivalencia de x € X por Og(z) y la llamaremos drbita de z en G. Observe que
Og(z) ={g*xx:9€ G} CX.

Definicién 1.11. Sean X, Y dos G—conjuntos con acciones Xy ;l;, respectiva-

mente. Diremos que f €Hom(X,Y) es un morfismo de G—conjuntos si satisface
que f(g 4 x)=g % f(x) para todo g € Gy = € X. Denotamos a la coleccion de

morfismos de G-conjuntos de X a Y por Homg(X,Y).
Ejemplo 1.12. Sean H < K < G, entonces
II:G/H — G/K tal que aH — aK

es un morfismo sobreyectivo de G—conjuntos.
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i) Veamos que II esta bien definida. Sean aH, o’ H € G/H tales que aH = a'H,
asi (a/)"'a € H < K, en consecuencia aK = a'K.

ii) Veamos que IT es un morfismo de G—conjuntos. Primero, notamos que la
accion de G en G/H y en G/K es la definida en el Ejemplo 1.4, asi

(g*xaH)=T1I((ga)H) = (ga)K = g * (aK) = g x 1(aH).

Ejemplo 1.13. Sea X un GG—conjunto, la identidad
Idx : X — X talque x —>

es un morfismo de G—conjuntos.

Observacién 1.14.
i) La composicion de morfismos de G—conjuntos es nuevamente un morfismo de

G'—conjuntos.

ii) El inverso de un isomorfismo de G—conjuntos es también un isomorfismo de
G'—conjuntos.

iii) Un morfismo de G—conjuntos manda orbitas en orbitas.

Sean f € Homg(X,Y), z € X y Og(x) la érbita de x en G. Luego, f(gx) =

9(f(x)), ast f(Og(x)) C O(f(x)). Por otro lado, gf(x) = f(g9x) € f(Oc(x)),
por tanto Og(f(x)) C f(O¢g(x)), concluyendo que O¢(f(x)) = f(Og(z)).

Definicion 1.15. Sean X, Y dos G—conjuntos, diremos que X y Y son isomorfos
como G—conjuntos si existe f € Homg(X,Y') biyectivo. Si X y Y son isomorfos lo
denotaremos por X % Y.

Definiciéon 1.16. Sean G un grupo, X un G—conjunto y « € X. Definimos el
estabilizador de x en G como stabg(z) ={g € G : g*xz = z}.

Observacion 1.17. Note que stabg(z) es un subgrupo de G.
i) Sea e la identidad en G, sabemos que e * x = x, entonces e € stabg(z).

i1) Sean g1, ge € stabg(x), sabemos que (g192) * * = g1 * (g2 * ) = x, entonces
9192 € stabg(z).

1

i) Sea g € stabg(z), luego g * x = x, asi = g~ * x, entonces g~! € stabg(z).

De aqui en adelante si no hay lugar a confusién, vamos a abreviar la notacion y
escribiremos gz en lugar de g * x.
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Definicion 1.18. Llamaremos a un G—conjunto transitivo si tiene una tnica 6rbita;
es decir, si para cada z, y € X existe g € G tal que y = gz.

Teorema 1.19. Si G es un grupo, X un G-conjunto y xo € X, entonces

i) stabg(gzo) = g(stabg(zo))g ™

ii) Og(zo) % G/ stabg(zo).
i11) Si H es un subgrupo de G, entonces G/H es transitivo.

iv) Si X es un G—conjunto transitivo, entonces X % G/H para algun H < G.

Demostracion. i) Sea a € stabg(gxo), asi a(gzo) = gxo, de aqui (ag)ro = gzo,
en consecuencia g lagry = wo, de aqui que g~lag € stabg(zp), con lo que a €
g(stabg(wg))g™t, por tanto stabg(gre) C g(stabg(w))g~t. De manera anéloga
g(stabg(wg))g~! C stabg(gzg), por lo tanto

staba(gao) = g(stabg(w0))g -

it) Definimos f : Og(zg) — G/ stabg(zo) tal que gz — g(stabg(xo)).

Sean g19, g2xo € Og(xo). Entonces gyxg = goxg siy solo si (g;lgl)mo = 1, esto 1l-
timo es equivalente a que g5 'g1 € stabg(zo) y esto pasa si y solo si go(stabg(zo)) =
g1(stabg(xp)). Por lo tanto, f esta bien definida y es inyectiva.

Ahora, sea g(stabg(xo)) € G/stabg(zg), notemos que grg € Og(xo) y es tal que
f(gzo) = g(stabg(xg)), asi f es suprayectiva.

Solo falta demostrar que f es morfismo de G—conjuntos, para ello tomemos g,¢9' € G
entonces

f(g'(gmo0)) = f((d'9)x0)) = g'g(staba(xo)) = g'(g(staba(xo))) = g'(f(g70))-
Por lo tanto O¢(x0) % G/ stabg (o).

it1) Como G actiia en G/ H mediante la accion del Ejemplo 1.4, tenemos que G/H =
O¢(H). Por lo tanto, G/H es transitivo.

iv) Es inmediato de i1). O

Teorema 1.20. Si X es un G—conjunto finito, entonces existe un conjunto de
indices I tal que

X % |_|G/HZ donde H; < G para cada i € 1.
i€l
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Demostracion. Sean X un G—conjunto y {x; | i € I} un conjunto de representantes
de las orbitas de G en X. Entonces X = |J O¢(x;) y por el Teorema 1.19 sabemos
iel

que O¢(z;) % G/ stabg(z;) para cada i € I; llamemos f; al isomorfismo de O¢(z;)
a G/ stabg(x;). Asi, definimos

f: U@G(l‘i) — |_| (G/ stabg(x;)) tal que z — (fi(x),i) para = € Og(x;)
i€l i€l

el cual es un isomorfismo de G—conjuntos. Finalmente definimos H; = stabg(z;),

con lo cual queda demostrado el teorema. O

Definicion 1.21. Sea H < G un subgrupo, llamaremos conjugado de H por g € G
al subgrupo de G definido por gHg™! = {ghg™' : h€ H} .

Observacion 1.22. Sea X = {H C G : H < G es subgrupo}, entonces X es un
G—conjunto mediante

%:GxX — X tal que (g,H) — g+« H=gHg™*

i) ex H=eHe ' = H.

1

i) gig2* H = (q192)H(9192) ™" = q192H g5 '97 " = g1 % (92H gy ') = g1 * (g2 H).

Definiciéon 1.23. Al conjunto de érbitas de X bajo la accién de G (ver Observacion
1.22) lo denotaremos % (G) y lo llamaremos las clases de conjugaciéon de subgrupos
de G. Denotamos por [H] € €(G) la 6rbita de H € X bajo esta accion, es decir:
[H] = {gHg™' : g € G} . Ademas, [K] = [H] si y solo si K = gHg™! para algtin
g € G, es decir, H y K son subgrupos conjugados.

Lema 1.24. Si H, K < G son subgrupos, entonces G/H % G/K siy sdlo si
[H] = [K].

Demostracion. (<) Sabemos que [K] = [H], entonces existe g € G tal que K =

gHg ", asi
g 'Kg=H.

Luego, definimos f : G/H — G/K tal que aH — ag~'K. Sean aH, bH € G/H.
Entonces

aH =bH < ag 'Kg =bg 'Ky
sag 'K =bg K.
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Por lo tanto f esta bien definida y es inyectiva.

Ahora, sea bK € G/K con b € G, notemos que bgH € G/H, luego f(bgH) =
bgg 'K = bK. De aqui, f es suprayectiva y, por tanto, biyectiva.

Por tltimo, f(g1(aH)) = f(g1aH) = (grag™)K = g1(ag~')K = g1f(aH), con lo
que f es morfismo de G—conjuntos. Por lo tanto, G/H % G/K.

(=) Sea f: G/H — G/K un isomorfismo de G—conjuntos tal que H — gK
para algin g € G. Asi, para todo h € H, gK = f(H) = f(hH) = hgK, asi
gK = hgK, luego g 'hg € K, de aqui g"'Hg C K.

Tomemos f~!, el cual sabemos que es un morfismo de G—conjuntos y note que para
cada k en K, kg7 'H = kf Y (K) = f"Y(kK) = fY(K) =g 'H, asi gkg~' ¢ H
para todo k € K, luego gKg~! C H, en consecuencia K C ¢ 'Hg, por tanto
K =g 'Hg, por lo tanto [H] = [K]. O

Definicién 1.25. Sean H, K < G subgrupos. Si existe g € G tal que gHg™ ! C K,
diremos que H es subconjugado de K

Teorema 1.26. Si H, K < G son subgrupos, entonces Homa(G/H,G/K) # 0 si
y solo st H es subconjugado de K.

Demostracion. (=) Sea f € Homg(G/H,G/K), entonces f(eH) = aK para alguna
a € G. Para cada h € H tenemos que hH = H, entonces se tiene que f(hH) =
f(eH) = aK, lo anterior implica que aK = f(hH) = hf(eH) = haK. Por lo tanto
(a=YYha € K, y asi tenemos que (a ')Ha C K.

(«<)Seaa: G/H — G/a~'Ha un isomorfismo de G—conjuntos. Por otro lado,
existe a € G tal que a ' Ha < K, entonces del Ejemplo 1.12 tenemos el morfismo
de G—conjuntos I1 : G/a~*Ha — G/K. En consecuencia

(ITo @) € Homg(G/H, G/K). O

Observacion 1.27. Si H es subconjugado de K, entonces todo conjugado de H es
subconjugado de cualquier conjugado de K.

Observacion 1.28. En % (G) hay una relacion de orden parcial. Dados [H], [K] €
% (G), tenemos que

[H] < [K] siy solo si H es subconjugado de K.
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2 Propiedades de la marca

Definicién 2.1. Sean G un grupo, H < G un subgrupo y X un G-conjunto finito.
Definimos X como el conjunto de todos los puntos de X que quedan fijos bajo la
accion de H; es decir,

X% —{re X :hsx=ax paratodo h € H}.

Definimos la Marca de H en X como el nimero de elementos de X y la denotamos
por

pr(X) =] X1 .

Teorema 2.2. Si H, K < G son subgrupos y X, Y son G-conjuntos finitos, en-
tonces

i) (X LY) = (X)+eu(Y).
it) oa(X xY) = on(X)eu(Y).
iii) Si [H] = [K], entonces o (X) = ¢ (X) para todo G-conjunto finito X.
Demostracion. 1)

(XUY)? ={2€eXUY :hxz=2 VY he H}
={z:(zeXx{1}VvzeY x{2})ANhxz=2 Vhe H}
={z:zeXx{1l}Ah*xz=2)V(z€Y x{2} Ahxz=2) Vhe H}
={zeXx{l} VzeY x{2}:hxz=2 Yhe H}
=x"uyf

Por lo tanto | (X UY)H |=| XH UYH |=| XH |+ |V,

i1)

{(,y) € X XY th*(z,y) = (v,y) V heH}

={(x,y) e X xY :(hxz,hxy)=(z,y) V he H}

{(z,9):xe XPyyeY? vV he H}

Por lo tanto | (X x V) |=| XH x YH |=| XH || Y |.
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iti) Sea X un G-conjunto. Supongamos que [H] = [K], esto implica que existe
g € G tal que H = gK ¢!, entonces tenemos que:
Xt —{zeX : hxz=z V he H}
={zeX:gkglxz=2V ke K}
={zeX k(glxx)=gtxz V k€ K}
—{reX: g xxec XK}
={reX:zcgXl}

= gXx¥.
Del pérrafo anterior tenemos que | X7 |=| g X% |.
Ahora definimos ¢ : X% — ¢gX¥ tal que x — gz. Observe que, ¥ es una
biyeccion, por lo que | XX |=| gX& |, y con ello se tiene que | X |=| XX |. Por
lo tanto, para todo G—conjunto X tenemos que ¢i(X) = @i (X). O

Lema 2.3. Sean H, K < G subgrupos, entonces existe una biyeccion entre
(G/K) y Homg(G/H,G/K).

Demostracion. i) Supongamos que H no es subconjugado de K, entonces por el

Teorema 1.26
Homg(G/H,G/K) = 0.

Por otro lado tenemos que:
(G/K)! = {gK € G/K : (hg)K = gK para todo h € H}
= {yK € G/K : g 'hgK = K para todo h € H}
={¢yK € G/K : g 'Hg C K}
= 0.
i1) Supongamos que H es subconjugado de K. Definimos
v: (G/K)! — Homg(G/H,G/K) tal que aK — 7,

donde 7, : G/H — G/K esté definida por gH —— gaK.

Veamos que 7, esté bien definida. Sean g1 H = goH, asi g1 = g2h para algin h € H.
Luego, v4(g1H) = g1aK = ga2(h(aK)) = g2(aK) = v4(g2H).

Ahora veamos que v, es un morfismo de G—conjuntos. Sean ¢ € Gy gH € G/H,
entonces Ya(g'(9H)) = 7a((9'9)H) = ¢'9aK = g'va(gH).
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Veamos que 7 esta bien definida. Sean aK, bK € (G/K)M tales que aK = bK.
Entonces b = ak para algin k € K. Luego, 1(gH) = gbK = gakK = gaK =
va(gH) para toda gH € G/H, por tanto v, = 7p.

Sea
v : Homg(G/H,G/K) — (G/K)" tal que oo — a(H).

Veamos que 7/ esta bien definida. Dado h € H, tenemos que ha(H) = a(hH) =
a(H), por lo que o(H) € (G/K)H.

Ahora, veamos que 7y 0y = I'dyom, (G/H,G/K)-
(vo) (a) =v(7 (@) = v(a(H)) = 7(9K) = 7y, donde a(H) = gK.

Por otro lado ((y o ¥/)(a))(xH) = v4(xH) = 29K = za(H) = a(xH), para todo
xH e G/H.

Por lo que (y04/) (a) = «, de aqui
v oy = Idgome(G/1,6/K)-
Ahora, sea aK € (G/F)Y, (+ 04) (aK) = (1) = 7a(H) = akK.
Por tanto
Yoy = Idiq/rym-

Por lo tanto, v es biyeccion. O

En vista del Lema 2.3 y el Teorema 1.26 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.4. Sean H, K < G subgrupos. Entonces o (G/K) # 0 si y sélo si H
es subconjugado de K.

Definicién 2.5. Dados G un grupo y H < G subgrupo. Definimos el normalizador
de H en G como:
Ng(H) ={9 € G:9H = Hg}.

Lema 2.6. Sean H, K < G subgrupos, entonces

donde
a(H,K)=|{E<G:[E]=[K]yHC FE}
BH,K)={E<G:[E]=[H|yECK}.
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Demostracion. Primero, llamemos A = {E < G : [E] = [K] y H C E}. Luego, sa-
bemos que
(G/K)" = {aK : haK = aK para toda h € H}
= {aK :a tha € K para toda h € H}
= {aK ca 'Ha C K}
= {aK :HC aKa_l} .

Ahora, tomemos f : {aK : H C aKafl} — A tal que aK — aKa™'.

Veamos que f estd bien definida. Sean aK = bK, entonces existe k € K tal que
a = bk, por lo tanto aKa™! = bkKk~ 10"t = bKb~ 1.

Veamos que f es sobreyectiva. Sea E € 2, asi [E] = [K], es decir, existe a € G

tal que £ = aKa~'. Solo falta ver que aK € (G/K)". Sea h € H C E, entonces

h = ak'a™! para algiun k' € K, por lo que haK = ak’a 'aK = aK.

Por lo tanto, {aK : H CaKa '} = |J f~}(E), donde f~1(E) es la imagen inversa
Ee

de F bajo f.

Veamos que f~1(E) = {abK : bK € Ng(K)/K}.

(C) Sea cK € {aK : H C aKa™ '} tal que f(cK) =aKa™!, de aqui que cKc™!
aKa™', asi a~'cKc¢'a = K, con lo cual a~'c € Ng(K), en consecuencia a~'c =

b € Ng(K), entonces ¢ = ab tal que bK € Ng(K)/K.

(2) Sea abK con bK € Ng(K)/K, en consecuencia f(abK) = abKb la™! =
aKa™!' = E, entonces abK € f~Y(E).

Observemos que si bK, V'K € Ng(K)/K entonces bK = V'K siy solo si abK =
ab'K por lo que de la igualdad anterior de conjuntos obtenemos que |f~1(E)| =
|INg(K)/K|. Por lo tanto,

ou(G/K) = (W) o(H, K).

Por otro lado, llamemos A = {a € G : a 'Ha C K} y tomemos
fi:A— {aK ca 'Ha C K} tal que a — aK.

Es claro que fi esta bien definida y es sobreyectiva.
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Ahora, tenemos que la imagen inversa de aK bajo fi es:
(f1)'(aK) = {g € G: filg) = aK}
={geG:9gK =aK}
:{gEG:a_lgeK}
={g € G:g=ak para algin k € K}
={ak : k € K}
=akK.
Asi, |(f1) "1 (aK)| = |aK| = |K|, de aqui que |A| = |K| o (G/K).
Ahora, llamemos B ={E < G : [E] =[H]y E C K} y veamos que
Al = INa(H)| 5(H, K).
Para ello, tomemos
fo: A — B tal que a — a 'Ha.

Notemos que fa esta bien definida. Luego, sea E € B, asi [E] = [H] por lo que
existe a € G tal que E = a 'Ha C K, en consecuencia a € A, por tanto fy es
sobreyectiva.

Por otra parte, la imagen inversa de F bajo fy es:
(f2) M (E) = {g € G: folg) = a "Ha}
= {g €eG:g 'Hg = a’lHa}
= {g €G:ag 'Hga™ ' = H}
= {g €eG:gat e N(;(H)}
= {g € G:ga~! =z para algin = € Ng(H)}
={za:z € Ng(H)}
= (Na(H))a.
De lo anteior, |(f2) " (E)| = (Na(H))a| = [Ng(H)| . Por lo tanto,
Al = |Ne(H)| B(H, K).

Concluyendo que

en(G/K) = (W) B(H,K). O]
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3 El anillo de Burnside

Dado G un grupo finito, sea A la clase de todos los G-conjuntos finitos; es decir,
A = {X : X es un G—conjunto finito}

Observacion 3.1. En A hay una relacion de equivalencia ~. A saber, dados X,

Y € A se tiene que X ~ Y siy solosi X =g Y.

Definicién 3.2. Sea X € A. Denotaremos por [X] a la clase de equivalencia de
X eA ([X]={Y € A: X =;Y}) yla llamaremos la clase de G—isomorfismo de
X. Asi, definimos

BT(G) ={[X]: X € A}.

Teorema 3.3. Sea G un grupo finito, entonces (BT (G),+,) es un semianillo con-
mutativo con unidad, con las siguientes operaciones binarias:
i) +: BY(G) x BT (G) — BY(G) tal que ([X],[Y]) — [X]+[Y]=[X UY].
ii) - : BT (G) x BY(G) — BT(G) tal que ([X],[Y]) — [X]-[Y] = [X x Y].
Demostracion. Veamos que la suma esté bien definida:

Sean [X1], [X2], [Y1] ¥ [Y2] € BT(QG) tales que [X1] = [X3] y [V1] = [Y2]. Entonces
existen f1 : X1 — Xoy fo : Y1 — Y5 isomorfismos de G—conjuntos los cuales
inducen el siguiente isomorfismo de G—conjuntos:

fa: (Xax {1H) U (Y1 x {2}) = (Ko x {1}) U (Y2 x {2})
(2,3) = (fi(2),1) para i = 1,2.
Y por lo tanto [X; UY;] = [X2 U Y3]. Concluyendo que la suma no depende de los
representantes.

Por otro lado, con la notacién anterior tenemos que f; y fo inducen el siguiente
isomorfismo de G'—conjuntos:

f4:X1><Y1—>X2><Yé
(@, y) = (fi(@), f2(y))
Obteniendo que [X; x Y1] = [X2 X Ya], por lo que el producto esta bien definido.

En lo siguiente podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que para elementos
[X],[Y] € BY(G) tenemos que X NY = {); esto debido a que [X] = [X x {1}],
[Y]=[Y x{2}], y a que la suma no depende del representante.

Veamos que BT (G) cumple las propiedades de semianillo conmutativo con unidad.
Para ello sean [X],[Y],[Z] € BT(G) donde X,Y y Z son ajenos dos a dos. Por lo
que las uniones en los siguientes puntos seran ajenas.
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i) Asociatividad de la suma.

X1+ (YT+[2])

X+ [YuZ]
Xuu2z)
[
=

(XUuY)uZ]
XUY]+[Z]

= (X1 +[Y]) + [2].
ii) Conmutatividad de la suma.

X]+[Y] = [XUY]
= [Y UX]
= [V] + [X].

i1) Notamos que [0] € BT (G), ast [X] + [0] = [X U] = [X]. Por tanto, [0] es el
neutro con la suma.

iv) Asociatividad del producto.

v) Conmutatividad del producto. Sea
[: X XY —Y xX tal que (z,y) — (y, ).

Claramente [ estd bien definida, es biyectiva y es de G—conjuntos. Por lo

tanto [X]-[Y] = [Y]- [X].

vi) Distributividad.

(X1-([Y]+[2]) = [X]- Y U Z]
=X x(YUZ)

= [(X xY)U(X x Z)]

=[X xY]+[X x Z]

= [X]- [Y]+[X]-[Z].
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vit) Notamos que [G/G] € BT (G). Tenemos que
f: X xG/G — X tal que (z,eG) — =
es un isomorfismo de G—conjuntos. Por tanto, [G/G] es la unidad en B*(G).

Por lo tanto, (BT (G),+,) es un semianillo conmutativo con unidad. O

Observacion 3.4. Dados G = {e} y X un conjunto. Entonces X es un {e} —conjunto
con accion trivial. Ademas, dos G—conjuntos con la acciéon trivial son isomorfos si
y s0lo si existe una biyecciéon entre ellos. De aqui que

¢:BT({e}) — N tal que [X]+— |X]

es un isomorfismo de semianillos, con lo cual N 2 B*({e}). En este capitulo consi-
deramos al cero como un elemento de los ntiimeros naturales.

Teorema 3.5. Sean [X],[Y],[Z] € BT(G) tales que [X]+[Y] = [Z]+[Y], entonces
[X] = [Z]. Es decir, hay cancelacion con la suma en BT (G).

Demostracion. Sean [X],[Y]y [Z] € BT(G) tales que [X] + [Y] = [Z] + [Y]. Como
antes podemos asumir sin pérdida de generalidad que X, Y, Z son ajenos dos a dos,

y por consiguiente todas las uniones que aparecen a continuacién son ajenas. Sean
l n

m
X = ‘Ul(f)g(xi), Y = ‘Ulog(yj) y Z = kulog(zk), puesto que [ X UY] = [ZUY]
1= 1= =
hay una correspondencia biyecctiva entre las 6rbitas de X UY y ZUY | esto implica
m

que m + [ =n+ 1, por lo que m = n. Por lo tanto Z = |J Og(z;).
=1

Demostremos que hay cancelaciéon por induccioén sobre 1 < [.
i) Para [ = 1, existe un isomorfismo de G—conjuntos
[+ XU0c(y1) — ZU0q(1).
Observemos que si f(Og(y1)) = Og(y1) entonces f |x: X — Z es un isomor-
fismo de G—conjuntos, por lo que [X] = [Z].

En caso contrario, sin pérdida de generalidad, supongamos que f(Og(y1)) =
O¢(zm), entonces [Og(y1)] = [O¢(zm)]. Por otro lado, sin pérdida de gene-
ralidad, podemos suponer que f(Og(zm)) = Og(y1), entonces [Og(zm)] =
[Oc(y1)]. Por lo tanto [Og(xm)] = [Oc(zm)]- Sea f1 : Og(xm) = Og(zm) un
isomorfismo de G—conjuntos. Por otro lado observemos que

m—1 m—1
flm- : U Og(z;) — U O (zi)
=1

Gooe =
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es un isomorfismo de G—conjuntos, por lo que este junto con f; inducen un
m m

isomorfismo entre |J Og(zi) y U Oq(zi). Por lo tanto [X] = [Z].
i=1 i=1

ii) Paral > 1 tenemos que [X]|+ [Y] = [Z] + [Y] entonces

U 0c(y;)]) + [0c(w)] U O (y;)]) + [Oc(w)]

por lo que utilizando i) podemos cancelar una orbita, en este caso la orbita
-1 -1

Oc(y) obteniendo que [X] + [U0c(y;)] = (2] + [U Oc(y)], finalmente
j=1 =1

J
por hipétesis de induccién podemos cancelar [ — 1 érbitas, concluyendo que
[X]=[Z].

O

Observacion 3.6. El Teorema 3.5 nos permite definir una relaciéon de equivalencia
en BT(G) x B*Y(G). A saber, dados ([X1],[Y1]) v ([X2],[Y2]) € BT (G) x BT(G)
tenemos que ([X1],[Y1]) ~ ([X2], [Y2]) si y solo si [X1] + [Ya] = [X2] 4 [Y1]. Denota-
remos a la clase de equivalencia de ([X],[Y]) € BT (G) x B*(G) por [X] — [Y].

Definiciéon 3.7. Definimos el Anillo de Burnside B(G) de un grupo finito G como:
B(G) ={[X] - [Y]: ([X],[Y]) € BY(G) x B*(G)}
dotado de las siguientes operaciones binarias de suma y producto:
([Xa] =) + ([X2] = [V2]) = ([Xa] + [Xa]) — (V1] + [Y2])
([Xa1] = ) ((X2] = [Ya]) = ([Xh][Xo] + M][Y2]) — ([Xa][Ye] + [X2][Y1])
Observacion 3.8. B(G) es el anillo de Grothendieck de BT (G), donde
i) El neutro de la suma es [0] — [0] = [X] — [X] con [X] € BT(G).
ii) Dado [X] — [Y] € B(G) su inverso aditivo es [Y] — [X].
i4) En el producto la unidad es [G/G] — [0].

Teorema 3.9. Dado un grupo finito G. Entonces B(G) como grupo abeliano es
libre como Z-mddulo, generado por los elementos de la forma [G/H;]|, donde H;
recorre un conjunto de representantes de € (G).
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Demostracion. Sea G un grupo finito y X un G—conjunto finito. Por el Teorema

1.20, X =¢ | |G/H;, donde H; < G para cada i € I. Asi,
el

X] = [UG/HZ-] — S(G/Hi] € BH(G).

icl icl

Ahora, por el Lema 1.24 podemos tener repeticiones de algunos [G/H;|, ya que
(G/H;] = [G/Hj] siy solo si [H;] = [Hj]. Por lo que denotaremos con apg, € N al
ntimero de veces que se repite el elemento [G/H;]. En consecuencia, si [X] € BT(G),

entonces [X] = Y ay[G/H], con ag|G/H] € N|[G/H] C B™(G). Por lo que,
[H]e?(G)
abusando de la notacién tenemos que los elementos de B(G) son de la forma:

> aylG/H], con ay[G/H] € Z[G/H] C B(G).
[H]€€(@)

Ahora, s6lo falta ver que esta expresion es tinica. Supongamos que

> aulG/H] =0

[H]e?(G)

y que no todos los ay son cero, asi tenemos la siguiente igualdad en B*(G).

> aklG/K] = Y (~an)[G/I).

ag >0 a7, <0

Llamemos [Y] = Y ax[G/K]| y [Z] = 3 (—ap)[G/L]. Ahora, si [Y] = [0],
ax>0 ar<
entonces () tendria una orbita distinta del vacio, lo que no es posible. De aqui que,

sin pérdida de generalidad, podemos suponer que [Y] # [0] y [Z] # [0]. Entonces
sl ax, > 0 existe Og(yo) C Y tal que Og(yo) Za G/ K. Por otro lado, [Y] = [Z],
entonces O¢(yo) Za Oc(z0) para algtn zg € Z que a su vez Og(z0) =g G/ Lo para
algin Ly tal que ar, < 0, en consecuencia G/Ky =g G/ Lo, asi [Ky] = [Lo], lo que
no es posible. Por tanto,

B(G)= (P zZ[G/H]. O
[H]€%(G)

Observacién 3.10. Hay una inclusion

L: BY(G) — B(G) tal que [X]+— [X]— [0].
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Observacion 3.11. Dados G un grupo finito, R un anillo conmutativo y
f:BT(G)—R

un morfismo de semianillos, tenemos que f se extiende de manera tnica a B(G); es
decir, existe
F:B(G)— R

un morfismo de anillos tal que F ) BH(@) = f. Ademas, F esta dada por:

Lema 3.12. Sea

¢:BT(G)— [[ 2 dada por [X]+— @([X]) = (¢u(X))mer(c),
[H]e?4(G)

entonces p es un morfismo inyectivo de semianillos. De aqui que, ¢ se extiende de
manera unica a un morfismo inyectivo de anillos:

¢:BG)— ][] zZ
[H]e? (@)

Demostracion. Note que [ Z = 7@ es un anillo conmutativo con suma y
[H]e? (@)

producto definimos de manera usual (entrada a entrada).

Veamos que ¢ esta bien definida. Sea [X] € B (G). Entonces (¢r(X))[mjes(c) no
depende del representante de [H] por el Teorema 2.2 inciso iii). Sea [Y] € BT (G) tal
que [X] = [Y], esto implica que existe f : X — Y un isomorfismo de G—conjuntos.
Sean [H] € €(G) y x € X! entonces hx = x para toda h € H, esto es equivale a
que hf(xz) = f(z) para toda h € H y esto pasa si y sélo si f(z) € Y. Por lo que
tenemos la siguiente biyecciéon

xH _yH

z = f(x)

obteniendo que ¢ (X) = ¢ (Y). Lo anterior se cumple para cada [H] € €(G), de
modo que ([X]) = (vu (X)) ez () = (ea(Y))mer @) = ¢([Y]). Por lo tanto ¢
est& bien definida.

Recuerde que 1p) = [G/G] ¥y 1z¢@) = (1,..,1)

———
|€(G)|—veces
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Ahora, para cada H < G subgrupo, tenemos que [H] < [G], asi o (G/G) # 0, de

modo que ¢y (G/G) = 1. Por tanto, ¢(|G/G]) = (pu(G/G))mes@) = (1,-.,1)
———

|€(G)|—veces

De las propiedades de la marca, es facil ver que ¢ preserva la suma y el producto

(ver Teorema 2.2 inciso i) y ii)). Por lo tanto ¢ es un morfismo de semianillos.

Ahora veamos que @ es inyectiva. Recordemos que ¢ es inyectiva si y s6lo si para

cada 0 # a € BT(G), se tiene que p(a) # 0.

Sea a € BY(G) tal que a # 0, asia = Y. ag[G/H] con ay € N, donde no

[H]e? (G)
todos los ag son cero. Puesto que G es finito, toda cadena estrictamente creciente
[K1] < [K32] < ... se estaciona. Elegimos [K’] maximo con respecto a este orden tal

que agr # 0. Tenemos que

a= Y ay|G/H|= [UG/H]

[Hle? (G ) iel

donde |I| es el namero de orbitas y H; < G para cada i € I. Entonces

P! <|_|G/Hi> = or (G/H;).

i€l i€l

Ahora, por la buena definicién de ¢ tenemos que si [G/H;] = [G/H;] entonces
ok (G/H;) = ¢ (G/Hj ) y esto ocurre si y solo si [H;] = [H,], por lo tanto

YK’ <|_|G/HZ> = Z GaHPYK’ (G/H)7
[

iel HIe?(G)

ver Teorema 3.9 .
Por otro lado sabemos que ¢x/(G/H) # 0 si y solo si [K'] < [H] y puesto que
elegimos [K'] maximo con respecto a este orden parcial tal que axs # 0 entonces

YK (UG/Hi> = axrpr (G/K') = ax|[Na(K')/K'| # 0.

el

Asi la coordenada [K']|—ésima de ¢(a) es distinta de cero y esto implica ¢(a) # 0.
Por tanto ¢ es un morfismo inyectivo de semianillos.
Por altimo veamos que

¢ : B(G) — H A
[H]e?(G)

es inyectiva:
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Sean [X;] — [V1], [X2] — [Y2] € B(G) tales que
p([X1] = M1]) = p([X2] — [¥2)
lo cual ocurre si y s6lo si

e([X1]) — p(V1]) = »([X2]) — ([Y2])
& o([X1]) + e([Ya]) = ([Xa]) + ¢([Y1])
& o([Xa] + [¥2]) = o([Xa] + [Y1])

vy puesto que ¢ es inyectiva entonces

[X1] + [Ya] = [X2] + [Y1]
obteniendo que

[(Xa1] — ] = [Xo] — [Y?]

ver Observacion 3.6. Por lo tanto ¢ es un morfismo inyectivo de anillos, ver Obser-
vacion 3.11. O

Corolario 3.13. Sean G un grupo finito y X,Y dos G—conjuntos finitos, entonces
[(X] =[Y] sty sdlo si o (X) = pu(Y) para toda [H] € €(G).

Demostracion. El resultado es inmediato por la buena definicién y la inyectividad
de ¢ del lema anterior. O

Observacion 3.14. En el caso de un grupo abeliano G, puesto que todos sus
subgrupos son normales, tenemos que Ng(K) = G para todo K < G y ademas si
H < G entonces

0 siH¢ZK
aoH K)=|{ELZG|[F]=[K]yHCE}| =
(H.K) = |{E <G |[E| = [K] y H C E} | {HngK
por lo que la formula del Lema 2.6 se reduce a
0 siHZK

e (G/K) :{ G/K| siHCK
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Ejemplo 3.15. Sea C un grupo ciclico de orden 23. Recordemos que un grupo finito
es ciclico si y sblo si para cada divisor d de su orden existe a lo més un subgrupo

ciclico de orden d. Entonces tenemos que las clases de conjugaciéon de los subgrupos
de C son :

%(C) = {2°C; 2°C; 2C; O}
por lo que la estructura de B (C)) como Z-modulo libre es:
B(C)=z[C/2)C|] & Z[C/2*C] & Z[C/2C) & Z[C/C] .
Por otro lado recordemos que
¢:B(C)— 7}
[X] = (p23c(X), pa2c(X), pac(X), pc(X))
[C/23C) — (23, 0, 0, 0)
[C/2C] —
[C/C]

(
(

[C/22C) — (22, 2%, 0, 0)
(2, 2, 2, 0)
— (1, 1, 1, 1)

Ast p(B(C)) C Z4, el cual es un anillo isomorfo a B(C), esta generado por las
columnas de la matriz:

o O O 0
S O =
O NN
—_ =
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Capitulo 2

El lema de Hensel y el levantamiento de Hensel

Angel Raul Garcia Ramirez, Carlos Alberto Lopez Andrade
FCFM, BUAP

Resumen

El Lema de Hensel es una herramienta utilizada en la teoria de niimeros, geo-
metria y topologia algebraica, siendo la factorizacién de polinomios el objetivo
principal de su uso. Desarrollado por Kurt Hensel quien introdujo los ntme-
ros p-adicos, nos muestra un método para hallar factorizaciones de polinomios
monicos, factorizandolos sobre un campo finito de caracteristica un primo p
y después “levantando” dicha factorizacion sobre un anillo de clases residuales
modulo una potencia de ese primo. Recientemente esta herramienta y el le-
vantamiento de Hensel se han empleado en la Teoria de Codigos Algebraicos.
En este trabajo se exhibe la demostracion del Lema de Hensel para polinomios
monicos sobre el anillo Z,s, asi como del levantamiento de Hensel.

1 Introducciéon

En 1904 Kurt Hensel introdujo los ntimeros p-adicos y el lema de Hensel en el
articulo Neue Grundlagen der Arithmetik (cf. [6]). Cuatro afos mas tarde, en su
libro Theorie der algebraischen Zahlen, Hensel mostr6 una versiéon mas general de su
lema. Recientemente, en los anos 90 del siglo pasado, esta herramienta ha sido muy
atil en el estudio de la caracterizaciéon de la estructura algebraica de los cédigos
ciclicos lineales sobre anillos finitos, por ejemplo; sobre anillos de Galois (cf. [5],
[14], [7]) y sobre anillos finitos de cadena (cf. [3], [13], [11]). El levantamiento de
Hensel esté relacionado con la representacién p-adica de los elementos de un anillo
de Galois 6 de un anillo finito de cadena y tal representacién es imprescindible en
la definicion de la funciéon de Gray en esta clase de anillos finitos ([4], [1], [2], [17],
[9], [10]). Se demostré en [5] a través de Hammons, et. al., que el codigo de Kerdock
es la imagen de Gray de un cddigo ciclico lineal extendido sobre Z4. Ellos usan este
hecho para resolver un problema “viejo” dando la explicaciéon de la dualidad formal
entre dos co6digos no lineales binarios, los famosos codigos de Kerdock y Preparata.

Definiciones y conceptos fundamentales sobre el anillo Z,s, propiedades de los
polinomios y de la divisibilidad en Z,s[z] son dados en la seccion 2, la demostracion
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del Lema de Hensel se encuentra desarrollada en la seccién 3 y finalmente la de-
mostracion del Levantamiento de Hensel se exhibe en la seccion 4. Cabe mencionar
que este capitulo de libro esta inspirado en la lectura de la obra de Wan ([16]).

2 El anillo de polinomios Z,:|z]

Sea p cualquier nimero primo, s € Ny Z,s el anillo de enteros médulo p?, i.e.,

7z -
s = = o .. S —
Ly =7 (0,1,....,p° =1}

con la suma y multiplicacién usual de clases:
T1+T2=71+7T2
Ty T2 =T1T2
para cada 71,72 € Zys.
Observacién 2.1. Por la construcciéon del anillo cociente Zy,s tenemos que ab = ¢
sf y s6lo si ab =c¢ mod p°.
Considérese el conjunto 8 = {0,1,...,p°* — 1} C NU{0} y la funcion:

¢:Zps—>5
T =T

Es claro que ¢ es biyectiva, entonces podemos inducir la estructura de anillo en el
conjunto 8 definiendo las operaciones @& y ® en & de la manera siguiente:

51 @ 59 := ¢ (F1 +T2)
510 sg 1= P(T1 - T2)

para cada si,s2 € 8 siempre que s; = ¢(T1) v S2 = ¢(T2) para algunos 71 y Ty en
Lipys .

Dadas estas operaciones, ¢ es un isomorfismoy, con esta identificacion, usaremos
cuando sea conveniente que:

Zps ={0,1,...,p° —1}. (2)

Recordar que: (a,b) denota al maximo comun divisor de a y b, i.e., (a,b) =
med(a, b).

El siguiente lema nos sera muy tutil mas adelante.
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Lema 2.2. Sean a € N y p un nimero primo. Si (a,p) = 1 y s € N, entonces
ca =1 (méd p*) para algin c € 7.

Demostracion. Haremos induccion sobre s. Veamos que el resultado es valido para
s = 1. Como (a,p) = 1, entonces existen ¢,d € Z tales que ca + dp = 1. Asi
ca — 1 = —dp es decir, p| (ca — 1), por lo tanto,

ca=1 (méd ph).

Supoéngase que el resultado se cumple para s y demostremos que se cumple para
s+ 1. Por hipotesis, existen ki, ko, l1,1ls € Z tales que:

kia + kop =1,
lla + lgps =1.

Multiplicando las igualdades anteriores tenemos que:

1 = kilha® — kiloap® + kolipa — kolop®
= (kllla — k‘llgps + kgllp) a+ (—kglg)p8+1

= ca + dp*™!
donde ¢ = kilia — kilap® + kolip v d = —kslo. Entonces ca — 1 = —dp*t!, es decir,
ca=1 (méd p*Tt),
lo cual concluye la prueba. O

Corolario 2.3. En Zys se satisface:
i) S1G € Zps y (a,p) =1, entonces @ es una unidad en Zys.

it) Para todo T € Zys conT # 0, existen @ € Zps ei € NU{0} tales que (a,p) =1

y T = ap.
Demostracion. Sea @ € Zys con (a,p) = 1, por el Lema 2.2 existe ¢ € N tal que
ca = 1 (méd p®) entonces ¢ -a = 1, debido a la Observaciéon 2.1. Por lo tanto,

@ es una unidad de Zy,s. Ahora bien, considérese T € Zps con T # 0, usando la
identificacion anterior se sigue que x € N. Se tienen dos casos:

e Si (z,p) = 1 entonces sea a = z, de ahi que, T = ap°, lo cual prueba el
resultado.
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e Si (z,p) = p entonces p|lx. Ademads si ¢ es un primo tal que g|x entonces
q < p*—1pues x < p® — 1. Por el teorema fundamental de la aritmética,
existen q1,qo, ..., qr € N nimeros primos y ni,ne,...,n; € N tales que:

r=q'¢?. ..t
como p|z entonces p = ¢; para algin j € {1,2,...,k}. Sea

i = max {nj| (z,p") = p"}.

Como (z,p) = p entonces nj > 1y por consiguiente este conjunto es no vacio,

entonces:

_ N1, N2 j—1,1 "j+1 ng

T=Gq1492" - 421 PG -4
(. .n1 no Tj—1 Tj+1 N\ 00
—(Ch 427 -+ 4521 31 -+ )P
o ni1.n Nj—1 MNj41 ng _ j

dondeﬁa = qlqu...qji1 qjjrl ...q.", entonces x = ap' y, por lo tanto,
T = ap'. O

Ejemplo 2.4. Sean p = 3, s = 2 entonces Zs> = {0,1,2,3,4,5,6,7,8}, si de-
finimos el conjunto A := {a € Z,s : (a,p) = 1}; en este caso tenemos que A =
{1,2,4,5,7,8} luego:

1o1=1
205=1

a (3)
107=1
808=1

como se afirma en el Corolario 2.3. Asi Z;. = A, donde Z;. denota el grupo de
unidades del anillo Zs.

El siguiente teorema caracteriza a los ideales en el anillo Zjs.

Teorema 2.5. Los ideales principales (1), (p), ..., (p>~1), (0), son todos los ideales

de Zps. (D) es el unico ideal mazimal de Zys Z@’;; ~ ).

Demostracion. Sea I un ideal de Z,s. Suponga que I # (0). Sea m el natural mas
pequenio que es representante de las clases de I, veamos que I = (m). Sea i € T
entonces ¢ € Zys. Por el algoritmo euclidiano de la division, existen ¢, 7 € Z : i =
gm +17con0 < r < m, entonces r = i — gm, de ahi que, 7 = i — gm € I, por
consiguiente, 7 € I y r < m lo cual contradice la minimalidad de m, asi 7 = 0, en
otras palabras, i = gm, entonces 7 € (), en consecuencia, I C (m). Es claro que
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m € I, por consiguiente (m) C I, entonces I = (m), como queriamos. Dado que
m € I C Zys, por el Corolario 2.3, existe a € Z, tal que:

m = ap' para algan i € {0,...,s — 1}. (4)

Como (a,p) = 1 tenemos que ca = 1 (méd p®) para algtin ¢ € Z, asi, ca — 1 = dp®
con d € Z, entonces cap’ — p* = dp®p’, de ahi que, cap® — pt = dpspt, por lo que

0

= Cap ]7
de manera que, €m = p' pi. Entonces p¢ € (m) luego (pi) C (m), y por (4), (m) C (pi),

de ahi que, (m) = (p

).
es de la forma I = (p?) para algtn i € {0,1,...s —1}. Ademas, como p’ € (p?) y
P € Zps entonces p' - p = pitl € (p?), asi, (pit!) C (pf), por lo tanto,

Por consiguiente, queda demostrado que todo 1dea1 I de Zys

C{phc...C ) Cp) () =2 (5)

—
[=)]
=

Ahora veamos que (p) es un ideal maximal. Sea J un ideal de Zys tal que:
(p) CJ C Zys, (6)

luego, existe algtn i con i € {0,1,...,s — 1} tal que J = (pi). Tenemos que: si i = 1
entonces J = (pf) = (p), o bien, si 1 < i < s — 1 entonces J = (p') C (p) debido
a (5), entonces, por (6), J = (p), o bien, si i = 0 entonces J = (p0) = (1) = Zs.
En cualquier caso, se concluye que J = (p) o J = Zys. Por lo tanto, (p) es un ideal
maximal, y por (5), es el tnico ideal maximal de Zys, en consecuencia, % es un
campo.

Recordemos que:
) B ={T+ (D) T E Ly}

ii) (p) ={cp:Cc€Zy}

Sea y € % entonces existe T € Zps tal que y = T + (p), dividiendo a x por p
tenemos que existen r, s € Z tales que £ = sp+r con 0 < r < p — 1 entonces
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es decir: 7
Z-={r+{plref{01....p-1}}
(P)
asi, % es un campo finito con p elementos, por lo tanto, % ~ . ]

Lema 2.6. Sean b € Z con b > 1 y a € N. Entonces existen dy,dy ...,dn_1,t € Z
con 0 <d; <b—1 para cada i € {0,1,...,n — 1} tales que:

a=dob® 4+ dibt + -+ dy BV

Demostracion. Dividiendo a por b tenemos que, existen dg, sgp € Z tales que a =
sob + dg con 0 < dy < b — 1. Si dividimos ahora, sy por b, obtenemos di,s; € Z
tales que sg = s1b + dy entonces:

a=(s1b+di)b+dp
= 510 + dib + dy
con 0 < d; <b—1. Procediendo de esta manera n — 1 veces, tenemos:
a =Sy 10"+ dp 1 D" L+ dy_ob" 24+ dib+ dy

con d; € {0,1...,b—1} para i € {0,1...,n— 1}, observese que la sucesion de
cocientes satisface:
a>sy>s>...>20

debido a que la sucesién sg, s1,... s una sucesion decreciente de enteros no nega-
tivos. Tomando, ¢t = s,,—1 se concluye que:

a=dob® 4 dibt + -+ dy BV
como queriamos. O
Por el Lema 2.6, dado = € {0,1,...,p° — 1} tenemos que:
z=cop’ +eipt + - +em1p® + tp°
con ¢; €{0,1...,p—1} paracadai € {0,1...,s — 1} entonces

T=cop’ +cpt + - +esaptT +tpd (7)
=p) + P+ +CGoipt L+ Ip°

=oop® + P+ -+ ot
puesto que p* = 0 € Zys. Definamos ahora la funcion:
p:Zps — T, (8)
dada por p (Z) = p (@F—l—@—i— R cs_lps_l) = cp, para cada T € Zps.

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 2, paginas 53-81



El lema de Hensel y el levantamiento de Hensel 59

Lema 2.7. La funcion p es un homomorfismo de anillos con Ker = (D).

Demostracion. Sean T = Y53 Gpl, 7 = 32520 d; p* € Zys, entonces

—_

S—

;(Cl—l-d)

7

s—1
T+y=) (G+d)p =
i=0

de ahi que,

=0

esto es, i (T +7) = () + p (y) para toda T,y € Zys. Por otro lado,

esto es, 1 (TY) = p (T) 1 (¥) para toda T,y € Zys. Por lo tanto, pu es un homomor-
fismo.
Sea T € (p), entonces existe ¢ € Zy,s tal que T = ¢p. Entonces T = 0p9 +¢p+
-+ 0ps~1 luego p(x) = 0, por lo tanto T € Ker u, de ahi que, (p) C Ker p.
Ahora bien, sea T € Ker i entonces p(T) =0, luego T =0+c1p+ ... +cs_1p* L.
Como Gpt € (pi) C (P), por (5), para cada i € {1,...,s — 1}, esto es, Gp* € (P)
para cada ¢ € {1,2,...,s — 1}, asi, T € (p) entonces Kerpu C (p). Por lo tanto,
Ker u = (p). O
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R[x] denota el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en el
anillo R, esto es, el conjunto

R[z] = {f(a:) = Zcimi cc; € R,i€{0,...,n} para algin n € N} 9)

es un anillo con las operaciones habituales de suma y multiplicacién de polinomios.

Podemos extender el homomorfismo definido en (8) de la manera siguiente: sea la
funcion

© 1 Lps[x] — Fplx] (10)

dada por —(f(z)) = 3" o 1 (¢;) #* para cada f(z) € Zys[r] y denotamos por f(z)
la imagen de f(x) bajo “ — 7.

Como una consecuencia directa del lema anterior tenemos:
Corolario 2.8. La funcion — es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. Recordemos que si ¢; € Zys, por (7) tenemos que:
¢i =dio+ diap+ ...+ dis_1)p° " con dyy, € {0,1,...,p— 1}
Sean f(x),g(x) € Zps[z] entonces f(z) = Y7 qcixt y g(x) = Y, diz?, con

¢i,d; € Zps para cada i. Sin pérdida de generalidad, supéngase que m > n entonces
f(z)+g(x) =" (c; +d;) x* con ¢; =0 para cada n < i < m. Entonces

f+gx)= i (¢ci +d;) z*
=0
f: (CzO + dzO)

~
Il
o

tnqs

ciox’ + Z diox’

=0 1= 0
= z": cior' + Z dioz

=0 =0
- ﬁ;mci)mi " f;wi)xi
= 27(96) +9(x). Z
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Sabemos que f(x)g(z) = 223:0 exz® donde e, = cody + cidp_1 + ... + cpdy ¥y
0 <1 < m+ n, entonces

p(ex) = p(cody + crdp—1 + . .. + cpdp)
= p(co)p(dr) + pler)pu(di—1) + ... + plex)pu(do).
Por otro lado, tenemos que:

Forate) = (3 s’ ) (3 uta

i=0
= (uleo) + pler)z + -+ plen)a™) (pldo) + p(dr)z + ... + pldm)z™)

pero esto lo podemos expresar como 22:0 w(ug)z® con

p(ug) = (plco)pldr) + ... + p(er)p(do)) = plex),

de esto se sigue:

l l
Fo(a) =Y uler)r® =) plup)a® = f(x)g(x),

k=0 k=0

por lo tanto, “—” es un homomorfismo. ]

Definicion 2.9. Sea p € Zys C Zys[x], el ideal generado por p € Zys[z] se denota
por < P > y se define como:

Lp>={f(x)p: f(x) € Lps[x]}.
Lema 2.10. Ker — =< p>.
Demostracion. Sea h(z) = Y7 ciaz’. Si h(z) € Ker — entonces h(x) = 0 € Zps.
Pero h(z) = 2% o pu(c;)xt, es decir pu(c;) = 0 con i € {0,1,...,n}, entonces ¢; €

Ker = (p), por el Lema 2.8. Asi, existen mg, M1, ..., M, € Zys tales que ¢; = m; P,
de ahi que:

con g(z) = Y mmxt, luego h(z) €K P >, por consiguiente, Ker — C< P >>.
Ahora bien, si h(z) €< p > entonces existe g(x) € Zys[z] tal que h(z) = g(x)p,
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sea g(z) = 1 a;x* entonces

n
=>_apx’
=0

n
= Zcixi con ¢; = a;p € (p)

i=0
aplicando “—” obtenemos:
h(z) => p(c)a’ = 02" =0
i=0 i=0

luego, h(z) € Ker —, de ahi que, < p >C Ker —, por lo tanto, Ker — =< p>. O
Algunas veces denotaremos a f(x) en Zys[z] o Fp[z] simplemente por f.

Teorema 2.11. El ideal < P > es un ideal primo de Zps[x], todo ideal primo de
Zps|x] contiene a < D >, mds aun, si un ideal primo contiene a < P > propia-
mente, entonces dicho ideal es mazximal.

Demostracion. Sean f(x),h(z) € Zps[z] tales que f(z) = Y jaiz’ y h(z) =
S Mo birt con ap, # 0 # by, de ahi que, los grados de f(z) y g(z) son n y m
respectivamente, lo cual denotamos por grad(f(x)) =ny grad(h(xz)) = m, enton-
ces se tiene que f(z)h(z) = Y4 _ cxa® donde ¢, = S*_asbp_s y si f(z)h(z) # 0
entonces grad(f(x)h(x)) =1 con 0 <1 < m+n. Supéngase, sin pérdida de genera-
lidad, que m > n y ademaés, supéngase que f(x)h(z) €K P> entonces

f@)h(z) =0 (11)

dado que Ker — =< p >, pero f(z)h(z) = Y4_
para cada k € {0,1,...,l}. Como pu(cy) = plap)p
para cada k € {0,1,...,l} tenemos que para k = 0, 0 = pu(co) = u(ag)u(by),
pero F), es un dominio entero, asi p(ag) = 0 o pu(by) = 0. Supéngase que p(ag) #
0, entonces p(bg) = 0. Ahora bien, cuando k¥ = 1, 0 = pu(c1) = plar)u(bo) +
ulan)yu(br) = plao)u(bi) puesto que u(by) = 0 y como ju(ag) # 0 tenemos que
wu(b1) = 0, procediendo de esta manera, establecemos que p(by) = 0 para cada
k € {0,1,...,m} de ahi que h(z) = 0, por consiguiente, h(xz) €< p >. Por otro
lado, supongase que u(by) # 0 entonces p(ap) = 0 y de manera anéloga se tiene
que f(xz) = 0, en consecuencia, f(z) €K p >, de ahi que, si f(z)h(z) e D >
entonces f(x) €< p > o bien h(x) €< p >. Por lo tanto, < p > es un ideal
primo de Zys[x]. Sea P un ideal primo de Zys. Como p-p*~! = p* = 0 € P, entonces

o k(e )x entonces p(ck) = 0
(br) + .. + plar)u(bo) € Fp
0,
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pePops—lelP, yaque P es un ideal primo. Si p € P entonces < p >C P, ahora
bien, si p*~1 € P, entonces p=2 -p = p5~1 € P, de ahi que, p € P o p5=2 € P,
una vez mas, si p € P concluimos que < p >>C P, o bien, si ps=2 € P se procede
como antes, y continuando de esta manera se concluye que p € P, por lo tanto,
< p >C P. Ahora probaremos que si P es un ideal primo y < p >C P entonces P es
maximal. Veamos primero que — es un epimorfismo. Sean g(z) = 3%, a;2* € Fp[x]
v f(z) = 0 bz’ € Zys[x], se establecio en (7) que para cada i € {0,1,...,n},
b; = cig+ciip+ciop®+. . .+ci(s,1)p5_1 donde ¢;; € F), paracadai € {0,...,n}, j €
{1,2,...,8 — 1}. Sean los b;’s de tal forma que ¢;0 = a; para cada ¢ € {0,1...,n}
entonces

n n n
flz) = Zu(bi)xz =) cpozr' = Zaw’ = g(z)
i=0 i=0 i=0
asi, — es sobre y por tanto epimorfismo. Si denotamos por P a la imagen de P bajo
— vy a —"(P) como la imagen inversa de P bajo — entonces —!(IP) = P y por un
teorema de isomorfismos (ver [16, Theorem 12.7, iii)|) la funcion:

es un isomorfismo de anillos. Por lo tanto

P P_
Como P es un ideal primo entonces P # Zys[z]. Si P = Fp[z], por lo anterior,
se tiene que: — H(P) = —1(F,[z]) = Zps[z], la ltima igualdad debido a que — es

sobreyectiva, de ahi que, P = Zys[z], lo cual es una contradiccion, por consiguiente,
P # F,lz]. Sean fo(z),go(x) € Fplx] tales que fo(z)go(z) € P entonces existen
7(2),9(z) € Zyela] con F(zx) = fo(x) y 5(x) = 90(), lnego [@)g(@) € P, de ahi
que, f(z)g(x) € P, pero P es un ideal primo por lo que f(x) € P o g(z) € P. Si
f(z) € P entonces fo(z) = f(z) € P o bien, si g(x) € P entonces go(z) = g(z) € P,
por consiguiente, P es un ideal primo de Fy[z]. Sin embargo, P # (0), debido a que,
< p >C P, ya que, existe h(z) € Zpys[x] tal que h(z) € P pero h(z) ¢<K p >,
entonces h(z) € Py h(xz) # 0, por lo tanto, P # (0), en consecuencia, por [16,

— F Lps F
Theorem 12.27|, P es maximal, asi I;PEx] es un campo y como —- P[x] o~ ];P[’x]
concluye que P es maximal. O

se

A continuacién estudiaremos otro tipo de ideales, estos son los ideales primarios
de Zys[z], para este proposito se enuncia la definicion siguiente:

Definicién 2.12. Sean R un anillo, I C R un ideal y 7, s € R. Diremos que:

e [ es un ideal primario si y s6lo si rs € I implica que r € I o existe un n € N
tal que s" € I.
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e El radical de I se denota por /I y es el conjunto:
VI={reR|IneN:r"el}.

Lema 2.13. Sea R un anillo con unidad, e I un ideal tal que /I es un ideal primo.
Entonces I # R.

Demostracion. Es claro /T # R, puesto que v/T es un ideal primo. Si I = R, se
sigue que, 1 € I, luego dado n = 1 € N, se tiene que, 1" = 1 € I, de ahi que, 1 € /T
entonces /1 = R, lo cual es una contradiccién. O

Teorema 2.14. Sea Q un ideal de Zys|x].

i) Si Q es un ideal primario de Zys|z] entonces \/Q es un ideal primo.
ii) <K p>C+/Q
i11) Si/Q es un ideal primo y < p >C /Q entonces Q es un ideal primario.
Demostracion. Sea @ un ideal de Zps|[x].

i) Supongamos que () es primario, entonces @ # Zys[z]. Sean f(z), g(z) € Zys[z]
tales que f(z)g(z) € v/Q, entonces existe un n € N tal que (f(x)g(x))" 6 Q,
Le., (f(z)" - (9(x))" € Q. Como Q es primario, se sigue que (f(x))"

o existe m € N de manera que ((g(z))"" € Q. Si (f(z))" € Q entonces
f(z) € V@, o bien, (g(x))"™ € Q entonces g(z) € +/Q, pues nm € N. Por lo
tanto, 1/@Q es un ideal primo.

i1) Como p® =0y @ es un ideal, entonces p® € Q, pero (p)® = p° € Q, es decir.,
existe s € N tal que ((p)° € Q), por lo tanto, p € /@ y, en consecuencia,
<p>C V@

i11) Suponga que /@ es un ideal primo y ademas que < p >C /Q. Por el
Teorema 2.11, /@ es maximal y como /Q # Zps|z], se sigue del Lema 2.13
que Q # Zps|x]. Sean f(x),g(x) € Zps|x] tales que f(x)g(z) € Q. Suponga
ahora que para todo m € N se cumple que ((g(z))™ ¢ Q) entonces g(z) ¢ /Q.
Definimos g (g = {t(z) +q(x) | t(x) € Zps[x] y q(x) € VQ} y sean

l(x),k(z) € 3( ( )) entonces ex1sten t1(x), ta(x) € Zps[z]y (), g2(z) € VQ
tales que () = t1(z)g(x) +q1(x) y k(x) = ta(z)g(x) + g2(x), de ahi que,

(z) = k(z) = t1(2)g(x) + q1(x) — t2(2)g(2) — q2()
= (t1(z) — t2(2)) 9(2) + (1 (%) — q2())
= t(x)g(x) +r(x)
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con t(z) = ti(x) — ta(x) € Zps[z] y r(x) = qi(z) — ¢2(x) € /Q entonces
(2) ~ K(r) € 0(0(2). por o tnto. ((5(2). ) < (Zyle) ). Abore, s
h(z) € 3(g9(z)) y k(z) € Zps[x], entonces existen ¢(z) € /Q y t(x) € Zps[x]
ales e h(a) = 1)) + o), w1 K@) = K2 (2)o(a) + Ko >
s(2)g(x) + r(z) con s(x) = MD)() € Tyla] y r(z) = k(2)a(z) € VG,
por consiguiente, k(x)h(z) € J (g(z)), en consecuencia, J (g(z)) es un ideal.
Sea q(z) € V/Q, es claro que q(z) = t(x)g(z) + q(z) con t(z) = 0 entonces
q(x) € J(g(x)), asi, v/Q C J (g(x)), también tenemos que si t(x) € Zps[z] con
Ha) # 0y t(z) ¢ v/ entonces H(x)g(x) + q(x) ¢ v/Q. pues de lo contrario,
t(x)g(z) + q(z) — q(z) = t(z)g(z) € VQ y v/Q es un ideal primo pero ni
t(z) ni g(z) pertenecen a sqrtQ. Asi, J (g(z)) # +/Q y como /@ es maximal,
entonces J (g(z)) = Zps[x]. Por lo anterior, 1 € J(g(z)), entonces existen
t(x) € Zps|z] y q(z) € /Q tales que 1 = t(z)g(x) + ¢(z) y como ¢(x) € VQ

entonces existe n € N tal que (¢(z))" € Q entonces
1" = (t(x)g(x) + q(=))"

-y (”) = (g()"™ (a(2))

=0

.

estoes, 1 = T(z)g(x)+(q(x))", multiplicando por f(z) obtenemos que f(x) =
T(x)f(z)g(x) + f(x) (q(x))", luego, como f(z)g(z) € Q, (¢(z))" € Qy Q es

un ideal, se sigue que f(z) € Q. Por lo tanto, @ es un ideal primario. O

Definicion 2.15. Sea h(x) € Zys. Diremos que h(z) es un polinomio primario si
y s6lo si (h(z)) es un ideal primario de Zys.

Lema 2.16. Sea f(z) un polinomio de Zy,s|x], supongase que f(x) = (g(x))™ donde
g(x) es un polinomio irreducible en F,[x] y m € N. Entonces f(z) es un polinomio
primario.

Demostracion. Como (f(x)) es un ideal de Zps[z], por ii) del Teorema 2.14, se

tiene que < p >C /(f(x)). Dado que (f(@)' € (f(x)) entonces f(z) € \/(f(z))y

f(z) # 0, entonces < p >>C \/(f(x)). Veamos que 4/(f(z)) es un ideal primo. Si 1 €
(f(x)) entonces existe h(z) € Zps [ ] de tal manera que 1 = h(z)f(z) entonces 1 =
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h(z)f(x) = h(z) (g(z)™ = g(z) (ﬁ(aﬁ) (g(a:))m_l) pero esto implica que g(x) es una
unidad, lo cual es una contradiccion ya que g(x ) es irreducible, entonces 1 ¢ (f ( ),

se sigue que, (f(z)) # x] y asi \/7 # Zps|x]. Sean ahora a(z), Lps|x ]

b(z) €
y suponga que a(x)b(:n) € /(f(x)), entonces existe n € N tal que (a(z)b(x ))
=q(T

(f(x)), es decir, existe g(z) € Zyps tal que (a(z)b(z))" = (a(z))" (b(z))" ( )f(x )
Aplicando el epimorfismo (10) tenemos que (a(x))" (b(x))" = q(z) f(x), i

a(z)"b(z)" = q(z) f(z)
= q(z) (g(=))"

de la tltima igualdad se tiene que g(x) divide al producto @(x)"b(x)" y, como
g(z) es irreducible entonces divide a @(z) o bien a b(x). Supéngase que g(x)|a(z)
entonces (g(z))™ = f(z) divide a (@(z))™, es decir, existe ¢(z) € F,[z] tal que
(a(z))™ = e(x) f(z), entonces (a(z))™ — c(z)f(x) = 0y como (10) es epimorfismo
tenemos que (a(z))™ — ¢(x) f(x) =0, de ahi que, (a(z))™ — c(x) f(z) € Ker— =<
P >. Entonces existe d(x) € Zps[x] tal que (a(z))™ — ¢(z)f(x) = d(z)p, por lo
tanto, (a(z))™ = c(z)f(x) + d(x)p. Como p* > 2, elevando la igualdad anterior a
p® obtenemos que ((a(z))™)?" = (c¢(z)f(z) + d(z)p)? y, aplicando el teorema del
binomio tenemos:

S

B P s y .
(@)™ =3 ) P (d)p)

=0

pé 1 . . .
= [Z (@) T d(@)p) | f(x) + (d()p)”

7

es decir, (a(z))™ = k(z)f(z)+ (d(z))"" (p)P" pero s < p* entonces existe t € N tal
que p* = s +t, luego (a(x))™" = k(z)f(z) + PP = k(z)f(x) puesto que p* = 0,
de ahi que, a(r) € \/f(x). Analogamente si g(z) divide a b(z) se concluye que

b(xz) € v/(f(z)). Por lo tanto 1/(f(x)) es un ideal primo. Luego, por la parte ii7)
del Teorema 2.14, (f(x)) es un ideal primario y, por la Definicion 2.15, f(z) es un
polinomio primario. O

3 El Lema de Hensel

Definicion 3.1. Sean fi, fo € Zps[x]. Diremos que f1 y f2 son coprimos en Zys [x]
si existen A1, Ay € Zys[z] tales que

AMfi+Xfo=1
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Cabe mencionar que en la Defincion 3.1, Zs [z] puede ser reemplazado por [y, [z].

Lema 3.2. Sean f1, fo € Zps[x]. Entonces fi y fa son coprimos en Zys|x] siy solo
si f1, fo son coprimos en [Fplx].

Demostracion. Sean fiy fo polinomios coprimos en Z,s[z|, entonces por la Defini-
cion 3.1 existen Aj, Ay € Zps[z] tales que A1 f1 + A2 f2 = 1y, aplicando (10) tenemos
que A1 f1 + Xofo = 1, es decir, A\| fi+ M2 fo = 1, una vez mas, por la Definicién 3.1, se
concluye que fi y f2 son coprimos en F,[x]. Reciprocamente, sean f1y fy coprimos
en Fp,[z], luego por la Definicion 3.1, existen 1, 1 € Fpla] tales que ulfrl—,ug?Q =1,
pero (10) es un epimorfismo, entonces existen A\, Ag € Zps[z] con g = Ay g2 = Ao
tales que A1fy + Xafs = 1, es decir, A1 f1 + Aafo = 1, luego A1 fi1 + Aafo —1 =0,
de la dltima igualdad, se sigue que, A1 f1 + Aafo — 1 € Ker — =< p >, entonces
existe k € Zys[z] tal que A1 f1 + Aafo — 1 = kp, de ahi que, A1 f1 + Aafo = 1 + kD.
Definimos o = Zf;& (—kﬁi>, luego tenemos que, o (A1 f1 + Aafa) = o (1 + kp), es
decir,

(O’)\l)fl -+ (0’)\2) fg =0+ okp

s—1
=0+ (ZO (—kp)i> kp
=0+ ((—kﬁ)O +(—kp) 4+ (_kp)sfl) kp
=0+ (1 —kp+---+ (71)5—1 k‘s_lﬁs_l) kp
=0 +kp—KP + .+ ()T A ()T R
=1 —kp+ kP2 + -+ (_1)5—1 o= 1o

+kp— P 4+ (C)TP R 4 ()T R
=1

ya que p° = 0, de ahi que, (cA1) fi+(0A2) fa =1, por lo tanto, f1 y fa son coprimos
en Zys[x]. O

Lema 3.3. Sea f € Zys[x] un polinomio monico, supdngase que f = g1ga € Fplz],

donde g1,g2 € Fplx] son polinomios monicos coprimos. Entonces existen f1, fa €
Zyps[x] polinomios mdnicos coprimos tales que

) f = fife € ZLps[x],

i) f; = gi parai € {1,2}.
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Demostracion. Sea f € Zps[z] un polinomio ménico, tal que f = g1g2, donde
(g1,92) = 1 en F,[z], entonces f — g1g2 = 0. Como (10) es un epimorfismo, exis-
ten hi,hy € Zys[z] tales que hi =g1y ha = g9, asi f — hihg = f — hihy = 0;
por el Lema 2.10 tenemos que f — hihey €K P >, es decir existe k € Zps tal que
f — hihs = kp. Por consiguiente, f = hiho + kp. Como g1 y go son coprimos en
F,[x], se sigue del Lema 3.2 que hy y hg son coprimos en Zps|x] luego, por la Defi-
nicién 3.1, existen A\jAg € Zys[z] tales que A\hqy + Aghg = 1. Denotando por v a kp
tenemos:

f = hiha + . (12)
Definimos en Zps[x] los polinomios siguientes:

hi1 = h1 + A2v
ha1 = ha + Av

Como v €< P > entonces v = 0; aplicando (10) a cada polinomio, tenemos que
h11 = h1 = g1 y ho1 = ho = g2 ademaés, al multiplicar estos polinomios obtenemos:
hi1hor = hihg 4+ Ahiv + Aohov + A Aov?
= hiha + (A1h1 + A2ho) v + A o0

= hihg +v+ )\1)\21)2,

puesto que Ajh; + Aghe = 1y, usando (12) en la ultima igualdad se obtiene que
hitho1 = f + M A2v?, de ahi que, f — hi1hor = —A1\2v?, de manera que:

f=hithy (méd v?).! (13)

Como (g1,92) = 1, h11 = g1 v ho1 = go, se sigue del Lema 3.2 que hi; y hoj son
coprimos, es decir existen A1, Ag1 tales que Aj1hi1 + A21he; = 1. Por (13) tenemos
que f = hiihoy +k1v? para algn ki € Zys[], entonces repitiendo el proceso t veces
definiendo en cada paso a los polinomios:

hie = hig—1 + Aoyt ke_qv*)

hat = har—1 + Ag—1ke—10?Y

donde hiyy = g1, har = g2, Mu—1h1i—1+Aat—1ho—1 = 1y f = hy—1hor—1+ki—1v*ED.
Es facil ver que para t = s al multiplicar los polinomios definidos arriba se tiene:

f = hishos  (méd v**).

!Usamos la notacion de congruencia modular ya que v2|f — hi1ho1.
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Observe que v = (kp)** = k2p°p* = 0, es decir, f = hishas (méd 7°), en otras
palabras, f — hishas = 0 y, por lo tanto, f = hishos. Finalmente, renombrando

fi = h1s ¥ fo = has tenemos que: f = fifo, i = g1, o =92y (f1,f2) =1, con lo
cual queda demostrado el lema. O

A continuacién mostraremos un resultado que nos sera muy tutil en la generali-
zacion del Lema 3.3.

Lema 3.4. Sea R un anillo euclidiano y sean p1,po, . ..,p, € R coprimos por pares.
Entonces, si > 3 se tiene que (H:;ll pi,p,,) =1.

Demostracion. Haremos induccion sobre r. Supongamos que r = 3. Sean p1, p2, ps €
R tales que (p;,pj) = 1 parai # j coni,j € {1,2,3} entonces, por la Definicion 3.1,
tenemos que existen aj, ag,bi, b € R tales que aip; + aops = 1y bipe + bops = 1.
Multipicando estas igualdades tenemos:

1 = (a1p1 + a2p3)(bip2 + baps)
= a1bip1p2 + a1bop1ps + asbipaps + azbops
= (a1b1) p1p2 + (a1bap1 + azbips + az2baps) p3
= A\1p1p2 + A2ps3

donde A1 = a1by, \a = a1bapy + azbipa + azbaps € R, por lo tanto, (pip2,p3) = 1.
Supongase que este resultado se cumple para r, veamos que es valido para r+1. Sean

P1,D2, - Dr,Pry1 € R tales que (p;,pj) = 1 para i # j con4,j € {1,2,...,r+ 1},
en particular tenemos que (p,,pr4+1) = 1y, por la hipotesis inductiva, tenemos que
(H:;ll pi,er) = 1 asi, por la Definicion 3.1 se tiene que existen c1,co,d1,d2 € R
tales que:

cpr + copri1 =1,
dipip2 - - - pr—1 + dopry1 =1,

multiplicando las igualdades obtenemos:

r—1 r—1

1= cidy [ pipr + c1doprpria + cody [ pipraa + cadopi
i=1 i=1

r r—1
= (erdy) [ i + <C1d2pr + cody [ pi + 62d2pr+1> Pr1
i=1 i=1

,
=M H Pi t+ H2Pri1
i=1

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 2, paginas 53-81



70 Angel Raul Garcia Ramirez, Carlos Alberto Lopez Andrade

donde 1 = c1dy, pig = crdop,y+cody [[i2] pi+codopr+1 € R, de ahi que, pg [[iey pit
papr+1 = 1, por lo tanto, ([[i—; pi, Pr+1) = 1, lo cual queriamos demostrar. O

Ahora demostraremos uno de los resultados més importantes de este trabajo, el
famoso Lema de Hensel.

Lema 3.5 (Lema de Hensel). Sea f un polinomio mdnico en Zys|x] y supdngase
que f = gig2---gr € Fplx] donde g1,92,...,g- son polinomios mdnicos y copri-
mos por pares sobre IF,,. Entonces ewisten polinomios monicos y coprimos por pares
fis fa,. .., fr sobre Zys tales que:

i) f=fifar - fr € Lps[x]
ii) f; = g; para cada i € {1,2,... 7}

Demostracion. Haremos induccién sobre el nimero de factores, r. Para el caso
r = 2, ver la demostracién del Lema 3.3. Ahora, supongase que el resultado es
valido para r — 1 factores y veamos que es valido para r factores. Sea f € Zps|x]
un polinomio ménico tal que f = ¢1¢2--- g, donde g1, ¢go, ..., g, son polinomios
monicos y coprimos por pares sobre F,. Denotemos por h = gi1g2---g,—1, es cla-
ro que, h € Fy[z] y f = hg,. Por el Lema 3.4, tenemos que (h,g,) = 1 ademas,
por el Lema 3.3, tenemos que existen E, fr € Zys[z] polinomios moénicos coprimos
tales que f = ?Lf,«, donde h = h y f,. = gr. Pero h=h= H:;ll gi, por la hi-
potesis inductiva existen fi, fa..., fr—1 € Zys[z] polinomios moénicos coprimos por
pares tales que h = fifor- friy fi = giconi € (1,2,...,7 — 1), de ahi que,
f="fifer - fro1fr € Zps[x] y f; = gi para cada i € {1,2,...,7}, con lo cual queda
demostrado el lema de Hensel. O

Concluimos esta secciéon mencionando que el lector interesado puede consultar
el libro de McDonald ([12]) para revisar el Lema de Hensel en su version general
sobre anillos conmutativos finitos locales y los articulos [3| y [13] para ver un par
de aplicaciones del Lema de Hensel sobre la clase de anillos conmutativos finitos de
cadena.

4 Polinomios Basicos irreducibles y el levantamiento de
Hensel

A continuacién, se demostrard un teorema de factorizacion “tnica” para polinomios
con coeficientes en el anillo Zps.

Teorema 4.1. Sea f un polinomio mdonico en Zys[x] con grad(f) > 1 . Entonces:
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i) f puede ser factorizado de la manera siguiente:

f=nhf2Fr
donde f1, fo,..., fr son polinomios mdnicos, primarios y coprimos por pares
en Zps[z], mds ain, para cada i € {1,2,...,7}, f; es una potencia de algin

polinomio monico irreducible en Fp[x].
i1) Esta factorizacion es unica salvo el orden.

Demostracion. Sea f € Zps[z] entonces f € Fp[x], como Fplz] es un dominio de
factorizacion tnica existen gi,go,...,9r € Fp[z] polinomios moénicos irreducibles
coprimos por parejas tales que

f=g952 g, (14)

para algunos ej,eo,...,e. € N, por el Lema 3.4 tenemos que si i # j entonces
(gfi,g;j> =1parai,j€{1,2,...,r}, ademas, debido al Lema de Hensel, tenemos
que existen polinomios moénicos, coprimos por pares fi, fa, ..., fr € Zps[x] tales que
f=fiforfry fi=g{ paracadai € {1,2,...7}, y por el Lema 2.16 se sigue que
para cada ¢, f; es un polinomio primario en Zys[x], con lo cual queda demostrada
la primera afirmaciéon. Ahora bien, supéngase que:

fife- - fr ="hiho---hy (15)

son dos factorizaciones de f como producto de polinomios primarios, moénicos co-
primos por pares en Zys[z]. Se sigue de (15) que fifz---f, € (h;) para cada
i€ {1,2,...,t} y como (h;) es un ideal primario, existen k; € Z con 1 < k; < r
y n; € N tales que f;' € (h;). Veamos que k; es tnico para cada i € {1,2,...,t}.
Sean k] # k; y n} € N tales que f:ﬁ, i € (hi), es claro que (fk;, f,ﬂ) = 1 entonces

’ i 1
existen a, b € Zps[z] tales que afy, +bf, = 1, como 17T~ = (afki + bfk<)n s

tenemos que:

n;+n’—1
i i (nZ +n; —

J ’ :

J=0

. . . n'
al desarrollar la sumatoria siempre tendremos presentes a los factores f;" y T
g 7

los cuales son elementos del ideal (h;), entonces 1 € (h;) lo cual es una contra-
diccion pues h; es primario, por lo tanto k; = kj. De manera similar, para cada
Jj € {1,2...,r} existe un tnico l; con I; € {1,2,...,t} tal que h;?j € (fj), asi,
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para cada k; € {1,2,...,7} tenemos que hZ_Lj = cfj. Si j = k; entonces h;:iki =cfy,
asf h?::”ni = c"ifpt € (hi), es decir, hlrz;”ni € (hi) luego existe un A € Zys[z] tal
que h;:kzm = MAh;, aplicando el epimorfismo (10) tenemos que E;:kini = \h;, en

otras palabras, E?Zklm € (h;). Asi tenemos que ly, = i para cada i € {1,2,...7}
pues de lo contrario dado ly, existirfan jo,ip distintos tales que jo = I, = ip pero
(hjos hig) = hj, # 1 en contradiccion con el Lema 3.2. Usando lo anterior, definimos
las siguiente funciones:

(1,2,....ty — {1,2,....7}

{1,2,...,r} — {1,2,...,t}
j — lj
las cuales son inyectivas, de ahi que r < ¢ y también t < r asi, r = t y re-
enumerando k; = 4 para cada i € {1,2,...,7} tenemos que l; = k; = i entonces

[ € (hi) y h]" € (fi). Si j # 1 tenemos que (fi, f;) = 1 entonces (Tl,fj) =1,
luego fofs - f, v f1 son coprimos y por el Lema 3.4 (fofz--- fr, fi"*) = 1. Como
it € (h1) existe algun ¢ € Zys[x] tal que f{"* = chi. Veamos que el producto
fafs -+ fr y h1 son coprimos. Dado que (fa, f3--- fr, f1'') = 1 existen «, 8 € Zps[z]
tales que 1 = afofs - fr + Bf{" = afafs - fr + B(ch1), sea v = ¢f entonces

afofs- fr+vh1 =1, (16)

de ahi que, (fafs -+ fr, h1) = 1. Multiplicando (16) por f; se obtiene que afy fo - - - fr+
vhifi = fi, es decir, ahihy---hy + vh1fi = fi1, usando (15), entonces f; =
hi (ahghs - -+ h, + v f1), por lo anterior, se tiene que h; divide a f;. Procediendo de
manera similar con h{"!, se establece que f; divide a hy y como (f1,h1) = 1 se sigue
que f1 = hp, andlogamente se concluye que f; = h; para toda i € {1,2,...,r}. O
Definicién 4.2. Sea f(x) un polinomio moénico de grado m > 1 en Zys[z]. Si f(z) €
F,lz] es irreducible (o primitivo), diremos que f(z) es un polinomio ménico
basico irreducible(o moénico basico primitivo) en Zys[z].

Los siguientes lemas, serdn de suma importancia en la demostraciéon de los
resultados mas relevantes de esta seccion.

Lema 4.3. 5i F, es un campo finito con q elementos, entonces todo polinomio
irreducible h(x) € Fy[z] de grado m divide a 29" — .
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Demostracion. Como h(z) es irreducible con grad (h) = m, entonces el conjunto:

F
F = i = {[7(@)] = £0) + (o) f(2) € Fyle])
es un campo finito con ¢ elementos y por [8, Lemma 2.3] se tiene que, [z] € F
implica que [z]9" = [z], entonces [0] = []?" — [z] = [¢?" — ], es decir, 27" —x €
(h(z)), por lo tanto, h(z)|z?" — z. O

Lema 4.4. Sea f un polinomio no nulo de grado positivo sobre un campo finito .
Si (f, f') = 1 entonces f no tiene factores maiiltiples.

Demostracion. Suponga que f tiene al menos un factor miltiple, digamos g con
grad(g) > 1, es decir, f = g>h para algtn h € F[z]. Entonces f' = 2gg’h + h'g?
factorizando a g tenemos que f' = g (2¢’h + h'g), de manera que, g divide a fy f’.
Sea d = (f, ') entonces g|d, de ahi que, d # 1. O

Lema 4.5. Sean F un campo con caracteristica p, i.e., Car (F) =p yn € N. Si
ptn entonces el polinomio x™ — 1 € Fy[x] no tiene raices maltiples.

Demostracion. Sea r una raiz multiple de h(z) = 2™ —1 en Fp[z]. Es claro que r # 0
v, por [8, Theorem 1.68], también es raiz de h'(z) = na" . Entonces nr"~! = 0,
esto es, (nr)r"~2 = 0 pero F, es un dominio entero y r # 0, de ahi que, nr = 0,
por lo tanto, p|n. O

Teorema 4.6. Para cualquier entero m > 1 ewxiste un polinomio mdnico bdsico
irreducible de grado m sobre Zys el cual divide a xP" 1 — 1 en Zps[z].

Demostracion. Sea F), un campo finito con p elementos. En [8, Corollary 2.11| se
muestra que para m > 1 existe fo(z) un polinomio irreducible de grado m sobre
Fp. Si fo(z) = ama™ + am_12™" 1 4+ -+ + a1 + ap entonces fi(z) = a;,! fo(x)
es un polinomio moénico irreducible de grado m en F,[x]. Por el Lema 4.3, fi(x)
divide a 2" — x en Fy[z]. Como fi(z) es irreducible y 2" — 2z = z (;Upm_l - 1)
entonces fi(z)|z 6 fi(z)|zP"~1 — 1. Supongamos que m = 1 y sea f(z) =z —1 €
Zys[7] tal que f(z) = fi(z) entonces fi(x)] (:L‘pm_l - 1) en Fplz] ya que f(z) =
fi(z) =z —1, asf que f(z) =z — 1 en Fp[z] es un polinomio moénico e irreducible
tal que f(x)] (xpm_l - 1) en Zys[z], como deseabamos. Por otro lado, si m > 1
entonces fi(x) no puede dividir a  entonces fi(z) divide a 2P"~1 — 1 en Fp[].
Asi, existe g1(z) € Fplz] tal que 27" =1 — 1 = f1(z)g1(x), observe que la derivada
de 2P ~! — 1 es el polinomio p™aP" =2 — 2P 2 y como Car (F) = p entonces
pMmaP" T2 — gP" =2 = —zP" =2 Ahora bien, si consideramos los polinomios A\; = —1
v A2 = —x se sigue que A\; (:vpm*1 - 1) + Ao (—:Upmfz) =Pl 1 4P =1

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 2, paginas 53-81



74 Angel Raul Garcia Ramirez, Carlos Alberto Lopez Andrade

asi, por la Definicién 3.1 y el Lema 4.4, " ~! — 1 no tiene factores multiples.
Supongamos que (f1(z),g1(x)) = d(z) y grad(d) > 1 entonces fi(x) = ki(z)d(z) y
g1(z) = kao(z)d(z) para algunos ki (z), k2(z) € Fp[z], entonces como 2P ~1 — 1 =
fi(x)g1(x) = ki (z)ka(x) (d(x))?, tenemos que, 27"~ — 1 tiene a d(z) como factor
multiple, lo cual es una contradiccion, por consiguiente, (f1(x),g1(z)) = d(x) con
grad(d) = 1 pero fi(z) es monico, de ahi que, (fi(x),g1(z)) = 1, entonces por
el Lema de Hensel existen polinomios moénicos y coprimos fa(z) y g2(z) en Zys|[x]
tales que 22" "1 — 1 = fo(z)ga(z) en Zps[z] con fo(z) = fi(z) y G2(z) = g1(x).
Si escogemos f(x) = fa(x) se satisface que f(z) = fi(z) un polinomio monico e
irreducible en F,[z] y por la Definicion 4.2 f(z) es un polinomio moénico bésico
irreducible con grad(f) = grad(fi) = m y que divide a 2P"~! — 1 en Z,s como
queriamos demostrar. O

Definicion 4.7. Sea g(x) un polinomio ménico sobre Fj,. Un polinomio ménico
f(z) en Zys[z] con f(z) = g(x) es llamado un Levantamiento de Hensel para
g(zx) siy solo si existe n € N tal que si p { n entonces f(x)| (2" — 1) en Zps[z].

En el Teorema 4.6, tenemos que f(z) = fi(x) y si p|p™ — 1 entonces existird un
k € N tal que p™ — 1 = kp entonces p™ — kp = 1, en otras palabras, (p,p") =1 lo
cual es absurdo, asi existe n =p™ —1 € Ntal que pfny f(z)| (2" — 1) en Zys|[x].
por lo tanto, f(z) es el levantamiento de Hensel de fi(x).

Sin embargo, no todo polinomio moénico bésico irreducible es un levantamiento
de Hensel. Por ejemplo, para el polinomio = + 2 € Z4[z] se tiene z + 2 = = € Fa[x].
Veamos que x + 2 no es un levantamiento de Hensel para x. Sea n € N, si 2t n
entonces existe k € N tal que n = 2k+1, como 221 —1 = (2% — 222 1) (2 +2) -1
tenemos que el residuo de la division de z2*T1—1 por z+2 es —1, esto es, 22+l — 1 =
—1 (méd z + 2), por lo tanto, x + 2t 2™ — 1, lo cual contradice la Definicion 4.7.

Teorema 4.8. Sea s € N. Un polinomio mdnico g(z) € Fplz] tiene un levanta-
miento de Hensel f(x) € Zys siy sélo st g(x) no tiene raices maltiples y = 1 g(x)
en Fplz].

Demostracion. Supongase que f(z) es un levantamiento de Hensel para g(x) sobre
Zps, entonces f(z) = g(z) y existe n € N tal que pfn y f(z)|z™ — 1, asi, tenemos
que, 2" — 1 = f(z)h(x) para algan h(z) € F,[z] entonces

2" —1=2"—1= f(x)h(x) = g(x)h(x). (17)
Como p { n, 2™ — 1 no tiene raices multiples en Fp[z], por el Lema 4.5, y de

(17) se sigue que g(x) no tiene raices multiples pues de tenerlas entonces serian
tambien raices de z™ — 1, lo cual no puede ocurrir. Méas atn, si z|g(x) tenemos que
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x|z™ — 1, por (17), es decir, 0 es raiz de 2™ — 1 lo cual tampoco puede ocurrir. Por
lo tanto, = { g(x). Reciprocamente, supongamos que g(z) no tiene raices multiples
y que z { g(x) en Fp[z], entonces ¢g(0) # 0. Por |8, Lemma 3.1], existe n € N tal
que g(x)z" — 1 con n < p9r*9)—1 Tenemos que (n,p) = 1 o bien p|n, entonces
existen m € Ny e € NU{0} con (m,p) = 1 tales que n = mp®. Como p](p;) para
ie{1,2,...,p° =1} y Car(F,) = p entonces (p:) =0paraie {1,2,...,p° =1} en
F,, aplicando el teorema del binomio para a,b € [, se tiene que:

.P
(a+0b)? :Z

. €
Por lo anterior, ()P

D41)P" = (2™ =1)P" +1, ie., (2™)P° = (2™ —1)P"
1, de ahi que, (™ — 1 (x™)P° —1 = 2™ —1 =2" — 1. Como g(z)| (2" —
entonces g(z)h(x) = (™ —1)P" para algin h(z) € Fplz] y grad(g) + grad (h)
n =mp® > 1. Si grad (g) = 1 entonces g(x) = x — 1, ya que g(x) es monico y 1 es
raiz comin de g(x) y 2" —1, ademéas = — 1|2 — 1, por consiguiente, g(z)|z"™ —1. Por
otro lado, como g(z)h(z) = (z™ — 1) (#™ — 1)P "' y g(x) no tiene raices miltiples,
si grad(g) =1 > 1 entonces g(x)|z™ — 1, ya que de lo contrario, tendria a 1 como
raiz multiple. En ambos casos tenemos que existe m € N tal que p{n y g(x)|z™ —1
en Fp[z], es decir, existe go(z) € Fplz] de tal manera que 2™ — 1 = g(z)go(z) y
como p t m, ™ — 1 no tiene factores multiples, asi (g(x), go(x)) = 1 en Fplx], por
el Lema de Hensel, existen f(z), fo(z) € Zps[x] polinomios ménicos, coprimos entre
si tales que

e+

a™ — 1= f(z)fo(z) (18)
en Zys[z] con f(z) = g(x) y folx) = go(z). Por (18) se deduce que f(z)[z™ — 1 en
Zps|x] con p{m, por lo tanto, f es el levantamiento de Hensel de g(z). O

Este teorema y el siguiente lema son fundamentales en la demostraciéon de la
unicidad del levantamiento de Hensel.

Lema 4.9. Sean m,n € N. 2™ — 1|2" — 1 si y sélo si m|n.

Demostracion. Por el algoritmo de la divisién, existen s,r € Z tales que n = sm—+r
con 0 < r < m. Es faéil verificar, mediante la division larga de ™ — 1 por ™ — 1,
que:

2" 1= (x(s—l)m—l—r +ops=2mtr ¢ :L‘T) (z™ — 1) +2" —1,
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dado que n = sm+r con grad(z” —1) < grad(z™ — 1), por consiguiente, 2" — 1 =
2" —1 (méd ™ — 1). Si m|n entonces r = 0, luego, " — 1 = 0 y de lo anterior se
sigue que " — 1|z™ — 1. Por otro lado, si 2™ — 1|2™ — 1 tenemos que 2" — 1 = 0,
es decir, " = 1 entonces r = 0, por lo tanto. m|n, como queriamos demostrar. [

Teorema 4.10. Sea s € N y g(x) un polinomio mdnico en Fp[z] sin raices miltiples
tal que x 1 g(x) en Fplz]. Entonces g(x) tiene un inico levantamiento de Hensel en
Zipys [x] .

P

Demostracion. Por el Teorema 4.8, g(z) tiene un levantemiento de Hensel en Zps [x],
asi que solo probaremos la unicidad. Sean f()(z) y ) (z) dos levantamientos de
Hensel de g(z) en Zjys[x] entonces

i) £y f® son polinomios moénicos.

i) 70 (x) = g(z) = @ (a).

iit) Existen n1,ny € N tales que p{ny,pfng con f(z)|z™ -1y f@(z)|z" -1
en Zys|[z].

De ii) y iii) se sigue que g(z)|z™ —1y g(z)|z™ —1 en Fp[z]. Asi, tenemos dos casos:
ny = ng y n1 # ng . Supdngase que n = n; = ng, como Fp[z] es un dominio de
factorizacion inica tenemos que existen hy(x), ho(x), ..., h.(x) polinomios moénicos
e irreducibles en Fp[z] y e1,€e2. .., e, € N tales que 2™ —1 = h{' (z)h5?*(x) - - - hir ().
Sea g;(z) = h*(z) para cada i € {1,2,...,r} entonces

" —1=gi1(z)g2(z) - gr() (19)

en Fp[z] con (g;,9;) = 1 para cada i # j, luego, por el Lema de Hensel, existen
fi(@), fa(x), ..., fr(z) € Zps[z] tales que 2" —1 = fi(z) fa(2) - - fr(2) en Zps[z] con
fi(x) monico, (fi(z), fj(x)) =1sii#j,y fi(x) = gi(z) = hi(x)® € Fp[z] para cada
i€ {1,2,...,r}. Por el Lema 2.16, f; es un polinomio primario sobre Zys[z] para
cada i. Como g(z)|z"™ —1, (gi(z), g;(x)) = 1si i # jy por (19) tenemos que g(x) =
g1(z)ga(x) - - - g(z) para algin 1 < ¢t < r, salvo el orden de g1(z), g2(x), ..., gr(x)
en (19). Finalmente, nombrando a f(x) = fi(x)fa(z)--- fi(x), f(x) es el anico
polinomio tal que f(z) = fM(z) = f@(z) = g(z) y f(x)|z™ — 1, por el Teorema
4.1, en otras palabras, f(l)(a:) = 5@ (x). Por otro lado, si ny # na, sea n = [n1,n2)?,
entonces ni|n y ng|n, de ahi que, existen k1, k2 € N tales que n = kyny y n = kana.
Nuevamente ocurre que (p,k1) = 1 0 k1 = kp®y (p,ka) = 1 0 ko = k'p¢ con
(p,k) = (p, k') = 1y e e € N. Sea t = kk'nins entonces p { t pero ni|t y nalt

2FE]l minimo comun maltiplo de n; y no
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entonces z™ — 1|zt — 1 y 2" — 1|z' — 1 en Zp:[z], por el Lema 4.9, y por el
primer caso, debemos concluir que f)(z) = f?)(z). Esto prueba la unicidad del
levantamiento de Hensel. O

Algoritmo 1 Hensel’s Step [15, Algorithm 15.10]

Entrada: p un nimero primo, polinomios f € Zy[z] y g,h,s,t € F,[z] tales
que: f = gh, g,h monicos, grad(f) = grad(g) + grad(h), grad(t) < grad(g),
grad(s) < grad(h) y sg+th =1 en Fp[z].

Salida: Polinomios g*, h*,s*,t* € Z,2[z] tales que: f = g*h

gt=g,h*=h,s*=sytr=t.

Calcule el polinomio e = f — gh en Z,2.

Hallar polinomios ¢, € Z,[z] tales que se = gh + 7.

Defina los polinomios go = g(¢ + 1) +te, ho = h+r y u = sgo + thg — 1.

Hallar polinomios v.w € Z,2[z] tales que: su = vho + w.

Obtener g* = gg, h* = hy, s* =s—w y t* =t(1 —u) — vgo.

* con g*, h* moénicos,

EANE R >

En el siguiente ejemplo aplicamos el Algoritmo 1 para factorizar el polinomio
dado.

Ejemplo 4.11. Factorizar el polinomio f = 23 + 4z + 8 € Zg2[x].

Es claro que f = 23 + 2+ 2 € F3 [z] y ademas 2 es una raiz de f, entonces z — 2
divide a f en F3[x], realizando la divisién se obtiene que f = (x — 2)(2? + 2z + 2),
de ahi que, g = 2 — 2y h = 22 + 22+ 2. Aplicando el algoritmo de Euclides se tiene
que

2z +2)(x —2)+ (1)(2® + 2z +2) =1

asi s = 2z +2 y t = 1. Calculamos en Zg[z] el polinomio e = f — gh = 2% + 42 +
8— (:1:3 — 2z —4) = 6z + 3. Entonces se = 322 + 6y, al dividir por h se obtiene que

se:3($2+x+2> — 6z,
de ahi, se sigue que ¢ = 3 y r = —6x € Zyg. Luego se calculan los polinomios
go = —5y hyg = 22— 4z +2 y definimos u = sgg+thg— 1 = 322 — 3z. Nuevamente
al dividir su por hg tenemos que

su = (6x 4 6)(z? — 4z + 2) + (62 — 3)

Finalmente, se concluye que v = 6x + 6 y w = 6x — 3. Realizando los tltimos
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calculos se obtiene que

g-=x-5 g-=x—2

h* =22 -4z +2 hW=x?—zx+2=2+22+2
s* = —4x+5 sf=—r+2 =2x+2

t* =4 t* =1

Ademas,

s*g* +t°h* = (—4x +5)(x — 5) + (4)(2® — 4z + 2)
= 42?4+ T — T+ 42> — Tz +8
-1

como esperabamos.

Algoritmo 2 Método de Graeffe |16, Theorem 13.12]

Entrada: Un polinomio fa(z) € Falz] de grado n sin raices multiples y tal que
f2(0) # 0.
Salida: Un polinomio f(z) el levantamiento de Hensel de fa(x).
1: Escriba fa(x) = e(x) — d(x) donde e(x) soélo contiene términos de fo con expo-
nenete par y d(z) con los de exponenete impar.
2: Calcule en Z4[z] el polinomio

f(2?) = {"‘ [(6(5’5))2 - (d(w))z} si grad(e) > grad(d)
- [(6(95))2 - (d(l‘))ﬂ si grad(e) < grad(d)

3: Cambie 22 por = en f(z?).

En los siguientes dos ejemplos se emplea el Algoritmo 2 para realizar el levan-
tamiento de Hensel del polinomio dado.

Ejemplo 4.12. Calcular el levantamiento de Hensel para el polinomio fa(x) =
23+ 2+ 1 € Fy[x]. Obsérvese que e(x) = 1y d(x) = 23 + = entonces tenemos que
grad(d) > grad(e), asi

f@?) == [(1)? = (s +2)]
= — {—x6—2x4—x2+1}
=28+ 22 + 2% — 1.
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Luego, haciendo el cambio de z2 por = en f(z?) tenemos que f(z) = 23 +22?+x—1.
Veamos que es el levantamiento de Hensel de fo.

f@)=a3+222+z—- 1=+ —-1=2"+2+1= foz).
Ademas, se tiene tras hacer la division larga que
34202 42 —1=0 (médz” —1)
como queriamos probar.

Ejemplo 4.13. Calcular el levantamiento de Hensel para go (1) = z*+23+22+2+1.
Tenemos pues que e(z) = z*+22+1y d(z) = 23+ asi grad(e) > grad(d) entonces

g(z?) = {(x4+a:2+1>2— (3334-95)2}
= {x8—|—2x6—|—x4+2x4+2x2+1—x6—2:164—:52]
=24+t +22 41

de ahi que g(v) = 2* + 23 + 22 + = + 1. Tenemos que

)=+ B3+ 22 v+ l=a+23 422 +2+1=gy(x)
Ademas, se tiene tras hacer la division larga que
42+ e+ 1=0 (méd 2 —1)

por lo tanto, g es el levantamiento de Hensel de gs.

Concluimos esta seccion invitando al lector interesado a consultar el articulo
[13, Definicion 3.4]) para ver una aplicacion del Levantamiento de Hensel sobre la
clase de anillos conmutativos finitos de cadena.
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Capitulo 3

Una variacion del contenido fuerte entre formaciones
localmente definidas

Ismael Gutiérrez Garcia, Anselmo Torresblanca Badillo

Departamento de Matematicas, Universidad del Norte

Resumen

En este capitulo presentamos inicialmente una recopilaciéon de resultados sobre
clases de grupos finitos solubles, en particular las formaciones, e introducimos
la relacién de contenido fuerte entre formaciones. Esta define un orden parcial
sobre la clase de todas las formaciones de grupos finitos solubles. Finalmente
se introduce una variaciéon de esta relaciéon y establecemos condiciones sobre
la formacion localmente definida $), que contiene G-fuertemente a la formaciéon
§ = NX, donde N denota la clase de todos los grupos nilpotentes finitos y X es
una formacion local cualquiera.

1 Introduccién

El estudio de los grupos finitos solubles ha ocupado un lugar preponderante en el
avance de esta parte del algebra. Uno de los temas mas investigado es el de las clases
de grupos y esto ha permitido la generalizacion de resultados importantes como los
teoremas de Sylow y la factorizacion de grupos, entre otros, [1], [4], [6], [11], [13].

En este capitulo nos ocuparemos de presentar algunos resultados conocidos sobre
clases de grupos finitos solubles y un resultado reciente sobre la relacién de contenido
fuerte entre formaciones localmente definidas o saturadas, ver Teorema 6.8. Cabe
resaltar que el Teorema 6.8 es un resultado novedoso y se presenta por primera vez
a través de este capitulo. La notaciéon usada en este capitulo es la estandar, para
ello puede consultarse [1] o [4].

En el universo soluble, los conceptos de formacién localmente definida y for-
macién saturada son equivalentes. Este hecho fué demostrado por U. Lubeseder,
bajo la orientacion de W. Gaschiitz, [7]. Posteriormente P. Schmid demostré que la
condicion de solubilidad en los grupos no era necesaria [12].

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: FEn la seccién 2 introduci-
remos los conceptos de grupos solubles, supersolubles y nilpotentes. En la seccién
3 introduciremos los conceptos de clases de grupos, el producto de clases de grupos
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y operadores clausura. Mostraremos que el producto de clases de grupo no siem-
pre es asociativo y conmutativo y probaremos ademés las condiciones necesarias
para que el producto de clases de grupos sea asociativo. Tambien en esta seccién
enumeramos los distintos operadores clausura que utilizaremos con més frecuen-
cia a lo largo del capitulo. En la seccién 4 inicialmente daremos los conceptos de
formacion, formaciéon saturada, subgrupo X-méaximo, X-proyector, y X-residuo de
un grupo. Al final de esta seccion se definen los conceptos de formacion producto
de clases de grupos, funcién formaciéon, formacion local y definicién canédnica local.
En la seccion 5 introduciremos el concepto de contenido fuerte entre formaciones
saturadas y mostraremos que este concepto define un orden parcial sobre la clase
de las formaciones saturadas. Posteriormente mostraremos algunos resultados que
seran cruciales para la seccién siguiente. En la seccién 6 intoduciremos una varia-
cion del concepto de contenido fuerte la cual llamaremos G-contenido fuerte entre
formaciones locales y la denotaremos <.

El contenido fuerte entre formaciones localmente definidas fue introducido por E.
Cline [2]. Este trabajo fue extendido por P. D’Arcy [3] y posteriormente se introdujo
una variacion del concepto por I. Gutiérrez en [8] y [9]. Uno de los resultados
centrales de este capitulo y que trataremos en la secciéon 6, consiste en determinar
la formacion local $) que contiene G-fuertemente a la formaciéon § = 9%, donde N
es la clase de todos los grupos nilpotentes finitos y X es cualquier formacién local.

2 Grupos solubles, supersolubles y nilpotentes

Definicién 2.1. Sean G un grupo, M C Gy U < G.

(a) Una cadena o una serie € de G es cualquier sucesion finita de subgrupos de
G, totalmente ordenada por inclusion, cuyo primer elemento es (1) y cuyo
elemento final es G. Esto es

© 1H=U0,CU,C...CU,=0G.
(1) denota un grupo trivial multiplicativo con un so6lo elemento.

(b) La cadena € se denomina subnormal si para todo i € {0,...,n— 1} se verifica
que U; < U;4q. Si ademés para todo i € {0,...,n— 1} se verifica que U; <G,
entonces decimos que € es una cadena normal de G y los grupos cocientes
Ui/Ui+1 se denominan factores de la serie.

(c) Sien la serie normal anterior, cada grupo cociente U;/U;11 esta contenido en
Z(G/Ut1), la serie se llama central. Cada factor de la serie se llama central.
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(d) Una cadena normal de G, digamos (C), se denomina una serie principal
de G, si para todo i € {1,...,n — 1} se verifica que U;;+1/U; es un subgrupo
normal minimo de G/U;. Los grupos cocientes U, 11/U; se denominan factores
principales de G. Se dice que un factor principal H/K de G es central en
G,si H/K < Z(G/K).

Definicién 2.2. Sean G un grupo, t CPy «' =P\ 7.

(a) Diremos que G es un 7w-grupo si y solo si 0(G) C m, donde o(G) denota el
conjunto de todos los divisores primos de |G]|.

(b) Definimos el subgrupo O (G) de la siguiente manera:

Ox(G) := (N | N <G, N es un mw-grupo).

(¢) G se llama m-soluble si se verifican:

S1) Cada factor principal de G o es un m-grupo o un 7’'-grupo,
g g Yy

(S2) Los m-factores principales de G son abelianos.

(d) Llamamos a H < G un m-subgrupo de Hall de G si todos los divisores primos
de |H| pertenecen a 7 y los divisores primos de [G : H| pertenecen a 7. El
conjunto de los m-subgrupos de Hall de G se notara con Hall;(G).

Definicién 2.3. Un grupo finito G es soluble si y solo si G es w-soluble para m = P.
Es decir, cada factor principal de G es abeliano.

Ejemplo 2.4. (a) Todo grupo abeliano es soluble.

(b) Los grupos simétricos Sym(3) y Sym(4), y los grupos alternantes Alt(3) y
Alt(4), son solubles. Para verificarlo basta exhibir las series normales

(1) < Alt(3) < Sym(3)
(1) < ((12)(34), (13)(24)) < Alt(4) < Sym(4),

cuyos factores son abelianos.
(¢) Para n > 5 los grupos Sym(n) y Alt(n) no son solubles.
(d) Sip € P, entonces todo p-grupo finito es soluble.

Teorema 2.5 ([5] (5.1.2)). El producto de dos subgrupos solubles normales de un
grupo es soluble.
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Definiciéon 2.6. Un grupo finito G se denomina supersoluble si admite una serie
normal, digamos

W) =UyCU, C...CU, =G.
donde cada factor U;;1/U; es un grupo ciclico.
Ejemplo 2.7. (a) Todo grupo abeliano es supersoluble.

(b) Para el 4-grupo de Klein Vy = {1, g, h, k} se tiene la serie normal
(1) d{g)2Vy
con factores ciclicos.

(¢) Del Ejemplo 2.4 tenemos que el grupo Sym(4) es soluble, sin embargo no es
supersoluble. En efecto, el grupo ((12)(34), (13)(24)) no es ciclico. En forma
similar se tiene que el grupo Alt(4) no es supersoluble.

Teorema 2.8 ([10] (10.5.1), [5] (9.4.5)). Sea G es un grupo finito, U < G y N 4G.
(a) Si G es supersoluble, entonces U y G/N son supersolubles.

(b) Si G/P(G) es supersoluble, entonces G es supersoluble, donde ®(G) denota el
grupo de Frattini de G.

Teorema 2.9 ([4] VII (2,2)). Sea G un grupo finito soluble. Entonces cualquiera
de las dos siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) G es un grupo supersoluble.
(b) Todos los factores principales de G son ciclicos.
(¢) Todo subgrupo mdzimo de G tiene indice primo.

Definiciéon 2.10. Un grupo finito G se denomina nilpotente si admite una serie
central

€ H=UCctC---CU,=@G.
Ejemplo 2.11. (a) Todo grupo abeliano es nilpotente.
(b) Sip € P, entonces todo p-grupo finito es nilpotente.

(c) Dado que el centro de Sym(3) es trivial, se tiene que Sym(3) no es un grupo
nilpotente.

(d) El grupo Sym(4) no es nilpotente.
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3 Clases de grupos y operadores clausura

Asumiremos que el lector estd familiarizado con la notacion y terminologia de la
teoria de grupos finitos. Asumiremos ademés que todos los grupos considerados en
este capitulo son finitos y solubles.

Definicion 3.1. Una clase de grupos X es una clase que satisface las siguientes
propiedades:

(a) X contiene un grupo de orden 1.

(b) Si G € X, entonces cualquier grupo isomorfo a G pertenece a X.

Si G es un grupo, denotaremos por (G) la clase formada por todos los grupos
isomorfos a G. Es decir

(G)=(H | Hesun grupoy H = G).

Sean X y ® dos clases de grupos. Si G € X diremos que G es un X-grupoy si X C D
diremos que X es una subclase de D.
En la siguiente lista se presentan las clases de grupos que mas se citaran a lo
largo del capitulo.
la clase vacia de grupos;
la clase de todos los grupos abelianos;
la clase de todos los grupos nilpotentes;
la clase de todos los grupos supersolubles;
la clase de todos los grupos solubles;
la clase de todos los p-grupos, con p € P;
la clase de todos los m-grupos, con © C P;

la clase de todos los grupos ciclicos;

@GQ“@@@QSQS

la clase de todos los grupos finitos;

3 la clase de todos los grupos simples;
Las siguientes contenciones son inmediatas:
CCACNCUCG.

Si X es una clase de grupos y m C P, denotaremos por X, la clase de todos
los grupos en X cuyos ordenes involucran solamente primos en 7. Si 7 = {p},
escribiremos X, en lugar de Xy;,;. Por lo tanto se tiene en particular que €, = &, es
la clase de todos los p-grupos, y &, es la clase de los grupos solubles cuyos 6rdenes
involucran solamente primos que pertenecen a P\ {p}.
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Definicion 3.2. Si X y ®© son dos clases de grupos, definimos el producto X0 de
la siguiente manera:

GeX®«=3INJIG talque NeX y G/NeD.

Los siguientes dos ejemplos muestran que el producto de clases de grupos no
siempre es conmutativo y asociativo respectivamente.

Observacion 3.3. Consideremos las clases de grupos Sy y G3 y el grupo Sym(3).
Tenemos que Sym(3) posee un subgrupo normal de orden 3 pero no posee subgrupos
normales de orden 2. Por lo tanto tenemos que Sym(3) € 636, y Sym(3) € 626s.
Luego tenemos que 6365 # 6263.

Observacion 3.4. Sea G = Alt(4). Entonces tenemos que el grupo cuatro de Klein
Va={(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

es el tnico subgrupo normal propio de G. Si H = ((12)(34)), entonces H es un
subgrupo de Vj, el cual es ciclico y ademéas |H| = 2, por lo tanto H € €. Ademas
|Va/H| = 2 por lo que V4 /H € €. Esto trae como consecuencia que V; € €€. Dado
que |G/Vy| = 3, se tiene que G/Vj € €, por lo tanto, ya que Vj € €€ se verifica que
G € (Co)e.

Por otra parte, supongamos que G € €(€¢), puesto que (1) I G es el tnico
subgrupo normal y ciclico de G, por definicion G € €(€C) si y sdlosi (1) € €y
G/(1) € €€, lo cual implica que G € €€, y similarmente, esto implica que G € €,
lo cual no es posible. En consecuencia (€€)€ # €(€¢).

Definicién 3.5. (a) Una funcion de clases c, es una funcién que envia clases de
grupos en clases de grupos. c es llamada operador clausura, si para cuales-
quiera X y ® clases de grupos, se cumplen las siguientes condiciones:

(OC1) X CcX (c es expansiva).
(OC2) cX =c(cX) (c es idempotente).
(OC3) Si X C D, entonces cX C c® (c es monodtona).
(b) Una clase de grupos X se llama c-cerrada si X = cX. Es claro que si ¢ es un
operador clausura, de (OC2) se tiene que ¢® es c-cerrado para cualquier clase

de grupo ®. La clase vacia de grupos () es c-cerrada para cualquier operador
clausura c.

(¢) El producto AB de dos funciones de clases se define por composicion asi

AB(X) = A(BX), para toda clase de grupos X.
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Sean G y H dos grupos tales que G C H. En lo sucesivo , G < <H indica que
G es un subgrupo subnormal de H.

La siguiente lista contiene algunos de los operadores clausura de uso mas fre-
cuente. Para una clase de grupos X definimos:

sX = (G| G < H para algin H € X);
QX = (G| 3 H € X y un epimorfismo ¢ : H — G);
snX = (G| G < <H para algtin H € X);

RX=(G|3IN; <G, i=1,...,rcon G/N; € Xy ﬂNi:ﬂ));

i=1
NX=(G|IK; 9<9Gi=1,...,rcon Kiec Xy G=(Ky,..,K));
EsX =(G|IN<IGcon N <P(G)y G/N € X).

Observacién 3.6. Sean X una clase de grupos y G un grupo.

(a) Sila clase X es s-cerrada, entonces, siempre que G € X y N < G, se cumple
que N € X.

(b) Sila clase X es Q-cerrada, entonces, siempre que G € X y N <G, se cumple
que G/N € X.

(c) Sila clase X es s,-cerrada, entonces, siempre que G € X y N <G, se cumple
que N € X.

(d) Sila clase X es Ry,-cerrada, entonces, siempre que N1, No <G con G/N; € X
para i = 1,2 y Ny N Ny = (1), se cumple que G € X.

(e) Sila clase X es Ny-cerrada, entonces, siempre que N1, No I Gy N1, Ny € X
con G = NNy, se cumple que G € X.

(f) Sila clase X es Eg-cerrada, entonces, siempre que G/®(G) € X, se cumple
que G € X.

Lema 3.7 ([4], II, 1.6). Los operadores definidos anteriormente son operadores
clausura.

Ejemplo 3.8. La clase & de los grupos solubles es Q-cerrada. Dado que Q es
expansiva se sigue inmediatamente que & C Q6. Sea G € QG, entonces existe
H € & y un epimorfismo ¢ : H — G.

Sea N = ker(¢) < H, como H es soluble se tiene que N y H/N también lo son.
Por el primer teorema de isomorfismo para grupos se cumple que H/N = G. Asi
que G € 6. Luego se tiene que QG C G y en consecuencia QG = G.
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Lema 3.9 (|4], II, 1.10). Si X, © y B son clases de grupos, entonces cada una de
las siguientes dos condiciones son suficientes para asegurar que X(DB) = (XD)B.

(a) X=NX y ©=QD.
(b) X=X y D =R,D.

Definicién 3.10. Sean A y B operadores clausura, diremos que A esté contenido
en B, que denotaremos con A < B, si AX C BX, para toda clase de grupos X.

Ejemplo 3.11. Consideremos los operadores clausura s, y s. Mostremos que s,, < s.
Sean X una clase de grupos cualquiera y G € s,X. Entonces por definiciéon del
operador s, se tiene que existe H € X tal que G < <H. Luego por la definicion de
grupo subnormal y del operador clausura s se tiene que G < H, y entonces G € sX.
Dado que G fue arbitrario se tiene que s, X C sX y en consecuencia s, < s.

4 Formaciones saturadas o localmente definidas

Definicién 4.1. Una clase de grupos § es llamada formacion, si es Q-cerrada y
Ro-cerrada. Si ademas § es Eg-cerrada, se denomina una formacion saturada.

Ejemplos de formaciones son €, 2, 91, vy &.
Ejemplo 4.2. La clase G es una formacién saturada.

Demostracion. En el Ejemplo 3.8 se probd que la clase de grupos & es Q-cerrada.
Sea G € RyS arbitrario, entonces existen Ny,..., N, <G con (i_; N; = (1) tales
que G/N; € G, y en consecuencia

.
G=G/(1)=G/(\Ni€6.
i=1
Es inmediato que & C RS, por lo tanto, la clase de grupos & es Rg-cerrada. Todo
lo anterior demuestra que & es una formacion.
Mostremos ahora que G es Eg-cerrada. Sea G € EeS arbitrario, entonces existe
N <G con N < ®(G) tal que G/N € 6, y dado que ®(G) es nilpotente, se cumple
que N € &. En consecuencia G € &. Por otra parte, es claro que & C E¢S. Las
dos contenencias anteriores demuestran que S C G&. O

Proposicion 4.3. Sea X una clase de grupos. Son equivalentes:

(1) Rox =X.
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(2) Si Ni,No <G con NN Ny =1y G/N; € X para i = 1,2, entonces G € X.

Demostracion. (1) = (2). Se sigue de la definicion de RoX.

(2) = (1). Supongamos que (2) es valido y que X # RoX. Dado que X C RoX se
tiene que RoX \ X # 0.

Sea A € RgX \ X con orden minimo. Entonces existen Ki,...,K, < A con
Ni—1 Ki = (1) tales que A/K; € X, para ¢ = 1,...,r. Sin perdida de generalidad
supongamos que para todo subconjunto propio £ de {Ki,..., K,} se verifica que
Nkec K # (1). Sir = 1, entonces se tendria K7 = (1) y por lo tanto A € X, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto r > 1

Los subgrupos Nj := ﬂ:;ll K; y Ny := Ni_y K; son subgrupos normales no

triviales de A tal que
-

(Nl ﬂNQ) < ﬂ K, = <1>
=1
Dado que
(A/Nl)/(KZ/Nl) = A/KZ eX, parat=1,...,7r—1,

r—1

() (Ki/N1) = N1/Ny,
i=1
se sigue que A/N; € RoX y ademéas A/N; € X por la eleccion de A.
Similarmente se demuestra que A/Ny € X. Entonces por (2) se tiene que A € X,
lo cual es una contradiccion. Esto demuestra que RgX = X . O

Proposicion 4.4. Sea X una clase de grupos. Son equivalentes:
(1) QX) =X%.
(2) SiGe X yN <G entonces G/N € X.

Demostracion. (1) = (2). Sea G € X y N < G. Entonces tomando el epimorfismo
canonico ¢ : G — G/N se tiene que G/N € QX = X.

(2) = (1). Es inmediato que X C Q(X). Sea H € Q(X) cualquiera. Entonces
existe M € X y un epimorfismo ¢ : M — H. Si tomemos S := ker(¢)) I M se
tiene que M/S € X.

Por otra parte, por el primer Teorema de isomorfismo para grupos se verifica
que H = M/S. Por lo tanto, H € X y asi Q(X) C X. O

Observacion 4.5. Teniendo en cuenta las Proposiciones 4.3 y 4.4 se puede definir
una formacién como una clase de grupos § que satisface las siguientes propiedades:
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(F1) SiGeFy N <G, entonces G/N € §.
(F2) Si N1,N2 <G con NN Ny = (1) y G/N; € § para i = 1,2, entonces G € §.

Proposicion 4.6. Sea § una formacion. Entonces, § es saturada si y sdlo si,
siempre que G/®(G) € § se cumple que G € §.

Demostracion. Supongamos que § es una formacién saturada. Sea G un grupo
cualquiera tal que G/®(G) € §. Entonces, teniendo en cuenta que ®(G) < G,
O(G) < P(G) y G/P(G) € F, se cumple que G € Ea§ = §.

Reciprocamente, sea G un grupo y supongamos que de G/®(G) € § se sigue
siempre que G € §. Dado que § C Eg§, solo restaria probar que E¢§ C §.

Si H € E¢F, entonces existe N I H con N I ®(H) tal que H/N € §. Como
®(H) < H, se tiene que ®(H)/N < H/N. Por lo tanto

H/®(H)= (H/N)/(®(H)/N) € §
v asi H € §. ]

Definicién 4.7. Sea X una clase de grupos. Un subgrupo U de un grupo G es
llamado X-méaximo en G, si se verifican:

(a) UeX
(b) Si U<V <GyVeX entonces U =V.

Ejemplo 4.8. Sean 7 C P, X = &, la clase de los grupos m-solubles y G un grupo
soluble. Sea ademas H € Hall,G cualquiera. Entonces H < G y o(H) C 7. En
consecuencia H € X.

Supongamos que existe F' € X tal que se cumple H < F' < GG. Entonces, dado
que cualesquiera dos m-subgrupo de Hall de G son conjugados, se tiene que H = F',
es decir H = F'. Por lo tanto H es X-méaximo en G.

Entonces, si X = &, se verifica que los subgrupos &,- maximos de un grupo
soluble G son sus m-subgrupos de Hall. Mas atn, si H es un 7-subgrupo de Hall de
Gy K <@, entonces HK/K es un m-subgrupo de Hall de G/K.

Definicion 4.9. Sea X una clase de grupos. Un subgrupo U de un grupo G es
llamado un X-proyector de G si

UK/K es X-maximo en G/K para todo K < G.

Usaremos el simbolo Projy(G) para denotar el conjunto (probablemente vacio) de
todos los X-proyectores de G.
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Ejemplo 4.10. (a) Sea G un grupo finito soluble. Es inmediato que

Projs_(G) = Hall (G) # 0

En particular Projg (G) = Syl,(G), donde Syl,(G) es el conjunto de los
p—subgrupos de Sylow de G.

Sean G un p-grupo no abeliano y 2l la clase de los grupos abelianos finitos.
Entonces Projy (G) = 0. Veamos:

Sea G un grupo tal que |G| = p?% con a € Ny 2 < a. Supongamos que
U € Projy(G). Entonces U es abeliano. Si U = G, entonces se contradice la
hipo6tesis que G es no abeliano, asi que podemos suponer que U < G.

Sea G' = [G,G] <@G. Como G/G’ es abeliano, se tiene entonces que G/G’ € A
y ademas UG’ /G’ es A-méaximo en G /G’, consecuentemente UG’ /G' < G /G,
y por lo tanto UG’ < G. Dado que U es un 2A-proyector de G, se tiene que U
es 2A-méaximo en G, asi que como U < UG’ se concluye que G = UG'.

Sea M < G arbitrario, esto es, M es un subgrupo maximo de G. Entonces dado
que G es nilpotente se tiene que M < G, y como cada factor principal H/K
de G cumple que H/K < Z(G/K), se tiene entonces que G/M es abeliano,
luego para cada z,y € GG se satisface que

por lo tanto como M fue arbitrario se tiene que G’ < ®(G).

Por otra parte, existe S< G tal que U < S. Ademas, se tiene que G' < ®(G) <
S por lo cual se cumple que G = G'U < S, lo cual es una contradiccion. Por
lo tanto se tiene que Projy(G) = 0.

Teorema 4.11. Sean X = QX una clase de grupos y G un grupo finito. Si U €
Projx(G) y N <G, entonces UN/N € Projy(G/N).

Demostracion. Dado que U € Projx(G), se tiene que UM /M es X-maximo en G /M
para todo M < G. Ademas es inmediato que UN/N € X.

Sea L/N <G/N cualquiera. Entonces L <G y asi UL/L es X-méaximo en G/ L.
Usando un Teorema de isomorfismo tenemos

[(UN/N)(L/N)I/(L/N) = (UL/N)/(L/N) = UL/L
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(G/N)/(L/N) = G/L.
Por lo tanto UN/N es un X-proyector de G/N. O

Definicién 4.12. Sea X una clase de grupos no vacia y G un grupo. Definimos y
denotamos el X-residuo de G de la siguiente manera:

GY:=({H<G|G/H € x}.
Consecuentemente G* = (1), si y solo si G € X.

Ejemplo 4.13. El residual abeliano G* de un grupo G esta dado por su subgrupo
derivado, el cual denotaremos por G’. Para demostrarlo, sea N < G cualquiera tal
que G/N € 2. Entonces

G/N es abeliano < (aN)(bN) = (bN)(aN) Va,b € G
S aba 'WIN =N Va,be G
& [a,b] € N Ya,be G
& G' <N Va,beG.

Dado que N fue arbitrario se sigue que G’ € G*. Reciprocamente, dado que G’ IG
y que G/G' es un grupo abeliano, se sigue que G* C G'. Por lo tanto G* = G.

Definicién 4.14. Sean X una clase de grupos y § una formacién. Definimos
XoF:=(G:G%e€X),
y llamaremos X o § la formacién producto de X con §.

Ejemplo 4.15. Supongamos que X = (1) y § = &. Si G € & entonces G¥ € X.
Por lo tanto, para cualquier grupo soluble G, se tiene que G € X 0 .

Lema 4.16 ([4], II, 2.7). Sea § una formacion. Entonces

() €65 = N3

peP
Definicion 4.17. Una funcién f que a cada namero primo p asigna una formaciéon
f(p) se llama funcion formacion. Si f es una funciéon formacion, entonces un factor
principal H/K de un grupo G se llama f-central si, G/Cg(H/K) € f(p), para todo
namero primo p que divide a |H/K]|. El soporte de la funcion formacion f se denota
y define como

Supp(f) :={p € P: f(p) # 0}.
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Ejemplo 4.18. Sea f : P — {Formaciones} una funcion definida por

f(p) =6.

Tenemos entonces que f es una funcion formacion. Ahora, dado G € & cualquiera,
se tiene que dado un factor principal H/K de G se cumple que

G/Ca(H/K) € & = [(p)

para todo p que divide a |H/K]|. Asi que cualquier factor principal H/K de G es
f-central. Es inmediato que

Supp(f) = P.

Definicion 4.19. Dada la funcién formacion f, definiremos y denotaremos por
LF(f) := (G| todo factor principal de G es f-central).
Diremos que la formacion § es local o que esta definida localmente por f, si § =

LF(f).

En el siguiente ejemplo presentamos la funciéon formacion que define localmente
la clase de los grupos nilpotentes.

Ejemplo 4.20. Si definimos f(p) = (1), para todo p € P, entonces LF(f) = M.

Demostracion. Sea G € M. Entonces todo factor principal H/K de G es central. Es
decir H/K < Z(G/K). Luego, dado cualquier factor principal H/K de Gy p € P
con p | |H/K]| se tiene
Co(H/K)={9€G|WK=hK YheH}

={geG|hKg 'K =g 'KhK Vhe H}

={geG|hKg 'K =hKg 'K Vhe H}

={geG|hg 'K =hg 'K Vhe H}

=G
Reciprocamente, sea G € LF(f) y H/K un factor principal de G. Entonces

G/Cc(H/K) € f(p) = (1) Vp||H/K].

Asi que G = Cg(H/K), en consecuencia H/K < Z(G/K). Por lo tanto G € M. O

Definicion 4.21. Si § es una formacion local, definimos su caracteristica, denotada
Char(§), como el conjunto de ntimeros primos p para los cuales se verifica que el
grupo ciclico de 6rden p, digamos C), pertenece a §.
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Sea p un namero primo y A(p — 1) := AN E(p — 1), la formacion de todos los
grupos abelianos finitos cuyos exponentes dividen a p — 1. Es un ejercicio mostrar
que la formacién de los grupos finitos supersolubles 4 esté definida localmente por
la funcién formaciéon f definida por

f(p) =2A(p —1), para todo p € P.

Ejemplo 4.22. Sea § una formacion, y sea f(p) = § para todo p € P. Entonces
del Lema 4.16 se tiene que

LF(f) =[] ¢y6,5 = N3.

peP
Definicion 4.23. Sea § una formacion.

(a) Si § esta definida localmente por f y ademas para todo p € P se cumple que
f(p) C § entonces diremos que § se define local e inclusiva mediante f.

(b) Si &, denota la clase de los p-grupos finitos y se cumple que &, f(p) = f(p)
para todo primo p, entonces se dice que f es completa y diremos que la
definicén local de § es completa.

(c) Una funcion formacion F' es llamada definicién candnica local para § si es
inclusiva y completa. En éste caso usaremos la notacion § = LF(F).

Observacion 4.24. Cada formacion local § = LF(f) puede definir una funcién
formacion inclusiva y completa g dada por

9(p) = § N6,/ (p), para todo p € P,

y es claro que como f es una funcién formacién, entonces g también lo es.

Teorema 4.25 ([4], IV (3,7)). Sea § = LF(f), y definamos una funcion formacion
F : P — {Clases de grupos}

como sigue:

F(p) = { Q(G € F:0p(G)=(1)) parap € Char(g)
’ 0 para p ¢ Char(g).

Entonces F' es la inica funcion formacion inclusiva y completa tal que § = LF(F).

Teorema 4.26 (4], IV (4,6)). (Gaschiitz - Lubeseder - Schmid). Una formacion
de grupos finitos es saturada si y solo si ésta es local.

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 3, paginas 83-105



Una variacion del contenido fuerte entre formaciones localmente definidas 97

Proposicion 4.27. Sea § = LF(F) donde F es una definicion candnica local de
S, y sea f una funcion formacion. Si § = LF(f), entonces

F(p) =6, f(p) N§ = &,(f(p) NF), para todo p € P.

Demostracion. Dado que la funcion formacion definida en la Observacion 4.24 es
inclusiva y completa, se deduce de la unicidad de F' en el Teorema 4.25 que F(p) =

&, f(p) NT, asi que, F(p) C S,f(p) y F(p) €3

Luego, dado G € F(p) se tiene que existe NIG con N € &, tal que G/N € f(p),
pero F(p) C § y § es una formacion, asi que G € § y en consecuencia G/N € F.
Por lo tanto, dado G € F(p) existe N <G con N € G, tal que G/N € f(p)NF, asi
que F(p) C &,(f(p) NF). Es claro que f(p) N§ C F(p) y de éste hecho se deduce
que &,(f(p)NF) € &,F(p) = F(p). En consecuencia, F(p) = &,(f(p) NF). O

Teorema 4.28 ([4], IV (3,13)). Sea § = LF(F), y sea & una formacion no vacia.
Asumamos que:

(i) & =LF(G) o
(it1) 6,6 = & para todo p ¢ Char(F).
Entonces §o® = LF(H), donde

F(p)o® sipe Char(F),

H(p) = G(p)  sip ¢ Char(F) en el caso (i),
& si p ¢ Char(g) en el caso (ii).

Proposicion 4.29 (|4] IV (3,8)(b)). Sea § = LF(F) donde F es una definicion
candnica local de §, y sea f una funcion formacion. Si f(p) C & y F(p) = &,(f(p)N
3) para todo p € P, entonces § = LF(f).

Definicion 4.30. Sea § una formacion saturada y § una formacion. Definamos la
clase (§ | $) como sigue:

(349) == (G €6 : Proj(@) C 9).

Proposicion 4.31. Sean § y $ dos formaciones. Entonces (§ | $) es una forma-
cion.

Demostracion. Sean G € (§F | ) y N < G arbitrarios. Sin perdida de generali-
dad supongamos que Projz(G) # ). Luego por definicion de (§ | $) se tiene que
Projz(G) € $. Sea H € Projz(G). Entonces tenemos que H € § y del Teorema
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4.11 se tiene que HN/N es un §-proyector de G/N. Ademéas como ) es Q-cerrada
se sigue que HN/N = H/(HNN) € $. Por lo tanto, como los §-proyector de G/N
son conjugados entre si se tiene que cualquier F-proyector de G/N estéa en §), por
lo tanto se cumple que G/N € (§ | 9). Luego, como G y N fueron arbitrarios
tenemos que (§ | 9) es Q-cerrado. Probemos ahora que (§ | $) es Ro-cerrado.
Sean N1, No G € G tales que G/N; € (§19) (i =1,2) y NyN Ny = (1). Sea

H € Proj3(G) arbitrario, entonces se tiene que
H/(H N Nz) = HNZ/NZ S PI‘OjS(G/Ni) (Z = 1,2).

Por lo tanto como G/N; € (§ 1 ) (i = 1,2) sesigue que H/(HNN;) € $ (i = 1,2)
y en consecuencia como §) es una formacién se cumple que H € R,$) = ). Luego,
como H fue arbitrario se tiene que G € (F | $). Asi hemos probado que (F | 9) es
Q y Ro-cerrada, y por lo tanto es una formacion. ]

Proposicion 4.32. Sean § y $ dos formaciones. Entonces (9 | §) satisface la
siguiente propiedad:

HNF=9HN(H1JF).

Demostracion.

GeHnNHlIF)ecGeHNGe(HI1TF)
& G e HANProjg(G) CF
SGeHNGeF
SGEeENNS. ]

Teorema 4.33. Sea § = LF(F), y para todo p € P sea f*(p) := (§ | F(p)).
Entonces f*(p) es una definicion canénica local completa para §.

Demostracion. Mostremos inicialmente que f*(p) es una funcion formacion. Para
todo p € P se tiene que (§ | F(p)) es una formacion, asi que claramente se cumple
que f*(p) es una funciéon formacion. Probemos ahora que f*(p) es completa y que
§ = LF(f*(p)). Sean p € Py G € &,f*(p) arbitrarios pero fijos. Entonces existe
N <G con N € 6, tal que G/N € f*(p). Sea E un §-proyector de G arbitrario.
Se sigue entonces que EN/N = E/(E N N) es un §-proyector de G/N. Luego se
cumple que EN/N =2 E/(ENN) € F(p). Como ENN < N y N es un p-grupo, se
tiene que ENN € 6, y ademas ENN < E, asi que E € 6,F(p) = F(p). Como E
fue un §-proyector arbitrario, se concluye que G € f*(p). Asi que &,f*(p) C f*(p)
y dado que f*(p) € &,f*(p) se tiene entonces que &S, f*(p) = f*(p). Por lo tanto
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f*(p) es una funciéon formacién completa. Por otra parte, como F es inclusiva se
tiene por la Proposicion 4.32 que

ffonE=@LFP)ng=3nE L Fp)=8nF(p)=F(p),

)
de lo cual se sigue que &,(f*(p) NF) = S,F(p) = F(p), luego se tiene por la
Proposicion 4.29 que § = LF(f*(p)). Por lo tanto, como p y G fueron arbitrarios
se prueba lo deseado. ]

5 La relacion de contenido fuerte entre formaciones lo-
cales

Definicion 5.1. Sean § y $) dos formaciones saturadas. Diremos que § esté con-
tenido fuertemente en $), denotado § <K $, si, para cada grupo soluble G, todo
§-proyector de G esta contenido (como subgrupo) en un $)-proyector de G.

Ejemplo 5.2. Sean m y 7 C P tales que m# C 7, y G un grupo soluble cualquiera.
Sea H € Projg_(G) arbitrario. Como 7 C 7, tenemos que existe H" € Hall.(G)
tal que H < H". Dado que todo 7-subgrupo de Hall de G es un 7-proyector de G,
se tiene que H' € Proj, (G). Por lo tanto, como H y G fueron arbitrarios tenemos
que 6, € &,

Observacion 5.3. Se verifica que < define un orden parcial sobre la clase § de las
formaciones saturadas. En efecto,

(a) Para todo § € 8 es inmediato que §F < §. Asi que < es reflexiva.

(b) Sean F,H e StalesqueFKLNHy HKF.

Sea H < G, con H un §-proyector de G. Entonces existe M < G con M un
H-proyector de G tal que H < M. Para éste M, existe N < G tal que N es un
§-proyector y M < N. Sea K <G arbitrario, entonces tenemos que HK/K y
NK/K son §-méaximos en G/K con HK/K < NK/K. En consecuencia por
la definicion de §-méximo se tiene que H = N y dado que H < M < N se
concluye que H = M = N. Por lo tanto, como H € Projs(G) fue arbitrario,
tenemos que Projz(G) C Projg(G). La prueba que Projs(G) C Projz(G)
es similar. En consecuencia Projz(G) = Projg(G). Luego considerando la
igualdad anterior se tiene lo siguiente:

G € § & G € Projz(G)
& G € Projg(G)
& Gen.
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Con lo cual queda probado que § = .

(c) Sean F1,§2,33 € S tales que F1 < F2 v F2 < Fs. Entonces es inmediato de
la transitividad entre subgrupos finitos que §; < §s.

Observacion 5.4. Para las clases de grupos 91 y 4 se tiene que 91 no esté contenida
fuertemente en 4 a pesar que 9 C 4. Analicemos el siguiente contraejemplo: El
grupo Sym(4) es soluble, ya que posee la serie normal

{1} < Vi =< (12)(34), (13)(24) >< Alt(4) < Sym(4)

cuyos factores son abelianos. Se tiene ademéas que Sym(4) no es supersoluble ya
que el factor V3/{1} = V} no es ciclico, en forma similar se tiene que Alt(4) no es
supersoluble. Dado que todo grupo nilpotente es supersoluble, se tiene que Alt(4)
y Sym(4) no son nilpotentes.

El grupo diedrico de orden 8, denotado con Dy, es un M-proyector de Sym(4).
Si Dy fuese un U-proyector de Sym(4) se tendria que |Sym(4)/Dy| ¢ P lo cual es
contradictorio. Los #-proyectores de Sym(4) son isomorfos a Sym(3). Asi que no
es posible que un M-proyector de Sym(4) esté contenido como subgrupos en algin
{l-proyector de Sym(4), con lo cual se prueba que la clase de grupos M no esta
contenida fuertemente en la clase de grupos L.

Lema 5.5 (]3], II (2,2)). Sean § = LF(F) y $ = LF(H"), donde F' y H* son las
definiciones candnicas locales de § y $ respectivamente. Entonces § < ) si y sélo
st para cada H € $ un §-proyector E de H satisface

gH (P < EF(p)’

para cada p € Char(g).

Lema 5.6 (4], VII (5,3)). Sea LF(F) =3§ < $ = LF(H*) con F' y H* definiciones
candnicas locales de § vy $ respectivamente. Sea w C P, si X es una formacion
tal que F(p) = 6,X para todo p € m, entonces existe una formacion © tal que
H*(p) = 6,9 para todo p € 7.

Teorema 5.7. Sean § y $ formaciones saturadas con § < §. St § = NX para
alguna formacion X, entonces §) tiene la forma $H = ND para alguna formacion .

Demostracion. Sean F'y H* las definiciones candnicas locales de § y $ respecti-
vamente, cuyas existencias estdn garantizadas por los Teoremas 4.25 y 4.26. Sea
§ = MX para alguna formacion X. Si definimos la funcion formacion f(p) = X para
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todo primo p, se tiene por el Ejemplo 4.22 que LF(f) = MX = §. Luego por la
Proposicion 4.27 se cumple que

F(p) =6,f(p) NF = G,XNNX = 6,(XNNE) = &,%

para todo p € P. Por el Lema 5.6 existe una formacion ® tal que H*(p) = 6,9 para
todo primo p. Como H* es una funciéon formacion completa se tiene que H*(p) =
S,H*(p) para todo p € P, en consecuencia se cumple que 6,9 = &,H*(p) para
todo p € P, lo cual implica que H*(p) = D para todo primo p. Luego por el Ejemplo
4.22 se tiene que LF(H*) = $ = ND. O

Lema 5.8 (|4], IV (5,20)). Sea F' la definicion candnica local de una formacion
saturada § = LF(F), y sea m C Char(§) un conjunto de primos. Cualquiera de las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

6 Una variacion del contenido fuerte entre formaciones
locales

Definicién 6.1. Sean § y $ = LF(H*) dos formaciones saturadas con H* una
definicion canodnica local de $ y sea Char(§) C Char($)). Diremos que § esta conte-
nido G-fuertemente en §), que denotaremos § < ), si para cada elemento H €
un F-proyector E de H satisface que H" () < E para cada p € Char(§).

Observacion 6.2. Sean §y $ = LF(H*) dos formaciones saturadas.

(a) Si § < $ entonces se tiene por el Lema 5.5 que para cada H € $ un §-
proyector E de H satisface H?"(®) < FF(®) < F para cada p € Char(§). Por
lo tanto se sigue que § <g 9.

(b) Si H C T, entonces dado H € $) se tiene que H € § y por lo tanto H €
Projs(H). Ademas, para todo r € Char(g) es claro que HT (") < H. En con-
secuencia § <g $. Como cualquier grupo supersoluble es soluble, se tiene que
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6 < U, sin embargo & no esté contenido fuertemente en 4, ya que por ejem-
plo, Sym(4) € & y Sym(4) ¢ 4. Asi que Sym(4) € Projg(Sym(4)), y como
i =S4l se tiene que no existe un subgrupo H € 4 con H € Projy(Sym(4))
tal que Sym(4) C H.

Lema 6.3. Sea § una formacion saturada con § = s§, esto es, § es cerrada bajo
subgrupos. Sea ) = LF(H*) con H* la definicion candnica local de $), y supongamos
que

o0 := Char(§) C Char($).

Si§ <Kg 9, entonces
HC () FH ().
reoe
Demostracion. Sea H € $). Entonces un §-proyector F de H satisface que HE () <
E para todo r € p. Por la definicién de §-proyector se tiene que E € § = s§, luego
se cumple que H2"(") € § para todo r € p. Entonces se tiene que H € SH*(r) para
todo 7 € . Con lo cual se prueba que $ C (¢, SH*(r). O

Lema 6.4. Sea $ = LF(H*) con 7 C Char($). &, <g 9 si y sdlo si H C
Nrex ©xH*(r).

Demostracion. Supongamos que ) C N,.er S-H*(r). Sea H € $), entonces por
hipotesis H € &,H*(r) para todo r € 7. En consecuencia para todo r € , existe
N, < H con N, € &, tal que H/N, € H*(r). Luego, de la definicion de H*(r)-
residuo de H (HH*(T)) se tiene que HH"(") < N, para todo r € 7 y en consecuencia
H™'(") es un 7-grupo para todo r € m. Sea E € Hall(H). Entonces F es un 7-
subgrupo méximo de H, y dado que H"(") < H se cumple que H¥ (") < F para
todo r € 7. Por lo tanto &, <g $. El reciproco es inmediato, se sigue del Lema
anterior. O

Observacion 6.5. Sea $) = LF(H*) con m C Char($)). Definamos X := ,.er H*(r).
Entonces
() S-H*(r) = 6,X.

rem

Veamos:

(a) Es claro que X C H*(r) para todo r € 7. Entonces 6,X C &,H*(r) para
todo r € m. De lo cual se sigue que 6,X C (,cr SH*(r).

(b) Sea H € (yer S H*(r). Entonces H? (") es un 7-subgrupo normal de H,
para todo 7 € 7, y por la definicion de O, (H) se tiene que H?"(") C O, (H)
para todo r € m. Por lo tanto H/O,(H) € H*(r) para todo r € 7, asi que
H/O,(H) € X. Esto demuestrra que H € &.X.
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Teorema 6.6. Sea ) una formacion saturada y m C Char($)). &, <g $ si y sdlo
st existe una formacion X tal que H C &,X.

Demostracion. La prueba se sigue del Lema 6.4 y la Observacion 6.5. O

El siguiente teorema prueba que en el caso m = {p} los conceptos de contenido
fuerte y G-contenido fuerte son equivalentes, si p pertenece a la caracteristica de $).

Teorema 6.7. Sea $ = LF(H*) una formacion saturada con H* una definicion
candnica local de $ y p € Char($)). Entonces dos cualesquiera de las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) &), < 9;
(b) H*(q) C H*(p) para todo q € P;
() H*(p) = 9;
(d) h*(p) = 6;
() 69 =9;
(f) 6, < H.
Demostracion.
Sp<aH e HCG,H (p) Por Lema 6.4
& H S H(p)
< H=H"(p)
& 6,9 Por Lema 5.8
El Lema 5.8 garantiza la equivalencia entre (a), (b), (¢), (d) y (e). O

Teorema 6.8. Sea X una formacion y N la clase de los grupos nilpotentes. Si H
es una formacion saturada tal que LF(H*) = $ C X con H* la definicion candnica
local de $, entonces NX <a H.

Demostracion. Definamos la funcion formacion f(p) = X, para todo p € P. En-
tonces se tiene que LF(f) = MX y ademés del teorema de Gaschiitz - Lubeseder
cumple que LF(f) es una formacion saturada. Como $ C X se sigue de forma
inmediata que ) C MX. Ahora, dado H € §), tenemos que H € 9NX y por lo tanto
H € Projyy(H). Ademés para todo 7 € Char(MNX) se tiene que H7 (" < H. En
consecuencia MX <¢g H. O
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Observacion 6.9. El reciproco del Teorema anterior en general no se cumple ya
que por ejemplo la clase de grupos 8 € M? = NN y en consecuencia NN < U
pero 4 g n.

Corolario 6.10. MX < (1) para cualquier formacion X.

Demostracion. La prueba se sigue en forma inmediata del Teorema anterior te-
niendo en cuenta que la clase de grupos (1) esta contenida en cualquier formacion
Xx. O
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Capitulo 4

Classification of the continuous translations in spaces of
weighted integrable real functions

Alvaro Hernandez Cervantes', Miguel Antonio Jiménez Pozo**
ICIMAT. ?FCFM, BUAP

Abstract

We classify the usual weights w(x), > 1, for which the positive translations
t ~ f(z +1t) are well defined and are continuous for every f € L' (w(z)dx).

Keywords: Bernstein problem, Hoélder space, Plessner problem, weighted inte-
gration.

1 Introduction

To state the problem we are dealing with, consider a Banach space F of functions
f defined on a topological semigroup G such as R”, the circle T, T*, the additive
semigroup R4 of non negative real numbers, or the multiplicative strictly positive
real numbers RY = R, \ {0}. The translation (sometimes also called shift) operator
Ay, t € G, is defined by

AtZE—>E
[~ filz) = flx+1),

whenever f; € E.

In dealing with many function spaces such as LP, 1 < p < oo, €, Lip, and so on,
a fundamental property required for developing the usual mathematic works is the
continuity of this translation operator. However it could be not only that f; ¢ E,
but that || f; — f||g = 0 even in the case that A; is well defined for every ¢ € G and
a fixed f € F.

Thus, a better reformulation of the problem in hands is to identify the f € F
for which the mapping t ~~ A;f is well defined and continuous. Or equivalently,
to find the largest A—invariant subspace F' C E on which the operator ¢ ~» A; is
continuous. Of course, not only F' is a subspace but also closed in F as well.

*To whom any communication must be addressed
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Historically, the first remarkable paper on this subject is the one by Plessner
[12] in 1929. He proved that F' is the space of absolutely continuous functions when
FE is the space of 2r—periodic functions of bounded variation that vanish at a fixed
point, and the norm of a function is its total variation.

The Plessner paper generated a long series of different researches (Bochner [2],
Hardy-Littlewood [8], Shilov [15], Mirkil [11], and others). We shall resume several
of them in section 2, to explain the connexion of Plessner problems with Holder
spaces, although the Plessner problem has its own interest in an independent way.
Section 3 shows several general results on the continuity of the translation operators
to be used in section 4, that presents the answer to the Plessner problem in L!(w)
when w represents different weight functions on Ry. To complete the information
given in section 2 on the problem of polynomial approximation in Holder spaces, the
reader may see the general papers [3], [4], [5] and [6]. Further it could be wishfully
to extend these results on polynomial approximation to Hélder spaces of functions
on unbounded intervals where Bernstein weights appear from ([1], [9], [13], [14]).
Then results of section 4 need to be applied when w is a Bernstein weight. We shall
summarize this point at the end of the paper.

2 Holder spaces and the Plessner problem

Many of the results quoted here for 2r—periodic functions can be found in Mirkil
[11].

There are different ways of associating Lipschitz spaces to LP(T), 1 < p < oo.
Here we follow (although not always) the tradition of using p = oo, to represent
the continuous functions with sup-norm. To this aim the translation given by
fi(z) = f(z +t), f € LP(T), z,t € R is needed. Then Lipi(T) is conformed with
the functions f € LP(T), for which

01(f)p = supfl| fe — fllp/It], £ # 0} < oo. (1)

In the case LP([a,b]), we have a similar definition with the agreement f;(z) =
f(z),iff z+1t¢[a,b]. Solet X be T or [a,b].

The functional 6; (o), is a semi-norm. Thus Lip}(X) is a normed space (actually
Banach) with the norm

1l zipr ey = I fllp + 01(F)p- (2)

Now fix 0 < o < 1, a semi-norm 6,(f), can be defined by (1) with the change
of |t| by |¢|*. This allows the introduction of the so called Hdélder spaces Lip? (X),
normed by (2) with 0,(f), instead of 61(f),. Since definitions of Lipschitz and
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Holder norms coalesce for a« = 1, both names are used indistinctly to denominate
the spaces LipP (X), for any o > 0. Since these Banach spaces Lip? (X) are not
separable, one cannot approximate all their functions by polynomials. It happens
this is very closely related to the Plessner problem.

In fact, let us take X = T for simplicity. The translation

t~~ Ay(f)

for each f fixed, is well defined in LipE(T), 0 < a < 1, 1 < p < o0, but it is not
continuous.

The theory was developed as follows. For any 0 < ao < 1, f € LipE(T), 6 > 0,
set

a0y = sup{ LI 1y < 5,

Of course,

Oa(f)p = sup{ba(f,0)p : 6 > O}.

Then for 0 < a < 1, introduce the linear subspace lip? (T) of Lip? (T) conformed
by the functions f € Lip?(T) such that

lim 0 (/) = 0.

If we extend this definition to o = 1, we get that lip}(T), 1 < p < oo, only
contains the (a.e) constant functions. So nothing is new in this case and another
definition for &« = 1 needs to be considered (we skip this situation). For the moment
being define the linear spaces FP of functions f € Liph(T), 1 <p<oo,0<a <1,
for which

%i_r}r(l) 1fe = fllzie ) = 0

From Hardy and Littlewood [8], F! is the space of functions of bounded variation
on T, F° = D$°(T) the space of differentiable functions, and for 1 < p < oo, F¥
is the space of antiderivatives of the functions in LP(T). In [15], Shilov proved that
forany 1 < p < o0, 0 < a <1, FP is exactly the closure in the norm of Lip? (T)
of all trigonometric polynomials. Finally Mirkil [11] closed the circle of ideas by
proving that for any 0 < a < 1 and 1 < p < oo, FP = lipP (T). Thus for 0 < a < 1,
the set of trigonometric polynomials is dense in lip? (T).

Now suppose we are studying similar problems on X = R, or for simplicity
X =Ry ={x €R: z>0}. Not all the starting points assumed by Mirkil hold in
this case.
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First, the non constant polynomials are not bounded on R. Then, traditionally
a weight function w on Ry such that w(z) — 0, when x — o0, is used to define
C%(R4) to be the functions f: Ry — R (or C) continuous, such that

[ fllo = sup |f(z)w(z)| < oco.
rzeRy

Also define C(Ry) as the linear subspace of f € C4(Ry), for which lim f(z)

Tr—>+00

exists, and C¥ (R ) the subspace of €(R,), for which the limit is zero.
We can equally consider the function spaces LP*(R;), 1 < p < oo, defined by
f: Ry — R (or C) such that

Il = ([ 1110)" <o

Denoting C%(Ry) = L*“ (R4 ) we unify the notation. In order to study polynomial
approximation in these spaces, one needs that they contain all polynomials p.

Any weight w for which polynomials are dense in LP*(R;), 1 < p < oo, is
denominated a Bernstein weight for the corresponding p (1], [9], [13], [14]).

If we want to introduce a Holder subspace in LP*, we need first of all to know
those LP*  for which the translation operator is well defined and is continuous.
This situation is different to the ones considered by Mirkil [11|. In fact, when X
was finite, the translation was well defined in all the spaces LP(X), 1 < p < oo.
But the general situation is different as we show with the following example.

Suppose for simplicity of calculation that X = [z | z > 1] C Ry and w(x) =
e=2*. Of course for any algebraic polynomial p,

lpeoll 1 = /1 Ip(2)]e—"da < oo.
2
But taking f(x) = %7 while
1 feoll1e =/1 F@)w(@)dz = /1 dz

< 00,

we observe that for ¢ > 0,

[e'e) e(:l:+t)2 2 o) eQIt
lw = 726 dzr > ———dr = 0.
’ 1 1

e (z+1) (@1 t)?

22
Then the translation operator is not well defined in L%¢ " (R,).
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3 Some general results on the continuity of the transla-
tion operator in L'(w)

Many general results on the properties of the translation operators have been deeply
studied and are well known. For instance, in the already quoted Mirkil paper [11]
and the Butzer-Berens book [6], among many others. So we shall present here only
the general result given by theorem 3.3, that we need for the particular cases treated
in section 4.

The following results can be extended to more general topological groups and
semi-groups. Let (G, o) be one of the classical groups (R*, +), (T*, +) or (R%,-), and
1 the corresponding Haar measure. For any fixed t € GG, the translation operator

Ay LNG) — LYG)
f ~ ft(x) = f(xot)7

is a linear isometry. Moreover, the function

G — LY(G) (3)
b~ fi

is continuous for any fixed f € L'(G).

This result on continuity in (3) is a consequence of the good topological pro-
perties of G and the invariant translation property of the Haar measure y. The new
question concerns to know whether it still holds in some form for L' (w), where w is a
real valued weight function on G. Since the question involves continuity properties,
it is reasonable to suppose from the very early that w is a continuous function.

Remember L!(w) is the Banach space of u—measurable complex valued func-
tions f on G, such that fw € L'(G), with the norm

7= [ 17(@)(@)dn(z).

Following the integration rules we must consider that two functions f,g € L'(w)
are equal (in the same equivalence class) if and only if

plfw # gw] = 0. (4)

But it may be that there exist y—measurable functions f, g : G — C that satisfy
(4), while p[f # g] > 0. On the other hand, if w(xz) = 0 at some xy € G, it is easy to
construct f € L'(w), such that f; ¢ L'(w) for some ¢ € G. Both of these problems
disappear as soon as we assume by hypothesis that w(z) > 0 at any z € G. Of
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course it may occur that w(z) — 0 as z — oo, when G = R¥ or R* , for instance,
but this is only an apparent problem because co ¢ G.

Organizing ideas, first we shall restrict ourselves to the particular groups R¥, T*
and RY., and strictly positive continuous weight functions w. In this situation L!(w)
is exactly L!(wdu), where u is the Lebesgue measure do = d(z1, 2, ..., ) when
G =R, dz/(2n)F = d(x1, 29, ..., 1) /(27)* when G = T*, or dz/z when G is the
multiplicative group RY .

As the considered measure wdu is regular, by Luzin theorem the space Ck(G)
of continuous complex valued functions on G with compact support is a dense
subspace of L!(w).

Lemma 3.1. Let u € Ck(G), then

G — LY(G)

o~ g,
is a well defined and continuous map.
Proof. Any continuous function of compact support is uniformly continuous. O
Lemma 3.2. Let u € Ck(G), then

G — L' (w)

t ~ Ut ,
is a well defined and continuous map.

Proof. Let tg € G and € > 0 be given. Using Lemma 1, we get any open neighbor-
hood V' of tg whose closure V' is compact, and such that

sup |lur — Uy ||oo < €.
teV

Let K be the compact support of u, and
K ={zot:zeK teV}.
Since K is compact, the bound

M = sup |us — uyl,
zeK’

is finite. Then for any t € V,

/ lur — gy lwdp < Mu(K e. O
G
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Theorem 3.3. Suppose for any t € G the linear operators
Ay LHNw) — LY(w)
o~ fi
are well defined and bounded. Then for each f € L*(w), the map
G — L'(w)
t~ f
1S continuous.

Proof. Since L'(w) is a Banach space, the “uniform bound” theorem applies. Then
there exists a number M > 0 such that

sup || A¢| < M.
teG

Now let f € L'(w) and € > 0 be given. Choose u € C(G) such that
I~ ull < e
Fix any tg € G. Using Lemma 3.2, get a neighborhood V of tg, such that
Vit eV, |lur — ugy|lw < €.
Then for every t € V', we have

1fe = frollw < [1fe = uelle + llue = ueollw + llutg — feollew
< 2M||f = ullw + [Juz — gyl
< (2M + 1)e. 0

4 On the continuity of the translation operator for par-
ticular given weights on R

The general results of section 3 can be easily adapted for the semigroup Ry. But

the given example of the function f(x) = f:;Q € Ll(e_zz), where the positive

translation f; is not well defined in this space for any t > 0, shows it is worthwhile
to classify the main weights w for which the translation operators are well defined
and continuous. This is the goal of this section.

Usually the examination of weighted spaces of functions in R can be reduced to
R, and positive parameters ¢ for the translation. Moreover, since fi,++ = (fi,): and
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the analysis of the continuity property can be reduced to ty = 0, we shall suppose
that ¢ € [0, 1], what is another convenient hypothesis.

Finally, since 0 € R, several weights as xip, p > 0, must be written as ﬁ A
simplification that facilitates the calculations but does not affect the study on hand
is to consider X = [1,00), instead of the whole semi-axis R.

Using the general theorem 3.3 of the last section, to find the weights w for which
the translation is well defined and continuous in L!(w), we only need to prove that
Ay, is defined and uniformly bounded for ¢ € [0, 1].

From now on w € C(X) is a strictly positive weight. Since it is not possible to
consider all kind of weights we choose now the main ones.

Theorem 4.1. Let p a real number and w(x) = xP. Then L'(w) is translation
invariant and continuous in the parameter t for every fized f € L'(w).

Proof. Let be 0 <t <1 and f € L'(2P) fixed. Then

Ifille = [ 1)l =1 < s

whenever p > 0.

If p = 0, then L!(w) is the classical Lebesgue space L(X).

Now suppose p < 0. Set M > 0 such that M > (“T_t)p, for every u > 1 + ¢,
0<t<1. Then

il = [ 1n@larde = [ 1)l -7
<M [ fhedu
1+t

< M| fll 21 (w)- O

Of course, the case p > 0 is not interesting enough but it was included to give
a complete description of the case w(z) = 2P, p real.

We need the following lemma.

Lemma 4.2. Let f € LY (w) and 2 < b < co. If

/boo () |w () da < oo.
Then f; € L' (w).
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Proof. We need to prove that

I— /lb |y (2) (@) dz < oo.

Since w is continuous and strictly positive there exists a constant C, depending on
b, such that w(u —t) < Cw(u). Thus

b+t o0
Iy = /1+t |f (u)|w(u — t)du < C/l |f(@)lw(z)dz = C[| fll L1 (w)- M

Suppose now w(z) = agx™ + a1x™ 1 + agx™ 2 + - - - + ayy, is a strictly positive
polynomial of real variables. Then there exists b > 2 such that for every = > b,
w(z) < 2apz™.

Consequently

oo

/oo F(2)|w()da ~ cte + 2a0/ ()| de,
1 b

applying the lemma above f € L!'(w) if and only if f € L'(z™). In particular
ft € LY (w) whenever f also belongs to this space. A similar argument can be used

in the analysis of algebraic rational weights w(x) = %.

r—1

From e*~t = % . ¢~ easily follows directly the next result.

Let w(z) be the exponential weight e™*. Then f; € L'(e™®) for every f €
L'(e=®) and the mapping t ~ f; is continuous.

Now we wish to consider other exponential weights of type e~2".

Theorem 4.3. Let be w(z) =™, 0<p< 1.
If f € LY (w) and 0 < t < 1, then f; € LY(w) and t ~ f; is continuous.

Proof. Suppose

o0

£l = /1 Y @) () de = /1 @)l dx < oo,

Fix any 0 <t < 1.

[ nwle e = [T i+ 015

Let g(z) be such that e*” - g(z) = ®. Then
(1—:(:1’*1)'

g(z) =e”
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Since 0 < p < 1, g(x) is an increasing and strictly positive function on X = [1, c0).
Thus the right hand integral above is written as

[T 1015 = [+ olo@) o)
1 € 1

Since
[T 1@li@% = [T 1wl 5 <.

then f-g € L'(e™®). This implies for ¢ > 0, that (f - g); € L'(e~%), where

(f - 9)(x) = filz) - ge(@) = flz +1) - g(z +1).

From the properties of g,

[f(@+t)g(x+ )| = |f(z+1)]g(x) = [fi(z)|g(x). (6)
Using (5) and (6),

[T+ ol@s < [ +t>rg<sc+t>d
1 e

—/ [(f - 9)e !* < 0.
Then f; € L(w).

To complete the proof we use the monotone property of g to get that ||Asf||w,

0 <t <1 is uniformly bounded. O

#*  But we wish to
=P

analyse others values of p. Suppose p > 1 and set w(z) = e™*" and f(z) = .
Obviously f € L(w), because

%) 00 ex” ap 0

However, we shall prove that f; ¢ L'(w), for any ¢t > 0. To do that we consider
the Taylor Formula of the function g(u) = v?, u > 1, p > 0;

We already know that translation fails for the weight e~

1
(x4 t)P = 2P + ptaP~' + p(p2)§p—2t2,

where & € (z,z +t). Then

z+t)P > 2P + ptaP~ .
(
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From this inequality follows the next one,

P P p—1
e(TH? 5 oo gpta? ™t

Now we can finish the proof of our claim,
< o(Ett) gy
et = [ G
o0 gt | eptaP~l g
> / e e o
- (x+1t)2 e

00 ptwp 1
—/ T = 00. L]
9:+t

Main results of this section are included in the following scheme:

wene PO i) e i)
w(z) =P peR Yes Yes
w(r) =e*" 0<p<1 Yes Yes
w(z) =e" 1<p No -

Final remark. The asymptotic behaviour of a Bernstein weight in L'(w(z)dz),
x > 0, must be “close” to w(z) = e, with p > 1 (see [9], for instance). But the
translation operator in L'(e=*") is only well defined for p < 1. This reduces any
possible extension of results in section 2 with exponential weights to the case given

by L' (e™®).
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Capitulo 5

Aproximacioén tipo Korovkin y Sistemas de Chebyshev

José Margarito Hernandez Morales, José Luis Carrasco Pacheco

Universidad Tecnolégica de la Mixteca

Resumen

Este trabajo gira en torno a la relaciéon entre los espacios de Chebyshev y los
subespacios de Korovkin en el espacio de funciones continuas, mencionando y
demostrando algunos de los teoremas més importantes de ambas teorfas. Se
muestra el desarrollo de dos teorias de aproximacién diferentes. Senalamos que
este es un capitulo de divulgacion cuyo principal objetivo es resaltar la relacién
existente entre las dos teorias mencionadas.

1 Introducciéon

Algunas veces podemos aproximar funciones complicadas mediante una sucesion
de funciones més simples (con las cuales es méas facil de trabajar en la solucion de
un determinado problema) que dan una solucion satisfactoria en ciertas aplicacio-
nes. Hoy en dia existe bastante teoria sobre tipos de aproximacién de funciones,
algunos de estos son: aproximacién lineal, aproximaciéon no lineal, aproximaciéon
uniforme, aproximacion de Chebyshev, aproximacion tipo Korovkin, aproximacion
de Lipschitz, aproximacién con peso, aproximaciéon sensible al signo, etc.

El matemaético ruso P. L. Chebyshev, en 1854, desarrolld los conceptos que sien-
tan las bases de la Teoria de Aproximacion, mediante el problema: dada una funcién
continua f, encontrar un polinomio algebraico p de grado < n, tal que el maximo
de su desviacién con respecto a f sobre un intervalo dado, sea méas pequeno que
el de los otros polinomios con las mismas caracteristicas. En el problema mencio-
nado, los sistemas de Chebyshev juegan un papel muy importante, ya que tienen
una caracterizacion interesante del polinomio de mejor aproximacién. De hecho, un
teorema clasico de Haar establece que toda funcion f € C(X) tiene un polinomio
de mejor aproximacion en el subespacio generado por hy,...h, € C(X) y, ademés
éste es tnico si y solo si hy, ...h, es un sistema de Chebyshev de orden n + 1, [5].

Por otra parte, en 1953 Korovkin (otro matematico ruso) establecié un teo-
rema que con el tiempo se haria muy célebre. Por su simplicidad y al mismo
tiempo su poder han despertado el interés de muchos mateméticos. Se trata de
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un criterio que permite decidir cudndo una sucesiéon de operadores lineales po-
sitivos K, : C([0,1]) — C([0,1]) converge uniformemente al operador identidad
Id : C(]0,1]) — C([0,1]). Korovkin estableci6 que basta con verificar la conver-
gencia uniforme para f € {1, x, 22}, este tltimo es llamado un subconjunto de
Korovkin. Después se han encontrado otros subconjuntos con las mismas propieda-
des que {1, z, 2%} y se les ha llamado también subconjuntos de Korovkin, mientras
que a los espacios generados por estos conjuntos se les llama subespacios de Korov-
kin, [1].

En tiempos recientes se ha encontrado una relacién muy interesante entre los
subespacios de Chebyshev (espacios generados por un sistema de Chebyshev) y los
subespacios de Korovkin, [1].

2 Sistemas de Chebyshev

En todo el capitulo supondremos que X es un espacio de Banach con escalares
reales o complejos, a menos que se se indique lo contrario. Sea Y un subespacio
vectorial de X. Si f € X, el error de aproximacion E(f) de f por elementos de Y
se define por

E(f):=FE(f,Y)x := inf — Pl|.

(F) == BU.Y)x = jnt ||~ |

En particular si {z1,...,2,} C X se tiene el subespacio generado
Y =gen{z1,...,zn}

y, a la combinacién lineal y = > 7*; A;jxz; se le llama polinomio de grado n. El
grado de aproximacion (o error de grado n) E, de f por polinomios de Y esta
dado por E,(f) = infpey ||f — P||. Si existe un polinomio Py € Y para el cual
E(f) = ||f — Po||, entonces decimos que Fy es un elemento de mejor aproximacion
de f en Y. La funcién error E es una funcién que se comporta muy bien, pues es
una funcién continua, méas ain es sublineal.

Teorema 2.1. Si X es un espacio y E : X — R es la funcion error, entonces E
es continua.

Demostracion. Sean f,g € X fijos y p € Y, entonces por la desigualdad triangular
y la definicién de infimo se sigue que:

E(f) <IIf —pll <IIf —gll +llg — pl| para toda p €Y, luego
E(f)—=1lf—9gll <l|lg —pl| y aplicando infimo sobre toda p € Y se sigue que
E(f)—E(g9) <||f —g|| para cualesquiera f,g € X.
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Como la ultima desigualdad es arbitraria indistintamente del orden de f y g se tiene

E(f)—E(g9) <|If —4l|
E(g) — E(f) < [If =gl

por tanto
[E(f) —E(9)] <IIf —gll- (1)
Asi dado € > 0, tomemos 0 < § < €, para obtener:

|1f = fol| < 0 implica |E(f) — E(fo)| < [[f = foll <d <e

Por tanto E es continua. O

Ahora nos centramos en analizar las propiedades de los elementos de mejor apro-
ximacion, y como se muestra en |7, pag.59]|, la existencia de la mejor aproximacion
estd garantizada cuando Y es un subespacio de X de dimensién finita, es decir, el
conjunto denotado por

B(f) ={PeY |E(f)=Ilf— P} #0,

més ain este conjunto tiene propiedades interesantes como se mostrard mas ade-
lante.

Proposicion 2.2. E es una funcion sublineal.

Demostracion. Probemos que E cumple
i) E(f+9) < E(f)+ E(9).

i) E(af) = [a|E(f).

Sean P(f) € B(f)y P(g) € B(g) (pues B(f), B(g) # 0, pero no necesariamente
tnicos), luego

E(f+g) <[|I(f+9) = P+ Pl < [If = PO+ lg—Pg)ll = E(f) + E(g).-
Por otro lado, sea a € R. Si a # 0, entonces
E(af) = [la(f = P(@f)l = lalllf = LP(af)Il > E(f)
por tanto E(af) > |a|E(f). Inversamente
lalE(f) = |ell[f = PN = lleef — aP(f))]| = E(af).

Las desigualdades anteriores son validas ya que toda combinacién lineal de elemen-
tos de mejor aproximacion estdn en Y y para el caso a = 0 es obvio, asf se tiene la
igualdad y por tanto E es sublineal. O

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 5, paginas 123-152



126 José Margarito Hernandez Morales, José Luis Carrasco Pacheco

Notemos por ii) de la proposicion anterior que E(—f) = E(f), es decir, el error
FE es simétrico con respecto a el inverso aditivo de X.

Proposicion 2.3. SiY es un subespacio vectorial de X, entonces el conjunto B(f)
es cerrado, acotado y convezxo.

Demostracion. Se tiene los siguientes dos casos.

a) Si f € Y, entonces E(f) = 0, por tanto B(f) = {f} el cual es cerrado, acotado
y CONVEXO.

b)Sean fe X —-Y, peY ye>0.
Si d(p, B(f)) = inf ep(y) |lg — pl|, entonces existe un ¢ € B(f) tal que

llg — pl| < d(p, B(f)) + e,

dado que E(f) = ||f — ql|, luego se sigue que

I1f =pll <IIf —dqll +llg —pll < E(f) +d(p, B(f)) +¢,

es decir, ||f —p|| < E(f) + d(p, B(f)) + €, para todo € > 0. Por tanto se tiene la
desigualdad

E(f) <|If —pll < E(f) +d(p, B(f)) para todapeY. (2)

Por otro lado, recordemos que p € B(f) si y solo si d(p, B(f)) = 0. Asi, afirmamos
que B(f) € B(f). Si p € B(f), entonces d(p, B(f)) = 0 y por (2) se sigue que
||f —pl| = E(f), es decir, p € B(f) y por tanto B(f) es cerrado. Més atn, de

E) + A =11 =2l + 11 = llpll

para todo p € B(f), se sigue que B(f) es acotado. Finalmente, B(f) es convexo.
Sean v 'y 3 no negativos con o+ 3 =1y p,q € B(f), se deduce que,

laf +Bf = (ap+ Ba)ll < allf —pll + BIIf —dll = aE(f) + BE(f)

y factorizando se tiene ||f — (ap + Bq)|| < E(f). Ademéas como Y es un subespacio
vectorial, entonces ap + Bq € Y, asi E(f) = ||f — (ap + Bq)||, donde a + B =1, es
decir, B(f) es convexo. O

Si Y es de dimension finita, entonces Y es topologicamente isomorfo a R™,
es decir, con {z1,...,x,} y {e1,...,en} bases, respectivamente de Y y de R", la

funcién . .
o(y) = ¢ (Z /\ifci) = Aie,
i=1 i=1
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es un isomorfismo de espacios vectoriales y un homeomorfismo de espacios topolo-
gicos, luego se sigue que ¢(B(f)) es cerrado y acotado en R™ y por tanto compacto.
Por otro lado como la compacidad es un invariante topolégico se sigue que B(f) es
compacto en Y y més aun es compacto en X, pues Y es cerrado en X. Asi se tiene
el siguiente resultado.

Corolario 2.4. B(f) es compacto y convexo para cada f € X.

Una observacion importante es que ¢ preserva la convexidad por ser isomorfismo
de espacios vectoriales (note que la convexidad no es invariante topologico).

En muchos casos practicos es importante saber que existe un tinico polinomio de
mejor aproximacion. Decimos que un espacio es estrictamente convexo, si dado f; #
fadonde [|fi]| = ||f2|]| = 1y a1, a2 > 0 con oy +ag = 1, entonces || fi+aa fo|| < 1.
Esta es una condicién suficiente para la unicidad del mejor aproximante y como
ejemplo de espacio estrictamente convexo se tiene L, con 1 < p < oo. En estos
espacios el polinomio de mejor aproximacién es Unico.

Definicién 2.5. Si Y es un subespacio de X tal que para cada f € X existe un
dnico polinomio de aproximacién en Y, entonces se dice que Y es un conjunto de

unicidad de X.

Proposicion 2.6. Sea Y un subespacio de unicidad de dimension finita de X. Si
P : X — Y es el operador de mejor aproximacion definido por f — P(f),
entonces P es continua.

Demostracion. Como P(f) es tnico, entonces el operador P esta bien definido.
Para la continuidad basta con demostrar que P es acotado. De la desigualdad (1)
y haciendo g = 0 se sigue que E(f) < ||f|| para toda f € X, asi

PO < ILf = PN+ AT = EC) + A< 20171,
por tanto ||P|| < 2. O

En algunos espacios especiales existen los subespacios de unicidad, uno de ellos
es cuando el espacio es de Hilbert, es decir, cuando el espacio tiene definido un
producto interno. En estos espacios una caracterizaciéon del mejor aproximante es
el siguiente.

Teorema 2.7. Sea (H,()) un espacio de Hilbert y sea Hy un subespacio de H,
un elemento g € Hy es de mejor aproximacion para f € H si y sdlo si cumple la
siguiente condicion de ortogonalidad.

(f —g,h) =0 para toda h € Hy. (3)
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Demostracion. Procedemos por contradiccion. Supongamos que g es un elemento
de mejor aproximacion a f y que existe un h € Hy para el cual no se cumple (3),
es decir, (f — g,h) # 0 para algin h € Hy. Sin perdida de generalidad se puede
escoger h tal que ||h|| = 1 pues el vector normalizado también es no ortogonal, de
hecho todos los vectores sobre la recta generada por h. Ademéas puede escoger a
h o —h segun sea el caso para suponer (f —g,h) = § > 0. Luego sea el vector
k =g+ dh € H, asi se tiene

If = (g +m)I1> = |f — glI> = (f — g,0h) — (5h, f — g) + ||5R]? (4)
=||f —glI* = (f — g.6h) — (Sh, f — g) + 6*. (5)

Como (f—g,h) = 6, entonces §(f —g, h) = (f—g,h) = §?; de manera semejante
se tiene (6h, f — g) = 62, se sigue que

=Kl =If = (g+ R[> =|If — g||* — 62 — 6% + &
=|If —gl* =8> <||f — gl

por tanto || f—k|| < ||f—g||, pero esto no puede ser pues g es de mejor aproximacion,
entonces (f — g, h) = 0 para toda h € H.

Reciprocamente, como Hg es un subespacio de H, entonces Hy = Hy + g. Se
definen los conjuntos

A={|lf = (g+nh)l[:he Ho} vy B=A{|lf —kl[:k € Ho},

respectivamente. Afirmamos que A = B; si ||f — k|| € Ay como k = g + h para
alguna h € Hy, entonces se sigue que ||f — k|| = ||f — (¢ + h)|| € B, luego B C A.
La otra contencion es clara, pues g + h € Hy, por tanto

= 1 — = { =1 = { — > — .
E(f) = inf [If k|l = fnf b= faf a = @l |If = (g+W)I| > I/ ~ |

Utilizando la ecuacion (4) con 6 = 1y la hipotesis (f—g,h) =0, E(f) =||f—g||. O

Un producto interior define un funcional lineal real o complejo segtn sea el pro-
ducto interior, asi la ecuacion (3) se puede interpretar como sigue: para el funcional
A(h) == (f — g,h) se tiene A(h) = 0 para toda h € Hy, luego podemos tomar lo
anterior como motivacion para la siguiente definicién en espacios de Banach.

Sea X un espacio y Y un subespacio vectorial de X, decimos que un funcional lineal
real o complejo A es ortogonal a Y si A(h) = 0 para toda h € Y y denotamos por
Y+ al conjunto de todos los funcionales lineales ortogonales a Y.
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Teorema 2.8. Sea Y un subespacio cerrado de X y f € X —Y. Entonces fo € Y

es elemento de mejor aproximacion a f en'Y si y sdlo si existe un funcional lineal
acotado X tal que X € YL [N =1 y ||f — fol| = M(f). Mds azin

E(f) = sup A(f). (6)
eyt
[[All=1

Demostracion. Sea f € X —Y y fo el mejor aproximante a f en Y, es decir,
l|f — foll = E(f). Definimos el funcional lineal A : H — R por

My +mf)=mE(f), donde H=Y @ gen{f}. (7)

Notemos que H es un subespacio vectorial de X y X\ esta bien definido puesto
que para cada h € H existen tnicos y € Y y m € R tales que h = y+mf, mas ain
es lineal ya que si h =y +mf, i =y +m'f y a € R, entonces

Ah+ah’) =My +ay') + (m+am')f) = (m + am’)E(f)
=mE(f) + am'E(f) = Ay + mf) + aA(y' +m)
= A(h) + aX(R).
Con lo anterior demostraremos las propiedades para el A del teorema. Primero

notemos que h € Y si y solo si m = 0, entonces A(h) = 0 para toda h € Y, es decir,
A € Y. Ademas se tiene que

Ay +mf)| = |m|E(f) < ||mf +y|| paratodayecY ymecR.
Por tanto ||A|| = 1 sobre H y
M) =Mf—y)=Ef) =If = foll-

Por otro lado notemos que A es un funcional lineal sobre H el cual esta acotado por
un funcional sublineal F continuo sobre H (por la proposicion (2.2)), més atn A
coincide con FE sobre H, por el teorema de Hahn-Banach (ver [1], pag.48) existe una
extension A a todo X con [|A|] = 1 sobre X, ademés A mantiene la ortogonalidad
sobre Y.

Reciprocamente, como A(f —y) < ||A|| ||f —v|| ¥ por hipétesis |[A]| =1, A € Y+
v |If = foll = A(f), entonces

Af) = A(f) = Ay) = A(f —y) < |If —yll para todo y € Y,

asi se sigue que

Lf = foll = A(F) Sgrelylf*y\l = E(f) para cada f € X. (8)
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Por tanto ||f — fol|| = E(f), es decir, fy es el mejor aproximante de f en Y. Mas
atn, de la desigualdad (8), si fijamos f, entonces para toda A € Y- y [[\|| = 1,
E(f) es una cota superior, luego

sup A(f) < E(f).

eyt
[[All=1

Finalmente, como fj es el mejor aproximante de f sobre Y y por (7) existe un

funcional ortogonal sobre Y tal que ||\|| = 1, se sigue la desigualdad contraria
E(f) =IIf = foll = A(f) < sup A(f). O
i

Ahora nuestro interés es la caracterizacion del mejor aproximante en C(X)
donde X es compacto Hausdorff, pues estos espacios en la practica son unos de
los més usados por las propiedades que tienen. En el desarrollo de este capitulo se
mostrara la fuerza del siguiente teorema ya que al final se caracterizara el polinomio
de mejor aproximacion de la manera mas simple con el teorema de alternancia de
Chebyshev.

Teorema 2.9 (Kolmogorov). Si Y es un subespacio de dimencion finita de C(X),
entonces P es un elemento de mejor aproximacion de f € C(X) sobre Y si y sdlo
st para cada QQ €'Y se tiene

max Re{[f(x) — P(x)|Q(z)} > 0, (9)

z€AQ

donde Ay denota el conjunto (el cual depende de f y P) de todos los x € X para
los cuales |f(x) — P(x)| = ||f — P||.

Demostracion. Procedemos por contradiccion, en efecto, supongamos que existe
Q €Y tal que
méx Re{[f(z) — P(2)]Q()} = —2€ < 0,

TEAQ

para algin € > 0. Por la continuidad de la parte real Re,

[Re{lf — PIQ(z)} — Ref{[f — PQ(x0)}| <

[0

para toda x € Bs(xg), para algin 0 y zg € Ag. Por lo tanto,

Re{[f = PlQ(2)} < e+ Re{[f — P]Q(z0)}
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para toda x € Bs(xp). Ademas como

Re{[f — PIQ(z0)} < max Re{[f(x) — P(2)]Q(x)} = 2,

TEAQ

entonces

Re{[f(z) — P(2)]Q(z)} < e—2e= —e

para toda x € Bs(xg). Tomando ahora el conjunto abierto G' := (U,ea, Bs(z), se
tiene que G contiene a Ay (notemos que 6(e,z) y x € Ap), luego

Re{[f(z) — P(z)]Q(x)} < —e para todo z € G D Aj. (10)

Por otro lado, supongamos la funcién P} = P—AQ donde A > 0y M = méx |Q(x)|,
entonces para cada x € G se sigue que

|f(z) = Pu(2)? = |f(2) = P(z) + AQ(z)[”
=|f

(2) = P(2)]” + 2ARe[(f — P)(2)Q(z)] + \*|Q()|?
< E(f)? —2Xe + A2 M2,

Ahora tomando A < M ~2¢, se sigue que A2 M? < \e y entonces se tiene la desigual-
dad |f(z) — Pi(2)|*> < E(f)? — e < E(f)?, es decir,

|f(x) — Pi(z)| < E(f) para toda x € G. (11)
Por otro lado

F(@) ~ P@)| < |If ~ Pl = B() = jnf [If = PIl, 2 € X,
asi se tiene la desigualdad estricta
|f(x) = P(z)| < E(f), = € G“.
Sea 0 > 0 tal que |f(z) — P(x)| < E(f) — 4§, © € G°, entonces se tiene que,
£(2) = Pu(@)| < 1(2) - P(@)] + NQ@)| < B(f) — 6+ AM
y tomando A de tal manera que A < (2M)~1§ se deduce que
7(2) = Pi(@) < B() ~ 6+ 36 < B(f), v € G°

De esta ultima desigualdad y de (11) se sigue

|f(z) — Pi(z)| < E(f) para todo x € X (12)
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Por lo anterior, como P; € Y se obtiene que ||f — P1|| < E(f), es decir, existe un
menor error al que se tiene inicialmente, es una contradiccién y por tanto.

méx Re{[f(z) - P(@)]Q(@)} > 0, Q € .

T€AQ

Reciprocamente, sea P, € Y. Si P — P, :=Q y x9 € X, entonces
|f(w0) = Pa(wo)[* = | f(z0) — P(x0)|* + 2Re{[f(z0) — P(0)]Q(wo)} + |Q(x0) *,

donde Re{[f(xo — P(z0)]Q(z0)} > 0. Luego
|f(x0) = Pr(xo)| = [f(x0) = P(zo)| = [If = PII;

por tanto P; no es de mejor aproximacion, pues si lo fuera se tendria | f(z)— P (z)| <
||f — P1|| = E(f) para todo x € X, asi P es el mejor aproximante. O

En adelante Ag siempre denotaréa el conjunto utilizado en la hipotesis del teo-
rema anterior. Como consecuencia del Teorema de Kolmogorov y considerando el
espacio de funciones continuas reales C'(X) se tiene.

Corolario 2.10. Si Y es un subespacio de dimension finita de C(X) y P € Y,
entonces P es un elemento de mejor aproximacion de f € C(X) si y sdlo si para
cada QQ €Y se tiene

max{[f(z) — P(x)|Q(z)} = 0.

TEAQ

Los teorema anteriores son caracterizaciones del elemento de mejor aproxima-
cion, utilizando funcionales lineales ortogonales. El Teorema de Rivlin-Shapiro que
demostraremos utiliza el Teorema de Kolmogorov, asi como el Teorema de Carat-
héodory, cuya prueba se puede ver en (|1], pag.46). Ademés el Teorema de Hanh-
Banach en su versién geométrica que también se utiliza en el desarrollo de la prueba
del Teorema Rivlin-Shapiro, se puede ver en (|8], pag.204).

Teorema 2.11. Sean G y Gy conjuntos disjuntos convexos en un espacio lineal
normado X. Si Go es abierto, entonces existe un funcional lineal X en X y un
v € R que cumplen

Ag) < v < A(f) para toda f € G, g € Gy.

Teorema 2.12 (Carathéodory). Si B C R™ y r < n, entonces el casco convexo
cov B consta de todos los elementos de la forma

T T
x=) pxi, conz; €B, pi>0y Y pi=1
=0 1=0

parar € {1,2,...,n}.
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Teorema 2.13 (Rivlin-Shapiro). Sea Y un subespacio lineal de C(X) de dimension
n. Una funcion P € Y es de mejor aproximacion a f € C(X) si y solo si existen
puntos x; € Ag, 1 =0,...,r y nimeros p; > 0 tal que

S pi=1y > pilf(x:) — P(x:)]Q(x:) = 0,
=0 =0

para todo Q € Y conr < n.

Demostracion. Note que todo funcional lineal A : R® — R, esta definido en R"™
si y sOlo si estda definido so6lo en la base canénica de R"™, es decir, A es funcional
lineal en R™ si y solo si A(x) = Y.i°; a;x;, donde x = (x1,...,2,) € R" y a =
(Me1),.--,A(en))- Si{p1, -, Pn} es una base para Y C C(X), entonces para toda
Q €Y, setiene Q=571 cipj,conc; e R parai=1--- n.

Por otro lado sea la funcion continua ® = ((f—P)¢1,...,(f—P)d,) : X — R”
definida por

(@) = ((f = PY@)61()s-. ., (f — P)(@)m(x).

Como A es un subconjunto cerrado (Ap es la imagen inversa del escalar ||f — pl|
bajo la funcién continua |f — p| ) en un espacio X compacto y Hausdorff, entonces
Ap es compacto, luego entonces ®(Ag) es un subespacio compacto de R™. Méas atn,
el casco convexo cov ®(Ap) es compacto.

Por otro lado afirmamos:

i) P es de mejor aproximacion a f en Y siy solo si MAX;cp(Ag) A(z) > 0 para
toda A funcional lineal.

ii) Si méx,cqp(ay) A(z) > 0 para toda A funcional lineal, entonces 0 € cov ®(Ap).
Probemos i), supongamos que P es de mejor aproximacion a f y sea A un funcional

lineal. Luego

n

(A)(z) = A(@(x)) = Y _ Aei)(f — P)()di(z) = (f — P)(=) (Z /\(ei)cbi(ﬂf))) ;
1=0

=0
es decir, A®(z) = (f — P)(z)Q(z), donde

n

Q(z) = Aei)gi(x) € Y.

=0

Por el Teorema de Kolmogorov se sigue que

0 < mix(f — P)(x)Q(x) = mix A& (z) = Iergf(igo) A(z). (13)
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Reciprocamente, supongamos que 0 < max,ca(4,) A(z). Sea

n

Q(z) =) cigi(z) €Y

=0

y el funcional lineal definido por

n
- E CiZy,
=0

por (13) y el Teorema de Kolmogorov se tiene el resultado. Para la prueba de ii),
procedemos por contradiccion. Supongamos que 0 ¢ cov ®(Ay), como cov P(Ap) es
compacto, este es cerrado en R™, luego sea la bola abierta Bs(0) en el complemento
de cov ®(Ayp), ahora si hacemos G := cov ®(Ag) y Gy = Bs(0), entonces se cumple
la hipotesis del teorema (2.11) y por tanto existe un funcional lineal A en R™ y un
v € R que cumplen

AMg) < v < A(f) para toda f € G, g € Gy.

En particular, 0 = A\(0) < v < A(f) para toda f € ®(Ag), es decir, —A(f) < 0 para
toda f € ®(Ag) C cov ®(Ap), luego maxscp(a,) —A(f) < 0, lo cual contradice la
hipétesis.

Finalmente, por i), ii) y aplicando el Teorema de Carathéodory, se sigue que
Si_opivi = 0, donde y; = ®(z;) para algin x; € Ag y los p; > 0 son tal que
Sr_opi =1, con r < n. Ahora sea

-
Q = Z Cj¢j ey
j=0
y el correspondiente funcional lineal A, donde A(ej) =¢j, j =1,--- ,n, entonces

= ipi)\(yi) = zr:pz‘ <§n: Aleg)(f = P)(%)%(%))
i=0

i=0 j=0

7=0 =0

-y (i(f P)(a;)e;o( ) 5" pilf - P)) <Zc]¢ )

=) pilf = P) (i) Q)
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por tanto, existen puntos x; € Ag, i = 0,...,r y nameros p; > 0 tal que
T T
S pi=1y > pilf(x) — p(2:)]Qx:) =0
i=0 i=0

para todo Q € Y con r < n.
Para el reciproco del teorema, supongamos que

Er:pz‘[f(fci) —p(x:)]Q(x;) = 0.
=0

Asi [f(x;) — p(x;)]Q(x;) > 0, para algin x; € Ag con 0 < i <7, pues p; >0, y por
tanto

méx|[f(z) — p(x)|Q(x) = [f(xi) — p(xi)]Q(x:) > 0,

r€Ag

para todo @ € Y. Finalmente, por el Teorema de Kolmogorov se sigue el resultado.
O

Corolario 2.14. Si P es de mejor aproximacion o f en X, entonces P es de mejor
aproximacion a f en algun subconjunto {zg,--- ,z,} C Ag.

Como motivacion del Teorema Rivlin-Shapiro surge la siguiente definiciéon que
es importante porque permite caracterizar de otra forma a los elementos de mejor
aproximacion en términos de funcionales lineales ortogonales como se vera més
adelante.

Definiciéon 2.15. Sea Y un subespacio lineal de C'(X) de dimensién finita n, \* se
llama funcional lineal de aproximacion de fy P en Y, si dados {zg, - ,z,} C Ap
v r < n, se tiene

N (g) = Zaig(%),
i=0
donde o = p; sign[f(z;) — P(xi)], pi >0, i =0,---,7r, Yi_opi = L.

Corolario 2.16. Sea Y un subespacio lineal de C(X) de dimension finita n. Si
f ¢ Y, entonces P es de mejor aproximacion a f en'Y si y sdlo si existe un
funcional lineal de aprozimacion de f y P, para algunos puntos {xo, - ,z,} C Ay
yr <mn, el cual es ortogonal en Y .

Demostracion. Supongamos que P es de mejor aproximaciéon a f en Y. Por el
Teorema de Rivlin-Shapiro, existen puntos x; € Ag, i = 0,...,r y nameros p; > 0
tal que

zr:pi =1ly ipi[f(wi) — P(z;)]Q(z;) = 0,
=0 =0
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para todo @ € Y con r < n, luego se define el funcional lineal ortogonal de fy P

en Y por
= iaig(xi)
donde «; = p; sign [f(x;) — P(x;)], p; Zzo(; S _opi = 1. Como
1 = PIN@ = X (lf - PI| Q)
= S allf — PlQ()

= ipi[f(%’) — P(z;)]Q(z;) = 0,
1=0

se sigue que \*(Q) = 0 para todo Q € Y, es decir, A\* es ortogonal en Y. Reci-
procamente, por el teorema (2.8), basta probar que el funcional lineal ortogonal \*
cumple [|\*]| = 1y [|f — P|| = X*(f). Como

N(g)l = Z a;g(w;)
i=0

T T
< pilglza) <D pillgll = llgll,
=0 =0

luego ||\*|| = 1. Por otro lado, como \* es ortogonal en Y se sigue que
N(f) =N (f=P) sz sign [f (z:) — P(zi)][f (zi) — P(x;)]

= Zm(sign [f(xi) = P(x))?Ilf =PIl = [|f = PI|. -
1=0

3 Sistemas de Haar

En la seccién anterior todos los teoremas son caracterizaciones del mejor aproxi-
mante, finalizando con el teorema y corolario que caracteriza de la manera més
sencilla tal polinomio. Ahora necesitamos garantizar la unicidad del polinomio de
mejor aproximacion. Para ello definimos los subespacios de Haar y en particular los
subespacios de Chebyshev en espacios de Hausdorff.

Definicién 3.1. Sea X un espacio Hausdorff con al menos n + 1 puntos y sean
ho, hi,...,hy, funciones reales continuas. Decimos que el conjunto de funciones
® := {ho,h1,...,h,} es un sistema de Haar de orden n + 1 en X, si cada com-
binacion lineal Aghg + A1h1 + -+ + Ak, con coeficientes Ag, A1,..., A, € R no
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simultaneamente todos ceros, no tienen mas de n ceros distintos en X . El subespa-
cio generado H = gen{hyg,...,h,} de X por el sistema de Haar de orden n + 1 en
X es llamado subespacio de Haar de orden n + 1 en €(X). En particular si X es
compacto Hausdorff decimos que ® es un Sistema de Chebyshev, respectivamente
H es llamado subespacio de Chebyshev.

De la definicién y el hecho que X tiene cardinalidad n + 1, si ® es un sistema
de Haar, entonces ® forma un conjunto linealmente independiente en C(X). El
conjunto {1,z,--- ,2"} en [a,b] es un sistema de Chebyshev.

Proposicion 3.2. Sean X un espacio Hausdorff de cardinalidad n+1 y hg, hy ... hy €
C(X). ® = {ho,h1...hy,} forma un sistema de Haar de orden n+1 en C(X) si y

solo si det(hi(z;)) # 0 para cualesquiera puntos distintos {xo,...,xn} € X.
Demostracion. Sean xg,...,x, puntos distintos de X. Evaluando h; en x; para
7 =0,....nyi=0,...,n se tiene el sistema de ecuaciones lineal homogéneo de
orden n + 1:

Aoho(zo) + Ahi(xo) + -+ 4+ Anha(z0) =0

Aoho(z1) + Athi(z1) + -+ + Aphn(z1) =0

(14)

Moho(zn) + Mhi(xn) + - + Aphn(z,) =0

que tiene como tnica soluciéon a \g = A\ = --- = A\, = 0, pues de lo contrario

contradice que ® es un sistema de Haar, ya que la combinacion lineal 77 g A\;h; =0
tendrfa n+ 1 ceros, asi det(h;(z;)) # 0. Reciprocamente, si existe una combinacion
lineal Y7 o Aih; = 0 con coeficientes Mg, A1, ..., A, € R no simultaneamente todos
ceros, tal que tiene almenos n + 1 ceros, entonces el sistema de ecuaciones lineales
homogéneo (14) de orden n + 1 tiene una solucién no trivial (Ao, ..., A, ), por tanto
det(hi(x;)) = 0 contradiciendo la hipotesis, asi ® es un sistema de Haar de orden
n—+ 1. O

El teorema anterior es importante porque nos permite encontrar una tnica fun-
cion en el subespacio de Haar, cuya grafica pase por algunos puntos determinados,
es decir, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3. Sean xqg,...,xn € X y ag,...,a, € R. §i ® forma un sistema de
Haar en X, entonces eziste una unica combinacion lineal h = Y1y \ih; tal que

hzi) =a; coni=1,...,n.
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Demostracion. Por el teorema anterior se tiene det(h;(x;)) # 0 y por tanto el
sistema

Xoho(xo) + Ahi(xo) + - -+ + Aphn(x) = a1
/\oho(a}1) + )\1h1($1) + -+ /\nhn(xl) = Qo

tho(l’n) + A hy (.Tn) + -+ Anhn(l’n) = Q.

tiene solucion unica, Ao, ..., An, asi se tiene que h = S A\;h; tal que h(z;) =
Q5. ]

De esta forma decimos que hay una interpolacion h de los {hg,... hy} con
h(z;) = a; parai =0,...,n.

Proposicion 3.4. Si ® es un sistema de Chebyshev de orden n + 1 en [a,b] y

X1,...,%n € (a,b), entonces la funcion definida por
ho(x) ho(z1) ... ho(zy)
D(z,x1,...,2p) := hl@ hl(.xl) hl(_xn) (15)
hn(x)  hp(x1) ... hp(zy)
tiene exactamente por ceros los puntos x;, para i = 1,...,n. Mds aun, en cada x;
cambia de signo D(z,x1,...,2y).

Demostracion. La primera parte es clara. Por las propiedades de los determinantes
se sigue que D(z;,x1,...,2,) = Oparai = 1,...,n. Méas atun, como D(z,x1,...,x,)
es una combinacion lineal del sistema de Chebyshev @, entonces D(z,z1,...,Zy)
tiene a lo mas n ceros, y por tanto tiene exactamente n ceros. Sea 0 < ¢ lo sufi-
cientemente pequeno tal que (z1 —d, 21 +J) C [a, b]. Definimos la funcién continua
gs : [0,0] — R por

ho(l’l —5—|—t) ho(l’l—l-t) ho(ZL‘n)

hl (331 ) + t) hl (.731 + t) N h1 (xn)
gs(t) == . . :

hn(l'l -0+ t) hn(l'l + t) e hn(a:n)

Afirmamos que g¢s5(t) # 0 para toda t € [0,6]. En efecto, supongamos que existe
to € [0, 9] tal que gs(to) = 0, entonces

lim g5(to) = 0= —D(z1 +to, 21, ..., Tn)
d—to
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contradiciendo la primera parte de la proposicion, asi gs(t) # 0 para toda t € [0, d].
Finalmente observemos que

9(0) = D(x1 —0,21,...,2) ¥y g(0) = =D(z1 + 6, 21,...,Tpn),

luego D(x1—6,21,...,2,) y D(z1+06,21,...,2,) tienen signos opuestos, pues g # 0
en todo el intervalo [0, 6], de estd misma forma se prueba que también cambia de
signo D(x,z1,...,Ty), para Ta, ..., Ty. O

Se tiene un resultado mas general de la proposicién anterior, de hecho la funciéon
D(z,x1,...,z,) genera a todas las funciones en un subespacio de Chebyshev que
cambian de signo exactamente en n puntos de un intervalo cerrado [a, b].

Proposicion 3.5. Sean ® un sistema de Chebyshev de orden n+ 1 en [a,b] y H
el subespacio de Chebyshev de orden m 4+ 1. Si h € H tiene exactamente n ceros

distintos x1,...,x, en (a,b), entonces h necesariamente cambia de signo en cada
T, parat=1,...,n.
Demostracion. Si h € H 'y x1,...,x, son los ceros de h, entonces h = > " Aihi,

pues H es un subespacio diferente del trivial y por tanto existe algiin A; # 0. Sin
perdida de generalidad supongamos que Ag # 0, asi usando la propiedad de los
determinantes y multiplicando a los \; diferentes de cero con el renglén i-ésimo

correspondiente y sumando al primer renglon en la funcion D(z,zq,...,z,), se
sigue que
S g Al 0 e 0
1 hi(x hi(xq cor hi(z D
D(xal'l,"'vxn)zi ( ) ( ) ( n) :Jh’(l’)?
Ao : S : Ao
b () hn (1) hn(2n)
donde
hl(xl) hl (.%'2) e hl(xn)
hg(.%'l) h2(l‘2) e hg(afjn)
Dy=| | ) :
hn(x1) hu(x2) ... hp(zy)
Entonces h tiene los mismos ceros que D(z,z1,...,2,), luego por la proposicion
(3.4), h cambia de signo en cada z; si y solo si lo hace D(x,z1,...,2,) en cada
Z;. O
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Lema 3.6. Sean X un espacio Hausdorff que tiene al menos n + 2 puntos, ® un
sistema de Haar de orden n+1 y P un polinomio de mejor aproximacion a la funcion
continua f, entonces el subconjunto Ao para el cual |f(x)—P(z)| = ||f—P|| = E(f)
contiene al menos n + 2 puntos.

Demostracion. Supongamos que Ag = {xg,...,zs} con s < n+ 1, entonces existe
un punto x € X, tal que

0 < |f(z) — P(z)| <||f — P|| = E(f),

luego entonces 0 < E(f). Por otro lado, por el sistema de ecuaciones lineales de
(s+1)x(n+1)

Aogo(zo) + A1d1(xo) + - - - + Andn (o) = —[f(20) — P(0)]
Aogo(z1) + Ad1(21) + - - + Andn(z1)

I
|
~
—
8
[
~
|
=
8
—
=

Moo (s) + Md1(ws) + -+ + Andn(as) = —[f(25) — P(xs)]

se tiene un polinomio @ = Y7y A\i¢; (no necesariamente tnico) tal que

Q(xx) = —[f(2k) — P(xr)]

con k=0,...,s. Luego aplicando el Teorema de Kolmogorov se tiene

max[f(z) — P(2)]Q(z) = max [f(zx) — P(xx)]Q(zx) = méx —[f(zx) — P(xp)]?

€A 0<k<s 0<k<s

= —E*(f) <0,

pero esto no puede ser ya que contradice la caracterizacién del polinomio de mejor
aproximacion. O

De forma inmediata se prueba la unicidad del polinomio de mejor aproximaciéon
usando el teorema anterior.

Teorema 3.7. St ® es un sistema de Haar de orden n+ 1 en X, entonces toda
funcion continua f tiene un nico polinomio de mejor aproximacion P.

Finalmente, si en X estéa definido un sistema de Haar se garantiza la unicidad del
mejor aproximante. El teorema principal en esté seccion es el teorema de Alternancia
de Chebyshev que se pueden consultar en (|7], pag.74).
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Teorema 3.8 (de Alternancia de Chebyshev). Sean ® un sistema de Haar de
orden n en [a,b] y A C [a,b] de al menos n + 1 puntos. Si f € C(A), entonces P
es el polinomio de mejor aproximacion a f en A si y sdlo si existen n+ 1 puntos
To < ...< Ty en Ag y un nimero e = 1 o —1, para el cual f(x;) — P(x;) = d(—1)%
coni=0,...,nydonded=|f—P||.

Notemos que el teorema de alternancia de Chebyshev sigue siendo un teorema de
caracterizacion del polinomio de mejor aproximacién y para calcular tal polinomio
se puede utilizar el algoritmo de Remez.

4 Medida de Radon

Las medidas de Radon son utilizadas en muchas éreas del analisis, como es en la
teoria de la probabilidad, la teoria del potencial o la teoria de la representacion
integral. En estd seccion supondremos, al igual que antes, que X es un espacio
localmente compacto y Hausdorff, C(X) es el espacio normado de las funciones
continuas de X en R con la norma suprema, KX(X) el espacio de las funciones
continuas y de soporte compacto (f € K(X), si f € €(X) y f se anula en el
complemento de un subconjunto compacto de X) y finalmente Cy(X) es el espacio de
las funciones continuas que se anulan en el infinito. Por las propiedades del soporte
compacto (sop(f +g) C sop(f) U sop(g), sop(fg) € sop(f) N sop(g)) se tiene que
K (X) es un subespacio vectorial de C(X), mas ain K(X) C Cy(X) y K(X) es denso
en Co(X). Por otro lado, si X es compacto, entonces K(X) = Co(X). Si el espacio
topologico (X, 7) no es compacto, entonces podemos tomar la compactificacion
por un punto X* y tomar los espacios correspondientes mencionados arriba. Una
motivacion importante para definir una medida de Radon es la proposicion siguiente.

Proposicion 4.1. Si u es un funcional lineal positivo en X(X), entonces para cada
K C X eziste una constante My tal que |u(f)| < Mg||f|| para todo f € K(X) con

sop(f) C K.

Demostracion. Por el lema de Urysohn, podemos encontrar una funcién continua
g: X — [0,1] tal que g(x) = 1 para todo z € K. Si f € K(X) con sop(f) C K,
entonces |f(x)| <||f||lg(z) para todo = € X. Asi se tiene

—IIfllg(z) < fz) <|Ifllg(x)

para toda z € X. Luego ||f|lg—f >0y ||fllg+ f >0, y por ser u lineal y positivo
se sigue

=[fllulg) < u(f) < [1£1lug),
es decir, |u(f)] < Mgkl|f||, donde Mg = u(g). O
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La definicién siguiente resulta ser una generalizacion natural del resutado ante-
rior cuando estamos tratando funcionales lineales positivos en espacios localmente
compactos Hausdorff, pues la constante positiva My siempre existe para cada com-
pacto K, utilizando el lema de Urysohn.

Definicién 4.2. Un funcional lineal p : K(X) — R es llamado una medida de
Radon si para cada K compacto, existe una constante My > 0 tal que |u(f)| <
Mk || f|| para toda f € K(X) con sop(f) C K.

Unas referencia donde se prueban algunas propiedades importantes sobre medi-
das de Radon son ([6], pag.151 y ([3]). El espacio de todas las medidas de Radon se
denota por u(X). En nuestro caso nos centramos en el conjunto de las medidas de
Radon acotadas (X)), aquellas que son continuas con respecto a la norma suprema
definida por

pll = sup |u(f)].
st

Ademaés, una medida de Radon u es positivo si u(f) > 0 para toda f > 0 con
f € X(X), o equivalentemente si f < g, entonces u(f) < pu(g).

Observemos que el conjunto de las medidas de Radon positivas forma un cono
lineal y es denotado por u*(X), asf se define una norma en p*(X) por restriccion
de la norma suprema definida en C(X). Al conjunto de medidas de Radon posi-
tivas y acotadas lo denotamos por ,ul'f(X ). Una medida de Radon acotada es una
contraccion si ||u|| < 1y pf (X) es el conjunto de medidas de Radon positivas con
norma 1, llamadas probabilidades.

El ejemplo més simple de medida de Radon en X son las medidas de Dirac.
Dado un =z € X la medida de Dirac en x es la medida de Radon ¢, definida por

€.(f) = f(x) para cada f € K(X). (16)

Notemos que |ex(f)| = |f(x)| < ||f]| para todo f € K(X), luego ||ez|| =1 y como
consecuencia inmediata tenemos que €, € /ﬁ (X). Mas atn como €, es positivo, si
K es compacto, entonces |e,(f)| < ex(9)||f|| para todo f € K(X), con sop(f) C K
y €(9) = g(x) por la proposicion (4.1). Una combinacion lineal de medidas de
Dirac es llamada medida discreta en X, asi una medida discreta es descrita como
una medida de Radon acotada en X de la forma

u:ZAiexidondenz1,x1...xn€Xy)\1,...)\n€]R. (17)
=1

Se observa que

n

=D @Il < (A1l
i=1

i=1

()] < lpll =

n
Z Ai€z;
i=1
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luego afirmamos que p es positiva si y sélo si A\; > 0 para ¢ =0,...,n, mas ain se
tiene [lufl = S0y [Ad.

Una forma de construir medidas de Radon a partir de una de ellas es la siguiente.
Sea p € pu(x) y consideremos g € C(X), entonces el funcional lineal v : X(X) — R
definido por

o(f)(@) == p(f- g) para cada f € K(X) (18)

es una medida de Radon en X.

Se puede ver por medio de la densidad de X(X) en C(X) que si pu € up(X)
(repectivamente p € g (X)), entonces u se puede extender (de manera tinica) a un
funcional continuo (respectivamente positivo) i sobre Co(X).

Si X es compacto, entonces toda medida de Radon es acotada, es decir, p(X) =
p(X), y por tanto también se sigue que p*(X) = ' (X). Existen otras propie-
dades de las medidas de Radon que operacionalmente son importantes como es la
desigualdad de Cauchy-Schwarz y que se pueden generalizar sobre sublatices vecto-
riales de funcionales lineales arbitrarias, es decir, si g € p+, entonces se sigue que

(u([fg]))? < pu(f?)u(g?) para toda f,g € X(X).

Definiciéon 4.3. Sea p € p(X), decimos que la medida de Radon pu es cero en un
subconjunto U C X, si u(f) = 0 para toda f € K(X) con Sop(f) € U. Denotamos
por U(u) al conjunto {U C X| u es cero en U con U abierto en X}, asi el Soporte
de p es definido por el subconjunto Sop(p) = X — Upeu U-

Notemos de la definicién que Sop(u) es un subconjunto cerrado, mas aun, es el
complemento del mayor subconjunto abierto en X para el cual p es cero.

Observacion 4.4.

i) Si z € Sop(u), entonces para cada vecindad V' de z existe una f € K(X) tal
que Sop(f) C V' y u(f) # 0, inversamente x ¢ Sop(u) si existe una vecindad
abierta de V de z en la cual pu es cero.

ii) Sop(p) =0 siy solo si u=0.

El siguiente teorema muestra algunas propiedades importantes que se utilizan
en lo sucesivo (la prueba se puede ver en ([1], pag.23)).

Teorema 4.5. Si X es un espacio localmente compacto Hausdorff y pn € p(X),
entonces

i) Sop(u + v) C Sop(u) U Sop(v) para toda p,v. La igualdad se da si p,v son
Positivos.
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ii) Sif € X(X)yf=0enelSop(u), entonces u(f) =0. Sip € pup(X), entonces
también es vdlido siempre que f € Co(X).

wi) St f,g € K(X) y f=g sobre Sop(n), entonces pu(f) = p(g).

i) Sipept(X)y feX(X), entonces u(f) >0 si f >0 sobre Sop(u).

v) Sip€pt(X), feXK(X), f>0uysiu(f) =0, entonces f =0 sobre Sop(u).
vi) Para cada g € C(X), Sop(g.p) = {z € Sop(p)|g(x) # 0} C Sop(g) N Sop().

vii) Si x1,...,x, son puntos distintos de X para n > 1, entonces Sop(u) =
{z1,..., 20} sty solo si p =11 Nieg, para algunos A1, ..., A\, € R —{0}.

viig) Si Sop(u) es compacto, entonces p es acotada.

Sea I un conjunto dirigido, se define una red de medidas de Radon por (ul)fe I
Decimos que (,uz)fE ; converge con el orden <, si para cada f € X(X) se tiene que

(i (f))ier = (),

es decir, dado Uy (f) abierto, existe un ig € I tal que p;(f) € Uu(f) para todo i > ig
y en este sentido decimos que p; converge a p vagamente y lo denotamos por

liiel“fjlm(f) = u(f)

(vea ([1], pag.46)). Dada una medida de Radon u € p;, se define para un H C
Co(X) el conjunto

Dy (H,u) ={f € Co(X)| para cada red (ui);el € i que cumplen

lim p1;(f) = p(f) siempre que sup ||p;|| < oo y

il icl

h’n}l wi(h) = p(h) para toda h € H}.

1€
Es claro que H C Dy (H,p) C Co(H). Para nosotros es de interés saber cuando
Dy (H,p) = Co(H), en tal caso H es llamado un D4 —subconjunto de Korovkin
con respecto a una medida de Radon positiva y acotada. Por lo anterior se desea

conocer la hipotesis sobre H que asegure la igualdad. Un subconjunto de Cyp(X)
que esta muy relacionada con Dy (H, u) es el definido por

Wy (H, 1) = {f € Co(X) | v(f) = () pora cadav € i y
se cumple que v(h) = p(h) para toda h € H}.

El siguiente teorema es importante porque caracteriza a los D —subconjunto de
Korovkin.
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Teorema 4.6. Sea H un subespacio de Cy(X), entonces Dy (H,pu) = Uy (H, p)
siempre que p € i (X).

Demostracion. Es claro que Dy (H,pu) € Uy (H,pn), ya que si f € Dy(H,pu) y
+ aat =

v € py satisface v|g = p|g, se define la red (p;);c; con p; = v y es claro que

sup;er ||pal] = ||v]| y imier = v(h) = p(h) para toda h € H lo cual asegura que

lm 11 (f) = p(f) = v(f),

i€l
entonces f € U(H, u). Inversamente, supongamos que f € Uy (H, p)y (Ni)igg es una
red de medidas de Radon positivas y acotadas que cumplen que sup;¢; ||pi|| < +00
y lim;er pi(h) = p(h) para todo h € H con lim;er pi(f) # p(f). Existe € > 0 tal
que para toda i € I existe (i) > i con la propiedad |u; — pu(f)| > €. Por otro lado,
la familia A = {pq(;)} es fuertemente acotada, es decir, para todo K compacto,
existe My > 0 tal que |p;(f)] < Mk||f]| para toda jiq() y toda f < k. Como es
fuertemente acotada, entonces A es relativamente compacto, por tanto en A, existe
una subfamilia (p,),cr con un filtro F méas fino que el filtro de las secciones finales
del conjunto de indices I tal que

lim p(h) = lim u;(h) = u(h
Tg}ﬂ?u() l.lgllu() u(h)

para toda h € H. Por tanto se sigue que p = v sobre U4 (H, ) y en particular se
tiene que p(f) = v(f) lo cual es una contradiccion ya que |pa) (f) — p(f)| > € es
equivalente a |uq @) (f) —v(f)| > €. O

Definiciéon 4.7. Un subespacio H de Cy(X) es llamado cofinal si para cada f €
Co(X), existe h € H con f < h. Notemos que es equivalente a la existencia de un
ho € H tal que 0 < ho(z) para todo = € X.

Teorema 4.8. Si X es compacto y H es cofinal en C(X), entonces para cada
f € C(X) los siguientes son equivalentes.

i) feUr(H,p).

it) suppep p(h) = p(f) = frem p(k).
h<f k>f

iii) Para cada € > 0 existe un h,k € H con h < f <k y u(k) — p(h) <e.

Demostracion. Observemos que i) y iii) son equivalentes por definiciéon de infimo
y supremo. Sea €/2 > 0, entonces existen h,k € H, con h < f < k tal que

pu(f) <e/2+ p(h) y u(k) < u(f)+€/2 de donde se sigue que u(k) — pu(h) < e.
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Demostremos que 7) es equivalente a 7). Definimos p : €(X) — R por

pl9) = mnf p(k).
k>g

Notemos que p cumple p(g + f) < p(g) + p(f) v p(ag) = ap(g) para todo f,g €
C(X) y a > 0, es decir, p es sublineal. Aplicando el Teorema de Hann-Banach, existe

un funcional lineal v sobre C(X) tal que v < p y coincide con p en f, v(f) = p(f).
Maés ain, v es positivo. Si g € €(X) con 0 < g, entonces v(—g) < p(—g) < u(0) =0,
ya que —g < 0y por ser p y v funcionales lineal, luego v € p(X). Més atin, v = p
sobre H puesto que p = p sobre H. Asi

uf) = o) = p(f) = fnf u(h)
k=f

por i). Para completar esta parte de la demostracion, se tiene que —f € Uy (H, ),
por Lo que ji(—f) = p(— f), o bien,

Para ver que ii) implica i), si v € ut(X) y v = u sobre H, entonces de las
desigualdades

h) < u(f) < inf v(k
sup v(h) < v(f) < fnf v(k)
h<f f<k

y por hipotesis se sigue que v(f) = u(f). O

El siguiente teorema también caracteriza a los Dy —subconjuntos de Korovkin
con respecto a una medida de Radon positiva y acotada.

Teorema 4.9. Sea X compacto y H subespacio de C(X). Los siguientes enunciados
son equivalentes.

i) H es un D -subespacio para p € pi (X).

it) H es cofinal en C(X) y suppeg p(h) = wu(f) = infrey p(k) para cada f €
h<f k>f
C(X).

iti) H es cofinal en C(X) y para toda f € C(X) y e > 0 existen funciones h,k € H
tales que h < f <k y p(k) — u(h) <e.

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 5, paginas 123-152



Aproximacion tipo Korovkin y Sistemas de Chebyshev 147

5 Conjuntos y cerradura de Korovkin

La aproximacion tipo Korovkin se desarrolla en medio de los conceptos y los re-
sultados obtenidos en la convergencia de las redes de operadores lineales positivos.
La caracterizacién obtenida en relacién con la convergencia al operador identidad,
tiene una subsecuente estimulacion a la investigacion sobre otra clase de operadores
lineales. Esta seccién solo menciona los conceptos bésicos y algunos resultados para
entender la relacion entre los espacios de Chebyshev y los subespacios de Korovkin
en el espacio de funciones continuas.

Definiciéon 5.1. Un subconjunto H de Cy(X) es llamado subconjunto de Korovkin
con respecto a un operador lineal positivo T, si se satisface la siguiente propiedad.

Si para toda red arbitraria (LZ)ZS6 ; de operadores lineales positivos de Cp(X)

en Co(Y) tal que sup;cy||Li|| < oo y limyer Li(h) = T'(h) para toda h € H,
entonces lim;er Li(f) = T(f) para toda f € Co(X).
Por notacién decimos que H es K, — subconjunto de Korovkin para 7' (19)

Observemos que la equicontinuidad de la red de operadores lineales positivos

esté descrita por la condicion
sup || Li|| < oo.
el

Si T es un operador lineal positivo tal que ||T'|| < 1, entonces se llama contraccion y
si H satisface la propiedad (19) de la definicion (5.1), solo para redes (LZ)ZSE ; de ope-
radores lineales positivos que son contracciones, entonces H es llamado subconjunto
de Korovkin para T con respecto a la contracciéon lineal positiva y lo denotamos
por K_l‘_ — subconjunto de Korovkin para T'. Notemos que H es un subconjunto de
Korovkin de Cy(X) si y solo si el subespacio lineal generado £L(H) por H, es un
conjunto de Korovkin, asi podemos trabajar con la definicion (5.1), indistintamente
si es conjunto o subespacio. En adelante H es K — subespacio de Korovkin para
T. Analogamente, también se define el K}r — subespacio para T

Notemos que si el espacio X es compacto y 1 € H, entonces la red automética-
mente es equicontinua bajo la definiciéon (19), pues como X es compacto, entonces
Co(X) = C(X) y por tanto la convergencia en Cy(X) esta determinado por las bo-
las de la norma suprema, luego si 1 € H, entonces lim;c; L;(h) = T'(h), para toda
h € H y en particular lim;c; L;(1) = T(1), asi L; € B.(T(1)) para toda ig < i, es
decir, ||L;(1)=T(1)|| < € para toda iyp < i, por tanto se sigue que ||L;|| < e+||T(1)]|,
ademas como X es compacto se tiene ||L;(1)|| = ||Li|| para todo i € I, por tanto
sup;er || Li|| < oo, es decir, si X es compacto y 1 € H, entonces no se necesita
pedir sup;c; ||L;|| < oo de la definicién (5.1). Los subespacios que introducimos a
continuacién son importantes en la caracterizaciéon de los subespacios de Korovkin.
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Definicion 5.2. Se le llama clausura de Korovkin de H con respecto al operador
lineal positivo T' o K1 — clausura de H para T', al subconjunto

K, (H,T)={f € C(X) | liIlllLi(f) = T(f) para cada red (L )Zel de operadores
1€

lineales de Cp(X) en Cy(Y') que satisface la condicion
sup ||L;]| < o0y HenIlLi(h) = T(h) para todo h € H}.
iel ¢

Notemos que al igual que los conjuntos de Korovkin, la K, — clausura con
respecto a T' de un conjunto H de Cy(X) coincide con el K} — clausura para T
del subespacio generado por H. Uno de los resultados importantes que podemos
mencionar es que K (H,T) = Cy(X) siempre y cuando H sea Ky — subespacio de
Korovkin para T. Analogamente se define el subespacio Ky I — clausura de H para
la contraccion 1" con la definiciéon (5.2) tomando s6lo operadores lineales positivos
que son contracciones. El primer resultado importante que caracteriza tanto la
Ky —clausura y a la K}r — clausura de un conjunto con respecto a un operador
lineal positivo T : Co(X) — Co(Y) consiste en demostrar la relacion existente
entre estos subespacios y la convergencia de medidas de Radon considerando para
caday €Y, MZ; : Co(X) — R definido por ,uz;(f) = Tf(y) para cada f € Co(X).
Asi ,ug =€y 0T. Més atn, si H es un subespacio de Cy(X), entonces

Ky(H,T)= () Ur(H,p)) = () D(H, 1)),
yey yey

esto muestra la relaciéon que existe entre los subconjunto de Korovkin con respecto
a un operador lineal positivo T y los Dy —subconjuntos de Korovkin con respecto
a una medida de Radon positiva y acotada, donde primero se analiza para el caso
de contracciones y después se puede generalizar para operadores lineales positivos.

Definicion 5.3. Sean X y Y dos espacios localmente compactos Hausdorff y
T : Co(X) — Cp(Y) un operador lineal positivo. Decimos que T es finitamen-
te definido de orden n, si existen n funciones ¢1,...,¢, : ¥ — X y n funciones
reales ¢¥1,...,Y, : Y — R tales que

Z¢z © sz para cada f € GO( ) (20)

Se asume que el lado derecho de la ecuacion (20) de la definiciéon anterior pertenece
a Co(Y), bajo cualquiera de las siguientes hipotesis

a) SiY es compacto, entonces suponer que ¢1, ..., dp, Y1, ..., 1, son continuas.

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 5, paginas 123-152



Aproximacion tipo Korovkin y Sistemas de Chebyshev 149

b) Si Y no es compacto, entonces suponer que ¥1,...,%, € Co(Y) vy é1,...,dn
son continuas.

Asi en ambos casos T esta bien definido.

En adelante nosotros denotamos por F,,(X,Y") el conjunto de todos los operado-
res finitamente definidos de orden n de Co(X) en Co(Y) y por FL(X,Y) el conjunto
de todos los operadores finitamente definido de orden n de Co(X) en Co(Y') para
el cual admite una representacion de la forma de la ecuacion (20) y "7 ¢ = 1.
Observemos que F,(X,Y) C F,11(X,Y) y FL(X,Y) C F} 1 (X,Y), para cada n,
méas aun, un operador finitamente definido 7" : Co(X) — Cp(Y) de orden 1 es de la
forma T'(f) = ¢(f o ¢) para cada f € Cy(X) para algin ¢ : Y — X y una funcion
real positiva ¥ : Y — R.

Los operadores finitamente definidos estan relacionados con las medidas de Ra-
don positivas discretas, es decir, si T : Co(X) — Co(Y") es un operador finitamente
definido de orden n con una representacion (20), entonces tenemos

Ky (f Z Vi(y Z iy "€y f)

para cada y € Y y toda f € Cy(X), luego entonces la medida

=1

es una medida de Radon positiva y discreta para cada y € Y.

Proposicion 5.4. Sean T : Cy(X) — Co(Y') un operador lineal positivo y H un
subespacio de dimension n en Cy(X). Supongamos que X no es compacto y que H
separa puntos de X . Si para cada x € X, existe un h € H tal que h(x) # 0, entonces
existen n 4+ 1 funciones ¢1,...,¢n+1 : Y — X yn+ 1 funciones reales positivas
V1, .oy Upy1 0 Y — R tales que

n+1

= Z?/)l - (h o ¢;) para cada h € H.
=1

En consecuencia, si H es un K, — subespacio para T (o un K_l‘_ — subespacio,
si X es compacto y ||T|| < 1), entonces T es finitamente definido de orden n + 1.
Finalmente, si X yY son ambos compactos yT(1) =1y si H es un Ki—subespacio
para T, entonces T € F},(X,Y).
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Definicioén 5.5. Sea un espacio localmente compacto Hausdorff. Un subconjunto H
de Co(X) se dice K1 —subconjunto de orden n en Co(X), si es un K —subconjunto
de T para cada espacio Y localmente compacto Hausdorff y cada operador finita-
mente definido T € F,(X,Y). Si ademés H es un subespacio de Cy(X), entonces
se dice K — subespacio de orden n en Cy(X).

Notemos que cada K — subespacio de orden n en Co(X) es un K — subespacio
de orden p con 1 < p < n. Finalmente, cuando X es compacto se tiene que C(X) =
Co(X) y tenemos el resultado siguiente que relaciona la teoria de Korovkin con la
teoria de Chebyshev.

Teorema 5.6. Sea X el intervalo [a,b] C R. Si H es un subespacio de C(X) de
dimension n + 1, entonces se tiene las siguientes afirmaciones.

i) Sin es par, entonces H es un subespacio de Chebyshev de orden n + 1 en
C(X) siy sdlo si H es un K — subespacio de orden 5 en C(X).

i1) Sin es impar y H es un subespacio de Chebyshev de orden n 4+ 1 en C(X),
entonces H es un Ky — subespacio de orden ”Tfl en C(X).

Demostracion. Sean los dos casos

n .
|3 si n es par
™ =9 21 . .
%5~ sines impar
entonces para cada conjunto de puntos diferentes {1, zo,...,z,, } de X, siempre

se tiene que Y 7" w(z;) < n, donde

w(z) = {2 siz € (a,b),

1 six=a,b.

Luego (vea el teorema 2.3.5 de [1], pag.104 y el teorema 3.4.7, ii) de [1], pag.184), pa-
racada pu € Cp(21,22,...,2,) = {p € g (X)| existen o ... a,, € Ry tales que p =
S aj€g, }. Se tiene que H es un Dy — subespacio si y solo si H es un K —
subespacio de orden r, en C(X). Ahora probemos el inverso del inciso a). Sea H
el subespacio generado por las funciones linealmente independiente {hq, ..., h,}. Si
H 1o es un subespacio de Chebyshev de orden n en C(X), entonces existen n + 1
puntos distintos {xo,1,...,2,} de X y n + 1 ntmeros ay, ..., a, no todos ceros
tales que Y1 a;hj(z;) = 0 para cada j = 0,...,n. Ahora definimos el conjunto
J = {todos los indices i tal que o; > 0} y observando que

Zaihj(mi) = Zaifa:i(hj) + Zaieifi(h’j) =0,
=1

iceJ i¢J
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notemos que podemos suponer que la cardinalidad de J es menor que 5. Si J = 0,
entonces it = 0, luego definimos la medida de Radon positiva como p = >";c 5 aiey,
Yy U = —Yigs Qi€y;. Por tanto, como pu(h;) = v(h;) para j = 0,...,n, entonces
i = v sobre H y por el teorema 3.4.7, ii), (vea [1], pag.184) se sigue que u = v
sobre C(X) y por tanto es una contradiccion, pues todos los puntos {xg, z1,...,Zn}
son distintos. O

Los siguientes ejemplos ilustran los sistemas de Chebyshev.

Ejemplo 5.7.
i) 1,z,---,2" en [a,b].
ii) 1,cosx,--- ,cosnz en [0, .
iii) 1,sen x,--- ,sen nx en (0, 7).

iv) e%* con a3 < --- < ay, en [a,b].
iv) % con a; < --- < a, en [a,b].

Asi por ejemplo si n es par, el subespacio de Chebyschev generado por el sistema
{1,z,--- ,2"} en [a, b] es de orden n+1 siy solo si es un K — subespacio de orden
5. Si n es impar, entonces el subespacio de Chebyshev de orden n + 1 implica que
es un K, — subespacio de orden ”7_1

Concluimos este escrito, puntualizando la importancia que presenta el dltimo
resultado. Probar que un conjunto de funciones es un sistema de Chebyshev es
relativamente facil utilizando la teoria de Chebyshev, especificamente con la propo-
sicion (3.2) y, siendo el conjunto generado por este sistema un conjunto de Korovkin
se pueden formar, mediante la teoria de aproximaciéon tipo Korovkin, procesos de
aproximacion adecuados, como por ejemplo por los operadores de Bernstein para
aproximacién por polinomios algebraicos o por medio de ntcleos, como los de Fejer
o los de Jackson para el caso de aproximacién trigonométrica, que nos proporciones
aproximaciones de las funciones que se requiera aproximar.
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Capitulo 6

El descubrimiento de la inconmensurabilidad por Hipaso
de Metaponto

Agustin Contreras Carreto, Elizabeth de Gante Coronel,
Maria del Rocio Macias Prado

FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo hablaremos de la primera gran crisis en la historia de la mate-
maética y, de hecho, de la ciencia o, més apropiadamente, de la filosofia. Se trata
del descubrimiento de la existencia de segmentos inconmensurables. El origen
exacto de tal descubrimiento esté rodeado de espesa bruma y ha generado una
activa controversia entre los diferentes puntos de vista de los historiadores de la
matematica acerca de esta cuestion. Aqui ofreceremos sélo uno de dichos puntos
de vista y trataremos de explicar someramente por qué el descubrimiento de la
inconmensurabilidad representd una gran crisis en la Escuela Pitagoérica.

1 Introducciéon

En una manana del ano 480 antes de Cristo los gritos de un nifio rompieron la tran-
quilidad de Crotona. Anunciaban que el gran Hipaso de Metaponto habia muerto
en un naufragio ocurrido en la noche anterior. Era muy conocido en esa ciudad por
su gran inventiva: hacfa musica con placas de metal de diferentes grosores y de dis-
tintos didmetros, y construia poliedros regulares como nunca antes se habian visto.
Pocos sabian que precisamente su genial cerebro lo habia convertido en un peligro-
so subversivo y que ese naufragio no fue casualidad: durante varias semanas antes
habia estado cabizbajo y no queria asistir a las reuniones de La Hermandad. Los
otros miembros de la secta sospechaban que el filésofo de Metaponto seguramente
habia descubierto algo muy importante, pero sélo recurriendo a los extraordinarios
encantos de una irresistible y bella dama, quien embriagd y sedujo al sabio, fue que
obtuvieron el gran secreto, una verdadera blasfemia contra el inolvidable Maestro
Pitagoras: Hipaso demostré que existian por lo menos dos segmentos que no son
conmensurables: la diagonal y el lado de un mismo pentagono regular.
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2 Consideraciones preliminares acerca de la conmensu-
rabilidad y de la inconmensurabilidad

La introduccion a este capitulo es un tanto ficticia, un ardid para interesar al lector
acerca de la figura de Hipaso de Metaponto (en griego clésico: “Intacoc Metanovtivoc
) pero no esta tan alejada de las investigaciones historicas sobre este personaje,
del cual se conoce realmente muy poco. Morris Kline menciona en [6] que, segtin
una vieja leyenda, los pitagoéricos viajaban por mar y que uno de ellos, Hipaso
de Metaponto, fue arrojado por la borda por haber encontrado un elemento del
universo que contradecia la doctrina pitagorica de que todos los fenémenos del
universo se pueden reducir a ntimeros enteros. Por otro lado, Howard Eves senala
en [3] que, de acuerdo con una version, Hipaso fue desterrado de la comunidad
pitagoérica y fue erigida una tumba con su nombre como si él hubiera muerto. Kurt
von Fritz, en su interesante articulo [8|, ofrece plausibles argumentos para afirmar
que el descubrimiento de la inconmensurabilidad fue hecho por Hipaso de Metaponto
alrededor del ano 450 a. C., y no en el cuadrado, sino en el pentagono regular. En
otras palabras, von Fritz piensa que los primeros dos segmentos inconmensurables
descubiertos en la historia de la Humanidad, no fueron la diagonal y el lado de
un cuadrado, sino la diagonal y el lado de un pentagono regular, lo cual equivale,
como veremos posteriormente, a que el primer nimero irracional no fue v/2, sino el
nimero aureo ¢ = (1 4 v/5)/2. Segiin Von Fritz el pentagono regular era, para los
pitagoricos, una figura mas misteriosa que el cuadrado.

Las diagonales de un cuadrado se cortan en un punto, pero si se intersecan todas
las diagonales del pentagono, se formara un pentidgono més pequeno que también
serd regular, y si se trazan ahora las diagonales de éste, se obtendra un pentagono
regular mas pequeno aun, y asi sucesivamen-
te, siguiendo esta construccién en un proceso de
apariencia interminable o que involucra el infi-
nito. En una especie de operacién inversa, si co-
menzamos con un pentagono regular cualquiera
y prolongamos sus lados lo suficiente para que
se intersequen formando una estrella, al unir las
puntas de dicha estrella se obtendra un pentéa-
gono regular més grande, cuyas diagonales son
los lados de la estrella. Todo esto lo conocian los
pitagoéricos desde tiempos de Pitédgoras, es decir,
desde el siglo VI a. C. y les fascinaba tanto que
la hermosa estrella pentagonal fue un simbolo distintivo de la Hermandad Pitago-
rica. Adn ahora se conoce a esa figura como la estrella pitagorica y sigue siendo
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un simbolo famoso entre los esotéricos. Es alli, dice von Fritz, donde debe haber
un misterio y no en el sencillo cuadrado, pero se necesité6 de una mente audaz para
atreverse a develarlo y formular la pregunta clave: bueno y. .. jcuanto mide la dia-
gonal de un pentagono regular usando como unidad su lado?

Para tratar de aclarar los términos usados en esta pregunta, comencemos con una
importante definicién:

Definicién 2.1. Se dice que dos segmentos AB y C'D son conmensurables, si
existe un segmento EF que cabe un niimero entero de veces en AB y un ntimero
entero de veces en C'D, es decir, si las longitudes de los segmentos AB, CD y EF
son a, by ¢, respectivamente, entonces existen ntimeros naturales m y n tales que
a=mcy b=nc. Los segmentos AB y C'D son inconmensurables, si no son
conmensurables.

No es dificil para nosotros, en estos tiempos en que tenemos claro el concepto
de ntimero real y sus propiedades, percatarse de que, si dos segmentos AB y CD
son conmensurables, entonces la razoén o el cociente de sus longitudes es un ntimero
racional. En efecto, si las longitudes de los segmentos AB, CD y EF son a, by c,
respectivamente, y existen niimeros naturales m y n tales que a = mc y b = nc,
entonces a/b = mec/nc = m/n. También se cumple la proposiciéon reciproca: si
la razén entre las longitudes de dos segmentos es un ntmero racional, entonces
ellos son conmensurables. Para demostrar esta afirmacion, supongamos que AB y
C'D son segmentos de longitudes a y b, respectivamente, y que a/b es un ntimero
racional. Entonces existen niimeros naturales m y n tales que a/b = m/n. Sea EF
un segmento cuya longitud c es la enésima parte de b. Entonces b = nc y, por lo
tanto, a = (a/b)b = (m/n)(nc) = me, es decir, el segmento EF cabe m veces en
el segmento AB vy, por la definicién del segmento EF, cabe n veces en el segmento
CD. Por consiguiente, los segmentos AB y C'D son conmensurables.

Resumamos estas reflexiones en un solo enunciado:

Proposicion 2.1. Dos segmentos son conmensurables si y sdlo si la razon entre
sus longitudes es un numero racional.

Para medir la longitud de un segmento cualquiera necesitamos una unidad de
medida. Actualmente podemos usar, segiin nos convenga, el centimetro, el metro,
la pulgada o la yarda, pero a mediados del siglo V a. C. no se habian inventado
estas maravillosas unidades. Sin embargo, desde mucho antes de ese siglo, se usaba el
método de sustraccién mutua para medir la longitud de un segmento cualquiera,
usando como unidad de medida otro segmento cualquiera. Los griegos lo llamaban
antiféresis, palabra construida a partir del verbo daviupoupeé , que emplea Euclides
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en la proposiciéon 1 del libro VII de los Elementos, y que estd compuesta a su vez
por Lpoupeds , que significa “sustraer gradualmente”, y por el prefijo anti, usado aqui
para designar la idea de dos cosas que se corresponden. La antiféresis es entonces
una sustracciéon reciproca o mutua, como la llamamos antes.

Supongamos que tenemos dos segmentos cualesquiera AB y CD de longitudes
a y b, respectivamente, y que a > b. La antiféresis trata de buscar una “unidad de
medida comun” entre los dos segmentos dados, es decir, un segmento de longitud
u que quepa un numero entero de veces en @ y un numero entero de veces en b.
La idea fundamental del procedimiento es que , si existe un segmento de longitud
u que mida simultdneamente a a y b, mide igualmente a un segmento de longitud
a—b (y por tanto a a — 2b, a — 3b. etc.), y viceversa: si u mide a la vez a by a — b,
entonces mide también a a. La primera etapa de la antiféresis consiste en recortar
de la longitud a, tantas veces como sea posible, la longitud b, colocando el segmento
CD sobre el segmento AB, una y otra vez hasta que ya no quepa completo en AB.
Asi podemos saber cuéntas veces enteras cabe C'D en el segmento AB; digamos que
cabe ¢; veces, donde ¢; es un ntimero natural positivo. Si C'D cabe exactamente c;
veces en AB, entonces ya podemos expresar la longitud de AB en términos de la
de OD: a = bey. No s6lo hemos medido la longitud de AB en funcién de la de CD,
sino que hemos hallado un segmento, en este caso CD, que cabe un ntimero entero
de veces (a saber, ¢;) en AB y un niimero entero de veces (una vez) en CD. En
otras palabras, hemos visto que AB y CD son conmensurables.

Si CD no cabe exactamente c; veces en AB, entonces, al colocar ¢; veces C'D
sobre el segmento AB, es decir, cuando se ha retirado c; veces la longitud b a la
longitud a, queda un pequeiio segmento residual EF, de longitud 1. En este caso
tenemos:

a = bcy + 1y,

donde 0 < ry < b.

Ahora debemos trabajar con los segmentos de longitudes b y ry, porque ain
estamos buscando nuestra unidad de longitud u. La segunda etapa de la antiféresis
es intercambiar el papel de los dos segmentos CD y EF: puesto que EF es el mas
pequeno, la longitud de éste es la que se va a retirar de b, tantas veces como sea
posible: supongamos que EF cabe ¢y veces en el segmento C'D, donde ¢ es un
niimero natural positivo. Si EF cabe exactamente cy veces en CD, entonces ya
podemos expresar las longitudes de CD y AB en términos de la de EF:

b=7"162 y

a=bcy +ry =ricacr +r1 =r1(c2er + 1).
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Llamando m; a cac1 + 1 y ny a cg, obtenemos a = mir; y b = nir1 y con ello, que

miry m1

a
b niri niy

Entonces, a = (mj/n1)b. Asi pues, hemos logrado expresar la longitud de AB en
funcién de la de CD y hemos hallado un segmento, en este caso EF, que cabe un
ntimero entero de veces (a saber, m;) en AB y un niimero entero de veces (a saber,
n1) en CD. En otras palabras, hemos visto que AB y CD son conmensurables.

Si EF no cabe exactamente cp veces en C'D, entonces, al colocar co veces EF
sobre el segmento C'D, queda un pequeiio segmento residual GH, de longitud 7.
En este caso tenemos:

b=rico + 179,

donde 0 < ry < 7.
Repitiendo el procedimiento, trataremos de ver cuantas veces enteras cabe GH
en el segmento EF': supongamos que cabe c3 veces, donde c3 es un nimero natural

positivo. Si GH cabe exactamente c3 veces en EF, entonces ya podemos expresar
las longitudes de EF, CD y AB en términos de la de GH:

1 = Tracs,
b=rico+ 19 =1903¢0 + T2 =T2(C3¢2 + 1) ¥
a="bcy +11 =r2(cgea + 1) + rocg = ro(czea + 1+ ¢3).

Llamando mo a c3co + 1+ c3 y no a cgeg + 1, obtenemos a = maory y b = nore y con

ello, que
a maoro mo

b noro ng

Entonces, a = (mz/n2)b. Asi pues, hemos expresado la longitud de AB en funciéon
de la de CD, hallando un segmento, en este caso GH, que cabe un ntimero entero
de veces (a saber, ms) en AB y un ntimero entero de veces (a saber, ng) en CD.
Por consiguiente, AB y CD son conmensurables.

Si GH no cabe exactamente c3 veces en EF', entonces, al colocar c3 veces GH
sobre el segmento FF', queda un pequeno segmento residual 1.J, de longitud r3. En
este caso tenemos:

1 =T12C3 + T3,

donde 0 < rg < 7o. Repetiriamos asi el procedimiento anterior para ahora ver
cuantas veces enteras cabe IJ en el segmento GH: supongamos que cabe c4 veces,
donde ¢4 es un nimero natural positivo. Si I.J cabe exactamente c4 veces en GH,
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entonces ya podemos expresar las longitudes de GH, EF, CD y AB en términos
de la de 1J:

Ty = T3¢C4,

T =Toc3 + 13 = r3cac3 +r3 = r3(cscz + 1),

b=rica+ 1y =r3(cacs + 1)ca + r3c4 = r3n3,
donde

nyg=cqc3+1+cq4 y

a = bey + 11 = r3nsey + ra(cqes + 1) = mgrs,

donde ms = cqc3 + 1 + ngcy. Obtenemos a = mars y b = n3rs y con ello, que

a mars ms

b - nars ns

Entonces, a = (mg/n3)b. Asi, la longitud de AB se ha expresado en funcion de la de
CD (maés precisamente, como el producto de b por un ntimero racional) y tenemos
en este caso que GH cabe un niimero entero de veces (a saber, m3) en AB y un
niimero entero de veces (a saber, n3) en C'D; en otras palabras, que AB y C'D son
conmensurables.

Si GH no cabe un ntimero entero de veces en EF, seguiriamos el procedimineto.
Inductivamente, si ya logramos hallar k segmentos de longitudes r1,79,73, ..., 7%,
respectivamente, tales que:

a = bey + 11,

b= r1C + 19,
y, para cada j € {3,4,...,k},
Tk—2 = Tk—1Ck + Tk,

donde
O<rp<rp1<...<m<b<a

entonces el tltimo segmento, el de longitud 7, tendria dos posibilidades:

(i) que quepa exactamente un nimero entero de veces, digamos cgy1, en el seg-
mento de longitud rg_1, o

(ii) que quepa cg+1 veces en el segmento de longitud 7,_1, pero quedando un
residuo de longitud 7,1, mayor que cero pero menor que 7.
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Definicién 2.2. Diremos que el método de antiféresis para determinar cuan-
to mide AB en términos del (o usando como unidad el) segmento CD es
finito, si CD cabe exactamente un ntimero entero de veces en AB o existen un
nimero natural k, y k segmentos de longitudes rq,72,73, ..., 7, respectivamente,
tales que:

a = bcy + 11,

b=ric2 + 12,
y, para cada j € {3,4,...,k},
Tk—2 = Tk—1Ck + Tk,

donde
O<rp<rp1<...<r<b<a

y ocurre (i), es decir, tales que finalmente el dltimo residuo distinto de cero, el
segmento de longitud rp, ya cabe un ntimero entero de veces en el segmento de
longitud 75_1.

El lector puede ya estar convencido, siguiendo el razonamiento empleado en
los parrafos anteriores de que si el método de antiféresis para determinar cuanto
mide AB usando como unidad el segmento C'D es finito, se podran expresar todas
las longitudes, comenzando por rp_1 y terminando en a, como multiplos enteros
de 73, obteniéndose asi la conmensurabilidad de los segmentos AB y CD y la
representacion de la longitud @ como un ntmero racional por la longitud b. Asi
pues, teniendo en cuenta la Proposicion 2.1, podemos afirmar que:

Proposicién 2.2. Dados dos segmentos AB y CD, de longitudes a y b, respecti-
vamente, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) AB y CD son conmensurables.

(b) Elmétodo de antiféresis para determinar cudnto mide AB en términos de CD
es finito.

(¢) Eziste un numero racional q tal que a = gb

3 Algoritmo de Euclides vs. antiféresis

Dados dos segmento AB y C'D, un segmento que cupiera un niimero entero de veces
en AB y un ntmero entero de veces en C'D seria una especie de divisor comun de
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ambos segmentos. El lector seguramente recuerda que, si a y b son nimeros enteros,
un divisor comin de a y b es un namero entero ¢ que es divisor de a y que también
es divisor de b. Esto significa, precisamente, que ¢ cabe un ntumero entero de veces
en a y un namero entero de veces en b, es decir, que existen ntimeros enteros m y n
tales que a = mc y b = nc. El maximo comuin divisor de a y b es simplemente el
mayor de los divisores comunes de ambos nimeros. Suele denotarse por m. c. d.(a, b)
y es un nimero natural, porque 1 siempre es un divisor comin de a y de b. Por
ejemplo, los divisores de 18 son +1, £2, £3, £6, +£9 y £18. Los divisores de 60
son +1, +2, 43, +4, +5, +6, +10, +£12, +15, 430 y +60. Los divisores comunes
son +1, £2, £3 y +6. El mayor de todos estos divisores comunes es 6. Entonces
m. c.d.(18,60) = 6.

Una manera muy conocida de obtener el m.c.d. de dos niimeros naturales a
y b, consiste en desarrollar cada uno de ellos como un producto de potencias de
sus divisores primos y formar un nuevo nimero multiplicando los ntimeros divi-
sores primos comunes, elevando cada uno de ellos al menor exponente con el que
aparezcan en el desarrollo de a o en el de b. En nuestro ejemplo, 18 = 2 x 3% y
60 = 22 x 3 x 5. Los primos 2 y 3 aparecen en ambos desarrollos, pero 3 aparece
elevado al cuadrado en el desarrollo de 18 y elevado a la 1 en el de 60. Escogemos el
de menor exponente: 3! = 3; en el caso de 2, escogemos también 2! = 2. Entonces
m.c.d.(18,60) =2x3=6

Otro eficaz modo de obtener el m.c.d. de dos nimeros, por ejemplo, 18 y 60,
es asi: primero verfamos cuantas veces cabe 18 en 60. Esto equivale a hacer una
division con residuo, como las que haciamos en primaria. Al hacerlo, obtenemos
un cociente (que en este caso es 3) y un residuo (que es 6) que debe ser menor
que el divisor (que es 18): Entonces 18 cabe 3 veces completas (enteras) en 60 y
sobran 6 (unidades). Podemos expresar esto asi 60 = 3 x 18 + 6. Ahora hay que
ver cuantas veces cabe 6 en 18. De nuevo harfamos la divisién de 18 entre 6, pero
ésta va a tener residuo cero, porque 6 es un divisor de 18: 18 = 3 x 6. Claro que
también 6 es divisor de 60 (60 = 10 x 6), pero lo interesante es que, despejando 6
en la expresion 60 = 3 x 18 4 6, obtenemos 6 = 60 — 3 x 18, igualdad en la que
es facil ver que si un ntmero natural d es divisor comtun de 18 y de 60, entonces
también es divisor de 6 y por lo tanto es menor o igual a 6. Asi 6 es el mayor
divisor comun de 18 y 6, el m.c.d.(18,60). Este procedimiento es un ejemplo de
aplicacion de un algoritmo conocido con el nombre de Algoritmo de Euclides.
El lector iniciado en mateméticas y que haya estudiado algo de la teoria de los
nimeros enteros, seguramnete ya se percaté de la gran similitud que existe entre el
método de sustraccién mutua para hallar un segmento que quepa un niimero entero
de veces en un segmento dado AB y un ntmero entero de veces en otro segmento
dado CD, con el Algoritmo de Euclides. Este algoritmo se llama asi no porque
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Euclides lo hubiera descubierto por primera vez (era conocido por Pitédgoras en el
siglo VI a. C.), sino porque aparece en su obra, los Elementos, como la Proposicion
2 del libro VII, bien enunciado y demostrado quizé por primera vez. Nosotros aqui
lo recordamos en una versiéon actualizada:

Teorema 3.1 (Algoritmo de Euclides (E. VII. 2)). Dados dos nimeros naturales

a yb, cona>b, existen nimeros enteros no negativos k, ci,...,Cer1 Y 71y, Tk,
tales que:
a=becy + 11, 0<r;<b (1)
b=ricy + 19, 0<ra<r (2)

y, para cada j € {3,4,...,k},

Th—2 = Th—1Ck + Tk, 0<rp<rp (3)

Tk—1 = TKCk+1- (4)

Entonces ri, es decir, el dltimo residuo distinto de cero, es el mdzrimo comin divisor
de a yb.

Para demostrar este algoritmo se aplica repetidamente el Algoritmo de la
divisiéon que, para el caso de ntmeros naturales, no es otra cosa que la célebre
“divisién con residuo” que nos ensenaron en la primaria, como vimos en nuestro
ejemplo (el de hallar el m.c.d.(18,60) ):

Teorema 3.2 (Algoritmo de la division para nameros naturales). Si a y b son
nimeros naturales, entonces existen nimeros enteros no negativos ¢ (cociente) y r
(residuo), tales que:

a=bc+r, 0<r<b (5)

Como primer paso en la demostracion del Algoritmo de Fuclides, aplicamos el
Algoritmo de la division a los nimeros a y b, obteniéndose la igualdad (1).

Si r1 = 0, entonces b divide a a y, por supuesto, también a b, y es entonces el
méaximo comin divisor de a y de b, y aqui termina el proceso. Si r; # 0, entonces
es un numero natural y, aplicando el Algoritmo de la divisién a los niimeros b y 71,
se obtiene la igualdad (2).

Si 79 = 0, entonces r; divide a b y también a a, ya que

a=bci +r1 =r1c0+ 711 :Tl(CQ—i-l)
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y se puede demostrar muy facilmente, despejando r1 en la igualdad (1) que si un
nimero natural d divide a a y a b, entonces r divide a d. En otras palabras, r1 es
el méximo comin divisor de a y b, y aqui se termina el proceso. Si ro # 0, entonces
es un namero natural y, aplicando el Algoritmo de la divisién a los ntameros 71 y
12, se obtiene la igualdad (3) para k = 3, es decir,

r1 = rocg + 13, con 0 < r3 < ro.
Si r3 = 0, entonces ro divide a r1 y también a by a a, ya que

b=rico +1r9 =19c3 + 19 :T2(03+1) y

a=bcy + 11 =1r2(cs+ 1) + rocg = ro(eser + 1 + ¢3),

y se puede demostrar también que ro es el maximo comin divisor de a y b, y aqui
se termina el proceso. Si r3 # 0, entonces es un namero natural y, aplicando el
Algoritmo de la division a los nameros 73 y r3, se obtiene la igualdad (3) para
k = 4, es decir,

ro = T3C4 + 74, con 0 <ry <rs.

Y asi sucesivamente. Sin embargo, los residuos ry, 73, 73,74, ..., van formando
una sucesion estrictamente decreciente de ntimeros enteros no negativos, la cual no
puede ser infinita, es decir, en algiin momento habra un primer residuo que sea cero.
Més formalmente,

existe k € N tal que ri, # 0, pero rp41 = 0.

Entonces, el algoritmo debe terminar en un nimero finito de pasos, y se puede
demostrar, usando las igualdades (1) a (4) del enunciado del Algoritmo de Euclides,
que ese dltimo residuo distinto de cero es el maximo comin divisor de a y b. En
simbolos,

rry = m.c.d.(a,b).

4 La demostraciéon de Hipaso

Para lograr expresar la longitud de un segmento AB usando la longitud de otro
segmento C'D como unidad, tanto los egipcios, como los babilonios y los griegos de
antes del afio 450 a. C., usaban la antiféresis como un proceso finito, exactamente
como sucede en el Algoritmo de Euclides, porque en la practica, los segmentitos que
van quedando, como residuos sucesivos del proceso, tienen longitudes (r1,72,...,rg)
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cada vez més pequenas hasta que en algiin momento ya no les interesaban (su inte-
rés es puramente practico) o los burdos instrumentos de mediciéon de esos tiempos
yva no las detectaban. Antes del afio mencionado o, para ser menos aventurados,
antes de que comenzara la segunda mitad del siglo V a. C., se pensaba que tal mé-
todo era siempre finito, lo cual equivale, como vimos en la secciéon anterior, a que
cualesquiera dos segmentos son conmensurables. Ahora bien, los egipcios y los babi-
lonios, aunque habian desarrollado una impresionante cantidad de procedimientos
practicos, muchos de ellos muy sofisticados, para resolver problemas mateméticos
de muy diversa indole, tenfan principalmente un interés practico y jamas naci6 entre
ellos la posibilidad de pensar de que la antiféresis pudiera no ser un proceso finito
o de que pudieran existir segmentos que no fueran conmensurables. Pero en aquella
noche del afio 450 a. C. estaba Hipaso de Metaponto mirando la hermosa estrella
pentagonal que servia de simbolo de La Hermandad Pitagoérica y se le ocurri6 la
osadia de medir la diagonal de un pentagono regular usando como unidad su lado
pero ahora el interés de este filésofo no era préctico, sino teodrico, y el instrumento
de mediciéon que emplearia era el mas fino que se puede hallar sobre la faz de la
Tierra: la mente humana.

Hipaso puso en la mesa todos los ingredientes necesarios para llevar a cabo su
medicion tedrica: los pitagoricos de entonces ya conocian (porque provenian quiza
desde los tiempos de Tales de Mileto) todos los teoremas acerca de congruencia
y semejanza de tridngulos (de hecho, las demostraciones que poseian de todos los
teoremas de semejanza de tridngulos se basaban en que cualesquiera dos segmentos
eran, para ellos, conmensurables) y poligonos regulares. También que un tridngulo es
isosceles si y solamente si los angulos que se oponen a los lados iguales, son también
iguales y que los angulos opuestos por el vértice son iguales entre si. Sabian que
la suma de los angulos interiores de todo tridngulo es dos veces un angulo recto.
Podian deducir de aqui, dividiendo el pentagono en tres tridngulos por medio de
diagonales, que la suma de los dngulos interiores de un pentagono regular es seis
veces un angulo recto y que cada uno de ellos mide entonces 6/5 de angulo recto.
Cabe mencionar que la unidad de medida de dngulos era el dngulo recto, ya que,
por supuesto, no existian las medidas en grados ni en radianes ni nada por el estilo.
Denotaremos esta medida con el simbolo L. También denotaremos a la longitud de
un segmento AB como AB, y a la medida de un angulo ABC por £ ABC.

Ahora si comenzamos, dijo Hipaso, teniendo ante si una dibujo como el del
pentagono de la figura 1: como el pentagono ABCDE es regular, todos sus lados
son iguales,

AB =BC =CD = DE = DA,
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Figura 1: Pentagono

y todos sus dngulos también,
AABC = ABCD = ACDFE = {DFEA = {FEAB.

Asi, los triangulos AABC, ABCD, ACDE, ADEA y AEAB, son congruentes
entre si, lo que implica que todas las diagonales del pentédgono son iguales entre si
(y con ello, por el criterio lado-lado-lado de congreuncia, que los triangulos AAEB,
ABAC, ACBD, ADCE y AEDA son congruentes) y que los dngulos L AEB,
AABE, ABAC, {BCA, KCBD, LACDB, {DCE, {DEC, {EDAy {EAD tam-
bién. Esto nos lleva a que todos los tridngulos AABD', ABCE', ACDA', ADEB’
y AEAC’, son isosceles y congruentes entre si (criterio angulo-lado-angulo), y con
ello, a que

AC' = AD' = BD' =BE'=CE' =CA' = DA = DB' = EB' = EC’
y a que
LAD'B = ABE'C = £CA'D = {DB'E = LEC'A.
Entonces los triangulos AAC'D’', ABD'E', ACE'A’, ADA’B’ y AEB'C’ son con-

gruentes entre si (criterio lado-lado-lado) y el pentagono A’B'C'D'E’ es un penté-
gono regular (sus lados son iguales en longitud y sus angulos interiores miden lo
mismo) y, por lo tanto, es semejante al primer pentdagono ABCDE. En particu-
lar, el 4ngulo £ B'C’'D’ mide 6/5.. Esta también es la medida del d4ngulo LAC'E
(opuestos por el vértice) y, como el triangulo AAC'E es isosceles, entonces

2L AEC' +6/5.= 2L AEC' + LAC'E = 2.
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Despejando, queda que
LAEC" = (1/2)(2 — (6/5)).= 2/5L..

Por otro lado,
AEC'B'=2.—(6/5).= (2 — (6/5)).=4/5L.

Como AEC'B’ es isosceles, se deduce facilmente que £ B'EC" = 2/5.. Asi,
LAEB = LAEC' + KC'EB’' = 4/5.= L AB'E,

lo que implica que AAEB’, y ABCD', ABCA’, etc., son isésceles. Entonces AE =
AB' (y DE = DC’, etc.). Como el pentagono A'B'C'D'E’ es semejante al pentéa-
gono ABCDEFE,

AB'E'A' = AEDA = 2/5.= £AB'DF’,

de lo que se deduce que ADB’E" es isosceles. En particular, DB’ = B'E’.

En suma, usando un lenguaje moderno para resumir el posible argumento de
Hipaso en su intento de usar la antiféresis, denotemos con d; y I; a la diagonal y al
lado del pentdgono ABC DE, respectivamente, y con dg v l2 a la diagonal y al lado
del pentagono A’B’C’'D'E’, también respectivamente. Podriamos seguir denotando
por d3 v I3, dy y lyg, y asi sucesivamente, a las diagonales y lados de los pentagonos
que van apareciendo al seguir el proceso indefinidamente. Entonces:

dq :AD:AB/+B/D:AE+B/E/:ll—i-dg,
li =DC"=DB +B'C'=B'E' +BC' =dy+ .

Asi, l; cabe una vez en d; y sobra un segmento de longitud ds, do cabe una vez en [y
y sobra un segmento de longitud [. El siguiente paso consiste en ver cuantas veces
cabe Iy en ds. Pero aqui es donde se aplica el contundente argumento teérico de
que, como el segundo pentigono es semejante al primero, las veces que cabe su lado
en su diagonal, son las mismas que las veces que cabe el lado del primer pentagono
en su diagonal, porque todos los argumentos que nos llevaron a probar la primera
de estas igualdades, serdn los mismos, mutatis mutandis, que para demostrar las
siguientes igualdades:

d2 - l2 + d37

lo = da + 13,
y también éstas

d3 = I3 + dy,

I3 =dy+ly,
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y las que seguirfan en un proceso que nunca termina, porque los pentagonitos nunca
se colapsan a un punto, aunque uno ya no los vea mas que con los ojos de la imagi-
nacién. Se obtiene entonces una sucesiéon decreciente de longitudes de segmentitos
y que no acaba jamaés:

di >l >do >l >dg >3 >dy > ...

Entonces, en este caso, la antiféresis no termina nunca. Hipaso comprendia que esto
significa que existen segmentos inconmensurables y que este descubrimiento daba al
traste con una creencia s6lida del mundo pitagorico, en la que habian basado toda
una filosofia y las demostraciones de todo un conjunto de teoremas, como los de
semejanza. Revelar el descubrimiento serfa una declaracién hereje, la méas terrible
de las blasfemias contra el Maestro Pitdgoras y su doctrina. No se sabe como se
conocid este corrosivo secreto que Hipaso no pudo ocultar por mucho tiempo, quiza
revelado a una seductora y bella dama, que supo extraérselo con sus encantos,
del mismo modo en que Dalila descubri6 el misterio de la fuerza sobrehumana de
Sansoén. Lo que si seguramente ocurrio, es que tuvo que exponer sus razonamientes
en un juicio ante los miembros de La Hermandad. Alguno de ellos pudo haberle
cuestionado:

—Bueno, pero tu demostracién sélo indica que la antiféresis no funciona para
la diagonal y el lado de un pentagono regular. Pero qué tal si por otro método se
puede demostrar que dichos segmentos si son conmensurables.

—No su senoria —contestdé Hipaso con toda la honestidad intelectual que lo
caracterizaba, sabiendo que su respuesta era su sentencia de muerte— si existiera
un segmento w que cupiera un nimero entero de veces, digamos m; en dj, y un
nimero entero de veces, nq, en [y, entonces se tendria que, por las igualdades de
arriba,

dy =di — 11 = mju — nju = (m1 — ny)u = mau,
lo =11 —dy = nju — mau = (n1 — ma)u = nau,

ds = dy — ly = mau — ngu = (M2 — n2)u = Mau,

y, andlogamente, dy = myu, ds = msu, dg = mgu, ..., donde mj > mo > mgz >
myg > ... (porque di > dy > d3 > dy > ...), y todas estas m; son enteros positivos
(porque ninguna d; es igual a cero). Tendriamos entonces algo imposible: una su-
cesion interminable y estrictamente decreciente de ntimeros enteros positivos. Esta
contradiccién nos lleva a afirmar que no existe tal segmento u y, por consiguiente,
que la diagonal y el lado del pentigono regular, son inconmensurables.
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5 El primer niimero irracional

Por nuestra Proposicién 2.2 sabemos que demostrar que existen segmentos incon-
mensurables equivale a demostrar que existen ntimeros irracionales. Para ver cuél es
el namero irracional que encontré Hipaso (¢l no lo planteo asi, por supuesto), volva-
mos a la figura del pentagono. En él se observan dos tridngulos semejantes: AABC
y AAB'E’. Debido a dicha semejanza, se tiene: AD/AB' = DC/B'E’, lo que, con
la notacion que usamos en la demostracion de Hipaso, equivale a di/ly = 11/ds.
Llamemos A a esta razon, es decir, A = d;/l;. Entonces se obtienen las igualdades:

dy =l +dy y l?=dids,

lo que implica que
12 = (I3 4 do)dy = lydy + d3.

Dividiendo entre d3, queda
1/d3 = (Ii/d2) + 1,

o lo que es lo mismo,

A =X+1.

Resolviendo esta ecuacién de segundo grado y teniendo en cuanta que A > 0, se
obtiene A = (1 + /5)/2. Este es el célebre ntimero &ureo. Entonces, si aceptamos
que los primeros dos segmentos que se supo que eran inconmensurables fueron la
diagonal y el lado de un pentigono regular, tendremos que aceptar que el primer
nimero irracional que se descubri6 es el ntiimero dureo. Hay mucha dicusién entre
los historiadores acerca de ello. El otro nimero que compite por la prioridad como
numero irracional, es la raiz cuadrada de 2. En efecto, en muchos libros de texto
que tratan el tema de los ntmeros reales, senalan que el primer nimero irracional
descubierto fue v/2, el nimero real positivo cuyo cuadrado es 2, y la demostracion
que dan acerca de la irracionalidad de este niimero es la clésica demostraciéon por
reduccion al absurdo (ver, por ejemplo, |7]).

Como dice Benoit Rittaud en [7], «desde el punto de vista pedagogico, una re-
ducciéon al absurdo como la de la demostracion clasica, posee en general un débil
poder de conviccién. Es necesaria cierta practica de razonamiento matematico para
comprender el sentido exacto y aceptar la validez de una introduccién al tema como:
‘voy a demostrarles que v/2 no se puede escribir en forma de fraccion. Supongo que
V2 =p/q, y luego. ... De buenas a primeras se dice una cosa y su contrario en el
espacio de dos frases consecutivas. Esta dificultad, inherente a este modo de razona-
miento, hace que, segin lo que han observado varios autores (como Rapad Szabo),
la demostracién clasica tenga pocas posibilidades de haber sido aquélla gracias a la
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cual se descubrio la irracionalidad de la raiz cuadrada de 2 (o la inconmensurabili-
dad de la diagonal del cuadrado y de su lado), en la medida en que su estructura
misma hace de ella un razonamiento que no pueda llevar a cabo sino alguien que
ya esté al corriente del resultado final».

La demostracion clasica suele atribuirsele a Aristoteles, quien en sus Primeros
Analiticos escribio: «Suponer que la diagonal es conmensurable implica confundir los
nimeros pares y los niimeros los impares». También escribi6 esta afirmacion en otras
de sus obras. En un apéndice a los Elementos de Euclides aparece la demostracién
original de Aristoteles, que parece algo mas complicada que la mencionada arriba,
lo cual es légico porque en ese tiempo no se manejaban los ntimeros reales con
las propiedades que aceptamos modernamente. Segun el mismo Aristdteles, son los
pitagoéricos los que demuestran la existencia de segmentos inconmensurables y de
hecho, la irracionalidad de v/2 (es decir, la inconmensurabilidad de un segmento de
longitud v/2 y un segmento de longitud 1).

Los primeros textos que mencionan explitamente las magnitudes inconmensu-
rables son los Didlogos de Platéon. En uno de ellos, el «Mendén» (escrito hacia el
ano 380 a. C.), Socrates hace tomar conciencia a un esclavo del hecho de que la
diagonal de un cuadrado es su duplicadora, es decir, que dado un cuadrado cual-
quiera, podemos duplicar su area construyendo un cuadrado cuyo lado sea igual a
la diagonal del cuadrado original, pero para resolver este problema no se necesita
saber que la diagonal es inconmensurable con su lado y Platéon no habla de ello. El
momento del didlogo en el que méas se acercan al tema es cuando Socrates, ante el
aprieto del esclavo para hallar el lado del cuadrado de area doble, le dice: «si no
quieres dar el nimero, muéstralo sobre el dibujo». Rittaud seniala en [7] que «es
necesario ser indulgente para ver en esta sugerencia una alusion a la inexistencia de
una relacién de ntimeros enteros que estén en proporciéon con el lado y la diagonal.
En otro didlogo, «La Republicay, encontramos una breve mencién de las «lineas
inconmensurables» y, mas adelante, una exposiciéon poco clara en la que se trata de
«diagonales irracionales» y se deja entrever la inconmensurabilidad de la diagonal
y el lado del cuadrado.

Mucho mas explicito es otro didlogo de Platén llamado «Teetetos». Este didlogo
fue escrito en el afio 368 /367 a. C., poco tiempo después de la muerte del mateméatico
Teetetos, al término de una batalla en la que fue fatalmente encontrado (ver [8]). En
la primera parte del didlogo, el viejo mateméatico Teodoro de Cirene es representado
demostrando a un grupo de hombres jovenes, entre los cuales se encuentra el joven
Teetetos, la irracionalidad de las raices cuadradas de 3, 5, 6 y hasta 17, por supuesto,
sin incluir a las raices cuadradas de 4 y de 9. El hecho de que Teodoro se haya
detenido en 17 ha dado mucho que pensar, pero mas todavia la cuestion de por qué
no se menciona la irracionalidad de v/2 y se comienza desde la rafz cuadrada de 3.
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Se cree que esta ausencia, lejos de ser el resultado de una ignorancia, muestra de la
irracionalidad de v/2 debia ser demasiado conocida como para que fuera ttil citarla.
Asi pues, el descubrimiento de la inconmensurabilidad tuvo que haberse realizado,
no solo antes de Aristoteles, sino también, antes de Platon. De hecho, la mayoria de
los historiadores estéd de acuerdo en que fue realizado en el seno de la Hermandad
Pitagoérica. A modo de resumen listamos algunos de los argumentos de von Fritz
para hacer plausible su hipdtesis de que fue precisamente el pitagérico Hipaso de
Metaponto quien lo llevd a cabo y en el pentagono:

El descubrimiento tuvo que haber sido al nivel elemental de las matemaéaticas
griegas de la primera mitad del siglo V a. C. El caracter de la investigacion cientifica
tan desarrollado en el siglo V a. C. no sélo hizo posible, sino muy probable que el
descubrimiento fuera hecho a pesar de que su conocimiento era minimo. Adn més
significativo es el hecho de que la prueba completa de la raiz cuadrada de dos,
como es presentada usualmente y que se atribuye a Aristoteles en el siglo IV a. C.,
usa los términos conmensurable e inconmensurable, lo cual hace presuponer que el
concepto de inconmensurabilidad ya era conocido cuando se hizo la demostraciéon
en el cuadrado. Los pitagéricos usaban el pentagrama como insignia, lo cual debi6
de haber atraido su atencién y evocado un deseo de analizar mateméticamente su
forma. Es probable que Hipaso para lograr el desarrollo del dodecaedro, hubiera
tratado de investigar acerca de ntimeros y radios incorporados en el pentagrama y
el pentagono regular.

6 Importancia del descubrimiento de la inconmensura-
bilidad

La idea de que dos magnitudes, y més concretamente, dos segmentos, tienen siempre
una parte alicuota comtn, es decir que son conmensurables, representa una etapa
primigenia e inevitable en el desarrollo del pensamiento intuitivo matemaético, tanto
en el horizonte historico como en el escolar y, por supuesto, en el &mbito artesanal,
por necesidades de la medida siempre aproximada de longitudes. La apariciéon de
las magnitudes inconmensurables marcé una inflexién radical en la evolucion histo-
rica de la geometria griega, ya que puso fin al sueno filosofico pitagorico acerca del
nimero como esencia del universo, eliminé de la geometria la posibilidad de medir
siempre con exactitud y fue lo que imprimi6 a la matematica griega una orientacién
geométrica deductiva plasmada en los Elementos de Euclides. El descubrimiento
de segmentos inconmensurables marca un hito en la historia de la filosofia, porque
no es algo empirico, sino puramente teérico; conduce a un trastorno logico que es-
tremece los cimientos de la matemética y filosofia griegas, ya que invalida todas
las pruebas pitagoricas de los teoremas que hablan de proporciones y la vision fi-
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losofica del papel central de los niimeros enteros. Que el lado y la diagonal de un
pentagono no tengan medida comun implica que, si un ndmero representa a uno
de los segmentos, ningin numero puede representar al otro. Asi pues, es imposible
reconocerlos numéricamente juntos. Sin embargo, ante nuestros ojos se muestran
conviviendo juntos en un hermoso pentégono. Lo real aqui no es discutible y excede
manifiestamente la capacidad numérica. Estas magnitudes geométricas esacapan a
la numericidad. Para reconstruir el edificio danado, los griegos desarrollaron una
teoria interna referente sblo a las magnitudes geométricas. Establecieron propor-
ciones entre estas magnitudes, pero se negaron a llamarlas niimeros. Como dice V.
Gomez Pin en [5], la crisis abierta por el descubrimiento de la inconmensurabilidad,
tuvo como consecuencia que la geometria fuera en parte privilegiada en detrimento
de la aritmética. Para los griegos, tal descubrimiento, como dice W. Dunham en
[1], establecia firmemente la superioridad de la geometria respecto de la aritmética
en todas las matematicas griegas a partir de entonces.

Muchos historiadores se han dedicado a este acontecimiento y existen entre ellos
opinones encontradas, pero nadie puede dudar que considerar el descubrimiento de
la inconmensurabilidad como un gran momento en la historia de las matemaéticas,
como lo hizo Howard Eves en [4], es un gran acierto.
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Resumen

En este trabajo se presenta la metodologia para construir un portafolio 6ptimo
con una medida de riesgo coherente: Valor en Riesgo Condicional (CVaR) dada
por [13]. El problema a resolver consiste en minimizar el CVaR de un portafolio
compuesto por n activos. Dada la complejidad de la funcién objetivo asociada
al CVaR se incluye una funcion auxiliar que permite transformar tal funcién
objetivo en otra que depende de los pesos de los activos del portafolio y de
la funcién auxiliar. Bajo estas condiciones hay un caso particular en el cual la
minimizacion del CVaR es un problema de optimizacién manejable: cuando la
funcion de densidad de probabilidad conjunta de los rendimientos de los activos
del portafolio esté representada en un conjunto de escenarios. Esto suele ser el
tipo de datos que se encuentran en la préctica: se generan escenarios de pér-
didas y ganancias de un portafolio, lo cual permite minimizar el CVaR por el
método de simulacién historica. La metodologia se aplica a un portafolio com-
puesto por una muestra de 10 acciones que componen el Indice de Precios y
Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores, con una periodicidad que com-
prende desde el 01/01/2014 al 22/07/2015 con un total de 406 observaciones.
Se calcula el VaR por el método de simulacion histérica al 95% y al 99 % de
confianza. Asimismo se determinaron el CVaR minimo y los pesos que lo con-
forman con los mismos niveles de confianza. La evidencia empirica muestra que
min, CVaR,(x) > VaR,(z) para los dos niveles de confianzas elegidos. Este re-
sultado implica que implementar metodologias més robustas para la medicién
del riesgo de mercado como lo es el CVaR, es importante para un administrador
de riesgos, en un intento de reducir el impacto de las variaciones abruptas en los
precios de los activos que se negocian en los mercados financieros y que forman
los portafolios de inversion.
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1 Introduccion

La optimizacion de portafolio es uno de los enfoques mas conocidos en la selec-
cion de portafolios de inversién. La primera técnica para resolver el problema de
seleccion de portafolio fue desarrollada por Harry Markowitz, 1952 [11]. En el de-
nominado modelo de optimizacion de portafolio en media-varianza (MV) propuesto
por Markowitz, el rendimiento del portafolio se mide por la rendimiento esperado
del portafolio y el riesgo asociado se mide por la varianza de los rendimientos de
portafolio. Una de las extensiones de optimizacion de portafolios se presenta en [5],
la propuesta consiste en la solucién del problema de conformar un portafolio 6ptimo
cuando los activos tienen rendimientos provenientes de distribuciones a-estables.

La varianza como medida de riesgo presenta algunas desventajas. Al controlar
(minimizar) la varianza no sélo conduce a una baja desviacion del rendimiento
esperado en la parte izquierda de la distribucion de pérdidas, sino también en el
lado derecho, por lo cual puede limitar posibles ganancias [18]. Por lo tanto, algunas
medidas de riesgo se han propuesto como alternativa para reemplazar la varianza
tales como el Valor en Riesgo (VaR), el cual modela y mide el riesgo en términos de
percentiles de la distribucién de pérdidas. En lugar de basarse en valores negativos y
positivos del rendimiento esperado, considera soélo el lado negativo del rendimiento
esperado como riesgo y representa la pérdida maxima pronosticada con un nivel de
confianza particular (por ejemplo, 99 %) durante un cierto periodo de tiempo (por
ejemplo, un dia) |7, 13].

El VaR como medida de riesgo es muy popular. Sin embargo, tiene algunas pro-
piedades que limitan su uso [3, 12|, como la falta del subaditividad; es decir, VaR
de dos portafolios puede ser mayor que la suma de los VaRs de cada portafolio.
Ademas, el VaR es no convexo y suave, ademés de tener varios minimos locales,
lo cual es un problema puesto que se busca un minimo global [7, 12]. Asi se han
desarrollado medidas de riesgo alternativas como el Valor en Riesgo Condicional
(CVaR)! que se interpreta como el valor de la esperanza condicional de la distribu-
cion de pérdida dado que excede el VaR [4]. VaR implica que ;Cuél es la pérdida
méxima que tiene el portafolio?, mientras que CVaR: ;Cémo se espera el incurrir
en pérdidas bajo condiciones extremas?. Experimentos numéricos muestran que el
CVaR minimo ordinariamente conduce a soluciones 6ptimas cercanas a un VaR mi-
nimo, ya que VaR nunca excede CVaR [13]. CVaR tiene mejores caracteristicas que
el VaR. Es un problema de optimizacién convexo, y por lo tanto es facil optimizar
[7]. Estd demostrado que se pueden utilizar técnicas de programacion lineal para
optimizacion del CVaR como medida de riesgo [13, 9]. A su vez en [19] se muestra
la aplicacién de optimizaciéon robusta a un portafolio con el peor caso del CVaR y

! CVaR también se conoce como Expected Shortfall (Déficit Esperado).
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con informacién parcial de la distribucién de probabilidad, se muestran las ventajas
mediante ejercicio de simulacién Monte Carlo.

El objetivo central de este trabajo es presentar los conceptos de riesgo, su cla-
sificaciéon en un marco simple con su relaciéon con lo que es una medida de riesgo
coherente, asimismo proporcionar las bases tedricas de la metodologia de optimiza-
cion de un portafolio con el CVaR como funcién objetivo en el contexto de [13].

Este trabajo estda organizado como sigue. En la siguiente seccién se presenta
una introduccién al concepto de riesgo, una clasificacion de los riesgos y medidas
coherentes de riesgo. En la seccion 3 se describe la metodologia general para calcular
el VaR, en especifico los pasos para calcular el VaR por el método de simulacién
historica, en la seccion 4 se plantea el problema de optimizaciéon del CVaR, en
la seccion 5 se aplica la metodologia a un portafolio de acciones, por ultimo, se
concluye en la seccion 6.

2 Riesgo, clasificaciéon y medidas coherentes de riesgo

El término riesgo tiene sus raices en el latin risicare (o resecare) que significa atre-
verse que significa atreverse y en el griego rizha (o riza) que significa navegar por
un acantilado para alcanzar la costa [17]|. La definicion més comun de riesgo es: ex-
posicién a la posible pérdida, dano, o alguna otra circunstancia desafortunada. En
el siglo XVI ya se tenfa una concepciéon moderna del riesgo, ya que se definia como
una contingencia que podia presentarse. Posteriormente, a mediados del siglo XX
los conceptos riesgo e incertidumbre se trataron de manera indistinta; sin embargo,
actualmente existe una diferencia muy clara entre incertidumbre y riesgo; mientras
la incertidumbre es subjetiva y no medible, lo que implica una distribucién de fre-
cuencia desconocida, el riesgo es cuantificable y objetivo, con una distribucién de
frecuencias conocida.

Otro enfoque entre incertidumbre y riesgo es el expuesto en [8], quien define la
incertidumbre, riesgo y la medicién de éstos como:

e Incertidumbre: Falta de certidumbre, esto es, la existencia de més de una
posibilidad. El verdadero resultado (valor,estado) no es conocido.

e Medicién de la incertidumbre: Un conjunto de probabilidades asignado a un
conjunto de posibilidades. Ejemplo: existe un 80 % de que los alumnos aprue-

ben el curso, 10 % de que reprueben.

e Riesgo: Es un estado de la incertidumbre donde algunas posibilidades pueden
ser pérdidas, catéstrofes, o algin resultado inesperado .
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e Medicion del riesgo: Un conjunto de posibilidades el cual se mapea aun con-
junto de probabilidades y a un conjunto de cuantificaciéon de pérdidas. Ejem-
plo:existe un 25 % de probabilidad de que el IPyC disminuya a los niveles de
octubre 2008 con una pérdida generalizada de 500 billones de pesos.

En este contexto se afirma que se puede tener incertidumbre sin riesgo, pero no
riesgo sin incertidumbre [8]. Se puede tener incertidumbre en cuanto al ganador de
un partido de fatbol, pero si se apuesta no existe el riesgo de alguna pérdida.

Otra clasificacion de riesgos que se encuentra en la practica de la administracion
de riesgos es la siguiente (Véase [6]):

Riesgo de crédito

) ) Riesgo de liquidez
Discrecionales Ri J q

iesgo de mercado
Cuantificables . & )
. Riesgo de extension
Riesgos ) .
Riesgo tecnolégico

No Discrecionales ¢
Riesgo legal

No Cuantificables

1.— Riesgos cuantificables, que son aquellos para los cuales es posible conformar
bases estadisticas que permitan medir sus pérdidas potenciales, y dentro de
estos se encuentran los siguientes:

a.— Riesgos discrecionales, que son aquellos resultantes de la toma de
una posicién de riesgo, Tipos: riesgo de crédito, liquidez y de mercado,
de extension.

i) Riesgo de crédito o crediticio. Se define como la pérdida po-
tencial por la falta de pago de un acreditado o contraparte en las
operaciones que efectiian los Organismos de Fomento y Entidades de
Fomento, incluyendo las garantias reales o personales que les otor-
guen, asi como cualquier otro mecanismo de mitigacién utilizado por
dichos Organismos de Fomento y Entidades de Fomento.

i) Riesgo de liquidez. Se define como la pérdida potencial por la
imposibilidad o dificultad de renovar pasivos o de contratar otros en
condiciones normales para los Organismos de Fomento y Entidades
de Fomento, por la venta anticipada o forzosa de activos a descuentos
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i)

i)

inusuales para hacer frente a sus obligaciones o bien, por el hecho de
que una posicién no pueda ser oportunamente enajenada, adquirida
o cubierta mediante el establecimiento de una posicién contraria
equivalente.

Riesgo de mercado. Se define como la pérdida potencial por cam-
bios en los Factores de Riesgo que inciden sobre la valuacién o sobre
los resultados esperados de las operaciones activas, pasivas u Opera-
ciones Causantes de Pasivo Contingente, tales como tasas de interés,
tipos de cambio e indices de precios, entre otros.

Riesgo de extension. Se define como la pérdida potencial por la
posibilidad de no cubrir la totalidad de los créditos con los pagos
establecidos, como consecuencia de la obligacién que tienen el In-
fonavit y Fovissste de eximir al acreditado de su pago alcanzado al
vencimiento del plazo del crédito.

Riesgos no discrecionales, son aquellos resultantes de la realizaciéon de
sus actividades, pero que no son producto de la toma de una posiciéon de
riesgo, tales como el riesgo operacional, que se define como la pérdida
potencial por fallas o deficiencias en los controles internos, por errores en
el procesamiento y almacenamiento de las operaciones o en la transmisiéon
de informacion, asi como por resoluciones administrativas y judiciales
adversas, fraudes o robos, y comprende, entre otros, al riesgo tecnoldgico
v al riesgo legal, en el entendido de que:

i)

i)

El riesgo tecnolbgico se define como la pérdida potencial por da-
nos, interrupcion, alteracién o fallas derivadas del uso o dependen-
cia en el hardware, software, sistemas, aplicaciones, redes y cual-
quier otro canal de distribucion de informacién en la prestacion de
servicios con los clientes o derechohabientes de los Organismos de
Fomento y Entidades de Fomento.

El riesgo legal se define como la pérdida potencial por el incum-
plimiento de las disposiciones legales y administrativas aplicables,
la emisién de resoluciones administrativas y judiciales desfavorables
y la aplicacién de sanciones, en relacién con las operaciones que los
Organismos de Fomento y Entidades de Fomento llevan a cabo.

2.— Riesgos no cuantificables, que son aquellos derivados de eventos imprevis-
tos para los cuales no se puede conformar una base estadistica que permita
medir las pérdidas potenciales.

De esta manera, el riesgo se puede definir como la variaciéon del valor de un
portafolio de inversion, de crédito o de seguros con respecto a su valor actual, debido
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a variaciones en los factores que los componen. Eso significa que, a diferencia de lo
que se considera generalmente, tanto las desviaciones positivas y negativas del valor
del portafolio se consideran riesgo, lo que se conoce cominmente como volatilidad
de los factores.

2.1 Medidas coherentes de riesgo

Existen escenarios a los cuales se asocia un riesgo mayor en comparacién con otros.
Se trata entonces del problema de encontrar una forma de medir y cuantificar el
riesgo en cada escenario. La mediciéon del riesgo no es un tema nuevo y ya se
han propuesto varias formas para cuantificarlo. Si se parte de la definicién de riesgo
como la desviacién de un resultado esperado entonces ejemplos de medidas de riesgo
son la varianza, la desviacion estandar, desviaciéon media absoluta, etc. Asi, dado un
conjunto de observaciones (por ejemplo de rendimientos de algtin activo) la varianza
representa la media aritmética del cuadrado de las desviaciones respecto a la media,
mientras que la desviacion estandar es la raiz cuadrada positiva de la varianza.
Por su parte, la desviacién media absoluta es el promedio aritmético del valor
absoluto de las desviaciones respecto a la media. Las tres medidas nos indican cuanto
se desvian las observaciones de su media. Surgen entonces dos preguntas: ;cuél
medida de riesgo es mejor?, jcuales son las caracteristicas de una medida de riesgo
apropiada?. Para responder a esas preguntas se encuentran en la literatura trabajos
que proponen propiedades deseables que deberia cumplir una medida de riesgo
para ser caracterizada como coherente. Para introducir los axiomas de coherencia
en seguida se enuncia una definicion formal de medida de riesgo.

Sea un espacio de probabilidad (2, F,P) y sea el horizonte de riesgo T'. Sean
L°(2, F,P) los conjuntos de variables aleatorias en (2, F), que son casi seguramente
finitos. Los riesgos financieros son representados por un conjunto M € L°(Q2, F, P)
de variables aleatorias, que se interpretan como pérdidas de un portafolio sobre
un horizonte de tiempo T'. El horizonte de tiempo es libre, es decir sin especificar,
aunque en la préctica siempre es finito. Se supone que M es un cono convexo,
es decir, si Iy € My Ly € M implica que L1 + Ly € M y que AL; € M para
cada A > 0. Las medidas de riesgo son funciones reales p — R definidos en los
conos de variables aleatorias que satisfacen ciertas propiedades. Se interpreta p(L)
como el monto de capital que se deberd agregar a una posicién con pérdida L. La
interpretacion de L difiere de aquella propuesta en [3], donde la variable aleatoria
L € M es interpretada como el valor futuro (en lugar de pérdidas) de una posicion
que se tiene actualmente, también las tasas de interés son cero para establecer las
medidas de riesgo. Una medida de riesgo p es coherente de acuerdo a Artzner [3] si
satisface cuatro axiomas:
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1. Invarianza ante traslaciones. Para toda L € M y cada [ € R se cumple
que p(L +1) = p(L) + I. Una medida de riesgo invariante ante traslaciones
implica que si cuenta con un activo riesgoso y se forma una cartera agregando
un activo libre de riesgo, el riesgo de la cartera disminuye en la cantidad del
activo libre de riesgo.

2. Subaditividad. Para toda L; + Lo € M se tiene que p(L1 + L) < p(L1) +
p(Ls). La idea principal de este propiedad es que “una unién no crea riesgo
extra”, esto refleja la idea de que el riesgo se puede reducir diversificando los
activos.

3. Homogeneidad positiva. Para toda L € R y cada A > 0 se cumple que
p(AL) = Ap(L). En este caso, cuando una riqueza bajo riesgo representada
por un activo es multiplicada por un factor positivo, el riesgo y la incerti-
dumbre crecen en la misma proporcién. La falta de liquidez de los mercados
financieros, resta realismo a esta propiedad porque en este caso no se ten-
dria una relacién lineal. Esta propiedad es facilmente justificada si se supone
subaditividad, ya que esta implica que:

p(nL)=p(L+ ...+ L) =np(L),

dado que no hay diversificacion entre las pérdidas de este portafolio es natural
que la desigualdad anterior se convierta en igualdad, de donde surge entonces
la homogeneidad positiva. Observe que subaditividad y homogeneidad positi-
va implica que la medida de riesgo p sea convexa en M.

4. Monotonia. Para toda L1 + Ly € M tal que Ly < Ly entonces se cumple
casi seguramente que p(L1) < p(Ls).

En sintesis la importancia de los axiomas anteriores en la medicién del riesgo mer-
cado puede explicarse como sigue: la homogeneidad positiva se relaciona con el
tema de liquidez; la subadditividad refleja la idea de que la diversificacién no crea
riesgo adicional; la monotonia regula a las medidas de riesgo de tipo semi-varianza
[16], la invarianza ante traslaciones implica que agregar un activo con rendimiento
constante a otro con rendimiento aleatorio puede reducir el riesgo.

La varianza, desviaciéon estandar y desviaciéon media absoluta ninguna resulta
ser una medida coherente. La varianza sélo cumple subaditividad, mientras que la
desviacién estdndar y la desviaciéon media absoluta cumplen con ser subaditivas y
tener homogeneidad positiva pero no con la monotonicidad ni con ser invariantes
ante traslaciones.

En [1] seccion 3 se demuestra que CVaR satisface los cuatro axiomas, por consi-
guiente, califica como una medida de riesgo coherente. De hecho, en [2| se muestra
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que cualquier medida de riesgo coherente puede representarse como una combi-
nacion convexa de CVaRs con diferentes niveles de confianza. Ademas, CVaR es
una funcién convexa con respecto a posiciones en un portafolio, lo cual permite la
construcciéon de algoritmos eficientes de optimizaciéon. En particular, Rockafellar y
Uryasev 13| muestran que el CVaR puede minimizarse utilizando técnicas de pro-
gramacion lineal, lo cual permite ejecutar célculos a gran escala de manera practica,
eficiente y estable.

3 Modelo de simulacién historica

Dentro de la literatura sobre riesgos financieros se encuentran diversas metodologias
para medir el riesgo de mercado de los portafolios de inversiéon, que tradicionalmente
la medida estandar para hacerlo es con el VaR. A continuacién se describira el
modelo de Simulacién Historica el cual es un método no paramétrico basado en
datos histéricos para calcular el VaR.

Si G(V) es la distribucion de probabilidad de los cambios futuros del valor de
mercado de un portafolio, entonces dado un nivel de confianza «, se puede encontrar
la mayor disminucion del valor de mercado del portafolio (V') en relacion con el valor
vigente, tal que la probabilidad de que la reduccién del valor del portafolio sea mayor
a V es 1 — a. Esta mayor pérdida del valor del portafolio (V') es el valor en riesgo.

Es decir, para estimar el VaR es necesario conocer la distribucién de probabilidad
de los cambios futuros del valor de mercado del portafolio y de cada una de sus
posiciones durante el periodo de tenencia del portafolio. En general, para estimar
la distribucion de probabilidad y el VaR se deben ejecutar las siguientes fases [10]:

1. Identificar los factores de riesgo que pueden influir en el valor de mercado del
portafolio de inversion.

2. Construir la distribucién de probabilidad de los cambios de los factores de

riesgo que podrian ocurrir durante el horizonte de inversion?.

4. Estimar la distribucién de probabilidad de los cambios en el valor de mer-

cado del portafolio, a partir de los efectos de los factores de riesgo de las

distribuciones de probabilidad estimadas en la fase anteriors.

2 Cabe mencionar que en esta fase el objetivo es predecir un rango de posibles cambios en el
factor de riesgo, y no el realizar un prondstico especifico del factor de riesgo.

3 Es pertinente resaltar que en este método el riesgo se modela directamente de la distribu-
cion empirica de los rendimientos de activos generados por los factores de riesgo ya identificados
previamente.
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3. Calcular el VaR de las posiciones individuales en cada activo y de todo el
portafolio de inversion.

En funcién de los supuestos y alcances que se consideran para realizar las fases
anteriores, los modelos estadisticos de valor en riesgo se pueden clasificar en: modelos
de portafolio o de varianza-covarianza, donde la revaluaciéon del portafolio se realiza
mediante aproximaciones analiticas, y los modelos de simulacién: histérica y de
Monte Carlo, los cuales construyen la distribucién de probabilidad a partir de la
generaciéon de escenarios y la revaluacion del portafolio con cada uno de ellos.

El método de simulacién histérica consiste en generar escenarios de los factores
de riesgo (tasas de interés, tipo de cambio, precio de acciones, etc.) a partir de la
informacién observada en un determinado nimero de dias. La estimaciéon del VaR
consiste en las siguientes etapas:

1. Se genera una serie historica del factor de riesgo (F).

2. Se construye la serie de rendimientos, es decir, se estiman las variaciones
diarias de los factores de riesgo:

Fy
Ri1=1In
- (Fl)

3. Se estima una serie alternativa del factor de riesgo. Para ello, al valor actual
del factor de riesgo se le agrega el valor de las variaciones calculadas en el
paso anterior:

Ry For

Ry Foo
Fy x exp ] =

Rn F(]n

4. El portafolio se revaliia con cada uno de los valores estimados de los factores
de riesgo.

5. Se calculan las pérdidas y ganancias del portafolio, las cuales se obtienen de
la diferencia entre cada uno de los valores del portafolio estimados en cada
uno de los escenarios, y el valor del portafolio vigente en la fecha de valuacion.

6. Se calcula el VaR con base en el nivel de confianza (percentil* o cuantil)
elegido.

4 Son los valores que dividen a la distribucién en 100 partes iguales, cada una de las cuales
engloba el 1% de las observaciones. En total habra 99 percentiles.
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4 Planteamiento del problema de optimizacién del CVaR

Considere activos S7,...,S,,n > 2 con rendimientos aleatorios. Suponga que p;
denota el rendimiento esperado del activo S;, y también considere x; como la pro-
porcion de participacion en el i-ésimo activo. Se representa el rendimiento esperado
del portafolio resultante z como sigue:

Elz] = 1z + ... + pnzn = pl . (1)

Asimismo, se supone que el conjunto de portafolios factibles es un conjunto no
vacio poliédrico representado por 2 = {z|Az = b, Cx > d}, donde A es una matriz
de m x n, b es un vector de dimensiéon m, C' es una matriz de p X n y d es un vector
de dimension p. En particular, una de las restricciones al conjunto Q es 37" z; = 1.

Sea f(z,y) la funciéon de pérdida cuando se elige el portafolio # de un conjunto
de portafolios factibles, y es la realizacién de los eventos aleatorios (el vector de
los rendimientos de los n activos). Considere las pérdidas de los rendimientos del
portafolio, f(x,y), como el negativo del rendimiento del portafolio, que es una
funcion convexa (lineal) de las variables del portafolio z:

fl,y) =—y o =—[yai + ...+ yozn). (2)

Se supone que el vector aleatorio y tiene una funciéon de densidad de probabilidad
denotada por p(y). Para un vector de decision fijo z, la funcion de distribucion
acumulada de la pérdida asociada con ese vector se calcula como sigue:

B(x,v) = /f(z y)qp(y)dy- (3)

Entonces, para un nivel de confianza « dado, se representa el a-VaR asociado al
portafolio z como:

VaRy(z) = min{y € R|5(z,7) > a}. (4)

VaR, (z) es el extremo izquierdo del intervalo no vacio de valores «y tal que se cumple
que S(z,7y) = . En otras palabras, VaR,, es un valor minimo tal que la probabilidad
de que la pérdida sea menor o igual a este valor es igual a a. Generalmente en la
préctica, el nivel de probabilidad, que es también llamado el nivel de confianza («)
se fija igual a 0.90,0.95 6 0.99.

Para variables aleatorias continuas, CVaR,, se define como el valor esperado de
las pérdidas que exceden a VaRq(z) [16], es decir:

1

CVaRy(z) = /

f(z,y)p(y)dy (5)
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que es equivalente a:
CVaR,(z) = VaRq(z) + E[ f(z,y) — VaR,(2)|f(z,y) > VaRa(a?)] (6)

es decir, es una esperanza condicional. Observe que

o/

(1 — ) Jp@y)>vaRa(a)
1

> ]

(1 —a) Ji@y)>vaRa(2)
~ VaR,(z) /

(1 —a) Ji@y)>vaRa(=)
> VaR, ().

CVaR,(z) = [, y)p(y)dy (7)

VaRa (2)p(y)dy

p(y)dy

i.e. el CVaR de un activo o de un portafolio es siempre al menos tan grande como su
VaR. Por consiguiente, activos o portafolios con un CVaR pequeno también tienen
VaR pequeno. Ademés por definicion de que el CVaR es una esperanza condicional,
la dltima integral de la funcion de densidad es igual a 1 y como « esta entre (0, 1)
entonces el cociente de VaR entre 1 — o debe de hacerse mayor y por consiguiente
el CVaR es mayor al VaR.

Para una distribucién de probabilidad discreta (donde el evento y; ocurre con
probabilidad p;, para j = 1,...,n), la definicién anterior de CVaR es:

1

CVaR,(z) = > pif(z,y;)- (8)

(1= o, 5V (o)

Ejemplo 4.1. Suponga que se dispone funcién de pérdida f(z,y) para una decision
dada x como f(x,y) = —y, con y = 75— j con probabilidad 1% para j =0, ...,99.
Si el valor en riesgo con o = 95 % es VaRgs o, () = 20, ya que la pérdida es de 20 6
mas con el 5% de probabilidad. El valor en riesgo condicional segtn (8) es:

1
CVaRgs o () = 5oz (20 21 422 423 + 24) x 1% = 22.

Lo anterior conduce al siguiente resultado.

Teorema 4.2. Siempre se cumple que CVaR,(z) > VaRq(x), lo que significa que
CVaR de un portafolio es siempre por lo menos tan grande como su VaR. En con-
secuencia, portafolios con un CVaR pequeno también tienen un VaR pequeno. Sin
embargo, en general minimizar VaR y CVaR no es equivalente.
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Demostracion. Véase [13]. O

Puesto que la definicion de CVaR implica claramente la funcién VaR, es dificil
trabajar y optimizar tal funcién. En cambio, se considera una funcién auxiliar més
simple [13]:

1
Fa(9) =1+ Ty /f o S8 =)y (9)

y/o
Folz,y) =7+ (1_1(1) /(f(rc, y) =) p(y)dy, (10)

donde: a™ = max{a,0}. Esta funcién, considerada como una funcién de v, tiene las
siguientes propiedades importantes que lo hace til para el calculo de VaR y CVaR
[13]:

1. F,, es una funcién convexa de .
2. VaR es un punto minimo de Fy,.

3. El valor minimo sobre v de la funcién F, es CVaR.

Como consecuencia de las propiedades anteriores, se deduce inmediatamente que,
para minimizar el CVaR,(z) sobre x, se tiene que minimizar la funcion F,(zx,~)
respecto a £ y v al mismo tiempo:
min CVaRgy(z) = rgcnvn Fo(z,7). (11)

Por lo tanto, es posible optimizar el CVaR directamente, sin necesidad de calcular
el VaR primero. Puesto que se tiene el supuesto que la funcion de pérdida f(z,y)
es una funciéon convexa (lineal) de las variables portafolio x, F,(z,7) es también
una funcion convexa (lineal) de z. En este caso, dado que el conjunto de portafolios
factible €2 también es convexo, los problemas de optimizacién en (11) son proble-
mas de optimizacién convexos, los cuales se pueden resolver mediante técnicas de
optimizacién ya conocidas para este tipo de problemas.

En lugar de usar la funciéon de densidad p(y) de los eventos aleatorios en (10), que
a menudo es imposible o indeseable calcular, se puede utilizar o generar un niimero
de escenarios y;, con ¢ = 1,...7T. En este caso, considere la siguiente aproximaciéon
a la funcion Fy(x,):

Fo(z,v) = i=a) T; (z,y) — ). (12)
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Ahora, en el problema min, CVaR,(z), reemplazar F,(z,7) con Fy(z,7)

1

T
v+ I—a7T ; (f (2, 9i) — W)Jr] : (13)

min
:E’,\/

Para resolver este problema de optimizacién, se incluyen variables artificiales z;
para reemplazar al término (f(z,y) —~)". Para ello, se afiaden restricciones z; > 0
y zi > f(z,y;) — ~v al problema:

min
x7z7’y

.
v+ A=aT Z Zi} (14)

i=1

sa.z, >0,1=1,...,T

zi > flx,y) —v,i=1,...,T
x € Q.

Puesto que f(z,y) es lineal en x, todas las expresiones z; > f(z,y) —y represen-
tan restricciones lineales, y por lo tanto el problema es un problema de programa-
cion lineal que se puede resolver de manera eficiente mediante simplex o métodos
de punto interior. Es importante senalar que el problema depende de la cantidad
de escenarios generados y por lo tanto, se deben emplear técnicas de programaciéon
lineal de gran escala. Una de las extensiones del problema anterior es el denominado
CVaR-promedio [15].

5 Aplicacion y andlisis de resultados

En esta seccion se considera un portafolio formado por 10 acciones al que se calcula
el VaR por el método de simulaciéon histérica. La periodicidad abarca desde el
01/01/2014 al 22/07/2015 con un total de 406 observaciones.
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Cuadro 1: Resultados de VaR al 95 % de confianza por simulacién histérica.

VALOR EN RIESGO POR SIMULACION HISTORICA ‘

Accién No. Titulos Valor a 22jull5 VaR(0.95) % VaR/Valor
AC 1 97 -1.99 2.0%
ALFAA 1 34 -1.01 3.0%
ALPEKA 1 24 -0.69 29%
ALSEA 1 52 -1.38 2.7%
AMXL 1 16 -0.32 2.0%
ASURB 1 237 -6.20 2.6%
BIMBOA 1 43 -1.04 2.4%
BOLSAA 1 30 -0.81 2.7%
CEMEXCPO 1 14 -0.34 2.4%
WALMEX 1 37 -0.79 21%
Total 10 583 29.36 1.6%

Fuente: elaboracion propia.

El Cuadro 1 muestra los resultados del calculo del VaR al 95% de confianza
para el portafolio y por cada accién. La interpretacion del resultado en este cuadro
es: el VaR del portafolio es de -$9.36, por lo que se espera que el portafolio perdera
-$9.36 0 menos en un 95 % de los escenarios, o bien se espera perdera -$9.36 o mas
en el 5% de los escenarios. En relacion a la afirmacion que el VaR no es una medida
coherente de riesgo porque no cumple con el axioma de subadtividad, se puede
verificar que el VaR del portafolio que es de -$9.36 es mayor que la suma del VaR
de cada activo igual -$14.56.

El Cuadro 2 muestra los resultados del calculo del VaR al 99% de confianza
para el portafolio y por cada accién. La interpretacion del resultado en este cuadro
es: el VaR del portafolio es de -$13.57, por lo que se espera que el portafolio perdera
-$13.57 0 menos en un 99 % de los escenarios, o bien se espera perdera -$13.57 o
mas en el 1% de los escenarios. Al igual que en el caso anterior se puede verificar
que el VaR del portafolio es mayor que la suma del VaR de cada activo igual a
-$22.33.

La Grafica 1 muestra el histograma de las pérdidas y ganancias del portafolio
con el VaR al 99 % de confianza y el CVaR al 95 % y al 99 % de confianza. Se observa
que CVaR,(z) > VaR,(z) con a = 0.01.
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Cuadro 2: Resultados de VaR al 99 % de confianza por simulacién histérica.

’ VALOR EN RIESGO POR SIMULACION HISTORICA ‘

Accién No. Titulos Valor a 22jull5 VaR(0.99) % VaR/Valor
AC 1 97 -2.81 2.9%
ALFAA 1 34 -1.55 4.6 %
ALPEKA 1 24 -1.28 54%
ALSEA 1 52 -2.16 42%
AMXL 1 16 -0.56 3.5%
ASURB 1 237 -9.14 3.9%
BIMBOA 1 43 -1.65 3.9%
BOLSAA 1 30 -1.29 4.3%
CEMEXCPO 1 14 -0.49 3.4%
WALMEX 1 37 -1.39 3.7%
Total 10 583 13.57 2.3%

Fuente: elaboracion propia.

Figura 1: Histograma del vector de pérdidas y ganancias del portafolio. Con a =
0.01,CVaR,(z) = —18.93, VaR, (z) = —14.45. (Fuente: elaboracion propia).
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Cuadro 3: Portafolio 6ptimo con
CVaR al 95 % de confianza.

Cuadro 4: Portafolio 6ptimo con
CVaR al 99 % de confianza.

CVaR=-9.22
Pesos No. de
Accién Optimos  acciones
AC 0.28 2.8
ALFAA -0.06 -0.6
ALPEKA -0.02 -0.2
ALSEA 0.12 1.2
AMXL 0.18 1.8
ASURB 0.13 1.3
BIMBOA 0.15 1.5
BOLSAA 0.01 0.1
CEMEXCPO 0.07 0.7
WALMEX 0.15 0.15

CVaR=-10.68
Pesos No. de
Accién Optimos  acciones
AC 0.36 3.6
ALFAA 0.01 0.1
ALPEKA 0.06 0.6
ALSEA 0.15 1.5
AMXL 0.16 1.6
ASURB 0.12 1.2
BIMBOA 0.15 1.5
BOLSAA -0.01 -0.1
CEMEXCPO -0.12 -1.2
WALMEX 0.10 1.0

Fuente: elaboracién propia.

Fuente: elaboracion propia.

El Cuadro 3 muestra el CVaR minimo obtenido y los pesos 6ptimos al 95 %
de confianza. Se observa que de los diez activos seleccionados, dos de ellos que son
ALFAA y ALPEKA, la ponderacion es negativa, es decir implica que se tomaran
posiciones cortas (venta) en ambos activos. Para los demés activos la ponderacion
es positiva, es decir, se tomaran posiciones largas (compra) en tales activos.

En el Cuadro 4 muestra el CVaR minimo obtenido y los pesos 6ptimos al 99 %
de confianza. En este caso, se observa que de los diez activos seleccionados, dos de
ellos que son BOLSAA y CEMEXCPO, la ponderacién es negativa, es decir implica
que se tomaran posiciones cortas (venta) en ambos activos. Para los deméas activos
la ponderacion es positiva, es decir, se tomaran posiciones largas (compra) en tales
activos. En ambos cuadros se observa que la accién con mayor ponderacion es la de
AC de Arca Continental, S.A.B. De C.V., lo cual se debe a que fue el activo con
la volatilidad anualizada en rendimiento méas pequenia (18 %) durante el periodo de
tiempo considerado.

A continuacién se calcula el VaR del portafolio por simulaciéon histérica con los
pesos obtenidos con el CVaR minimo y se comparan con el CVaR minimo tanto al
95 % como al 99 % de confianza, los resultados se muestran en el Cuadro 5.

Se observa que min,; CVaR,(xz) > VaR,(x) para los dos niveles de confianza
elegidos, ademas se verifica empiricamente que el CVaR de un activo o de un por-
tafolio es siempre al menos tan grande como su VaR. Por ultimo, de acuerdo con
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Cuadro 5: Portafolio 6ptimo con CVaR al 95% y 99 % de confianza.

Min CVaR 10, VaR; | VaR | CVaR
95 % -9.22 -19.91 | -12.12 | -17.65
9% | -10.68 -20.90 | -18.70 | -29.43

Fuente: elaboracion propia.

los resultados obtenidos, para el caso de los portafolios 6ptimos a los dos niveles de
confianza, se verifica el VaR es mayor que el CVaR y que la suma del VaR de cada
activo.

6 Conclusiones

En el problema de portafolio de Markowitz se plantea y resuelve la relaciéon inversa
entre la media y la varianza del rendimiento de portafolio. En su planteamiento
original, el problema es encontrar un portafolio de minima varianza con una res-
tricciéon de rendimiento esperado. La varianza no es una buena medida del riesgo
para distribuciones asimétricas. El Valor en Riesgo presenta varias desventajas, una
de ellas es que no es una medida de riesgo coherente a no cumplir con el axioma
de subaditividad. Por ello se han propuesto medidas de riesgo alternativas como el
Valor en Riesgo condicional que es una medida de riesgo coherente, que esta aso-
ciada a pérdidas y toma en cuenta solamente la cola izquierda de la distribucién
de pérdidas y ganancias de un portafolio, y en términos sencillos mide la pérdida
promedio en toda la cola con un cierto nivel de probabilidad.

En esta investigacion se presenté un método alternativo para la optimizacion de
portafolios en un contexto de minimizacion del CVaR dada por [13]. En lugar de
incluir la varianza o el Valor en Riesgo como restriccién de riesgo o como funcién
objetivo en la formacién de un portafolio 6ptimo se utiliza el CVaR. Hay varias
ventajas en el uso de CVaR como medida de riesgo y en la optimizaciéon de portafo-
lios sobre el VaR. En primer lugar, CVaR puede utilizarse para medir y controlar el
“riesgo de cola”. En segundo lugar, CVaR es una medida de riesgo méas adecuada en
el marco de ser una medida de riesgo coherente. En tercer lugar, CVaR es convexo
con respecto a las variables de decisiéon y es estable, la propiedad de convexidad
elimina la posibilidad de un minimo local que es diferente de un minimo global,
por lo tanto, es més conveniente en el planteamiento y solucién del problema de
optimizacion de portafolio sin el supuesto de que los factores de riesgo de mercado
se distribuyan como una normal, tal supuesto no se cumple en la mayoria de los
mercados financieros, donde la distribucion de los factores de riesgo de mercado se
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caracterizan por tener colas gordas, asimetria, conglomerados de volatilidad y alta
influencia a eventos extremos, entre otros.

Con un portafolio compuesto por una muestra de 10 acciones que componen
el Indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores, con una pe-
riodicidad que comprende desde el 01/01/2014 al 22/07/2015 con un total de 406
observaciones, se obtuvieron en primer lugar el VaR por el método de simulaciéon
historica al 95 % y al 99 % de confianza con una asignacion de una unidad de cada
accion. Desde el enfoque de medidas coherentes riesgo el analisis de los resultados
muestra que el VaR no cumple con el axioma de subaditividad, puesto que el VaR
del portafolio es mayor que la suma del VaR de cada activo para los dos niveles de
confianza. En segundo lugar se determinaron el CVaR minimo y los pesos de los ac-
tivos que lo conforman al 95 % y al 99 % de confianza. La evidencia empirica muestra
que se verifica que min, CVaR,(z) > VaR,(z) > CVaR,(z) > 27, VaR!, con el
VaR calculado por el método de simulacién histérica.

Finalmente, aunque el VaR es una medida de riesgo estdndar en la administra-
cion de riesgo de mercado, debido a su sencillez conceptual, la facilidad de calculo, y
su aplicabilidad, debe ser complementada con otras medidas como el CVaR. Cada
medida de riesgo tiene sus ventajas y desventajas, por lo cual complementar los
resultados del VaR con los del CVaR representa una manera efectiva de establecer
un control del riesgo mercado mas exhaustivo.
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Funciones de Whitney admisibles

José Gerardo Ahuatzi Reyes, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Sea X un con-
tinuo. Denotaremos por 2% al hiperespacio de los cerrados de X no vacios y
por C(X) al hiperespacio de subcontinuos de X. Sea H =2% o H = C(X). Una
funcion de Whitney para H es una funcién que asigna a cada A € H un valor
no negativo, asigna a los conjuntos unitarios el valor nulo y es estrictamente
creciente segin la contencion y el orden de los nimeros reales. Una funciéon de
Whitney u es admisible si existe una deformaciéon de H que mueve a cada punto
A € H desde un conjunto unitario de tal forma que la trayectoria para A de-
terminada por esta deformacién es estrictamente creciente, donde no se anula,
segun u. En este capitulo se presentan algunos resultados acerca de las funcio-
nes de Whitney admisibles que han sido desarrollados previemente por varios
autores. Los primeros resultados expuestos presentan algunas condiciones nece-
sarias para la existencia de funciones de Whitney admisibles. Posteriormente,
se muestra que cualquier funcion de Whiney para el hiperespacio de subconti-
nuos de cualquier dendrita dada es admisible. Por tltimo, se muestra que, dado
un continuo localmente conexo X que no posee arcos libres y dada una fun-
cion de Whitney admisible ;1 para C(X), los conjuntos de la forma p~1(t), con
t € (0, (X)), son cubos de Hilbert; més atin, se prueba, bajo las mismas hipo-
tesis, que la funcion gf,—1(o,u(x)) : (0, (X)) = (0, (X)) es una fibracion
trivial cuyas fibras son cubos de Hilbert.

1 Introducciéon

Dado un espacio métrico Y, consideraremos el siguiente conjunto
2Y = {A : A es subconjunto de Y compacto y no vacio},

provisto con la métrica de Hausdorff. Un hiperespacio de Y es cualquier subcon-
junto de 2Y. De particular interés resultan para este capitulo los hiperespacios 2Y,
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C(Y)y Fi(Y), en donde

C(Y)={A € 2" : Aes conexo} y
BY)={{pt:peY}

Un continuo es un espacio métrico distinto del vacio, compacto y conexo. Una
dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerradas simples.
Sea X un continuo. Un arco libre de X es un arco A tal que A — {p, q} es abierto
en X, donde p y ¢ son los puntos extremos de A. Sea H un hiperespacio de X. Una
funcion continua p : H — [0,00) es una funcion de Whitney para H si cumple
las siguientes condiciones:

(1) Para cualesquiera A, B € H tales que A C B, se satisface que pu(A) < u(B).
(2) u(A)=0siysolosi AeHnNF(X).

H. Whitney [21] mostr6 en 1932 que, para cualquier continuo X, existe una
funcion de Whitney para 2% y, en consecuencia, para cualquier hiperespacio de X;
sin embargo, tal resultado se desarrolld con propédsitos alejados del estudio de los
hiperespacios. Unos anos mas tarde, en 1942, J. Kelley [14] utiliz6 por primera vez
este tipo de funciones para investigar la estructura de los hiperespacios (véase |18,
pag. 18]). En los anos subsecuentes, las funciones de Whitney han mostrado ser una
herramienta muy eficaz en la teoria de hiperespacios de continuos, asi como en la
teoria de continuos misma.

En 1982, J. T. Goodykoontz, Jr., y S. B. Nadler, Jr., [8] hallaron algunas condi-
ciones sobre una funcién de Whitney y, para el hiperespacio 2% o para C(X) de un
continuo localmente conexo arbitrario X que no posee arcos libres, bajo las cuales
los conjuntos de la forma ;=1 (¢o) son cubos de Hilbert, siempre que to € (0, u(X)).
A una funcién que satisficiera tales condiciones le denominaron admisible. La si-
guiente definicién precisa este concepto.

Definicién 1.1. Sean X un continuo y H = C(X) o H = 2%. Una funcién de
Whitney p para H es admisible si existe una funciéon continua h : H x [0,1] — H
que satisface las siguientes condiciones:

i) Para cada A € X, se cumple que h(A,1) = Ay h(A4,0) € F1(X).

ii) Si A€ Hyt € [0,1] son tales que pu(h(A,t)) > 0, entonces, para cada
s € [0,t), se cumple la desigualdad u(h(A,s)) < u(h(A,t)).

A h se le denomina deformacién p-admisible.

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 8, paginas 199-229



Funciones de Whitney admisibles 201

Tres anios después de la publicacion de [8], H. Kato [13] mostré que, bajo las
mismas condiciones (es decir, si X es un continuo localmente conexo que no po-
see arcos libres y p es una funcion de Whitney admisible para C(X)), la funcion
=1 0,00x)) (0, (X)) — (0, (X)) es una fibracion trivial cuyas fibras son
cubos de Hilbert (véase la definicion ).

Este capitulo tiene el objetivo de desarrollar las demostraciones de los dos re-
sultados anteriores, asi como de algunos otros resultados que fueron originalmente
demostrados en [§]. Entre estos altimos destacan algunas condiciones necesarias
para la existencia de funciones de Whitney admisibles, asi como el hecho que todas
las funciones de Whitney para el hiperespacio de subcontinuos de una dendrita ar-
bitraria son admisibles. Para la demostraciéon de este tltimo resultado seguiremos
la prueba hallada en [11], por estar mas acorde al contexto de este capitulo.

2 Algunas observaciones previas

Los primeros dos resultados que demostramos en este capitulo son dos observacio-
nes sencillas que hablan acerca del comportamiento de las funciones de Whitney
admisibles y de la naturaleza topologica de la propiedad de poseer una funcién de
este tipo. El primero muestra que las deformaciones admisibles, aunque no necesa-
riamente dejan fijos los puntos de F; (X)), si mueven estos puntos tinicamente dentro
del conjunto Fi(X).

Observacion 2.1. Sea X un continuo y p una funciéon de Whitney para H. Su-
pongase que p es admisible. Sea h : H x [0,1] — H una deformacion p-admisible.
Si h(A,t') € Fi(X) yt,t' €]0,1] son tales que t < t, entonces h(A,t) € F1(X). En
particular, h(F1(X) x [0,1]) C F1(X).

Demostracion. Supongamos que existen A € H y ¢,t' € [0,1) tales que t < t/,
h(A,t") € Fi(X) y h(A,t) ¢ F1(X). Luego, u(h(A,¢')) = 0y s > 0, donde
s = p(h(A,t)). Como pu(h({A} x [t,t'])) es un subconjunto conexo de R, es un
intervalo. Asi, [0,s] C u(h({A} x [t,t])). Sean s” € (0,s) y t" € [t,t'] tales que
s" = p(h(A,t")). Luego, u(h(A,t)) > 0,t <"y u(h(A,t")) < p(h(A4,t)), lo cual

contradice el hecho que h es p-admisible. O

Sean Y7 y Y3 espacios métricos. Sea H(Y7) = 2¥1 o H(Y;) = C(Y1). Dada una
funcion continua f : Yy — Ys, denotaremos por f* : H(Y;) — H(Y2) la funcién
inducida por f a H(Y1), es decir, la funcion dada, para cada A € H(Y}), por

[ (A) = f(A)

(a cada cerrado o subcontinuo de Y7, segtn sea el caso, se le asigna su imagen ba-
jo f). Como la compacidad y la conexidad se preservan bajo funciones continuas,
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f* esta siempre bien definida. Asimismo, es inmediato que f*(F1(Y1)) C Fi(Ya).
Ademas, se sabe que f* es una funcién continua y que si f es un homeomorfis-
mo, entonces f* es un homeomorfismo y (f*)~! = (f~1)* (véase |3, Teorema 1.101
y corolario 1.102]; las demostraciones de tales resultados aplican también a espa-
cios métricos). Esta construccion sera empleada de manera repetida a lo largo del
capitulo.

El siguiente resultado muestra, entre otras cosas, que la propiedad de poseer
una funcién de Whitney admisible es una propiedad topologica.

Teorema 2.2. Sean X y Y continuos homeomorfos y f :' Y — X un homeomor-
fismo. Sea H(X) = C(X) o H(X) = 2X. Sea p : H(X) — [0,00) una funcion
continua y w = po f*: H(Y) —[0,00). Si i es una funcion de Whitney, entonces
w es una funcion de Whitney; si, ademds,  es admisible, entonces w es admisible.

Demostracion. Supongamos que p es una funcién de Whitney. Como f* es continua,
w es una composicién de funciones continuas y, por tanto, w es continua. Note
ademas que, si By y By son elementos de H(Y') tales que By C B, entonces
f¥(B1) v f*(B2) son elementos de H(X) que cumplen f*(B;) € f*(Ba2) y, por
ende, w(B1) = u(f*(B1)) < p(f*(B2)) = w(Bz2). Ademas, dado B € H(X), se
cumple que B € Fi(Y) si y solo si f*(B) € F1(X) y esto ultimo ocurre si y solo
si u(f*(B)) =0, es decir, si y solo si w(B) = 0. Asi, w es una funciéon de Whitney
para H(Y).

Supongamos ahora que, ademaés, p es admisible. Sea h : H(X) x [0, 1] — H(X)
una deformacion p-admisible. Sea g : H(Y') x [0,1] — H(Y") la funcién dada por

9(B,t) = (f) " o h(f*(B),1)

Vamos a mostrar que g es una deformaciéon w-admisible. Note primero que g es
una composicion de funciones continuas y, por ende, es continua. Dado cualquier
B € H(Y), se cumple que h(f*(B),0) € Fi(X) y asi g(B,0) € Fi(Y) (porque
f~! preserva cardinalidades); asimismo, h(f*(B),1) = f*(B), por lo cual g(B,1) =
(f)~Y(f*(B)) = B. Ademés, dado cualquier ¢ € [0,1],

w(g(B,t)) = po f* o (f*) " oh(f*(B),t) = poh(f*(B),t)

Asi, si B y t son tales que w(g(B,t)) > 0, entonces p(h(f*(B),t)) > 0y, en
consecuencia, cada s € [0, t) satisface

w(g(B,s)) = u(h(f*(B),s)) < u(h(f*(B),1)) = w(g(B,1))

Por lo tanto, g es w-admisible y w es admisible. ]
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3 Condiciones necesarias para la existencia de funciones
de Whitney admisibles

Aunque todo continuo admite funciones de Whitney, atn continuos relativamente
simples, como son el continuo sin(1/x) y la circunferencia unitaria, no admiten
funciones de Whitney admisibles (véase el Teorema 3.3 y el Corolario 3.9). En esta
seccién vamos a mostrar algunas condiciones necesarias sobre un continuo dado para
la existencia de funciones de Whitney admisibles para alguno de sus hiperespacios.

Lema 3.1 (|3, Teorema 1.103]). Sea X un espacio métrico. Entonces, la funcion
¢: X — Fi(X), que a cada x € X le asigna f(z) = {z}, es un homeomorfismo.

Teorema 3.2 ([12, Corolario 14.10]). Los hiperespacios 2% y C(X) de cualquier
continuo X son continuos arco conexos.

Teorema 3.3. Sean X un continuo y H = 2% o H = C(X). Si existe una funcion
de Whitney admisible para H, entonces X es arco conero.

Demostracion. Supongamos que y es una funcion de Whitney admisible para H. Sea
h : H x [0,1] — H una deformacion p-admisible. Dado t € [0,1], sea hy : H — H
la funcion dada, para cada A € H, por h(A) = h(A,t); es inmediato que h; es
continua. Como cada A € H satisface ho(A) € F1(X), se tiene que ho(H) C F1(X).
Como H es un continuo arco conexo (Teorema 3.2) y la imagen continua de un
continuo arco conexo es un continuo arco conexo, tenemos que hy(H) es un continuo
arco conexo.

Sea z € X. De manera analoga a hg, h* es continua y h*([0, 1]) es arco conexo,
donde A* : [0,1] — H es la funciéon dada, para cada t € [0, 1], por h*(t) = h({x},1).
Como h*(1) = {z}, tenemos que u(h*(1)) = 0; més aan, por la observacion 2.1,
h*([0,1]) C F1(X). Por otro lado, si h*(1) ¢ ho(H), entonces h*(1) # ho({z}) =
h*(0) y, en consecuencia, existe un arco a, contenido en h*([0,1]) de h*(1) a h*(0);
asi, az es un arco contenido en F1(X) que va de {z} al elemento h*(0) de ho(3H).
Por el contrario, si h*(1) € ho(H), sea a; = {x}. Como la unién de espacios arco
conexos que se intersectan es arco conexa, ho(H) U a, es un subcojunto de Fj(X)
que es arco conexo, en cualquiera de los dos casos. Del mismo modo, dado y € X,
ho(3) U, Uy es un subconjunto de F (X)) que es arco conexo, donde vy, se define
de manera analoga a «,. Por tanto, existe un arco contenido en Fj(X) que va de
{z} a {y}. Esto muestra que Fi(X) es arco conexo. Como X es homeomorfo a
Fi(X) (Teorema 3.1), se concluye que X es arco conexo. O

Lema 3.4 ([3, Lema 1.109]). Sean a,b € R tales que a < b. Entonces, la funcion
¢ :[a,b] = C([a,b]) dada por
u(t) = a, 1]
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es continua.

Lema 3.5 (|18, Lema 1.43]). Sea X un continuo. Si A es un subconjunto conexo
de 2% tal que AN C(X) # (), entonces |JA es un subconjunto conexo de X .

Lema 3.6 ([18, Lema 1.48]). Sea X un continuo. Entonces, la funcion |J: 22 —
2X que a cada A € 22 e asigna |JA, es continua.

Teorema 3.7. Supongamos que existe una funcion de Whitney admisible para H =
2% 0 C(X). Entonces, X es contrdctil si y solo si 3 es contrdctil.

Demostracion. Supongamos que H es contractil. Luego, existen Ag € H y una
funcion continua F’ : H x [0,1] — H tal que F'(A,0) = Ay F'(A,1) = Ay, para
cada A € H. Como todo espacio contractil es conexo por trayectorias (|1, teorema
3.1.30]), existe una funciéon continua « : [0,1] — H tal que a(0) = Ag y (1) = X.
Sea F': H x [0,1] — K la funciéon

F(At) =
a2t —1),
Como cualquier A € H satisface que F'(A,2(3)) = F'(A,1) = Ay y a(2(3) — 1) =
a(0) = Ay, la funcion « esta bien definida y es continua.
Sea G : H x [0,1] — 2% la funcién

G(A,t) = U{F(A, t:t' €10,t]}.
Afirmacién. G esta bien definida, es continua y G(H x [0,1]) C K.
Sea v : H x [0,1] = C(H) x C([0,1]) la funcion

V(4,1) = ({A}, [0,4).

Note que v = (¢,¢), donde ¢ : H — C(H) y ¢ : [0,1] — C(]0,1]) son las funciones
#(A) = {A} y o(t) = [0,t]. Como estas dos ultimas funciones son continuas (por
los lemas 3.1 y 3.4), v es continua. Sea 6 : C(H) x C([0,1]) — C(H x [0,1]) la
funcion (A, B) = A x B. Por el Lema 4.3, 6 es continua. Ademas, por el Lema 3.6,
la funcion union J : 22 5 2X e continua. Como cada (A,t) € H x I satisface
F*ofon~v(At) = F*({A} x [0,t]) = {F(A,t) : ¢/ € [0,t]}, se tiene que G =
|JoF* oo,y asi G esta bien definida y es continua.

Por otro lado, si 3 = 2%, es inmediato que G(3 x [0,1]) C H. Supongamos
que H = C(X). Luego, cualquier (A4,t) € H x [0, 1] satisface que F'(A,0) € C(X),
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{A} x [0,t] es conexo y, por consiguiente, que F*({A} x [0,¢]) es un subconjunto
conexo de 2% que intersecta a C'(X); aplicando el Lema 3.5, se obtiene que G(A4, t)
es conexo, es decir, G(A,t) € C(X). Por tanto, también en este caso, G(H x [0, 1]) C
H. Esto prueba la Afirmacion.

Sea h : H x[0,1] — 3 una deformacion p-admisible. Sea f : F}(X)x [0,1] — 2%
la funcién dada por

I (0 R =
ftako {<<{x}2t 0,0, }<
)

Como cada x € X satisface h({z},1—2(3)) = h({z},0) y h(G({z},2(3) — 1),0) =
h(G({z},0),0) = h(F({z},0)) = h({x},0), la funciéon esta bien definida y es con-
tinua. Note que f({z},0) = h({z},1) = {z}. Asimismo, como F({z},1) = X, se
cumple que G({z},1),0) = X y asi f({z},1) = h(X,0). Por altimo, por la obser-
vacion 2.1, cada ({z},t) € F1(X) x [0, 1] satisface que h({z},1 — 2t) € F1(X), si
0 <t < 3, y, directamente porque h es admisible, h(G({z},2t — 1),0) € Fy(X), si
2 <t < 1. En consecuencia, f({z},t) € F1(X), en cualquier caso. De este modo
f(F1(X) x [0,1]) C F1(X). Por tanto, f es una contraccion de F;(X).

Supongamos ahora que X es contractil. Sean o € X y f': X x [0,1] — X una
funcion continua tal que cualquier x € X cumple f/(z,0) =z y f'(x,1) = z¢. Sea
G': 2% x I — 2% la funcion

G'(At) ={f'(a,t) :a € A}

1
25
1

Como G’ = (f')* 0 0(Idc(x),¢'), donde 6 es la funcion descrita en la parte previa
de esta demostracion y gb’ : [0,1] — C(]0,1]) es la funcion ¢'(t) = {t} (la cual
es continua por el Lema 3.1), se tiene que G es continua. Ademas, cada A € 2%
satisface que G'(A4,0) ={a:a € A} = Ay G'(A,1) = {xp}. Més atn, si A € C(X),
entonces 0(A, ¢'(t)) = A x {t} es conexo y asi, como G’(A,t) es la imagen continua
de (A, ¢'(t)) bajo f, es conexo; por consiguiente, G'(A,t) € C(X). Lo anterior
muestra que G'(C(X)) € C(X). Por lo tanto, G’ es una contraccién de 2% y la
restriccion correspondiente de G’ a C'(X) es una contraccion de C(X). De este
modo, H es contractil. ]

Dado un continuo X, un hiperespacio de crecimiento es un subconjunto C de
X tal que culesquiera A € €y B € 2% cumplen la siguiente implicacion: si A C B
y cada componente de B intersecta a A, entonces B € C.
Para una prueba detallada del teorema 3.8, véase [4, Teorema 4.14].

Teorema 3.8 ([14], comentario posterior al Teorema 4.5). Si X es un continuo
localmente conexo, entonces cada hiperespacio de crecimiento de X es un retracto
absoluto.
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Corolario 3.9. Sean X un continuo y H = 2% o H = O(X). Si existe una funcion
de Whitney admisible para H y si X es un continuo localmente conexo, entonces X
es contrdctil.

Demostracion. Veamos primero que H es un hiperespacio de crecimiento. Es claro
que 2% lo es. Supongamos que A € C(X) y B € 2% son tales que A C B y cada
componente de B intersecta a A. Sean By y Bs componentes de B. Luego BiNA # ()
y BoNA# 0. Asi, B1 U By U A es conexo. Sea C' la componente de B que contiene
a B1 U By U A. Como cada par de componentes de B distintas son ajenas, se sigue
que By = C' = Bs. Por tanto, B solo tiene una componente, es decir, B € C'(X).
De este modo, C(X) es un hiperespacio de crecimiento.

De este modo, por el Teorema 3.8, H es un retracto absoluto. En particular, H
es contractil (|10, Teorema 7.1]). Asi, por el Teorema 3.7, X es contractil. O

4 El hiperespacio de subcontinuos de una dendrita ad-
mite funciones de Whitney admisibles

De acuerdo al Corolario 3.9, incluso dentro de la clase de los continuos localmente
conexos existen continuos cuyos hiperespacios no admiten funciones de Whitney
admisibles, a saber, los continuos localmente conexos que no son contraibles (por
ejemplo, la circunferencia unitaria y el arete hawaiano). Sin embargo existen otros
espacios en la misma clase para los cuales toda funcion de Whitney (para el hiperes-
pacio de cerrados o el de subcontinuos) es admisible. En esta seccion se muestra que
cada dendrita, es decir, cada continuo localmente conexo que no contiene curvas
cerradas simples, posee tal propiedad (para el hiperespacio de subcontinuos).

Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditariamente unicoherente.
Sea X un dendroide. Dados elementos distintos p y ¢ de X, existe un tnico arco
en X cuyos puntos extremos son p y ¢q (véase [16, Teorema 1]); a dicho arco le
denotaremos por [p,q]. Si p = q, [p,q] denotard el conjunto {p}. Se dice que un
continuo X es suave en un punto p € X si para cualquier sucesion {a,} tal que
lima,, = a, para algtn a € X, se cumple que lim [p, a,| = [p, a.

Lema 4.1 (|6, Corolario 4]). Cualquier dendrita es un dendroide y es suave en cada
uno de sus puntos.

Como cualquier dendrita X es un continuo tnicamente arco conexo, cualquier
subconjunto U de X arco conexo y cualesquiera z,y € U cumplen que [z,y] C U.
Este hecho se utilizara en repetidas ocasiones en la prueba del siguiente lema.

Lema 4.2. Sea X una dendrita. Entonces, la funcion o : X x X — C(X) dada,
para cualesquiera T,y € X, por a(z,y) = [z,y] es continua.
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Demostracion. Sea {(zy,yn)}neny una sucesion en X x X. Vamos a probar que
lim [z, yn] = [z, y]. Tenemos los dos casos siguientes:

(i) © =y. Sea € > 0. Luego, existe un abierto U de X conexo y tal que x € U C
B(z,e). Sea N € N tal que, si n > N, entonces [z, y,] € U. Como U es arco
conexo (Teorema 5.9), se tiene que [zn,yn] C U C B(x,¢). Asi, si n > N,
entonces Hy({z}, [n,yn]) < €. Esto muestra que lim|[x,, y,] = [z, y].

(ii) « # y. Sean U y V abiertos de X ajenos, conexos y tales que x € U, y € V,
Un{pyt =0y Vn{pzx} =0. Sea N € N tal que si n > N, entonces
z, € Uyuy, € V.Sean > N. Si z, € [r,y], sea 2/, = x,. Supongamos
que x, ¢ [z,y]. Como U es arco conexo (Teorema 5.9), [x,,z] C U. Sea
xl, € [z, x] tal que [, 2] N [w y] = {x},}. Asi, en cualquiera de los dos casos
anteriores, [, x,] C U, [zn, 2z, N[z, y] = {z,} v [zn, 2] U [z, y] = [z, ]
(esto ultimo porque la union es un arco). Analogamente, existe y, € [z, y| tal
que [yéwyn} CV, (2,910 [yns yn] = {vn} v [2,90] U [y, yn] = [z, yn]. Note que
[Tn, L) N [y, yn] CU NV =0, por lo cual [z, 2] U [z, y.] Uy, yn] €s un
arco, el cual, por la propiedad de unicidad de arcos de X, es [z, yn]. Por otro
lado, note que, por la arco conexidad de U y de V', [z, 2] C U y [y}, yn] C V.
Asi, sip ¢ [x],,y,], entonces p € [xy,,x)] 0 bien p € [y}, yn] ¥, por ende, p € U
o p € V. Como esto ultimo no es posible, p € [z}, y.] y, por consiguiente,
p € [2n,yn]. Como n representa a cualquier nimero natural mayor o igual que
N, podemos concluir que lim [, y,]| = lim ([x,, p] U [p, yn]) = (im [z, p]) U
(lim [p, yn]) = [z, p] U [y, p] = [z, y] (la pendltima igualdad se cumple por [18,
4.15]). O

Lema 4.3. Sean Y7 y Y continuos. Sea 6 : C(Y1) x C(Ys) — C(Y1 x Y3) la funcion
0(A,B)=Ax B.
Entonces, 6 es continua.

Demostracion. Como la conexidad y la compacidad se conservan bajo productos, 6
estd bien definida. Sean di y do las métricas de Y7 y de Yo, respectivamente. Sean
p:Y1 xYy—[0,00) y R: (C(Y1) x C(Ya)) x (C(Y1) x C(Y2)) las funciones

p((l‘l,lbz), (yla y2)) = méx{dl(xbyl)a dg(l’g, y2)}>
R((Al, Ag), (Bl, Bg)) = méX{Hdl (Al, Bl),HdQ(AQ, Bg)}

Se sabe que p y R son métricas compatibles con las topologias producto de X x X
y C(X) x C(X), respectivamente.
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Supongamos que los elementos (A,B) y (E,F) de C(Y1) x C(Ya) y e > 0
son tales que R((A, B),(E,F)) < e. Luego, A C Ny, (E,e) y B C Ng,(F,¢). Sea
(x,y) € Ax B. Sean z € E'y w € F tales que dy(z,2) < ¢ y da(y,w) < e. Luego,
(z,w) € EXFy p((z,y),(z,w)) <e. Asi, Ax B C N,(E x F,¢). Del mismo modo
se prueba que E x F' C N,(A x B,¢). Por tanto, H,(A x B,E x F) < e.

El parrafo anterior muestra, en particular, que si { (A, By) }nen €s una sucesion
en C(Y1) x C(Y2) tal que lim (4, By,) = (Ao, By), para algan (Ap, By) € C(Y1) x
C(Y2), entonces lim (A,, x B,,) = Ay x By. Por lo tanto, 6 es continua. O

Observacion 4.4. Dados un continuo X, una funcién de Whitney admisible p
para C(X) y cualquier ty € (0, u(X)), se cumple que 1~ 1(¢y) separa a C(X) en dos
subconjuntos abiertos (y disjuntos), a saber, u=1([0,%0)) v u~((to, u(X)]). Asf, si
X es un subconjunto conexo de C'(X) y existen A, B € X tales que u(A) < tgy
wu(B) > to, entonces existe D € X tal que D € pu~'(tg). Este hecho se usara de
forma muy frecuente en las demostraciones de los siguientes resultados.

La prueba del siguiente teorema, el cual es el resultado principal de esta seccion,
es original de Illanes y Leonel [11]. Aunque el resultado puede ser extendido a los
dendroides suaves |8, Teorema 2.17|, los argumentos de [8| requieren de conceptos
alejados de los objetivos de este capitulo.

Teorema 4.5. Sea X una dendrita. Entonces, toda funcion de Whitney para C'(X)
es admisible.

Demostracion. Sea p : C(X) — [0,00) una funcion de Whitney. Fijemos py € X.
Dados A € C(X) vy a,b € A — {po}, sean a’ € [po,a] y ' € [po,b] tales que
[po,d'| N A = {d'} y [po, V)] N A = {b}. Sid # b, entonces existe un arco «
contenido en A con puntos extremos a’ y b'. Note que a = [a/, V] y [po, d'|N[a’, V] =
[po,d']NA = {a'}. Asi, [po,a’]U[a’, ] es un arco con puntos extremos pg y b’ y, por
consiguiente, [po,a’] U [d’,b'] = [po,]. Pero [po, V| N A = {b'}, lo cual contradice
que [a',b'] € AN ([po,d’| U [a’,b']). Asi, ' = V. De este modo, podemos considerar
la funcion f: C(X) — X, que a cada A € C(X) asigna f(A), el Gnico punto de A
tal que [po, f(A)]NA={f(A)}.

Afirmacioén 1. f es continua.

Supongamos que {Ag}ren es una sucesion tal que lim Ay = A, para algin A €
C(X). Si pp € A, entonces existe una sucesion {py}ren tal que limp, = p y, para
cada k € N, py € Ag. Luego, lim [po, px] = {po}. Como f(Ax) € [po, pk], tenemos
que lim f(Ag) = po. Supongamos que py ¢ A. Sea ap € A, para cada k € N, tal
que limay, = a, para alguna a € A. Luego, f(Ax) € [po, ax]. Sea {f(An,)}tnen una
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subsucesion convergente de {f(Ax)}nen. Sea @’ € X tal que lim f(4,,) = ’. Note
que a’ € A. Sea by, € A, tal que limb,, = f(A). Como f(Ag) € [po, bg), tenemos que
[po,a'] = lim [po, f(An,)] C Hm [po, bi] = [po, f(A)]. Asi, f(A) = d’. Por tanto, toda
subsucesion convergente de {f(Ag)} converge a f(A), lo cual implica que {f(Ag)}
converge a f(A). Esto muestra que f es continua.

Sea g : C(X) — [0, 1] la funcion dada, para cada A € C(X) por
9(A) = sup{u([f(A),a]) : a € A}.

Afirmaciéon 2. g es continua y, para cada A € C(X), existe ap € A tal que

9(A) = pu([f(A), aq]).
Para mostrar que g es continua, vamos a expresarla como la composicion de fun-
ciones continuas. Sea v : C(X) — C(X) x C(X) la funcion
7(4) = ({f(A)}, 4)
Note que v = (¢ o f, Id¢(x)), donde ¢ : X — C(X) es la funcién dada por ¢(z) =

{z}, la cual es continua, por el Lema 3.1. De este modo, 7 es la composicién de
funciones continuas y, por tanto, es continua. Sean 6 : C(X) x C(X) — C(X x X)
ya:X x X — C(X) las funciones

0(A,B) = Ax B,

a(z,y) = [z,y].
Por los lemas 4.3 y 4.2, respectivamente, las funciones 6 y a son continuas. Sea

go =poa:X xX — [0,u(X)]. Luego, la funcion inducida por gy a C(X x X),
g5 C(X x X) — C([0, u(z)]), es continua y

90(D) = {u([z,y]) : (z,y) € D},
para cada D € C(X x X). Asi, para cada A € C(X),
sup ogg © 0 0 y(A) = sup{u([z, y]) : (z,y) € 0(v(4))}
= sup{p([z,y]) : (z,y) € {f(A)}, A)}

= sup{p([f(A),a]) : a € A};
=g(A).

Por tanto, g = sup oggofoy. Esto prueba que g es continua. Ademés, como cada A €
C(X) cumple que g o6 o~(A) es cerrado en [0, u(X)] (de hecho, un subcontinuo),
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se tiene que g(A) € g§ o0 oy(A). Asi, existe ag € A tal que g(A) = p([f(A), ao)).
Esto concluye la demostracion de la Afirmacién 2.

Sea h: C(X) x [0,1] — C(X) la funcion definida por

WA, t) ={a € A: p([f(A),a]) <tg(A)}

Vamos a mostrar algunas propiedades de h.

Afirmacion 3. h esta bien definida.

Sea (A,t) € C(X) x [0,1]. Dado a € h(A,t), cualquier b € [f(A),a] cumple que
[F(4),8] € [f(A),a] y, por ende, que u([f(4),8]) < u([f(A),a]) < t(g(A)) y b
h(A,t); ast, [f(A),a] C h(A,t). Asi, h(A,t) = U{[f(A),a] : a € h(A,1)} y, como
cada [f(A),a] es conexo y contiene a f(A), el conjunto h(A,t) es conexo. Por otro
lado, sean {ay }nen una sucesion en h(A,t) (el cual es subconjunto de A) y a € A
tales que lim a,, = a. Como p es continua y X es suave en cada unos de sus puntos,
entonces p([f(A),a]) = limpu([f(A),an]) < tg(A). Asi, a € h(A,t). Esto muestra
que h(A,t) es cerrado en A y, por consiguiente, en X. Por tanto, h(A,t) € C(X).

Afirmacién 4. h es continua.

Sean {(A},,t/)}nen v (A,t) una sucesion y un punto en C(X) x [0,1], respec-

tivamente, tales que lim (A},t,) = (A,t). Sea {(Ag,tr)}ren una subsucesion de
{(AL,t]) }nen tal que {h(Ag, tx) }ren converge a algtin B € C(X). Vamos a probar
que B = h(A,t). Sea b € B. Luego, existe una sucesion {by}reny en X tal que
lim by, = by, para cada k € N, by, € h(Ag, tx). Por la continuidad de f, se tiene que
lim f(Ax) = f(A) y, por el Lema 4.2, lim[f(Ag), bx] = [f(A), b]. De este modo, por

la continuidad de p y de g, se cumple que

pu([f(A), b)) = p(im [f (Ag), bx]) = m p([f (Ar), be]) < Hmtrg(Ax) = tg(A).

Asi, b € h(A,t). Por tanto, B C h(A,t). Reciprocamente, supongamos que a €
h(A,t). Vamos a probar que a € B. Como h(A,t) C Ay lim Ay = A, existe una su-
cesion {zy}reny en X tal que limzy, = a y, para cada k € N, x, € A. Dado k € N,
vamos a definir el punto y; de la siguiente manera. Si p([f(Ak), zk]) < tkg(Ag),
entonces sea yp = xp. Por el contrario, si txg(Ax) < wp([f(Ak),xk]), entonces,
u(a(f (Ap), F(AD)) = nllf(AR) F(AR]) = 0 < tg(Ag) < plalf(Ag),zp); asi,
el continuo a({f(Ag)} x [f(Ax), zx]) cumple las hipotesis de la observacion 4.4 con
to = trkg(Ag) vy, por consiguiente, existe yr € [f(Ax), k] tal que p([f(Ak),yk]) =
trg(Ag). Note que, en cualquier caso, yi € h(Ag,tr). En consecuencia, si yx = xk
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para una cantidad infinita de k& € N, entonces a € liminf h(Ag,tx) = B, porque
limzy = a. Asi, podemos suponer que existe N € N tal que, si k > N, entonces
yr # xk. Asi, para cada k > N, pu([f(Ax),yk]) = trg(Ax). En particular, por la
continuidad de g,

lim pu([f (Ak), ye]) = lim tg(Ag) = tg(A)

Por otro lado, como X es compacto, existen y € X y una subsucesion {y;, }ren de
{Yk }nen tales que limy;, = y. Podemos suponer que ji > N, para cada k € N.
Note que y € liminf h(Ay,t;) = B. Ademas, como lim[f(A;,),z;,] = [f(A),a] y
cada y;, es elemento de [f(A;,),z;,], tenemos que y € [f(A),a]. De este modo,
[f(A),y] C [f(A),a]. Ademas, por la continuidad de p y de g,

p(lf(A),y]) = p(im{f(Aj,), yj,]) = Hm p((f(A5,), y5.])

Luego, u([f(A),y]) = tg(A). Como a € h(A,t), tg(A) > u([f(A),a]). Por tanto,
[f(A),y] € [f(A),a] y pu([f(A),y]) = p(lf(A),a]), lo cual implica que [f(A),y] =
[f(A),a]. Asi, a =y € B. Esto muestra que h(A,t) C B. Por lo tanto, B = h(A,1).

Esto muestra que h es continua.
Afirmaciéon 5. Para cada A € C(X), h(A,1) =Ay h(A4,0)={f(A)}.

Por la eleccion de g, cada a € A satisface u([f(A),a]) < g(A) y, por ende, se tiene
que h(A,1) ={a € A: u([f(A),a]) < g(A))} = A. Ademas, si a € A es tal que
p([f(A),al) = 0, entonces [f(A),a] € F1(X) y, por ende, [f(A),a] = {f(A)} ¥
a = f(A). De este modo, h(A,0) ={a € A: u([f(A),a]) =0} ={f(4)}.

Afirmacion 6. Si A € C(X) y t € [0,1] son tales que h(A,t) > 0, entonces
u(h(A,s)) < p(h(A,t)), para cada s € [0,1).

Supongamos que A € C(X) y ¢t € [0,1] son tales que h(A,t) > 0. Sea s € [0,1).
Como sg(A) < tg(A), se tiene que {a € A : p([f(A),a]) < sg(A)} C {a € A :
w([f(A),a]) < tg(A)}, es decir, h(A,s) C h(A,t). Si h(A,s) C h(A,t), entonces
w(h(A,s)) < u(h(A,t)). Supongamos que h(A,s) = h(A,t). Por la Afirmacion 2,
existe ag € A tal que u([f(A),ao]) = g(A). Como tg(A) < g(A), se tiene que
u(aF(A), F(A)) = p([F(A), F(A) = 0 < tg(A) < p([f(A), ao]) = p(a(F(A), a0));
asi, el continuo a({f(A4)} x [f(A),ap]) cumple las hipotesis de la observacion 4.4
con ty = tg(A) y, por consiguiente, existe a; € [f(A),ao] tal que u([f(A),a1]) =
tg(A). Note que a1 € h(A,t) = h(A4,s). Asi, u([f(A),a1]) < sg(A). Por tanto,
tg(A) < sg(A). Como s < t, lo anterior implica que g(A) = 0 y, en consecuencia,
h(At) = {a € A : u([f(A),a]) < 0} = h(A,0). Luego, por la Afirmacion 5,
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h(A,t) = {f(A)} y, por ende, u(h(A,t)) = 0. Esto contradice la hipotesis inicial de
que p(h(A,t)) > 0. Por lo tanto, u(h(A4,s)) < u(h(A4,t)).

Por las afirmaciones 3, 4, 5 y 6, se tiene que h es py-admisible. Esto concluye la
demostraciéon de que p es admisible. O

5 Niveles de Whitney que son cubos de Hilbert

Determinar un modelo geométrico para cierto nivel de Whitney (es decir, un
conjunto de la forma p~!(t), donde u es una funcién de Whitney y ¢ es un nimero
no negativo), generalmente no es una tarea sencilla (salvo para el valor 0 y el valor
asignado por p al espacio total). En esta seccion vamos a mostrar que para cada
elemento de cierta clase de continuos localmente conexos, casi todos los niveles de
Whitney de su hiperespacio de continuos son homeomorfos al cubo de Hilbert.

Para probar el teorema 5.2 utilizaremos el siguiente lema, el cual es un sencillo
resultado que se deja demostrar al lector.

Lema 5.1. Sean X un espacio métrico, x un elemento de X y {xy tnen una sucesion
en X. Entonces, limz, = x si y solo si, para cualquier subsucesion {z, tnen de
{@n}nen, existe una subsucesion {x;, tnen de {Tk, nen tal que lim,, = .

Teorema 5.2. Si u es una funcion de Whitney admisible para H = C(X) o 2%,
entonces, para cualquier to € (0, (X)), p~t(to) es un retracto de p=([to, u(X)]).

Demostracion. Sea ty € (0,u(X)). Sea h : H x [0,1] — H un deformacion pu-
admisible. Sea B = p~([tg, u(X)]). Sea A € B. Como h(A,1)) = Ay h(4,0) €
Fi(X), se cumple que u(h(A,1)) > to y u(h(A,0)) = 0. Note que h({A} x [0,1])
es conexo, porque h es continua. Asi, por la observacion 4.4, existe t4 € [0,1] tal
que p(h(A,ta)) = to. Ademas, para cualquier nimero real s € [0, 1] distinto de t4,
se cumple que 0 < s < tq 0tg < s < 1y, por ende, u(h(A,s)) < p(h(A,ta))
o pu(h(A,ta)) < u(h(A,s)). Por tanto, t4 es el tnico elemento de [0,1] tal que
wu(h(A,ta)) = to. Sea n : B — [0,1] la funcién dada, para cada A € B, por
n(A) =ta.

Vamos a mostrar que 7 es continua. Para tal efecto, sea {A;, }nen una sucesion
en B tal que lim A,, = A, para algin A € B. Sea { A, Inen una subsucesion de
{An}nen. Como [0,1] es compacto, existe una subsucesion {4;, }nen de {Ag, tnen
tal que lim,, o0 7(A;,) = 54, para algn s4 € [0,1]. Asi, lim(A4;,,1n(4;,)) = (A, s4).
Como f10 h es continua, esto implica que tg = lim p(h(A;,,n(4;,))) = n(h(A, sa)).
Por la propiedad de unicidad de t4, tenemos que s4 = t4. Asi, limn(A4;,) = n(A).
Aplicando el lema 5.1, obtenemos que 7 es continua.
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Sea 1 : B — pu~1(to) la funcién tal que, para cada A € B, r(A) = h(A,n(A)).
Como 7 es una composiciéon de funciones continuas, se cumple que 7 es continua.
Note que, para cada A € u~1(tg), u(h(A,1)) = u(A) = tg, por lo cual n(A) =1y
r(A) = h(A,1) = A. De este modo, 7 es una retraccién de B sobre u~!(tg). O

Teorema 5.3 (|10, Proposicion 7.7]). Sean X un espacio topoldgico yY C X. Si Y
es un retracto de X y X es un retracto absoluto, entonces Y es un retracto absoluto.

Teorema 5.4. Sean X un continuo localmente conexo y p una funcion de Whitney
para K, donde H = 2% o H = C(X). Si u es admisible, entonces, para cada
to € (0, (X)), = (to) es un retracto absoluto.

Demostracion. Supongamos que p es admisible. Sea tg € (0,u(X)) y sea B =
Y ([to, 1(X)]). Note que, dados A € By C € B tales que A C C, se cumple que
to < p(A) y p(A) < u(C), lo cual implica que C' € B. Asi, B es un hiperespacio de
crecimiento. Aplicando el Teorema 3.8, obtenemos que B es un retracto absoluto.
Como p~1(tg) es un retracto de B (teorema 5.2), se tiene, por el teorema 5.3, que
p~1(tg) es un retracto absoluto. O

Sean X un continuo, p una funcién de Whitney para C(X), t € [0, u(X)],
K € C(X). En lo que sigue, utilizaremos la siguiente notacion:

C(X,K)={AeC(X): KNA=#0},
CE(X)={AcC(X): K C A},
CR(X,t) = p~ ' (1) N CR(X),

Si K = {p}, para algin p € X, entonces se obviaran los paréntesis en la notacion
anterior, reemplazando K por p.

Teorema 5.5 (de Lynch, [12, Teorema 66.4]). Sean X un continuo, u una funcion
de Whitney para C(X) yto € [0, u(X)]. Si E € C(X) es tal que u(E) < tg, entonces
CFP(X,to) es un retracto absoluto.

Sean X un espacio métrico compacto y A un subconjunto cerrado de X. Decimos
que A es un Z-conjunto en X si Idy es el limite uniforme de funciones continuas
cuyas iméagenes no intersectan a A. Decimos que una funciéon continua f entre
espacios métricos compactos X1 y Xy es una Z-funcién si f(X;) es un Z-conjunto
en X2.

Teorema 5.6 (de Toruriczyk, [12, Teorema 9.3|). Sea X un retracto absoluto. Si
la funcion identidad sobre X es un limite uniforme de Z-funciones, entonces X es
un cubo de Hilbert.
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Dado un continuo X, un arco ordenado es un subcontinuo A de 2% tal que
cualesquiera A, B € A satisfacen que A C Bo B C A.

Lema 5.7 (|8, Proposicion 3.1|). Sea u una funcion de Whitney para C(X). Sea
§CC(X) yseao:8— C(C(X)) una funcion continua tal que, para cada B € 8,
o(B) es un arco ordenado en C(X). Sea ty € [0, u(X)] y supongase que, para cada
B € 8, o(B) N u~L(ty) # 0. Entonces, para cada B € 8, o(B) N u~L(ty) consiste
ezactamente de un punto, denotado por oy (B), y la funcion oy, : 8 — pu~t(to) es
continua.

Un arbol es una grafica finita que no contiene curvas cerradas simples.

Lema 5.8 (|3, Lema 1.42| ). Sea X un espacio topoldgico arco conexo. Si F' es un
subcongunto finito de X, entonces existe un drbol T' contenido en X, tal que F C T.

Teorema 5.9 ([17, Teorema 8.26|). Todo abierto conexo de un continuo localmente
CONETO €S arco Conero.

Teorema 5.10 (|17, Teorema 8.9]). Si X es un continuo localmente conezo, enton-
ces, para cualquier € > 0, existe una coleccion finita X1, Xo, ..., X, de continuos
localmente conezos tal que X = i—; Xi y, para cada i € {1,...,n}, didm(X;) < €.

Teorema 5.11 ([15, §49, 11, Teorema 1]). Sea X un espacio métrico. Si X1, Xo, ...,
X, son cerrados de X localmente conexos, entonces | Ji—; X; es localmente conexo.

Lema 5.12. Sean X wun continuo localmente conexo y K un cerrado de X con
interior no vacio. St K no contiene arcos libres de X, entonces existe una funcion
continua g : C(X) — C(X) — CK(X) tal que, si A,B € C(X) y A C B, entonces
Hq(A, g(A)) <eyg(A) Cg(B).

Demostracion. Fijemos p € intx(A) y sea € > 0, tal que By(p,e) € intx(A).

=

Por el Teorema 5.10, existen subcontinuos localmente conexos X1, Xo,...,X,, de
X, tales que X = % X; y diam(X;) < §, para cada ¢ € {1,2,...,m}. Sean

A={ie{l,....m}:pe X;} v S =Uien, Xi- Como p € N;en, Xi, se tiene que S
es un continuo y, para cada x € S, d(p,z) < §; es decir, S C By(p, §) € X.

Sean A; = {’L S {1,...,m} :p ¢ X,y X;NnS # @} y Ay = {’L S {1,...,m} :
X;NS =0}. Obsérvese que Sy [J;en, Xi son subconjuntos cerrados y ajenos de X
v AgUALUA, :{1,...,m}.

Note que X — S C Uiea,un, Xi ¥ como Jien,un, Xi es cerrado en X, clx (X —
S) C Uiea,un, Xi- Pero, como S N Jsen, Xi = 0, se cumple que clx(X — S) C
Uiea, Xi- Asi, Frx(S) C Uiea, Xi- En particular, como Frx (S) # 0 (porque S # 0,
S C X y X es conexo), se tiene A1 # ().

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 8, paginas 199-229



Funciones de Whitney admisibles 215

Para cada i € Ay, fijemos p; € X; N.S. Note que, por el Teorema 5.11, se tiene
que S es localmente conexo y asi, por el Teorema 5.9, S es arco conexo. Luego, por
el Lema 5.8, existe un arbol T' contenido en S, tal que {p} U{p; : i € F} CT.

Sea Y =T U (Uier Xi). Como cada i € F' cumple que p; € T'N Xj, se tiene que
Y es un continuo. Ademés, por el Teorema 5.11, Y es localmente conexo. Obsérvese
que, para cada i € F'y x € X; se cumple d(z,p) < d(z,p;) + d(p, p;) < 5; es decir,
Uier Xi C Bq(p, 5). Luego, Y C By(p, §) C intx (K).

Consideremos la funcion ¢ : Y — C(Y'), dada por ¢(y) = {y}. Por el Teorema
3.1, ¢ es continua. Como Y es un subconjunto cerrado de SUY y C(Y) es un
retracto absoluto (véase la demostracion del Corolario 3.9), por [12, Teorema 9.1]
podemos extender ¢ a una funciéon continua r : SUY — C(Y).

Como Frx(S) C Y, r(y) = {y}, para cada y € Frx(5). Luego, la funcion
f:X — C(X) dada por

_Jr(x), zesSuy,
f(x)_{{x}, zeX—(SUY),

esta bien definida y es continua.

Note que p € X — Uiea,un, Xi = S — Uiea,un, Xi- Asi, S es una vecindad de p
en X. 515 CY, entonces S — Jiea,ur, Xi €Y — Uiea,un, C T, por lo cual T es
una vecindad de p en X; como T' C Y C A, esto contradice la hipdtesis de que A
no contiene arcos libres de X. Por lo tanto, S ¢ Y.

Sea q € S—Y. Luego, si x € SUY, f(z) =r(z) CY yasiqé¢ f(r); si
re€X —(SUY), entonces x ¢ Sy g ¢ f(x) ={z}. De este modo, q ¢ f(X).

Sea g : 2%X — 2% la funcion

9(B) = J{f(b) : b € B}

Note que g = |Jof*, por lo cual, g esta bien definida y es continua. Sea B € 2X.
Como g(B) C f(X), tenemos que q ¢ g(B). Asi, S ¢ g(B). Ademas, si B € C(X),
entonces f*(B) es conexo y, como f(z) € C(X), tenemos que f*(B)NC(X) # 0.
Asi, por el Teorema 3.5 g(B) € C(X). Por tanto, g(C(X)) C C(X). Ademas, .
Tomemos A € C'(X). Supongamos que z € A. Siz € SUY, entonces x € f(x) =
r(x) C Yy, como SUY C By(p, %z—:), si y es cualquier punto de r(x), entonces
d(z,y) < d(z,p) +d(p,y) <eyz e Ng(f(z),e) C Na(g(A),e). Por el contrario, si
r e X —(SUY), entonces z € f(z) = {z} y asi v € Ny(f(x),e) C Ng(g(A),e).
Por tanto, A C N4(g(A),e). Reciprocamente, supongamos que z € g(A). Luego,
x € f(a), para alguna a € A. Sia € SUY, entonces z € f(a) C Y. De nuevo
porque SUY C By(p, %5), se tiene que d(x,a) < d(z,p)+d(p,a) <e.Sia € SUY,
entonces f(a) = {a} y asi x € g(A). Por tanto, g(A) C Ng(A,¢e). Considerando las
contenciones mostradas, se concluye que Hy(A, g(A)) < e. O
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Lema 5.13 (véase [3, Lemas 1.121 (3) y 1.122]). Dado un continuo con métrica
conveza d, la funcion ® : 2% x [0,00) — 2% dada por

D(A,t) = Cy(A,t)
es continua y ®(C(X) x [0,00)) C C(X).

Lema 5.14. Sean X wun continuo localmente conexo y K un cerrado de X con
interior no vacio. Si p es una funcion de Whitney admisible para C(X) y K no
contiene arcos libres de X, entonces, para cualquier tg € (0, (X)), CK (X, tg) es
un Z-conjunto de p~t(to).

Demostracion. Supongamos que p es una funcién de Whitney admisible para C'(X)
y que K no contiene arcos libres de X. Sea tg € (0, 4(X)). Seae > 0. Para demostrar
el lema, basta exhibir una funcién continua o, : =1 (tg) — p~(to) — CF (X, tp) tal
que, para cada A € pu~t(tg), Hy(oy,(A), A) < 3. Para tal efecto, sea h : C(X) x
[0,1] = C(X) una deformacion p-admisible (la cual existe por el Teorema 4.5).

Afirmamos que existe so € (0, 1) tal que A > to, donde A = inf{u(Cy(h(B, s),¢)) :
B € u~(t), s € [s0,1]}. Supongamos que esto no es asi. Sea ¢ = inf{u(Cy(B,¢)) :
B € u~(to)}. Note que, como p~1(tg) es compacto y, para cada B € pu~*(tg), B C
Cy4(B,¢), se tiene ¢ > tg. Sean € N tal que 1/n < { —t9. Como p es uniformemente
continua, existe p > 0 tal que si Hy(A, B) < p entonces |u(A) — p(B)| < 1/2(n).
Sea @, : C(X) x [0,1] — C(X) la funcién dada por ®,(B,s) = Cy(h(B,s),¢).
Como @} es la composicion de funciones continuas (h y la funcion ® del Le-
ma 5.13) y su dominio es compacto, ®; es uniformemente continua. Asi, existe
n > 0 tal que si 1 —n < & < 1, entonces Hy(®p(B,s'),Cy(B,e)) < p y asi
|u(®p(B, ")) — u(Cy(B,e))| < 1/(2n). Por hipoétesis, existen 1 — 1/n < s, < 1
v B, € ul(ty) tales que u(®p(Bn,sn)) < to + 1/(2n). Luego, |u(®n(Bn,sn)) —
W(CalBas2))| < 1/(20). Ast, p(Ca(Bar2)) < 1/(20) + u(®3(By, 0)) < 1/(2n) +to,
si w(®p(Bn, sn)) < to, o bien |pu(Cq(Bn,€)) — to] < 1/n, si u(Pp(Bn, sn)) > to. En
ambos casos ¢ < pu(Cq(Bn,€)) < 1/n + to, lo cual no es posible, por la eleccion de
n. Esto prueba nuestra afirmacion.

Como h es uniformemente continua, existe v > 0 tal que si By, By € C(X) y
t1,ta € [0,1] son tales que d(B1, B2)+|t1—t2| < v, entonces Hy(h(B1,t1), h(Ba,t2)) <
e. Fijemos s € (max{1 — v,s0},1). Como p~!(tg) es compacto, tenemos que & =
sup{u(h(B,s)) : B € u~(tg)} < to. Como u es uniformemente continua, exis-
te & € (0,e) tal que si 41,42 € C(X) y Hg(A1, Az) < §, entonces |u(A;) —
1(A2)] < min{3(X — t), 3(to — €)}. Por el Lema 5.12, existe una funcién conti-
nua g : C(X) = C(X) — CK(X) tal que, si A,B € C(X)y A C B, entonces
Ha(A,g(4)) < 6 y g(A) C g(B). Asi, —L(A — to) < pu(g(A)) — p(4), para ca-
da A € C(X). Por tanto, para cada B € pu~(tg) y s € [s0,1), se cumple que
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<)u( h(B,s),€)) = 5(A—to) < u(g(Ca(h(B,s),¢))).

< 3(to—¢&), para cada A € C(X). Luego, para cada
3(to — &) +& > u(g(h(B,s))) — p(h(B,s)) + & >

to < 3A+3to = A—3(A—to

)
Analogamente w(g(A)) —u(A
B € pl(tg), to > Lto + 3¢

p(h(g(B,s)))
Asi, para cada B € pu~1(tg),

u(h(g(B,s))) < to < u(g(Ca(h(B, s),¢))) (1)
Hy(h(B,s),B) <e (2)

Consideremos la funcién o : u=t(tg) — C(C(X)) que a cada B € pu~t(ty) le
asigna el arco ordenado o(B) = {¢(C4(h(B,s),t)) : t > 0}. Note que

o(B) = (g0 ®)" 0 0(¢(h(B,5)),[0,00)),

donde 0 : C(X) x C(X) - C(X x X))y ¢:C(X) — C(C(X)) son las funciones
continuas dadas por

(9(A1,A2) = Al X Ag,
¢(Ar) = {Ar}

(véase los lemas 4.3 y 3.1). De este modo, o es una funcién continua. Luego, por
(1), o cumple las hipotesis del Teorema 5.7. Asi, la funcion oy, : = (to) — =1 (to)
que a cada B € u~(tg) asigna oy,(B), el tnico punto de o(B) N u~(ty), es una
funcion continua. Sea tp > 0 tal que o4, (B) = g(Cy(h(B, s),tp)). Como g(C(X))N
CE(X) = 0, se satisface que oy, (B) ¢ CK(X) y, por (1), se tiene que 0 < tp < ¢.
Por lo tanto,

Hd(ato (B), B) < Hd(Uto (B), Cd(h(B, S), tB)) + Hd(Cd(h(B, S), tB), h(B, S))
+ Hy(h(B,s),B)
<d+tp+e <3,

y o1, (u ™ (to)) € p~ (o) — CE (X, tg). Esto prueba que C* (X, 1) es un Z-conjunto
de ,u_l(to). ]

Teorema 5.15. Sean X un continuo localmente conexo y b una funcion de Whitney
para C(X). Si p es admisible y X no contiene arcos libres, entonces, para cualquier
to € (0, u(X)), p~t(to) es un cubo de Hilbert.

Demostracion. Supongamos que p es admisible y que X no contiene arcos libres.
Sea tg € (0, u(X)). Sea & > 0. Por el Teorema 5.4, = !(tg) es un retracto absoluto.
Luego, por el Teorema de Torunczyk, para demostrar el teorema basta exhibir una
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Z-funcion oy, : p=(tg) — u1(to) tal que, para cualquier A € u~!(tg), se cumple
que Hy(A,04,(A)) < 2e.

De acuerdo con la demostracion del Lema 5.14, existen una deformacion pu-
admisible h : C(X) x [0,1] — C(X), s € (0,1) y X > to tales que, para cada
B e u(to),

A< u(Ca(h(B,5),€)), 3)
Hy(B,h(B,s)) < e. (4)

Sea ¢ = sup{u(h(B,s)) : B € u~(tg)}. Como s < 1y h es admisible, para cada
B € u~(tp) se tiene
u(h(B, $)) < to. (5)

Por la compacidad de u~1(tg), & < to. Ademas, de (5) y (3) obtenemos que, para
cada B € u~1(tg),

pu(h(B, s)) <to < p(Ca(h(B,s),¢)). (6)

Consideremos la funcion o : u=1(tg) — C(C(X)) que a cada B € u~'(ty) le asigna
el arco ordenado o(B) = {C4(h(B,s),t) : t > 0}. De manera anéloga a la funcion
o construida en la demostraciéon del Lema 5.14, esta funcién es continua. De este
modo, y por (6), o cumple las hipotesis del Lema 5.7, y asf la funcion oy, : p=1(tg) —
p(to) que a cada B € u~1(tg) le asigna oy, (B), el tinico punto de o(B) N u~L(to),
es continua.

Dado B € u~(tp), sea tp > 0 tal que oy,(B) = Cy(h(B,s),tg). Como u~!(tg)
y #~1([0,£]) son subconjuntos compactos y ajenos de C(X), se tiene que v > 0,
donde

v = inf {Hy(B1,Bs) : By € n~ (o), B2 € n~([0,€])}.
Asi, y como h(B,s) € u=1([0,€] y o4, (B) € u=L(to),

Hy(h(B,s),Cq(h(B,s),tg)) > . (7)

Note que, si tg < 7, entonces Hy(h(B,s),Cq(h(B,s),tg)) < 7, lo cual contradice
(7). Asi, cada B € u~!(ty) satisface tg > 7.

Vamos a mostrar que oy, es una Z-funciéon. Como X es compacto, existen
p1,p2, .-, 0k € X tales que X C U, Ba(pi,7/2). Para cada i € {1,2,...,k},
sea K; = Cq({pi},7/2). Sea By € w™l(to). Sea w9 € h(By,s). Luego, existe
J € {1,2,...,k} tal que xy € By(pj,7/2), es decir, tal que d(zo,p;) < v/2. Asi,
para cualquier y € Kj,

d(y,xo) < d(y,pj) + d(xo,p;) < v/2+d(xo,pj) <v/2+7/2=7~ < tg,,

Matematicas y sus aplicaciones 7, Capitulo 8, paginas 199-229



Funciones de Whitney admisibles 219

En conseecuencia, K; C Bg(xo,tB,) C Cq(h(Bo,s),tp,) = 0t,(Bo). Esto muestra
que o4, (Bo) € C%i(X,tg). Por tanto,

k
o1 (1~ ) © |J (X o).
i=1
Por otro lado, como X no contiene arcos libres, cada K; es un cerrado de X
con interior no vacio que no contiene arcos libres de X. Asi, por el Lema 5.14,
CXi(X,tp) es un Z-conjunto de 1~ 1(¢p). Como la unién de Z-conjuntos es a su vez
un Z-conjunto, la union (J¥_; CK:(X,tg) es un Z-conjunto de pu~'(tg). Asimismo,
como los subconjuntos cerrados de Z-conjuntos son Z-conjuntos, oy, (u~'(tg)) es
un Z-conjunto de p~'(tg). Asi, oy, es una Z-funcién. Ademés, cada B € pu~!(to)
satisface Hgy(oy, (B),h(B,s)) <tpy, por (6), tp < €; asi, y aplicando (4), tenemos
que

Hy(ox.,(B), B) < Hylo,(B), h(B, s)) + Ha(h(B, ), B) < tp +e < 2.

Esto concluye la demostracion de que p~1(tg) es un cubo de Hilbert. O

6 Funciones de Whitney y fibraciones

Para concluir este capitulo, vamos a mostrar que cualquier funcién de Whitney para
el hiperespacio de subcontinuos de un continuo localmente conexo que no posee
arcos libres presenta un comportamiento muy similar a la primera proyecciéon del
producto topolégico de un intervalo abierto con un cubo de Hilbert, en un sentido
que precisaremos mas adelante (previo al Teorema 6.3).

Sean Y un espacio métrico y € > 0. Una funcién continua f : Y — Y mueve
puntos no méas de ¢ si, para cada y € Y, d(y, f(y)) < . Una homotopia h :
Y x [0,1] — Y mueve puntos no mas de ¢ si, para cualesquiera y € Y y t € [0, 1],
d(y, h(y,1)) <e.

Dados dos espacios métricos F y B y una funciéon continua p : E — B, decimos
que p es fuertemente regular si la imagen inversa de cada compacto es compacta y
para cualesquiera by € By € > 0 existe una vecindad U (by) en B tal que, para cada
b € U(by), existen funciones continuas gpp, : p~1(b) = p~1(bo) ¥ gbyp : P (bo) —
p~1(b) tales que gy p Y g, MUEVEnD puntos no MAS que € Y Guby © Joo.b Y Jbo.b © Gb.bo
son homotopicas a las funciones identidad en p~!(bg) y p~'(b), respectivamente,
por medio de homotopias que mueven puntos no mas que .

Teorema 6.1 ([18, 14,44]). Si X es cualquier continuo y p es cualquier funcion de
Whitney para C(X), entonces la funcion p=t : [0, u(X)] — C(C(X)) dada por

w1t = {A € C(X) : pu(A) = 1}
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es continua.

Teorema 6.2. Sea X wun continuo localmente conexo y sea H = 2% o H =
C(X). Si p es una funcion de Whitney admisible para 3, entonces il ,—1 (o u(x))) *
p= (0, u(X)]) — (0,u(X)] es una funcion fuertemente regular cuyas fibras son
retractos absolutos.

Demostracion. Supongamos que p es una funciéon de Whitney admisible para 3. Sea
h:H x[0,1] — H una deformacion p-admisible. Note que, para cada t € (0, u(X)],
se cumple que p~(t) es compacto y que, por el Teorema 5.4, =1 (t) es un retracto
absoluto. Para probar la parte restante de la condicién de regularidad fuerte vamos
a utilizar algunas funciones auxiliares y demostrar algunas propiedades relacionadas
con estas.

Sean t € (0,u(X)] y B = p  ([t,u(z)]). Sit < u(X), sear, : B — u~(t)
la retraccién construida en la demostraciéon del Teorema 5.2; es decir, para cada
A€ B,

ro(A) = h(A, 6:(A)),

donde 6,(A) es el unico elemento de [0,1] tal que w(h(A,0,(A))) =t. Sit= pu(X),
entonces p~'(t) = B = {X} y, en tal caso, podemos definir 7; : B — p~(¢)
haciendo 0;(X) =1y r(X) = X = h(X, 0,(X)).

Como X es localmente conexo, podemos considerar a d como una métrica con-
vexa. Asi, Cy es continua. Como X es compacto, existe una cota para la métrica d,
digamos M. Luego, para cada A € u=1([0,t]), C4(A,2M) = X y, en consecuencia,
u(Ca(A,0)) <t < u(Cy(A,2M)). Como Cy es continua, el conjunto

{Cq(A,2): 2 €[0,2M]}

es conexo. Asi, por la observacion 4.4, existe z € [0,2M] tal que pu(Cq(A,2)) = t.
De este modo, podemos considerar la funcion ¥, : u=1([0,t]) — [0,00) dada, para
cada A € p~1([0,¢]), por

U, (A) = inf{z € [0,2M]) : u(Ca(A, 2)) = t}.

Sea R; : B — w~!(t) la funciéon dada, para cada A € B, por
Ri(A) = Cy(A, Ti(A)).
Afirmacién 1. Y, y R; son continuas.

Note que, si Cyq(A, U (A)) # X, entonces, para cada z > Wi(A, z), Cq(A, Ui (A)) C
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Cq(A, z) y, en consecuencia, u(Cq(A, ¥i(A))) < u(Cy(A4,z)); asi, en tal caso, se
tiene que pu(Cy(A, ¥ (A))) = t. Por otro lado, si Cyq(A, ¥U:(A)) = X, entonces, para
cada z > Wi (A), C4(A, z) = X, por lo cual p(Cy(A, Vi(A))) = p(X) =t

Veamos que U, es continua. Para tal efecto, sea {A,} una sucesiéon en B tal
que lim A,, = A, para alguna A € B. Supongamos que lim W;(A,) no existe o es
diferente de W;(A). Luego, por el Lema 5.1, existe una subsucesion {Ag, fnen tal
que cada una de sus subsucesiones no tiene limite o su limite es distinto de W;(A).
Como [0,2M] es compacto, existe una subsucesion {W;(A;,) }nen de {Wi(Ag,) }nen
tal que lim W4(A4;,) = 20, para algin zy € [0,2M]. Luego, por la continuidad de p
y de Cy (Lema 5.13),

t =1im p(Cq(Ai,, Ve(Ar,))) = u(Ca(A, 20))

y, por ende W, (A) < z. Se sigue de lo anterior y de la eleccion de {Ag, }nen que
U, (A) < z9. Note que, si Cy(A, ¥ (A)) # X, entonces Cyq(A, U(A)) C Ca(A, 20) v,
por ende,

t = p(Ca(A, ¥y (A))) < u(Ca(4, 20)) =,

lo cual es una contradiccion. Asi Cy(A, Ui (A)) = X y, en consecuencia, t = pu(X).
Como lim p(Cy(A;,, ¥i(A))) = u(X), tenemos que lim Cy(A4;, , ¥ (A)) = X (el lec-
tor puede verificar que, en general, si B € H y {B,}nen es una sucesion en H
tal que todos sus elementos son subconjuntos de B y lim u(B,) = p(B), enton-
ces lim B,, = B). Sea ¢ > 0. Luego, existe N € N tal que, si n > N, entonces
Hi(Cy(A;,,¥:(A)), X) < ey, por consiguiente,

X C Cd(Cd(Aln, \I’t(A)),S) C Cd(Alna \I/t(A) + 6);

de esto ultimo se sigue que Cy(A4;,, Vi (A)+e) = X y u(Cq(Ay,, Vi(A)+e)) = t. Esto
implica que, para cadan > N, W, (4;, ) < ¥ (A)+e. Asi, 29 < U4 (A)+e. Como ¢ fue
elegido arbitrariamente, se tiene que zg < W;(A), lo cual contradice la desigualdad
U, (A) < zp, obtenida con anterioridad. De este modo, lim ¥;(A,,) = ¥;(A). Por lo
tanto, ¥, es continua.

Como R; es una composicion de funciones continuas (entre ellas, Cy y Wy), se
tiene claramente que R; es continua.

Ahora vamos a construir, con ayuda de las funciones r; y Ry, las funciones que
serviran para mostrar la parte restante de las condiciones de la regularidad fuerte.
Para cada t1,t2 € (0, u(X), con t1 < t2, sea gy ¢, : p~ (1) — p~1(t2) la funcion
dada, para cada A € u~1(t), por

Gty ,t2 (A) = th (A)§
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asimismo, sea g, ¢, : 1 (t2) — p~1(t1) la funcién dada, para cada E € p=1(t2),
por

Gtotr (E) = 14, (E).

Lo que sigue es hallar abiertos adecuados, alrededor de cada punto dado de
p((0, (X)), en el cual las familias de funciones g¢, 1, y gi,+, satisfagan la con-
diciéon de regularidad fuerte que estamos buscando. Para lograr esto, sean ty €
(0,w(X)] y € > 0. Sean 11,72 > 0 tales que 71 < tg < 72. Como h es unifor-
memente continua, existe 6 € (0,1) tal que si Hg(A1, As) + |s1,s2| < 0, entonces
Hd(h(AQ, 81), h(AQ, 82)) < %

Afirmacioén 2. Existe p tal que, para cualesquiera ty, to € (to—p, to+p)N(0, u(X)]
con ty < t2, g¢, +, mueve puntos no méas de 5y, para cada A € p~1(t1), Uy, (A) < 5.

Note que, para cada A € p~((0, u(X))), A C Ca(A, 5), asi que pu(A) < p(Ca(A4, 5)).
Dado t € (0, (X)), sea

n(t) = inf{u(Cq(A,5)) : A e p ()}

Como p~1(t) es compacto y p o Cy es continua, tenemos que 7(t) > t, para cada
t € (0,u(X)), para cada t € (0,u(X)). Consideremos la funcion 7 : [11,72] —
[0, u(X)] dada por la asociacion anterior. Como 7 es una composicion de funciones
continuas, n es continua (de hecho, n = fnfo(u o Cg)* 0 O(p~*,{5}), donde 6 :
C(C(X)) x C([0,5]) = C(C(X) x [0, 5]) es la funcion dada por G(A B)=A X B,
la cual es continua por el Lema 4.3; el amable lector puede comprobar que la funcién
que a cada A € 2F le asigna inf (A) es continua, ademéas de que, segtin el Teorema
6.1, la funcién que a cada t € [0, u(X)] le asocia p~1(t) también es continua). Asi,
y como [11,T2] es compacto, existe p; > 0 tal que

pr <inf({n(t)—t:te[m,m}U{to—71,m—1t}).

De este modo, para cualesquiera ti,ty € (tp — %,to + %) con t1 < to, se tiene
que to —t1 < p1 < n(t1) — t1 y, en consecuencia, to < n(t1). Luego, para cada
A € w(ty), t2 < u(Cya(A, %)), lo cual implica que Wy, (A) < 5. Asi, para cada
A€ wl(ty), Cq(A, Uy, (A)) g Ng(A, 5) y, por consiguiente, Hg(A, Ry,(A)) < 5.
Por lo tanto, g, ¢, mueve puntos no méas de 5.

Afirmaciéon 3. Existe p > 0 tal que, para cualesquiera t1,ts € (tg — p,to + p) N
(0, u(X)] con t1 < ta, gi, 1, mueve puntos no més de § y, para cada A € p~ L(ty),
1—6,(A) <6.
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Note que 1 — ¢ € (0,1) y, por consiguiente, w(h(A,1 —¢)) < w(h(A,1)) = w(A),
para cada A € u~1((0, u(X))). Dado t € (0, (X)), sea

§(t) = sup{u(h(A,1 - 8) : A € i (1)}.

Como p~!(t) es compacto y p o h es continua, tenemos que £(t) < t, para cada
t € (0, u(X)). Consideremos la funcion € : [11, 72] — [0, u(X)] dada por la asociacion
anterior. Como £ es una composicion de funciones continuas, £ es continua (de forma
anéloga a 1, podemos expresar & = supo(uoh)* of(u~t, {1 —§}); ademas, al igual
que la funciéon nf, la funcién sup : 2% — R es continua)). Asi, y como [r1, 2] es
compacto, existe pa > 0 tal que

p2 < fnf({t —f(t) 1t e [7’1,7‘2]} U {to — 71,72 —to}) .

Asi, para cualesquiera tq, ty € (to—5,to+5) conty < to, tenemos que ta—t; < py <
ty—&(t2) y, por ende, &(t2) < t1. Por tanto, para cada A € p~t(t2), u(h(A,1-46)) <
t1 = w(h(A, 0 (A))), lo cual implica que 1 — 0 < 604, (A), es decir, 1 — 6, (A) < 9.
Asi, para cada A € p~Y(ta), Ha(A, g1y, (A)) = Ha(h(A, 1), h(A, 0 (A))) < 5; esto

27
es, gi,,t, Tueve puntos no mas de §.

Afirmacién 4. Existe p > 0 tal que, para cualesquiera t1,ts € (tg — p,to + p) N
(0, u(X)] con t1 < ta, Gioty © Gtr1jta Y Gta,ta © Gtoyty SON homotopicas a la funciones
identidad en p~'(t1) y p~'(t2), respectivamente, por medio de homotopias que
mueven puntos no mas de €.

Para cualquier t1,t2 € (0, u(X)], consideremos la funcion Hy, 4, : p~1(¢1) x [0,1] —
p~Y(t1) dada, para cada A € p~1(t1) y cada s € [0, 1], por

Hy, 4, (Av 3) =Tt (Cd(A7 sy, (A)))

Asimismo, sea Hy, 4, @ p(t2) x [0,1] — p~1(t2) la funcién dada, para cada A €
p~t(t2) y cada s € [0,1], por

Hiy 11 (A s) = Riy (h(A, 1= 5(1 = 64, (4)))).
Es claro que, para cada A € pu~'(t1),

Htl,tz (A’ 0) =Ty (Cd(A’ 0)) =Ty (A) = Aa
Htl,tz (A’ 1) =Ty (Cd(A’ \I’tQ (A))) =T © th (A) = Gta,t1 © Gt1,t2 (A)’

y, para cada A € u~!(ts),

thﬂfl (A7 0) = th (h(Aa 1)) = th (A) = A,
Hi, 1, (A’ 1) = Ry, (h(Aa O+, (A))) = Ry, oy, (A) = Gt1,t2 © Gt t1 (A)
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Asi, H, t, es una homotopia entre Id,,—1(;,) Y Gty t; ©Gty to, Y Hity ¢, €8 una homotopia
entre Id,—1(1,) Y Gty,ts © Gtot: -

Por otro lado, por las afirmaciones 2 y 3, existe p tal que, para cualesquiera
t1,t2 € (to—p,to+p) con ty < to, las funciones gy, 1, ¥ gi,,1; Mueven puntos no mas
de 5 ysi Ay e pi(t1) y As € p=1(t2), entonces Wy, (A1) < Sy 1—104(A2) <.

Sean t1,ty € (tog — p,to + p), con t; < ta. Dados A € p~t(t2) y s € [0,1], note
que s(1 —04(A)) < 0. Sea B = h(A,1—5(1—0(A))). Luego, Hy(h(A,1),B) < 5.
Note que t; < u(B) < t9 y, por consiguiente, u(B) € (to — p,to + p), por lo cual

€

Hy(B, Hy 1, (4, 8)) = Ha(B, gu(B)1»(B)) < 5

Por lo tanto, Hy(A, Hi, 1, (A,s)) < Hy(A,B) + Hqy(B, Hy, 1, (A, s)) < €. Analoga-

mente, dados E € p~1(t1) y s € [0, 1], se cumple que s¥, (E) < § vy, en consecuen-

cia, Hy(E,F) < §, donde F' = Cy(E, sV, (F)). Ademas, t; < u(F) < ta, por lo
cual u(F) € (to — p,to + p). Asi,

€
Hd(F7 Htl,tQ(Eys)) = Hd(quM(F),tl(F)) < 5

Por lo tanto, Hy(E, Hy, 1,(E, s)) < Hy(E, F) + Hy(F, Hy, +,(E, s)) < e. Esto mues-
tra que Hy, 4, y Hy, ¢, son homotopias que mueven puntos no mas de e.

Por las Afirmaciones 2, 3 y 4, existe p > 0 tal que, para cualesquiera ti,to €
(to — p,sto+p) N (0, u(X)] con t1 < to, las funciones gy, 1, y gt,,+, Mueven puntos no
mas de €, y las funciones gi, ¢, © Gty .to Y t1,t2 © Gto,t, SO0 homotopicas a las funciones
identidad en p~'(t1) y p~!(t2), respectivamente, por medio de homotopias que
mueven puntos no més de €. En particular, esto es vélido si ¢ es cualquier punto de
(to—pyto+p) N (0, u(X)] y hacemos t1 =tg y ta =t,sitg > t, 0t1 =ty ty = to, si
t < to. Asi, el abierto de (0, u(X)] descrito por la expresion (to— p, to+p) N (0, (X))
satisface las condiciones de regularidad fuerte para el punto tg y el valor £ dado.
Por lo tanto, 1,10, u(x)) : w10, u(X)]) — (0, u(X)] es una funcién fuertemente
regular. O

Sean FE, B y F espacios metricos y sea p : £ — B una funcién continua y
sobreyectiva. Se dice que p es una fibracién localmente trivial con fibra F si,
para cada punto b € B, existe una vecindad abierta U de b y un homeomorfismo
h:p Y (U) = U x F tal que py = qoh, donde py = plp1(U) : p"Y(U) - Uy
q: U X F — U es la proyecciéon correspondiente. Se dice que p es una fibraciéon
trivial con fibra F' si existe un homeomorfismo h : £ — B X F tal que p = go h,
donde g : B x FF — B es la proyeccién correspondiente. Es claro que una fibraciéon
trivial es una fibracion localmente trivial. El enunciado reciproco no siempre es
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cierto, pero el siguiente resultado muestra una condicién suficiente para asegurar
su validez.

Teorema 6.3 (|19, Corolario 11.6]). Sea p : E — B wuna fibracion localmente
trivial, con B un espacio métrico separable y localmente compacto. Si B es contrdctil,
entonces p es una fibracion trivial.

El siguiente resultado es un caso especial de |5, Teorema 1 (1)| que resulta de
este dltimo y de considerar el hecho de que cada funcién fuertemente regular entre
espacios métricos compactos, cuyas fibras son retractos absolutos por vecindades
y cuyo codominio es de dimension finita, resulta ser una fibracion |7, Teorema 1]
(fibracion de Hurewicz; para esta nocion, véase |2, 4.3.11]).

Teorema 6.4 (|5, Teorema 1 (1)]). Sean E y B dos espacios métricos compactos.
Sip: E — B es una funcion fuertemente reqular cuyas fibras son Q-variedades,
dim B < co y B es localmente conexo por trayectorias, entonces p es una fibracion
localmente trivial.

Teorema 6.5. Sea X un continuo localmente conexo que no posee arcos libres.
Si p es una funcion de Whitney admisible para C(X), entonces pl,—1(0,u(x))) :
w0, u(X))) = (0,u(X)) es una fibracion trivial con fibras Q, donde Q es el
cubo de Hilbert.

Demostracion. Note que, por el Teorema 6.2, ul,~1(oux)) @ # (0, u(X)]) —
(0, u(X)] es una funcion fuertemente regular. Se sigue de forma inmediata que
=1 0,u(x)) w0, (X)) — (0, (X)) es una funcién fuertemente regular.
Ademas, por el Teorema 5.15, las fibras de /J/‘ufl((o’“(x))) son cubos de Hilbert y, por
consiguiente, ()-variedades. Asimismo, (0, (X)) es arco conexo y dim((0, u(X))) =
1. De este modo, aplicando el Teorema 6.4, obtenemos que M’;rl((o,y(x))) es una
fibracion localmente trivial. Como (0, ;1(X)) es un espacio métrico separable, local-
mente compacto y contractil, se tiene, por el Teorema 6.3, que ,u|“71((07”(X))) es un
fibracion trivial.

Dados dos espacios métricos X y Y, decimos que X estd e-homotdépicamente
dominado por Y si existen funciones f : X — Y y g: Y — X tales que existe
una e-homotopia entre Idx y g o f, es decir, tales que existe una funcién continua
h:X x[0,1] = X que cumple, para cada z € X, h(x,0) =z, h(z,1) =go f(z) y
el diametro del conjunto {h(z,t) : t € [0,1]} es menor que ¢.

Teorema 6.6 (|9, Teorema 7.2|). Sea X un espacio métrico separable. Entonces,
X es un retracto absoluto por vecindades si y solo st existe una métrica de X tal
que, para cada € > 0, existe un retracto absoluto por vecindades Z tal que X es
e-homotopicamente dominado por Z.
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Teorema 6.7. Sea X un continuo localmente conexo y sea pu una funcion de Whit-
ney admisible para H = 2% o H = C(X). Si =1 (jo,u(x)) w0, (X)) —
[0, (X)) es una funcion fuertemente regular, entonces X es un retracto absoluto.

Demostracion. Supongamos que N|;r1([0,u(X))) es una funcion fuertemente regular.
Sea ¢ > 0. Note que, en particular, existe 7. > 0 tal que, si t € [0,r), entonces
existen funciones continuas f : p=1(0) — p~1(t) y g : p~1(t) — p~1(0) tales que
J o g es homotopica a Id,_y() por medio de una homotopia que mueve puntos no
més de 5. Ademés, note que una homotopia que mueve puntos no mas de 5 es una
e-homotopia. Asi, ~'(0) estd e-dominada por ,ufl(%re), el cual, por el Teorema
5.4, es un retracto absoluto. De este modo, aplicando el Teorema 6.6, obtenemos
que p~1(0) es un retracto absoluto por vecindades. Como p~1(0) = Fy(X) y F1(X)
es homeomorfo a X, concluimos que X es un retracto absoluto por vecindades. Més
aun, como X es contractil (segin el Teorema 5.4), tenemos que X es un retracto

absoluto (véase [20, Corolario 1.4.5]). O

Lema 6.8. Sea X un espacio topolégico y sea K su cono topoldgico. Si X es un
espacio métrico compacto, entonces K es un continuo. Si, ademds, X es localmente
conezo, entonces K es localmente conezo.

Demostracion. Para la primera parte del enunciado, véase [17, 3.15|. Supongamos
que, ademas, X es localmente conexo. Note que K es la imagen de X bajo una
funcion continua, a saber, la proyeccion natural ¢ : X — K del cociente K = (X x
[0,1])/X x {1}. Como X es compacto y K es metrizable, g es una funcion cerrada.
Aplicando [17, Proposicion 8.16], se obtiene que K es localmente conexo. O

Teorema 6.9 (|20, Teorema 1.4.6]). Sea X un espacio métrico separable. Entonces,
X es un retracto absoluto por vecindades si y solo si el cono topoldgico sobre X es
un retracto absoluto.

Corolario 6.10 (al Teorema 6.7). Si K es el cono topoldgico sobre un espacio
métrico compacto y localmente conexo el cual no es un retracto absoluto por vecin-
dades, entonces cada funcion de Whitney admisible para C(K) o para 25 no es una
funcion fuertemente reqular.

Demostracion. Sea X el espacio del cual K es el cono topoldgico. Note que, por el
Lema 6.8, K es metrizable, compacto, conexo y localmente conexo. Asi, K es un
continuo localmente conexo. Sea H = C(K) o H = 25, Sea pu : H — [0, u(K)] una
funciéon de Whitney admisible. Supongamos que u es fuertemente regular. Se sigue
inmediatamente que fl,-1(jo u(K))) : w0, u(K))) — [0,u(X)) es fuertemente
regular. Aplicando el Teorema 6.7, obtenemos que K es un retracto absoluto. Sin
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embargo, como X no es un retracto absoluto por vecindades, K no es un retracto
absoluto (Teorema 6.9). Esta contradiccion muestra que p no es fuertemente regular.

O]
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Capitulo 9

Tercer producto simétrico tinico

Vianey Coérdova Salazar, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Un continuo X es un espacio métrico, no vacio, que es compacto y conexo.
Dado n € N, consideremos el hiperespacio F,(X), conocido como el n-ésimo
producto simétrico de X, con la métrica de Hausdorff. Un continuo X tiene
n-ésimo producto simétrico unico si para cualquier continuo Y tal que F,(X)
es homeomorfo a F,,(Y), entonces X es homeomorfo a Y. En este capitulo
exponemos modelos para los hiperespacios, en especial para el segundo y tercer
producto simétrico, ademas mencionamos resultados recientes sobre el tercer
producto simétrico tnico.

1 Introduccién

Un continuo X es un espacio métrico, no vacio, que es compacto y conexo. Dado
un continuo X, los hiperespacios son familias de subconjuntos de X con alguna
caracteristica particular, considerados con la métrica de Hausdorff, [21, Theorem
1.2], [9]. Denotamos por 2% y F,(X) a los espacios {4 C X : A es un conjunto
cerrado en X y no vacio} y {4 € 2% : A tiene a lo mas n puntos}, respectivamente.
El hiperespacio F,(X) es conocido como el n-ésimo producto simétrico de X. El
hiperespacio F(X) es una copia isométrica de X encajada en cada n-ésimo pro-
ducto simétrico. EL concepto del n-ésimo producto simétrico fue introducido por
K. Borsuk y S. Ulam en [4]. El tema del n-ésimo producto simétrico fue retomado
por Alejandro Illanes en el afio 2002 en el articulo Dendrites with unique hyperspace
F5(X), [19]; después en el ano 2006, Enrique Castaneda y Alejandro Illanes, mos-
traron que las graficas finitas tienen producto simétrico tnico, |7]. En el 2009 G.
Acosta, R. Hernandez-Gutiérrez, V. Martinez-de-la-Vega, publicaron en la revista
Glasnik Math., el articulo Dendrites and symmetric products, [1]|; y en el mismo ano
D. Herrera-Carrasco, M. de J. Lopez, F. Macias-Romero mostraron que las dendri-
tas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado tienen producto simétrico tnico
[16]. En el ano 2012, D. Herrera-Carrasco, F. Macias-Romero, F. Vazquez-Juarez,
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generalizaron el resultado obtenido en [16, Teorema 3.7], ellos mostraron que pa-
ran € N — {23}, la clase de los continuos localmente conexos tal que £,(X) es
denso en F,(X) tienen n-ésimo producto simétrico inico, mas atin, mostraron que
la clase de los continuos casi enrejado localmente conexos tienen n-ésimo producto
simétrico unico, para N — {2,3}, vea [18, Teorema 4.3 y Corolario 4.4]. En el ano
2013, se publican dos articulos Continua with unique symmetric product y Rigidity
of symmetric products, cuyos autores son J. G. Anaya, E. Castafieda-Alvarado, A.
[lanes y R. Hernandez-Gutiérrez, V. Martinez-de-la-Vega, respectivamente, vea 2]
y [15]. En el ano 2015, se muestra que los continuos enrejados tienen segundo y
tercer producto simétrico tnico [13|, cabe mencionar que en el tema de n-ésimo
producto simétrico en los casos n = 2 y n = 3 se usan técnicas distintas a los casos
cuando n € N — {2,3}.

2 Continuos e hiperespacios

A continuacién enunciamos algunos conceptos y resultados que son necesarios para
el desarrollo de este capitulo. En todo este trabajo, si X es un continuo y A un
subconjunto de X, los simbolos clx(A), Bdx(A) e intx (A) denotan la cerradura de
A, la frontera de A y el interior de A en X, respectivamente. También, A C Y C X,
los simbolos cly (A), Bdy(A) e inty (A) denotan la cerradura de A, la frontera de
A y el interior de A en el subespacio Y de X, respectivamente. La cardinalidad
de un conjunto A se representa por |A|. Si d es la métrica de X, e >0yt € X,
el conjunto {x € X : d(t,z) < €} lo denotamos por el conjunto By(t,c) o B(t,¢)
cuando no exista una posible confusiéon. Un espacio topologico es no degenerado si
tiene més de un punto. La notacién y definiciones que en este capitulo refieren, son
tomadas como en [21].

Definiciéon 2.1. Sean X un espacio topologico y x € X. El espacio topolégico X
es localmente conexo en el punto x si para cada conjunto abierto U en X, tal que
x € U existe un conjunto abierto y conexo V en X, tal que x € V C U. Si X es
localmente conexo en cada uno de sus puntos decimos que X es localmente conexo.

En esta seccién estudiamos los conceptos de hiperespacio, métrica de Hausdorff
y Topologia de Vietoris.

Definicion 2.2. Sean X un continuo con métrica d y A, B C X, no vacios, denota-
mos por d(A, B) a la distancia de A a B definida como d(A, B) = inf{d(a,b) : a €
Ay b € B};yaladistancia de un punto p a un conjunto C por d(p, C') = d({p}, C).

Definicion 2.3. Si A € 2%, la nube en X con centro en A y de radio ¢ > 0 es
N(e,A) ={z € X : existe a € A tal que d(a,z) < €}.
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(a) Gehmann (b) Arcoiris de Naster

Figura 1

Si A, B € 2% definimos H(A, B) =inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(e,A)}.
En [24, Teorema 0.2|, se muestra que H es una métrica para 2% dicha métrica es
llamada la métrica de Hausdorff.

Definiciéon 2.4. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us,...,U, subconjuntos de
X, no vacios. El wvietdérico de Uy, Us,...,U,, denotado por (Uy,Us,...,U,), es el
conjunto {A € 2% : Ac U, U; y ANU; # 0, para cadai € {1,2,...,n}}.

La familia de subconjuntos de 2% dada por B = {(U1,Us,...,U,) : n € Ny los
conjuntos Uy, Us, ..., U, son abiertos de X} es una familia de abiertos en 2X que
genera la misma topologia que la dada por la métrica de Hausdorff, [21, Teorema
3.1]; y la topologia generada por B se le llama Topologia de Vietoris, |24, Definicion
0.12].

Dado un continuo X, los hiperespacios son familias de subconjuntos de X, con
alguna caracteristica particular, considerados con la métrica de Hausdorff. Para
nuestro estudio los siguientes hiperespacios de X serdn de gran importancia.

2% = {A C X : A es un conjunto cerrado en X y no vacio},
Fo(X) = {Ac 2% : A tiene a lo més n puntos}.

Para una mejor lectura de este capitulo, usaremos la notacion (Uy, ..., Upy), para
hacer referencia a los vietéricos en el n-ésimo producto simétrico. Es decir,
Si X es un continuo, Uy, Us, ..., Uy C X y n,m € N, definimos:

(U, ..., Unn={A € F(X): AC UUZ- y ANU; # 0, para cadai € {1,...,m}}.

i=1

Observemos que los conjuntos de la forma (U, Us, ..., Up)n, donde Uy, Us, ..., Up,
son abiertos en X y m es un nimero natural, forman una base de la topologia del
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n-ésimo producto simétrico, [21, Teorema 1.2|; es decir, una base para la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff.

Teorema 2.5. [22, Corolario 1.8.8 y 1.8.9] Sean X un continuo y n € N. Los
hiperespacios 2% y F,(X) son continuos.

Teorema 2.6. [12, Lema 1.25] Sean X un continuo y n,m € N. Si Ay,... A,
y Bi,..., By son subconjuntos de X tales que, para cada j € {1,...,n}, existe
kj € {1,...,m} tal que Aj C By, y para cada k € {1,...,m}, existe j, € {1,...,n}
tal que Aj, C By, entonces (A1, ..., Ap)n C (B1,Ba, ..., Bm)n.

Teorema 2.7. [23, Lema 1] Sean X un continuo y n,m € N tales que m < n. Si
Cy,...,Ch son subconjuntos conexos de X, entonces (Cy,...,Cp)pn €s un subcon-
Junto conexo de F,(X).

Teorema 2.8. Sean X un continuo localmente conexo, n € N y A € F,(X). Si
A=A{x1,...,zn} conm <n yU es una vecindad de A en F,(X), entonces existen
subconjuntos Uy, ..., Uy, abiertos en X, conexos y disjuntos por pares tales que para
cada i € {1,...,m}, se cumple que x; € U y A € (Uy,...,Un)n C intp, x)(U).

Demostracion. Supongamos que A = {x1,...,2,} v que U es una vecindad de
A en F,(X). Como X es un espacio Hausdorff, existen subconjuntos Ci,...,Cy,
abiertos en X y ajenos por pares tales que x; € C;, para cada i € {1,...,m}.
Por otra parte, como A € intg, X)(U), existen subconjuntos Vi,...,V; abiertos
en X tales que A € (Vi,..., Vi), C intp,(x)(U). Para cada i € {1,...,m}, sea
Uy =C; N [ﬂ{V]] e{l,....l}yuz € V]}] Observemos que los subconjuntos

Ui, ...,Up son abiertos en X y ajenos por pares.
Veamos que A € (Uy,...,Upn)n C (Vi,...,Vi)n. Esclaroque A € (Uy,...,Up)n.
Para demostrar que (U, ...,Un)n C (V1,..., V), veamos primero que para cada

j€A{1,...,1}, existe k; € {1,...,m} tal que Uy, C Vj. Sea j € {1,...,1}. Como
A e (V1,...,Vi)n, inferimos que ANV} # (. Sea p; € ANV;. Dado que p; € A, existe
kj € {1,...,m} tal que p; € Uy,;. Observemos que p; € Cy,. Por definicién de los
conjuntos Uy, . .., Up, tenemos que Uy, = Cy, N [ﬂ{V] je{l,...,l} yp; € VJ}]
Asi, Uy; C Ck; NVj. Por tanto, Uy, C V.

Ahora veamos que para cada i € {1,...,m}, existe k; € {1,...,l} tal que
U; C Vj,. La veracidad de este inciso es inmediata de las definiciones de los conjuntos
Ui,...,Un. Por el Teorema 2.6, concluimos que (Uy,...,Upn)n C (V4,...,V})p. Por
ultimo, observemos que dado que X es un continuo localmente conexo, podemos
suponer que los subconjuntos Uy, ..., U,, son conexos. [

Teorema 2.9. Sean X un continuo y n € N. Entonces X es localmente conexo st
y solo si F,,(X) es localmente conezo.
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Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean A € F,,(X) y V un
abierto en F,(X) tal que A € V. Supongamos que A = {z1,...,zn} con m < n.
Por el Teorema 2.8, existen Vi, ..., V,, abiertos en X, conexos y disjuntos dos a dos,
tales que para cada i € {1,...,m}, tenemos que x; € V; y A€ (Vq,...,Vp)n C V.
Notemos que (V1,...,Vpy)n es abierto en F,(X), por el Teorema 2.7, tenemos que
(Vi,...,Vin)n es conexo en F,,(X). Asi, F,(X) es localmente conexo. Reciprocamen-
te, supongamos que F,(X) es localmente conexo. Sean p € X y U un abierto en X
con p € U. Luego, {p} € (U)y. Ademas, (U),, es abierto en F,(X). Como F,(X) es
localmente conexo, existe un abierto y conexo V en F,,(X) tal que {p} € V C (U)n.
Por [12, Lema 1.49], tenemos que (Jy ey V) NU es abierto y conexo en X. Notemos
que p € (UyeyV)NU C U. Asi, X es localmente conexo. O

Definiciéon 2.10. Sean A, un subconjunto no vacio de un espacio topolégico X y
B un nimero cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual a  en X, denotado
por ord(A, X) < 3, si para cualquier conjunto abierto U de X con A C U existe un
conjunto abierto V' de X, talque ACV C Uy |Bd(V) |< 5. Si A= {p} en lugar
de escribir ord({p}, X) < f solo se escribira como ord(p, X) < . Se dice que A es
de orden ( en X, denotado por ord(A, X) = 3, si ord(A, X) < 8 y para cualquier
nimero cardinal o < 3, tenemos que ord(A4, X) £ a.

Teorema 2.11. Sea X un espacio espacio topoldgico. St Y y A son subconjuntos
de X, entonces se cumple lo siguiente:

(i) de(A N Y) C de(A).
(11) Siclx(A) Cintx(Y), entonces Bdy (A) = Bdx(A).
Demostracion. Para demostrar (i), notemos que Bdy (ANY) = cly(A) Necly (Y —
A) C CIX(A) N Clx(Y — A) - Clx(A) N Clx(X — A) = de(A)
Ahora probemos (#7). Sabemos que Bdx(A) = clx(A)Nclx (X — A) = clx(4)

N
(Clx(X - Y) UClx(Y — A)) = (Clx(A) N (X — intx(Y))> U (Clx(A) ﬂch(Y — A)) =
Clx(A)ﬂclx(Y—A) = Yﬂclx(A)ﬂclx(Y—A) = Cly(A)ﬂCly(Y—A) = de(A). O]

Una primera propiedad del concepto de orden es la siguiente.

Teorema 2.12. Sea X un continuo. Si A es un subespacio de X yp € A, enton-
ces ord(p,A) < ord(p,X). Mds ain, si A es una vecindad de p en X, entonces
ord(p, A) = ord(p, X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de A con p € U. Asi, existe un sub-
conjunto abierto V' de X con U = AN V. Como p € V, existe un subconjunto
abierto Wde X talquep € W C V y | Bdx(W)| < ord(p, X). Por el Teorema 2.11,
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tenemos que Bds(ANW) C Bdx (W). Asi, | Bda(ANW)| < ord(p, X). Como ANW
es abiertoen Aype ANW C ANV = U, concluimos que ord(p, A) < ord(p, X).

Supongamos que A es una vecindad de p en X. Por el parrafo anterior, basta
probar que ord(p, A) < ord(p, X ). Sea U un subconjunto abierto de X con p € U.
Como intx(A) N U es un subconjunto abierto de A con p € intx(A) NU, existe un
subconjunto abierto W de Atal quep € W C intx (A)NU y | Bda(W)| < ord(p, A).
Como W C intx(A) C A, tenemos que W es abierto en intx(A) y asi en X.
Por el Teorema 2.11, se cumple que Bdx (W) = Bda(W). Comop € W C U y
|Bdx(W)| = |Bda(W)| < ord(p, A), tenemos que ord(p, X) < ord(p,A). Esto
concluye la prueba del teorema. O

Definiciéon 2.13. Dado n € N, al producto topologico de n intervalos [0, 1] se
denota con I", donde I"™ = [[}_; I v Ir = [0,1], para cada k € {1,2,...,n}. Una
n-celda es un espacio topolégico homeomorfo a I”.

Definicion 2.14. Una grdfica finita es un continuo que puede escribirse como la
unién de una cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos
o bien se intersectan en uno o en sus dos puntos extremos, Ginicamente.

Definicién 2.15. Sea X un continuo. Un punto p en X es un punto ordinario de
X si ord(p, X) = 2. El punto p es un punto de ramificacion de X si ord(p, X) > 2.
Un punto p es un punto extremo de X si ord(p, X) = 1. La coleccién de puntos
ordinarios de X, se denota por O(X); la coleccion de puntos de ramificacion de
X, se denota por R(X) y la coleccion de puntos extremos de X, se denota por
E(X). De esta forma un continuo X puede expresarse de la siguiente manera X =
E(X)UO(X)UR(X).

Definicién 2.16. Sea X un continuo, un arco libre en X es un arco J con puntos
extremos x y y tal que J—{x, y} es un conjunto abierto en X. Un arco libre maximal
en X es un arco libre en X que es maximal con respecto a la inclusiéon. Un ciclo en
X es una curva cerrada simple J contenida en X para la cual existe z € X tal que
JNR(X)={z}y J—{z} es abierto en X.

Notemos que si X no es una curva cerrada simple y J es un ciclo en X, entonces
JNR(X)={x} siysolosiJ—{z} esun conjunto abierto en X.

Ar(X)={J C X: J esun ciclo en X},
Agp(X)={J C X: J es un arco libre maximalen X y |[JNR(X)| =1}y
Ag(X)={J C X: J es un arco libre maximal en X} UAg(X),

notemos que si J,K € Ag(X) y J # K, entonces intx(J) N K = (. Sea z,y €
X decimos que x es adjacente a y en X o que x y y son adjacentes en X si
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F2([0.1])

(0.1]

Fs([0.1])

(a) 2-celda (b) 3-celda

Figura 2: Modelos del segundo y tercer producto simétrico para el intervalo unitario

existe J € Ag(X) el cual no es un ciclo, z y y son los puntos extremos de J.
Un arco externo es un elemento de Ag(X) y un arco interno es un elemento de

As(X) = (Ap(X) UAR(X)).

3 Modelos

En la teoria de los hiperespacios es muy ttil tener ideas geométricas de cémo se ven
éstos. Un modelo para un determinado hiperespacio K(X) es un espacio topologi-
camente equivalente, donde los elementos son puntos en lugar de subconjuntos. Los
modelos de los hiperespacios, desde el punto de vista geométrico, son una herra-
mienta para sugerir propiedades en ellos. El lector puede encontrar mas informaciéon
de este tema en [20]. Sin ahondar tanto en el tema de modelos de productos simétri-
cos, en este capitulo mostraremos ejemplos de los modelos para el segundo y tercer
producto simétrico para continuos como el intervalo unitario, la circunferencia y el
triodo simple.

3.1 Intervalo unitario

Consideremos la funcion ¢ : Fp(X) — R? definida por ¢({a,b}) = (max{a,b},
min{a, b}), notemos que ¢ es un encaje cuya imagen es el tridngulo convexo {(a,b) €
R2:0<a<b< 1}, asi, F3([0,1]) es una 2-celda, vea (a) de la Figura 2.

Para mostrar el modelo del tercer producto simétrico del intervalo unitario,
[0, 1], consideremos la funcién ¢ : F3(X) — R? dada por ¢(A4) = (méax(A), min(4)).
Notemos que ¢ es una funciéon continua y su imagen es el tridngulo T de la Figura 2.
Dado (a,b) € T, notemos que ¢~ 1((a,b)) = {{a,b,c} : a < c < b}. Enel caso a < b,
como c corre sobre el intervalo y {a,a,b} = {a,b,b}, el conjunto {{a,b,c} :a <c<
b} es una curva cerrada simple. En el caso a = b, tenemos que ¢~ 1((a,b)) = {{a}}.
Notemos que tenemos que poner una curva cerrada simple en cada punto (a,b) € T
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4

(a) Sombrero del tonto b) Espacio D2

Figura 3

tal que a < b. Esto puede realizarse tomando un solido de revolucién obtenido
mediante la rotacion de T alrededor de su diagonal. Asi, el modelo para F3([0,1])
es una 3-celda, vea (b) de la Figura 2.

Para los casos n > 4, Borsuk and S. Ulam, en [4, Teorema 7|, prueban que
F,,(]0,1]) no es una n-celda. Un estudio detallado de los hiperespacios F},([0,1]) fue
hecho por R. N. Anderson, M. M. Marjanovi¢ y R. M. Shori en [3]. En particular,
en el Teorema 2.1 de [3| se probd que Fy([0, 1]) es homeomorfo al cono(Ds2) x [0, 1],
donde Dy es el sombrero del tonto, vea (a) de la Figura 3.

Recordemos que el espacio Ds es el espacio que se obtiene de identificar las
aristas de un tridngulo convexo de acuerdo a las flechas mostradas en (b) de la
Figura 3.

Como primer paso tenemos que identificar dos de la flechas para obtener un
cono; después, identificamos el vertice del cono a un punto en su base para obtener el
espacio (a) en la Figura 3; finalmente, identificamos las dos curvas cerradas simples
marcadas en negrita en la parte (a) de la Figura 3.

Es sencillo ver que Dy puede construirse en R3. Asi, F4([0,1]) es encajado en
R®. Lo cual responde a la pregunta hecha en [20, Question 13.1] para el caso n = 4;
dicha pregunta sigue abierta para n > 5.

Pregunta 3.1. A;F,([0,1]) es encajable en R"*! para todo n > 57

3.2 Circunferencia unitaria

El producto simétrico F5(S') es la banda de Moebius. Para esto tomemos NA =
{{p,q} € Fo(SY) : p # —q} y sean las funciones A : NA — C(S1), m : NA — S,
L:NA =Ry p:NA— R? las funciones dadas por

A({p,q}) = el arco mas corto que une a py q en S,
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(a) Banda de Moebius (b) Conjunto D,

Figura 4: Esta figura muestra la construcciéon de la banda de Moebius y de como
se representa en M el conjunto D).

m({p,q}) = el punto medio de A({p, q}),
L({p,q}) = lalongitud de A({p,q}) ¥

el{p.a}) = (1 = (- L({pah)mlip.a})

Notemos que ¢ es un homeomorfismo entre NA y el anillo R = {z € R? :
3 <| z |[< 1}. Si queremos extender ¢ al conjunto A = {{z,—z} € F5(S') : z €
S1}, por la continuidad y dependiendo de como nos aproximemos a {z, —z} por
elementos {p,q} € NA, debemos definir p({z, —z}) con dos valores, p({z, —z}) =
+w, donde 2w es el punto obtenido de rotar z por 7. Para resolver esta ambigiiedad,
necesitamos identificar los puntos w y —w. Notemos que los puntos w son los puntos
de la circunferencia B = {u € R? :|| u ||= 3}. El espacio cociente obtenido de
Ry = RU B por la identificacion es la banda de Moebius M, véase (a) de la Figura
4. Se inicia con el anillo y se corta por las dos flechas a y b, luego hacemos las
identificaciones mostradas en (a) de la Figura 4.

A continuacioén, veamos como se representa en M, el conjuntos D, = {{p, 2} :
z € S'}. De acuerdo con la definicién de ¢, la imagen de este conjunto consiste
de dos arcos By y B del anillo Ry. Si seguimos las transformaciones que hemos
realizado para obtener la banda de Moebius M, se puede observar que el conjunto
D,, es homeomorfo a la curva cerrada simple B que toca a la frontera de M en
exactamente un punto. Esta curva cerrada simple se representa al final de la imagen
(b) en la Figura 4. Es importante senalar que en esta representacion de la banda
de Moebius la curva B se puede dibujar totalmente sin lineas punteadas.

Como hemos visto, algunos modelos de hiperespacios son faciles de construir;
hay otros ejemplos més complicados para los que es necesario una aproximacion
especifica. K. Borsuk en 1949 publica un articulo, vea [5], en el cual afirma que
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Figura 5

F3(S') es homeomorfo a S! x S?, donde S™ es la esfera unitaria en R"*!, lo cual
es un error. Tres anos después, R. Bott, en [6], corrigié este hecho probando que
F3(S") es homeomorfo a S3. Para los casos n > 4 no se han construido modelos para
F,(S1), sin embargo, en [25] y [28] se han estudiado varias propiedades topolégicas
de estos espacios.

4 'Triodo simple

Consideremos al triodo simple Y como en la imagen (a) de la Figura 5. Sea J; =
LiULy, Jo =LoULsy Js = LsUL;. Notemos que FQ(T) = FQ(Ll) U FQ(LQ) U
F5(L3). Como cada J; es un arco, nosotros sabemos que F(J;) puede verse como un
tridngulo convexo. Asi, para el modelo de F5(Y') necesitamos tomar tres tridngulos
Fy(Jh), Fo(J2) y Fa(J3) e identificar los puntos que representan elementos de F»(Y)
que aparecen en més de un triangulo. Por ejemplo, Fa(J1) U Fa(J2) = Fa(Ls) es el
subtriangulo en ambos triangulos F»(J1) y F2(J2). En la imagen (a) de la Figura
5, se mostraron los triangulos Fs(J1), Fo(J2) y Fa(J3) con las partes que necesitan
para ser identificadas. El espacio resultante es el tridngulo convexo con tres alas
unidas a él. Enrique Castaneda en 27|, encontré un modelo para F3(Y"). Demostro
que F3(Y") es el cono sobre un toro con cuatro discos conectados a él, uno como un
«ecuadory y los otros tres como los «meridianos», vea la imagen (b) de la Figura 5.

5 Hiperespacio tinico

En el ano 2015, Luis A. Guerrero Méndez, David Herrera Carrasco y Fernando
Macfas Romero mostraron, entre otras cosas, que los continuos enrejados tienen
segundo y tercer producto simétrico unico, vea [13|. Recientemente sabemos que
los continuos casi enrejados localmente conexos tienen segundo producto simétrico
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] | | ]

(a) Continuo enrejado (b) Continuo casi enrejado

Figura 6: Ejemplos de continuos enrejado y casi enrejado

tnico para esto el lector puede revisar [17], en el caso n = 3, los autores de este
capitulo, tienen una conjetura positiva a la pregunta de que si los continuos casi
enrejados localmente conexos tienen tercer producto simétrico inico. Cabe mencio-
nar que en la historia de la teoria de hiperespacio tnico, los casos n =2y n =3
usan una técnica distinta a la de los casos n > 4.

Definiciéon 5.1. Un continuo X tiene n-ésimo producto simétrico unico si para
cualquier continuo Y tal que F,,(X) es homeomorfo a F,,(Y), entonces X es homeo-
morfo a Y.

i.Bajo qué condiciones un continuo X tiene n-ésimo producto simétrico tinico?
Dado un continuo X, sea
G(X) = {x € X: z tiene una vecindad G en X tal que G es una grafica finita }
y sea P(X) = X — §(X).

Definiciéon 5.2. Un continuo X es casi enrejado si el conjunto §(X) es denso en

X.

Definicién 5.3. Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base de
vecindades 9B tal que para cada elemento U € B, se tiene que U — P(X) es conexo.

En las Figuras (a) y (b), de la Figura 6, mostramos ejemplos de continuos
enrejados y casi enrejados Dado un continuo X y n € N; sea

Pu(X) = {A € Fy(X): ANP(X) # 0},
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R.(X)={Ac F,(X): AN R(X) # 0},
An(X) = Fp(X) = (Rp(X) U P (X)),
En(X) ={A € F,,(X) : A tiene una vecindad en F,(X) la cual es una n-celda}.

A continuacion exponemos algunas propiedades que el conjunto &, (X) posee, ade-
mas de resultados necesarios para una mejor lectura de esta seccion.

Teorema 5.4. [1, Teorema 2.1] Sean X un continuo yn € N. Dadoi € {1,...,n},

sea J; un arco en X con puntos extremos a; y b;. St los conjuntos Ji,...,J, son
disjuntos por pares, entonces (Ji,...,Jn)n es una n-celda en F,(X) cuyo interior
como variedad es el conjunto (J; — {a1,b1},...,Jn — {an,bn})n.

Teorema 5.5. Sean X y Y continuos y n € N. Si h : F,(X) — Fo(Y) es un
homeomorfismo, entonces h(€, (X)) = Ep(Y).

Demostracion. Sea B € h(&,(X)). Existe A € &,(X) tal que B = h(A4). Como
A € &,(X), existe una vecindad V de A en F,(X) tal que V' es homeomorfo a
I". Como h : F,(X) — F,(Y) es un homeomorfismo, tenemos que h(V) es una
vecindad de h(A) en F,,(Y) y V es homeomorfo a h(V'). Asi, h(V') es homeomorfo
a I™. Luego, B tiene una vecindad en F,(Y) que es una n-celda. Por lo tanto,
B(En(X)) C En(Y).

Por otro lado, como h™! : F,(Y) — F,(X) es un homeomorfismo, de manera
similar a como se demostré que h(€,(X)) C &,(Y), tenemos que h™1(&,(Y)) C
En(X). Luego, &,(Y) = h(h™1(&,(Y))) C h(Ex(X)). Por lo tanto, h(E,(X)) =
En(Y). O

Teorema 5.6. [1/, Lema 2/ Si X es un continuo enrejado, entonces X es un
continuo localmente conezo.

Teorema 5.7. [14, Lema 8] Sean X un continuo localmente conexo, {J,}o0_ una
sucesion en Ag(X) de elementos distintos por pares y Ty, € J, para cada m € N.
Si {xm }o°_, converge a x, para algin x € X, entonces {Jm}oo_; converge a {x}.

Teorema 5.8. [14, Lema 10/ Si X es un continuo localmente conexo y J un arco
libre, entonces existe K € As(X) tal que J C K.

Teorema 5.9. Si X es un continuo localmente conezo, entonces | J{intx(J) : J €
As(X)} = X = (P(X) U R(X)).

Demostracion. Supongamos z € |J{intx(J) : J € Ag(X)}, asi existe J € Ag(X)
tal que z € intx (J). Luego, z € §(X), por otra parte observemos que ord(z,J) =1
o ord(z,J) = 2. Por el Teorema 2.12, tenemos que ord(z, X) =1 o ord(z, X ) = 2.
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Luego, x ¢ R(X). Por lo tanto z € X — (P(X)UR(X)). Por otro lado, supongamos
quez € X—(P(X)UR(X)), asi, existe una grafica finita 7" en X tal que z € intx (7).
Como z ¢ R(X), existe un arco libre I de X tal que x € intx(I). Por el Teorema
5.8, existe K € Ag(X) tal que I C K. Asi, z € intx (K) y asi z € J{intx(J) : J €
As(X)}. u

Teorema 5.10. [18, Teorema 3.1] Si X es un continuo localmente conexo, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes.

i) El continuo X es casi enrejado,
i1) el conjunto £,(X) es denso en F,,(X), para toda n € N,
i11) para todo subconjunto abierto no vacio de X contiene un arco libre de X .

Teorema 5.11. [18, Teorema 3.8/ Sea X es un continuo localmente conezo yn € N.
Si €,(X) es denso en F,(X), entonces

i) En(X) C An(X),
i) En(X) = Ap(X) — F,m1(X), para todo n € N — {2, 3}.

Teorema 5.12. 57 X un continuo localmente conexo tal que X mo es ni un arco
ni una curva cerrada simple y n € N, entonces las componentes de A, (X) son

subconjuntos no vacios de la forma (intx(I1),...,intx(Iy))n, donde m < n, los
conjuntos intx (I1), ..., intx(Iy,) son disjuntos por pares y I; € Ag(X), para cada
jed{l,...,m}.

Demostracion. Sean Iy,...,I, € Ag(X). Notemos que intx(I1),...,intx(ly) son
subconjuntos de X abiertos y conexos tales que para i,j € {1,...,n}, intx(l;) N
intx (I;) = 0 con i # j. Por el Teorema 2.7, tenemos que (intx (I1),...,intx (Im))n
es un conjunto conexo de F,(X), ademés, (intx(l),...,intx (1)), es un sub-

conjunto abierto en F,(X). Supongamos que {Ii,...,L,} # {J1,...,Jm} asi,
(intx (I1),...,intx (Ln))n N (intx(l1),...,intx(In))n = 0. Por el Teorema 5.9, te-
nemos que X —(P(X)UR(X)) = U{intx (1) : I € As(X)}, asi, la union de todos los
elementos de la forma (intx(I1),...,intx (1)), es igual a A, (X). Esto completa
la prueba del teorema. O

El siguiente teorema nos dice cuando el conjunto €,(X) es un conjunto abierto
en F,(X), para cada n € N. Dicho teorema el lector lo puede encontrar en [17,
Lemma 2.1].

Teorema 5.13. Si X es un continuo localmente conexo y n € N, entonces E,(X)
es un subconjunto abierto en F,(X).
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Sea X un continuo y W un conjunto abierto en X. Para cualquier subconjunto
U de X definimos ¢(U, W, X) como el namero de componentes de U N W, si este
namero es finito y ¢(U, W, X) = oo, en otro caso. Para cada p € clx (W), definimos

v(p, W, X) = min({m € N: existe una base B de vecindades de p en X tal
que ¢(U, W, X) =m, para cada U € B} U {o0}).
Dado A € F,(X), de acuerdo a [13, Remark 3.5, denotamos
v(A) = v(A4, En(X), Fr(X)).

Teorema 5.14. [13, Teorema 3.4] St X es un continuo localmente conexo, casi
enrejado y n € {2,3}, entonces E,(X) = Ap(X).

Demostracion. Por los Teoremas 5.10 y 5.11, tenemos que &,(X) C A, (X). Sea
A€ Ap(X), asi, A C (E(X)UO(X)) — P(X). Por el Teorema [14, Teorema 4|,
existe una grafica finita G contenida en X tal que A C int(G). Luego, A € A, (G).
Por |7, Lema 5.1], tenemos que A € &,(G). Ademaés, sabemos que la interseccion de
un conjunto abierto y una n-celda contiene una n-celda, implicamos que A € &,(X).
Por lo tanto, A, (X) C E,(X). O

Teorema 5.15. [13, Teorema 3.8] Sean X y'Y continuos localmente conexos casi
enrejados yn € {2,3}. Si h: F,(X) — Fo(Y) es un homeomorfismo, entonces

(a) h(Rn(X) U Po(X)) = Rp(Y) U Po(Y);

(b) si A€ Fo(X), entonces v(A) = v(h(A));

(¢) h(Rn(X) — Po(X)) = Ra(Y) — Po(Y);

(d) h(F1(R(X)N§(X))) = Fi(R(Y)NS(Y));

(e) h(Pn(X)) = Pp(Y);

(f) si X es un continuo enrejado, entonces h(Fy(P(X))) C Fy(P(Y)).

La siguiente propiedad es una técnica ampliamente utilizada en las pruebas de
muchos resultados en el estudio de la unicidad de hiperespacios.

Definicién 5.16. Sea € una clase de continuos y n € N. La clase C es F),-cerrada
si para cada X € Cy para cada continuo Y tal que F,,(X) es homeomorfo a F,(Y),
entonces Y € C.

Las siguientes clases de continuos son F),-cerradas.
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(a) La clase de los continuos localmente conexo es F),-cerrada, para cada n € N,
|8, Teorema 6.3].

(b) La clase de los continuos enrejados es Fj-cerrada, para cada n € {2,3}, [13,
Teorema 3.10].

Recientemente David Herrera Carrasco, Marfa de Jests Lopez Toriz y Fernando
Macias Romero, mostraron el siguiente teorema.

Teorema 5.17. [17, Teorema 3.1] La clase de los continuos localmente conexos
cast enrejados es Fy-cerrada, para cada n € N.

Teorema 5.18. [17, Teorema 4.1] Sea X un continuo localmente conexo casi en-
rejado. Entonces © € P(X) si y solo si existe una sucesion de elementos distintos
por pares contenida en Ag(X) la cual converge a {z}.

Teorema 5.19. [17, Teorema 4.2] Sean X yY continuos casi enrejados y localmen-
te conexos. Si h : F5(X) — F»(Y) es un homeomorfismo y J € Ag(X), entonces
h({J)2) = (L1, La)2, para algin Ly, Ly € Ag(Y).

Teorema 5.20. [17, Teorema 4.3] Sean X wun continuo casi enrejado y local-
mente conero, J,K € Ag(X) y 8 una coleccion de componentes de E2(X) —
(intx (J),intx (K))2. Sea A = {z € K : existe x € intx(J) tal que {x,z} €
clpx) (UR)} y supongamos que A # ) . Entonces A C Bdx(K) y (J,A)2 C
<J, K)Q N Cng(X) (Uﬁ) C <J, de(K)>2 U <BdX(J),K>2.

Los Teoremas 5.17, 5.18, 5.19 y 5.20 son de gran importancia en el desarrollo
de la teorfa del segundo producto simétrico tinico, ademés son de gran utilidad en
el desarrollo del tercer producto simétrico tnico. Para el caso del tercer producto
simétrico tnico se tienen los siguientes resultados.

Lema 5.21. Sean X y Y continuos casi enrejados y localmente conexos. Si h :
Fy(X) — F5(Y) es un homeomorfismo y J € Ag(X), entonces existen L1, Lo, L3 €
.As(Y) tales que h((J)Q) = Cng(X)( <intx(L1),intx(L2),intx(L3)>3).

Demostracion. Sea J € Ag(X), por los Teoremas 5.12 y 5.14, tenemos que A({int x (
J))s) = (inty (K), inty (L), inty (M))3, paraalgin K, L, M € Ag(Y'). Asi, h({J)3) =

h(clpyx) (intx (J))3) = clpy vy (h({intx(J))3)) ¥ clpy ) (h({intx(J))s ) = clpyv)(
<inty(K),iIlty(L),iIlty(M»g). L]

Teorema 5.22. [11, Teorema 3.1] Sean Y wun continuo casi enrejado y local-
mente conexo, K,L,M € Ag(Y), & una coleccion de componentes de E3(Y) —
(inty (K),inty ( L), inty (M))s. Sean A = {z € M: existe k € inty (K), | € inty (L)
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tal que {k,l,z} € clpy)(UR)}, B = {# € Bdy(M) : existe k € Bdy(K)
I € inty (L) tal que {k,l,2} € clp,v)(UR) }, y supongamos que A # 0 y B # 0.
Entonces se cumple lo siguiente.

(a) A C Bdy(M).

(b) Para cada z € A, se cumple que ch3(y)(<inty(K),inty( )s{2})3) C clp, Y)(<
inty(K), iIlty(L), inty(M)>3) N Clps(y) (U ﬁ)

(¢) Para cada by € Bdy(K) y ba € B, tenemos que clp,(y)({{b1},inty (L), {b2})3)
C Clpg(y)«inty(K), inty (L), inty (M))3) N ClF3(y) (UR),

Teorema 5.23. [11, Teorema 3.2] Sean X y Y continuos casi enrejados local-
mente conexos. Si h : F3(X) — F3(Y) es un homeomorfismo y J € Ag(X) tal
que h({intx (J))3) = (inty (K),inty (L), inty (M))s, para algin K,L,M € Ag(Y),

entonces

(a) hE<J)>>3m (R(X)NG(X))3) = clp,(v)((inty (K),inty (L), inty (M))3) N (R(Y) N
S(Y))s.

(b) h((J)s N (P(X))3) = clpy(y)((inty (K), inty (L), inty (M))3) N (P(Y))s.

(c) Sip,q€ E(J) tal que p € P(X) y q € R(X)NYG(X), entonces h({p,q}) =
{a,b,c} tal que {a,b,c} C P(Y)U (R(Y)NS(Y)), {a,b,c} NP(Y) # 0 and
{a,b,c} N (R(Y)NG(Y)) # 0.

Teorema 5.24. [11, Teorema 3.3 Sean X yY continuos casi enrejados localmente

conexos. Sih : F3(X) — F5(Y) es un homeomorfismo y J € As(X), entonces existe
K € As(Y) tal que h((J)3) = (K)s.
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Caracterizaciéon de los hiperespacios de un continuo
localmente conexo

Lazaro Flores De Jesus, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico no degenerado, compacto y conexo. Dado un
continuo X, un hiperespacio es una familia de subconjuntos de X con ciertas
caracteristicas. Un teorema importante dentro de la teoria de los continuos
localmente conexos es el teorema de Curtis y Schori, el cual afirma que si X es
un continuo localmente conexo, entonces el hiperespacio 2% es homeomorfo al
cubo de Hilbert y también, si X no contiene arcos libres, entonces el hiperespacio
C(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert. En este trabajo presentaremos una
prueba del teorema de Curtis y Schori, asi como el acervo necesario para su
comprension.

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico X no degenerado, compacto y conexo. Dado un
continuo X, una vecindad de un punto x € X es un subconjunto V' de X tal que
existe un abierto U de X con x € U C V. Un continuo X es localmente conexo
en un punto x € X si para cada vecindad U de z existe un conjunto abierto y
conexo V tal que x € V C U. Si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos,
X es localmente conexo.

Dado un continuo X, un hiperespacio de X es una familia de subconjuntos de
X que cumplen ciertas caracteristicas. Entre los hiperespacios méas conocidos se
encuentran los siguientes:

2% = {A C X : A es no vacio y cerrado},
Cc(X)= {A €2%: Aes Compacto},
F.(X)= {A € 2% : A tiene a lo méas n puntos}.

Los espacios anteriores resultan ser nuevamente continuos considerando en ellos la
métrica de Hausdorff, [11, Teorema 2.2].
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Son ejemplos de continuos localmente conexos los siguientes:

i) continuos que se pueden escribir como una union finita de arcos tales que
cualesquiera dos de ellos se intersectan en uno o ambos de sus puntos extremos
(graficas finitas),

ii) continuos que son homemorfos a [0,1]" (n-celdas),
iii) continuos que son homemorfos a [0,1]> = I*°® (cubo de Hilbert),

iv) el punto peludo o también conocido como F,, (|18, Ejemplo 2.6]).

z
un continuo localmente conexo. Respecto a los continuos localmente conexos y sus
hiperespacios tenemos el siguiente resultado.

Por otro lado, el continuo que es la cerradura de {(az, sen (1)) sz € (0, 1]} no es

Teorema 1.1. [15, Teorema 1.92] Sea X un continuo localmente, entonces los
hiperespacios 2% y C(X) son continuos localmente conexos.

El presente trabajo esta dividido en cuatro secciones, en la segunda seccién se
presentan los definiciones y resultados que nos permitiran comprender las secciones
posteriores. En la tercera seccién se hard un tratamiento mas a fondo sobre los con-
tinuos localmente conexos, presentaremos algunas de sus principales caracteristicas.
Finalmente en la cuarta seccién se presentara la prueba del teorema de Curtis y
Schori.

En cada resultado que se presente se incluird su demostracion o se dard una
referencia en la cual el lector puede encontrar la demostracion.

2 Conceptos basicos y resultados auxiliares

Las definiciones y resultados que se presentan en esta seccién son necesarios para
poder exponer este capitulo. De hecho los conceptos que aqui se definen los estamos
considerando como se definen en [11] y [14].

Definicion 2.1. Sean X y Y espacios topoloégicos, A C Yy f: A = X una
funcién continua. Una funcién F' : Y — X es una extensiéon continua de f a Y si
F es continua y F|4 = f. Un espacio normal X es un extensor absoluto si, para
cada espacio normal Y, cada subconjunto cerrado A de Y y cada funcién continua
f:A— X, lafuncién f tiene una extension continua a Y.

Definicion 2.2. Un subconjunto cerrado A de un espacio topoldgico Y es un re-
tracto de Y si la funcion identidad Id4 en A tiene una extensiéon continua a Y. Un
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espacio normal X es un retracto absoluto si, para cada espacio normal Y y cada
subconjunto cerrado B de Y homeomorfo a X, se satisface que B es un retracto de

Y.

Teorema 2.3 (Borsuk). Un espacio métrico compacto K es un retracto absoluto si
y solo si K es un extensor absoluto.

Demostracion. Sea K un espacio métrico compacto y supongamos que K es un re-
tracto absoluto. Por el teorema de metrizacion de Urysohn, [12, pag. 241|, podemos
asumir que existen K/ C I*® y ¢ : K/ — K un homeomorfismo. Como K es un
retracto absoluto existe una retraccién r : I — K'.

Sea B un subconjunto cerrado de un espacio métrico M y sea f : B — K una
funcién continua. Como la funcién f es continua, tenemos que ¢~ 'o f: B — K’ es
continua.

Notemos que ¢~ ! o f = (f;)$2; donde f; : B — [0, 1]; para cada i.

Por el teorema de extension de Tietze [12, pag. 127|, cada f; puede ser extendida
a una funcion continua g; : M — [0,1];. Consideremos g = ()2, : M — I,
entonces porog: M — K es una extension continua de f, es decir, porog|lp = f
pues si # € B entonces (¢ o7 o g)(x) = (por)(g(x)) = (por)p o f(zx)) =
p((p~' o (@) = f(=).

Por lo tanto, K es un extensor absoluto.

Ahora supongamos que K es un extensor absoluto. Supongamos que K es ho-
meomorfo a un subespacio cerrado K’ de un espacio métrico Y. Entonces existe ¢ :
K’ — K homeomorfismo. Por lo tanto, poIdgs : K’ — K es continua y como K es
un extensor absoluto, o Idg se puede extender a una funcién continua f: Y — K
v flxr = goldy:. Asi, o~ tof : Y — K' C Y es la funcion buscada, ya que si k € K’
se tiene que (¢~' o f)(k) = ¢~ (f(k)) = ¢~ ((po Idg)(K)) = Idgr(k) = k. O

Corolario 2.4. Sea K un espacio métrico compacto encajado en I*°. Si K es un
retracto de I, entonces K es un retracto absoluto.

Demostracion. Por el teorema 2.3 tenemos que cualquier retracto de I°° es un
extensor absoluto. Por lo tanto, por el teorema 2.3, cualquier retracto de I*° es un
retracto absoluto. O

Teorema 2.5 (Wojdyslawski). [19, Teorema II, Teorema II,,] Si X es un continuo
localmente conexo, entonces 2% y C(X) son retractos absolutos.

3 Continuos localmente conexos y métricas convexas

Dentro de esta seccién se presentaran algunos resultados relacionados con los con-
tinuos localmente conexos, y tambien se presentara la relaciéon que hay entre estos
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y las métricas convexas.
Una caracterizaciéon de los espacios localmente conexo en términos de las com-
ponentes de los conjuntos abiertos, nos la da el siguiente resultado.

Teorema 3.1. [14, Ejercico 5.22] Un espacio métrico X es un espacio localmente
conezo si y solo si para cada abierto U y cada componente C de U, se tiene que C
es abierto.

En particular, segin este tltimo teorema, las componentes de los espacios lo-
calmente conexo son conjuntos abiertos.

Existen dos formas naturales de conexidad local: Sea X un espacio topologico
vy p € X; X es localmente conexo en p si p posee una base de vecindades formada
por vecindades abiertas conexas; X es conexo en pequenio (cik) en p si p posee una
base de vecindades formada por vecindades conexas (esto es, conjuntos conexos que
contienen a p en sus interiores en X). Es cierto que si X es localmente conexo en
p, entonces X es cik en p. Sin embargo, el inverso es falso aun para continuos.
Sin embargo, si un espacio topologico es cik en todo punto, entonces es localmente
conexo en todos sus puntos. Lo anterior queda formalizado en la definicién 3.2 y en
el teorema 3.3.

Definiciéon 3.2. Un espacio métrico X es conexo en pequeno en un punto
x € X si para cada vecindad N de z existe una vecindad conexa G de z tal que
x € G° C G C N.SiX esconexo en pequeno en cada uno de sus puntos, se dice
que X es conexo en pequeno.

Teorema 3.3. [14, Ejercicio 5.22] Un espacio métrico X es localmente conexo si
y solo si X es conexo en pequeno.

La propiedad de ser un espacio localmente conexo es una propiedad topologica,
es decir, se conserva bajo homeomorfismos, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X es un espacio localmente
conexo y f: X — Y es una funcion continua, suprayectiva y cerrada, entonces Y
es un espacio localmente conexo.

Demostracion. Sean X y Y espacios topoldgicos, con X un espacio localmente
conexo y f: X — Y una funcién suprayectiva, continua y cerrada. Veamos que Y
es localmente conexo.

Sea y € Y y U un abierto en Y tal que y € U. Como f es suprayectiva, existe
r € X tal que f(z) = y, también como f es continua se tiene que f~(U) es un
abierto en X y ademas x € f~1(U). Como X es localmente conexo, existe V abierto
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en X y conexo tal que z € V C f~1(U), entonces y € f(V) C f(f~1(U)). Como f
es suprayectiva se cumple que f(f~1(U)) = U.

Por otro lado, f(V') es un abierto en Y, pues f es cerrada y por lo tanto abierta,
y f(V) es conexo ya que f es continua. Asi, para cada y € Y y cada abierto U
que lo contiene, existe un conjunto abierto y conexo V en Y tal quey € V C U.
Por lo tanto, Y es localmente conexo en cada uno de sus puntos y asi es localmente
Conexo. O

Los continuos localmente conexos poseen una propiedad muy importante, cono-
cida como la propiedad 8, la cual presentamos a continuacion, ya que nos sera de
gran utilidad mas adelante.

Definicion 3.5. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto B no vacio de X tiene
la propiedad § si para cualquier € > 0 existen {Aj, ..., A, } subconjuntos conexos
n

de B de diametro menor que ¢ tales que B = ‘UI A;.
=

Como una observacion inmediata, la propiedad 8 no es una propiedad topolo-
gica. Por ejemplo, el intervalo abierto (0, 1) tiene la propiedad 8 y el espacio R no
tiene la propiedad S.

Para acercarnos a nuestro objetivo lo primero que podemos observar es que los
espacios métricos que tienen la propiedad § son espacios localmente conexo, como
se muestra a continuacion.

Teorema 3.6. Un espacio métrico X que tiene la propiedad S es un espacio local-
mente conero.

Demostracion. Basta demostrar que X es conexo en pequeno (vea el teorema 3.3).

Sea p € X y N una vecindad de p. Asi, existe £ > 0 tal que B¢ (p) € N. Como

X tiene la propiedad S, existen Aq,..., A, subconjuntos conexos de X tales que
n

£

X = U A; y para cada i € {1,...,n}, se tiene que diam (A4;) < 5.
i=1

Sea
G=J{4i:ped}.
Veamos que G es conexo. Supongamos, por el contrario, que G no es conexo. Asi,
existe una separacion (S,7T') tal que S y T son no vacios, abiertos en X, ajenos y
G = SUT. Como p € X, existe k € {1,...,n} tal que p € A, C Ay. Luego, A C G.
Supongamos, sin perder generalidad, que Ax C S. Como T # (), existe j € {1,...,n}
tal que A; C T. Notemos que p € Aij Luego, existe una sucesion {zp,}~_, en A;
tal que x,,, — p. De aqui, p € T. Pero como p € S, se cumple que TN S # 0 lo que
niega nuestra hipotesis, por lo tanto G es conexo.
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Ahora veamos que p € G°. Para esto, supongamos lo contrario, que p € X —G° =
X — G. Asi, existe una sucesion {yn,},-_, en X — G tal que y,,, — p. Notemos que,
para cada m € N, el punto y,, cumple que

Ym ¢ G. (1)

n
Por otro lado, como la sucesion {ym, }o-_; estden X = |J A;, existe una subsucesion
1=1

{Ymi } oy de Ay, para algin ko € {1,...,n}. Como yp,, — p, el punto p € Ay, vy,
por lo tanto, Ay, C G. Luego, {ym, }re; esta contenida en Ay, C G, esto contradice
a (1). Por lo tanto, p € G°.

Finalmente, veamos que G C N. Para esto, sea g € G. Notemos que g € A; para
algin A; con p € A;. Ademés d(g,p) < didm (4;) < 5. Con esto, obtenemos
G C B% (p)

En resumen, p € G° C G C B% (p) € N y G es una vecindad conexa de N que
contiene a p. Como p es arbitrario, tenemos que X es conexo en pequeno y por lo
tanto es localmente conexo. O

En relacién con el resultado anterior tenemos que para espacios métricos com-
pactos la propiedad S es equivalente a ser un espacio localmente conexo.

Teorema 3.7. Un espacio métrico compacto no vacio X es un espacio localmente
conexo si y solo si tiene la propiedad S.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio localmente conexo. Sea € > 0y
x € X, por definicién , existe V, subconjunto abierto en X tal que V, es conexo
y ¢ € Vo C Be (z). La coleccion £ = {V; : 2 € X} es una cubierta abierta para
X. Por la compacidad de X existe una coleccion finita Vi, ..., V,, de £ tales que

n

X = U Vg, con didgm (V,,) < € para toda ¢ € {1,...,n}, por lo tanto se cumple la
i=1

definicién 3.5.

La reciproca se obtiene aplicando el teorema 3.6. ]

Teorema 3.8. Sea X un espacio métrico. Si 'Y es un subconjunto de X que tiene
la propiedad 8 y Z es un subconjunto de X tal que Y C Z C Y x, entonces Z tiene
la propiedad S y de aqui, Z es un espacio localmente conexo.

Demostracion. Sea X un espacio métrico, Y un subconjunto de X que tiene la

propiedad 8§ y Z un subconjunto de X tal que Y C Z C Yx. Sea ¢ > 0. Como

Y tiene la propiedad 8, existen Aq,..., A, subconjuntos conexos de Y tales que
n

Y = |J A; y para toda i € {1,...,n}, tenemos que diam (4;) < e.
i=1
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Ahora para cada i € {1,...,n}, sea B; = (4;),. Por [8, Teorema 1.6, pag. 109],
cada B; es conexo.
Por otro lado, para todo i € {1,...,n}, tenemos que

B, = (AZ)Z = (AZ)XQZ Cc Z.

Luego U B; C Z. Notemos que

=1

()Z_(Uzl )Z_Uz 1 (A )Z:U;'I:le

y como por hipétesis Z C Y x, tenemos que

ZC?XHZ:7Z: GBZ
=1

Asi, Z = U B;.
Ahora para todo i€{l,...,n}, tenemos que

Bi=(Ai) = (Ai)x NZ C (Ai)x
Luego,

diam (BZ) < dZC’Lm(AZ)X = (Al)X < E€.

Asi, Z = U B,y paratodoi € {1,...,n}, tenemos que B; es conexo y diam (B;) <

1=
e. Por lo tanto Z tiene la propiedad S, y por el teorema 3.6, Z es un espacio
localmente conexo. O

Teorema 3.9. [14, Teorema 8.9] Si X es un espacio métrico que tiene la propiedad
8, entonces para cualquier € > 0, el espacio X es union finita de subconjuntos
conexos los cuales tienen la propiedad 8 y didmetro menor que €.

Observacion 3.10. La condicién de subconjuntos abiertos en el teorema 3.9 puede
ser cambiada por subconjuntos cerrados. Por [8, Teorema 1.6, pag. 109] y por el
teorema 3.9, se cumple, para cada i € {1,...,n}, que

IS
Ai,*)
S( 3

es un subconjunto conexo cerrado. Por el teorema 3.8, estos subconjuntos tienen la

propiedad §8; como
diém (5 (Ai, %)) - dic’zm(S (AZ-, %))
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dz’dm(S (Ai, %)) <e.

Por lo tanto, si X es un espacio métrico con la propiedad § y € > 0 entonces X
se puede ver como la union finita de subconjuntos cerrados (6 abiertos) los cuales
tienen la propiedad 8 y de didmetro menor que e.

obtenemos que

Teorema 3.11. Si X es un continuo localmente conexo, entonces para cualquier
e > 0, el continuo X es union finita de subcontinuos localmente conexos de didmetro
MENOT QUE €.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo localmente conexo. Por el teo-
rema 3.7, el continuo X tiene la propiedad 8. Por la observacion 3.10, tenemos que
X es unién de subconjuntos cerrados conexos con didmetro menor que € que tie-
nen la propiedad 8. Notemos que estos subconjuntos son compactos. Finalmente,
aplicando el teorema 3.6 a cada uno de estos subconjuntos, obtenemos el resultado
deseado. O

Un aspecto importante que hay que resaltar en los continuos localmente conexos
es el que se presenta a continuacion.

Teorema 3.12. [14, Teorema 8.23] Todo continuo localmente conexo X es arco-
conexo.

Un aspecto relevante de los continuos localmente conexos es que se les puede
dotar de una métrica que nos permite hablar de los «puntos medios» de los segmen-
tos entre puntos del espacio. Esta nocion se desarrolla a continuacién, y también
damos algunos resultados interesantes.

Definicion 3.13. Sea X un espacio topolégico. Una métrica convexa para el
espacio X es una métrica, d, que induce la topologia en X y para la cual los puntos
medios siempre existen, es decir, para cualesquiera x,y € X, existe m € X tal que

(e, m) = 5d(,y) = dom ).

Un aspecto importante de los continuos localmente conexos es el siguiente:

Teorema 3.14. [13, Teorema 4] Todo continuo localmente conexo admite una mé-
trica conveza.

Definicién 3.15. Sean (X,d) un espacio métrico, r > 0y A € 2% la d-bola
cerrada generalizada en X centrada en A de radio r, la cual denotamos por
Cy(r, A), es definida como sigue:

Cy(r,A) ={zx € X : d(z,A) <r}.
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Lema 3.16. [1/4, Proposicion 10.5] Sea X un continuo con una métrica convezra d.
Sir >0 es fijo, entonces para cualesquiera A, B € 2%,

H[Cy4(r,A),Cy(r,B)] < H(A,B)

Lema 3.17. [14, Proposicion 10.6] Sea X un continuo con una métrica conveza d.
Entonces, para cualquier A € C(X) yr > 0, tenemos que Cy(r, A) € C(X).

Definicion 3.18. Sean X y Y espacios métricos, X con métrica acotada, y f, g :
Y — X funciones continuas, denotaremos por

doo(f,9) = sup{d(f(y),g(v)) :y € Y}.

Sean X y Y espacios métricos y {fn},cy una sucesion de funciones continuas
de X en Y. Diremos que f : X — Y es el limite uniforme de {f,}, oy si

Definicion 3.19. Sean X un espacio métrico compacto y A un subconjunto cerrado
de X. Diremos que A es un Z-conjunto en X si Idx es el limite uniforme de
funciones continuas cuyas iméagenes no intersectan a A. También diremos que una
funcién continua f entre espacios métricos compactos X1 y Xo es una Z-funciéon
si f(X7) es un Z-conjunto en Xj.

El siguiente resultado nos da la seguridad que que podemos realizar algunas
operaciones entre Z-conjuntos obteniendo nuevamente Z-conjuntos.

Teorema 3.20. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, se cumplen las
siguientes afirmaciones:

i) Un subconjunto cerrado de un Z-conjunto en X, es a su vez un Z-conjunto en

X.
it) La union finita de Z-conjuntos en X es un Z-conjunto en X.

Demostracion. (1). Supongamos que A es un Z-conjunto en X y B es un subconjun-
to cerrado de A. Sea ¢ > 0. Luego, existe una funcién continua f. : X — X — A tal
que doo(fe, Idx) < €. Observemos que X — A C X — B. De esta manera, podemos
considerar que f. : X — X — B. Ademas, B es un subconjunto cerrado de X. Por
lo tanto, B es un Z-conjunto en X.

(2). Bastara probar la afirmacion para dos elementos. Sean A; y Ag dos Z-
conjuntos en X y ¢ > 0. Tomemos una funciéon continua f; : X — X — Ay, tal
que doo(f1,Idx) < §. Observemos que, dado a € A, se cumple que d(f1(X), A1) <
d(f(a),a) < deo(f1,Idx). Asi, d(fi(X), A1) < 5. Como X es compacto, f1(X)
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es compacto. Ademas, f1(X) N Ay = (0. Luego, d(f1(X), A1) > 0. Asi, existe una
funcion continua fo : X — X — Ag, tal que doo(fo, Idx) < %d(fl(X),Al).
Observemos que para cualquier x € X se cumple que d(fi(x), fa(f1(z))) <
$d(f1(X), A1) < d(f1(X), A1) y, por tanto, fo(f1(z)) ¢ A1. Se sigue de esto tltimo
que fo(f1(X)) € X — A;. Como también fo(X) C X — Ay, podemos considerar la
funcion continua g = foo f1 : X — X — (A1 U Ay).
Observemos también que

d(g(x),z) < d(g(x), fi(z)) + d(f1(z), 2) = d(fo(f1(2)), /i(z)) + d(f1(z), )

1 e € € 3k
—d(f1(X), A — <-4 -=—
<GdHX), A+ 5 <+ =7 <s
para cualquier x € X. Luego, doo(g, [dx) < €. Por tanto, A1 U A es un Z-conjunto
en X. O

Finalizamos esta seccién con un teorema importante, que nos permitird dar la
prueba del teorema de Curtis y Schori

Teorema 3.21 (Toruticzyk). [17, Teorema 1] Sea Y wun retracto absoluto. Si la
funcion identidad en Y es un limite uniforme de Z-funciones, entonces Y es el
cubo de Hilbert.

4 FEl teorema de Curtis y Schori

Dado un hiperespacio de un continuo X, se pueden considerar subfamilias de sub-
conjuntos que cumplan otra cierta caracteristica, en la siguiente definicién especifi-
camos a que nos referimos con esto.

Definiciéon 4.1. Dado X un continuo y un subconjunto A de X, consideremos
los conjuntos 2% = {B € 2X : A C B} y Ca(X) = {B € O(X) : A C B}. Los
subconjuntos 2% y C4(X) son llamados los hiperespacios de contencién para
Aen 2% y C(X), respectivamente.

Teorema 4.2. [11, Teorema 11.2] Sea X un continuo localmente conexo no de-
generado. Si K es un subconjunto cerrado de X tal que K° # (), entonces 2% es
un Z-conjunto en 2% ; también, si K no contiene arcos libres en X, Cx(X) es un
Z-congunto en C(X).

Demostracion. En vista de la definiciéon de un Z-conjunto, comenzamos notando
que por [10, Teorema 1.2.19], 2% es cerrado en 2% ; también, por [10, Teorema
1.2.19], tenemos que Cg (X)) es cerrado en C'(X).
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Ahora, sea d una métrica para X. Para determinar que tan cerca esta una funcién
a la funcién identidad en 2% o C(X), usaremos la métrica de Hausdorff H.
Primero probaremos el teorema para 2%, para esto tenemos dos casos.

Caso 1. K contiene un arco libre en X.

Sea ¢ > 0. Entonces, dado que K contiene un arco libre en X, K contiene un arco
libre J en X tal que

didmg(J) < e.

Denotemos por p v ¢ los puntos extremos de J, sea ¢ : 27 — 27 la funcién garanti-
zada en [11, Lema 11.1]. Definimos f. : 2% — 2% como sigue:

fE(B)z{B’ . s Bns=0
(B—J°)Up(BNJ), si BnNJ#0.

Veamos que f. es continua en 2X. Sea B € 2X. Entonces tenemos los dos casos
siguientes:
Caso (a) BNnJ =10.
Sea {B,},.; una sucesion en 2% que converge a B. Como B,, — B existe N € N
tal que para todo n > N se cumple que B,, N J = (), asi tenemos que f-(B,) = B,
y por lo tanto f.(B;,) converge a B = f.(B).
Caso (b) BNJ # 0.
Sea {Bp},. | una sucesion en 2X que converge a B. Tenemos que demostrar que
f-(Ba) = £-(B).
Notemos que si a*,a~,a" € J°, entonces a,” — at, donde
al = inf (B, N[0,1]), a* = inf (BN0,1]), a, — a~, donde
a, =sup (B, N[-1,0]), a~ =sup(BN[-1,0]) y a® — a°, donde
ad ={b|:b€ B,NJ}, a®={|p|:be BN J}.
Por definicion tenemos que
e(BNJ)=~y(BnJ),si(BNnJ)n[-41] =00
e(BNJ)=[(BNJ)- (-1, 1Hu{-1,1},si0e BnJ,o
e(BNJ)=[y(BNJ)—(2a°—1,1-2a")] U{2a° — 1,1 -2a"}, si 0 < a® < 3,
donde
Y(BNJ)=(BNJ)U{2at -1}, si (BNJ)C(0,1], 0
y(BNJ)=(BnJ)U{2a™ +1}, si (BNJ)C[-1,0),0
v(BNJ) = (BNJ)U{2a™ — 1, 2a= + 1}, si (BNJ)N[-1,0) # Oy (BNJ)N(0,1] # 0.
De la misma manera se define ¢(B,, N J).

Sea y € f-(B) y denotemos por E(J) al conjunto de puntos extremos de J.

(i) Supongamos que y € (B N J); primero supongamos que y € y(B N J).
Supongamos que y € BN J°. Como J es un arco libre, existe una sucesion {yn}, -,
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tal que para toda n se cumple que y, € B, NJ° y y, — ¥.

Supongamos que y ¢ {2a™ — 1,2a~ + 1}, como a;' — a™ y a,, — a~ existe N tal
que si n > N, entonces y, € B, NJ°, y, ¢ {2a} —1,2a;, + 1} y tal que y,, — y,
paran > N, y, € y(B, N J), asi y, € (B, NJ). De donde y,, € f-(By).

Ahora supongamos que y € BNJ°y y = 2at —1, entonces y, = 2a;7 —1 — 2a™ —1.
Siy, = 2a~ + 1, entonces y, = 2a,, +1 — 2a~ + 1. Por lo tanto y, — y vy
Yn € Y(B, N J), de donde y,, € p(By, N J). Asi yp, € fe(Bn).

Ahora tomemos y € E(J). Entonces existe {y,},., tal que y,, — y con y, € By,.
Tenemos los siguientes casos y, € B, NJ° o y, € B, — J°. De cualquier manera
yn € fo(Bn).

(ii) Finalmente supongamos que y € B — J° y y ¢ FE(J). Entonces existe
{yn}oe, tal que yp, =y y yn € By — J°, entonces y, € f(By).

Por lo anterior, hemos demostrado que f.(B) = (B—J°)Up(BNJ) C lim inf(f.(B,)).

Ahora demostremos que limsup((B — J°)Up(BNJ)) C (B—J°)Up(BNJ).
Sea x € limsup((B, — J°) U p(B, NJ)) y supongamos que = € B, NJ y z € J°,
entonces existe una sucesién de nimeros naturales n; < ng < --- y puntos Tn, €
B, NJ para cada k € N, tales que x,,, — x. Ya tenemos que x € J, falta ver que
x € B. Supongamos que = ¢ B, entonces tenemos que d(z, B) > 0. Sea ¢1 = @.

Como B, — B existe N € N tal que para cada n > N se cumple que
H(By, B) < €1, asi para cadan > N tenemos que B, € N(¢1,B) y B € N(e1, By,).
Como n1 < ng < --- es una sucesion de nimeros naturales estrictamente cre-
ciente tenemos que existe n, tal que n, > Ny por lo tanto x,, € B,, y ademas
Zn, € N(e1, B), asi existe b € B tal que d(z,,,b) < €1 vy d(xy,,z) < &1. Por lo
tanto tenemos que d(z,b) < d(z,zy,) + d(xy,,b) < 2¢; = d(x, B), lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto x € B, y asi z € BN J, por lo cual x € (BN J).

Por otro lado si z € B, NJ y € E(J), tenemos al igual que en el parrafo
anterior, que x € By por lo tanto x € BN J, asi x € o(BNJ).

Finalmente cuando z € B, — J° y « ¢ E(J), existe una sucesion {y,} -, tal
que y, — = con y, € B, — J° por lo tanto x € B — J° y asi x € f.(B) Por lo
anterior concluimos que limsup((B — J°)Up(BNJ)) C (B—J°)Ue(BNJ).
Por lo tanto lim,,,~ f(By) = f(B).

Finalmente, f. es e-cercana a la funcién identidad en 2% (con H) dado que
diamg(J) < e. Por lo tanto, hemos probado que 2% es un Z-conjunto en 2% en el
caso cuando K contiene un arco libre en X.

Caso 2. K no contiene arcos libres en X.

Probaremos que para cada ¢ > 0, existe una funcién continua g., de 2X en 2% — 2)I§
tal que g. es e-cercana a la funcién identidad en 2% (con H).

Sea £ > 0. Recordemos de las hipétesis del teorema que K° # (J; sea p € K°. Por el
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teorema 3.11, X = U X;, donde n < oo, cada X; es un continuo localmente conexo
i=1

y diamg(X;) < § para cada i.
Definimos el siguiente conjunto, llamado la estrella de p con respecto a X1,..., X,
como sigue:

St(p) = U{Xi:p e X;}.

Sin pérdida de generalidad (recuerde que p € K°), supongamos que ¢ es lo suficien-
temente pequeno tal que St(p) C K y St(p) # X. Sea

C={X;:p¢ X;y X;NSt(p) #0}.

Dado que St(p) # X y X = U X; es conexo, se tiene que € # (). Para cada X; € C,

sea p; € X; N St(p); note que 105 puntos p; realmente existen (dado que € # ().
Por |11, Lema 10.7], St(p) es un continuo localmente conexo. Por lo tanto, por el
teorema 3.12, existe un arco A; en St(p) de p a cada uno de los puntos p; elegidos
anteriormente. Sea A = JA; y sea

Y=AU(JOC).

Se sigue nuevamente de [11, Lema 10.7] que Y es un continuo localmente conexo.
Por lo tanto, por el teorema 2.5, C(Y) es un AR.
Notemos que

[X = St(p)] N St(p) C Y. (2)

En efecto, sea z € [X — St(p)] N St(p). Sea {zk}zo , una sucesion en X — St(p)
tal que {z;},—, converge a z. Dado que X = U X; y n < oo, existe m tal que

zr € X,, para una cantidad infinita k. Esto 1mphca que X, tiene las siguientes tres
propiedades: (i) z € X,y,; (ii) p ¢ X, (dado que z;, ¢ St(p) para cualquier k); (iii)
X, N St(p) # 0 (por (i) dado que z € St(p)). Por (ii) y (iii), X, € C. Por lo tanto,
por (i), z € Y. Esto prueba 2

Definimos « : Y — C(Y") como sigue:

a(y) = {y} para todoy € Y.

Entonces, dado que C(Y) es un AR, por el teorema 2.3, « puede ser extendida a una
funcion continua 5 : St(p)UY — C(Y). Ademas tenemos que i : X — [St(p) UY]| —
C(X) dada por i(x) = {z} para cada x € X — [St(p) U Y] es una funcién continua.
Notemos que

(St(p) UY)NX — [St(p) UY] = Fr(St(p) UY) C Fr(St(p)) U Fr(Y).
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Por 2 tenemos que Fr(St(p)) CY y, como Y es cerrado, Fr(Y) C Y. Por lo tanto,
(Stp)uY)NX —[S (p)UY] cY.

Asi, stz € (St(p) UY) N X —[St(p) UY], se tiene que x € Y y por lo tanto
fa) = {z} = i(x).

Por [8, Teorema 9.4, pag. 83| existe una funciéon continua -y, dada por

(@) = { B(x), si xzeStlp)UuY
{z}, s xze€X-—[St(p)UY].

la cual es una extension de S e .

Ahora, utilizando la funcién + definimos la funciéon g. dada por: para cada
B e 2% sea

9:(B) =U{~(b) : b € B}.

Probaremos que g. tiene las siguientes tres propiedades:
(a) ge es una funcion de 2X en 2X y ge €s continua;

(b) K ¢ g-(B) para todo B € 2¥;

(c) g es e-cercana a la funcién identidad en 2% (con H).

Prueba de (a): Sea B € 2X. Dado que v es una funcién continua de X en C(X),
~v(B) es un subconjunto compacto no vacio de C(X); por lo tanto, v(B) € 92"
Entonces, dado que g-(B) = |J7(B), observamos que por |3, Teorema 3.26|, g-.(B) €

X Esto prueba que g. envia a 2% en 2%. El hecho de que g. es continua se sigue
de la continuidad de « y de [3, Teorema 3.26] como sigue. Sea u la funciéon union
descrita en [3, Teorema 3.26]. Sea y* : 2% — 22 definida por

v*(B) = v(B) para todo B € 2¥.

Observamos que g. = uo~*; también, v* es continua (por la continuidad de v y por
[11, Teorema 1.3]) y u es continua. Por lo tanto, g. es continua. Esto prueba (a).
Prueba de (b): La razon de que (b) es verdadero es que St(p) ¢ Y. Aqui los detalles.
Primero probemos que

St(p) £ Y. (3)
Para usarse en la prueba de (3), sea U = X — J{X; : p ¢ X;}. Note que

U c St(p) —UC.
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Por lo tanto, para probar (3), es suficiente demostrar que U — A # ) (dado que
Y =AU (JC)). Recuerde que A fue definido como la uniéon de los arcos en St(p)
y que St(p) C K; también, recuerde nuestra hipotesis de que K no contiene arcos
libres en X. Por lo tanto, A es la union finita de arcos cada uno de los cuales tiene
interior vacio en X. Por lo tanto, por el teorema de Baire [12, pag. 414], A° =0 .
Entonces, dado que U es claramente no vacio y abierto en X, tenemos que U ¢ A;
i. e., U — A # (. Por lo tanto hemos probado (3).

Ahora, completemos la prueba de (b). Por 3, existe un punto ¢ € St(p)—Y. Recuerde
la formula para v y el hecho de que 3 es una funcion que va de St(p) UY en C(Y).
Entonces podemos observar que ¢ ¢ 7(z) para cualquier x € X. Por lo tanto,
por la formula para g., ¢ ¢ g-(B) para cualquier B € 2%. Por lo tanto, dado que
q € St(p) C K, K ¢ g-(B) para cualquier B € 2. Esto prueba (b).

Prueba de (c): Observemos que el didmg[St(p)UY| < e. Por lo tanto, por la formula
para 7 y el hecho de que /3 es una funcion de St(p) UY en C(Y), observamos que

diagm[{z} U~v(x)] < € para todo = € X.

Entonces, para cualquier B € 2%, se sigue que B C Ny(e,g9.(B)) vy g-(B) C
Ny(e, B). Por lo tanto, H(g-(B),B) < ¢ para todo B € 2%, [11, Ejercicio 2.9].
Esto prueba (c).

Por (a), (b) y (c), 2% es un Z-conjunto en 2%,

La prueba del teorema para C'x(X) es una adaptaciéon de lo hecho para 2X. Consi-
dere la funcién gE|C(X), donde g. es como se definié anteriormente. Probaremos
que ge|c(x) es una funcion de C'(X) en C(X). Sea B € C(X). Entonces, da-
do que v : X — C(X) es continua, y(B) es un subcontinuo de C(X); i e.,
~v(B) € C[C(X)]. Entonces, dado que g. = |Jv(B), por [11, Ejercicio 11.5] tenemos
que g-(B) € C(X). Por lo tanto, en vista de los incisos (a), (b) y (c) anteriores, se
sigue que Ck(X) es un Z-conjunto en C(X). O

Existen tres partes del teorema de Curtis y Schori; las dos primeras partes son de
importancia primaria, mientras que la tercera parte es un caso especial del teorema
de Edwards, el cual enunciamos en el teorema 4.3.

Con respecto a la terminologia en la tercera parte del teorema de Curtis y Schori,
un factor del cubo de Hilbert es un espacio, Y, tal que Y x I ~ I,

Para la demostracion de la parte (3) del teorema de Curtis y Schori se necesita
el siguiente teorema.

Teorema 4.3 (Edwards). [9] Todo retracto absoluto es un factor del cubo de Hilbert.

Teorema 4.4 (Curtis y Schori). Sea X un continuo localmente conexo no degene-
rado. Entonces
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(1) 2% es el cubo de Hilbert,
(2) C(X) es el cubo de Hilbert cuando no existen arcos libres en X, y
(3) C(X) x I*® es homeomorfo a I.

Demostracion. (1) La prueba se basa en el teorema de Torunczyk en 3.21. Recu-
rriendo a la primera hipoétesis de 3.21, notamos primeramente que por el teorema
2.5, 2% y C(X) son retractos absolutos.

Verificaremos la segunda hipotesis de el teorema 3.21 para 2% y después para
C(X). Para esto, asumamos por el teorema 3.14 que d es una métrica convexa para
X.

Sea € > 0. De acuerdo al teorema 3.21, debemos probar que existe un Z-funciéon
de 2% en 2% que es e-cercana a la funcion identidad en 2% . Definimos ®, : 2X — 2%
como sigue (vea la definicion 3.15):

®.(A) = Cy(e, A) para todo A € 2%,

Por el teorema 3.16, ®. es continua. Observemos que A C Cy(g, A), por lo tanto
®. es e-cercana a la funcion identidad en 2% (con H). Finalmente, demostremos
que P, es una Z-funciéon. Dado que X es compacto, existe una cantidad finita de
puntos, p1,...,p, de X tales que

n
€
X = U Cd (57 {pz}) .
i=1
Sea K; = Cq (5, {pi}) para cada i € {1,...,n}. Por la primera parte del teorema
4.2, 2%1, es un Z-conjunto en 2% para cada i. Por lo tanto, por el teorema 3.20,

n
U 2% es un Z-conjunto en 2%. Para cada A € 2%, se tiene que existe j tal que
i=1 '

D.(A) € 2§j; en otras palabras,

n
o.(2%) c | J2x%.-
=1

Entonces, por el teorema 3.20 tenemos que un subconjunto cerrado de un Z-
conjunto es un Z-conjunto, asi ®.(2%) es un Z-conjunto en 2% . Por lo tanto, hemos
probado que ®, es una Z-funcion.
Por lo tanto, habiendo verificado la hipo6tesis de 3.21, tenemos que
de Hilbert. Esto prueba la parte (1) del teorema.

(2) Ahora, demostremos la parte (2) del teorema. Supongamos que no existen
arcos libres en X . La prueba de que C'(X) satisface la segunda hipétesis del teorema

2% es el cubo
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3.21 es una simple adaptacion de lo que ya hicimos para 2%. A saber, sea ®. como
se definié anteriormente, y sea p. = ®.[¢(x). Por el teorema 3.17, . es una funcion
de C(X) en C(X). De las propiedades de ®., obtenemos que ¢, es continua y que
e es e-cercana a la funcion identidad en C(X). Para ver que ¢, es una Z-funcion,
sea Wi = Cy4 (5,{pi}) para cada i € {1,...,n}. Entonces por la segunda parte del
teorema 4.2, Ck,(X) es un Z-conjunto en C'(X) para cada i. Por lo tanto, por el

teorema 3.20, G Ck,(X) es un Z-conjunto en C(X). Para cada B € C(X), como
i=1

5 < ¢, se tiene que existe j tal que . (B) € Ck,(X); en otras palabras,

n

Entonces, por el teorema 3.20 tenemos que un subconjunto cerrado de un Z-
conjunto es un Z-conjunto, asi ¢.(C(X)) es un Z-conjunto en C(X). Por lo tanto,
hemos probado que ¢, es una Z-funcioén.

Por lo tanto, habiendo verificado la hipotesis de 3.21, nuevamente tenemos que
C(X) es el cubo de Hilbert. Esto prueba la parte (2) del teorema.

(3) Para la parte (3) del teorema observemos que por el teorema 2.5, C'(X) es
un retracto absoluto, también por el corolario 2.4, I°° es un retracto absoluto. Por
[1, Teorema 7.1, pag. 92|, C'(X) x I® es un retracto absoluto. Por lo tanto, por el
teorema 4.3, tenemos que C(X) x I* es homeomorfo al cubo de Hilbert. O
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