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Presentacion

Tenemos la fortuna de hacer un recorrido hacia un proceso creativo sin precedentes.
Ha llegado el momento de compartir esta sabiduria, de invitar a todo el mundo a
embarcarse en el navio que nos conduce hacia la Fuente de todo lo creado. Esta
es la razon por la cual editamos el libro que tienen en sus manos. La felicidad que
propone este libro por su divulgacion, investigacion e intercambio de ideas se debe
a la generosidad de muchisimos matematicos que participaron en el denominado
Primer Congreso Internacional de Mateméticas y sus Aplicaciones (1CIMA), un
esfuerzo profesional consolidado que ha permitido la participaciéon de grandes per-
sonajes de diversas universidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo
del 1ICIMA como en su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un
comité organizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia
de Matematicas de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP. Este
producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve meses
de trabajo constante. Por el amor a la matematica es que ha nacido este ejemplar
que nos brinda la sabiduria necesaria para mostrarles parte de nuestros quehaceres
cotidianos.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo al éarea
tematica en el 1CIMA. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, gentileza,
dedicacion y trabajo cientifico. Un agradecimiento especial a José Gerardo Ahuatzi
Reyes por su apoyo en la edicién de esta obra. Gracias por dejar huella.

Fernando Macias Romero
Editor
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Breve semblanga

Alejandro Illanes Mejia naci6 en la ciudad de México el 13 de noviembre de 1955.
Realiz6 sus estudios de Licenciatura en Matematicas de 1975 a 1979 y estudio la
Maestria en Ciencias de 1979 a 1981, todo en la Facultad de Ciencias de la UNAM.
Su doctorado lo realiz6 en el Instituto de Matematicas de la UNAM, obteniendo el
grado el 30 de marzo de 1984, bajo la direccién del Dr. Adalberto Garcia Maynez
quien es considerado como el «Caballero de la Topologia de Conjuntos en México».
Alejandro se incorpord, como investigador, al Instituto de Matematicas de la UNAM
en abril de 1984.

Alejandro ha obtenido varios premios, distinciones y reconocimientos a lo largo
de su impresionante trayectoria: la medalla «Gabino Barreda», en 1984; el Recono-
cimiento Distincion Universidad Nacional para jovenes académicos en Docencia, en
1994; el premio UNAM correspondiente al area de Ciencias Exactas en Docencia,
en 2005; entre otros. Actualmente es Investigador Titular «C» en el Instituto de
Matematicas de la UNAM y es «Nivel III» del Sistema Nacional de Investigadores.

Las Olimpiadas de Matemaéticas, organizadas por la Sociedad Matematica Me-
xicana, son parte fundamental de sus esfuerzos de divulgacién. Ha sido un gran
impulsor de estos eventos desde todos los ambitos; sea como organizador, entre-
nador, representante de delegaciones mexicanas o disenador de problemas para los
concursos. El objetivo —ha dicho Alejandro— es fomentar o afianzar vocaciones
cientificas, asi como detectar jovenes estudiosos, para desarrollar su talento.

Alejandro es evaluador de un sin nimero de proyectos de investigacion, asi como
de articulos de investigacién en muchisimas revistas de circulacién internacional.
Asimismo, ha sido director de 28 tesis de licenciatura, 5 tesis de maestria y 12 tesis
de doctorado; hasta el momento tiene publicados 121 articulos de investigacion.

A fines de 1984, Alejandro fue invitado al seminario en el que se reunian Isabel
Puga, Luis Montejano, Adalberto Garcia Maynez y Sergio Macias a leer el libro Hy-
perspaces of Sets de Sam. B. Nadler Jr. Desde el primer momento los hiperespacios
lo conquistaron, sinti6 que habia encontrado un tema que realmente lo satisfacia.
Alejandro dice:

... hurgando en muchos temas de topologia, ninguno me habia llenado
completamente; algunos era demasiado abstractos y en otros, se usaba
demasiada estructura. En general, me gusta mucho la geometria pero
también me gusta la flexibilidad que ofrece la topologia y en los hiper-
espacios primero y la teoria de los continuos después encontré la com-
binacion precisa de geometria y flexibilidad que me llena y se acomoda



mejor a mi manera de hacer matemdticas.

Los hiperespacios no solo me gustaron sino que se portaron generosos
conmigo, después de unas semanas de estudiarlos pude contestar uno de
los problemas abiertos que contenia el libro de Nadler y desde entonces,
lo que habia sido amor a primera vista se convirtio en una relacion llena
de satisfacciones que, como se puede ver en la lista de publicaciones que
tengo, ha perdurado hasta ahora. !

El mencionado seminario surgié por el interés que en ese entonces tenian Luis
Montejano y Sergio Macias. De una manera u otra estos seminarios contintian hasta
la fecha en el Instituto de Matematicas de la UNAM. Por estos seminarios han
desfilado personalidades, ahora de mucho peso.

A partir de 1985 hubo un crecimiento espectacular en el grupo de teoria de los
continuos de la UNAM debido, entre otros, a los siguientes eventos:

1. La llegada a México de los profesores polacos Janusz J. Charatonik y su hijo
Wtodzimierz J. Charatonik.

2. El generoso apoyo del programa de PAPIIT de la DGAPA de la UNAM.

3. La invitacion que le hizo Sam B. Nadler Jr. para escribir un libro acerca de
hiperespacios (cuyo propdsito fue presentar una monografia actualizada de los
conocimientos sobre el tema de 1978 a 1998 que ademas sirviera como un texto
para estudiar). Este libro lo publico Marcel Dekker en 1999.

4. La incorporacién a los seminarios de los profesores poblanos encabezados por
Ratl Escobedo, al mismo tiempo se conjunt6 en la Facultad de Ciencias y de
otras universidades un excelente grupo de alumnos deseosos de estudiar la teoria
de continuos.

Actualmente en la BUAP, UAEMéx, UNACH, UAQ, UMSNH y la UNISON se
desarrollan con profundidad estos temas.

Alejandro encabeza anualmente un taller de investigacion (entre junio y julio)
en diferentes universidades de México. Para este taller, se conforma una lista de
problemas abiertos previamente solicitados por él, después los organiza y comenta
y establece una lista de problemas posibles por atacar. Ya en el Taller, se confor-
man grupos para atacar dichos problemas; en todos estos equipos, Alejandro tiene
muchisimo que decir en cada problema abierto; de hecho, es la tinica persona que
participa de esta manera. Esta creaciéon de Alejandro es la escuela méas grande del
mundo en esta area de la topologia.

Introduccion, Hiperespacios de Conjuntos, Aportaciones Matematicas de la Sociedad Mate-
maéatica Mexicana, Serie Textos, vol. 28, 2004, pag. 1.



El apoyo que Alejandro ha brindado particularmente a los «poblanos» ha sido
enorme pues tiene varios articulos publicados en coautoria con ellos. Alejandro ha
apoyado a egresados y profesores de la BUAP como Dr. Raul Escobedo Conde, Dra.
Maria de J. Lopez Toriz, Dr. Fernando Macias Romero, Dr. David Herrera Carrasco,
Dr. Juan Carlos Macias Romero, Dr. Jestis Fernando Tenorio Arvide, Dr. Florencio
Corona Vazquez, Dr. Hugo Villanueva Méndez, Dra. Alicia Santiago Santos, Dr.
Mauricio Esteban Chacén Tirado y la Dra. Claudia Guadalupe Dominguez Lopez.
Ha participado en la BUAP con conferencias y como jurado de tesis de maestria y
doctorado. En los primeros tres congresos internacionales en teoria de los continuos,
los tnicos que se han realizado hasta ahora y de los cuales la BUAP fue sede,
participé como conferenciante. Alejandro ha afirmado también que un universitario
completo es aquel que hace investigacion y docencia. «Le doy casi el mismo tiempo
a una cosa que a la otra», él ha dicho.

David Herrera Carrasco
Fernando Macias Romero
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Capitulo 1

Bifurcacién de Andronov Hopf en la dinamica neuronal

Lucia Cervantes Gémez, Ana Luisa Gonzalez Pérez, Julio Erasto
Poisot Macias, Leonardo Remedios Santiago
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas BUAP

Resumen

Se estudia la bifurcacion de Andronov Hopf mediante la forma normal topolé-
gica. La bifurcacion de Andronov Hopf es una de las bifurcaciones presentes en
la respuesta electrofisiologica neuronal, el objetivo del trabajo es mostrar como
se aplica esta teoria en la clasificacion de la dindmica neuronal.

1 Introduccion

El buen funcionamiento de las neuronas es fundamental para percibir el medio que
nos rodea y para reaccionar a los estimulos del exterior. Este funcionamiento ade-
cuado esta relacionado con la capacidad de las células para transmitir los impulsos
eléctricos con velocidad constante y sin distorsion.

A mediados de siglo, el trabajo de Hodgkin y Huxley describi6 el proceso de
transmision eléctrica a lo largo del axéon gigante de calamar, el cual tiene un dia-
metro de .5 a 1 mm. y por estas dimensiones fue posible realizar sus experimentos.
Uno de los resultados importantes de estos estudios es que el proceso anteriormente
explicado se puede ver como un sistema dinamico. Ellos fueron los pioneros en reali-
zar un estudio de las bifurcaciones en la dinAmica neuronal antes de que la teoria de
bifurcaciones se hubiera desarrollado. Sus estudios, publicados en 1952 se basaron
en la estimulacion del axén con impulsos de varias amplitudes e identificaron tres
clases de respuestas de la excitabilidad neuronal.

Durante la segunda mitad del siglo X X, después de los trabajos de Hodgkin
y Huxley empez6 a aumentar la cantidad de experimentos y resultados sobre la
respuesta eléctrica, teniendo un crecimiento exponencial en las tltimas décadas,
surgiendo una gran variedad de patrones distintos; entre otros fenémenos se observo
que células con corrientes similares exhibian dinamicas completamente diferentes,
con lo cual la clasificacion de Hodgkin ya no era suficiente. El articulo de Rinzel y
Ermentrout publicado en 1989 resumi6 el enfoque de varios trabajos de matematicos

http: //www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 13
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y plante6 las bases de la nueva vision de la utilizacion de conceptos de la teoria
cualitativa y de la teoria de bifurcaciones para entender, predecir e interpretar
estos fendomenos de la dinamica neuronal.

En general las neuronas son excitables porque estan cerca de una bifurcacion del
reposo al estado de disparo, de esta forma, la bifurcaciéon determina las propiedades
excitables de la neurona, el tipo depende de la electrofisiologia de la misma. Una
observacion sorprendente es que puede haber millones de mecanismos electrofisiol6-
gicos de excitabilidad y disparo, pero solo han encontrado cuatro tipos diferentes de
bifurcacién del equilibrio en sistemas de dimension 2, a las cuales se puede someter
un sistema y una vez que hayamos entendido estas bifurcaciones se tienen las bases
para comprender las bifurcaciones de dimensiones mayores.

Las cuatro bifurcaciones son:

1o
ol
I

s |M| |
| i

I. Bifurcacion Silla-Nodo.

‘I‘ i H\ WHH'“ |‘|

. . L
5 10 15 0 25 30
-

Figura 1: Comportamiento del voltaje en la bifuracion silla nodo

II. Bifurcacion silla nodo en un circulo invariante.

Y U N O O

-0 | /,«

Figura 2: Comportamiento del voltaje en la bifuracion silla nodo en un circulo
invariante

ITI. Bifurcacion Subcritica de Andronov Hopf.

Matematicas y sus aplicaciones 6, Capitulo 1, paginas 13-32
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Figura 3: Comportamiento del voltaje en la bifuracién subcritica de Andronov Hopf

IV. Bifurcacion de Andronov Hopf Hipercritica.

NUTT
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Figura 4: Comportamiento del voltaje en la bifuraciéon hipercritica de Andronov
Hopf

Los sistemas que se someten a las bifurcaciones de Andronov Hopf (hipercritica
o subcritica) presentan pequenas oscilaciones del potencial de membrana mientras
que los sistemas que presentan las bifurcaciones de silla-nodo (ya sea en un circulo
invariante o no) no muestran estas oscilaciones. La existencia de oscilaciones de
pequena amplitud crea la posibilidad de resonancia a la frecuencia de los impulsos
entrantes y otras caracteristicas interesantes. Vamos a referirnos a las neuronas
con pequenas oscilaciones subumbrales como resonadores y a las que no tienen
esta propiedad como integradores. De esta misma forma vamos a referirnos a las
neuronas que exhiben la coexistencia de los estados de reposo y de disparo al menos
cerca de la transiciéon del reposo al estado de disparo como biestables y a las que no
presentan esta caracteristica como monoestables.

En este trabajo nos centraremos en el estudio de la bifurcaciéon de Andronov

Hopf.

Matematicas y sus aplicaciones 6, Capitulo 1, paginas 13-32
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2 Equivalencias y bifurcaciones en sistemas diniAmicos

Empezaremos recordando la definicién de sistema dinamico.

Definicién 2.1. Un sistema dindmico es una tripleta {T, X,o'} donde T es un
conjunto que expresa el tiempo (discreto o continuo) X es el espacio de estados y
o' : X — X es una familia de operadores de evolucién parametrizados por t € T
que satisface las siguientes propiedades:

I o =id
II. o5 =l o® dondet,s €T

Debido a que podria ser que ¢!z no estuviera definido para toda pareja (z,t) €
X x T, se exige que se cumpla II cuando ambos miembros de la ecuaciéon estén
definidos.

Para comparar los diferentes estados del sistema dindmico, es necesario que el
conjunto X satisfaga algunas propiedades; una caracterizaciéon general con muchas
aplicaciones es que X sea un espacio métrico; por otra parte, el conjunto que expresa
el tiempo es algun subconjunto T° C R, por ejemplo puede ser Z en el caso de los
sistemas dinamicos de tiempo discreto o R o algtin subintervalo de R en el caso de
sistemas dinamicos de tiempo continuo. Para conocer el estado x; del sistema al
tiempo t, es necesario conocer el estado inicial o condicién inicial xg. Los sistemas
dindmicos con un operador de evoluciéon definido para t > 0 y para t < 0 se llaman
invertibles, v en tales sistemas la condiciéon inicial xg no solo define los estados
futuros del sistema sino también su comportamiento pasado. También es posible
que ptxg esté definido localmente en el tiempo, es decir, para 0 < t < to donde tg
depende de xg € X. En este trabajo vamos a tratar solo con los sistemas de tiempo
continuo.

Una forma muy comiin mediante la cual podemos generar un sistema dinami-
co de tiempo continuo es a partir de ecuaciones diferenciales. Supongamos que el
espacio de estados de un sistema es X = R" con coordenadas (z1,x2,...%,). Muy
a menudo la ley de evolucion del sistema esta dada implicitamente, en términos de
las velocidades &;, como funciones de las coordenadas (x1,x2,...2y):

;= fi(x1,x2,...xy), i =1,2,...,n,
o en forma vectorial:
&= f(z), (1)
donde la funcién vectorial f : R™ — R™ es diferenciable (suave). La funcion en el

lado derecho de (1) se llama campo vectorial, ya que asigna un vector f (x) a cada
punto x.

Matematicas y sus aplicaciones 6, Capitulo 1, paginas 13-32
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Una de las tareas mas importantes es el estudio de las caracteristicas cualitativas
de los sistemas dinamicos y su comportamiento, para poder realizar una clasificacion
y comparar los sistemas. La comparacion de objetos se basa en una relacion de
equivalencia, lo cual permitira definir clases de equivalencia entre los objetos.

Definicién 2.2. Un sistema dinamico {71, R", o'} es topoldgicamente equivalente
a un sistema dinamico {75, R™ '} si existe un homeomorfismo h : R" — R
que envia Orbitas del primer sistema a orbitas del segundo sistema, preservando
la direccion de las orbitas determinada por el avance del tiempo en el sentido que
si una oOrbita I' del primer sistema se dirige de x1 a x2, entonces sus imagenes se
dirigen a una orbita T del segundo sistema de h (z1) a h (z2).

A veces el estudio de los sistemas dinamicos se realiza de manera local, es decir,
no en todo el espacio R", pero si en una region U C R"; tal region puede ser una
vecindad del punto de equilibrio o de un ciclo. De esta manera, las equivalencias
anteriormente definidas se pueden modificar para hacer un estudio local, por ejemplo
la siguiente modificacion de la definicion (2.2) es muy tutil para un estudio local.

Definicién 2.3. Un sistema dinamico {T,R", ¢'} es localmente equivalente topo-
légicamente cerca de un punto de equilibrio xy a un sistema dinamico {T,R", ¢!}
cerca de un punto de equilibrio yq si existe un homeomorfismo A : R” — R™ que:

I. Esta definido en una pequena vecindad U C R™ de x
II. Satisface que yp = h (xg)

[II. Envia orbitas del primer sistema en U a orbitas del segundo sistema en V =
f(U) C R™ preservando su direccion.

Ahora consideremos un sistema dindmico que depende de parametros, que es-
cribiremos de la siguiente manera:

&= f(xa),

donde x € R" y a € R™ representan las variables fase y los pardmetros respectiva-
mente; consideremos el retrato fase del sistema cuando el parametro varia. Hay dos
posibilidades: que el sistema permanezca topologicamente equivalente al sistema
original o no.

Definicién 2.4. La aparicién de retratos fase no equivalentes topolégicamente bajo
la variacion de parametros se llama bifurcacion.

Matematicas y sus aplicaciones 6, Capitulo 1, paginas 13-32
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Definicion 2.5. Un diagrama de bifurcacion de un sistema dindmico es una estra-
tificacion de su espacio de parametros inducida por la equivalencia topologica junto
con los retratos fase representativos de cada estrato.

Definiciéon 2.6. La codimension de una bifurcaciéon en un sistema & = f(x) es
la diferencia entre la dimensiéon del espacio de parametros y la dimension de la
correspondiente frontera de bifurcacion.

Equivalentemente, la codimension es el nimero de condiciones independientes
que determinan la bifurcacion.

La siguiente definicion es equivalente a la definiciéon 2.2 con las modificaciones
necesarias debido a la dependencia del pardmetro.

Definicién 2.7. Un sistema dinamico
t=f(zr,a),r e R", acR™ (2)
es equivalente topologicamente a un sistema dinamico

y=g9wp),ycR",3ecR" (3)
Si:

I. Existe un homeomorfismo del espacio de parametros p : R™ — R™ tal que

B=p(a).

II. Hay un hoemeomorfismo dependiente del pardmetro del espacio fase h, :
R™ — R™, y = hq (x) que envia Orbitas del sistema (2) a valores del parametro
a en Orbitas del sistema (3) a valores del parametro § = p («) preservando la
direccion.

Al igual que la definiciéon 2.2, la definicién 2.7 puede modificarse para realizar
un estudio local.

Definicién 2.8. Dos sistemas (2) y (3) son localmente equivalentes topoldgicamen-
te cerca del origen si existe una funcion (x,o) — (he (z),p()) definida en una
pequena vecindad de (z,a) = (0,0) en el producto directo R"™ x R™ y tal que:

I. p: R™ — R™ es un homeomorfismo definido en una pequena vecindad de
a=0,p(0)=0.

II. Ay : R" — R™ es un homeomorfismo dependiente del parametro definido en
una pequena vecindad U, de xg, hg(0) = 0 y envia orbitas de (2) en U, a
orbitas de (3) en hq (Uy,) preservando la direccion.
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Sea _
E=g(&B50), E€R™, BERF, 5 eR! (4)

un sistema simple (polinomial en &; ) que tiene en S = 0 un punto de equilibrio
¢ = 0 que satisface k£ condiciones de bifurcacién que determinan una bifurcaciéon de
codimension k para este equilibrio. Aqui o es un vector de los coeficientes o;,7 =
1,2,...1, de los polinomios involucrados en (4). Junto con el sistema (4) vamos a
considerar un sistema

i=f(z,a),z € R",acRF, (5)

el cual tiene en @ = 0 un equilibrio x = 0.

Definiciéon 2.9 (forma normal topologica). El sistema (4) es una forma normal
topoldgica para la bifurcacion si cualquier sistema genérico (5) con equilibrio z = 0
que satisface las mismas condiciones de bifurcacion en o = 0 es localmente equiva-
lente topologicamente cerca del origen a (4) para algunos valores de los coeficientes
g;.

3 Bifurcaciéon de Andronov Hopf

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales dependientes de un
parametro
: 2 2
r1 = Qoxr1 — T9 — I (:cl +:U2),

(6)

: 2 2
To = X1 + axr9g — T2 (a:l —1—332)

el sistema tiene un punto de equilibrio 1 = x2 = 0 para todo a con matriz jaco-

biana,
(a —1> ,
1 «

la cual tiene valores propios A1 2 = a % i. La representacion polar de este sistema

es: ( 2)
p=pla—p7),
{ . (7)
p=1

Las bifurcaciones del sistema se pueden estudiar facilmente en la forma polar, ya
que las ecuaciones para p y ¢ estan desacopladas. La primera ecuacion (definida solo
para p > 0) solo tiene un equilibrio p = 0 para todo «. El equilibrio es linealmente
estable para a < 0; se mantiene estable pero no de manera lineal en a = 0 y para

a > 0 se vuelve inestable. Ademés hay un punto de equilibrio pg (@) = /& que
es estable para a > 0. La segunda ecuacion describe una rotaciéon con velocidad
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constante. El equilibrio p = 0 es un foco estable para @ < 0 y un foco inestable
para « > 0; en el valor critico del pardmetro o = 0 es estable no lineal y es
topologicamente equivalente al foco. A veces se denomina foco débilmente atractor.
Este equilibrio esta rodeado por una 6rbita periédica tnica y estable; este ciclo es
un circulo de radio /. Todas las 6rbitas con condicion inicial fuera o dentro del
ciclo excepto en el origen tienden a este cuando t — oo.

(a) <0 (b) a=0 (c) a>0

Figura 5: Bifurcaciéon hipercritica de Andronov Hopf.

Ciclo limite estable _ — . Ciclo limite inestable /
o ; f r ‘ &
7@ ‘ ] rr vy s
— .\. .\__ 5

(a) Diagrama de bifurcacion para el caso (b) Diagrama de bifurcacién para el
hipercritico. caso subcritico.

Figura 6: Diagramas de bifurcacion [4].

Ahora consideremos el sistema con signo contrario en los términos no lineales

T1 = oaxr1 — 22+ T1 (az% + x%) , ®)

. 2 2
T2 =1 + are + T2 (331 —I-CL’Q)
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el cual, bajo un cambio de variable similar al del caso anterior tiene la siguiente
forma compleja:
i=(a+1i)z+ 2z

El analisis de este sistema es similar al del caso anterior; este sistema tiene
un ciclo limite inestable para a < 0 que desaparece cuando « pasa de negativo a
positivo. El origen es estable para a < 0 y es inestable para a > 0; a diferencia
del caso anterior, el equilibrio es inestable de forma no lineal en o = 0. Esta es la
bifurcacion de Andronov Hopf. Esta bifurcacion se llama hipercritica cuando el ciclo
existe para valores positivos de «, es decir, después de la bifurcacion (i.e., después
de @ = 0) y es subcritica cuando el ciclo existe antes de la bifurcacion.

Vamos a agregar algunos términos de orden superior y a escribir el sistema (6)
en forma de vectores

C)-( ) - (@) ol o

donde O (||z*||) son términos que pueden depender suavemente de a.

Lema 3.1. El sistema (9) es localmente equivalente topoldgicamente cerca del origen
al sistema (6).

Consideremos un sistema
. _ T 2
t=f(r,a), x=(x1,22)" €R*, a€R

con f una funcién suave, y que tiene en a = 0 el equilibrio z = 0 con valores propios
A2 = Fiwg, wo > 0. Por el teorema de la funcién implicita, el sistema tiene un
tinico equilibrio z( (a) en alguna vecindad del origen para todo |a| suficientemente
pequeno, ya que A = 0 no es un valor propio de la matriz jacobiana. Podemos
realizar un cambio de coordenadas para trasladar este equilibrio al origen, por lo
tanto podemos asumir que x = 0 es el punto de equilibrio para |a| suficientemente
pequeno. Asi, el sistema puede escribirse como:

t=A(0)z+ F(z,a), (10)

donde F' es una funciéon vectorial cuyas componentes Fj o tienen expansiones de
Taylor en x empezando con al menos los términos cuadraticos, F = O (||z?||). La
matriz jacobiana A («) puede escribirse como:

(el b
Al <c<a> d<a>>
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con funciones suaves de a como sus elementos. Sus valores propios tienen la siguiente
representacion:

AL (a) = A (@), A2 (a) =A(a),
donde A () = p(a) +iw (a), p(0) =0y w(0) = wo > 0.

Lema 3.2. Con la introduccion de una variable compleja z, el sistema (10) puede
ser escrito para |a| suficientemente pequeno como una sola ecuacion

z=XAa)z+g(zzZ,a), (11)
donde g = O (\2\2) es una funcion suave de (z,Z,a)

Demostracion. Sea q(a) € C? correspondiente al valor propio A (a), i.e., A ()
q(a) = X(a) g (a), y consideremos p (o) € C? un vector propio de la matriz trans-
puesta, i.e., AT (a) correspondiente al valor propio A (), AT (o) p (a) = X (a)p ().
Supongamos sin pérdida de generalidad que (g () ,p(«)) = 1, donde (-, ) es el pro-
ducto interno de C2. Cualquier vector z € R? puede ser representado de manera
lnica para cualquier a pequeno como

z = 2q(a) + 74 (a) (12)

para algin complejo z, siempre que se especifiquen los vectores propios. Podemos
determinar z de la siguiente manera:

z = (z,p(a))

en efecto, tomando producto escalar en ambos lados de (12) tenemos

(z,p(a)) = (2¢(a) +Zq(a),p (@)
= 2{q(a),p(a)) + 2@ (@), p (@)
=z+2(q(a),p(a))

Solo resta ver que (g (a),p(«a)) = 0, ndtese que:
@) p(e) = (547(a) p(e)
(@), p(a))

=
S

M~
&S|
L
s
~
g
L2
~

S|
£
v>/
i
£
~

)
£
=S

£

>l > >l = >l = >l
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y por lo tanto tenemos que

1-2) (@ (a).p (@) = 0
(-3

dado que A # \ para ||| suficientemente pequefio, entonces (g (a),p (a)) = 0. Asf,
tomando el producto interno en ambos lados de (10) tenemos que

5= (#,p(a)) = (A(a)z + F (z.0),p(a))
— (A(a) . p (@) + (F (z.0),p(a))

haciendo el cambio (12) en (A () z,p (a)) tenemos que
f=A(a) 2+ (F(@,0),p(a)
y finalmente, si hacemos g (2,z,a) = (F (z,a ), p(«)), entonces
Z=Aa)z+g(2,7,a). O

No es necesario que g sea una funcion analitica de z, (i.e., independiente de %),
asi que vamos a escribir g en serie de Taylor en 2 variables complejas

_ 1 _
g(z,Z,a) = Z AT (o) P
k1>2

k+1 — —
donde gy = 3271 (F (2¢ (@) +Z2q(a) ;@) ,p(a)) |2=0
Supongamos que en o = 0 la funciéon F' (x,«) se puede representar como

1 1

donde B (z,y) y C(x,y,u) son funciones vectoriales simétricas y multilineales de
z,y,u € R?, desarrollando tenemos

2 2
9%F; (£,0) .
— ; =1,2
kz a&-j,ag |£—0 'T_]7yk 1 9
y
2. PF(£0)

'CC Y, u =0 Lj,Yk, U] 22172
Z 06, 061,06 0

k=

Asi, realizando el cambio (12) en B(z,y) tenemos que

B (2q(a) +zq () , 2 () + 2q () = 2°B(q,q) + 22ZB (¢,q) + 2B (¢, q)
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donde ¢ = ¢ (0), por lo tanto, los coeficientes de Taylor g ;, K+ = 2 de los términos
cuadréaticos de g (z,Z,a) podemos expresarlos de la siguiente manera:

920 = (B(¢,9),p), 911 =(B(¢,9),p), 902 = (B(3,9),p)

y similarmente,
92,1 = <C (q7 Qaq) 7p> .

Ahora estudiaremos los términos cuadraticos y cibicos de g(z,Z,a ) mediante el
siguiente lema:

Lema 3.3 (Forma normal de Poincaré para la bifurcacion de Hopf). La ecuacion

. 1 k-l 4
zZ=Az+ Z mgk,lzz +O(|z| );
2<k+1<3

donde A\ = A(a) = p(a) +iw(a), p(0) = 0,w(0) = wy > 0 y gij = gij(a)
se puede transformar por un cambio de coordenadas invertible y dependiente del
pardmetro

h h
202 4 hi1ww + %@2 +

h3o 5 hl,zw_z
2

h
w3 + w2+ 2373

FEwH 6 2 6

(13)

para todo |a| suficientemente pequeno en una ecuacion con solo el término cibico
resonante

: _ 4

w:)\w+clw2w—|—0(|w| ), (14)

donde ¢1 = c1 ().

Lema 3.4. Consideremos la ecuacion

dw
dt
donde 1 (0) = 0 y w(0) = wo > 0. Supongamos que p/(0) # 0 y Re ¢1 (0) # 0
mediante una transformacion lineal de coordenadas dependiente del pardmetro, un

rescalamiento del tiempo y una reparametrizacion del tiempo no lineal se puede
transformar en una ecuacion de la forma

= (p (@) + iw (@) w+ 1 (@) w |w]* + O (Jw]*)

du . 2 4
@Z(ﬁ+z)u+su|u| —|—O<|u| ),

donde u es una nueva coordenada compleja y 0,8 son el nuevo tiempo y pardmetro
respectivamente y s = signo Re ¢1 (0) = £1

Demostracion.
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Paso 1 (Escalamiento lineal del tiempo). Introduciendo la nueva variable del
tiempo 7 = w («) t la direccion del tiempo se preserva, ya que w () > 0 para todo
|a| suficientemente pequeno, asi

dw )
= B+)w+d (B)wlwf®+0 (jul*),
donde f = (a) = %, dy (B) = % Podemos considerar a 3 como un nuevo
parametro porque:
_ _ 1 (0)

y por lo tanto el teorema de la funcién inversa garantiza la existencia local y sua-
vidad de « como funcion de 8. Notese que dj (8) es complejo.

Paso 2 (Reparametrizacion del tiempo no lineal). Cambiando la parametrizacion
del tiempo a lo largo de las o6rbitas mediante la introduccion del nuevo tiempo
0 =0 (r,5) donde

df = (1+e1 (B) Jwl?) dr

con e; = Imd; (5). El cambio del tiempo es una transformacion parecida a la
identidad en una pequena vecindad del origen. Usando esta nueva definicion del
tiempo obtenemos

‘;_1;):(5+z‘)w+l1(/J’)w!UJ|2+O(|w|4)’

donde Iy (8) = Red; (8) — Bei1 (B) es real y Iy (0) = Ret®).

Paso 3 (Escalamiento lineal de coordenadas). Finalmente vamos a introducir una

nueva variable compleja wu:
u

11 (8)]

lo cual es posible debido a que Rec; (0) # 0 y asi [3(0) # 0, de este modo la
ecuacion toma la forma requerida

du_ D ll(ﬂ)
a = PTG

=(B+i)u—+su |u|2 + 0 (|u|4)

ulul* + 0 (Jul*)

con s = signo /; (0) = signo Rec; (0). O
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Definicion 3.5. La funcion real I1 (5) es el primer coeficiente de Liapunov.

Se sigue que el primer coeficiente de Liapunov en 3 = 0 se puede calcular
mediante la formula

1 .
[1(0) = 5 — Re (ig2,091,1 + wog2,1) (15)
wo
Teorema 3.6. Supongamos que un sistema bidimensional
d
—x:f(x,a), reR? aecR
dt
con [ suave tiene V|a| suficientemente pequernio el equilibrio x = 0 con valores

Propios
A = () = p(a) £iw (@)
donde w (0) = wo > 0, u(0) = 0 si satisface las siguientes condiciones:

(B.1) 11 (0) # 0, donde 1y es el primer coeficiente de Liapunov.
(B.2) ur(0) # 0.

Mediante un cambio de coordenadas, de pardmetros y una reparametrizacion del
tiempo que transforma el sistema en

()= ) ()6t () <o,

Usando el lema (3.1) podemos eliminar los términos de O (||y||?) y finalmente
llegar al siguiente resultado general.

Teorema 3.7 (Forma normal topologica para la bifurcacion de Hopf). Cualquier
sistema genérico bidimensional que depende de un pardametro

T = f(x,)
que tiene en a = 0 el equilibrio x = 0 con valores propios
)\1,2 (0) = +iwg, wg >0

es localmente equivalente topologicamente cerca del origen a una de las siguientes

formas normales:
Y1 a =1\ [y ()
Y2 I o) \y (%

Las condiciones de genericidad asumidas en el teorema (3.7) son la condicion de
no degeneracion (B.1) y la condicion de transversalidad (B.2) del teorema (3.6).

Matematicas y sus aplicaciones 6, Capitulo 1, paginas 13-32



Bifurcacion de Andronov Hopf en la dindmica neuronal 27

4 Modelo Neuronal

Uno de los modelos fundamentales en la neurociencia computacional es el que inclu-
ye una corriente persistente de sodio y una corriente de potasio Ingp + i, donde
la corriente de Na™ es rapida y la de K es relativamente més lenta:

déb/z'g Iy, Il\ig,p ij
CV =1—g.(V—EL) —gnam (V — Eng) — gin (V — Ex)
= (Moo (V) —m) /Tim (V)
= (neo (V) = n) /7 (V)

Este modelo equivale en muchos aspectos al modelo Io, + Ix propuesto por
Morris y Lecar para describir las oscilaciones del voltaje en la fibra muscular del
percebe gigante. Una suposicion razonable basada en las observaciones experimen-
tales es que la variable m (t) de la puerta de Na®™ es mucha mas rapida que la
variable de voltaje V' (t) asi que m aproxima practimente de manera instantanea el
valor asintotico me (V'), en este caso podemos sustituir m = mq (V') en la ecuacion
del voltaje y reducir el sistema tridimensional anterior a un sistema plano

débil I, instantanealn, p Iy
CV =1 — qgr, (V — EL) —dNaMo (V — ENa) — grn (V — EK)
n=(nw (V) —n) /7 (V) (16)

Muchas caracteristicas interesantes del comportamiento de la variacion del vol-
taje local de una sola neurona se pueden explicar o ilustrar mediante estos sistemas
bidimensionales, atin los disparos en rafagas, los cuales se presentan en neuronas
con mayor variedad de canales y que se modelan mediante sistemas con mayor can-
tidad de ecuaciones, se pueden entender a través del analisis de las bifurcaciones en
estos sistemas. En este caso trabajaremos un modelo Iy, , + I con bajo umbral
que presenta la apariciéon de un ciclo limite via la bifurcacién de Andronov Hopf.

Empezaremos el analisis de este sistema. En este modelo las funciones mqo v
Neo toman la siguiente forma:

1
oo (V) 1+exp{<V%—V> /k}’
no (V) = !

L+exp{ (Vi —V)/k}

3
Los parametros en el modelo son: C' =1, Ef, = —78mV, g1, = 8, gne = 20, gx = 10,
Moo (V') tiene Vi = =20y k = 15, neo (V) tiene Vi = —45 k =5y 7(V) = 1,
2 2
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(a) Aproximacién: parte real. (b) Aproximacion: parte imaginaria.

Figura 7: Aproximaciones numéricas

Eng =60mV y Ex = —90mV; asi pues tenemos el siguiente sistema:

V=1-8(V+78) — 20me (V — 60) — 10n (V + 90)
= (oo (V) =n) /7 (V). (17)

Debido a la complejidad de las funciones, un anélisis idéntico al del modelo
depredador presa es un poco complicado, por lo cual, mediante simulaciones, se
ha encontrado que el valor critico para esta bifurcacion es Iy = 14.659. Con este
parametro, resolviendo numéricamente las ecuaciones para obtener el punto de equi-
librio, tenemos que Ey = (—56.4815,.0914299) y cuya matriz jacobiana evaluada
en el punto de equilibrio tiene la forma

o (999998 —335.185
~ \.0166141 —1

con valores propios A1 2 = £2.13748i. Por la complejidad de las funciones involucra-
das en este modelo, se obtendran numéricamente algunos valores para los valores
propios de la matriz al cambiar el parametro que en este caso es la corriente aplicada
en una pequena vecindad de Iy y después procederemos a utilizar el método de mi-
nimos cuadrados para obtener asi una aproximacion para las funciones de la parte
real e imaginaria de los valores propios de la matriz jacobiana (v. Figura 7). De esta
forma tenemos que p (I) = .0307066 (I — 14.659) v w (I) = 2.13748 (I — 14.569) y
asi tenemos que u/ (Ip) = .0307066 # 0, por lo tanto, se cumple la condicién de
transversalidad (B.2) del teorema (3.6).

Para calcular el primer coeficiente de Liapunov realizaremos primero un cambio
de coordenadas para transladar el punto de equilibrio al origen y fijaremos el valor
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del parametro en Iy, con lo cual, haciendo V' = —56.4815 4 ~v; y n = .0914299 + 5
tenemos el nuevo sistema:

2329.63 — 20,

71
1+11.3828¢ 15
Yy = —.0914299 +

Ny = —185.135 +

— 8.9143v; — 335.185y2 — 107172,

- 2. (18)

1 + e5(11.4815—71)

Este nuevo sistema se puede escribir de la forma

. 1 1
¥ =Av+ 5B () + cC () +0 (1) -

De esta forma la matriz A y las funciones multilineales B y C' tienen la forma:

A (999998 —335.185
~\.0166141 —1 ’

B(v,n) = (‘10 (71775 + 77172)) )

C (o€ = (8) .

B 999975
77\ 00300479 + 006366873

Sea

un vector propio asociado a A = 2.13748i y consideremos p un vector asociado a
AT v a A,

~ (—.002983 + 00637684
P= 999975

para la normalizacion (g, p) = 1 tomaremos a

(500013 + 2339273
P= _78.4087i

ahora podemos hacer los siguientes calculos:
920 = (B (q,q),p) = .0777259i

g1,1 = (B(q,q),p) = .0298335 + .0139573i
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(c) Después del valor critico.

Figura 8: Comportamiento del voltaje durante la bifurcacion.

noétese que en este modelo, por la forma de la funcién multilineal C, tenemos que
g2.1 = 0; utilizando la férmula (15) tenemos que

1 .
I (Iy) = 2—w2Re (ig2,091,1 + wg2,1) = 000253767

asi la condicion (B.1) del teorema (3.6) se cumple y por lo tanto en este modelo se
presenta una bifurcaciéon de Andronov Hopf hipercritica en el valor del pardmetro
Iy.

Veamos el comportamiento del voltaje durante la bifurcacion, asi como también
el comportamiento en el plano fase.

La figura 1.8(a) muestra el comportamiento del voltaje en el sistema cuando el
parametro (en este caso es la corriente aplicada) esta antes del valor de bifurcacion
Ip; se nota que el voltaje presenta oscilaciones que van disminuyendo su amplitud
hasta converger al punto de equilibrio, por lo tanto este es un foco estable. En
1.8(b) se observa el comportamiento del voltaje cuando el valor del pardmetro se
encuentra en el valor critico Ip; notamos un comportamiento parecido al del caso
anterior pero con la diferencia que la velocidad de convergencia es mucho mas lenta
lo que implica que el punto de equilibrio es un foco débilmente atractor. Finalmente
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(b) En el valor critico.

k:

(c) Después del valor critico.

Figura 9: Comportamiento del voltaje durante la bifurcacion.

observamos en 1.8(c) que la amplitud del voltaje converge a un valor constante, lo
cual nos dice que existe un ciclo limite al cual van a converger las 6rbitas cuando
el pardametro se encuentra después del valor Ij.

En la figura 9 observamos el comportamiento de las trayectorias en el plano
fase; en 1.9(a) antes del valor critico Iy vemos como la trayectoria coverge al punto
de equilibrio; en 1.9(b) vemos que la trayectoria converge al punto de equilibrio
igual que en el caso anterior, pero con una velocidad de convergencia mucho me-
nor y finalmente en 1.9(c) vemos la existencia del ciclo limite al cual converge la
trayectoria cuanto t — oo.
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Resumen

En este capitulo se describen los modelos de crecimiento de poblaciones uni-
dimensionales de Volterra y Verhulst para con ello dar paso a la explicaciéon
de las ecuaciones bidimensionales que componen el modelo de Lotka-Volterra o
Depredador-Presa, para cuando éstas se presenten. Posteriormente se muestra
una clasificaciéon de los modelos depredador-Presa de acuerdo al tipo de respues-
ta funcional que contienen. Més adelante se realiza un analisis de la estabilidad
de los puntos de equilibrio de dos modelos conocidos en la literatura. Por tltimo
se analiza la bifurcacién de los mismos sistemas considerando como parametro
de bifurcacion un solo parametro. Aqui se presenta un modelo de tres ecuaciones
diferenciales ordinarias que involucra estructura sexual.

1 Introduccién

Existe una gran variedad de estudios sobre el crecimiento de una poblaciéon. De entre
los més conocidos y utilizados en muchos campos, principalmente en Biologia, se
tienen algunos modelos clésicos, como el de Volterra y Verhulst. Estos modelos
aparecen muy frecuentemente en la literatura, sobre todo la correspondiente al area
de Biologia Matemaética, area en la cual se explican con mas detalles estos sistemas
y se hace un analisis a profundidad del comportamiento de éstos en términos de su
estabilidad y su bifurcacion, ver por ejemplo [8]. La estabilidad de estos sistemas se
ha estudiado de diferentes puntos de vista: por aproximacién, mediante construccion
de funciones de Lyapunov, etc. Ademas, se ha visto que la existencia de un punto
de equlibrio tinico es equivalente a estudiar la estabilidad global del sistema, en
algunos casos incluso se han construido funciones de Lyapunov para probar esta
aseveracion, tal como se menciona en [9].

Para el caso de la interaccién de dos poblaciones es muy ttil utilizar el modelo
particular Depredador-Presa de Lotka Volterra, con las hipotesis que se requieran
en cada caso. Para realizar el analisis, sistemas de esta clase han sido objeto de
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estudio por varios autores, entre ellos Sze-Bi Hsu y Tsy-Wei Huang [10] hicieron un
analisis de la estabilidad usando el criterio de Dulac y algunas funciones de Lyapu-
nov; Shunyi Li y Zuoliang Xion [11] hacen un andlisis de bifurcacion a un sistema
aumentandole una estructura de sexo y favoritismo sexual, ademas de considerar
ecuaciones diferenciales con retardo.

Particularmente, en este capitulo se hace una breve descripcion de los modelos
de crecimiento de poblaciones clasicos de Malthus-Verhulst. Si bien el objetivo es
realizar un estudio de algunos sistemas de Lotka-Volterra que describen la evolucion
de dos poblaciones, es imprescindible mencionar que cada ecuaciéon del mismo tienen
una analogia con ecuaciones de una sola poblacién y su formulaciéon se hace de
manera analoga. Una vez detallado el sistema depredador-presa y despues de dar
la clasificacion de éstos seguin Leslie, se realiza un breve analisis de la estabilidad
y bifurcacién de dos modelos tipo Leslie y un modelo con estructura sexual. Por
ultimo se menciona la apariciéon de retardo en los sistemas con estructura de sexo,
lo que da origen al estudio de la bifurcacién de los mismos, considerando el retardo
como un parametro. El tratamiento desde este punto de vista no se detalla puesto
que aparecen ecuaciones diferenciales con retardo en el modelo y su tratamiento
esta fuera del alcance de este material.

Cabe aclarar que la clasificacion de los modelos presentados en este trabajo no
es la tnica, algunos autores, como [5] y [6] indicados en las referencias, hacen otra
clasificacion y analisis utilizando funciones que las llaman inclusive con el mismo
nombre, pero las proponen un tanto més generales.

2 El Modelo de Malthus-Verhulst para una especie

Existen leyes de conservacion en algunas areas de la ciencia, por lo regular aparecen
maés frecuentemente en la Quimica y en la Fisica, por ejemplo leyes sobre conserva-
cion de los momentos y la masa o incluso conservacion de la energia. En la Biologia
también existe una ecuacion o ley de conservacion para la razon de cambio de una
poblacién x(t) respecto al tiempo ¢, ésta dice: el cambio que sufre una poblacion
respecto del tiempo en un medio ambiente se da considerando el nimero de naci-
mientos, menos el nimero de muertes, mas la poblacion que llega al medio o sale
de él. Explicitamente puede formularse matematicamente mediante la féormula:

dx
a = nacimientos - muertes + migracion.
Esta tiene varias formas, la mas simple es:

Z—jsz—dz.
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Implicando que, cuando se tiene una condicion inicial z(tyg) = g, la solucion se
describe por la funcioén,

z(t) = zoet=D1,
donde b, d son constantes positivas.

Lo que se explica en los pasados renglones, no es mas que la conocida ley de
crecimiento de poblaciones: El cambio que sufre una poblacion respecto del tiempo, es
proporcional a la poblacion misma en ese instante de tiempo. Para el caso explicado,
la constante de proporcionalidad es b — d.

Un modelo mas realista es el modelo conocido como restrictivo (de Verhulst) o
Modelo Logistico. Este modelo se diferencia del anterior, en el sentido de que su
solucién no tiene un comportamiento exponencial o que no tienda a infinito cuando
el tiempo tiende a infinito, justo como sucede con la soluciéon de la ecuacion del
modelo enterior. Es razonable pensar que el comportamiento de las poblaciones en
la realidad, no debe ser de esta manera. El modelo Logistico se describe como:

dx T

i 1 - =
dt rx( K)’

donde r y K son constantes positivas.

Caracteristicas del Modelo Logistico:

e En este modelo, el indice de nacimiento per capita es r(1 — z/K).

e K es la capacidad de carga del medio, ésta es determinada por la cantidad de
recursos disponibles que suele consumir la poblaciéon para sobrevivir.

e Se puede constatar inmediatamente que el sistema cuenta con dos puntos de
equilibrio, a saber: x = 0 que es un punto de equlibrio estable y z = K que
es un punto de equilibrio inestable.

e Si se supone una poblacion inicial en el tiempo ¢ = 0 como x(0) = xg, la
solucion es descrita por la funcion:

xoKe™
[K + zo(e™ —1)]

x(t) =

e Una caracteristica muy peculiar para esta solucién es que la poblaciéon tiende
a K cuando t tiende a infinito.

e En general el modelo puede tener en su segundo miembro a una funciéon de
dx

cualquier tipo que dependa de x, es decir, se puede escribir: % = f(x).
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Los modelos anteriores nos ayudaran a comprender el modelo Depredador-presa
que se presenta en la siguiente seccion. Aunque este modelo contiene dos ecuaciones,
cada una de ellas representa la evolucién de una sola de las poblaciones considerando
las interacciones con la otra.

3 Modelo Lotka-Volterra

En esta seccion se presenta el modelo clasico de Lotka-Volterra que describe la
evolucion de dos poblaciones compuestas por los depredadores y sus presas. Segin
8], el modelo tiene la forma:

dx

RN _ 1
= a(a—by) (1)
% = _y(d - CZU)?

donde x es el nimero de presas (por ejemplo una poblacion de conejos), y es el
niamero de algin depredador (por ejemplo una poblacion de lobos); y cada una de las
ecuaciones representan la razén de crecimiento de cada una de las dos poblaciones
en el tiempo t. Los parametros a, b, c y d que aparecen en las ecuaciones describen
la interaccion entre las especies.

El modelo hace un ntimero de suposiciones acerca del desarrollo y evolucion de
las poblaciones del depredador y de la presa:

1. La poblacion de la presa encuentra comida todo el tiempo.

2. El suministro de comida para la poblacion depredador depende completamen-
te de la poblacion presa.

3. La razon de cambio de la poblacién es proporcional a su tamano.

4. Durante el proceso, el medio ambiente no cambia en favor de una especie y
la adaptacion genética es suficientemente suave.

5. Como se utilizan ecuaciones diferenciales la solucion es determinista y conti-
nua. Esto implica que las generaciones de ambas se desarrollan continuamente.

3.1 Explicacién de las ecuaciones

A continuacién se explica cada uno de los términos que aparecen en las ecuaciones
del sistema (1).
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a) Se supone que la presa tiene un suministro de alimentos ilimitada y se reprodu-
ce exponencialmente a menos que esté sujeta a depredacion; este crecimiento
exponencial esti representado en la primera de las ecuaciones diferenciales del
sistema con el término ax, aqui a es la constante de proporcionalidad reque-
rida si el crecimiento de la poblacion es de este tipo. La razéon de depredacion
sobre la presa se supone proporcional a la razén a la cual los depredadores
y las presas se encuentran, lo que se representa en la ecuacion (1) mediante
el término bxy, donde b es la constante de proporcionalidad. Asi, la prime-
ra ecuacion del sistema se interpreta como que, el cambio en el ntimero de
presas es determinado por su crecimiento propio menos la tasa a la cual es
depredada.

b) En la segunda ecuacion diferencial del mismo sistema y correspondiente al
creciemiento del depredador, cry representa el crecimiento de la poblacion
depredador, c es la constante de proporcionalidad; notemos la similitud de la
razoén de depredacion, sin embargo se usa una constante diferente ya que la
razon a la cual la poblaciéon del depredador crece, no necesariamente es igual
a la razon a la cual éste consume la presa. El parametro dy representa la
tasa de pérdida de los depredadores debido a muerte natural o emigracion, en
este caso d es una constante que indica el indice de muerte o emigracién. Por
lo tanto, la ecuacién indicada expresa el cambio en la poblaciéon depredador
como crecimiento debido al suministro de comida, menos muerte natural o
emigracion.

3.2 Sistema adimensionalizado

Haciendo un cambio de variable utilizando las variables u(7) = Cmcgt), v(T) = by®)

T=aty a= %. Después de sustituir estas variables haciendo algunas operaciones
bésicas y regresando a la notaciéon respecto a las variables mas conocidas x,y, t, se
llega al siguiente sistema:

& —a1-y) ©)
Z—ZZ =ay(z —1).

El sistema (2) es més simple que el sistema (1) puesto que solo contiene un
pardametro y es més facil de analizar en el plano fase x,y. Mejor aun, es posible
convertir este sistema a una ecuacion diferencial ordinaria en la variable dependiente
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< Hy

Figura 1

y respecto a la variable independiente x, de la forma:

dy  ylz—1)
Y — a—,
dz z(1—vy)

con puntos singularesen r =y =0,z =y = 1.

Es verificable inmediatamente que esta ecuacion diferencial ordinaria se resuelve
facilmente por el método de separacion de variables, dando inmediatamente de
forma explicita las trayectorias:

ar+y—Inx“y = H,

donde H > H,,;», es una constante; H,,;, = 1 + a es el minimo de H sobre todo
(z,y) que se encuentre en el primer cuadrante en donde tiene sentido biologico el
problema, y ocurre cuando z = y = 1. Para H > 1 + « dado, las trayectorias son
como se muestran en la Figura 1. Para hacer la simulacion de las trayectorias se
consideraron los valores: Hy = 2.1, Hy = 2.4, H3 = 3.0, Hy = 4.

Se observa del comportamiento de las trayectorias en la Figura 1 que son curvas
cerradas y periodicas; aun mas, se observa que el punto de equilibrio (0,0) es un
punto inestable, mientras el punto de equilibrio (1, 1) es equilibrio estable, resultado
coincidente con el que se obtiene cuando se hace un anélisis del sistema lineal, como
se puede verificar en [7].

4 Modelo depredador-presa realista

El modelo de Lotka-Volterra aunque es un poco realista, sugiere que las interacciones
depredador-presa pueden presentar comportamientos periddicos de las poblaciones,
de acuerdo al razonamiento que detenidamente se desprende del modelo y que se
describe en las siguientes observaciones:
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e Si la poblacion de presas se incrementa y como es el tinico alimento de la
poblacién depredador, entonces se favorece al crecimiento de este ultimo.

e [Es logico razonar que si hay mas depredadores, éstos consumiran més presas,
y la poblacion de presas comienza a disminuir.

e En cambio, la pérdida de comida para la poblaciéon depredador, hace que el
nimero de depredadores disminuya.

e Cuando la poblacion depredador esta en su punto més bajo, permite que se
incremente la poblacion de presas, y asi sucesivamente.

Dependiendo de los detalles que presente el sistema de aucerdo a los pardmetros
que aparecen en él, se concluye que éste evoluciona de acuerdo a oscilaciones y
que éstas suelen crecer o decaer hacia algin ciclo limite estable o a algin ciclo
limite inestable, o exhibir comportamiento cadtico (sobre todo cuando el sistema se
describe, por ejemplo, con un sistema de tres ecuaciones diferenciales).

Una de las suposiciones poco realistas del modelo de Lotka-Volterra es que el
crecimiento de la presa es acotado en ausencia de la depredaciéon. Para el modelo
indicado por el sistema (2) de la seccién anterior, los términos entre paréntesis
describen la tasa de crecimiento per capita y dependen de la densidad de la otra
poblacion. Para ser mas realistas, esta tasa de crecimiento puede depender de las
densidades de la presa y del depredador, asi el modelo pude tener la forma:

dz

& = aP(ay) 3)
dy

o= yG(z,y),

donde las funciones de dos variables F' y G pueden depender de la interaccion
entre las especies, de las mismas especies particulares, y en algunos casos de otras
constantes.

Como un primer paso razonable para encontrar un modelo més realista, se puede
esperar que la presa satisfaga un crecimiento logistico, digamos que en la ausencia
de depredadores, ésta tiene un crecimiento dinédmico el cual tiende a una capacidad
de carga maxima, otra analogia con le modelo de Verhulst. Luego, una ecuacion
maés realista para la poblacion presa puede tener la forma:

dx x
— =xF(x,y), F(r,y)=r(1 — =) —yR(x
o (z,y) (z,y) =r(l - ) —yR(z)
donde la respuesta funcional R(z) contiene uno de los términos de depredacion
ilustrados en la Figura 2, mientras que K es la constante de capacidad de carga
para la poblacion presa cuando la poblacién depredador satisface y = 0.
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Figura 2

El término de depredacion (en este caso R(z)), se conoce en la literatura con
el nombre de respuesta funcional del depredador para cambiar a la densidad de
la presa y generalmente presenta algtin efecto de saturacion, tal como las graficas
de la Figura 2. La cuestidon es que en vez de tomar una respueta del depredador
bxy como en el modelo de Lotka Volterra, se puede tomar yzR(z) donde xR(x) se
satura para x grande. Algunos ejemplos de respuesta funcional tiene las siguientes
formas especiales:

A Az All —e
Re)=ryp B0=aype o

donde A, B y a son constantes positivas, y las saturaciones para cada caso son
ilustradas en la Figura 2 en los incisos (b) a (d). Los ejemplos mostrados en la figura
correspondientes a (b) y (c¢) son aproximadamente lineales en x para densidades
pequenas. la saturacion para x grande es un reflejo de la capacidad limitada del
depredador, o perserverancia, cuando la presa es abundante.

Igualmente, existen otras posibles formas para la funciéon G presente en la se-
gunda ecuacion del sistema (3), de entre ellas se tiene las siguientes:

Glay) =k (1~ @) . Gla,y) = —d+ eR(x)

x
donde k, h,d y e son constantes positivas, y R(z) como se ha descrito anteriormente.
La primera de las dos ecuaciones indicadas anteriormente, nos dice que la capacidad
de carga para el depredador es directamente proporcional a la densidad de la presa.

Algo analogo sucede con la ecuacién de la poblacion depredador, por ejemplo,
la funcién G puede tener una de las siguientes formas:

G(z,y) = k(1 — %), G(z,y) = —d+ eR(x)
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donde k, h, d y e son constantes positivas y R(z) es como ya se describi6 en la
ecuacion para la presa.

Un ejemplo clasico muy comin en la literatura de sistemas tipo Lotka-Volterra
se encuentra explicitamente en [9]. Este modelo depredador-presa se describe a
continuacion.

El modelo se representa por el sistema de ecuaciones:

X —rr(1- )~ yp(a) (1
Y s -2,

con z(0) > 0, y(0) > 0, r,s,h, K > 0, donde x es la poblacién de la presa y y la
poblacion del depredador. En este sistema se supone que la presa crece logistica-
mente con capacidad de carga K y razén de crecimiento intrinseco r en ausencia
de depredacion. El depredador consume la presa de acuerdo a la respuesta funcio-
nal p(z) y crece logisticamente con tasa de crecimiento intrinseco s y capacidad de
carga proporcional al tamano de la poblacion presa. El parametro h es el ntimero
de presas requerido para sostener un depredador en equilibrio cuando y = #.

5 Clasificacion segiin la respuesta funcional

En la correspondiente literatura existe una clasificacién en tres tipos de modelos
Lotka-Volterra descritos por la ecuacion (4), de acuerdo a la forma de la respuesta
funcional p(z), tal como se puede constatar en [9]. En esta seccién se retoma la
misma clasificacién realizada en la bibliografia indicada. Todo esto se describe a
continuacion.

Modelo Tipo I. De Leslie-Gower (LG)

Si la funcién depredadora tiene la forma p(x) = muz, el sistema recibe el nombre de
Leslie Tipo I o de Leslie-Gower, y se escribe como:

dz x

e re(l — ?) — mxy (5)
dy hy

. A 1— 2

W s ")

z(0) > 0, y(0) > 0.
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Modelo Tipo II. Holling-Tanner (HT)

En cambio, si la funcién depredadora se toma como p(z) = £, el sistema recibe

el nombre de Leslie Tipo II o de Holling-Tanner y sus ecuaciones forman el
sistema:

dx T mx

E—m(l—g)—AJﬂE?J (6)
dy hy

A 1 - =<2

7 y[s( . )

z(0) > 0, y(0) > 0.

Es importante hacer unos comentarios acerca del modelo de Leslie tipo II. La
respuesta funcional saturante del depredador Xfx es del tipo Michaelis-Mentem
que se utiliza en la cinética enzima-sustrato en la Fisico-quimica, el parametro m
es la razéon maxima especifica de la formacién del producto. x es la concentracion
de sustrato y A (la constante de saturacion media) es la concentracion de sustrato
a la cual la tasa de formacion del producto es la mitad del maximo. La funcién fue
propuesta por Holling para depredadores sin aprendizaje, el nivel de poco apren-
dizaje es un poco enganoso porque incluso los depredadores capaces de aprender
pueden exhibir este tipo de respuesta cuando se administra un solo tipo de presa
que desea buscar o cazar. De acuerdo a la derivacion de Holling las constantes son
ahora: m = i y A= %, donde tj, es el tiempo de manipulaciéon por presa y c es
la razéon de encuentro por unidad de la densidad de presa.

El modelo de Holling Tipo II proviene de la funciéon depredadora con forma

general p(z) = bjf% cuando p = 1.

Modelo Tipo III

Para esta clase de modelos, la funcion depredadora se caracteriza por la expresion

mac2

p(x) = (Az)(Bra) Y e este caso, el sistema se escribe de la forma:

dx x ma?
TR S -2y wy - e (M)
Yyl -,

z(0) > 0, y(0) > 0.

Aqui, la fucién depredadora es una curva de forma sigmoidal; es decir, en forma
de S, estas funciones son tipicas en depredadores que muestran alguna forma de
aprendizaje del comportamiento de la presa, en el cual, bajo ciero nivel de umbral
de densidad, el depredador no utilizara la presa para comida en una cantidad muy
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grande. Sin embargo, arriba de aquel nivel de densidad, el depredador aumenta
su razon de alimentacion hasta que se alcanza algin nivel de saturacion. Holling
razono que estos animales tienden a aprender lentamente y a olvidar el valor de una
comida a no ser que la encuentren con bastante frecuencia. Ademas este cientifico
di6 algunas pruebas de campo en donde muestra que esta respuesta funcional en
forma de S es tipica para depredadores vertebrados con presa alternativa disponible.

6 Otra Clasificacion

Existe una clasificacion més, ésta se basa en distinguir a los modelos que cuentan
con términos de recoleccién, o a los modelos en donde a las especies se les divide en
presas de acuerdo al sexo.

Modelo con recolecciéon

En efecto, algunos autores, como se puede ver en [12], nos muestran otra forma
de clasificar a los sistemas Depredador-Presa, y ésta la hacen de acuerdo a que en
las poblaciones existe recoleccion, ya sea de la poblacion presa o de la poblacion
depredador. Esto es muy comiin en especies maritimas, de presas o de rios, donde se
cosechan peces (depredadores) para consumo humano o peces (presa) que sirven de
alimento a otros peces; aunque se puede encontrar en algunos otros medios, incluso
en areas donde no son tan comunes, como lo es la Economia. Un modelo con tales
caracteristicas se describe a continuacion:

dx Ba?

= = ) - y—FE

g~ Hle—n) -y - e (8)
dy _ bty L

dt 1 +$2 Y 2Y,

donde F; > 0y E3 > 0 denotan el esfuerzo de recoleccion, y son los términos que
influyen negativamente en el cambio de la poblacién respecto del tiempo.

Modelo con estructura de sexo

La razoén de sexo significa la comparacion de individuos masculinos e individuos
femeninos en una poblacion. Usualmente se supone la razéon 1 : 1. Sin embargo, para
algunos modos de vida la razén puede cambiar, ésto es debido a varios factores,
entre ellos se tienen a las condiciones del ambiente, el comportamiento social, la
adaptabilidad a los recursos, la herencia, la estructura de genes, etc. La razéon de
sexo en los animales puede cambiar muy a menudo durante su evolucion. A través
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del paso del tiempo, con la edad, la poblacién femenina tiende a decrecer, pero existe
una gran variedad de pajaros para los cuales sucede exactamente lo contrario.

En el siguiente modelo, como se puede constatar en [11], los autores hacen una
clasificacion dividiendo a la poblacion presa (o depredador) en poblaciéon masculina
y femenina, resultando modelos Lotka-Volterra tridimensionales.

dn;—zgﬂ = b1 f(t) = dvm(t) — k(m(t) + f(t))m(t) — cm(t)2(1) ©)
dfd_(tt) = f(0)(B = k(m(t) + f(1)) — c1(t))
d”flit) = z(t)(—a — bx(t) + com(t) + caf (1)),

En el sistema anterior, las variables dependientes del tiempo t, m y f, son
las poblaciones individuales masculinas y femeninas de la presa respectivamente,
mientras que la variable x representa la poblaciéon depredador. Los parametros
a,b,by,cq,co,dy,do, k son positivos, b, d; son constantes de proporcionlidad para el
crecimiento de la presa femenina y muerte masculina (b > d2), donde = by — ds2)
a es la constante de proporcionalidad para un depredador, c; es el coeficiente de
predacion para un depredador y g—; (0 < % < 1) es la tasa de encuentros entre una
presa y el depredador respectivamente.

7 Estabilidad de algunos Modelos

Los resultados que se presentan a lo largo de esta seccion, se escriben sin realizar
demostracion alguna, sin embargo, el lector interesado en éstas, las puede encontrar
detalladamente en [9] y [10].

7.1 Adimensionalizaciéon de los modelos Tipo I, IT y III

Utilizando el teorema m-Buckingham, como se hace detalladamente en [4], se obtie-
nen las siguientes variables adimensionales:

- o~ x(t e my(t
P=rt w0 =22, ="
=2 5_h
r mK

Al aplicar el cambio de variable usando las variables adimensionales indicadas,
el sistema Leslie-Gower mostrado en (5) se reescribe de la siguiente forma adimen-
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sional:
dx
(1 =) —
7 r(l—x)— 2y,
dy < y) (10)
il 0 Bx :

2(0) >0, y(0)> 0.

Ahora se adimensionalizan los sistemas (6) y (7) utilizando el cambio de variable
adimensionalizada como se ilustra en [9]:

- s () - my(t) . s ., ph A B
t=rt, 2(t) = e y(t) = K 5_7“’ 8= — a—K, b—K,
dando como resultado los sistemas:
dx T
%—x(l—x)—a_i_xy (11)
dy Y
z(0) > 0, y(0) > 0; y
dx x2
= (1l =2) — 12
TR e o (12)
dy y
27— (s — B2
0 y( 53)

z(0) > 0, y(0) > 0.
Los sistemas (11) y (12) se pueden expresar en forma general con una funcion
depredadora especial p(x) como:

& = ag(a) ~ plaly (13)
% =y(0 - B%)

2(0) > 0, y(0) > 0.

7.2 Analisis de la estabilidad del sistema general

En esta subseccion se van a presentar algunos resultados (lemas y teoremas) sobre
la estabilidad del sistema general (13), las demostraciones se pueden encontrar en
[9]. Junto a este sistema, se suponen las siguientes dos hipotesis:
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Hy:g(1) =0y ¢'(z) < 0 para z > 0.
Hy: p(0) =0y p/'(z) > 0 para z > 0.

Considerando ambas hipoétesis, el siguiente lema nos garantiza que el sistema
tiene un muy buen comportamiento.

Lema 7.1. Supdngase que se cumplen Hy y Hy. Entonces las soluciones de (13)
son positivas y acotadas, y ademds, existe T > 0 tal que z(t) < 1, y(t) < % para
t>1T.

La conclusion del lema nos dice que las poblaciones son acotadas, esto concuerda
con la realidad del problema biolégico, ya que como sabemos, las poblaciones, por
muy grandes que sean no tiene crecimiento infinito.

Puntos de equilibrio de (14)

Haciendo un analisis sobre las soluciones de los miembros derechos igualados a cero,
se tienen el punto de equilibrio F; = (1,0).

Si se cumplen las hipotesis Hy y Ha, entonces las gréficas de g(x) y p(ac)% tiene
interseccion unica x*, satisfaciendo 0 < x* < 1 . Asi el sistema (13) posee un tnico
punto de equilibrio E* = (z*,y*) donde y* > 0 satisface y* = x;?éf;) = %l‘*.
El punto de equilibrio posee las dos coordenadas positivas ya que también z* es
positivo.

Utilizando el segundo método de Lyapunov con ayuda de una funciéon de Lya-
punov apropiada, se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 7.2. Supongase que se cumplen Hy y Ho. St

I 7[C)
( )( ()

entonces las soluciones de (13) satisfacen

—y*) <0 para O0<zx<l,z#z"

lim z(t) =2 y lim y(t) =y".

t—o00 t—00

7.3 Estabilidad del modelo Tipo 11

Sea el sistema adimensionalizado Tipo II:

d
d_‘fzm(l—a:)—a+xy=f(w,y) (14)
d
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z(0) > 0, y(0) > 0.
El sistema (14) tiene un tnico punto de equilibrio con coordenadas positivas
E* = (z*,y*). Para este punto se cumple el siguiente lema:

Lema 7.3. El punto de equilibrio E* de (14) es asintdéticamente estable localmente
si P(z*) >0, y E* es un foco inestable si P(x*) < 0; donde P(x) = 22>+ (a + 0 —
)x + ad.

El teorema que se presenta a continuacion es importante porque ademas de dar
condiciones para la estabilidad del punto de equilibrio, nos garantiza condiciones
para la existencia de un ciclo. Este resultado se puede probar mediante una serie
de desigualdades, justo como se puede observar en la bibliografia indicada al iniciar
la seccion 7.2.

Teorema 7.4.

i) Supdngase que se cumple a+5 > 1 0a+6 > 1y (1—a—03)?>—8ad < 0. Entonces
el punto de equilibrio E* de (14) es globalmente asintéticamete estable en el
interior del primer cuadrante.

ii) Si se satisface que a+8 <1y (1—a—08)2—8ad> 0, y ag < * < 1, entonces
se cumple la conclusion de 1i).

iii) Sea a+d <1y (1—a—0)2—8ad> 0 cierta. Para 3 > 0 suficientemente pequerio
x* = x*(B) es suficientemente cercano a cero y se cumple 0 < x* < «.

Ademds, se cumple i) para > 0 suficientemente pequeno.

iv) Supongamos que se cumple oy < ¥ < g, entonces existe un ciclo limite para

(14).

Nota 1: a; y ag se obtienen de expresar P(z) = 2(x — ay)(z — ag).

Nota 2: Observaciones relacionadas con el equilibrio.

A continuaciéon se hacen algunos comentarios sobre interpretaciones que tienen
relacion con el comportamiento de las poblaciones presa y depredador en funcion
del teorema anterior. Estos comentarios se hacen tnicamente para este teorema,
pero en [9] se tiene una serie de conclusiones completas tanto para este resultado
como el de la siguiente seccion.

En el modelo (14) interviene tres constantes, a saber: a,0 y . De acuerdo al
cambio de variable, a = % es la razon entre la constante de semi-saturacion y la

capacidad de carga de la poblacion presa. El parametro 3 se puede reescibir como
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g =9 % Si se supone que el crecimiento de la presa no es semi-limitado en el
equilibrio, Ar es el niimero de presas para reemplazar los individuos muertos por
un depredador por unidad de tiempo, mientras m es el nimero méaximo de presas
consumidas por un depredador por unidad de tiempo. De esta forma se tiene los
siguientes casos para el teorema.

Caso I: a > 1, es decir, K < A.
Debido a que a > 1, la isoclina correspondiente a la presa es mon6tona decre-
ciente, y el punto de equilbrio E* es asintéticamente estable globalmente. Por
lo tanto para capacidad de carga menor de la presa, la presa y el depredador
se aproximan a valores constantes, y no hay ningtin comportamiento periodico
limitado. Esto sucede para valores independientes de « y S3.

CasoIl: a<lya+d>1.
Del inciso i) del teorema se sigue que el punto de equilibrio E* es asintoti-
camente estable globalmente cuando la capacidad de carga de la presa K es
mayor que la semi-saturacion A, y la razén 2 es mayor que 1 —a. Entonces la
presa y el depredador se acercan al punto de equilibrio y no hay ningin com-
portamiento periodico limitado. En particular cuando el indice de crecimiento
intrinseco s del depredador es mayor que el indice de crecimiento intrinseco r
de la presa, no habré ciclo limite. Esto sucede independientemente del tamano

de (.

Caso III: a+6 <1, (1 —a—6)%—8ad <O0.
Para este caso, se puede probar [9], que una condicion necesaria y suficien-
te para que se cumplan las desigualdades anteriores es que 61 < 6 < 1 — a,
donde 61 = 1 + 3a — V/8a? + 8a > 0. Del inciso i), E* es asintoticamente
estable globalmente. Por lo tanto, cuando la razén > no es demasiado peque-
na, la presa y el depredador se aproximan al punto de equilibrio, también

independientemente de (.

Caso IV: a+d <1, (1—a—3)?—8as> 0.
En este caso, la variabilidad de las constantes da pie a tres subcasos, en los
dos primeros se concluye que el sistema, aunque es asintoticamente estable
globalmente, no hay el surgimiento de algtn ciclo limite, mientras que en el
tercero si. Por razones de espacio se deja al lector que consulte la bibliografia
indicada para esta seccion.
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7.4 Estabilidad en el modelo Tipo III

Sea ahora el sistema Tipo III adimensionalizado que se muestra en la secciéon ante-
rior y se escribe a continuacion:

dx x2

TR S A P T o (15)
dy

i y(6 — B= )

z(0) > 0, y(0) > 0.
Analogamente al sistema anterior, se escribe el siguiente lema para el punto de
equilibrio con coordenadas positivas.

Lema 7.5. El punto de equilibrio E* = (x*,y*) de (15) es asintdticamente estable
localmente si P(z*) > 0 y es un foco o un nodo inestable si P(x*) < 0, donde
P(z) =223+ (a+b—1+8)2% + (a + b)dx + ab(1 + §).

Para esta misma funciéon y el mismo punto de equilibrio, en analogia al sistema
Tipo II, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 7.6.

i) Si P(x) > 0 para todo 0 < x* < 1, entonces el punto de equilibrio E* =
(z*,y*) es asintdticamente estable globalmente en el interior del primer cua-
drante.

it) Supongase que P(c3) < 0 y ag < x* < aq, entonces se cumple la conclusion

de i).

i11) Supongase que P(ca) < 0. Para > 0 suficientemente pequeno, x* = z*(3)
es suficientemente cercano a cero y se cumple 0 < x* < a. Ademds se cumple
la conclusion de i) para B > 0 suficientemente pequeno.

i) Siag < ¥ < g, entonces existe un ciclo limite de (15).
Observacion: En el teorema anterior, las constantes ¢y y co se supone que son
raices positivas de la ecuacion algebraica P’(z) = 0. Las correspondientes a; y g

son dos raices positivaas de P(x) = 0 satisfaciendo 0 < ¢; < a3 < c2 < 1y tal que
P(x) se pueda escribir como P(x) = 2(x + ag)(z — a1)(x — ag), ag > 0.
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8 Bifurcacién en algunos modelos

De acuerdo a los resultados indicados en los dos tltimos teoremas de la seccion an-
terior, particularmente en los incisos iv) de cada uno; nos aseguran que los sistemas
presentan un ciclo limite para valores adecuados del parametro, asi que es posible
el surgimiento de una bifurcacion de Hopf. Ademés, se puede Verificar en [10] que
para el sistema (15), cuando a,d> 0 las condiciones para las constantes impuestas
en el teorema anterior se traducen en términos de la constante S en la siguiente:

B> B, 0<B<pBr, B1<B< B,

donde 5
o7 .
;= s 1= 17 27
pi (1 —ozi)(a+ozi)
lo que nos garantiza que se puede ocupar a S como el parametro de bifurcacion.
En esta seccion se presenta un resultado de la bifurcaciéon de Hopf para el sistema

Tipo 11, extraido de [10].

8.1 Bifurcacién para el sistema Tipo II

Ya se explico que existe un ciclo limite para el sistema (15). Ahora, si se considera

5
y=ul(x)yl(z)= (1_7‘”) , el sistema (15) se transforma en el sistema mas general:

dr Uu
dt (1l =) - a+xl(:c) (16)
du

a
dt — zl(x )(1—30 a+x) ( a:_) (z=a7),
z(0) > 0, u(0) > 0.

Si ahora se consideran las isoclinas dadas por la ecuacion h(z) = (1 — z)(a +
x)l(x), entonce el sistema (16) pasa a ser un nuevo sistema:

X = p@)lh(z) ] = F(z,y) (a7
dy
% = ¢(x)u2 = G(:c,y),

z(0) > 0, u(0) > 0 y donde

Plo) = af—xﬁ’ vie) = zh(x) S (x—|— %) '
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En el siguiente teorema sobre la bifurcacion del sistema (15) que es equivalente
al sistema (17) se utiliza al parametro § como el parametro de bifurcacion. Este
resultado considera el fendmeno de la bifurcaciéon para 3 cercano a (1. También
notemos que z* se determina por una funciéon de f; es decir, que z* = z*(f8), y
lim5_>51 = (1.

Teorema 8.1.

i) K>0para0<a<ly0<d< g(a). La solucion periddica de la bifurcacion
de Hopf de (17) es repelente con B(e) < b1, |e| < eo, € # 0; esto es, la
bifurcacion de Hopf es subcritica.

i) K < 0para 0 < a <1 yd(a) <& < 6(a). La solucion periddica de la
bifurcacion de Hopf de (17) es atrayente con 3(g) > 1, |e| < eo, € # 0; esto
es, la bifurcacion de Hopf es supercritica.

En el teorema se ha usado la constante K con la expresion:

1 27 1 1

K=an )y GO0 5o

/ " C4(0)Ds(0)d0
0

donde:

&
—~
)
~—
Il

cos(0) B3 (cos(h), sen(#)) + sen(0)B3(cos(), sen()),
Ds3(8) = —sen(0)Bi(cos(), sen(8)) + cos(8) B3 (cos(8), sen(8)),
C4(0) = cos(#)Bi(cos(0), sen(#)) + sen(8)B3(cos(h), sen(h)).
Los demas componentes se obtienen de aplicar el teorema de Andronov Hopf, supo-

niendo que para el sistema (17) existe una transformaciéon que lo reduce al sistema
lineal:

X'=A(WX + F(X, p),

con la matriz y la funcién como:

P ( BY(w1,a2,00)  BY(wr,a2,40) + O(lal!) ) |

B%(afl,l‘z, 1) Bgz,(xlax%:M) + O(|$|4)

Los demés componentes y constantes que se encuentran presentes en el teorema
estan explicitos en la bibliografia ya indicada.
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8.2 Bifurcacion en un modelo con estructura sexual

En esta parte se presenta un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias con
el fin de describir el modelo depredador-presa con estructura sexual, los correspon-
dientes resultados y sus demostraciones se pueden encontrar en [11]. El modelo que
se estudia ahi es:

CZ—T =b1f —dym — oeyma (18)
df

ai f(B—caxz)

ccli_atc =x(—a+ ocom + caf),

donde o es el coeficiente de favoritismo sexual, o > 1 significa que el depredador
prefiere depredar presas masculinas a presas femeninas, 0 < o < 1 significa que el
depredador prefiere presas femeninas a presas masculinas, y o = 1 significa que no
hay favoritismo sexual.

El sistema tiene puntos de equilibrio de la forma:

aby a(d1 + O’ﬁ) E)
ca(dy +oby +08) co(dy +oby +08) 1 )

* * * *
E*=(m* f*a%) = <
A continuaciéon se presenta un teorema que relaciona el sistema indicado.

Teorema 8.2. El punto de equilirio positivo E* del sistema (18) es asintdoticamente
estable localmente cuando o > 1, e wnestable cuando 0 < o < 1. Existe un valor
critico, og = 1, tal que ocurre una bifurcacion de Hopf en o = oy para o decreciendo,
esto es, existe una drbita periddica no trivial del sistema anterior si o € (o0g—e,00).

Por otra parte, el fendémeno de la bifurcacion se presenta a menudo en mo-
delos que presentan retardo, este retardo aparece en algunos modelos bioldgicos.
Supongamos que la reproduccion del depredador después de depredar la presa no
es instantanea y requiere algtin tiempo discreto de retardo para su gestacion. Un
modelo ya estudiado en donde aparece un retardo es:

C;—T =bif —dim — ocyma (19)
d

d_J; = f(B8—cax) (20)
Z—f = —xa—ocom(t —T)x(t — 1) + cof (t — T)x(t — 1),
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donde 7, (7 > 0) es el periodo de gestacion de la presa.

La aparicion de un retardo en el sistema de ecuaciones, da origen al estudio de

un problema més dificil puesto que los espacios en donde se realiza el analisis son de
dimension infinita, y el estudio de estos espacios por su complejidad, quedan fuera
del alcance de este escrito.
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Capitulo 3

Una aproximacion geométrica al calculo diferencial

José Juan Angoa Amador, Fernando Cocoletzi Adame
FCFM BUAP

Resumen

En este trabajo desarrollamos algunas ideas que formalmente pueden sustituir
al concepto de limite; con la ventaja adicional de que son més intuitivas. Cuan-
do una definicion matematica apela a protagonistas geométricos, en general se
cree que es mas intuitiva, ya que la imagen es mas sugerente que el concepto. La
motivacion principal de este trabajo se encuentra en [3], pero la sistematizacion
y organizacion de los principales resultados es obra de los autores. Este trabajo
puede ampliarse hasta constituir una visiéon integra del célculo diferencial. Tal
vez esto pueda generar algunos discursos alternativos en la ensenanza del calcu-
lo, tal vez sblo sea una informacién recreativa para los matemaéaticos; cualquiera
que sea el caso, esperamos divierta al lector.

1 Preliminares

Para leer este texto bastan los conocimientos adquiridos tras la lectura del libro
Matemdticas Elementales [2] o en general un curso de matematicas bésicas uni-
versitarias. Es recomendable, a manera de comparacion, seguir una presentacion
clasica de lo que aqui se presenta, por ejemplo en [1].

Una de las ideas fundamentales de las matematicas es la nociéon de conjunto.
De hecho, el proceso mediante el cual se encuentran relaciones entre objetos, y por
tanto, se agrupan en colecciones, constituye una de las bases esenciales sin las cuales
seria imposible el pensamiento humano.

A lo largo de este escrito, se emplearé la notacion usual de la teoria elemental de
los conjuntos. Asi, A C B significa que el conjunto A es subconjunto del conjunto
B, es decir, que cada elemento del conjunto A es también elemento del conjunto
B. La igualdad entre dos conjuntos A y B ocurre cuando y solo cuando A C By
B C A.

Existen métodos elementales de creacion de conjuntos a partir de otros. Los mas
conocidos se muestran sucintamente y sin mayor explicacion.
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Si Ay B son dos conjuntos, se definen:

i) El conjunto union de Ay B, AUB = {x | x € Aoz € B}. En este caso,
la disyunciéon “o” significa que el elemento puede estar en uno de los dos
conjuntos, en el otro o en ambos.

ii) El conjunto interseccion de Ay B, ANB={x|x€ Ay x € B}.
iii) El conjunto diferenciade Ay B, A\ B={zx |z € Ay z ¢ B}.

iv) El conjunto vacio se denota por (.

1.1 Producto Cartesiano

Las operaciones elementales con conjuntos, es decir, formas de combinar elementos
de algunos conjuntos para formar otros, son usualmente insuficientes para las apli-
caciones. Conviene introducir el concepto de Producto Cartesiano de dos conjuntos.

Definiciéon 1.1. Dados dos conjuntos no vacios A y B, se define el Producto
Cartesiano de A por B como:

AxB ={(a,b) |ac Ay be B}.
Donde se acepta que
(a,b) = (c,d) siy solosia=cyb=d.

Definiciéon 1.2. Sean X e Y conjuntos no vacios. Una relacién de X sobre Y es
cualquier subconjunto de X xY.

Nombres especiales se reservan para cuando estos subconjuntos son el conjunto
vacio o X XY completo. A la primera relacién se le llama nula y a la segunda,
universal.

Para referirse a los elementos que pueden figurar en las primeras o segundas
componentes de algtin par en la relacion, se emplean los siguientes conceptos.

Definiciéon 1.3. Sean X e Y conjuntos y R una relacion de X sobre Y.

- El Dominio de la relacion es el conjunto

Dom(R) ={a€eX | b€ Y con (a,b) € R}

-+ La Imagen de la relacion es el conjunto

Im(R) ={b€Y| Jda€ X con (a,b) € R}
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-+ Sia € Dom(R), se denotara por Rla] ={y €Y | (a,y) € R}

Asimismo, si (a,b) € R, se dird que “a esta relacionado con b mediante la relacion
R”.

El concepto de relaciéon es extremadamente fructifero, y aqui se empleard para
definir otro concepto importante: el de funcién.

Definicién 1.4. Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Una relacion F' de X sobre
Y se llama una funcién de X en Y si y solo si satisface:

- Dom(F) =X
-+ Siempre que (z,y) € F'y (x,2) € F, entonces y = z.

Como es usual, se denotara a la funciéon F' junto con los conjuntos X e Y de la
definiciéon de la siguiente manera F : X — Y.

Note el lector que cada que se tome un elemento, a € X, al ser I’ una funcion,
a € Dom(F) y existe un tnico par (a,b) € F con a en su primera componente.
Puede entonces decirse sin ambigiiedad que b es la imagen de a bajo F' (o que b es
el valor de F en a), escrito mediante la identidad b = F'(a).

Note también que para que dos funciones f y g sean iguales, es necesario y
suficiente que sean iguales sus dominios y que Ya € Dom(f) : f(a) = g(a), es decir
que cada funcion esta determinada por la correspondencia a — f(a).

La notacién para la imagen de un elemento bajo una funcién es muy 1util para
definir con simplicidad una operaciéon entre funciones de gran importancia.

Definicién 1.5. Sean f : X — Y y g : Y — Z dos funciones. Se define la
composicion de f con g, go f: X — Z por: Vae X :(go f)la) =g(f(a)). El
simbolo g o f se lee como f seguida de g o también como g enseguida de f.

La definicion dada para una funcion refleja la idea de una regla que asigna a cada
elemento de un conjunto otro elemento de otro conjunto (sin excluir la posibilidad
de que sean los mismos).

El concepto de funcién es tan general que no parece posible poder clasificarlas
a todas; sin embargo, un primer criterio de interés es el siguiente:

Definicién 1.6. Sea f: X — Y una funcién. Se dice que:

- f es inyectiva si y solo si elementos distintos de X tienen distintas imégenes

bajo f.
- f es suprayectvia si y solo si Im(f) =Y.

- f es biyectiva si y solo si es suprayectiva e inyectiva.
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1.2 Los niimeros reales

Una buena parte de las matematicas hace uso de conjuntos dotados de operacio-
nes aritméticas elementales, llamados campos. Un primer ejemplo de campo es el
conjunto de ntimeros reales, cuyas operaciones de suma ( representada por +) y pro-
ducto ( representado por - aunque usualmente se omite ) satisfacen las siguientes
propiedades.

- Se cumple que la suma y el producto son asociativos y conmutativos, pues
para cualesquiera elementos a,b,c € A, (a+b)+c=a+(b+c), (ab)c = a(bc),
a+b=b+ay ab=ba.

- Existen elementos neutros para la suma y el producto, el 0 y el 1 (diferentes
entre si), tales que, para cualquiera € A:0+a=ay la=a

- Para cualquier elemento b € A, existe otro ¢ € A tal que b + ¢ = 0. Ademas,
si b # 0, también existe otro elemento d € A tal que bd = 1.

- El producto se distribuye respecto a la suma, es decir que para cualesquiera
a,b,ce A:a(b+c) =ab+ ac.

El lector sabe bien que el hecho de poder resolver, conociendo a, la ecuaciéon a+b = 0
y ac = 1 si a es distinta de 0, permite definir la resta y divisiéon. La notaciéon en
estos casos es a b= —a (b es el opuesto de a) y ¢ = a~! (c es el inverso de a).

El campo de los niimeros reales ademas de ser un sistema numérico, posee un
orden, puesto que existe en él un conjunto de niimeros positivos que satisfacen lo
siguiente:

- Todo ntimero real es positivo, o su opuesto es positivo, o es el 0. Cumpliéndose
solo una de las tres posibilidades.

- El resultado de operar dos ntimeros positivos mediante la suma y el producto
es también positivo.

Es posible probar que un niimero es positivo si y solo si es mayor que cero,
aceptando la siguiente definicion de ser mayor que: se dice que a es mayor que b si
y solo si a — b es positivo.

El aspecto mas significativo del sistema de nimeros reales (en adelante denotado
por R) es que es completo. La afirmacion anterior encuentra su formulacion precisa
a través del siguiente axioma:
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Axioma del Supremo. Dado un subconjunto no vacio de los niimeros reales, A,
para el que existe un nimero a € R tal que A C] — 00, a, existe un nimero minimo
b con la propiedad de que A C] — oo, b], es decir cualquier otro con esta propiedad
es mayor o igual a b.

Una forma de exhibir el sentido de la frase “R es completo” es refiriéndose a
ellos como el continuo de los nimeros reales, motivados en la convenciéon familiar
de asociar un tinico ntmero real a cada uno de los puntos de una linea recta, infinita
y que se extiende en sus dos sentidos.

Al aceptar esta correspondencia uno a uno entre los nameros reales y los puntos
de una recta, resulta natural tomar prestada la terminologia geométrica para refe-
rirse a los elementos de R. Por ejemplo, a cada ntimero real se le suele llamar punto
en R. Un ntmero menor que otro se dice que esta a su izquierda, mientras que el
mayor se dice a la derecha del menor. Si para tres ntimeros a,b,c € R se cumple
que a < b < ¢, se dice que b esta entre a y c.

Los segmentos de recta y rayos son subconjuntos de puntos importantes de una
recta y una notacion especial se reserva para ellos en términos de nameros reales.

Definicién 1.7. Sean a,b € R con a < b.

la,b) ={r e Rla<x <b} Ja,b[={zr € Rla <z <b}
Ja,b) ={z €eRla<x<b} [a,b]={z € Rla<z<b}
la,00[={r € Rla<z} ]—00,b] ={reRlx<b}

El resto de las posibles combinaciones se definen de manera analoga y a veces al
mismo R se le denota con | — 0o, o0l.

Sin mayores pretensiones que el recuperar una intuicién geométrica del lector
con respecto a los niimeros reales, se considerara que estos y los puntos de una recta
tipo denominada recta real son lo mismo.

1.3 Funciones reales de variable real

En adelante se tratara tinicamente con un tipo especial de funciones llamadas fun-
ciones reales de variable real. Se les dice funciones reales porque su imagen es algtiin
subconjunto de R y de variable real porque el dominio de la funcién es también un
subconjunto de R.

Una manera usual de representar que una funcion, f es real de variable real es
f:ACR — R, indicando que el dominio es el conjunto A y que las imagenes de
la funcién en todos los puntos de A son algunos ntiimeros reales.
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Sabiendo que los resultados de las operaciones aritméticas entre niimeros reales
ofrecen resultados tinicos, es comun encontrar funciones que especifican como ob-
tener la imagen de cada uno de los elementos del dominio mediante operaciones
aritméticas simples.

Claro esta también que para definir una funciéon no siempre se necesita (y a veces
ni es posible construir) una regla aritmética para hallar el valor de la funcion en cada
punto. Por ejemplo, es posible definir una funcién mediante el siguiente proceso: a
cada namero, x, se le asigna como pareja al niimero obtenido por sustituir todas
las cifras del desarrollo decimal infinito de x después del primer 4 u 8 por un 3.

Asi pues, funciones reales de variable
real y relaciones de R sobre R pueden con-
siderarse como las porciones del plano car-
tesiano que representan y puede hablarse
de ellos indistintamente como conjuntos
de puntos en el plano o como las reglas de
correspondencia que permiten obtener la
segunda componente de un par a partir de
la primera. Nuevamente se toma prestado
el lenguaje de la geometria analitica y se
identifican una funcién y su grafica en el
plano.

El ejemplo mas importante es quiza
el de las rectas en el plano (se dedicara
toda una seccion a su tratamiento), determinadas por un un punto (zg,yg) y una
pendiente m. El conjunto L = {(z,y) € R? | y = m(z — 20) + yo} se identifica la
funcion f : R — R definida por f(z) = m(x — x9) + yo.

La definicion de funcién dada al principio en términos de parejas ordenadas,
aunque extrana de inicio, ahora muestra una enorme bondad al considerar a las
funciones reales de variable real, puesto que, asi como los niimeros reales se identifi-
can con una recta, es usual asociar a los puntos de un plano con parejas de ntimeros
reales mediante el sistema coordenado rectangular cartesiano.

Maés atin, segun la disposicién usual de los ejes en el plano cartesiano con el eje
horizontal de izquierda a derecha 'y el vertical de abajo a arriba (ver figura 1), puede
cumplirse para dos funciones que el valor de una de ellas en un punto sea mayor
que el de la otra y asi, se dice que la primera estd por arriba de la segunda o que
la segunda estd por abajo de la primera en el punto. Esto se extiende a su vez a
conjuntos de puntos en R diciendo por ejemplo que en algin conjunto una funciéon
(o relacion) esta por arriba de otra, o entre otras dos, etc.

(xy)

Figura 1: Porcion del plano cartesiano.

Definicion 1.8. Sean Ry P dos relaciones de R en R. Sean A C Dom(R)NDom(P)
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y xg € A. Se dice que R estd por arriba o encima de P en el punto xq si cualquier
elemento de R[zg] es mayor que cualquier elemento de P[xo] (ver la Definicion 1.3).
Se dice que R estd por arriba o encima de P en A si R esté por arriba de P en todo
punto de A.

En el caso de las funciones, la situacion es mas sencilla:

Observacion 1.9. Sean f y g dos funciones reales. Sean A C Dom(f) N Dom(g)
y xg € A. f estd por arriba o encima de g en el punto zg si y solo si f(xg) > g(xo).
Asi, f esta por arriba de g en A si y solo si para toda z en A, f(z) > g(x).

1.4 Operaciones con funciones reales de variable real

Asi como se operan nimeros para obtener nuevos niimeros, se pueden operar fun-
ciones reales de variable real (en adelante simplemente funciones o funciones reales)
para obtener nuevas funciones.

Definiciéon 1.10. Sean f: ACR - Ry g: B CR — R dos funciones. Se definen:
i) Lasumade fygcomo f+¢g: ANB — R, f(x) = f(x) + g(x)
ii) El producto de fy g como fg: ANB — R, f(z) = f(z) - g(x)
i11) La resta de f menos g como f—¢g: ANB — R, f(x) = f(z) — g(x)
iv) Si ¢ es un numero real, se define cf : ACR — R, f(z) =c- f(x)

Para poder realizar un cociente de funciones, se requiere que el valor que fungira
como denominador no sea 0, asi pues, deben retirarse del dominio los puntos, =,
tales que f(xz) = 0.

i) Un punto xg € A se llama cero de la funcion (y que la funcién se anula en
xg) si f(xg) =0

it) El cociente de f entre g como f/g: AN(B\{xz € B | x es cero de f}) - R,
x> f(x)/g(x).

Funciones especiales son las siguientes:
Definicién 1.11.
- La funcién I4 : A C R — R, z — z, se llama funciéon identidad en A.
-+ Sea ¢ € R un numero fijo. La funcién ¢ : A CR — R, x + ¢, se llama funciéon

constante.
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2 Funciones lineales

Atn cuando no se tiene una definicién precisa de plano, se ha aceptado una iden-
tificacion entre los conjuntos de parejas de niimeros reales y los puntos del mismo.
Las rectas jugaran un papel muy importante en el desarrollo de este trabajo, ya
que algunas se pueden entender como la grafica de una funcién o como una funciéon.
Formalmente:

Definicién 2.1. Sea f : R — R una funcién. Si existen nimeros fijos m,b € R tales
que Vx € R : f(x) = mz + b, entonces a tal funcion se le llamara una funciéon
lineal o recta no vertical. Al nimero m se le llama la pendiente de la recta y al
numero b se le llama ordenada al origen.

Los nimeros m y b de la definiciéon caracterizan completamente a las rectas. El
siguiente teorema indica en qué sentido.

Teorema 2.2. Sean f y g dos funciones lineales definidas por f(x) = miz + by y
g(x) = max + by. Entonces, f y g son iguales si y solo si m; = ma y by = bs.

Demostracion. Cuando mi = mg y by = b la situacion es trivial. Suponiendo que
las funciones lineales son iguales, entonces Vo € R : mix + by = mox + by. En
particular my - 04 b; = mo -0+ by y asi by = by. Se tiene ahora que mix = max, y
evaluando en x = 1, m1 = mo. O

En estos términos, la pendiente de una funcién lineal proporciona informacion
sobre su inclinacién con respecto al eje X. Por ejemplo, una recta con pendiente 0
en realidad es una funciéon constante y por tanto una recta horizontal. Cuando las
pendientes son diferentes de cero, las funciones lineales ya no son constantes; sin
embargo, presentan una estricta monotonia, entendiéndose por eso que no ocurre
que sus graficas presenten cimas y valles y que su crecimiento es estricto.

Teorema 2.3. Sea f una funcion lineal no constante, definida por f(x) = mz +b.
La pendiente m es positiva si y solo si f es estrictamente creciente en R, es
decir, si x <y, entonces f(x) < f(y). La pendiente m es negativa si y solo si f es
estrictamente decreciente en R, es decir, si x <y, entonces f(x) > f(y).

Demostracion. Sea f una recta con pendiente m positiva. x < y implica que mx <
my y asi mx +b < my + b, se concluye que f(z) < f(y). Reciprocamente, si x < y
implica que f(z) < f(y), entonces y —x > 0y my + b — ma — b > 0. De aqui que
m(y —x) > 0, y por tanto m > 0. El caso m < 0 es anélogo. ]
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Las funciones lineales no constantes, a pesar de su sencillez, poseen una propie-
dad extraordinaria llamada propiedad de los valores intermedios. Para ejemplificar,
considere a la funcién identidad. Segin la definicién se trata de una funcion lineal
con pendiente 1. Dados dos nimeros x,y con x < y, f(z) =z <y = f(y), puede
tomarse un tercer nimero z entre f(z)y f(y) y, sin importar cual sea ese ntiimero
z, se cumple que f(z) = z. Por lo que f(z) < f(2) < f(y) con z < z < y. Es decir,
la recta alcanza todos los valores posibles entre dos diferentes.

Teorema 2.4. Sea f una funcion lineal estrictamente creciente. Sean x,y € R con
x<y.Siz€|f(x),fly)], entonces existe xy € |z,y| tal que f(xo) = 2

r[f(x)

Figura 2: Existe xg €]z, y[ con f(zg) = 2.

Demostracion. La existencia del punto en que se alcanza z se obtiene de un despeje,

puesto que z = f(z) ocurre cuando mzo + b = 2, que es equivalente a xg = Z=2.
Maéas atn, hasta ahora, la posicion de z resulté irrelevante y el valor xg tal que
f(xo) = z es tnico.

Como z € |f(x), f(y)], entonces % <z=b SO G quer < a9 <y O

m m

El analogo del teorema anterior para rectas decrecientes es el siguiente:

Teorema 2.5. Sea f una funcion lineal decreciente. Sean x,y € R con x < y. Si
z € |f(y), f(2)[, entonces existe xg € |x,y[ tal que f(xo) = =

2.1 Operaciones con funciones lineales

Al igual que como en el caso de las funciones reales de variable real, las funciones
lineales pueden operarse para obtener nuevas funciones lineales.
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Proposicion 2.6. Sean f y g dos funciones lineales definidas por f(x) = mixz + by
y g(x) = max + ba. Sea ¢ un nimero real.

i) f+ g es una funcion lineal de pendiente mj + mo
i1) c¢f es una funcién lineal de pendiente c¢m;
i11) f o g es una funcioén lineal de pendiente mims.

Demostracion. Sean fy g tales que f(x) = mixz + b1 y g(x) = mox + ba.

f 4+ g manda x — myx + by +mox + bo = (M1 + mo)x + (b + ba).

c¢f manda x — c¢(myx + b1) = (cmy)x + (cby).

fog manda x — ml(mgzc + b2) + by = (mlmg)x + (mlbg + bl). O

Y al igual que con ntimeros reales, pueden plantearse ecuaciones en términos de
funciones lineales.

Proposicion 2.7. Sean f y g funciones lineales arbitrarias. Existe una tinica recta
no vertical h tal que f 4+ h = g, y si f es no constante, existe otra funcién lineal
tnica t tal que to f = g.

Demostracion. En el primer caso se busca que Vx € R : f(z) + h(z) = g(z), o
equivalentemente h(z) = g(z) — f(x). Es decir que la funcién buscada es tnica y es
idéntica a g — f.
Para la composicion, si f, g y t estan definidas por f(z) = m(x)+b, g(z) = nx+c
y t(x) = qx +p, entonces to f = g se cumpliré si y solo si (gm)x+ (¢b+p) = nx+c
para cualquier x, si y solo si gm =n y ¢b+ p = c. Lo anterior es equivalente a que
n

q = =y p = c—qb, es decir, la recta es tinica y definida por t(z) = *x+c—"b. O

2.2 Intersecciones entre rectas

Cuando se tienen dos rectas en el plano, pueden o no existir intersecciones entre
rectas. No es dificil convencerse de que el nimero de intersecciones esta condicio-
nado por la direccion de estas, puesto que por ejemplo, si ambas tienen la misma
pendiente y son de hecho diferentes, la intersecciéon entre ellas es el conjunto vacio.

Teorema 2.8. Sean f y g dos funciones lineales diferentes. La interseccion de ellas
contiene a lo mds un unico elemento. Ademds, dicha interseccion es el conjunto
vacio st y solo si las pendientes de las rectas son las mismas.

Demostracion. Sean fy g definidas por f(z) = mx + by g(x) = nz + ¢ funciones
lineales distintas. Un par (zg,yo) pertenece a la interseccion si y solo si satisface
ambas ecuaciones, es decir, si mxg + b = yg = nxg + ¢, que es equivalente a que

Matematicas y sus aplicaciones 6, Capitulo 3, paginas 57-106



Una aproximacion geométrica al célculo diferencial 67

(m —n)xg = ¢ — b. Si m # n entonces xy = ncl__?l es el tnico punto que satisface

ambas ecuaciones, es decir, es el Gnico punto en la interseccion. Si m = n, al ser f
y g distintas, ¢ # b por el Teorema 2.2; pero 0 = ¢ — b, lo cuél es una contradiccion

obtenida de suponer que algin punto satisface ambas ecuaciones. ]

Es decir, dadas dos funciones lineales con pendientes diferentes entre si, puede
garantizarse la existencia de un tnico par (xg, yo) que pertenece a ambas. Tomando
un punto a a la izquierda y otro b a la derecha de x(, las rectas determinan una
region del plano en forma de mariposa.

Las regiones de esta forma tendran un papel protagénico en el desarrollo de las
ideas siguientes, puesto que fungiran como testigos de la posibilidad de “acercarse”
al par (xg, yo) mediante una relaciéon, siempre que este contenida dentro de ella.

Para definir estas regiones se requiere conocer a la interseccién de ambas rectas,
asi que un primer paso serd dar una expresion para las rectas dado el punto de
interseccion.

Teorema 2.9. Sea f una recta que contiene a (xo,yo) y que tiene pendiente m,
entonces , Yx € R: f(x) =m(x —xz9) +yo, y f es unica.

Demostracion. Sea f la funcion lineal que pasa por (zg, o) con pendiente m. En-
tonces f esté definida por la expresion f(z) = ma + b. Sabiendo que yo = mzg + b,

entonces b = yo — mxy, asi que f(x) = mz + yo — mzy o equivalentemente f(x) =
m(x — xg) + yo. La unicidad es inmediata. O

Definicién 2.10. Sean f y g dos funciones lineales definidas por f(z) = m(z —
x0) + Yo y g9(x) = n(x —x0) + yo con m > n. Sean a,b € R tales que a < zy < b. Se
define el ala izquierda de la mariposa desde a entre f y g como el conjunto

Ma(f,9) = {(z,y) € R? | w €]a,z0] v f(2) <y < g(x)}.

Se define el ala derecha de la mariposa hasta b entre f y g como el conjunto

M(f,9) = {(z,y) € R? | x €]zo,b[ y g(z) <y < f(2)}.

Por dltimo, la mariposa de a a b entre f y g es el conjunto

ML(f,9) = Mu(f,9) UM (f,g).
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—

Figura 3: Region de mariposa.

3 Rebase

El hecho de poseer una identificacion directa entre funciones y ciertas regiones del
plano, provee de una posibilidad tedrica de plantear problemas de naturaleza geomé-
trica en términos relacionales. Por ejemplo, considérense a la relacion circunferencia
unitaria: {(z,y) € R? | 22 +y?> = 1} y a su tangente en el par (0,1), definida por
L(x) = 1. Para obtener una funcion a partir de la circunferencia unitaria, se puede
eliminar la porcion de ella que esta por debajo del eje de las abscisas, resultando
en la funcion definida por f(x) = v/1 — 22, una semicircunferencia.

En general, para una circunferencia dada, las rectas que son tangentes a ella en
algin par solo comparten con la misma el par de tangencia. Esta imagen es tan
familiar que una frase compacta la tradicién que se ha formado en torno a ella:
“Recta tangente es aquella que toca a la curva sin cortarla’.

FEuclides, desde aproximadamente el 300 a.C. hizo una observacién interesante
en sus Elementos (Libro III, proposicion 16) referente a la tangencia a una circun-
ferencia.

La recta trazada por el extremo de un didmetro de un circulo formando
angulos rectos (con el mismo) caeré fuera del circulo, y no se interpondrd
otra recta en el espacio entre la recta y la circunferencia . . .

Si se consideran todas las rectas que contienen al par (0,1), estas estan deter-
minadas por expresiones de la forma L,,(x) = m -z + 1. La tangente en (0,1)
corresponde al caso Lo(x) = 0-x+1 = 1. Asi que, segtin Euclides, deberiamos espe-

'La grafica de L(z) contiene a (0,1) & L(z) =ma+by L(0)=1< 1=by L(z) =mz+1 &
L(z) = Ly (x) = mx + 1.
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Y Y
K
L/
J —
(0,1) 0,1)
(0,0) X (0,0) X
Figura 4: Representacion de J. Figura 5: Representacion de K.

rar que el resto de ellas no se encuentren entre la semicircunferencia, f y la tangente,
Lg. ;Cual es entonces su posicion relativa con respecto a la circunferencia?

Para dar respuesta, primero considere el lector a la seccién del circulo unitario
que estd por arriba del eje horizontal J = {(z,y) € R? | 22 +y?> < ley > 0}
(figura 4) y note que se encuentra por debajo de f en | — 1, 1[. Asimismo, considere
la relacion K = {(z,y) € R? | 22 +y?> > 1y — 1 < z < 1} (figura 5), observe
que esté por arriba de f en | — 1,1[ como también Ly esta por encima de f en

] =1, 10\{0}).

Caso I. m < 0. Para que una pareja, (x,y), de la recta definida por L,,(z) =
mx + 1 se encuentre también en la circunferencia unitaria, debe cumplirse que

x2+y2:1 y=mx+1
De este modo se obtiene
2 + (m?x? + 2mx + 1) = 1,

resultando en

z2(1+m?) +2mz =0 (1)
que es equivalente a que x =00 x = ﬂ%(> 0).
Sea ¢ = ml’n{l,lf—m”é}. Si x € |0,c|, entonces x € ]O,l_f—m"g[ yasi 0 < z y

(14+m?)z +2m < 0, de donde (1+m?)z? +2mx <0y (1 +m?)z? +2mz+1 < 1,
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por lo que (z,mx + 1) estda en J. Segun las observaciones anteriores, en |0, c|, la
recta esta por debajo de f.

Por otro lado, siempre que z €] — 1,0[, ocurre que 2mz > 0y asf (1 +m?)z? +
2mx+1> 1y (z,mx+ 1) € K. Asi se obtiene que en |0, 1] la recta esta por arriba
de f.

Caso II. m > 0. Se puede hacer un anélisis similar para concluir que en | — 1,0]
la recta definida por L,,(z) = mz + 1 (m > 0) esta por abajo de f, mientras que
existe un namero d > 0 tal que en |0, d[, f esta por arriba de L,,. Comience notando
que para encontrar las intersecciones de la recta y f, se debe resolver la ecuacion

(1).

wn). - y=1 oL y=1

- -
- <
(-2mA 1+m2) (=20 ) K 1 +m?)+1) SNSC2nA T ) (- 2m? N T em?)a 1)
- o -~
- ~
- ~
- ~
-
- ~ -~
2,0, (x ~
- (0,0 X om - X
-~ - -

~

xty?=1 x24y?=1

Figura 6: Pendiente positiva. Figura 7: Pendiente negativa.

Se evidencia del anélisis y con ayuda de las figuras 6 y 7, que cuando se toman
rectas que pasan por un mismo punto de distintas pendientes, existe un cierto rebase
entre las rectas y la circunferencia.

Para clarificar la nocion de rebase, considere a dos rectas con pendientes dife-
rentes y que pasan a través de un mismo puntoQ. Se espera, como muestra la figura
8, que la recta con pendiente mayor rebase a la que tiene pendiente menor.

Dadas las pendientes fijas m1, ms € R con mo > m; y el punto de interseccion
(z0,Y0), las rectas correspondientes son [1,ly : R — R definidas por

li(x) = mi(z — x0) + Yo

lg(x) = mg(:c - ZCQ) + Yo.

2El de que dos rectas tengan pendiente diferente implica que estas tienen una interseccién no
vacia que consiste en un tunico punto (Teorema 2.8)
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T

Figura 8: Rectas intersecadas.

Evaluando su diferencia Iy — {1 : R — R:
[m1(z — xo) + yo|] — [ma(x — z0) + yo] = (M2 — mq)(x — x0)

Siendo que ma > myq, se tiene que mg —my > 0 y asi, el signo del producto al que
se redujo Iy — [1 estd completamente determinado por el signo de z — x:

e x<xzy = x—x0<0 = lIh(z) <li(x)
e x>z = x—x9>0 = la(x) > li(x)

Es decir, la recta que se esperd que rebasara toma valores menores que la rebasada
a la izquierda de su interseccion, y mayores a su derecha (Vea la figura 8).

3.1 Rebase de funciones

Con la motivacién anterior se define el rebase de funciones:

Definiciéon 3.1. Sean f: ACR —- R, g: B CR — R, dos funciones y g € R. Se
dice que f rebasa a g en xg (g es rebasada por f en xg) siy solo si existen nimeros
reales, a y b, con a < xg < b tales que |a,b[ \{zo} CANB y:

) Vx € (a,x0) : g(x) > f(x)
=) Va € (wo,b) : f(x) > g(x).

Ahora hay que realizar unas observaciones urgentes:
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i) Asi como se emplea la palabra rebasar, cualquier sinonimo sirve para referirse
a la misma situacién, como adelantar o superar. Esto se aplica a la mayoria
de los términos empleados a lo largo del texto.

i1) La condicion de que el conjunto no vacio |a,b[ \{zo} esté contenido en ambos
dominios garantiza que las funciones estan definidas en tal conjunto.

ii1) Los conjuntos de la forma |a, b[ \{zo} se llaman vecindades agujeradas de
xo y cuando estan contenidas en el dominio de alguna funcién, se dice que
esta estd definida para valores cercanos a x.

iv) La definicién de rebase puede reescribirse entonces de esta forma:

Definicion 3.1 Sean f: ACR — R, g: BCR — R, dos funciones y xg € R. Se
dice que f rebasa a g en xg si ambas estan definidas para valores cercanos a xqy y
existe una vecindad agujerada |a,b[ \{xo} tal que:

-) Enla,xq], f estd por abajo de g
) En)xo,b|, f estd por arriba de g.

Ejemplo 3.2. Considere una carrera de caballos, en la que dos de ellos van a la
cabeza. Se trata de un alazan que va por delante de un albino por aproximadamente
dos cabezas. De pronto, casi al llegar a la meta, el sofocado alazan experimenta dolor
de caballo por tragar demasiado aire y reduce un poco su velocidad. Esta situacion
la aprovecha el jockey del albino, que le exige a su caballo y por casi nada logra
ganar la carrera.

Si se construyen las funciones que asocian la posicion de los caballos a cualquier
instante de tiempo durante la carrera, la funcién que representa la posicion del
albino rebasa a la del alazén en el instante en que estan cabeza con cabeza. Caballo
que alcanza. . .rebasa y gana.

A diferencia del ejemplo de los caballos, en el que estos tuvieron que estar cabeza con
cabeza para que uno pudiera adelantar al otro, segiin la definicién no es necesario
que haya intersecciones entre las funciones que se comparan, puesto que el punto
en donde ocurre el rebase no tiene siquiera que estar en su dominio.

En cualquier caso, las proposiciones acerca del rebase estan en términos de
funciones que estan por arriba o abajo de otras, que a su vez se enuncian como
desigualdades de ntimeros reales. Resultados previsibles son los siguientes:

Proposicion 3.3. Sean f,g,h, y k funciones reales de variable real tales que un
intervalo no vacio ]a, b| esta contenido en su dominio. Si f esta por encima de g y
h esta por encima de k en |a, b|
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1. f+ h esté por encima de g + k en |a, b|.
2. —f esta por abajo de —g en ]a, b|.
3. Si ¢ es un nimero real positivo cf esté por arriba de cg en |a, b].

4. Si]e,d| es un subintervalo no vacio de Ja, b[ en que f y g estan por arriba del

eje horizontal (para todo x €]c,d[, f(x) > 0), g(x) > 0) % esta por abajo de

é en |c, d|.

5. Si f esta por arriba de g y g esté por arriba de h en ]a, b], entonces f esta por
arriba de h en ]a, b[.

6. Si e, d[ es un subintervalo no vacio de ]a, b[ en que f,g ,h y k estan por arriba
del eje horizontal, fh esta por arriba de gk en |c, d|.

Demostracion. Todo es practicamente inmediato de las definiciones de estar por
arriba y por abajo. El inico punto que tal vez requiera mayor atencion es el cuarto:
Como f esta por encima de g en |a, b[, Vx € Ja,b[ : f(x)>g(z). Por otro lado, segtin
las hipotesis Vz € Je,d[ @ f(z) > 0y g(x) > 0. Al ser |e,d[ C Ja,b], Vx € ¢, d] :

f(z)>0, g(z)> 0y f(z)>g(x). De ahi que Vzx € ]c,d] : ﬁ<ﬁ. O

En la demostracion se uso el hecho de que dados dos intervalos en los que se
cumplen diferentes propiedades, si la intersecciéon es no vacia, en ella se cumplen
todas ellas. Con mayor precision:

Sean a, b, c,d y xo nimeros reales que satisfacen a < xg < b, ¢ < xg < d; para las
que son verdaderas ciertas proposiciones 2,5, & y ©, sobre x:

Vo €la, zo[: A(x) Vax €]xg,b[: B(x)
Va €le, zo: €(x) Va €]z, d[: D(x).

Al tomarse o = max(a, c), asi como = min(b, d), se advierte que |a, z¢[Cla, xo],

]Cka xO[g]Q .I’o[, ].To, B[Q]x()a b[ y ]330, B[g]x(b d[
Por lo anterior, son validas las proposiciones:

Vo €la,zol: (A(z) y E(x)) y Vo €lxg, S (B(z) y D(x))

Por tal motivo, dadas dos vecindades agujeradas en torno a un mismo punto, siem-
pre es posible elegir una vecindad especial y referirse a ella como una vecindad
que atrapa las propiedades de las otras dos, y respectivamente a sus parte
izquierda y parte derecha.

Dicho esto, una consecuencia de la proposiciéon anterior es el siguiente teorema
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Teorema 3.4. Sean f : ACR - R, g: BCR —=>R,h:CCR — R,
k:D CR — R funciones con la unica condicion de que existe xg, un niumero real
en el que f rebasa a g y h rebasa a k. Entonces:

1. f+ h rebasa a g+ k en xq
(—g) rebasa a (—f) en xg

Si ¢ es un numero real positivo, entonces cf rebasa a cg en xg

Si existen numeros a,b € AN B tales que f y g estdn sobre el eje horizontal

en la,b[\{zo}, entonces % rebasa a % en xg.

5. Si existen numeros a,b € AN B tales que f,g,h y k estdn sobre el eje hori-
zontal en |a,b[\{zo}, entonces fh rebasa a gk en xy.

Demostracion. (1) Sean f, g, h y k funciones tales que f rebasa a g en g y h rebasa
a k en xg. Existen entonces a,b,c,d € R con a < xg < by c < xg < d tales que:

En |a, x|, f estd por abajo de ¢ En |c, x|, h esta por abajo de k
En |z, b, f esta por arriba de ¢ En ]xg,d|, h esta por arriba de k.

Sea |a, B [\{xo} una vecindad que atrapa las propiedades de las otras dos. Entonces
- En Ja, x|, f esta por abajo de g y h esta por abajo de k
- En ]z, B[, f esta por arriba de g y h esta por arriba de k.
Por el punto 1 de la Proposiciéon 3.3
- En Ja, zo[, f+ h esta por abajo de g + k
- En Jzg, B[, f + h esta por arriba de g + k.

(4) Sean f y g tales que f rebasa a g en g y ¢,d € R con ¢ < zy < d que
satisfacen que en |c,d[\{xo} f y g estan sobre el eje horizontal. Dado el rebase,
existen a,b € R con a < g < b tales que

En |a, zo[, f estda por abajo de ¢ En Jzg, b], f esta por arriba de g.
Sea |a, 8 [\{xo} una vecindad que atrapa las propiedades de las otras dos. Entonces
- En Ja, zg[, f esta por abajo de g y ambas estan por arriba del eje horizontal
- En |z, B[, f esta por arriba de g y ambas estan por arriba del eje horizontal.

Por el punto 4 de la Proposiciéon 3.3
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1

- En Ja, x|, = esta por abajo de 7

Q [=

- En ]z, 4], é esta por arriba de % O

La escritura de las demostraciones de los puntos restantes de la proposicion es
similar y se aconseja para habituarse al tratamiento de la definicion.

Otro resultado de gran importancia es el siguiente:

Teorema 3.5. Si una funcion, f, rebasa a otra funcion, g, en xg; y esta a su vez
rebasa a una tercera, h, en el mismo punto, entonces f rebasa a h en xg.

Demostracion. Sean f, g, y h funciones tales que f rebasa a g en xy y h rebasa a
k en xqg. Existen entonces a,b,c,d € R con a < zg < by c < xp < d tales que:

En |a, x|, f estda por abajo de g  En |c, z¢[, g esta por abajo de h
En |z, b, f esta por arriba de ¢ En |zg, d[, g esta por arriba de h.

Tomando una vecindad agujerada |e, f[{xo} que atrape las propiedades de las otras
dos

- En Je, zo[ f esta por abajo de g y g esta por abajo de h
- En ]xg, f| f esta por ariba de g y g esté por arriba de h.
Por el punto 5 de la proposicion 3.3:
- En Je, zo[ f esta por abajo de h
- En ]z, f[ f esta por ariba de h. O

A lo largo del paragrafo anterior, se analizaron cuestiones relativas al rebase
de funciones en puntos. En particular, se prob6 que existen funciones tales que si
sus grafos se intersecan, alguna de ellas rebasa a la otra (caso de las rectas con
diferentes pendientes).

Naturalmente, no ocurre que siempre que las graficas de dos funciones se inter-
secten, alguna de ellas rebase a la otra en el punto de interseccion: esto se exhibio
en la primera parte considerando la circunferencia unitaria y su tangente horizontal
en (0,1).

Un asunto mas interesante en que se husmeara aqui es: dada alguna funcion real
definida en un intervalo, para cualquier punto en su dominio, ;bajo qué condiciones
es posible encontrar una recta que la rebase en ese punto?
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flx)=1x|

Figura 9: Esbozo de la funcién valor absoluto.

Ejemplo 3.6.

(1) La funcién valor absoluto.

Considérese la funcion f : R — R definida por:

fx) =

—x st <0

{x st x>0

El valor de f en x se denota usualmente por |z|.

En cada punto del conjunto R \ {0}, el anélisis de rebase por rectas puede
transcribirse, palabra por palabra, del realizado para las rectas mismas, puesto que
para cada x que satisface x < 0, f coincide en una vecindad agujerada con la funciéon
que determina la recta que pasa a través del origen y que tiene pendiente igual a
—1. De forma semejante, para los valores x’ que satisfacen ' > 0, se observa la
coincidencia entre esta funciéon y la funcion identidad en alguna vecindad. Vea la
Figura 9.

Con base en este comentario, considérense las funciones

L:R—-R Li1:R—-R Ly:R—R
T — 2T T —x Tr+— —x

Las tres funciones contienen al origen (0, 0), asi que, empleando el teorema de rebase
de rectas: L rebasa a L1 y a Ly en 0. Asi que existen a,b € R con a < 0 < b, tales
que

En |a,0[, L esta abajo de L4 En 0, b[, L esta arriba de L;.
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Asi mismo, existen ¢,d € R con ¢ < 0 < d, tales que
En ]c, 0], L esta abajo de Lo En ]0,d| L, esta arriba de Lo.

Sea |, [\{zo} una vecindad agujerada que atrapa las propiedades de las anteriores:
En ]Ja, 0], L esta abajo de Lo En ]0, 5[, L esta arriba de L;.

Por otro lado, cuando z €|a,0[, La(z) = |x|; y si « €]0, B[, Li(x) = |z|. Asi se
tiene:

En o, 0, L esta abajo de f En 0, 8], L esta arriba de f.

De este modo, la funciéon L rebasa a la funcién valor absoluto en 0. El uso de
las desigualdades omitidas:

En ]a, 0, L esta abajo de L En ]0, 5[, L estéa arriba de Lo.

termina probando de paso que la recta definida por T'(z) = —2x es rebasada por la
funcién valor absoluto en 0.

(2) La funciéon de Dirichlet.

Durante los estudios de preparatoria, los estudiantes suelen enfrentarse a funciones
usuales de gran interés como las funciones lineales y los polinomios. Saliendo un
poco de esa zona de confort. ..

La funcién de Dirchlet, D : R — R esté definida por la relaciéon:

{0 st xeQ

D=1 & zer\0

Nuevamente, por practicidad se analizari a la funcién tnicamente en el punto
xo = 0. Note que no es posible dibujar con presicion la grafica de esta funcién, dada
la densidad de los conjuntos Q y R\ Q.

Para que la funcién L,, ) : R — R determinada por las constantes m y k -
definida por Ly, ;(z) = max + k- rebase a la funcién de Dirichlet en 0, se requiere
que

mx + k <0 siempre que z <0
mx + k> 1 siempre que z >0

Si la pendiente m fuese cero, ocurriria para la constante k

k <0 siempre que xz <0
k> 1 siempre que z >0
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Asi que m # 0, y para cada valor, y € R, existe un punto xyp € R para el que se
cumple: Ly, 1(z0) = v.

Sea y un numero arbitrario en el intervalo ]0, 1[. Entonces en algtn punto z1, la
recta alcanza el valor de y; pero este niimero no puede ser positivo, dado que para
todo nimero positivo, el valor de la funcién recta debe ser mayor que 1, ni tampoco
puede ser negativo porque el valor de dicha funcién para este tipo de cantidades es
menor que cero. La tinica opcidon que queda es que en cero se alcance el valor de
todos los puntos entre 0 y 1.

Las contradicciones anteriores se obtuvieron a partir del hecho de asumir la
existencia de una recta L,, ; que rebasa a la funcién de Dirichlet en el punto 0. {No
existe ninguna recta que rebase a esta funcién en 0!

Un razonamiento similar permite probar que tampoco existen rectas que sean
rebasadas por la funcién de Dirichlet en 0; y de hecho, que no existe recta alguna
que rebase o sea rebasada por esta funcién en cualquier punto sobre R.

Vale la pena hacer un comentario: aunque un dibujo o esquema jamas sustituye
a una demostracion formal, el empleo de algunos provee de una ayuda iniguala-
ble para convencerse de la veracidad de los resultados y formular argumentos que
posteriormente constituiran la demostracion.

(3) La funcién méximo entero es una funcion real definida para todos los niimeros
reales, z de la manera siguiente:

f(x)=m donde m =mix{n € Zn <z}

El valor de la funciéon en xg se denota por [zg].

Y
E—
—_—0
—0
X
—0  fwe=xl
—_—0
—_—0

Figura 10: Esbozo de la funcién maximo entero.

Note que para ntmeros no enteros, la funcién parte entera coincide en alguna
vecindad con una recta de pendiente 0. Vea la figura 10. Para cada ntiimero entero
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z, existe una funcion lineal que es rebasada por la funcién parte entera mientras
que no existe ninguna que la rebase ahi. [Sugerencia: Una recta horizontal deberia
bastar; pero si no lo ve tan claro, pueden seguirse ideas similares a las empleadas
para el anélisis de la funcién de Dirichlet|.

(4) El hecho de que dadas dos funciones, f y g tales que f rebasa a g en algun
punto xg implique que —g rebasa —f en zy tiene una interpretacion geométrica
importante. Recuerde el lector que para obtener los puntos simétricos de otros
dados respecto al eje X basta tomar los opuestos en las ordenadas. En lo sucesivo
remitase a las Figuras 11, 12, 13, 14

Y Y
\_//\ f Jon /\_//
g goN

X
I
Figura 11: f rebasa a g en x. Figura 12: Reflexion sobre eje Y.
Y Y
: _ ; _
g -foN
T~ 7 N NN
Figura 13: Reflexion sobre eje X. Figura 14: Reflexion respecto al origen.

i) Considere ahora el reflejo de las graficas de las funciones respecto al eje Y.
Para ello sirve la funcion N : R — R definida para todos los ntimeros reales x
por N(z) = —z. Si una funcién, f, rebasa a otra, g, en un punto g, entonces
go N rebasa a fo N en —x.
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flx)=1/x fix)=x?

Figura 15: Funcién definida por Figura 16: Funciéon definida por
fla) = 1. f(z) =22

ii) Considere ahora el reflejo de las gréaficas respecto al origen. Si una funcion, f,
rebasa a otra, g, en un punto xg, entonces —f o N rebasa a —go N en —x.

(5) Sea L : R — R una funcion determinada por una recta con pendiente distinta
de 0. La funcién % tiene como dominio méximo a todos los ntmeros reales salvo
el punto en que la funciéon L se anula. Geométricamente representa una hipérbola
equilatera (sus asintotas son perpendiculares entre si).

Para ver lo anterior, recuerde que si la forma de L esta dada por L(z) = mx+b
(con m # 0), se tiene que para cualquier punto distinto de _Rb, %(az) = #er y
L= (($)(x) = 0)(z— (_Rb)) Se tiene una hipérbola equildtera con centro en el par
(0, %’) y asintotas paralelas a los ejes coordenados.

Para cualquier punto, x, en el dominio de a funcién
rebasan y son rebasadas por ella en x.

(Se considerara la hipérbola definida por la ecuaciéon y = % y un punto xg
positivo. Vea la figura 15.

Considere un punto 2’ mayor que cero; pero menor que T, asimismo los pares
(:co,%) y (2/,M) con M > 2.

Tras generar la recta que los contiene se ve que que ella es rebasada por la
funcién en xg. Posteriormente puede hacerse algo similar para un valor m < %

Para probar el resultado para puntos positivos, basta para generalizar el resul-
tado a toda la hipérbola equilatera. Por tltimo note que la demostracién para este
caso particular es suficiente para los cocientes de todas las funciones lineales no
constantes si se recuerda que reemplazar x por x — a en una ecuacion es trasladar
la grafica hasta reestablecer el origen de coordenadas en (a,0).)

1

T existen rectas que la

(6) Sean Ly y Lo dos funciones determinadas por dos rectas en el plano. Cuando
una de ellas esta determinada por una recta con pendiente 0, el producto L - Lo es
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una recta, y por tanto existen rectas que rebasan y son rebasadas por este producto
en cualquier punto.

Cuando ambas estan determinadas por rectas de pendiente distinta de cero,
el resultado es una funcion cuadrdtica. Para toda funcion cuadrética en cualquier
punto, existen rectas que rebasan y son rebasadas por ella. Para esto recuerde que
las funciones cuadraticas determinan parébolas en el plano.

(Bastara demostrar para f : R — R definida por la regla f(z) = 22 de la manera
siguiente: tomando la funcién h : R — R definida por h(z) = 22 — (2% +m(z — 10));
esta funciéon compara a f y las rectas a través de los pares (zg, f(xg)) para cada
xo de tal modo que si la funcién es mayor que la recta, h es positiva y viceversa.
h puede reescribirse como h(x) = (z — zg)(x + g — m). El segundo factor toma el
valor de 2xg — m en xy. Aprovechando el cambio de signo cuando se toman = < xg
y © > xg en el primer factor, se puede saber cuando f es mayor o menor que la
recta cuando m toma valores distintos a 2x.

Esto es suficiente para cualquier funciéon cuadratica; usando a discrecion los
teoremas de rebase demostrados en esta seccion).

4 Continuidad de funciones

En esta seccidn, se propone una formalizacién de una intuicién geométrica impor-
tante: la continuidad.

Genéricamente se identifica a un trazo como continuo si este puede realizarse
sin levantar el lapiz del papel, o su equivalente dependiendo de con qué se escri-
ba. .. Dicho de otra forma, es tentador comprender a la continuidad de las funciones
como una propiedad presente en intervalos.

Considere por ejemplo a la funcion mdxi-
mo entero. Para esta funcion existen rectas que
son rebasadas por ella en cada punto entero
(marcadas en la Figura 17 con lineas puntea-
das). Aun cuando no pueda por ahora darse
una prueba; parece que cada que se tome un
intervalo que contenga a algiin entero, el trazo
de esta debe interrumpirse en él, pues el valor
de la funcién, poco antes difiere en 1 del valor
de la funciéon poco después.

Figura 17: Brechas en f(x) = [z]. El valor de 1 es completamente irrelevante,

puesto que aunque la diferencia fuera cualquier
nimero real, una brecha continuaria existiendo. Es decir, los valores de la funcion
cerca de cada niimero entero no se parecen entre si comparando puntos a la izquierda
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y a la derecha del mismo.

En el caso de la funcién de Dirichlet, trazar su grafica es una tarea no menos que
imposible, asi que en una clasificacion de las funciones con respecto a su continuidad,
indudablemente debe pertenecer a las funciones no continuas.

Ahora considere el trazo siguiente sobre el plano cartesiano. Este define una
funcion intuitivamente continua sobre el intervalo en que esté trazado. Considere el
punto O. Existen una recta que es rebasada y otra que rebasa a esta funcién en O.
Si se centra la atencion en el intervalo ]a, b[, entre las rectas verticales a través de
a y by las mencionadas, se genera una region de mariposa dentro de la cual esta
insertada la funciéon para valores cercanos a O.

Mediante sucesivas reducciones de Y
la longitud de ]a, b| alrededor de O, la
region ocupa una porcion del plano mas
pequena que “converge” al valor de la
funcion. Es decir, los puntos en la re-
gion de mariposa cada vez se parecen
més al de la funciéon en O y por ello,

no existen brechas de la funcién en el i X
punto puesto que de haberla, habria di- /
ferencia entre los valores de la funcién

cerca de O y el de O; pero esto no es
posible dado que la funcién esta dentro
de la mariposa.

Asi pues, bajo condiciones especiales, la existencia de rectas que rebasan y son
rebasadas por una funcién en un punto garantiza comportamientos ciertamente en
intervalos; pero siempre referidos al punto en que se presentan los rebases.

Con esas bases:

Definicion 4.1. Sean f : A C R — R una funcién y xp un elemento de su dominio.
Se dirda que f es continua en xg si y solo si existen tanto una recta que rebasa a f
en o como otra que es rebasada por f en xg y ambas contienen al par (zg, f(xo)).

Equivalentemente, en términos de regiones de mariposa:

Definiciéon 4.1. Sean f : A C R — R una funcion y xo un elemento de su do-
minto. Se dird que [ es continua en xqg st y solo si existe una region de mariposa
determinada por rectas | y L que contienen a (xo, f(x0)) y puntos a < x, < b tales
que Yz €la,b\{zo} : f(z) € MP(l, L) (ver definicién 2.10 de mariposa ).

Cuando una funcién no es continua en un punto se llama discontinua ahi. Por
otro lado, si A es un conjunto de nimeros reales en que una funcién es continua,
entonces se dice que es continua en A.
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Ahora que se ha puesto de relieve la importancia de las funciones lineales para
el estudio de las funciones, conviene dotarse de un pequeno arsenal de teoremas
acerca de las funciones lineales.

Teorema 4.2. Sean f y g dos funciones lineales tales que f(x) = m(x — xo) + yo
y g(x) = n(x — xo) + yo (notar que si f(xo) = g(xo), las funciones lineales son de
esta forma). Entonces, f rebasa a g en xg si y solo si m > n.

Demostracion. La prueba de que pendientes diferentes implican el rebase esta en el
analisis de rectas de la Seccion 3. Para el reciproco, note que la negacion de m > n
es m < n. Si la igualdad se da, entonces f y ¢ son idénticas; mientras que si m < n,
entonces g rebasa a f en xg, por lo que f no rebasa a g en xg. U

Corolario 4.3. Sean f y g dos funciones lineales tales que f(x) = m(x — xo) + yo
y g(x) = n(x — x0) + yo. Existen rectas h y h definidas por h(x) = k(z — x0) + yo
y h(x) = —k(x — z0) + yo tales que h rebasa a f y a g en xg, mientras que estas
iltimas rebasan a h.

Demostracion. Sean fy g como en las hipotesis del corolario y sea k > max(|m/, |n|).
Luego, k > m, k > n, m > —k y n > —k. Del Teorema 4.2, definiendo h(z) =
k(x —xzo) +yo y h(z) = —k(z — z9) + yo, se sigue el resultado de inmediato. [

Corolario 4.4. Sea f una funcion lineal. Para cualquier nimero xy existen rectas
g y h tales que g rebasa a f y f rebasa a h en xg. Es decir, f es continua en R.

Gracias al Corolario 4.4 y a los Ejemplos 3.6, (5) y (6), se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 4.5. Sean f y g dos funciones lineales, entonces
1. fg es continua en R
2. % es continua en R\ {z € R | z es cero de f}

Para garantizar la continuidad de una funciéon f en un punto xg, se solicita la
existencia de una recta que rebasa y una que sea rebasada por la funciéon en el
punto, con la particularidad de que ambas contengan a (¢, f(xp)). Una vez que
se sepa que la funcién es continua, es natural esperar, que cualquier otra recta que
rebase o sea rebasada por f en zy también contenga al par (xg, f(xq))-

Teorema 4.6. Sea f : A C R — R una funcion continua en xg. Cualesquiera rectas
que rebasen o sean rebasadas por f en xg comparten al par (xq, f(z0))-
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Demostracion. Sea L una funcion lineal que rebasa a f en xg. Como f es continua
ahi, existe otra funcion lineal L’ tal que f rebasa a L’ en xg.

Por el Teorema 3.2, el rebase es transitivo, asi que L rebasa a L’ en xg. Sean
a,b € R tales que a < g < by h =L — L, se tiene h(a) = L(a) — L'(a) < 0y
h(b) = L(b) — L'(b) > 0, asi que por la propiedad de los valores intermedios para
funciones lineales (ver Teorema 2.4), existe un tnico z €la,b| tal que h(z) = 0,
z €la, xg] porque en |a, x| L esta abajo de L. Tampoco z €]xg,b[ porque ahi h
es positiva, asi que z = x¢g y 0 = h(xg) = L(xz) — L'(x0), de modo que L(xg) =
L'(zg) = f(xg). En el caso de rectas que son rebasadas por f se procede de manera
analoga. ]

Ya se ha hecho énfasis en el hecho de que si una funcién es continua en un
punto, la diferencia entre los valores cerca de él y en él, puede garantizarse menor
entre mas estrecha sea la vecindad. Para eso sirvié colocar a la funcion dentro de
una region de mariposa. Y

De manera més precisa: si el valor
de la funcién en el punto de continuidad
es mayor o menor que otra cantidad da-
da, es posible encontrar una vecindad
que herede dicha propiedad, puesto que
la atenciéon puede centrarse en la por-
cion de la mariposa que esta por arriba ¥ 0 b X
o por abajo de la recta horizontal que /

determina el nimero dado.

Proposicion 4.7. Sean f : A C R — R una funcién continua en g y m, un niimero
real, tal que f(zo) > m (f(z9) < m). Existe una vecindad de z, Ja,8 | en que se
preserva dicha desigualdad; es decir:

Vo €la, S f(x) > m(f(x) <m).

Demostracion. Sean f una funcién continua en xy y m un nimero real menor que
f(xg). Por los Corolarios 4.4 y 4.3, existen dos funciones lineales, una h que rebasa
y otra, h que es rebasada por f en zg; siendo la pendiente de h positiva, y la de h
tal que sumada con la de h se obtiene 0. Asi h es creciente y h, decreciente.

Como m < f(xg), existen x1 < z¢ tal que h(z1) = m y xo > xg tal que
h(z2) = m, Por esta misma monotonia, VYo €|x1,zo[: h(z) > h(z1) = m y Vo €
|xo, x2]: h(z) > h(xzy) = m.

Si]e, d[\{xo} es una vecindad que garantiza el rebase de ambas rectas con f, t6-
mese una vecindad que atrape estas propiedades. Intersectandola con |z, z2[\{zo}
y nombrando a sus extremos « y 3, es cierto que:
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i) Vo €|a,zo[ : h(x) >my f(z) > h(x)

ii) Vo €]z, B[ : h(x) > my f(z) > h(z).
Considerando que f(xg) > m:

Vr €la, S f(x) > m.

El caso en que m > f(xg) es completamente analogo. ]

Como una consecuencia de este resultado, se tiene el siguiente corolario.
Corolario 4.8. Sea f : A C R — R wuna funcion continua en xg, entonces f es
acotada en alguna vecindad de x.

4.1 Operaciones con funciones continuas

La siguiente proposicion tiene la finalidad de mostrar que el realizar operaciones con
las funciones continuas en algtin punto ofrece como resultado funciones continuas.

Proposicion 4.9. Sean f: ACR —- Ry g: BCR — R dos funciones continuas
en el punto xg. Entonces:

1. —f es continua en el punto xg. Si ¢ es un nimero real, cf es continua en xg.
2. f + g es continua en xg.

3. Si g es distinta de 0 en xg, sl; es continua en x.

4. fg es continua en x.

Demostracion. La demostracion del primer inciso es sencilla y la omitiremos; pero
emplearemos ese resultado para las pruebas de los incisos siguientes.

2.

Considérense dos funciones, f y g, y un punto xg para los que son véalidas las
hipotesis de la afirmacion. Como f es continua en xq, existen Lq y Lo, funciones
lineales, tales que L rebasa a f y f rebasa a Ls en xy. De la misma manera,
existen L3 y Ly, rectas, tales que L3 rebasa a g y g rebasa a L4 en xg. El inciso 1
del teorema 3.4 garantiza que (L1 + L3) rebasa a f+gy f+g rebasa a (La+ L4) en
xo. Dado que f y g son ambas continuas, se tiene que Li(xg) = f(xg) = Lao(xg) y
Ls(z0) = g(z0) = La(xo), por lo que (L1 + L3)(x0) = (f + g)(x0) = (L2 + La)(z0).
Para finalizar basta notar que la suma de funciones lineales es una funcion lineal,
de modo que f + g es continua en xg.
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3.

Sea g una funcion continua en el punto xg tal que g(zg) # 0. Al ser g(zp) # 0y
continua en xg, existe una vecindad agujerada de xg en el que el signo de g es el
mismo que el de g(xg) por la Proposicion 4.7.

Caso I. g(zg) > 0.

Como g es continua en xg, existen una recta, h, que rebasa a g en x( y otra, l_L, que
es rebasada por g en z, siendo h de pendiente positiva y h de pendiente negativa
(Corolario 4.3). Por la observacion anterior, existe una vecindad en la que tanto L,
gy L' son positivas (jNo olvide que también las funciones lineales son continuas!),

asi que por el inciso 4 del teorema 3.4, % rebasa a % y é rebasa a % en xg. El inciso

2 del Teorema 4.5 establece que % y % son continuas, asi que existen funciones
lineales, L1 y Lo, tales que L rebasa a % y % rebasa a Lo en xg. Por transitividad
L; rebasa a é y % rebasa a Ly en xg. Ademéas, dado que g(xo) = L(zg) = L' (x0) ¥y
que los cocientes de las funciones lineales son continuos, Li(zg) = Lo(xg) = (é)(ﬂﬁo)-

Se concluye que é es continua en xg.

Caso II. g(z¢) < 0.
1

Es suficiente tomar a la funciéon —g. Se tendria que =5 ©s continua en xq y al aplicar

el inciso 1 de esta proposicion, —_Lg = % es continua en xg.

4.

Caso I. f(xzo) >0y g(zg) > 0.

Como f y g son continuas en xg, existen Ly, Lo, L3 y L4, funciones lineales, tales
que L rebasa a f, f rebasa a Lo, L3 rebasa a g y g rebasa a L4 en xg. Al ser ambas
funciones, f y g, positivas en xg, existe una vecindad de zg en que se preserva esta
caracteristica para las dos. Asi, por el inciso 5 del Teorema 3.4, (L; - L3) rebasa
af-gy f-grebasaa (Ly- Ly) en xg. El apartado 1 del Teorema 4.5 indica que
(L1 - L3) y (Ls - Lg) son continuas en xg, por lo que existen rectas, L y L' tales que
L rebasa a (L1 - L3) v (Lg - Ls) rebasa a L’ en xg. Por transitividad L rebasa a fg
y fg rebasa a L' en xg. Ademés se cumple que L'(xg) = (L; - L3)(xo) = fg(xo) y
L(xo) = (Lo - Lg)(x0) = fg(zo), por lo que fg es continua en xy.

Caso II. f(z9) <0y g(zo) > 0.
Tomando a la funcién —f y aplicando el caso anterior a —f y g, —fg es continua
en xg y por tanto, también fg.

Caso III. f(zg) <0y g(zo) < 0.
Ahora debe aplicarse el mismo resultado a las funciones — f y —¢g, ambas continuas
en xo para lograr la continuidad de fg = (—f)(—g).
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Caso IV. f(zo) =0y g(xo) # 0.

Definase ¢ : Dom(f) — R por ¢(z) = M con M > 0 arbitrario. Se sabe ya que
f+ ¢ es continua en xg (al ser fy ¢ continuas en xg) y (f +¢)(x9) = M. Aplicando
el caso I, (f + ¢)g es continua en z y asi fg + ¢g es continua en g, y como ¢g es

continua y fg = (fg+ ¢g) — ¢g, fg es continua en zg.

Caso V. f(x9) =0y g(xg) =0.
Hay que aplicar el mismo razonamiento que en el caso anterior para ambas funciones.

O

Menciéon especial merece la composicion de funciones continuas.

Proposicion 4.10. Sean f y g dos funciones tales que f es continua en xy y g es
continua en f(zg). Entonces g o f es continua en zg.

Demostracion. Con base en el Corolario 4.3, como g es continua en f(zp), existen
funciones lineales h, h tales que h tiene pendiente positiva, h tiene pendiente nega-
tiva, h rebasa a g y ¢ rebasa a h en f(zg). Por otro lado, como f es continua en z,
existen funciones lineales t,t tales que t tiene pendiente positiva, ¢ tiene pendiente
negativa, t rebasa a f y f rebasa a t en . Asi, existe una vecindad agujerada de

f(xo), ]07 d[\{f(xO)} tal que
Va €le, f(xo)[, h(z) < g(z) <h(z) y Va€lf(zo),d], h(x) > g(x) > h(z).

Como f es continua en zg y ¢ < f(zg) < d, entonces, gracias a la Proposicion
4.7, existe una vecindad de xg tal que para todo elemento x de ella, se cumple la
desigualdad ¢ < f(x) < d. Asi mismo existe una vecindad agujerada de zo en la
que se garantizan los rebases de f, t y t. Sea |a,b[\{zo} una vecindad que atrapa
las propiedades de las otras dos. De este modo:

Vr €la,xo], c <t(z) < f(x) <tlx)<d y
YV €)xg, b, d > t(x) > f(x) > t(x) > c.

Ahora se desea encontrar funciones lineales que atrapen dentro de una mariposa
a g o f para alguna vecindad agujerada de xy. Las propuestas naturales son las
composiciones hot, hot, hoty hot. Note que hot(xg) = h(t(zg)) = h(f(z0)) =
g(f(x0)), v que es el mismo valor para hot(zg), hot(zg) y hot(zg). Las pendientes
de hoty hot son positivas, mientras que las de hot y h ot negativas.

Como las cuatro funciones contienen a (xg, g(f(zo))), sean L una funcién lineal
creciente, que rebasa a las cuatro en xg y L’ una funcién lineal decreciente, que es
rebasada por las cuatro en zg. Podemos denotar a la vecindad agujerada en donde
se realiza el rebase como |ag, bo[\{zo} Cla,b[\{zo}.
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Sea x €]ag, xo[Cla, zo[, entonces ¢ < t(z) < f(z) < t(z) < d. Como

Je;d[ = le, f(zo)[ U {f (o)} U 1S (x0),d]

se tienen 3 casos.

e Si f(x) € e, f(zo)[, entonces h(f(z)) < g(f(z)) < h(f(x)). Como h es cre-
ciente, h(t(x)) < ({( r)). También h es decreciente, de modo que h(f(x)) <

ﬁ(t(:c)) Asi h(t(z)) < g(f(x)) < h(t(z)) y por los rebases con L y L/,
L(z) < go f(x) < L'(x).

e Si f(z) € ]f(x0),d[, entonces h(f(z)) < g(f(z)) < h(f(x)). Como h es cre-
ciente, h(f(x)) < h(t(:g)) h es decreciente, asi que h(t(z)) < h(f(x)). Asi
h(f(ﬂ;’)) < f(g(x)) < h(t(x)) y por los rebases con Ly L', L(x) < go f(x) <
L'(x).

e Sif(x) = f(xp), como x < xg, como L es creciente, L’ es decreciente y ademas
L(xzg) = go f(xg) = L'(x0), entonces L(x) < L(xg) = go f(xg) < L'(x). De
cualquier forma, si x €]ag, xo[: L(x) < go f(z) < L'(x).

Ahora sea x €|xg, bg[, como x €]xg,b], entonces, ¢ < t(x) < f(z) < t(x) < d.
Nuevamente se tienen los tres casos:

o Si f(z) €le, f(xo)[, entonces h(f(z)) < g(f(z)) < h(f(x)). Como h es crecien-
te, h(t(x)) < gz(f( ). h es decreciente, de modo que h(f(x)) < h(t(z)). Asi

((() x)) < g(f(x)) < h(t(x)) y por los rebases con L'y L', L'(z) < go f(x) <
L(x).

e Si f(z) € ]f(x0),d[, entonces h(f(z)) < g(f(z)) < h(f(z)). Como h es cre-
ciente, h(f(z)) < h(t(x)). h es decreciente, asi que h(t(x)) < h(f(z)). Asi
h((t(;c)) < f(g(x)) < h(t(x)) y por los rebases con L'y L', L'(x) < go f(z) <
L(x).

e Si f(x) = f(xo), entonces, como L es creciente, L' decreciente y L(xg) =
go f(zg) = L'(x0): L'(z) < go f(x) < L(x). De cualquier forma, si z €]z, bo|:
L'(z) <go f < L(z).

En resumen, si x €|ag, zol: L(z) < go f(x) < L'(x) y si x €]z, bo[: L'(z) <

go f(x) < L(x) con L(xg) = go f(xg) = L'(xg). Por ende, g o f es continua en
xIo. ]
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4.2 Continuidad en intervalos

En la primera discusion sobre la continuidad de las funciones, se mencioné que
existen caracteristicas deseables en ellas siempre que la continuidad ocurra en in-
tervalos. Esta secciéon tiene como meta el mostrar que dichas particularidades estan
efectivamente presentes en las funciones continuas en el sentido de nuestra definicion
(ver Definicion 4.1). No resulta muy complicado convencerse de que la continuidad
de las funciones en intervalos abiertos esta relacionada con la continuidad (0 com-
pletitud) misma de la recta real. De este modo, las pruebas requeriran el uso del
Axioma del Supremo en niimeros reales.

En lo que sigue, el hecho de que si una funcioén es continua en un punto, y el valor
ahi presenta desigualdad con otro ntimero real, existe una vecindad del punto en que
dicha desigualdad se preserva (Proposicion 4.7), jugard un papel muy importante,
y es que en ella puede hallarse en cierta forma la esencia de la continuidad de las
funciones.

Para el desarrollo del Teorema 4.13, es necesario comentar la continuidad a
derecha y a izquierda, para poder definir la continuidad en un intervalo cerrado;
las propiedades que se cumplen para puntos de continuidad se cumplen tambien
cuando solo existe continuidad lateral (ver Teorema 4.12).

Definiciéon 4.11. Sea f : A C R — Ry xyp € A, tal que existe a € R, tal
que [zg,a[C A. Diremos que f es continua en xg por la derecha, si existen L y T
funciones lineales tales que:

1. L(zo) = f(z0) = T(x0)-
2. Para todo x €]z, al, se cumple L(x) < f(x) < T(x).

Sea xo € A tal que existe b € R tal que |b, z9] C A. Diremos que f es continua en
xo por la izquierda, si existen L y T funciones lineales tale que:

1. L([L‘Q) = f(xo) = T(l‘o)
2. Para todo x €]b, o[, se cumple L(x) > f(x) > T(x).

Diremos que f es continua en [a,b] si f es continua en cada punto de (a,b) y f es
continua en a por la derecha y en b por la izquierda.

Teorema 4.12. Sean f: A C R — R una funcion continua a derecha (izquierda)
en o y m, un numero real, tal que f(xo) > m (f(xg) < m). Eziste una vecindad,
o, B] (Ja, 2ol ), en que se preserva dicha desigualdad; es decir:

Vo €]z, Bl(x €la, zo]) : f(x) > m (f(x) <m).
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Demostracion. Ver la demostracion del Teorema 4.7. ]

Teorema 4.13 (de Bolzano). Sea f una funcion real continua en [a,b] con f(a) <
0 < f(b). Entonces existe (al menos) un punto ¢ del intervalo (a,b) con f(c) = 0.

Demostracion. Considerando una funcién, f, con las caracteristicas de las hipotesis,
considérese al conjunto:

A :={z €la,b]|Vy € [a,z] : f(y) <0}

Dado que A C [a,b], A es acotado superiormente, ademés a € [a,b] y f(a) < 0, asi
que A es no vacio. El axioma del supremo garantiza que existe un nimero real, M,
tal que M = sup(A).

Como f es continua en b y f(b) > 0, existe un ntimero ¢ con ¢ < by Vx €
Je,b: f(x) > 0 (Teorema 4.12). En particular, si se toma el extremo izquierdo del
intervalo interseccion de |c,b[ y [a,b] y se le llama d, se tiene que d < b y que es
cota superior de A. Asi M <d<by M <b.

Como f es continua en a 'y f(a) < 0, existe un nimero e con a < e y Vx €la, e[:
f(x) < 0 (Teorema 4.12). En particular, si se toma el extremo derecho del intervalo
interseccion de |a,e| y [a,b] y se le llama g, se tiene que a < g y que g € A. Asi
a < g< M. Enresumen a < M < b. Ahora se procederéd por reducciéon al absurdo.

Caso I. f(M) < 0.

Como M €la,b[, f(M) < 0y f es continua en M, existe un nimero real « tal
que « > M y Vz €]M,a[: f(x) < 0. Como para todo = € [a, M[: f(x) < 0 (M
es supremo de A), por hipotesis f(M) < 0y Vx €|M,a| : f(x) < 0, se tiene que
Vo € [a,a[: f(x) <0,y asi M no es cota superior de A.

Caso II. f(M) > 0.

Si f(M) > 0, como f es continua en M, existe h < M tal que Va €]h, M| : f(x) > 0.
Por otro lado, tomando B =]k, M|N|[a, M], esta interseccion es no vaciay Vo € B :
0> f(x) > 0).

Agotados asi los casos, se concluye que f(M) = 0. O

Para los resultados que restan en la seccidon, se pueden obtener demostraciones
como las que se encentran en [1], y que se basan en los Teoremas 4.7 y 4.12, asi que
omitimos tales demostraciones. Los siguientes corolarios se llaman teoremas de los
valores intermedios.

Corolario 4.14. Sea f una funcion real continua en [a,b] con f(a) < f(b). Enton-
ces para cualquier nimero ¢ con ¢ €|f(a), f(b)[, existe un punto, xgy, en |a,b| que
cumple f(xg) =c
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Y

-
<

Figura 18: La funcién estd dentro de la region sombreada y alcanza maximos y
minimos.

Corolario 4.15. Sea f una funcion real continua en [a,b] con f(a) > f(b). Enton-
ces para cualquier nimero ¢ con ¢ €|f(b), f(a)|, existe un punto, zg, en |a,b| que
cumple f(xg) = c.

Teorema 4.16. Sea [ una funcion real continua en el intervalo [a,b]. Entonces f
es acotada en |a,b).

Teorema 4.17 (De Weierstrass). Sea f una funcion real continua en el intervalo
la,b]. Entonces existen puntos xg y x1 en el intervalo [a,b] (ver Figura 18), tales
que para cualquier otro punto en el intervalo, x, se cumple

fxo) < f(x) < f(1).

5 Tangentes y derivadas

Ahora que ya se ha explorado el rebase de funciones, y en particular, el rebase de
rectas no verticales ha ofrecido una singular potencia, es momento de regresar al
punto de origen de esta exposicion: el problema de las rectas tangentes.

Note que para una funciéon continua en un punto, son infinitas las funciones
lineales que rebasan o son adelantadas por ella, puesto que se sabe que al menos
existen una recta que rebasa y otra que es rebasada por la funcién en el punto y
posteriormente pueden tomarse funciones lineales con pendientes atin mayores o
menores.
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Otra forma de ver esa misma situacion es mediante regiones de mariposa, pues
siempre puede construirse una sucesion de regiones de mariposa donde cada una
contiene propiamente a la anterior y por ende, la funcién queda dentro.

Si por el contrario, se quieren observar

Y regiones de mariposa cada vez mas angos-

tas que sigan garantizando la continuidad
de la funciéon, puede procederse cerrando
la mariposa, y esperar la existencia de un
conjunto de puntos que es subconjunto de
cualquier mariposa. De hecho, mediante
la construccion de la region de mariposa
X se ha aproximado a la funcién cerca de un

punto.
/ El ancho de la mariposa depende de la
diferencia que existe entre las pendientes
de las rectas que la delimitan.

Definicién 5.1. Sea f una funcién continua en un punto xg. Se definen a los
conjuntos:

S(f,x0) = {m€R | m es pendiente de una recta que rebasa a f en xg},

I(f,z9) = {meR | m es pendiente de una recta que es rebasada porf en xg}.

Gracias al Teorema 3.4, se tiene que todas las funciones que rebasan o son
rebasadas por f en un punto donde esta es continua contienen al par (xg, f(z¢)),
de modo que puede darse una definicién alternativa de esos conjuntos.

S(f,z0) ={meR | Ly(z) = m(x — xo) + f(xo) rebasa a f en xg},
I(f,z9) = {meR | Ly (x) = m(x — x9) + f(x0) es rebasada por f en zg}.

Proposicion 5.2. Sea f una funciéon continua en un punto zy. Sean my € S(f, zo)
y ma €I(f,x0) elementos arbitrarios de sus respectivos conjuntos. Entonces se tiene
que mp > mao.

Demostracion. Es una consecuencia directa del Teorema 4.2 (de rebase de rectas)
y la transitividad del rebase. U

Asi pues, para una funcién continua f en un punto xg se tendra que:
- S(f,x0) no es acotado superiormente; pero si lo es inferiormente.

- I(f,x0) no es acotado inferiormente; pero si lo es superiormente.
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Corolario 5.3. Sea f una funcion continua en un punto xg. Entonces S(f,xo) N

I(f,.fl?o) :®

Asi, se tiene que para una funciéon f que es continua en un punto xg:

1) S(f,z0) # 0 e I(f,x0) # 0

it) S(f,xo) es acotado inferiormente e I(f,xg) es acotado superiormente

ii1) sup I(f,x0) < inf S(f,xo)

Cuando ocurre la igualdad sup I(f, z¢) = inf S(f, z¢), la aproximacién de la funcion
f en £y mediante rectas es la maxima posible, y més aiin, ese valor comin determina
la pendiente de una recta que caracteriza la direccion de f en xg.

Definiciéon 5.4. Sea f una funcién continua en un punto xg. Si ocurre que

sup I(f,zo) = inf S(f, o),

entonces se dird que f es una funciéon derivable en zg y que la derivada de f en
xq es el valor comtn anterior. Este tltimo se denotaré por f’(xp). A la recta con
pendiente f'(zg) que pasa por el par (xo, f(zo)) se le llama la recta tangente a f
en xg.

Ahora hay que apresurar un resultado que muestra la relaciéon entre este va-
lor comun y el resto: Todo valor mayor a f'(x¢) estd en S(f,zo), pues f'(zg) =
inf S(f, o). Por otro lado, todo valor menor a f'(xg) esta en I(f, xg), pues f'(xg) =

sup I(f, o)

Teorema 5.5. Sea f una funcion continua en el punto xg. f es derivable en xqg y
[ (xo) = mq si y solo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

- Vm eR: (m > mgy = existe una funcion lineal con pendiente m que rebasa
a f en xg.

-Vm €R : (m < mgy = existe una funcion lineal con pendiente m que es
rebasada por f en x.

De hecho tales funciones son de la forma m(x — o) + f(xg) en ambos casos.

Con base en el Teorema 5.5 y los resultados sobre el rebase de rectas, el siguiente
resultado se verifica:

Corolario 5.6. Sea f una recta con pendiente m. La derivada de f en cualquier
punto es igual a m.
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5.1 Operaciones con derivadas

Por ahora se han calculado la no muy impresionante derivada de una funcién lineal
y (a través del analisis de la seccion sobre rebases) de la funciéon definida por f(z) =

/(1 — x2) en el punto 0. Mas funciones derivables y el valor de sus derivadas pueden
calcularse con la siguiente proposicién, note que aunque el opuesto negativo y la
suma de rectas ofrece nuevamente rectas, este resultado facilitara el calculo de
derivadas de otro tipo de funciones:

Proposicién 5.7. Sean f y g dos funciones derivables en el punto xg.

1. —f es derivable en g y (—f) (x0) = —(f"(x0)).
2. f+gesderivable en 29y (f + g) (x0) = f'(x0) + ¢'(x0).

Demostracion. (2.) Como f y g son derivables en zg, son continuas en zg y asi
f + g es continua en xg.

Sim > f'(x0)+g'(x0), existe un ntimero positivo d tal que m = f'(xo)+g'(zo)+
d. La recta definida por = — (f'(z0) + 2)(x — x0) + f(wo) rebasa a f en z, y la
definida por z — (¢'(z0) + 2)(x — m9) + g(z0) rebasa a g en zg. Asi la suma rebasa
a f+ g, de donde la recta definida por x — m(z — x¢) + (f + g)(zo) rebasa a f+g
en ro.

Sim < f'(x0) + ¢'(x0), existe un ntmero negativo d tal que m = f'(xp) +
g'(z0) + d. La recta definida por @ — (f'(z¢) + %)(z — x0) + f(z0) es adelantada
por f en zg, y la definida por @ — (¢'(z0) + %)(z — 20) + g(z0) es adelantada
por g en xg. Asi la suma es adelantada por f + g, de donde la recta definida por
x = m(x —xz9) + (f +g)(x0) es adelantada por f + g en zg.

Asi, por el Teorema 5.5, (f + g)'(zo) = f'(x0) + ¢'(x0). O

Con la Proposicion 5.7 en la mano, es posible dar una condicién necesaria y su-
ficiente para que una funcién sea derivable en un punto basados en la aproximacion
que realiza su tangente.

Corolario 5.8. Una funcion f es derivable en xg y f'(xo) = mo si y solo si la
funcion r definida por r(x) = f(x) — [mo(x — zo) + f(x0)] cumple que r'(xo) = 0.

Note el lector que para una funciéon f, la funciéon r definida en el Corolario 5.8,
cumple que r(xg) = 0. Un ejemplo de una funcién que cumple que en x( se anula
es la definida por x — zg. Un ejemplo de una funciéon que cumple que se anula en
ro v que su derivada también se anula en zq es la definida por h(z) = (z — z0)%.
Para probarlo basta exhibir que dado un niimero positivo arbitrario, es cierto que
las funciones t,t definidas por t(x) = m(x — xg) y t(x) = —m(xz — x9) rebasa y es
rebasada respectivamente por h en xg.
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- Six € |xg — m,xol: entonces g —m < x < zpyasi —-m<z—1x9 <0< m,
por lo que m(z — zg) < (v — 19)? < —m(x — x0).

- Six € |Jxg,x0 + m[: entonces xg < x < xog+myasi—-m<0<z—1x0 <M,
por lo que —m(x — xg) < (z — 79)? < m(x — x0).

Asi, t rebasa a h y h rebasa a t en xg.

Visto esto, un resultado importante que va a utilizarse es el siguiente.

Lema 5.9. Sea v una funcion tal que r(xg) = 0 y r'(z9) = 0. Sea f una funcion
acotada en una vecindad de xo. Entonces (rf)(xzo) =0y (rf) (xo) = 0.

Demostracion. El hecho de que (rf)(xg) = 0 es obvio. Por otro lado, si f es una
funcion acotada, existen a,b,c € R tales que a <z <by Vx € |a,b[: |f(z)| <ec.
Como 7/(xg) = 0, si m > 0, entonces existe una vecindad agujerada de zg en la
que "X (x — xo) rebasa a r y esta rebasa a =" (z — z0). Tomando una vecindad que
atrapa las propiedades de las otras dos y llaméndola |j, k[\{zo}, se tiene que:

- Vo € Jj,zo Z(x — w0) <7r(z) < —"2(x — 20) 0 lo que es lo mismo [r(x)| <
— ™ (x — x0). Entonces |r(z)|[f(z)| < —m(z — x0) y m(z — x0) < (rf)(z) <

—m(x — xg).

- Vo € Jxg, k[: =2 (z—x0) <r(r) < (x—10) 0 lo que es lo mismo |r(x)| < 7 (z—
zo). Entonces |r(x)||f(z)| <m(z — z9) y —m(z — x0) < (rf)(x) <m(x — z0).

Asi (rf) (xzo) = 0. O

Ahora pueden plantearse los problemas de la derivada de el producto y cociente
de funciones derivables.

Proposicion 5.10. Sean f y g dos funciones derivables en el punto xg.

1. fg es derivable en g y (fg) (z0) = f'(x0)g(x0) + ¢ (x0) f(z0).

2. Si g(xp) # 0, entonces é es derivable en g y (é)/(l’o) = [;L((];%.

Demostracion. (1) Va a emplearse el resultado del Corolario 5.8. Sean r; y
dos funciones definidas por r(z) = f(x) — [f'(zo)(x — zo) + f(x0)] ¥y ro(x) =
g(x) —[¢'(zo)(z — o) + f(x0)]. Por el Corolario 5.8, r1(zg) = 0 = rao(xg) y ri(x0) =
0 = r4(zp). Para probar que fg es derivable en xg, se requiere un nimero m tal que

r(z) = (f9)(@) = [m(z — zo) + (fg)(x0)]
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cumpla 7/(z9) = 0. Sustituyendo las expresiones para f y g en términos de 71 y 7o,
eso ocurrira si y solo si:

[r1(2) 4 f'(w0) (2 — x0) + f (w0)|[r2(x) + ¢ (x0) (2 — 20) +g(x0)] = m (2 — 0) 4 (f 9) (o)

cumple que su derivada se anula en xy. Agrupando los términos, eso ocurrira si y
solo si:

(rir2) (@) +f(z0)g (z0) (z — m0)* + (f'(z0)g(z0) + ¢ (o) f (=
ri(x)g (xo)(x — x0) + r2(x) f'(x0) (2 — x0) + 71(2)g(w0) + T2(2) f (20)
0=

cumple que su derivada se anula. Luego, como 7} (xg) = rh(zo) y la funcion
definida por h(z) = (z — zo) cumple (h?)'(zg) = 0 (Lema 5.9), se tiene lo siguiente:

0) —m)(z — o)+

- (r1r2) (x0) = 0 pues ) (zg) = 0y r2 es derivable, continua y por tanto acotada
en una vecindad de zg (Lema 5.9).

' (f,(wo)gl(xO)hQ)l(fEO) = 0 pues (h2)’(aso) = 0 y las funciones constantes f’(zg)
v ¢'(zg) son acotadas.

- (¢’ (xo)r1h) (zo) = 0 pues ) (zg) = 0 y tanto ¢’(xp) como h son acotadas en
una vecindad de xy.

- Anélogamente, (f'(xg)r2h) (zo) =0, (g(x0)r1) (zo) =0y (f(zo)re) (zo) = 0.

Asi, para que 7'(zrg) = 0 es necesario y suficiente que la funcion definida por
(f'(z0)g(x0) + ¢'(x0) f(xo) — m)(x — xp) anule su derivada en xy. Esta funcion
es lineal, de modo que su derivada es (f'(xo)g(zo) + ¢'(z0)f(xo) — m) y esta se
anula si y solo si m = f'(zg)g(xo) + ¢'(x0) f (x0).
(2) Se busca un ntmero m tal que la funcion r definida por
1 1
r(z) = —(x) = [m(z — z0) + —(20)]
g g
cumpla que ’(z¢) = 0. La funcién r puede reescribirse como:
r(z) = 9(x0) — m(z — xo)g(x)g(x0) — g(2)
9(z0)g(x)

La funcién W es acotada en una vecindad de xg, pues g(zg) # 0 y asi, Gnica-
mente es necesario que la funcién definida por el numerador en la expresion anterior
anule su derivada. Note el lector que la funcion definida por el numerador ya es deri-
vable en xg pues es suma y producto de funciones derivables y su derivada conincide

con —[mg(zo)g(xo)+9'(x0)(0)] — ¢'(x0) y esta sera cero siy solo si m = %. O
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5.2 La regla de la cadena

Nuevamente se hace mencion especial para la regla de derivacion de la composicion
de funciones. Esta regla se conoce como regla de la cadena. Para poder probarla,
se hara uso del siguiente resultado:

Lema 5.11. Sean f una funcion derivable en xg y r una funcion tal que r(f(xzg)) =
0 yr'(f(xg)) =0. Entonces (ro f)(xg) =0y (ro f)(xg) =0

Demostracion. Para comenzar, por hipotesis (r o f)(xg) = 0. Por otro lado, sea k
un nimero tal que k > |f'(zo)|. Como 7'(f(z0)) = 0, entonces, si m es un nimero
positivo, las funciones definidas por h(y) = 7 (y — f(wo)) y h(y) = =% (y — f(x0))

cumplen que h rebasa a r y r rebasa a h en f(x).

Como k > | f'(x0)|, entonces, las funciones definidas por t(x) = k(x—x0)+ f(x0)
y t(x) = —k(x —x0) + f(x0) cumplen que ¢ rebasa a f y f rebasa a t en xg. Se tiene
asi que existen ¢, d € R tales que ¢ < f(xo) < d y:

e Vy € e, f(wo): Ty — f(z0)) <r(y) < —F(y — f(z0))
o Vy € |f(x0),d[: =7 (y — f(z0)) <7(y) < T (y— f(20))
o equivalentemente

vy € Je.d\{o} : |r(y)| < 71y — J(x0)]

Como f es derivable en z(, en particular es continua en xg, de modo que existe,
gracias a la Proposicion 4.7, un intervalo alrededor de zp en el que f(x) € |c,d].
Tomando una vecindad que atrape esta propiedad junto con los rebases por las
funciones t y ¢, y llaméandola |a, b[\{zo}, se tiene que:

o Va € Ja,zo[: k(z — z0) + f(z0) < f(z) < —k(z — 7o) + f(z0)
o Yz € Jao, b[: —k(z — 7o) + f(z0) < f(z) < k(z — m0) + f(z0)
o Yz € la,bf: f(z) € Je,d]

o equivalentemente
o Vz € Ja,bl: |f(x) — fzo)| < klz — z0

o Vz € ]a,b: f(x) € ], d].
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Ahora, sea x € |a,b[\{zo}. Se tienen dos casos:
Caso I: f(z) = f(zo). Entonces |r(f(x))| =0 < m|x — zo|.

Caso II: f(x) # f(xo). Entonces f(x) € e, d[\{zo} por lo que |[r(f(z))| < Z|f(z)—
f(zo)| y | f(z) — f(xo)| < k|lx — 9| de donde |r(f(x))| < m|x — xo.

De cualquier forma Vz € |a,b[\{zo} : |(r o f)(x)| < m|x — z0|.

Six € Ja, x|, entonces x — xg < 0y asi m(z — ) < (ro f)(z) < —m(z — xo).
Si z € |xg, b, entonces 0 < x — xg y asi —m(z — x0) < (ro f)(x) < m(z — xp).

De este modo, si m > 0, se tiene que m(z — z¢) rebasa a r o f en xy. Ahora si
m < 0, entonces —m > 0 y por lo anterior r o f rebasa a —(—m)(z — X —0) =
m(z — X —0), se concluye que (r o f) (xg) = 0. O

Ahora ya se esta en posicion de probar la regla para la derivacion de la compo-
sicion de funciones.

Proposicion 5.12 (Regla de la cadena). Sean f y g dos funciones tales que f es
derivable en zy y g es derivable en f(x(), entonces (g o f) es derivable en z¢ y

(g0 f)(wo) = g'(f(x0))f (20)-

Demostracion. Se busca un ntimero m que force a la funcion r definida por r(x) =
(go f)(x) — [m(x —xo) + g(f(z0))] a cumplir que r'(z¢) = 0. Note que siempre se
cumple que r(zg) = 0. Para ello se sabe que existen dos funciones 7,2 definidas
por

ri(z) = f(z) — [f(zo)(x — x0) + f(z0)]

ro(y) = g9(y) — [9'(f (x0))(y — f(z0)) + g(f(x0))]

y que satisfacen ri(xg) = ro(f(x0)) =0y 71 (zo) = r5(f(z0)) = 0. Despejando g en
la expresion para rg, y sustituyendola en la expresion de r(z), luego de evaluarla
en f(x), se tiene que

r(z) =ra(f(x)) + ¢'(f(x0))(f (2) = f(z0)) — m(z — x0),

ahora, despejando f en la expresion de ry y sustituyendola en la expresion anterior,
obtenemos

r(@) =r2(f(2)) + g'(f(z0))r1(z) + g'(f (w0)) f'(w0)(x — w0) — m(z — z0).  (2)

Empleando los Lemas 5.9 y 5.11, se tiene que el miembro izquierdo de la igualdad
2 es derivable y su derivada es ¢'(f (o)) f (zo) — m y esta sera igual a cero si y solo

sim = g'(f(z0)) [ (x0). u
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6 Teorema del valor medio

El proposito de esta corta secciéon es mostrar un teorema que probablemente es el
méas importante del célculo diferencial y ver que es asequible a través del enfoque
utilizado hasta ahora. Discusion suficiente sobre sus consecuencias y significado
puede encontrarse en textos estandares de calculo. Para ello se requieren algunos
resultados auxiliares.

Lema 6.1. Sea f una funcidn derivable en un punto xq. Si f'(xg) > 0, para cuales-
quiera a,b € R con a < xg < b, existen x1,x2 € R tales que a < x1 < xg < x2 < b

y f(w1) < f(wo) < f(w2).

Demostracion. Sean f y xg como en las hipotesis.

Como f'(z9) > 0, f'(xo) > m > (. Entonces la recta definida por L(x) =
@(w—xo)%—f(ajo) es rebasada por f en x(, de modo que existen ¢, d € R tales que
sic<z<wo, f(r) < L(x) y si zg <z <d, entonces f(x) > L(x). L es creciente al ser
que w > 0. Sean x1,x2 con x1 € |a,xo[N]c, zo[ ¥y 2 € |xo, b[N]zo, d[. Entonces
f(x1) (x1) < L(zg) < L(z2) < f(x2), ademas f(xg) = L(xp), de modo que

< L
f@1) < fl@o) < f(x2). =
Se tiene un resultado completamente anélogo.

Lema 6.2. Sea f una funcion derivable en un punto xg. Si f'(xg) < 0, para cuales-
quiera a,b € R con a < xg < b, existen x1,x2 € R tales que a < x1 < xg < T3 < b

y f(wa) < f(wo) < f(21).

Estos lemas, expresan una idea geométrica simple: los puntos de una funcion
derivable con derivada distinta de 0 no pueden ser cimas ni valles de las graficas
de las funciones, pues siempre pueden encontrarse tan cerca de ellos como se desee,
otros puntos en que la funcién toma valores menores y mayores. Para precisar sobre
estas afirmaciones:

Definicién 6.3. Sea f: A CR — R una funcion y sea xg € A. Decimos que f(z)
es un méximo local de f si existen a,b € R tales que a < z9 <by Vx € Ja,b| :
f(xo) > f(z). Decimos que f(xp) es un minimo local de f si existen a,b € R tales
que a<zo<byVzx € la,b]: f(zg) < f(x). Del mismo modo, si f(zp) es un maximo
o minimo local de f, se dice que f alcanza un valor méximo local o minimo local
en xro.

Ahora, con esa nueva terminologia, el resultado siguiente es una consecuiencia
directa de los lemas 6.1 y 6.2.
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Figura 19: Los maximos y minimos locales tienen derivada asociada nula.

Teorema 6.4 (de Fermat). Sea f una funcion. Si f es derivable en zg y f(xo) es
mdximo o minimo local de f, entonces f'(xg) = 0.

Gréficamente puede verse que en una funciéon derivable, la recta tangente a
puntos méaximos o minimos locales es horizontal (paralela al eje de las abscisas),
ver Figura 19.

En el caso de las funciones continuas, es posible garantizar la existencia tan-
to de maximos como de minimos, sin embargo, la continuidad de una funcion no
implica su derivabilidad. Asi, para poder obtener nuevos resultados a partir de lo
conocido para funciones continuas, esto debe incluirse como una fuerte hipotesis.
Incluimos los siguientes resultados, que se siguen del Teorema 6.4. Pueden verse las
demostraciones respectivas en [1].

Teorema 6.5 (de Rolle). Sea f una funcion continua en un intervalo [a,b] y de-
rivable en el correspondiente |a,b| tal que f(a) = f(b). Entonces existe xg € R tal
que a < xz9 < by f'(xg) =0.

Teorema 6.6 (del valor medio de Cauchy). Sean f y g funciones continuas en un
intervalo [a,b] y derivables en el correspondiente |a,b[ Entonces existe zo € R tal

que a < xo < by f'(20)(9(b) — g(a)) = g'(x0)(f(b) — f(a)).

Teorema 6.7 (del valor medio de Lagrange). Sea f una funcion continua en un
intervalo [a, b] y derivable en el correspondiente |a,b| Entonces existe zg € R tal que
a<xog<by f(xg) = —(f(bl)):z(a)).
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7 Limites

En esta tiltima seccidon del escrito se demuestra que el concepto de derivada mostrado
aqui y la usual en los cursos de célculo diferencial son completamente equivalentes.
Para esto no se presupone un conocimiento de los conceptos de limite y derivada
en los sentidos usuales.

Como se hizo notar en la secciéon de continuidad, para que una funciéon sea
continua en un punto es necesario que los valores que esta toma cerca del mismo
se parezcan al que toma la funciéon en él. Para esto se emplearon las regiones de
mariposa, que mediante la sucesiva reduccion de la longitud de sus alas permiten
realizar acercamientos a dicho valor.

Suponiendo que a una funcién f que es continua en un punto xg se le quita este
punto de su dominio, entonces la funcién resultante, h no es mas continua en xg;
sin embargo, eso no modifica de ninguna forma que esta pueda quedar encerrada en
una region de mariposa en una vecindad agujerada de zg. Es decir, que los valores
de h se parecen al de f(xg) cerca de xy.

Definicion 7.1. Sean f: A C R — R una funcién y xg un nimero real. Se dira que
un limite de f cuando la variable tiende a xg es L si y solo si existen tanto
una recta que rebasa a f en xg como otra que es rebasada por f en xp y ambas
contienen al par (zg, L).

Equivalentemente, en términos de regiones de mariposa:

Definiciéon 7.1. Sean f : A C R — R una funcion y xo un numero real. Se dird
que un limite de f cuando la variable tiende a xy es L si y sdlo si existe una

region de mariposa determinada por rectas | y ' que contienen a (xo, L) y puntos
a < xg < b tales que Vx €la,b\{zo} : f(x) € M2(1,1").

Otra manera de aproximar el valor de f cerca de xq, es: dada una funciéon k
definida en una vecindad agujerada de x(, puede verse que los valores de k cerca
de xg se parecen a un cierto namero L si ocurre que dado un intervalo abierto
arbitrario que contenga a L, puede garantizarse que los valores de la funciéon estan
también contenidos en el intervalo; aunque esta vecindad agujerada tuviera que ser
muy pequena. Nada impide, por comodidad, tomar intervalos simétricos alrededor
de L y de xq, es decir que se extiendan igualmente tanto a izquierda como a derecha
de cada uno de esos niimeros. Bajo esos términos, puede imaginarse que cada que se
nombre un intervalo alrededor de L (por llamarlo, V') se responda con un intervalo
alrededor de xy (digamos H) en el que la porcion correspondiente de la funcion
quede atrapada en el cuadro H xV. Como haciendo simétricos los intervalos, estos
quedan determinados por la longitud que tienen a izquierda o a derecha del centro,
hay que gestar una correspondencia entre esos niimeros.
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Figura 20: Para puntos cercanos a xg, f esta contenida en H xV'

Proposicion 7.2. Sean f: A C R — R una funcién y xg un niamero real. L es un
limite de f cuando la variable tiende a xg si y solo si f estd definida para valores
cercanos a xg y existe una funcion 4 :]0, co[—]0, co[ que tiene la siguiente propiedad:
Si ocurre que 0 < |z — xg| < d(¢), entonces |f(x) — L] < e.

Demostracion. Como toda proposicién de equivalencia, la prueba se dividira en dos
partes.

(Primera parte) Suponiendo que:
- dm € R tal que la recta definida por L +m(z — x¢) es rebasada por f en xg y
- AM € R tal que la recta definida por L + M (xz — () rebasa a f en x,

como m # M, al menos uno de ambos niimeros es distinto de cero. Sea o un numero
real tal que a > max{|m/|,|M|}; de este modo a« > M y —a < m. Definiendo:

Li:R—R T:-R—R T:-R—R Lo:R—R
x—L+m(zx—1x9) x—L+alr—x9) x—L—alr—2x) x— L+ M(x— )

se tiene que T rebasa a L; y Lo rebasa a T en g y, por transitividad, T rebasa a f
y f rebasa a T en xg. Eligiendo una vecindad que atrape ambos rebases y llamando
a sus extremos inferior y superior a y b respectivamente:

- Vae la,zol : L+ alr —x0) < f(x) <L —a(r—x0) y

- Vxe |zo, b : L+ a(zx —x0) > f(x) > L — alx — x9).
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De ahi que
- Vze la,xo] s alr —x0) < f(z) — L < —a(z —x) y
- Vz e Jxg, b - a(x —x0) > f(z) — L > —a(z — 9).
Con el uso de las propiedades elementales de las desigualdades:
- V€ la,xo| : |f(z) — L] < —a(z —x0) ¥y
- V€ |xg, b : |f(z) — L] < a(x — x9).

Y en suma Vz € Ja,b[\{zo} : | f(z) — L| < |a(z — x0)|-

Sean ¢ un nimero real positivo y se define §(¢) = min{b — zo,20 — a, £}. Si
x es tal que g — 0(e) < & < xo + d(¢), entonces x € |a,b] \{zo} y por tanto
|f(z) = L| < alz — xg|. Por otro lado alr — o] < ad(c) < at. Finalmente si
0 < |z — xo| < d(e), entonces |f(x) — L| < €.

(Segunda parte) Desmostraremos la contrarreciproca de la proposicion a demostrar.
O sea, vamos a probar que para todo L € R, que si no es cierto que existan rectas
que contienen a (zg, L), que rebasen a f y rectas que contienen a (xg, L), que sean
rebasadas por la funcién f en xg, entonces ningin nimero real serd limite de la
funcion.

Dado L € R, sean

Ap ={M eR:T(x) =L+ M(x — xg), rebasa a f en zo} y
B, ={N e€R:H(x) =L+ N(x —xg), es rebasada por f en xo}.
La hipotesis entonces es equivalente a que para cualquier niimero real L, alguno de
los conjuntos es vacio, y va a probarse que VL € R:de > 0 tal que Vo > 0:dze R
para el que se cumplen 0 < |z —zo| <y |f(x) — L| > e.

Se analizara el caso, en que para L € R tenemos que By, = (), puesto que el otro
es completamente analogo. Como By, =), para M <0y 6 >0

- Jxy € |lwo — d,z0[ : f(z1) > L+ M(xz1 —x0) 0
- Jxe € |xo, o + 6] & f(xa) < L+ M(z2 — x0).
Sea ¢ = min{M (z1 — z¢), —M (x2 — x0)}.

Caso I: Jzy € |xg — d, x| : f(x1) — L > M(x1 — x0) > 0. Entonces |z; — zo| < J y
|f(x1) = L| = f(@1) = L = M(z1 —xo) > €.

Caso II: Jxy € |xg,x0 + 0] : f(x2) — L < M(x2 — x9) < 0. Entonces f(z2) — L <
M (zo—x0) < 0. Asi, |za—x0| < Iy |f(x2)—L| = L—f(x2) > —M(xg—x2) > . O
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En la Proposiciéon 7.2 se encuentra el enunciado usual de la definicion de limite
de una funcién en un punto.

Gracias a la completa analogia entre las definiciones 7.1 de limite y 4.1 de
continuidad, un equivalente de la proposicion 4.7 es valida para el caso de limites,
es decir.

Proposicion 7.3. Sean f: A C R — R una funcién, zg un punto en el que existe
el limite de f cuando la variable tiende a xg, L, y m, un niimero real, tal que L > m
(L < m). Existe una vecindad agujerada de xg, |o,5 [\{xo} en que se preserva dicha
desigualdad; es decir:

vz €la,B[\{zo} : f(x) > m(f(x) <m).

Con ayuda de la proposicion 7.3, es facil probar que de existir un limite de una
funcién en un punto, este es tinico:

Teorema 7.4. Sea f una funcion y xg un punto en el que existe un limite de f
cuando la variable tiende a xq. Si este limite existe es unico.

Demostracion. Ver [1]. O

Observacion 7.5. Dado que el limite de una funcién en un punto es dnico, se
emplea la notacion
lim f(z) =1L

T—TQ

para denotar que el limite de f cuando la variable tiende a zg es L. La letra x no
es determinante, de modo que lo mismo significaré esa notaciéon que, por ejemplo:
Jim f() =L lim f(y)=L.

Observacion 7.6. Por dltimo, note el lector que una nueva caracterizacion de la
continuidad viene dada por la definicién 7.1 y la observacion 7.5: Una funcion f es
continua en un punto xg si y solo si lim,_,,, f(z) = f(zo).

Para una funcion continua f en un punto g, se definieron los conjuntos S(f, o)
e I(f,xo) y si ocurria que I(f,x9) = inf S(f,zo) entonces se llamaba a ese valor
comin la derivada de f en xg, que graficamente representa la pendiente de la recta
tangente a f en xg. Otra forma de intentar encontrar el valor de dicha pendiente es
mediante la nocién de limite, puesto que como se menciond, la tangente a una curva
es una buena aproximaciéon a la misma cerca del punto de tangencia. Es decir, si
m es la pendiente de la recta tangente, se cumple que para puntos x cercanos a x,
f(x) ® m(z — z9) + f(z0) o lo que es lo mismo

 f@) — fa)

r — X
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Teorema 7.7. Sea f una funcion definida en una vecindad de un punto. La funcion
[ es derivable en xg y f'(xo) = mo, si y solo si
f(z) — f(=o)

lim ————=m
T—TQ €xr — ZL’O

f(@)—f(zo)

= myp. De este
T—x(

Demostracion. (Primera parte:) Supéngase que limg_, 4,
modo se define una funciéon h por

r—xo

f@)—f(xo) D
h(:p):{ si x € Dom(f), x # xo

mo S1 T = x0
Como limy_,, h(x) = lim,_, 4, %ﬁéxo) = mgy = h(xg), h es continua en x.

Si m > mg, entonces, por los resultados de continuidad de la Proposicion 4.7,
existen a,b € R con a < xg < b tales que Vx €]a,b[\{zo} : h(z) < m. Entonces

Yz €la, b\{zo} : L= @)

T—x0
- Six €la,xo], * — x9 < 0, entonces f(x) — f(xg) > m(x — xo) y f(z) >
m(z — x0) + f(zo).
- Si x €]xg,b], x — xg > 0, entonces f(x) — f(zo) < m(x —xz9) v f(z) <
m(x — zo) + f(x0).
Si se define Ly : R — R por Li(z) = m(xz — x0) + f(x0), se ve que L; contiene a
(xo, f(z0)) y que Ly rebasa a f en xg.

Del mismo modo, si m < myg, existen ¢,d € R con ¢ < xy < d tales que
Vo €le,d[\{zo} : h(x) > m. Entonces Vz €]c,d[\{zo} : J@=7o) 1y 1a recta

Tr—Xx0

Ly definida por Lo(z) = m(x —xg) + f(x¢) contiene a (zq, f(xg)) y es rebasada por
f en xg. De este modo, f es continua, derivable y mg = f/(x¢).

(Segunda parte:) Para esta parte se empleara el Teorema 7.2. Si f es derivable en
xo con f'(xg) = moy e > 0; como mg —e < mg < mg + ¢, existen a,b € R con
a < zg < b tales que (ver Teorema 5.5):

o siz € la,zo[: (mo+e)(z—x0) + f(zo) < fx) < (Mo —&)(x — o) + f(x0);

o six €]z, b[: (mp—e)(z—x0)+ f(zo) < f(z) < (mo +¢€)(z — o) + f(20)-
Entonces:

e six € la,xof: (mo+e)(x—x0) < flx) — fwo) < (Mo —€)(x — x0);

o six € |xg,b[: (my—e)(x—x0) < f(z) — flzo) < (Mo +€)(x — z0).
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Entonces:

f(@)=f(x0)

e six € Ja,wol: —e < =5

—mg < €;

o six € |z, bf: —5<f(x92—x(()x°)—mo<a.

De cualquier forma, si x € ]a, b[\{zo}, entonces:

|f_>_

T — X0

ol < €.

Se define 6(¢) = min(b — xg,xp — a). Si 0 < |x — zg| < I(g), entonces

‘f—)—mo <e€. O
T — X
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Resumen

Los niimeros primos de Mersenne son llamados asi a partir del siglo XVII,
en honor al monje Francés Marin Mersenne (1588-1648). Mersenne fue amigo
de Descartes, Fermat y Pascal; a él se le da el crédito porque investigd los
nimeros de la forma M, = 2P — 1 en 1644. Mersenne demostré que M, es
primo para p = 2,3,5,7,13,17,19 y conjetur6 que M, también es primo para
p = 31,67,127,257. Sin embargo para p = 67,257 M,, son nimeros compuestos.
En este trabajo revisamos como se han encontrado durante los tltimos dos mil
anos.

A don Alberto Barajas en el centenario,
de su nacimiento.

1 Numeros perfectos y niimeros primos de Mersenne

Definicién 1.1. Si M,, = 2" — 1 es un niimero primo, entonces M,, se llama primo
de Mersenne.

Proposicion 1.1. Si M,, = 2™ — 1 es primo, entonces n es primo.
Demostracion. Supongamos que n no es primo, entonces n =pgconp > 1y q > 1,

por lo tanto M,, =27 —1=2P1 —1 = (2P)9—1 = (2P —1)[(2P)7 1 +(2P)9 24 ... +1],
asi M,, es compuesto y por lo tanto M,, no es primo. ]

Definicién 1.2. Un ntmero n se llama niimero perfecto si al sumar todos los
divisores positivos y menores que n es igual a n.
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Ejemplo 1.1. Consideremos el namero 6 y sus dividores positivos menores que 6,
ellos son 1, 2,3 y por consiguiente 1+ 2+ 3 = 6, por lo que 6 resulta ser un ntimero
perfecto. Por otra parte, si consideramos solamente los divisores positivos de 6 obte-
nemos 1,2, 3, 6; por lo tanto 1 +2+346 = 12 = 2(6). Por lo que podemos enunciar
una definicion alternativa de nimero perfecto. Dado un ntmero n, o(n) denota la
suma de los divisores positivos de n. Por consiguiente, si 0(n) = 2n entonces n se
llama niimero perfecto.

Teorema 1.2 (Euclides). Si M, = 2P — 1 es primo, entonces P, = 2P~1(2P — 1) es
un numero perfecto.

Teorema 1.3 (Euler). Sin es un ntimero par y perfecto, entonces n = 2P~1(2P — 1)
donde 2P — 1 es primo.

Observacion 1.2. La importancia de los teoremas de Euclides y de Euler es fun-
damental porque caracterizan a los ntmeros perfectos pares, esto es, cada vez que
se encuentre un nuevo numero primo de Mersenne autématicamente obtenemos un
numero perfecto.

1,2,3,4

Los primeros cuatro ntimeros perfectos pares son conocidos desde 100 a.c. Theén de
Smyrna (130 d.c.) y Nicomachus de Gerasa (100 d.c.) ambos dan la misma deficion
de nimero perfecto, asi como las propiedades que tienen, las cuales Euclides probo
en el libro 9, proposicion 36 de los Elementos. Posteriormente los mateméaticos
continuaron buscando y encontrando ntimeros perfectos. Hrotsvit (935-1002) y la
primera poeta alemana, enlistaron los primeros cuatro ntmeros perfectos en la
Tocata Sapientia en el siglo X [3].

5,6, 7

El quinto ntmero perfecto es citado por el ano 1461 en un manuscrito cuyo autor
es desconocido. Hudalricus Regius obtiene el quinto nimero perfecto en su epitomo
en 1536 y demuestra que Mj; = 2047 = 23(89) no es primo, ademéas empieza a
estudiar los nimeros deficientes, esto es, los nimeros para los cuales o(n) < 2n.
En 1603, Pietro Cataldi de Bologna un entusiasta acerca de los ntimeros perfectos
publica tratato de numeri perfetti (tratado de nimeros perfectos). En este trabajo
indica que escribié en 1588, el quinto, sexto y séptimo ntmero perfecto; también
verifico que Mi3, M7 y Mig son primos, accidentalmente demostré que M1 no es
primo.
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(a) Cataldi (b) Euler

Figura 1

8

Leonhard Euler el mas prolifico de todos los matematicos, tiene el crédito al ha-
ber encontrado el octavo niimero perfecto M3, en 1772. En una carta a Christian
Goldbach en 1752, Euler lista correctamente los primeros 7 niimeros perfectos, pe-
ro al mismo tiempo afirma que Ms; es primo. En una carta a Johann Bernoulli
en 1772, Euler empieza a demostrar que M3, es necesarimente un niimero primo.
Peter Barlow en su libro Theory of numbers (Teoria de los niimeros) publicado en
1811 escribe acerca del octavo niimero perfecto: «Es el méas grande, eso alguna vez
se descubrira pero, como ellos es meramente curioso sin ser ttil, no es probable que
cualquier persona intentari encontrar uno mas alla de él».

Observacion 1.3. Como veremos a lo largo del articulo Peter Barlow estaba equi-
vocado, pues se siguen investigando en la actualidad.

9

El noveno ntimero de Mersenne Mg, fue hallado por J. Pervushin en 1883, pero el
resultado no se conocié hasta 1887. En 1886 P. Seelhoff de manera independien-
te establecio el mismo resultado. Jules Hudelot us6 un método diferente en 1887
para determinar que Mg, es primo, este calculo le tom6 54 horas utilizando el al-
goritmo que habia encontrado Edouard Lucas en 1883. Marin Mersenne hizo una
atrevida afirmacion de que Mg; era primo, esta afirmacion no fue discutida por mas
de 250 anos; hasta que en 1903 el profesor Frank Nelson Cole, de la Universidad
de Columbia dio una conferencia bajo el titulo discreto sobre la factorizacion de
numeros grandes en una reunion de la American Mathematical Society. Cole que
siempre fue un hombre de pocas palabras caminé hasta el pizarréon y sin decir nada,
tomo el gis y comenzo a calcular 267 y posteriormente le resté 1, obteniendo un
ntimero de 21 digitos a saber 147,573,952, 589, 676,412,927. Sin decir una palabra,
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pasd a un espacio en blanco en el pizarrén y multiplico a mano, 193,707,721 por
761, 838,257,287, las dos operaciones coincidieron. Por primera vez que se recuerde,
los asistentes aplaudieron vigorosamente al autor. Cole volvi6 a su asiento sin haber
pronunciado una sola palabra, nadie le hizo ninguna pregunta. Posteriormente, ya
en el pasillo comenté que tal hazana le habia tomado las tardes de los domingos
durante veinte anos para encontrar la factorizacion.

(a) Lucas

Figura 2

10, 11

R. E. Powers verifico que Mgg es primo en 1911 usando el algoritmo de E. Lucas
[6], E. Fauquembergue también prob6 que Mgg es primo usando una técnica que
consiste en examinar residuos en base dos. Ambos matematicos demostraron que
M7 es primo en 1914 de manera independiente.

12

E. Lucas en 1876 establecioé que M27 es primo y en 1877 demostro tal afirmacion. En
1914 E. Fauquembergue también demostré que Mis7 es primo. Ademaés el namero
perfecto Pjo7 asociado a Mio7 en notacidon decimal tiene 77 digitos y este ntimero
perfecto fue hallado sin la ayuda de las computadoras. Durante mas de 2000 anos
solo se conocieron 12 nimeros perfectos y los 12 nimeros perfectos siguientes, se
encontraron en tan solo 100 anos. En 1930 Derrick Henry Lehmer publicoé un articulo
extendiendo el algoritmo de Lucas, este resultado se le conoce como el algoritmo de
Lucas-Lehmer.

Teorema 1.4 (Algoritmo de Lucas-Lehmer). M, = 2P — 1 es primo si y solo si
Sp—1 =0 (mod M,), donde Si, es el minimo residuo (mod M,) definido recursiva-
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mente como sigue:
Si=4, S,=85,-2 (modM,) Vk>2.

Ejemplo 1.4. Usando el criterio de Lucas-Lehmer demuestre que M3 es un nimero
primo.

Demostracion. Como p = 13 entonces M3 = 213 — 1 = 8191. Ahora apliquemos el
criterio de Lucas-Lehmer:

S = 4
Sy = 42-2 = 16-2 = 14 (Mod M3)
Ss = 142 -2 = 196 —2 = 194 (Mod M;3)
Sy = 1942 -2 = 37636 — 2 = 4870 (Mod M3)
Ss = 4870% —2 = 23716900 —2 = 3953 (Mod M3)
Se = 3953%2 -2 = 15626209 —2 = —2221 (Mod Mi3)
S; = (—2221)2 -2 = 4932841 -2 = 1857 (Mod M;i3)
Sg = 1857% -2 = 3448449 -2 = 36 (Mod M;3)
Sg = 36%2-2 = 1296 — 2 = 1294 (Mod M;3)
Sio = 12942 — 2 = 1674436 —2 = 3470 (Mod Mi3)
Si1 = 34702 -2 = 12040900 —2 = 128 (Mod M;3)
S = 1282-2 = 16384 —2 = 0 (Mod M;3)
Por lo tanto, M3 es un nimero primo. O

Ejemplo 1.5. Usando el criterio de Lucas-Lehmer demuestre que Mj; no es un
niamero primo.

Demostracion. Como p = 11 entonces My = 21 — 1 = 2047. Ahora apliquemos el
criterio de Lucas-Lehmer:

S = 4

Sy = 42-2 = 16-2 = 14 (Mod My1)
S3 = 142 -2 = 196 —2 = 194 (Mod Mji1)
S, = 1942 -2 = 37636 -2 = 788 (Mod M)
S; = 7882 -2 = 620944 -2 = 701 (Mod M)
S¢ = 7012 -2 = 491401 -2 = 119 (Mod M)
S; = 1192 -2 = 14161-2 =  —170 (Mod M)
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Ss = (-170)2-2 = 28900—2 = 240 (Mod My1)
Sy = 2402 -2 = 576002 = 282 (Mod M)
Sio = 2822-2 = 79524—-2 = 1736 %0 (Mod Mji1)

Por lo tanto, M1 no es un nimero primo; de hecho, M;; = 2!t — 1 = 2047 =
23(89). O

13, 14, 15, 16, 17

(a) Lehmer (b) Robinson

Figura 3

En 1952 la Western Automatic Computer (SWAC) del Bur6é Nacional de Estéan-
dares en los Angeles California, fue programado por Raphael Mitchel Robinson para
buscar nuevos primos de Mersenne. Cinco nuevos ntimeros perfectos fueron descu-
biertos como resultado de este esfuerzo. SAWC demostroé que los nimeros Mo y
Mego7 son primos en la noche del 30 de enero de 1952 y Mja7g el 25 de junio de
1952. El décimo sexto ntmero perfecto fue encontrado el 7 de octubre de 1952 y el
siguiente fue descubierto s6lo dos dias después.

18

Hans Riesel usando la computadora electréonica digital BESK encontré el décimo
octavo niamero perfecto el 8 de septiembre de 1957.

19, 20

En noviembre de 1961, Alexander Hurwitz anuncié que habia encontrado los ni-
meros de Mersenne 19 y 20 de la lista. Usando una computadora IBM7090 de la
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UCLA y requiri6 s6lo de 50 minutos para determinar My403.

21, 22, 23

Los niimeros de Mersenne 21,22 y 23 de la lista fueron descubiertos por Donald B.
Gillies en 1963, con ayuda de la computadora ILLIAC de la Universidad de Illinois.
En el primero se tardé 1 hora con 32 minutos, en el segundo 1 hora con 30 minutos
y en el tercero 2 horas y 15 minutos. Para justificar la hazana, los matematicos del
Departamento de Matematicas de la Universidad de Illinois usaron un sello postal
para proclamar el primo de Mersenne més grande que se conocia (ver figura 4).

1121 PP e
I]AIE"]' 3 e A5 POTAGE:
! HAY 1788 |{ﬂ :

tS PRIME | Laran =00 : 2
: Lo Phaessl :

Universily of Wirnos mathematics department
sad this postage-mater stamp to commemaorata

N‘ )\ . discavery of the twenty-third Mersenne prime
at that instituticr
i . b

(a) Gillies (b) Sello postal

Figura 4

24

Este primo de Mersenne fue encontrado por Bryant Tuckerman, usando el algo-
ritmo de Lucas-Lehmer el 4 de marzo de 1971. Tuckerman hizo este calculo en
una computadora IBM 360/91 del centro de Investigacion Thomas J. Watson de
IBM en Nueva York, tarddndose 39 minutos y 44 segundos. Para conmemorar este
acontecimiento IBM utiliz6 como membrete la siguiente figura.

25, 26

El vigésimo quinto primo de Mersenne fue descubierto por dos jovenes de 18 anos,
Laura Nickel y Landon Curt Noll; después de 3 anos de investigacion el 30 de octubre
de 1978, usando una computadora Cyber-174 de la Universidad de California en
Hayward. Este logro fue proclamado al ptiblico americano en la noticias de la tarde
de la CBS por Walter Cronkite. En febrero de 1979 Noll encontr6 el vigésimo sexto
primo de Mersenne, usando la misma computadora. Dos semanas después, el 23 de
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Figura 5

febrero David Slowinski del Centro de Investigacion Cray, encontrd el mismo niimero
de manera independiente. La busqueda de Noll le tomé ochos horas y cuarenta
minutos en la Cyber-174, mientras que Slowinski lo hizo en menos de siete minutos
en una supercomputadora Cray-1 con mayor velocidad.

Figura 6: Noll

27

244497 _ 1) fue encontrado el 8 de abril de

1979 por Harry Nelson y David Slowinski. El programa fue corrido en una super-
computadora Cray-1 y para encontrar este primo en particular, se aplico el algoritmo
de Lucas-Lehmer a casi mil ntimeros.

El vigésimo séptimo primo de Mersenne (

28

En Julio de 1983 el vigésimo octavo primo de Mersenne (286243 — 1) fue hallado
por David Slowinski, usando una supercomputadora Cray-1 toméandole 600 horas
de calculos computacionales. En esa época David Slowinski era un experto analista
en sistemas en el centro de investigacion Cray en Chippewa Falls,Wisconsin.
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Figura 7: Slowinski

29

El 23 de septiembre de 1983, David Slowinski anunci6 en el peridédico Los Angeles
Times, haber encontrado el vigésimo noveno primo de Mersenne (2132949 — 1) este
primo fue hallado con una computadora experimental en el Centro de Investigacion
Cray. Esta computadora la tenia trabajando durante la manana y sorprendente-
mente encontr6 el primo de Mersenne a la hora del desayuno. En el orden de im-
portancia, este nimero se convertiria en el trigésimo primo de Mersenne, mientras
que el primo de Mersenne (2110503 — 1) seria encontrado en 1988 por Walter N.
Colquitt y Luther Welsh Jr.

30

El 18 de septiembre de 1985, cientificos de la Compania de Geociencias de Chevron
en Houston Texas, anunciaron haber encontrado el trigésimo primo de Mersenne
(2216091 _ 1) utilizando un programa de Slowinski en una supercomputadora Cray
X-MP. La prueba para comprobar la primalidad le tomé tres horas en un rango
de 400, 000,000 de calculos por segundo. Sin embargo, varios meses de trabajo se
necesitaron para determinar, que este nimero era un candidato razonable para la
prueba. Por orden de tamano, este niimero seria el trigésimo primero primo de
Mersenne.

31

Walter N. Colquitt del Centro de Investigacion del Area de Houston y el consultor
en sistemas Luther Welsh Jr. de El Toro California, tienen el crédito por haber en-
contrado el trigésimo primero primo de Mersenne (2119993 — 1), como fue anunciado
en la Revista Science News publicada el 6 de febrero de 1988. En una supercompu-
tadora NEC SX-2 se us6 un programa completamente escrito en Fortran y le tomo
cerca de once minutos para confirmar que (2!1%9% — 1) es primo. Colquitt habia
estado verificando algunos calculos que no habian sido investigados exhaustivamen-
te en el pasado. El trigésimo primero primo de Mersenne aparecié en el intervalo
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comprendido entre los dos primos de Mersenne previamente conocidos, a saber el
vigésimo octavo (286243 — 1) y el vigésimo noveno (2132949 — 1),

32

En junio de 1992 el Centro de Investigacion Cray, anunci6 el trigésimo segundo
primo de Mersenne (2756839 — 1), el cual fue encontrado por David Slowinski y Paul
Gage del Laboratorio Harwell que era una autoridad en Energia atomica del Reino
Unido, utilizando una supercomputadora Cray-2 y el algoritmo de Lucas-Lehmer.
La primalidad de este ntimero fue verificada después de diecinueve horas de calculos
computacionales.

33

El cuatro de enero de 1994 David Slowinski anunci6 haber encontrado junto con Paul
Gage, el trigésimo tercero primo de Mersenne (289433 —1). El algoritmo requirio siete
horas y 12 minutos de calculos en una supercomputadora Cray C90. Posteriormente,
Richard Crandall verifico la primalidad de manera independiente.

34

En septiembre de 1996, el Centro de Investigacion Cray, que era una subsidiaria de
Silicon Graphics, anuncié el descubrimiento del trigésimo cuarto primo de Mersenne
(21257787 _ 1) por David Slowinski y Paul Gage mientras realizaban unas pruebas
en una supercomputadora Cray T94, en Chippewa Falls, Wisconsin. Este niimero
tiene 378,632 digitos. Si quisiéramos imprimir este ntimero en un periodico, llenaria
aproximadamente doce paginas. La prueba de primalidad tom¢é alrededor de seis
horas en una unidad de procesamiento central de la Cray T94. El trigésimo cuarto
primo de Mersenne fue descubierto en el verano de 1996, pero el anuncio se retraso
hasta que hubo otra comprobacién. El programa para encontrar nimeros primos
fue desarrollado por Slowinski y Gage, y es utilizado por el Centro de Investigacion
Cray, como una prueba de garantia de la calidad rigurosa sobre todos los elementos
de sus sistemas de supercomputadoras. No era claro si este nimero primo era el
trigésimo cuarto de la lista de primos de Mersenne, ya que faltaba comprobar si no
habia otros primos de Mersenne menores.

35

Internet fue la responsable para determinar el trigésimo quinto ntmero perfecto.
Al inicio de 1996, ante la insistencia de George Woltman de Orlando Florida por
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On January 25th, 2013, prolific GIMPS contributor Dr. Curtis Cooper discovered the 48th known Mersenne prime, 257,885,161 3 17,425,170 digit number. This find shatters the previous record prime number of
12,978,189 digits, also a GIMPS prime, discovered over 4 years ago. The discovery is eligible for a $3,000 GIMPS research discovery award.

Dr. Cooper is a professor at the University of Central Missouri. This is the third record prime for Dr. Cooper and his University. Their first record prime was discovered in 2005, eclipsed by their second record in
2006. Computers at UCLA broke that record in 2008. UCLA held the record until Dr. Cooper and the University of Central Missouri reclaimed the world record with this discovery.

While Dr. Cooper's computer found the record prime, the discovery would not have been possible without all the GIMPS volunteers that sifted through numerous non-prime candidates. GIMPS founder George
Woltman and PrimeNet creator Scott Kurowski thank and congratulate all the GIMPS members that made this discovery possible.

nne primes are extremely rare, only 48 are known. GIMPS, founded in 1996, has discovered the last 14 Mersenne primes. Mersenne primes were named for the French monk Marin Mersenne, who studied
these numbers more than 350 years ago. Chris Caldwell maintains an authoritative web site on the history of Mersenne primes as well as the largest known primes.
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%) Results Queries Intel i7 CPU in 4.5 days. Finally, Serge Batalov ran Ernst Mayer's MLucas software on a 32-core server in 6 days (resource donated by Novartis IT group) to verify the new prime.
‘s Manual Testing You can read a little more in the short press release.

[+) About GIMPS

Figura 8: Fundacion GIMPS

el Gran Buscador de Numeros Primos de Mersenne de la Internet (Great Internet
Mersenne Prime Search (GIMPS)) fue iniciado. El 13 de noviembre, Joel Armen-
gaud de Paris, Francia, fue el afortunado que descubri6 el trigésimo quinto primo de
Mersenne (21398269 — 1), el cual consta de 420,991 digitos, utilizando un programa
escrito por Woltman. En realidad el hallazgo era el resultado de los esfuerzos de co-
laboracion de mas de setecientas personas que se auxiliaron con sus computadoras
personales. El tiempo que utiliz6 Armengaud para probar que era un niimero primo,
fue de ochenta y ocho horas, usando una computadora Pentium 90 MHz. Asi como
sucedi6 con el vigésimo cuarto primo de Mersenne, este nuevo primo, podria no ser
el trigésimo quinto debido a que otras potencias de dos menos uno, con exponentes
menores tenian que ser evaluados.

36

El 24 de agosto de 1997, Gordon Spence de Hampshire, Inglaterra; utilizando el pro-
grama de George Woltman, descubrié el primo méas grande conocido (22976221 1),
con 895,932 digitos. Cabe mencionar que este ntimero llenaria un libro de cuatro-
cientas paginas. El hallazgo fue el resultado del proyecto GIMPS. A Spence le tomo
quince dias para probar que el niimero era primo en una computadora Pentium de
100 MHz. Este niimero primo de Mersenne fue verificado de manera independiente
por David Slowinski en una supercomputadora Cray T90 el 29 de agosto. Este nii-

mero primo de Mersenne dio lugar al trigésimo sexto nimero perfecto que consta
de 1,791, 864 digitos.
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(b) Clarkson

Figura 9

37

El 27 de enero de 1998, Ronald Clarkson un estudiante de diecinueve anos de la
Universidad Dominguez Hills del estado de California, encontro el trigésimo séptimo
primo de Mersenne (23921377 — 1). Dos afios atrés, el fundador del GIMPS, George
Woltman escribié un programa muy eficiente para encontrar primos de Mersenne y
establecié una base de datos para facilitar la bisqueda, la cual combina el trabajo de
muchos investigadores. Scott Kurowski y otros desarrollaron el proyecto PrimeNet,
que permite que el programa de Woltman se comunique directamente con la base
de datos sin la intervenciéon humana. Para entonces, cerca de 4,000 personas usaron
este programa consumiendo aproximadamente, el equivalente a una década con una
computadora de escritorio cada dia y aunque el nuevo primo parecia virtualmente
asegurado, nadie podia saber cuando seria encontrado. Se dice «virtualmente ase-
gurado» porque aunque se conjetura que hay una infinidad de primos de Mersenne,
esto no ha sido probado todavia. El resultado de Clarkson se obtuvo después de va-
rios dfas de calculos en computadora, de hecho Clarkson hall6 el registro del primo
de Mersenne en su computadora personal, cuando el servidor de PrimeNet eligio
el exponente para que Clarkson lo probara, él no quiso hacerlo. Clarkson comento
«nunca me habria imaginado que dos primos de Mersenne se encontraran tan cer-
canosy». De cualquier manera, Clarkson continu6 adelante y encontré un pequeno
hueco entre dos primos de Mersenne. La prueba real, tomoé alrededor de cuarenta y
seis dias con una computadora Pentium 200 MHz trabajando la mitad del tiempo,
mientras que trabajando tiempo completo, le habria tomado alrededor de una se-
mana. El 30 de enero de 1998 David Slowinski terminé de verificar la primalidad,
dando origen al trigésimo sexto ntimero perfecto 23021376(23021377 — 1) que consta
de 1,819,050 digitos.
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38

Na_yan wWoltman KurowskKi
Figura 10

El primero de junio de 1999, Nayan Hajratwala quien pertenece al GIMPS,
descubrié el trigésimo octavo primo de Mersenne (26972593 — 1) el cual contiene
2,098,960 digitos, calificando para los $50,000 dolares que ofrecia la Fundacion
Electronic Frontier (EFF). Nayan Hajratwala de Plymonth Michigan, era un em-
pleado de Price Waterhouse Coopers. De hecho, Nayan quien utilizaba el sistema
PrimeNet no sabia que él habia encontrado este nuevo primo en su maquina casera,
hasta que PrimeNet lo envié porque él, como la mayoria de los usuarios la dejo
funcionando mientras no la utilizaba, este tiene que ser el mejor mensaje de e-mail
que he leido hasta ahora, dijo Nayan. Hajratwala, utilizé una computadora Pentium
IT IBM activa de 350 MHz, que trabajando parcialmente durante 111 dias verifico
que este nimero era primo, de hecho, se pudo haber verificado en sé6lo tres semanas
trabajando tiempo completo. Cabe mencionar que PrimeNet coordina a mas de
21,500 computadoras, de las cuales 12,600 son usuarios caseros de internet y otras
pertenecen a escuelas y negocios alrededor del mundo, realizando 720 billones de
calculos por segundo.

39

El trigésimo noveno primo de Mersenne fue encontrado el 14 de noviembre de 2001
por Michael Cameron, un estudiante de 20 anos de Ontario Canadé, y miembro
del GIMPS; este ntimero (213466917 _ 1) contiene 4,053,946 digitos. Cameron utilizo
una PC con procesador AMD 800 MHz, que trabajando parcialmente durante 45
dias logr6é probar que este nimero era primo, asi mismo, se auxili6 de un softwa-
re generado por George Woltman y Entropia Inc., como parte de una agrupacion
internacional conformada por mas de 205, 000 computadoras interconectadas y ope-
radas por dicha compania. El nuevo primo de Mersenne fue verificado de manera
independiente por Ernst Mayer y Paul Victor Novarese, con ayuda de una compu-
tadora Alpha workstation de 667 MHz durante tres semanas. Este descubrimiento
representa el quinto nimero de Mersenne encontrado por el GIMPS.
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40

(a) Shafer (b) Ballester
Figura 11

El cuadragésimo primo de Mersenne fue encontrado el 17 de noviembre de 2003
por Michael Shafer, un ingeniero quimico de 26 anos de la Universidad de Michigan y
miembro del GIMPS. Este niimero primo (220996911 1) consta de 6, 320,430 digitos.
De hecho, tiene mas de dos millones de digitos que el anterior primo de Mersenne.
Shafer, utiliz6 una PC de laboratorio de la Universidad de Michigan y un software
libre de George Woltman y Scott Kurowski. Michael comenta «habia terminado una
reunion con mi consejero cuando observé en la computadora que habia encontrado
un nuevo nimero primo de Mersenne. Después de un baile corto en senal de victoria,
llamé a mi esposa y amigos del GIMPS para comentarles la gran noticia». Shafer,
utiliz6 una computadora Dell Pentium 4 de 2 GHz, durante 19 dias para probar que
el nimero es primo. Cabe senalar que, el proyecto PrimeNet ha jugado un papel muy
importante, ya que aglutina cientos de millones de computadoras en paralelo, para
crear un superordenador virtual que realiza 9 teraflops de calculos por segundo; lo
que permite a los miembros del GIMPS encontrar un primo en solamente dos anos,
en vez de 25,000 anos trabajando s6lo una PC. Este nuevo primo de Mersenne, fue
verificado de manera independiente por Guillermo Ballester de Granada Espana,
en un servidor Itanium II de 1.4 GHz durante doce dias en el Centro de Prueba de
HP; y por Ernts Mayer de Cupertino California, usando una Alpha workstation HP
de 1 GHz durante tres semanas.

41

El cuadragésimo primero primo de Mersenne, fue encontrado el 15 de mayo de 2004
por Josh Findley del GIMPS, (224036583 _ 1) consta de 7, 235, 733 digitos. De hecho,
tiene casi un millén de digitos mas que el anterior. Este ntimero primo, abarca el
72 % del tamano de los diez millones de digitos, por el que la Fundacion Electronic
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Frontier ofrecia $100, 000 doélares. Findley, un consultor de la Adminstracion Oceé-
nica y Atmosférica Nacional de La Jolla California, describié el hallazgo: todavia
estoy sorprendido del descubrimiento. Incluso después de cinco anos de ejecutar el
GIMPS en mis computadoras, no esperaba encontrar un nuevo primo de Mersenne.
Findley utilizé6 una computadora Pentium IV de 2.4 GHz con Windows XP, durante
catorce dias para probar que este ntimero es primo. El nuevo primo fue verificado
de manera independiente por Tony Reix de Grenoble Francia, usando la mitad de
una computadora Bull NovaScale 5000 HPC, que corria Linux en una 16 Itanium
IT de 1.3 GHz, durante cinco dias con ayuda del programa de Guillermo Ballester
y por Jeff Gilchrist de Elytra Enterprises Inc. en Ottawa Canad4, utilizando por
once dias una Itanium IT de HP rx5670 de 1.5 GHz.

42

Figura 12: Nowak

El cuadragésimo segundo primo de Mersenne, fue encontrado el 18 de febrero de
2005 por el Dr. Martin Nowak, cirujano oculista de Michelfeld Alemania, y miembro
del GIMPS, (225964951 _ 1) consta de 7,816,230 digitos. De hecho, tiene casi medio
millon de digitos més que el anterior. Nowak utiliz6 una computadora Pentium 4
de 2.4 GHz durante mas de 50 dias. Este ntimero primo fue verificado de manera
independiente por Tony Reix de Grenoble Francia, usando una computadora 16
Itanium de Bull NovaScale 5000 HPC, que corria el programa de Guilllermo Balles-
ter. Una segunda verificacion fue realizada por Jeff Gilchrist de Elytra Enterprises

Inc. en Ottawa Canadé, utilizando quince dias de tiempo con 12 computadoras alfa
Compaq GS160 de 1.2 GHz.

43

El cuadragésimo tercero primo de Mersenne, fue encontrado el 15 de diciembre de
2005 por el Dr. Curtis Cooper y el Dr. Steven Boone de la Universidad Central del
estado de Missouri. Este ntiimero (239402457 — 1) consta de 9,152,052 digitos. De
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(a) Cooper (b) Boone

Figura 13

hecho, tiene un millén trescientos mil digitos més que el anterior. Este nuevo primo
se obtuvo en una computadora del laboratorio de Comunicaciéon de la Universidad,
después de correr el programa de George Woltman en intervalos de tiempo por cerca
de 50 dias. Posteriormente fue verificado de manera independiente durante cinco
dias por Tony Reix de Bull S.A. en Grenoble Francia; usando una computadora
16 Itanium II de 1.5 GHz y el programa de Guillermo Ballester. Una segunda
verificacion fue hecha por Jeff Gilchrist.

44

El cuadragésimo cuarto primo de Mersenne fue descubierto el 4 de septiembre de
2006, en el mismo edificio a pocos metros de distancia el Dr. Curtis Cooper y el Dr.
Steven Boone del equipo CMSU rompi6 su propio récord mundial, el nimero des-
cubierto (232982657 _ 1) esta formado por 9, 808, 358 digitos y tiene mas de 650,000
digitos que el namero primo anterior. Sin embargo, el nimero no rebasa los 10 mi-
llones de digitos que son necesarios para reclamar el premio que ofrecian al proyecto
GIMPS. Cabe destacar que en menos de tres anos el GIMPS ha descubierto cinco
primos de Mersenne. Por otra parte Tony Reix de Bull SA en Grenoble Francia,
verifico la primalidad del cuadragésimo cuarto primo de Mersenne de forma inde-
pendientemente en 6 dias, usando 16 computadoras Itanium?2 de 1.5 GHz de la Bull
NovaScale 6160 HPC, del centro de investigaciéon Bull en Grenoble, ejecutando el
programa Glucas de Guillermo Ballester de Granada Espana. Es importante senia-
lar que el Dr. Cooper y el Dr. Boone, no podrian haber hecho este descubrimiento
por si solos. En reconocimiento a las contribuciones hechas por los coordinadores
del proyecto y las decenas de miles de voluntarios, el GIMPS dio el crédito de este
descubrimiento a «Cooper, Boone, Woltman, Kurowski et al.». El descubrimiento
es el décimo ntimero obtenido por el proyecto GIMPS.
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45, 46

(a) Elvenich (b) Kurowski

Figura 14

El 15 de septiembre de 2008, se encontroé el cuadragésimo sexto y el cuadragésimo
quinto primo de Mersenne, cada uno consta de 12,978,189 y 11, 185,272 digitos,
como parte del proyecto GIMPS en 12 afios. Los niimeros primos son (243112609 1)
y (237156667 _ 1) El ntimero méas grande calificaba para un premio de investigacion
de $100, 000 dolares, la mayor parte del premio el GIMPS lo don6 a la Universidad
de California (UCLA) y otro porcentaje a una institucion de beneficencia.

Como reconocimiento de la contribucién de cada participante del GIMPS, el cré-
dito para la primera fase de clasificacion fue para «Edson Smith, George Woltman,
Scott Kurowski, et al.» y el otro para «Hans-Michael Elvenich, George Woltman,
Scott Kurowski, et al.» Un concurso de casi una década de duracion, para un premio
de $100, 000 dolares de la Fundacion Electronic Frontier, termin6 cuando el primo
mayor surgi6 en un equipo de la UCLA dirigido por Edson Smith, apenas dos sema-
nas antes de que el segundo primo fuera encontrado por el equipo de Hans-Michael
Elvenich, en Langenfeld Alemania, cerca de Colonia. Ambos primos estaban entre
los 100,000 ordenadores del GIMPS, el cual ha estado funcionando continuamente
desde 1996 y realizando alrededor de 29 billones de calculos por segundo. «Estamos
orgullosos de ser participantes en el GIMPS y agradecidos con el Departamento de
Matematicas de la UCLA, para el suministro de recursos computacionales para el
proyectoy», dijo Edson Smith, Gerente de Informatica. Por su parte, Hans-Michael
Elvenich un ingeniero eléctrico alemén y un entusiasta de los ntimeros primos, agre-
gaba: «Después de cuatro anos de busqueda en el GIMPS, obtuvimos un gran éxito».
«El desarrollo de las tecnologias y los métodos para aplicar el increiblemente vasto
poder de la computaciéon en la investigaciéon cooperativa, es la razén por la que la
Fundacion Electronic Frontier cred los premios. Es una investigacion seria, pero es
divertido y educativo tambiény.

El Fundador del GIMPS George Woltman en Orlando Florida, dijo: «Ademas
de felicitar y agradecer las enormes contribuciones de nuestros cientos de miles de
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participantes a lo largo de los anos, nos hemos comprometido a dar $25,000 dolares
para la caridad; $50,000 dolares a la UCLA por su parte en el descubrimiento»
y la mayor parte de lo que queda para otros buscadores de primos en el GIMPS
y agregaba: «Nuestro proyecto de investigacion pronto ofrecera la oportunidad de
lograr el proximo reto, el premio de $150, 000 dolares para un primo de 100 millones
de digitos, lo que parece més dificil. Todo lo que necesitas para participar, es nuestro
programa de descarga gratuita y mucha pacienciay.

En la siguiente tabla, presentamos los nimeros primos de Mersenne que se cono-
cen y la cantidad de digitos que tienen, asi como la cantidad de digitos que forman
los niimeros perfectos pares, inducidos por los niimeros primos de Mersenne.

No. P Digitos Digitos Ano Autor
en M, en P,

1 2 1 1

2 3 1 2

3 ) 2 3

4 7 3 4 e e

5 13 4 8 1456 Anoénimo

6 17 6 10 1588 Cataldi

7 19 6 12 1588 Cataldi

8 31 10 19 1772 Euler

9 61 19 37 1883 Pervushin
10 89 27 54 1911 Powers
11 107 33 65 1914 Powers
12 127 39 7 1876 Lucas
13 521 157 314 1952 Robinson
14 607 183 366 1952 Robinson
15 1279 386 770 1952 Robinson
16 2203 664 1327 1952 Robinson
17 2281 687 1373 1952 Robinson
18 3217 969 1937 1957 Riesel
19 4253 1281 2561 1961 Hurwitz
20 4423 1332 2663 1961 Hurwitz
21 9689 2917 5834 1963 Gillies
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No.

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

36
37

38

39

40

41

42

43

p

9941
11213
19937
21701
23209
44497
86243

110503
132049
216091
756839
859433
1257787
1398269

2976221
3021377

6972593

13466917

20996011

24036583

25964951

30402457

Digitos
en M,

2993
3376
6002
6533
6987
13395
25962
33265
39751
65050
227832
258716
378632
420921

895932
909526

2098960
4053496
6320430
7235733
7816230

9152052

Digitos
en P,

5985
6751
12003
13066
13973
26790
51924
66530
79502
130100
455663
517430
757263
841842

1791864
1819050

4197919
8107892
12640858
14471465
15632458

18304103

Ano

1963
1963
1971
1978
1979
1979
1982
1988
1983
1985
1992
1994
1996
1996

1997
1998

1999

2001

2003

2004

2005

2005

Autor

Gillies

Gillies
Tuckerman

Noll y Nickel
Noll

Nelson y Slowinski
Slowinski
Colquitt y Welsh
Slowinski
Slowinski
Slowinski y Gage
Slowinski y Gage
Slowinski y Gage

Armengaud, Woltman et
al. (GIMPS)

Spence, Woltman et al.
Clarkson, Woltman,
Kurowski et al.
Hajratwala, Woltman,
Kurowski et al.

Cameron, Woltman,
Kurowski et al.

Shafer, Woltman,
Kurowski et al.
Findley, Woltman,
Kurowski et al.

Nowak, Woltman,
Kurowski et al.

Cooper, Boone, Woltman,

Kurowski et al.
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No. P Digitos Digitos Ano Autor
en M, en P,

44 32582657 9808358 19616714 2006 Cooper, Boone, Woltman,
Kurowski et al.

45 13466917 4053496 8107892 2008 Elvenich, Woltman,
Kurowski et al.

46 42643801 12837064 25674127 2009 Strindmo, Woltman,
Kurowski et al.

47 43112609 12978189 25956377 2008 Smith, Woltman, Kurowski
et al.

48 57885161 17425170 34850339 2013 Cooper, Woltman,
Kurowski et al.

47

El 12 de abril de 2009 fue encontrado el 47 ntmero primo de Mersenne a saber
(242643801 _ 1) "este ntimero consta de 12,837,064 digitos y fue encontrado por Odd
Magnar Strindmo de Melhus Noruega. Este es el pentltimo primo de Mersenne
conocido y tiene 141,125 digitos menos que el primo de Mersenne encontrado en
agosto pasado. Odd es un profesional de TI cuyos equipos han estado trabajando
en el GIMPS. El célculo le tom6 29 dias con un procesador de 3 GHz Intel Core 2.
Este ntimero primo, también conocido como Myag43501, fue encontrado el 12 de abril,
pero debido a un fallo del servidor pasé desapercibido hasta el 4 de junio. También
este numero, fue verificado en forma independiente por Tony Reix el 12 de junio con
el programa Glucas, que se ejecuta en los servidores HPC de Bull NovaScale, uno
con una computadora Itanium?2 y otro con una computadora Nehalem EX. Odd
es voluntario del proyecto GIMPS, de hecho, el GIMPS ha encontrado los tltimos
13 numeros primos de Mersenne, de los cuales 11 fueron récords mundiales. En
reconocimiento a la contribucién de cada participante del GIMPS, el crédito para
este namero ird a «O. Strindmo, G. Woltman, S. Kurowski, et al.»

48

El cuadragésimo octavo primo de Mersenne fue descubierto el 25 de enero de 2013 a
las 23:30:26, el mayor ntimero primo conocido es (2°7885161 1) y fue descubierto por
el Dr. Curtis Cooper un voluntario del GIMPS. El namero primo tiene 17,425,170
digitos y se utilizaron 360, 000 computadoras en horas pico realizando 150 billones de
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calculos por segundo, durante 17 anos corriendo de manera continua en el GIMPS.
Este es el tercer registro para el Dr. Cooper y su Universidad. La UCLA tenia el
récord hasta que la Universidad Central de Missouri, recuper6 el récord mundial
con este descubrimiento. La nueva prueba de primalidad, tomo6 39 dias de calculos
computacionales sin parar en uno de los ordenadores de la universidad. El Dr.
Cooper y su Universidad son los mayores contribuyentes individuales al proyecto.
El descubrimiento fue elegible para un premio de investigacion del GIMPS de $3, 000
dolares. Es el tltimo primo de Mersenne descubierto hasta ahora y cada vez parece
mas dificil de encontrar.

Chris Caldwell tiene un sitio web autorizado https://primes.utm.edu/ sobre
los nimeros primos conocidos. Para demostrar que no habia errores en el proceso
de descubrimiento, el primo fue verificado de forma independiente con diferentes
programas que se ejecutan en un hardware diferente, Serge Batalov de la fundacion
Ernst Mayer’s, corri6 el algoritmo de Lucas-Lehmer en un servidor de 32 nucleos
donado por Novartis en 6 dias y Jerry Hallett también lo verific6 en 3.6 dias. Por
tltimo, el Dr. Jeff Gilchrist verifico el hallazgo mediante el software del GIMPS en
una computadora Intel i7 en 4.5 dias y con el programa CUDALucas en una NVidia
GTX 560 Ti en 7.7 dias.

Cabe senalar, que el crédito para los descubrimientos del GIMPS no va solo al
Dr. Cooper por ejecutar el software en los ordenadores de su Universidad, sino tam-
bién para Woltman y Kurowski por la creacion del software y ejecutar el proyecto,
ademas para los miles de voluntarios del GIMPS. Por lo tanto, el crédito oficial para
este descubrimiento se otorgd a «C. Cooper, G. Woltman, S. Kurowski, et al.»

La historia sobre la busqueda de nimeros primos de Mersenne y numeros per-
fectos continia y nada despreciables $150,000 ddlares les estdn esperando...

Ahora nos podemos preguntar ;existen una infinidad de primos de Mersenne?,
se cree que si pero nadie ha podido demostrarlo. Una consecuencia natural es que
si hay una infinidad de primos de Mersenne, entonces por el teorema de Euclides,
habria una infinidad de nimeros perfectos pares.

Hay otras preguntas abiertas que surgen en torno a los ntimeros primos, como
por ejemplo:

1) ;Existen infinitos primos de la forma n? + 1?

2) ;Existe un nimero primo entre n? y (n + 1)2? Cabe senalar que Chebychev
probo el llamado postulado de Bertrand: «Para todo niimero natural n > 2,
siempre existe un nimero primo p mayor que n y menor que 2n».
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Resumen

Es bien conocido que cualesquiera tres puntos pertenecen a una misma circun-
ferencia, sin embargo, para cualesquiera cuatro puntos eso ya no ocurre. En
el presente articulo analizamos algunos resultados que determinan cuando un
cuadrilatero es ciclico, para ello, utilizamos conceptos bésicos tales como con-
gruencia y semejanza de tridngulos; el &ngulo central y el teorema de Ptolomeo.

A don Alberto Barajas en el centenario,
de su nacimiento.

Alberto Barajas Celis nacié el 17 de julio de
1913 en la Ciudad de México y muri6 el 3 de ju-
lio de 2004. Realiz6 diversos trabajos en matemé-
ticas teodricas junto a colegas y companeros suyos
como Carlos Graef Fernandez, tales como Invarian-
tes proyectivos de las transformaciones circulares
(1942). Obtuvo la beca Guggenheim por un afio
que lo llevo a estudiar en la Universidad de Har-
vard (1944-1945) con el matemético George Da-
vid Birkhoff hasta antes de su muerte, estudio que
le serviria para conseguir su doctorado en ciencias
matemaéaticas con la tesis Teoria de la gravitacion
(1944) basado en la Teoria relativista de la gravi-
tacion realizado por los cientificos rusos Logunov,
Mestvirishvili y Petrov, trabajo que aparece cita-
do en la Enciclopedia Britanica, por lo que fue invitado a dar conferencias en las
universidades de Brown, Harvard y Princeton, en donde tuvo la oportunidad de
discutir su trabajo con Albert Einstein, ya publicado por el propio Barajas algtn
tiempo antes y asesorado por Birkhoff. Desempenoé los siguientes puestos a partir
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de 1934: investigador de carrera del Instituto de Matematicas; profesor, director y
coordinador en la Facultad de Ciencias (Universidad Nacional Auténoma de Méxi-
co); miembro de la Comision de Nuevos Métodos de Ensefianza y miembro de la
Junta de Gobierno 1970-1979. Desde 1976 fue profesor emérito de la Universidad
Nacional Auténoma de México, y en 1985 le fue otorgado el grado de Doctor ho-
noris causa en Matematicas por la Universidad Nacional Auténoma de México. El
doctor Alberto Barajas fue un entusiasta impulsor para que se construyera Ciudad
Universitaria en la década de 1950. Asimismo, fue coordinador de la Investigacion
Cientifica de la UNAM y presidente del Consejo Consultivo de la CNEN (Comision
Nacional de Energia Nuclear (México)), entre otros cargos.

Con respecto a la ensenanza, Alberto Barajas impartié por casi 70 anos varios
cursos de matemaéticas en la Facultad de Ciencias, se dice facil pero muy pocos tienen
una carrera tan larga, brillante y licida hasta el final. Barajas fue un profesor fuera
de serie, tenia una extraordinaria habilidad como expositor y orador, que desplegaba
clase por clase, era muy cuidadoso en sus exposiciones, trazaba circulos perfectos,
manejaba los tiempos y las pausas a la perfeccion y acompanaba sus clases con
anécdotas historicas que contaba como si hubiera sido amigo de todos los grandes
creadores de las matematicas. En los ultimos anos don Alberto tuvo la constumbre
de alternar sus cursos: impartia un ano las materias de Geometria Moderna I y
II, y otro ano las materias de Teoria de los ntimeros I y II. Fue en el ano de 1987
cuando tuve el privilegio de asistir como estudiante a sus cursos y los cuadrilateros
ciclicos fue uno de los temas que mas me impresionaron cuando lo expuso con gran
elegancia en la clase.

Les recuerdo que matemdtico no es el nombre de un talento,
sino de una pasion.
A. Barajas

1 Algunas curiosidades de los cuadrilateros ciclicos

Es muy conocido que cualesquiera tres puntos pertenecen a una misma circunferen-
cia, sin embargo, para cualesquiera cuatro puntos eso ya no ocurre. Por consiguiente,
decimos que un cuadrilatero es ciclico si existe una circunferencia que pasa por los
vértices del cuadrilatero.

El segmento que va del punto A al punto B se denotara con AB, el segmento
AB es paralelo al segmento CD con AB || CD, el segmento AB es perpendicular
al segmento CD con AB 1 CD, el arco que va del punto A al punto B con @;
el triangulo que pasa por los puntos A, B, C' con AABC, el cuadrilatero que pasa
por los puntos A, B,C, D con JABCD, al d4ngulo formado por los puntos A, B, C
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con ZABC'. Los triAngulos ABC y DEF' son congruentes con AABC = ANDEF,
los tridngulos ABC' y DEF son semejantes con AABC ~ ADEF.

Empecemos con el teorema del angulo central, es un resultado bésico con con-
secuencias importantes, como podra verse a lo largo del capitulo.

Teorema 1.1 (del angulo central). Si el dngulo B es un dngulo inscrito en una
circunferencia € y el dngulo o tiene vértice en el centro y abarca el mismo arco
(ver figura 1), entonces B = %a.

C
B

Figura 1

Demostracion. Como veremos, los tres casos ilustrados en la figura 2 se reducen al
primero.

Figura 2

i) Cuando C'B es un didmetro (ver figura 2(a)).
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El AOAC es isosceles pues OA = OC son radios, asi 8 = ZOAC. Ademas 5 +
OAC+ ZCOA=04++ZLCOA=180°y ZCOA+ a = 180°, luego 283 = a. Por
lo tanto 8 = %oz.

i1) Consideremos el caso de la figura 2(b).
Este caso lo reducimos al caso anterior, para ello trazamos un didmetro C'D que
pase por C'y O (ver figura 3(a)). Por el caso i) sabemos que ZAOD = 2/ACO y

Figura 3

/DOB =2/0CB, por lo tanto

a=/AOD + /DOB = 2/ACO + 2/0CB
= 2(LACO + ZOCB) = 28,

asi f = %a.

iii) Ahora consideremos el caso de la figura 2(c).
Primero trazamos un didmetro C'D que pase por C'y O (ver figura 3(b)). Aplicando

el caso i) tenemos que a+/ZBOD = 2(f+/BCO) = 28+2/BCO, pero ZBOD =
2/BCO. Por consiguiente a = 23, luego 8 = %oz. [

Teorema 1.2 (del cuadrilatero ciclico). Sean E y D puntos en el arco AC y B en
el arco complementario (ver figura 4(a)), entonces

(1) OACDE es ciclico siy solo si Z/CEA = /ZCDA,
(2) OABCD es ciclico siy solo si Z/CDA+ ZABC = 180°.
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Figura 4

Demostracion.

1) DACDE es ciclico si y solo si Z/OCEA = ZCDA, pues /CEA = tay ZCDA =
2
%a por el teorema del dngulo central.

(2) Supongamos que % es un circulo con centro en O (ver figura 4(a)). Si JABCD
es ciclico, entonces ZCDA = %a y LZABC = %B por el teorema del &ngulo central,
pero a + 3 = 360° y por lo tanto Z/CDA + ZABC = %(oz + B) = 180°.
Inversamente, supongamos que ZC DA+ /ZABC = 180° y %3 el circulo que pasa
por A, Dy C (ver figura 4(b)), basta probar que B pertenece a %,. Supongamos lo
contrario, entonces CB N %, = B’ y por consiguiente A, B’,C'y D son conciclicos,
por lo tanto ZOCDA + ZAB'C = 180°, asi ZABC = /AB'C =180° — ZCDA lo
cual es imposible, pues ZAB'C > ZABC. Por lo tanto, B = B’; es decir, JABCD

es ciclico. n

Teorema 1.3. Si el cuadrilatero CDEF es ciclico y que no sea un cuadrado (ver
figura 5(a)) y se trazan las bisectrices interiores, entonces se obtiene un cuadrildtero

GHIJ que es ciclico.

Demostracion. En la figura 5(b) ZDGC =0y ZFIE = p porque son opuestos por
el vértice, por otra parte 2a+25-+2n+2¢ = 360°, luego a+pB+n+p = 180°; ademaés
a+p5+60 = 180° y p+6+¢ = 180°, por lo tanto 8+p = (180°—a—)+(180°—n—¢p) =
360° — (a«+ B +n+ ¢) =180° asi 8 + p = 180° y por consiguiente el cuadrilatero
GH1J ciclico. [
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Figura 5

Observacion 1.4. El teorema anterior se cumple para todos los cuadrilateros con-
vexos no necesariamente ciclicos, la misma demostracion sirve para ello. El siguiente
teorema lo cumple cualquier cuadrilatero, en particular los cuadrilateros que son
ciclicos.

Teorema 1.5. Si L, M, N, R son los puntos medios de los lados del JABCD (ver
figura 6), entonces el OLM N R es un paralelogramo.

M

Figura 6

Demostracion. En los triangulos BCD yv BDA los segmentos MN y LR son pa-
ralelos a BD y MN = %@ = RL. Analogamente los segmentos LM y NR son
paralelos a AC'y LM = %AC = NR, por lo tanto LILM N R es un paralelogra-

mao. |
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Definicion 1.6. Si JABCD es ciclico con L, M, N y R los puntos medios de
los segmentos AB, BC,CD y DA respectivamente, entonces LN y MR se llaman
bimedianas y LN N MR = P se llama centroide del JABCD (ver figura 7).

BUC

Figura 7

Un concepto interesante surge cuando reflejamos el circuncentro de un cuadri-
latero ciclico respecto de su centroide.

Definicion 1.7. Si reflejamos el circuncentro O del JABCD ciclico con respecto
a P, se obtiene el punto O y se le llama anticentro del JABCD (ver figura 8).

D

Figura 8

Cabe senalar que el anticentro aparece en varios resultados de geometria eucli-
diana [2], [6]; sin embargo es un concepto que no aparece antes del siglo XIX, es a
partir del siglo XX cuando empieza a utilizarse como tal. El siguiente lema aporta
una propiedad interesante del anticentro.
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Lema 1.8. Si O’ es el anticentro del JABCD con E, F,G, H los puntos medios de
los lados del JABCD y al prolongar EO’ hasta que corte a DC en R (ver figura 9),
entonces la recta que pasa por E,0" y R es perpendicular a CD.

Figura 9

Demostracion. Por el teorema anterior el JEFGH es un paralelogramo y como
las diagonales se bisecan, entonces EP = PG, ademas /EPO’' = Z/GPO por ser
angulos opuestos por el vértice y O’P = PO pues O’ es el anticentro del JABCD;
asi APO'E = APOG, luego EO" = OG.

Por otra parte AODC es isésceles, porque O es el circuncentro y OG es media-
triz del AODC, por lo tanto ER es perpendicular a CD. Ademéas OFO'GO es un
paralelogramo. n

Observacion 1.9. Por el resultado anterior, la recta que pasa por el anticentro y el
punto E es perpendicular a CD. Analogamente, la recta que pasa por el anticentro
y el punto H es perpendicular a AD. Por lo tanto, existen cuatro rectas que pasan
por los puntos medios del JABCD y que son perpendiculares a los lados opues-
tos y ademds son concurrentes en el anticentro O" (ver figura 10). Si denotamos
con I, J, K, R a los puntos de interseccion de estas cuatro rectas con los lados del
OABCD, entonces ER, KF',GJ, [ H se llaman maltitudes del JABC D, el nombre
se debe a que cada segmento es perpendicular y pasa por el punto medio de ca-
da lado del cuadrilatero, este concepto se empezd a utilizar a mediados del siglo
XIX. Por consiguiente las cuatro maltitudes del JABC'D son concurrentes en el
anticentro.
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Figura 10

Teorema 1.10 (Brahmagupta). Si el cuadrildtero ABCD es ciclico con diagonales
perpendiculares entre si, entonces la perpendicular a un lado desde el punto de
interseccion de las diagonales biseca el lado opuesto (ver figura 11(a)).

(a)

Figura 11

Demostracion. Sabemos que ZCAB = ZC'DB porque abarcan el mismo arco BC
(ver figura 11(b)), analogamente ZABD = ZACD porque abarcan el mismo arco

@, y como ademas los ABFA y AEFB son rectangulos, entonces el ADFG
resulta isosceles y de forma analoga ACFG también es isosceles, luego DG = FG
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y FG = GC, por consiguiente DG = GC. Ademas F es el anticentro del JABC D
por el lema 1.8. [

Corolario 1.11. Si el cuadrildtero ABCD es ciclico con diagonales perpendiculares
entre si, entonces la distancia del circuncentro O al lado AB es igual a la mitad del
lado opuesto, esto es, OF = % CD (ver figura 12).

Figura 12

Demostracion. Como O es el circuncentro del JABC D, entonces el AAOB es
isosceles, pues OA = OB. Asi EO es mediatriz del lado AB. Ademas, por el teorema
anterior la linea que pasa por el punto medio G de CD vy el anticentro O’ del
OJABCD es perpendicular a AB, por lo tanto O’G||OE. Analogamente O'E||OG y
por consiguiente JEOGO’ es un paralelogramo, asi FO = GO’; pero G es punto
medio de CD, por lo tanto G es circuncentro del ADO'C el cual es un triangulo
rectangulo, ya que las diagonales del JABCD son perpendiculares, luego EO =
GO’ =1 CD. m

Un resultado importante y bello que caracteriza a los cuadrilateros ciclicos, es
el siguiente teorema dado por el gedmetra griego Claudio Ptolomeo (150 D.C.) y
redescubierto por el prominente matemético de la India Brahmagupta (600 D.C.).

Teorema 1.12 (Ptolomeo). Si el cuadrilatero ABCD es ciclico (ver figura 13(a)),
entonces la suma de los productos de los lados opuestos es igual al producto de las

diagonales, esto es, AB CD + BC' AD = AC BD.
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A

(a) (b)

Figura 13

Demostracion. En la figura 13(b) trazamos ZABE = Z/DBC, con E un punto en
AC; /BAE = Z/BDC por el teorema del d4ngulo central. Analogamente ZADB =
/FECB, ademas /DBA = ZCBE. Por lo tanto,

AABE ~ ADBC y AADB ~ AECB,

luego

SRS
~ |5

<

SRS
I

A=

por consiguiente,
ac=q AFE y bd=q EC,

por lo tanto ac + bd = ¢ AE + q EC = q(AE + EC) = gp. [

Observacion 1.13. No es muy complicado ver que el reciproco del teorema de
Ptolomeo también se cumple.

Corolario 1.14. Identidad trigonométrica
sen(a+ ) = sen a cosfB + sen B cos a.

Demostracion. Consideremos el cuadrilatero ciclico ABCD, con didametro AC = 1
(ver figura 14(a)); por consiguiente senaw = BC, senf = CD, cosaa = AB
y cos3 = AD. Ahora apliquemos el teorema de Ptolomeo al cuadrilatero cicli-

co ABCD, esto es, AB CD + BC AD = AC BD, por lo tanto cos a senfS +
sen « cosf3 = BD; veamos que sen(a + ) = BD, para ello trazamos el didmetro
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BE como se observa en la figura 14(b), asi sen /ZBED = BD, luego /BED = a+8.
Por lo tanto,
sen(a+ ) = sen a cosf + sen [ cos a. ]

D

Figura 14

Teorema 1.15 (Brahmagupta). Si el tridngulo ABC' es isdsceles y P pertenece al
arco BC' (ver figura 15), entonces

AP AC
CP+PB BC’

Figura 15
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Demostracion. Aplicando el teorema de Ptolomeo al cuadrilatero ABPC' obtene-
mos:

AP BC =CP AB+ PB AC=CP AC+ PB AC = AC(CP + PB),
pues AB = AC. Por lo tanto
AP AC
CP+PB BC

Una consecuencia inmediata del teorema de Ptolomeo se debe al matemaéatico
holandés Frans van Schooten (1615-1660) y corresponde a tridngulos equilateros.

Teorema 1.16 (Van Schooten). Si el triangulo ABC' es equildtero y cada vértice
es unido a un punto P en el arco BC (ver figura 16), entonces AP = CP + PB.

c

F)

A B
Figura 16
Demostracion. Por el teorema anterior

AP _AC .

CP+PB BC
pues AC = BC. Asi AP = CP + PB. [

Ahora nos preguntamos jexiste alguna formula para calcular el area de un trian-
gulo o de un cuadrilatero ciclico?, uno de los ged6metras més importantes del siglo
XVIII, el matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) obtuvo algunos resultados
que presentamos a continuacion.
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Teorema 1.17 (Euler). Si el triangulo ABC' tiene lados a,b y ¢, con drea K y
circunradio R, entonces abc = 4K R.

Figura 17

Demostracion. Los tridngulos CGA y C'FO son semejantes (ver figura 17), luego

a
n_ 3,
b R’
por lo tanto,
ab
h=—.
2R

Ahora calculemos el érea del triangulo ABC":

@_cab abe

2~ 22R 4R

Asi abc = 4K R. [
Teorema 1.18 (Euler-Ptolomeo). Si el cuadrilitero ABCD es ciclico con lados
a,b,c,d y diagonales p y q (ver figura 18); de drea K y circunradio R, entonces:
) p ad+ be
7 —_ =
qg ab+cd

. [(ac+bd)(ad + be) B \/(ac—i—bd)(ab-l—cd)
zz)p—\/ ab + cd v 4a ad + be

iii) 4K R = \/(ab + cd)(ac + bd)(ad + be)
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Figura 18

Demostracion. Sean Kq, Ko, K3y Ky las areas de los AABC, ANACD, NABD y
ABCD respectivamente. Asi, aplicando el teorema anterior a los tridngulos ABC
y ACD (ver figura 19(a)) obtenemos:

pab  ped  p(ab+ cd)

K=K + K= _
Lt R = TR AR

Analogamente para los tridngulos ABD y BCD (ver figura 19(b)) obtenemos:

B _qad  gbc  q(ad+ bc)
K=Kt K= ¥ R = 1R

Figura 19
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Por consiguiente,
p(ab+cd)  q(ad+ bc)

4R AR
luego p(ab + cd) = q(ad + be) y por lo tanto

p ad+ bc

g ab+cd

Para el segundo inciso pq = ac + bd se cumple por Ptolomeo, por consiguiente:

5 pgp  (ac+bd)(ad + be) _\/(ac+bd)(ad+bc)
P q ab + cd  luego p= ab + cd '

Anélogamente,

o pqq  (ac+bd)(ab+ cd) _\/(ac—i—bd)(ab—l—cd)
T p ad + bc . luego = ad + bc ’

Para la tercera igualdad consideremos:

b+cd) qlad+bc)  pq(ab+ cd)(ad + be)
K= K K = 2 _
AR AR (4R)?

(ac + bd)(ab + cd)(ad + be)
(4R)?

Por lo tanto (4K R)? = (ac + bd)(ab + cd)(ad + bc) , ast

4K R = \/(ab + cd)(ac + bd)(ad + bc). n

Lema 1.19. Si el cuadrilitero ABCD es ciclico con diagonales p y q (ver figu-
ra 20(a)), de drea K, entonces K < %pq.

Demostracion. K = %p(hl +hg) ycomo hi+he < g, por lo tanto K < %pq. |

Corolario 1.20. Si el cuadrildtero ABCD es ciclico con diagonales p y q perpen-
diculares (ver figura 20(b)), de drea K, entonces K = $pq.

Demostracion. Por el lema anterior K < %pq, pero p y q son perpendiculares, asi
hi1 4+ ho = q y por lo tanto K = %pq. [

Observacion 1.21. El lema 1.19 y el corolario 1.20 se cumplen para cualquier
cuadrildtero convexo no necesariamente ciclico.
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Figura 20

Para finalizar agregamos dos lemas, cuyas soluciones involucran cuadrilateros
ciclicos.

Lema 1.22. En el AABC, si AB > AC y BP es tangente al circuncirculo del
AABC con AC N BP = P, D es el simétrico de B con respecto a P y E es el
simétrico de C' con respecto a BP (ver figura 21(a)), entonces JABED es ciclico.

Figura 21
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Demostracion. APBC =~ ABAP, luego

PA PB
PE PO’

por lo tanto PA PC' = PB >_PD*? pues PB = PD, luego
PA PD
PD PC’

Ademas /DPA = /DPC, por lo tanto ADPA ~ ADPC, luego ZCAD =
/PAD = /CDP. Por otra parte C'y E son simétricos con respecto a PB, por
consiguiente /CPD = /PDE = /BDFE y /PBC = /ZEBD. Por lo tanto:

/BAD = /BAP + PAD = Z/CDP + ZPBC
=/BDE + /EBD = 180° — /BED,

luego /BAD 4+ Z/BED = 180°, asi HIABED es ciclico. [

Lema 1.23. Dado el AABC inscrito en el circulo con centro en O y el didmetro
CD 1L AB, E = CDNAB. Si la cuerda BF intersecta a CD y AC en M y N
respectivamente, con BF = AC (ver figura 22(a)), entonces

(a) NACM = ABCM

(b) AD BE = DE BC

(c) MB > =MN MF

N
o \

(a) (b)

Figura 22
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Demostracion.

(1) Como CD L AB y CD es diametro, entonces AAM B y AACB son isosceles.
Asi AM = MB , AC =CB y CM es comun, por lo tanto AACM = ANBCM.

(7) Sabemos que ZEAD = Z/BCE por el teorema del angulo central y /ZDEA =
ZCE B porque son adngulos opuestos por el vértice, luego ZADE = /EBC, por lo
tanto AFAD ~ ABCFE y por consiguiente

asi AD BE = DFE BC.

(ii1) Trazamos AF de tal manera que BF = AC (ver figura 22(b)), luego BAF =
AFC. Por lo tanto AB = FC, asi /ZCBF = ZAFB y como NACM = ANBCM,

por consiguiente
/MFA=/BFA=/CBF =/CBM =/MAC = /MAN

luego ANAM ~ AMF A, asi
MN  AM
AM —~ MF
luego AM >—MN MF y como AM = M B, entonces M B > —MN MF. u
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Resumen

El presente trabajo se ubica en el area de estadistica inferencial, en particular
en el anélisis de supervivencia. Las funciones de riesgo son determinantes en el
analisis de supervivencia, ya que estas cuantifican el riesgo instantaneo de falla
o fracaso en un momento dado. Se ha puesto atencién a la prueba de hipotesis
de una tasa de falla constante en contra de una que cambia en un solo punto.
En el trabajo se analizara la alternativa de miltiples puntos de cambio, y se
propondra un enfoque de seleccion del modelo utilizando la prueba secuencial
que considera al modelo de riesgo constante por tramos. Se analiza el modelo
con el objetivo de estudiar el comportamiento de la funciéon de riesgo y de
observar cuando se produce un cambio.

1 Introduccion

El analisis de supervivencia es una linea de investigacion de la estadistica inferencial,
que surge como una teoria paralela a la llamada “Teoria de confiabilidad” la cual
tiene como propoésito el estudio del tiempo de vida o el tiempo de falla de un
objeto (individuo) o un conjunto de objetos (conjunto de individuos) sometidos
a un cierto tipo de tension, ver ([3], [8]). El anélisis de supervivencia tiene como
proposito fundamental el estudio del tiempo de vida o falla de un evento de ineterés
que se encuentra bajo estudio. Las funciones de riesgo son un componente muy
importante en dicho analisis, ya que describen el riesgo inminente de falla en un
instante de tiempo dado.

En la actualidad el uso de modelos paramétricos para representar fenémenos
relacionados con tiempos de vida o tiempos de falla ha ido en aumento en diversas
areas de investigacion, tales como: medicina, biologia, fisica, industria e ingenieria,
con aplicaciones que van desde el estudio de individuos con enfermedades termi-
nales, en la comparacion de la eficiencia de k tratamientos buscando prolongar la
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vida de pacientes desahuciados, asi como en el estudio de articulos de uso cotidiano
bajo condiciones de uso normal o de vida acelerada, garantizar el funcionamiento de
electrodomésticos durante ¢t unidades de tiempo, entrega de componentes electroni-
cas confiables, etc., son s6lo algunas situaciones donde el anéalisis de supervivencia
o la teoria de confiabilidad estd presente. En la literatura, existen modelos que se
han propuesto para representar o ajustar datos de tiempo de vida, entre los mas
usados se encuentran, el Exponencial, el Weibull, el Gama y el Log-normal, estos
se han empleado para ajustar una gran cantidad de datos. Sin embargo, existen
conjuntos de datos que no pueden ser ajustados por estos modelos, por esta razon,
surge la necesidad de tener una familia més general que permita modelar una cla-
se mas amplia de datos de tiempos de vida. Un modelo que han sugerido varios
autores, para analizar datos de tiempos de vida es, el Gama Generalizado, este es
un modelo paramétrico més general y que incluye como caso particular a cada uno
de los citados anteriormente. Sin embargo, tiene una limitante significativa que lo
pone en desventaja frente a los modelos clasicos, esta es, que la estimacion de sus
parametros no es tan sencilla y se hace necesario usar un método numérico para la
estimacion.

Existen diferentes situaciones en donde la estimacion explicita de la funcién de
riesgo es de gran utilidad, uno de estos casos, es el punto de cambio de los modelos
de duracion, estos asumen una funciéon con tasas de riesgo diferentes que cambian en
algunos puntos en muy poco tiempo, dichos puntos son llamados puntos de cambio,
los cuales se requieren determinar y estimar. Suponga que el nimero maximo de
puntos de cambio en el modelo es k, nuestro objetivo es encontrar un modelo con
k puntos de cambio, que mejor se adapte o ajuste a los datos, esto se puede pensar
como una seleccion de modelos donde se comenzara con un modelo que no tenga
puntos de cambio y se realizara la prueba de hipotesis para compararla con un
modelo con al menos un punto de cambio, a continuacién se puede comparar el
modelo con un punto de cambio en contra del modelo con dos puntos de cambio, y
asi sucesivamente, solo se pasa a la siguiente prueba si se rechaza la hipotesis nula.

El presente trabajo se ubica dentro del analisis de supervivencia y tiene como
objetivo principal el anélisis de un modelo de regresion con miltiples puntos de
cambio, dichos cambios se consideran tanto en la funcién de riesgo como en los
parametros de regresion, los cuales ocurren en algtn instante de tiempo 7, el cual
es desconocido.

Ademas, se proponen estimadores para los puntos de cambio en la funcién de
riesgo y para los parametros de regresion mediante el método de maxima verosimi-
litud.
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2 Conceptos basicos

En la mayoria de los estudios quirirgicos, y especialmente los relacionados con el
problema de céancer, la variable principal que se quiere valorar es el tiempo que
transcurre hasta que ocurre un suceso de interés. A este tiempo, generalmente se le
llama tiempo de vida o tiempo de falla, aunque en gran parte de las investigaciones
el suceso en cuestion no tiene por qué ser la muerte.

Se considera que el tiempo de vida de un objeto, persona o grupo (de personas)
se estudia a través de una variable aleatoria 1. Mas especificamente, T' es una
variable aleatoria continua no negativa, que representa el tiempo de vida de un
individuo que se encuentra en la poblacién de estudio. Por lo que estas variables

aleatorias estan definidas sobre el intervalo de tiempo [0, c0), se denota por f(t) a
la funcién de densidad de probabilidad de T'.

Definicién 2.1. La probabilidad de que un individuo sobreviva hasta un tiempo ¢
esta definida como

S@:P@zwz/'ﬂ@m. (1)
t
A la funcion S(t) se le llama funcioén de supervivencia de 7.

Observacion 2.2. En términos de la funciéon de distribucién de T', que es denotada
por F(t) se tiene que la funciéon de supervivencia se expresa como

S(t)=1-P(T <t)=1-F(t). 2)

En el caso en que se estudien sistemas que estén dados bajo ciclos o en tiempos
de vida de fabricacion de objetos, S(t) representa a la funcion de confiabilidad,
donde:

* S(t) es una funcion mondtona decreciente continua
*500)=1
* S(00) = limy00 S(t) =0

Nota 2.3. En el caso en donde S(c0) > 0, esto indicara que el individuo no muere
o no falla, estos son tratados como casos especiales, los cuales no se trataran en el
presente trabajo.

Otra funcién que es muy importante en el analisis de tiempos de vida es la
funcién de riesgo, [5].
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Definiciéon 2.4. La funcién de riesgo asociada al tiempo de vida o de falla de T'
esta dada por

(3)
con F(t) < 1.

La funcién de riesgo especifica la tasa de falla instantanea en un tiempo t; para
comprender este resultado, observe que la funciéon de riesgo esta dada mediante una
razon de cambio, en la cual se hace uso de la probabilidad condicional,

m Pt <T <t+ At)

At—0 AtP(T > t)
Pt<T<t+At|T>t)
At—0 At

Un primer resultado que se establece para la funcion de riesgo es el siguiente

Teorema 2.5. Si f(t) = —S'(t) entonces

dlog S(z t
Mﬂz——%il y l%ﬂm%:—/mwm. (5)
z 0
Demostracion. Haciendo uso de (2), se obtiene la primera parte, esto es
dlog S(x) S f@)
- = |- = = h(x). 6
iz { S|~ S@ @ (6)

Se continta con la segunda igualdad, para lo cual partimos del lado izquierdo y de
(6), de lo cual se obtiene que

t B t dlog S(x)
_AM@W—_A__qf_W
¢ t
:/ MdmzlogS(m) . O
o dx 0

Un resultado que determina una relaciéon importante entre la funcién de super-
vivencia y la funciéon de riesgo es el siguiente
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Teorema 2.6. Si S(0) = 1, entonces

S(t) = exp (— /0 t h(m)daz) . (7)

Demostracion. Partiendo del lado izquierdo de la igualdad y utilizando la segunda
igualdad del Teorema 2.5 se tiene que

exp <_ /Ot h(:z:)dx) = exp (log S(t)(;)

= exp (log S(t) —log S(O))

= exp (log S(t))
= S(t). O

Definiciéon 2.7. La funciéon de riesgo acumulativa correspondiente al tiempo de
vida o de falla de T est& definida por

H(t) = /O ' h(z)dz. (8)

Una relacion inmediata entre la funcion de supervivencia y la de riesgo acumu-
lado es la siguiente

Corolario 2.8. Si T el tiempo de vida o de falla con S(t) y H(t), su funcion de
supervivencia y funcion de riesgo acumulada respectivamente, entonces

S5(t) = exp (—H(1)). (9)

Demostracion. Para probar este resultado es conveniente hacer uso de (8) y de la
primera igualdad del Teorema 2.5 de la siguiente manera

exp(—H(t)) = exp (— /0 t h(x)dx)

t
= exp (—/ _—dloiS(x) dx)
0 x

— exp(log S(t))
— (1),

que es lo que se deseaba probar. ]
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El siguiente resultado muestra una relaciéon tinica entre la funcién de densidad
y de riesgo, la cual sera de vital importancia durante el desarrollo del trabajo.

Corolario 2.9. Si f(t) y h(t) son las funciones de densidad y de riesgo respectiva-

mente de T' entonces
() = h(t) exp (— /O t h(:c)d:c) . (10)

Demostracion. Para realizar la prueba se utilizan (3), (7) y el Teorema 2.5, haciendo
uso de estos resultados se tiene que

£) exp (- /O th(:c)dx) _ —‘“%f(t)exp (- /0 th(x)d:c)

que es lo deseaba probar. ]

2.1 Modelos discretos

Cuando se agrupan tiempos de vida o medidas como un ntmero de ciclos cortos
de algiin tipo, usualmente 7' se puede tratar como una variable aleatoria discreta,
para méas detalles se puede revisar [5].

Suponga que T puede tomar los valores t1,t2,..., con 0 < t; < t9,..., y con
funcién de probabilidad
f(t;) = P(T =t;), j=1,2,....

Definiciéon 2.10. Sea T una variable aleatoria discreta que determina el tiempo
de vida o de falla de un individuo, se define a su funcién de supervivencia mediante

St)=P(T>t)= > f(t)) (11)

Jit;>t
Algunas propiedades de la funcién de supervivencia son las siguientes
x S(t) es continua por la izquierda.

x S(t) es no creciente.

£ S(0) =1y S(c0) = 0.
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Definiciéon 2.11. Sea T el tiempo de vida o falla de un individuo, su funciéon de
riesgo esta dada por,

f(t5)
S(t5)

El siguiente resultado nos indica una relaciéon existente entre la funcién de su-
pervivencia y la de riesgo.

Teorema 2.12. Si f(t;) = S(t;) — S(tj+1) entonces

S(tj+1)
S(ty)

h(tj) = P(T = |T > ;) = (12)

ht;) =1— (13)

S) = I [1—n)l. (14)

Jit <t
Demostracion. Primero se muestra (13), para lo cual se hace uso de la Definicion
2.11 y se procede de la siguiente manera

f(t5)

(tj) = S(tj)
_ S(t5) — S(tj+1)

S(t5)
S(tj+1)

S(t;)
una vez obtenida la igualdad (13) se continua con la ecuacion (14) partiendo del
lado derecho

N oy SGiv)
IT -nr)l= ] {1 {1 S

jitj<t jitj<t

—1—

H S(tj—Fl) — S(t),

jitj<t S5(t;)

de esta manera queda demostrado el teorema. ]

En la seccion anterior se obtuvo una relacién entre la funcién de superviven-
cia y la funcion de riesgo, procediendo de manera analoga, se obtiene el siguiente
resultado, teniendo en consideracién que la variable aleatoria 1" ahora es discreta.

Corolario 2.13. Sea T el tiempo de vida o de falla de un individuo, con funcion
de supervivencia dada por S(t) = []j.¢, < [1 - h(tj)} entonces su funcion de riesgo
acumulativa esta dada por

H(t) = —1logS(t).

De esta forma se tiene una relaciéon entre la funcion de riesgo acumulativa y la
de supervivencia.
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3 Modelos paramétricos clasicos

En esta seccion se presentan algunos modelos paramétricos que generalmente se
utilizan para llevar a cabo un analisis de tiempos de vida.

3.1 Distribucién exponencial

Uno de los modelos de falla méas relevantes es aquel en el que los tiempo de vida se
describen mediante una distribuciéon exponencial. La cual se puede definir de varias
maneras pero la més simple es suponer que la funciéon de riesgo es constante, es
decir, h(t) = a, donde « es una constante positiva.

Definiciéon 3.1. Sea T el tiempo de vida o de falla de un individuo (o grupo), se
dice que T tiene una distribucién exponencial con parametro o > 0, si su funciéon
de densidad de probabilidad esta dada por

f(t) = ae™™, t> 0. (15)

Teorema 3.2. Si T tiene una distribucion exponencial, entonces la funcion de
supervivencia tiene la forma

St)=1-F(t)=e ™, (16)
y su funcion de riesgo es
f(®)
h(t) = =% = a. 17
=50 =° (17)
Demostracion. La demostracion se sigue de la definiciéon se supervivencia y de la
funcion de riesgo. O

Enseguida se enuncia el siguiente resultado importante.

Teorema 3.3. Sea T el tiempo de vida o de falla de un individuo. T tiene una
distribucion exponencial si y solo si su funcion de riesgo es constante.

Demostracion.
= } Si T' tiene una distribucion exponencial el resultado se sigue de lo anterior.

= } Ahora, suponga que T tiene una funcion de riesgo constante, es decir, h(t) = «;
el objetivo es probar que T tiene una distribucién exponencial, pero por el Corolario
2.9 se tiene que

¢
f(t) = avexp [—/ ads] = aexp ( — 043|6) — ae O,
0

por consiguiente 7" tiene una distribucién exponencial. O
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Este resultado se puede interpretar como el hecho de que no hay efecto de
desgaste cuando se establece un modelo exponencial. Considere que At > 0, luego
la probabilidad de falla o de muerte durante las siguientes At unidades de tiempo,
dado que no falla en el instante ¢, esta representada por

Pt <T <t+ At|T > t).

Aplicando la definicién de probabilidad condicional se tiene que

et _ ea(t+At)
Pt<T<t+AtT >t)= =1 — e @At (18)

e—at

Nota 3.4. Esta probabilidad ya no depende de T y sb6lo depende de At, lo cual
indica que en una ley exponencial de fallas, la posibilidad de fallar no depende de lo
que ha ocurrido antes, es decir, mientras siga funcionando se considera tan bueno
como al inicio.

3.2 Distribucion Weibull

La distrubucion Weibull representa un modelo apropiado para eventos en los cuales
intervienen cierto niimero de componentes y cuando la falla se debe principalmente
al defecto o accidente mas grave, ver [10].

Definiciéon 3.5. Sea T el tiempo de vida o de falla de un individuo, se dice que
tiene una distribucion Weibull con parametros A > 0y 8 > 0, si su funcién de
densidad de probabilidad esta dada por

f() = ()t leet” (19)
donde A > 0 y 8 > 0 son constantes.

Teorema 3.6. Si T tiene una distribucion Weibull entonces su funcion de riesgo
es de la siguiente forma

h(t) = (aB)t” . (20)

Se considera la Definicion 3.5 y el Teorema 3.6 para probar que la funcién de
supervivencia para 1" esta dada por

S(t) =e . (21)
Algunas observaciones de esta distribucion son las siguientes:
x La distribucién exponencial es un caso especial de la distribucion Weibull.

x h(t) no es una constante pero es proporcional a las potencias de ¢, es decir,
estd es creciente, decreciente o constante, segtin sea el valor de (.
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3.3 Distribuciéon gamma

Esta es otra de las distribuciones mas utizadas en el ajuste de datos de tiempos de
vida.

Definiciéon 3.7. Sea T el tiempo de vida o de falla de un individuo (o grupo), se
dice que, T tiene una distribucion Gammea si su funcion de densidad de probabilidad
es de la siguiente forma

AAL)F L exp (—At)

Tk , t>0, (22)

ft) =

donde k,\ son sus parametros, A~! es conocido como el parametro de escala y k es
algunas veces llamado el pardmetro de forma.

Esta distribucion al igual que la distribucion Weibull incluye como un caso
especial a la distribuciéon exponencial, cuando se toma k = 1.

La funcion de riesgo y la de supervivencia estan dadas mediante la funcion
Gamma incompleta que tienen la siguiente expresion

I(k,x) = ﬁ /Ox uF L exp(—u)du.

La funcién de supervivencia esta dada por
S(t)=1—I(k,At).
La funcién de riesgo para T esta denotada por

AP exp (=)

M) = TR T = 1k )

4 Censura a la derecha

La censura por la derecha se da en los limites inferiores de los tiempos de vida y
so6lo son permitidos para algunos individuos, esto puede ocurrir por varias razones,
cuando el investigador establece criterios bajo los cuales descartara al individuo,
al tomar una decision de prueba de vida antes de que muera en algiin caso no
planificado, etc.

Cuando una persona es estudiada bajo cierto proposito, y estds quedan cen-
suradas o descartadas por motivos externos al estudio, se dice que se tiene una
pérdida de sequimiento, puesto que ya no se encuentran dentro de los criterios de
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evaluacion de dicho anéalisis. Basados en datos de censura, se necesita un modelo de
probabilidad para los mecanismos de censura, [5].
Para poder llevar a cabo el anélisis es necesario introducir alguna notacion

para los tiempos de vida y de censura. Supéngase que 11, ...,7T,, es una muestra
aleatoria de n individuos que determinan su tiempo de vida y que C1,...,C, son
los correpondientes tiempos de censura.

Se define a

5 — 17 SlfI"LSCM
! 0, siT;>C;.

por lo que 9J; es la funcién indicadora de censura. Los datos obtenidos se analizan
mediante las parejas (73, C;) desde i = 1,...,n

4.1 Censura tipo 1

La censura tipo I es empleada cuando se llevan a cabo estudios sobre un periodo
de tiempo especifico. La censura tipo I es aplicable cuando cada individuo tiene un
tiempo t; y un potencial fijo de censura §; > 0, el cual se denota por

donde T; y C; representan el tiempo de vida y de censura respectivamente.
La funcién de verosimilitud para la muestra con censura tipo I esta basada en
la funcion de probabilidad de (t;,6;), para i = 1,...,n, la cual esta dada por

f(tl)élP(TZ > Ci)l_(si. (24)

Observacion 4.1. Si C; es una constante fija y T; toma valores menores o iguales
a C; se tiene que

P(ti=Cji, 0, =0) = P(T; > Cj)
P(t;,0; = 1) = f(t:), ti < Cj,
donde la segunda expresion denota la funciéon de densidad de probabilidad para T;.

Asumimos que los tiempos de vida 77, ..., T, son estadisticamente independien-
tes, asi obtenemos que la funciéon de verosimilitud toma la forma

L Ft)P(T, > C)'°

I

@
I
—

F(t:)°1S (i)' 0

I

~
I
—

donde S(t;+) = P(T; > t;). En general, si S(¢) es continua entonces S(t;+) = S(¢;).
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4.2 Censura aleatoria independiente

El proceso de censura aleatoria es muy simple ya que con frecuencia se realiza
para cada individuo con un tiempo de vida Ty un tiempo de censura C, que son
variables aleatorias continuas e independientes, con funciones de supervivencia y
de distrubucion S(t) y G(t) respectivamente, para todos los tiempos de vida y de
censura se asume independencia, por lo que G(t) no depende de ninguno de los
parametros de S(t). Esto nos indica que es un caso de censura tipo I.

Una vez més es necesario considerar a (;,9;), los cuales estan representados
mediante
1, siT; <G,

t; = min(T}, C; 5; =
o =min(Ti, &)y o {0, siT; > C,.

Los datos de las observaciones de n individuos consisten de las parejas (t;,d;)
para ¢ = 1,...,n, el mismo resultado final es obtenido si C; es adecuado para todo
i=1,...,n,y la funciéon de densidad de probabilidad es obtenida para (;,d;). Si
f(t) y g(t) son las funciones de densidad de probabilidad de T; y C; entonces

P(t; =10, =0) =P(C; =1, T, > C;) = g(t)S(¢)
P(t; = 1.5, = 1) = P(T; = t,T; < Cy) = F(OG(2)

esto se puede expresar de la siguiente manera

Dado que G(t) y g(t) no involucran parametros de f(t), la funciéon de verosimi-
litud estaria dada por

L=T[ f(t)%St)"%, (26)

que es analoga a (25).

El modelo de censura independiente es de gran utilidad en los procesos de tiem-
pos de falla o de muerte, aunque la independencia del modelo de censura aleatoria
es a menudo razonable, en muchas situaciones el proceso de censura esta vinculado
con los procesos de tiempos de falla, ver [8].
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4.3 Censura tipo II

La censura tipo II s6lo considera los r primeros tiempos de vida mas pequenos
ta) < ... <t de una muestra aleatoria de tamano n, donde 7 es un entero entre
1ymn.

Este tipo de censura surge cuando n individuos inician un estudio en algin
tiempo especifico t, y el estudio es terminado cuando se han obtenido los primeros
r tiempos de fallas. El anélisis de tiempos de vida que son planteados con censura
tipo II, tienen una desventaja en la practica, ya que en este tipo de censura se desea
que el tiempo ¢(,) sea dado de manera aleatoria, lo cual no permite establecer un
tiempo de inicio.

En el caso de la censura tipo II el valor de r es elegido antes de hacer la recolec-
cion de los datos, los cuales deben consistir en los primeros r tiempos de vida mas
pequenos de la muestra aleatoria.

Para las distribuciones continuas podemos denotar al tiempo de vida mas pe-
queno como Ty < ... < T, y dar el siguiente resultado

Teorema 4.2. Si T; tiene una funcion de densidad de probabilidad f(t) y funcion
de supervivencia S(t), entonces su funcion de densidad de probabilidad conjunta de
T(l) <...< T(r) es

1) [Hf ] (t)" " (27)

Demostracion. Haciendo uso de la probabilidad conjunta se tiene que

1

ot (1, ty) =nlf(t) - f(ta)----- f(t(r))m[l — F(te)]" "
= n_r,l:[f F(to)""
= o Hf St O

5 Formulaciéon de supervivencia

Las distribuciones continuas, discretas y mixtas las podemos tratar en un mismo
sistema, para esto, vamos a introducir dos tipos de integrales que son, la integral
de Riemann-Stieltjes y la integral producto, las cuales seran de gran utilidad para
definir las funciones de riesgo y de supervivencia.

Sea G(u) una funcién no decreciente, continua por la derecha y con limite a
la izquierda con un ntmero finito de discontinuidades en un conjunto de medida
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cero. Asumimos que g(u) = G'(u) existe excepto en los puntos de discontinuidad
de G, dichos puntos tiene la siguiente forma G(a;) — G(a;—) = g; donde G(a;—) =
limag—0 G(a — Aa).

Definiciéon 5.1. La integral de Riemann-Stieltjes de dG sobre el intervalo (a,b]
esta definida por

dG@Q::/) gwdu+ Y g (28)

(a,b] j:a<a; <b
En general, una funcion de distribucion F(t) = P(T < t) es continua por la
derecha, no decreciente, con saltos en los puntos a; para los cuales P(T' = a;) = f;

para f; > 0y la funcién de densidad de probabilidad es f(u) = F'(u) en los puntos
donde F'(u) es continua, de esta forma

Pla<T <b)=F(b)— F(a) = bdF(u)
“ (29)
(/f ydu+ Y fj
j:a<a;<b

Observacion 5.2. Si F(t) es continua entonces no tiene discontinuidades, y si T'
tiene una distribucion discreta entonces F'(u) es una funcion discreta con f(u) =0
en los puntos donde es continua.

Para un tratamiento general de la funciéon de riesgo se introduce la integral
producto.

Definiciéon 5.3. Sea a = up < u; < ... < U, = b una particion del intervalo (a, b]
con Au; = u; —u;—1 y el max(Awu;) — 0 cuando m — oo. La integral producto de
dG(u) estéa definida por

m

[T 12 +dGaw) = tim T] [+ Cus) - Glui). (30)
(a,b] i=1

Teorema 5.4. Si G(u) es continua para todo u en (a,b] y dG(u) = g(u)du, entonces

H [1 —|—g(u) = hm H +g Uz Auz O(Auz)]
(ab]

= lim H + g(u;) Augl

m—oo
=1

donde o(x) es una funcion de medida de w(x) tal que ( wl®) 0 cuando x — 0, para
mds detalles ver [5].
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Demostracion. Haciendo uso de la Definicion 5.3 se tiene que

H 14 g(u)du] = H 1+ dG(u)du]
i=1 /

1=1
m
- i, TT 11+ Glu) = Glu)
1=
= lim [1—|—P(T§u1)—P(T§ul_1]
m—c0 -
m
=1
= lim 1 [1+ g(ui)Au; + o(Au;)]
1=
m
= 11'_r>n 14+ g(u;)Auy] . O
=1

Corolario 5.5. Sea log[1 + g(u;)Au;] = g(u;)Au; + o(Aw;) para un Au; pequeno
entonces para el caso continuo se tiene que

H [1+ g(u)du] = exp [/abg(u)du] : (31)

(a,0]

Demostracion. Aplicando logaritmo en (31) y el teorema 5.4 se tiene que

log H 1+ g(u)du] = log lim 14 g(u;) AU;]
(a,b]

m

= log W}gnoo ; 14 g(u;) AU

m

= n}gﬂw; [9(ui) AU;]

= [ gtwyin.

entonces

b

tog T 11 + g(w)du] = | gu)du,

(a,b] “
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de esta manera

TT [ + g(u)du] = exp [ / ’ g(u)du} | 0

(a,b]

Corolario 5.6. Si G(u) tiene saltos en los puntos aj con j = 1,2,..., de tamano
gj entonces

[[+dGw)] =] +gwdd] J] @+g) (32)

(a,b] (a,b] Jjia<a;<b

Demostracion. Se puede notar que
(14 g(u)du) (1+g;) =1+ g(u)du + g; =1+ dG(u).
Por lo que se da la igualdad siguiente
H 14+ dG(u)] = H 1+ g(u)du] H (1+g9),
(a.b] (a,b] j:a<a;<b

de esta forma se tiene lo deseado. O

Recordemos que
u
() = 29,
S(u)
representa la funcion de riesgo para 7' en los puntos donde F'(u) y S(u) son continuas
y hj = P(T = aj|t > a;) en los valores de tiempo discreto con saltos en los puntos
a;.

Definicién 5.7. La funcién de riesgo acumulativa se define mediante la integral de
Riemman-Stieltjes como

H(t) = /O CAH (1) = /O hwydut Y hy. (33)

Jia; <t

Dada la funcién de riesgo acumulativa, podemos obtener la funcién de supervi-
vencia, para esto es fundamental tomar 0 = ug < u; < ... < uy, =t y definir

1=1

Ahora, Au; = u; — u;—1 y para un intervalo [u;_1,u;) suficientemente pequeno
donde puede haber a lo més un salto, se tiene que
Pui—1 <T < uy)
P [T > ui_l]
=1- [H(U@) — H(Ui_l—)] + O(Auz)

P(TZUZ’TZUZ_l):l—
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Por lo tanto,
P(T>t)=[]11—dH(u). (35)
[0,t)

Que es la integral producto sobre el intervalo abierto (0,t).

Definiciéon 5.8. Sea S(t) = P(T > t), continua por la izquierda y H(u) es continua
por la derecha, definamos

P(T > t) = exp [— /Ot h(u)du] 11— 1)),

como la funcién de supervivencia para 7.

Observacion 5.9. Para a < b tenemos que la funcién de supervivencia queda
denotada por

P(T>bT>a)= ][] [1 —dH(u)].
[a,b)

Teorema 5.10. Sea ag < a; < ...... < am, valores especificos con ag = 0 y
am = 00 Y con funcion de riesgo de la forma

h(t) = Xj, (36)

donde aj—1 <t <aj yAj>0paraj=1,2,...,m entonces T' tiene una funcion de
riesgo constante por tramos.

Ver detalles de la demostracion en [5].

Las funciones de riesgo constantes por tramos y su funciéon de densidad de
probabilidad, los hace poco atractivos en muchos entornos, en otros casos se obtiene
una funciéon de riesgo mas flexible y esto se puede obtener mediante el uso de
Spline, que consiste de polinomios constante por tramos con cortes en los puntos
Ajy...,Qm—1-

Un Spline cibico g(t) en en el intervalo (ag, a,,) consiste de un polinomio ctibico
por tramos que es asignado a ¢g(t) donde las primeras dos derivadas son continuas en
todas partes de (ag, a,), en particular ellas son continuas en los puntos de cambio
ai,...,an—1 que hacen referencia a los nudos en la terminologia de Spline, para
maés detalles se recomienda [1].

También se puede definir el Spline en otros ordenes (cuadraticos o lineales),
pero el Spline ctuibico es favorable ya que solo m + 3 parametros son necesarios para
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especificar un Spline cubico con m — 1 nudos aq,...,a;,—1. Una expresion de este
Spline es la siguiente

m—1
g(t) = ag + ot + aot® + agt® + Y Bt — a;)3, (37)
j=1

donde x4 = max(z,0).

6 Generalizaciéon de censura por la derecha

La idea escencial para la aproximacion general es considerar los procesos de falla y
de censura sobre un tiempo determinado, de un grupo de individuos.

Supongamos que n individuos tienen un tiempo ¢ de falla o de censura, se supone
que los tiempos de vida y los de censura son discretos, por conveniencia y sin pérdida
de generalidad admitimos que los valores para ¢t estan dados por t =0,1,2,..., se
introduce la notaciéon para el analisis de los procesos de falla y de censura en el
tiempo t.

e Y;(t) = I(T; > t, el individuo i no tiene censura después del tiempo t )
o AN:(t) = V:(O)I(Ti(t) = 1)

e dC;(t) = Y;(t)I(el individuo i es censurado en un tiempo ¢ )

La variable Y;(¢) es llamada el indicador de riesgo.

Observaciéon 6.1. El indicador de riesgo es 1 si y s6lo si el individuo ¢ esta vivo y
no es censurado justo despties del tiempo t.

Las variables dN;(t) y dC;(t) registran las fallas observadas y los tiempos de
censura respectivamente en el tiempo ¢.
Definamos los vectores

o dN(t) = (dNi(t),...,dNy(t))
o dC(t) = (dCi(t),...,dCp(t))
e H(t)={(dN(s),dC(s)), s=0,1,...,t—1}
H{(t) representa las fallas y las censuras hasta un instante antes del tiempo t.

Observaciéon 6.2. Todos los datos observados pueden ser representados mediante

Datos = (dN(t),dC(t);t =0,1,2,...).
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Hasta este momento no se han hecho suposiciones de los mecanismos de censura,
en este momento se supone que la censura sera tomada en el analisis de tiempos de
vida y se requiere que

P(dN (1) H(t)) = f[ hy (1)L — by (1)) OO, (38)
i=1

y H(t), los valores de la covariable, y los mecanismos de falla para cada individuo
en un tiempo ¢ sean independientes para t = 0,1, 2,..., es decir,

P(dN; = 1|H(t)) = Yi(t)hi(2). (39)

Se denota convencionalmente que 0° = 1 y lo usamos en (38), asumiendo que
Y;i(t) = 0, esto no da una informacion del individuo en el tiempo ¢, y el término se
muestra en la verosimilitud, dado que el valor es igual a uno.

Observacion 6.3. El valor de Y;(t) esta determinado por H(t).

La ecuaciéon (39) representa una probabilidad condicional haciendo notar la
independencia de los tiempos de falla y los tiempos de censura, bajo (39) la pro-
babilidad de que un individuo siga vivo o sea censurado justo en un tiempo t es

h; (t)
x i la falla ocurre en algtin tiempo ¢ esté serd denotada por

dN;(t) = I(s < t).

x Si se censura en el tiempo t esta dado por

dN;(t) = 0, Yi(s) = I(s < t).

Haciendo uso de la Definicion 2.11 y la expresion (14) se puede observar que

t—1
Si(t) = [T = ha(s)), fi(t) = hi(t)Si(t). (40)
s=0
Por lo que tenemos, que la verosimilitud usando la notacion (¢;,d;) es

n

L= ] fi(t:)% Si(tiz1)' . (41)

=1

Dado que S;(ti+1) = S;(t+), se tiene que la verosimilitud es exactamente de la
forma que la ecuacion (25) encontrada para la censura tipo I y los otros tipos de
censura, citados anteriormente.
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7 Modelo constante por tramos con miultiples puntos de
cambio

El modelo paramétrico con un punto de cambio mas simple y el que ocurre con mas
frecuencia en la literatura, es el que supone que en una muestra aleatoria de tamano
n, k sujetos tienen una funcion de riesgo comun «; y los (n — k) restantes, tienen
otra funcién de riesgo comun ao, con aq # o, este modelo se puede expresar de la
forma siguiente

0<t<
A(t) = { o = (42)
Qo, t>T.

El interés se centra en el modelo con multiples puntos de cambio, y se describe
de la siguiente manera:

Sean X1,..., X, que denotan los tiempos de vida o de supervivencia los cuales
son independientes e idénticamente distribuidos y sean C1,...,C, los correspon-
dientes tiempos de censura, estos son independientes de los tiempos de superviven-
cia. Se pondra principal atenciéon en las parejas (13, 9;), parai = 1,2,...,n, ya que
estas seran de vital importancia durante el anélisis.

Definicién 7.1. Sea T el tiempo de vida o de falla. Se dice que T tiene multiples
puntos de cambio si su funcién de riesgo A(t) esta dada por

.

o, 0§t<7-17
o2, 71 <t < Ty,

At =1 | (43)
k41, t > 1,

donde 0 < 71 < --- < 7, k es el nimero de puntos de cambio en el modelo, y «; es
el valor que toma la funcion de riesgo entre 7;_1 y 7.

Una vez definida la funcién de riesgo por tramos con miltiples puntos de cambio,
se obtendra la funcién correspondiente de densidad de T'.

Para poder obtener la funcién de densidad de T' se hard uso de un resultado
previo el cual indica que si se tiene la funciéon de riesgo se puede determinar de
manera Unica a la funciéon de densidad, ver Corolario 2.2.

Utilizando dicho resultado se tiene que la funciéon de densidad esta dada por

aq exp [—aqt], 0<t<m,
ag exp [—aym — as(t — )], 1 <t <o,

fiy =9 . : (44)
Qg1 €xp[—onT — o2 — 1) — - — g1 (E — 7)), U 2> Tg;
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es claro que esta es una funcién de densidad exponencial.
Se presenta un bosquejo de la construccion de esta funciéon de densidad, solo se
hara para los dos primeros casos y para el resto se obtienen de manera anéloga

x Para0<t<mn

F1(t) = A(t) exp {— [ A(u)du} ~ o exp {_ [ aldu}

= «aj exp [—aqt].

x Para 1 <t <

t

Falt) = A(t) exp {— /O t)\(u)du] — oy exp [— /O " odu — /T arad

1

= (g eXp [—0417'1 — Odg(t — 7'1)].

De esta manera se va construyendo la funcién de densidad f(t) para cada punto de
cambio.
El nimero de fallas observadas hasta el instante de tiempo T estara dado por

n
X(t) =) I(T; < t)d;,
i=1
donde §; es la funcién indicadora de censura.

Observacion 7.2. Si X (t) denota el namero de fallas hasta tiempo ¢ entonces se
tiene que

X(my) =Y I(T; < 75)d;
i=1
va a denotar el nimero de fallas observadas hasta el punto de cambio 7.

Ahora, la situacion es similar a un problema de anélisis secuencial, de esta forma
se realizara una prueba de hipotesis y si se rechaza la hipotesis nula, se continiia
con la siguiente prueba de hipotesis. Si no se rechaza la hipotesis nula, el proceso
se detiene y se concluye que se ha encontrado el modelo final.

La prueba de hipotesis que se tiene que llevar acabo es la siguiente

Hy:ap_1 = oy V8. Hy: a1 # ag

Esta es equivalente a probar la hipétesis de que 7,1 = 0 para k= 2,..., K.
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Extendiendo la metodologia existente, se desarrolla una prueba de razén de
verosimilitud, la cual serd de ayuda para poder realizar la prueba de hipotesis.

El primer objetivo sera encontrar la funcién de densidad fy, y asi poder aplicar
(46).

La funcion de densidad para el ntiimero de fallas hasta un determinado tiempo
7j, estd dada de la siguiente manera

( alexp[X(ﬁ)], 0§X(Tj)<7‘1
fO(X(Tj)) _ :Ozg,exp [X(TQ) — X(Tl)], :7'1 < X(Tj) < T9, (45)
Qg1 €xp [ny — X(1-1)], X(75) > 7.

El tipo de censura que se va a utilizar en esta situacién es censura por la dere-
cha, por lo cual definiremos a f(t1) = (T; A1) v s1(t;) = I(T; > 71), puesto que
estos son los tiempos de vida y de censura hasta un determinado tiempo 71, de esta
forma tenemos que la funciéon de densidad esta dada por

n

fl(Tj) = exp ( — Oy Zf(tl)sl(ti))-

1=1
Una vez establecidas fi(7;) v fo(X(7;)), se procede a calcular la log-verosimilitud
de f(1).
f1(75)

k
b= 2 p o) (46)

Dado que la funcién de densidad de T esta definida por tramos, se llevara acabo
el proceso de méxima verosimilitud para cada tramo.

e(—a1 > i (Tinm))
are(=X(m) 7
6(_a2 Z?:1(Ti/\7'2—7'1)1(T¢>71))

e Xm)-X(m)

L =

lo =

e(—ak S (Tin 1) I(T;>7y 1))

cpe (=X (k1)

I, =

Donde n,, es el nimero de datos no censurados.
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Por otro lado, se tiene que

k
Ji(x;)
L,=5"1 —Inly+Inls+...+1n!
k Z:nfo(ﬂfj) niy +1nly 4 ... +Inly,

luego se procede a calcular, In L1 +In Lo 4 ... 4+ In L, los cuales resultan ser

n

Inl) =(—a Z(E A1) — (=X (1) Inag)

=1
= X(Tl)lnozl — o1 Xn:(TZ /\’7'1),
=1
1Ill2 = (—042 i(Tl N Ty — Tl)I(Tz > 7'1)) - (—(X(TQ) - X(Tl)) 1110(2)
=1

= (X(12) — X(71)) Inag — ao i(TZ AN1o—1)I(T; > 11),

i=1
Inly = [—ay i(TZ AT—1)L(T; > Ti—1)] — [~ (ny — X (Tk—1)) In ag—1]
i=1
= (ny — X(7%1)) Inag_1 — ag i(Tl A T—1)L(T; > Ti—1)-
=1

Por lo que

L
Lk:ZID—l
j=1

0

=X(m)Inag + [X(m2) — X(71)|Inag + ...+

g (47)
[y — X (1h—1)| Inag—1 — o Z(Tl AT1)—
=1
a9 Z(ﬂ N Ty — ’7’1)[(1—% > 7’1) — ... — O Z(T‘ VAN Tk_l)I(T;; > Tk—l)-
i=1 =1

Una vez que es obtenida la funciéon Log-verosimilitud, se procede a calcular los
estimadores de maxima verosimilitud, los cuales se pueden encontrar al derivar e
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igualar a cero, la funcién antes descrita, dando como resultado

4 = )
S (Tinm)’
5o — X(m) — X(n)
S SL(GiAm )T > 7)) (48)
@ Ny — X (Tk—1)

TSP (T AT )T > 1)

Ahora se procede a ver que la funcién de verosimilitud tiene una distibuciéon Chi-
cuadrada, para esto, vamos a sustituir los estimadores de maxima verosimilitud de
los parametros de la siguiente forma:

Cuando se tienen k puntos de cambio la funciéon resultaria de la siguiente forma

X(7)
Sy (Ti A7)

(X(m2) — X(m1))In

Li(mi,...,7%-1) = X(m1) In

X(m2) — X(n1) n
i (T Are — ) I(Ti > 1) (49)

ny — X(7,-1)
P (T AN )T > 1)

(ny — X(7%—1)) In — Ny

Considerando a aj_1 = o y los £ — 1 puntos de cambio se tiene entonces que
la funcién se puede expresar

X(m1)
S (Ti A1)
(X(Tg) — X(Tl)) 111

LQ(T]_,...,Tk_l) = X(Tl)hl

X(m2) — X(m1) N
Sic(Ti AN — ) I(T; > 1)

Ny — X (Tp—_2)

(ny — X(7—2))In S (T A To—2) (T} > Th—s)

- nu.

Por lo que nuestra razéon de verosimilitud queda expresada mediante

L1<7'1, . 77_k:—1) — LQ(Tl, e ,77{:—1)
= [X(15-1) — X(7p—2)] Inag_1 + [ny — X(7%—1)] Inay — [ny — X(1—2)] Inay_1.
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Dado que el modelo reducido tiene dos parametros menos que el modelo comple-
to, la prueba de razon de verosimilitud asintética nos lleva a concluir que la funcién
de verosimilitud tiene una distribucion x3, ver [4].

7.1 Prueba de tipo Wald para el modelo constante por tramos

El interés esta basado en las pruebas de los puntos de cambio para el siguiente

modelo
)

o1, 0§t<7’1,

o9 T <t<m
A(t): ) M

Q15 t > 1,

y una prueba equivalente seria analizar si la falla se encuentra antes o después de
estos puntos de cambio.

Para probar la hipotesis nula de que no hay puntos de cambio contra la alter-
nativa de que hay un punto de cambio, se tiene que probar que

Hoza1:a2 O H():Oé]_—OéQ:O,

para lo cual se propone el uso de una prueba de tipo Wald.

Sea ¢ = [ay,Q9,...,aK+1,T1,T2,...,TK] la prueba de la hipotesis nula Hy :
C'0 = M, donde C’ es una matriz de s x p, s < p y M es un vector soluciéon de
s x 1, ver [4].

La prueba de tipo Wald de la hipotesis Hy es

Xe = (C'0— M) [C"Y " CI7H(C'6 — M) ~ x2.
0
Aunque el método propuesto es un procedimiento para miltiples puntos de cambio,
este es un proceso paso a paso, por lo que se probard una hipoétesis a la vez,
H()iozl—OQ:O VS. leal—ag#o.
Para esto utilizo el estadistico de Wald de la forma

(CVk:A—l - Ofk)Q 2
— — — ~y . 50
V C””((Oék:—l - Oékr)) X ( )

Xw
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8 Conclusiones

El analisis de supervivencia es importante para el estudio de tiempos de vida o
de falla, ya que proporciona informacién sobre el riesgo de falla existente en la
poblaciéon bajo estudio. Por lo que es conveniente obtener informacion del riesgo en
determinados intervalos de riesgo.

El trabajo presenta una metodologia para encontrar y estimar los puntos de
cambio para el modelo constante por tramos.

Un estudio posterior es sobre el modelo lineal por tramos con multiples puntos
de cambio que incluye covariables, en cual se pretende realizar una simulacion.
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Capitulo 7

El modelo de Bandidos Armados, Programacion
Dinamica y la incorporacién de nuevo personal

Hugo Adan Cruz Suarez, Victor Hugo Vazquez Guevara
FCFM-BUAP

Resumen

Se presenta un problema de incorporacién de personal en donde k nuevos cola-
boradores con una tasa de fallos en sus servicios desconocida son contratados en
una tienda. El objetivo es maximizar el ntimero de clientes satisfechos asignando
la atencién de clientes solo a uno de ellos. Este problema se abordara utilizando
el modelos de bandidos armados y la técnica de programaciéon dindmica

1 Introduccién

Supongamos que una empresa que presta servicios al piblico se ve en la necesidad
de contratar a k nuevos empleado de los cuales se desconoce sus habilidades.

Cada vez que un cliente solicita los servicios de la empresa, el administrador
debe asignarle su atenciéon a alguno de los nuevos empleados. Si el administrador
conociera la proporcién de clientes atendidos satisfactoriamente por parte de cada
uno de ellos, solo tendria que compararlas y asi asignarle la atencién del cliente
a aquel que sea maés eficiente. Supondremos ademas que los clientes arriban a la
empresa uno a la vez.

Si bien la eficiencia de los nuevos empleados es desconocida, supondremos que,
como resultado del analisis de su curriculum, las entrevistas y el periodo de prueba
al que fueron sujetos antes de su contratacion, se les asocia una distribucién de
probabilidad.

El administrador necesita entonces una estrategia de asignacion de clientes ba-
sada en:

1. Las distribuciones de probabilidad asignadas a los empleados, y

2. Los desempenos observados.
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Un enfoque para obtener dicha estrategia es utilizar el modelo de bandidos
armados y la técnica de Programacién Dindmica, mismos que en la siguiente seccion
son descritos.

El objetivo del administrador es disenar una estrategia de asignaciéon para ma-
ximizar el nimero de clientes atendidos satisfactoriamente de entre una cantidad
fija de ellos.

2 El Modelo de Bandidos Armados

2.1 Introduccion

Un Modelo de Dos Bandidos Armados en Teoria estadistica de la decisiéon involucra
selecciones secuenciales de entre k procesos estocasticos (armas, méquinas, trata-
mientos, etc.) en el que el tiempo puede considerarse discreto o continuo al igual que
los procesos involucrados, estos procesos estocasticos son caracterizados por para-
metros que normalmente son desconocidos. El proceso elegido para ser observado en
cualquier instante depende de las elecciones anteriores y de los resultados observa-
dos. Un procediemiento de decision (o estrategia) especifica qué proceso seleccionar
en cualquier instante para cada historia de selecciones y observaciones previas.

En este Capitulo consideraremos el tiempo discreto, tenemos asi que cada pro-
ceso genera una sucesion de variables aleatorias. Una observacion en una sucesion
en particular es hecha al seleccionar el correspondiente proceso. El objetivo clasico
es maximizar el valor esperado de alguna ganancia > >°_; a,, Z,, en donde Z,,, es la
variable observada en la etapa m y «,, son niimeros no negativos conocidos. Una
estrategia es 6ptima si nos conduce a la ganancia esperada maxima.

2.2 Planteamiento del modelo

Denotemos por D al espacio de distribuciones de probabilidad en R con la topologia
de la convergencia en distribucién. Cabe mencionar que este espacio es: separable,
localmente compacto, metrizable y completo [2].

El espacio D* de vectores ordenados de dimensién k de miembros de D se
considerara con la correspondiente topologia producto. La componente i-ésima de
(Q1,Q2,...,Q) € DF gobierna al arma 4. En el contexto del problema de incorpo-
racion de personal, las distribuciones (); son de Bernoulli con parametros descono-
cidos, asi su distribucion es aleatoria. Y es por esto que el espacio D(Dk) también
sera relevante en este trabajo. Un elemento G € D(DF) representa la informacion
conocida a priori por parte del agente encargado de la toma de desiciones concer-
niente a las k armas. En el contexto sefialado en la seccién 1 el elemento G € D(DF)
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esta soportado por el subconjunto (distribuciones de Bernoulli) x (distribuciones de
Bernoulli) x - - - x(distribuciones de Bernoulli).

Espacio de Probabilidad

Sea el espacio producto obtenido de D* e infinitas copias del intervalo unitario
abierto; una para cada pareja (i,m) con 1 <i<kym=1,2,..., esto es

Q= D" x Xf X5 1(0,1). (1)

La medida de probabilidad P en € es el producto de G en D* y la medida de
Lebesgue en cada intervalo unitario y esta definida en la o-algebra producto F de
las o-algbras de Borel correspondientes.

Un elemento w € €2 puede ser escrito en la forma

w={Q;1<i<kwim,1<i<km=12,..} (2)

en donde cada Q; € D y wiy, € (0,1). Si denotamos por Qz-_l a la funcién inversa
por la derecha de (); considerada como una funciéon de distribuciéon acumulada,
definamos

Xim(w) = Q7 (wim) (3)

para w dada como en (2). Puede probarse que cada X;,, es una variable aleatoria
y que condicionando sobre (Q1,...,Qk),

{Xim:1<i<km=1,2,...} (4)

es una familia independiente en donde la distribucion condicional de X, es @Q; [1].

Asi, el valor de Xj,, es el resultado del arma ¢ en la etapa m (se observe o no a
Xim)-

Estrategias

Una estrategia 7 asigna a cada historia parcial de observaciones un entero entre 1
y k el cudl indica el arma que sera seleccionada en la etapa siguiente. Asi, 7(¢)
indica el arma que sera seleccionada inicialmente cuando se sigue la estrategia T,
7(z1) indica el arma que se seleccionara en la estapa dos dado que z; fue observado
en la etapa 1, 7(z1,22) es el arma que se selccionara en la etapa tres dado que en
la etapa uno se observo z; y en la etapa 2 a zo, etc. Para que 7 sea una estrategia
requeriremos que el conjunto de observaciones para las cuales se elige el arma ¢ en
la etapa m,

{(z1,22, -y 2Zm—1) : T(21y -+ y Zm—1) = i} (5)
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sea un conjunto de Borel de R™ 1.
Tenemos entonces que la sucesion de variables aleatorias observadas esta definida
recursivamente por

Z1 = Xo(¢)15 (6)
Zm = T(Z1,esZm—1),ms T > 1; (7>

el hecho de que cada Z,, es una variable aleatoria puede probarse por induccion [1].
Dado que el problema es elegir 7 que maximice el valor esperado de

io: Oszk (8)
k=1

en donde A = (a1, e . ..) es llamada sucesion de descuento y es tal que cada oy, > 0
y Yy < 00. También se requerird que cada componente Q; de (Q1,Q2,...,Qk) €
DF tenga primer momento absoluto finito con probabilidad uno (con respecto a G) y
que este momento a su vez tenga esperanza finita (con respecto a GG). Denotaremos
por D*(DF) al subespacio de D(D*) de aquellas distribuciones que satisfacen esta
condicion, misma que puede expresarse como

E[lXall = BE(Xal Q) = [ [ bl Qdo)G@1-.Qu)  (9)
=[] el @tan)| R (10)
D /R

en donde Fj; es la distribucion de @);; esto es, la i-ésima distribucion marginal de G.

Tenemos ademas que
k

|Zim| < Vi 1Xa] < D 1XG| (11)
=1
y por lo tanto Z,, es integrable y para cualquier estrategia 7

00 k 00
- [Z OmZm Z |X1|] Z Ay < 00 (12)
m=1 =1 m=1

en donde el subindice 7 indica la dependencia de la esperanza sobre la estrategia 7.
A E; D% 1 amZp] se le llama el valor de la estrategia 7 y serd denotado por
W(G, A, ). Asi, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.1. El valor del (G, A)-bandido esta dado por

V(G,A) = supW(G AT)= sup]E [Z amZ, ] (13)
Una estrategia 7 para la cual V(G, A) es alcanzado se llama dptima
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En la primera etapa de cualquier problema de bandidos armados, el adminis-
trador es enfrentado con una distribucién inicial y una sucesién de descuento. En
la segunda etapa (después de la seleccion inicial y su correspondiente observacion)
el administrador se enfrenta con una nueva distribuciéon y una nueva sucesion de
descuento; esto es, con un nuevo bandido armado. Asi, la eleccién hecha en la segun-
da etapa puede verse como una eleccion inicial en este nuevo bandido armado. Un
enfoque similar puede aplicarse en las demas etapas futuras. Es por esto que, si se
conociera una decision inicial 6ptima para cada bandido entonces se conoceria una
estrategia Optima para cada bandido. Este hecho le confiere a la eleccién inicial una
relevancia especial. Sin embargo, como veremos méas adelante, una eleccion incial
6ptima no puede hacerse sin considerar las elecciones futuras.

Particionando el conjunto de estrategias de acuerdo al arma seleccionada ini-
cialmente, tenemos que

V(G,A) =VF | sup W(G, A7) (14)
7(¢)=i
— \/le a1 E(X;1) + sup E, (Z amZm>] ) (15)
7(¢)=i m=2

Introduciremos ahora algunas notaciones que nos ayudaran con el el estudio
de (14) y que reflejan el hecho de que el administrador se enfrenta con un nuevo
bandido armado en cada etapa.

Para la sucesion de descuento A = (a1, ag, . . .) denotamos por AM) g 1a sucesion
(41, Am+2, - - -). La sucesion de descuento A y la distribucion a posterior: de
(Q1,...,Q) después de la etapa uno caracterizan al bandido con el que tendra
que trabajar el administrador en la etapa 2. Para indicar la dependencia que esta
distribucion a posterior: tiene sobre la observacion hecha en la etapa uno, usaremos

el simbolo (z);G para denotar a la distribuciéon condicional de (Q1,...,Q%) dada
la observacion = en el arma 1.
En el caso en que G = F; X --- X F}, tenemos que:
(SL’)ZG = (x)Z(Fl X oo X Fk) = (F1 XKoo (.QZ)FZ X X Fk) (16)

en donde (z)F; denota la distribuciéon condicional de @; dada la observacion z en
el arma 1.

Describiremos a continuacién dos formas en que un problema de bandidos ar-
mados puede verse, para esto supongamos que el administrador tiene un asistente
el cual llevara a cabo sus decisiones:

1. El administrador le proporciona a su ayudante una estrategia 7, asi este eva-
luara 7(¢) y elegira el arma correspondiente y posteriormente observaré un
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nimero; digamos, z1, en la estapa siguiente evaluard 7(z1), seleccionara el
arma que la estrategia indique, observaré zy, evaluara 7(z1, 22), etcétera.

2. En la segunda forma, el administrador debe considerar todos los pares de dis-
tribuciones en D*(DF) y sucesiones de descuento; (G, A) y especificar 7g 4 ().
Cuando el administrador se enfrenta con una eleccion particular de (G, A) el
ayudante selecciona el arma inicial de acuerdo a 7¢ 4(¢) y observa el nimero
z1. El ayudante calcula entonces a A% y a (21);G con j = 7¢.4(¢). En la
etapa dos el ayudante elige 7, 1);GHAM (¢) y observa zg, posteriormente calcula

A®) ya (22)i(21);G para a continuacion seleccionar el arma T(22)i(21),G,A@) (),
etcétera.

Nota: Cuando hablamos de un (G, A)-bandido suponemos implicitamente que G €
D*(DF). Ademas,
E [ Xj2| [G] = E- [E[|Xj1][(21):G]] - (17)

lo cual implica que (z1);G € D*(DF) con probabilidad uno y por tanto tiene sentido
hablar del ((z1);G, A)-bandido.

3 Programaciéon Dinamica para horizontes finitos

El objetivo de esta secciéon es demostrar la existencia de una estrategia 6ptima
para cada bandido con un nimero finito de etapas, es por esto que consideraremos
sucesiones de descuento que tienen solo un nimero finito de elementos que no son
cero.

Definicién 3.1. El horizonte de una sucesion de descuento A = (a1, ag,...) de un
bandido armado se define como:

inf {n: a,, =0 para m >n}.

El horizonte de un bandido armado puede ser infinito y también puede ser igual
a cero si a,, = 0 para toda m.

Asf como a los espacios D y D(DF) se les considera con una topologia, haremos
lo correspondiente con el conjunto de sucesiones de descuento.

Denotemos por A al conjunto de todas las sucesiones de descuento y considere-
mos la siguiente norma para A = (o, a9,...) € A

|A|1 = Z Qm (18)
m=1
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y la distancia entre Ay B = (f31, B2, ...) como

o0

|[A—B|, = Z | — Bl (19)

m=1

asi, la topologia considerada sera la proveniente de esta métrica.

El siguiente teorema establece el objetivo de esta seccion. Existe mas de una
prueba de la existencia de estrategias 6ptimas en Procesos de Decision de Markov
con horizonte finito; por ejemplo [3]. Sin embargo, abordaremos una demostracion
propia de los problemas de bandidos armados.

Teorema 3.2. Existe una estrategia 7g a4 para cada A € A con horizonte finito y
cada G € D*(DF) tal que

{(G, A, Zly ey Zm—l) . T(G,A)<Zl7 ey Zm—l) = Z} (20)

es un conjunto medible de D*(DF) x A x (—o00,00)™ ! para cada i = 1,2,... .,k
ym =1,2,... y 7qg.a para cada G y A que es dptima para el (G, A)-bandido. Al
restringirse a las sucesiones de descuento con horizonte finito, la funcion

(G,A)— V(G,A) (21)
es medible y satisface
V(G, A) = \/leE [OélXil + V((le)ZG, A(1)|G)] (22)

Demostracion. El conjunto de sucesiones de descuento que tienen un horizonte par-
ticular (digamos m) es un conjunto medible de A. Para ver esto podemos considerar
la funciéon

f:A—=R (23)

tal que VA € A, f(A) = |A|1 y notar que es una funcién continua ya que
o0 (0.}

> am= ) B

m=1 m=1

Asi, podemos hacer la prueba de este teorema por induccién sobre el horizonte de
la sucesion de descuento.

S Z |C“m - 6m| (24)
m=1

La tnica sucesion con horizonte cero es 0 = (0,0, . ..). Claramente, tenemos que
V(G,0) = 0 para cada G y ademas todas las estrategias son 6ptimas. Por ejemplo,

T(G,O) (Zl, ceny Zm) =1 (25)
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para cadam = 1,2,... y 21, 29, ..., 2m. Asi, la ecuacion (22) se satisface con A = 0.
Supongamos ahora que 7, 4 ha sido definida y que la conclusion del teorema es
verdadera para todas las sucesiones de descuento A € A con horizonte menor que
n. Procedamos a definir una estrategia 7 4 para A € A con horizonte igual a n.
Definamos una estrategia 7'57 4 que elige el arma ¢ inicialmente y que procede de
manera Optima:

T,a(9) = (26)

T&A(zl, ey Zm—1) = T(21)iGAD (22,02 1) ,sim > 1. (27)

Tenemos que la funcion A — AWM es continua (y por tanto medible) ya que
0 [ee]
Z |O‘m_ﬁm| S Z |O‘m_5m| (28)
m=2 m=1

ademas, puede probarse que la funcion (z1,G) — (21);G es medible [1] asi, la
hipotesis de induccion implica la medibilidad del conjunto

{(G, Az, Zm—1) T%G7A)(Zl, ey Zm—1) = j} (29)

para cada ¢ y m.
Para probar (22) consideremos el lado derecho de (14):

sup E, [i amZm|G] = sup E, <ET [i amZm|X'z’m] |G> (30)

T(¢)=i m=2 T(¢)=i m=2
<E, ( sup (ET [Z amZm|Xim] |G>) . (31)
T(¢)=i m=2

Puede observarse que cada supremo del lado derecho es alcanzado por T(iG 4) ¥ que

el supremo correspondiente es igual a V((X;1);G, A1) el cuél por la hipotesis de
induccién y la medibilidad de (z,G) — (2);G es una funcién medible de (w, G, A).
Asi (22) se sigue de (14) y a su vez, de (22) y la hipdtesis de inducciéon tenemos la
medibilidad de (G, A) — V (G, A).

Finalmente, completamos la prueba al definir a 7 4 como a aquella Té, 4 con g
el entero mas pequeno para el que el maximo en (22) es alcanzado. ]

Para propositos computacionales, reescribiremos a (22) como:
V(GA) =V [ /]R oz + V((@)iG, A Qu(da)G (d(Q, ..., Qx)  (32)
— vk, /@ /R jane + V((2):G, A] Qi(de) Fi(dQ) (33)
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Veamos como utilizar esta tltima expresion para hallar estrategias 6ptimas.
Pero primero introduzcamos una notaciéon que harad mas simple la escritura de la
metodologia correspondiente.

Denotemos por G™) a la distribucién condicional en DF después de la etapa m.
Supongamos ahora que el (G, A)-bandido tiene horizonte 1. Como el horizonte de
AWM es cero, tenemos que para cualquier distribucion G

VG, AWy =0 (34)

y asi (32) se simplifica:
V(G, (a1,0,...)) = an VE_, /Dk /Rin(dx)G(d(Ql, Q) (35)
= arviy [ [ 2Qudo)Fi(aQ) (36)

Una seleccion inicial 6ptima es cualquier arma para la cual el supremo en (35)
es alcanzado.

Supongamos ahora que el (G, A)-bandido tiene horizonte 2. Para poder utilizar
la expresion (32) requerimos los valores de los bandidos que tienen como sucesion de
descuento a A (cuyo horizonte es 1). Observamos que las tnicas distribuciones que
necesitamos considerar son aquellas de la forma (x);G para las observaciones z en
el arma i, los valores V((z);G, A®) son obtenidos con (35). Cuando utilizamos (32)
para encontrar a V (G, A), las selecciones iniciales 6ptimas son aquellas indexadas
por los i’s tales que el maximo en (32) es alcanzado.

En general, cuando se tenga un (G, A)-bandido con horizonte n < oo lo primero
que es necesario hacer para cada m = 1,2,...,n — 1 las posibles distribuciones
condicionales G™) de (Q1, ..., Q) dadas las observaciones correspondientes. Dado
que A=) tiene horizonte uno, cada V(G(”*l), A("*l)) es obtenido mediante el uso
de (35). A continuacion, cada V(G2 A("=2)) es calculado a través de (32). Este
proceso se repite de manera iterada hasta que V(G, A) es obtenido.

4 Aplicaciéon de la Técnica de Programaciéon Dinamica
al problema de incorporacién de personal

Como ya se menciond, en el problema de asignacién de personal el elemento G &€
D(D*) correspondiente esta soportado por un subconjunto de (distribuciones de
Bernoulli) x (distribuciones de Bernoulli) x - - - x (distribuciones de Bernoulli). Es de-
cir, en este caso cada (); es una distribuciéon de Bernoulli y por tanto tiene aso-
ciado un parametro 6;, asi que podemos considerar que G es también una dis-
tribucién sobre [0, 1]*. Tenemos ademas que, dado el objetivo del administrador
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solo consideraremos una sucesion de descuento para cada horizonte n; a saber,
A=(1,1,1...,1,0,0,...). Dada la naturaleza de las distribuciones de las armas,
denotaremos a sus dos tnicos posibles resultados por (1);, para un éxito en el arma
i (el empleado i atendio6 satisfactoriamente a un cliente)y por (0);, para un fracaso
en el arma i (el empleado ¢ no atendid satisfactoriamente a un cliente).

4.1 Ejemplos

En esta parte del trabajo presentaremos algunos ejemplos de distribuciones G que
podrian aparecer en un problema concreto.

1. Armas Dependientes

Supongamos que, como consecuencia de una analisis de los curriculums y del periodo
de prueba al que fueron sometidos dos nuevos empleados, se concluye que ambos son
muy buenos o ambos son muy malos, inclindndose mas por la primer posibilidad;
explicitamente:

4 1
G = 55(1/10,15/100) + 55(9/10,8/10), (37)

en donde J(, . es la medida delta en (z,y). Supongamos que en este caso el niimero
de clientes que deben ser repartidos es n = 2, asi que A = (1,1,0,...).

Comenzamos hallando las distribuciones a posteriori G = G2) (que en este
caso existen cuatro de ellas) utilizando tanto a la funcién de verosimilitud y la
distribucion a priori G [4]. Haremos los detalles para hallar la distribucion (1);G,
las otras tres distribuciones pueden encontrarse de manera similar. Tenemos que
hallar a,b € R, en donde a y b son tales que:

(1)1G = ad(1/10,15/100) + bd(9/10,8/10)- (38)
Asi,
P[(1)1]|B1] P [B1]
a=P|B{|(1)] =
BN = By BB (B1] + P[0 B2 P [B2)
14 4
-1 41059 1~ 12’
05 + 195 13

donde By = {91 = 1—10,(92 = %} y By = {91 = 1%,92 = 1%}. De manera similar,
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tenemos que

P[(1)1]|B2] P [Bo]

b=P[B|(1h] = [(1)1|B1] P [By] +P[(1)1|Bs] P [Bo]

Tenemos que

4 9

(I1G = 55(1/10,15/100) + E5(9/10,8/10)- (39)

Anélogamente
(G =95 + L5 (40)
16 = 320(1/10,15/100) T 579(9/10,8/10)

3 4

(1)2G = ;5(1/10,15/100) + ;5(9/10,8/10) (41)
17 1

(0)2G = E5(1/10,15/100) + E5(9/1O,8/10)- (42)

De (35), tenemos que

41 99 415 9 8
noan=(S5 S(EE 38
V(LG AT) 1370 " 1310/ Y \13100 T 1310 (43)

85 132 132
= vV = (44)
130 © 130 130
361 19 3615 1 8
A= (Z5+755) Y (S0 730) i
V((0LG, AT) 3710 T 3710 37100 T 3710 (45)
45 62 62
p— p— 4
370 ¥ 370 ~ 370 (46)
31 49 315 48
poan=(Ch AV B Y
V((1)2G, A7) 710 " 710/ Y \7100 T 710 (47)
39 365 39
= — - = — 4
70 ¥ 700 ~ 70 (48)
171 19 1715 1 8
o= (TLAR) (I A3
V((0)26, 4) 1810 T 1810/ ¥ \18100 T 1810 (49)

26 335 335
180 v 1800  1800° (50)
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Tenemos ahora, a través de (32) que
4162 9 132\ 1 1762 1 132\ 9
A ={5 g+ 1+ 130) 1)+ 5 oo + (1 130) 1))
V(G 4) 5 L370 10+ +130 10 +5 370 10+ +130 10 v

(7385 8 () 80y 157 1738 2 () 59y 8))
5 L1800 100 70/ 100 5 L1800 10 70/ 10
_ 81 y 1709 _ 1709

125 1000 1000

Tenemos entonces, observando a (51), que solo existe una seleccion inicial 6ptima;
a saber, el empleado 2. La segunda seleccion depende del resultado de la primer
observacion: si el resultado es un éxito ((1)2) el administrador debe cambiar al
empleado 1, ya que (% > %). Por otro lado, si el resultado es un fracaso ((0)2) el
administrador debe asignarle el segundo cliente al empleado 2 nuevamente. Dicho

de otra forma, para la seleccién inicial tenemos que:

7(¢) =2 (52)

mientras que para la segunda seleccion

o 1 21 = (1)2
T(21) = { 2 2 = (0)

(51)

algo que vale la pena resaltar es que si el empleado 2 (que es seleccionado inicial-
mente) atiende satisfactoriamente a un cliente, el administrador no le asignara la
atencion del segundo cliente.

2. Armas con distribuciones continuas

Supongamos ahora que tenemos a tres empleados. Supongamos ademés que uno de
ellos (digamos el tercero) es conocido en el sentido de que se conoce cabalmente
su eficacia, supongamos que 3 = 8/15. Y que la distribuciéon de los otros dos
empleados es uniforme en [0, 1]2. Asi que tenemos que G = F; x F x F3 en donde
Fy y F; son distribuciones uniformes en [0,1] y F3 = dg/15. Supongamos ademads
que el namero de clientes a ser repartidos es n =3 (A = (1,1,1,0,...)).

Para calcular las distribuciones G® tenemos que notar que tanto 6y como 6o
tienen distribuciones a posteriori de tipo Beta [4]. Hallemos ahora algunos de los
15 valores diferentes de V (G, A®)):

(a) De acuerdo con (35) para encontrar a V' ((1)1(1)1G’, A(2)> tenemos que calcu-
lar y comprar las siguientes 3 integrales

I'(4)I'(2 1 rl 3
%/0 /0 9%d91d32 =1 (53)
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(0): (1) (0)1 (0): (0)1(1): (1) (1)
(1/2,1/2,8/15) |(1/3,1/2,8/15) (2/3,1/2,8/15) |(1/4,1/2,8/15) (1/2,1/2,8/15) (3/4,1/2,8/15) |
0): [(1/2,1/3,8/15) |(1/3,1/3,8/15) (2/3,1/3,8/15)
(1):  |(1/2,2/3,8/15) |(1/3,2/3,8/15) (2/3,2/3,8/15)
(0)2 (02 [(1/2,1/4,8/15)
(0)2 (1) |(1/2,1/2,8/15)
(1)2 (1) |(1/2,3/4,8/15)

Figura 1: m=2
I'(4)I(2) /1 /1 2 1
L 0205d01d0y = ~ 54
TG Jo Jo V2727 2 (54)
/azd(S _ 3 (55)
. 8/15 = 15
yasi V (()1(11G,A®P) =3vivE =3

(b) Encontremos ahora a V' ((1)1(0)2G, A(Q)), para esto, tenemos que calcular:

1 1
1 1
%/0 /0 0102(1 — 05)d61dOy = %2 (57)
/ﬂ§$d58/15 = % (58)

yast V ((1)1(0)2G,A®) =2v L v E =

Podemos observar también que V' ((a)i(b)jG, A(2)) =V ((b)j(a)iG, A(z)), para
a,b=0,1ei,j=1,2,3. Ademas, V ((a)g(b)gG, A(2)> = %\/ % Vv 1—85 (celda azul de la

Figura 1). Por otro lado, las celdas verdes corresponden a V' ((a)g(b)iG, A(Z)), para
a,b=01ci=1,2

Posteriormente, bajo las mismas consideraciones, hallaremos los cinco valores

Matemadticas y sus aplicaciones 6, Capitulo 7, paginas 179-194



192 Hugo Adan Cruz Suérez, Victor Hugo Véazquez Guevara

(0): (1)
(198/180,198/180,192/180) |(156/180,198/180,192/180) (242/180,210/180,216/180) |
(0): |(198/180,156/180,192/180)
(1): |(210/180,242/180,216/180)

Figura 2: m=1

diferentes de V (G, AD). Por ejemplo, para calcular V' ((1)1G, A<1)) tenemos que
V((1):1G, AY)

= <2 /01 0+ V ((0)1(11G, AP (1= 601) + 1+ V (1)1 (111G, AP)] 91d91> vV

- [0+ V ((0)3(1):1G, A®)] + % [1+V ((1)s(1):1G, A<2>)}>

_ <2 01 0+185} (1) + |1+ ﬂ eldel)v

2 2
[0 + g} (1 — 91) + [1 + g} 91d91> V
o+ 2]+ 4 [1+3))
3 15 3
y 210 y 216 242
180 ~ 180 ~ 180 180

(/01 0+ V ((0)2(1)1G, AP (1= 61) + [1+V ((1)2(1)1G, AP)] 01d01> vV

En la Figura 2 observamos los valores de V(G™, A1) en donde la celda azul
corresponde tanto a V ((1)3G, A1) como a V((0)3G, AWV).
Finalmente, calculamos V (G, A):

V(G,A):/O1 [(04+V((0):1G, AM)) (1 = 61) + (1 + V((1)1G, AY)) 01] dby v

) (
/01 [<() +V((0)2G, AM) ) (1—65) + (1 + V((l)gG,A(l))) 92} 6 v
+

7 8

M) 4 =
7 (04 V((0):G,AM)) +

_ 310 y 310 v 294

180 180 180

(1+Vv((1)3G,4M))

Tenemos entonces que existen dos elecciones iniciales 6ptimas (7(¢) = 1y 7(¢) = 2).
Observamos finalmente en las Figuras 3 y 4 las estrategias 6ptimas resultantes.
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o(9)=1
(D=1 7((0),)=2
e —
(D 0)r)=3 t((1)i(Dr)=1 7((0)1(0),,)=3 ((0),(1)2,)=2

Figura 3: Estrategias optimas con 7(¢) =1

7(9)=2
©((1)2)=2 7((0):)=1
— —
((1A1)2)=2 7((1)A0)2,)=3 7((0)x(0),,)=3 1(O)A1),,)=1

Figura 4: Estrategias 6ptimas con 7(¢) = 2

5 Conclusiones

La técnica de Programacion Dinamica y el Modelo de Bandidos Armados resultaron
ser eficaces para abordar el problema en que nuevo personal con tasas de fallos
desconocidas deben ser asignados uno a la vez para atender a los clientes de una
empresa y maximizar el niimero en que estos son atendidos satisfactoriamente.
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Resumen

El objetivo del estudio fue evaluar la respuesta morfologica de plantulas de maiz
a la aplicacion de niveles contrastantes de nitrégeno. En calidad de material
vegetal fueron estudiados 4 cultivares de maiz sembrado en el estado de Puebla:
variedad Sb 302 Berentsen, criollo azul (Hueytamalco), criollo blanco (Tepezi
de Rodriguez) y criollo azul (Tepexi de Rodriguez). El experimento se llevo
a cabo considerando los factores, variedad de cultivares y dosis de nitrégeno
aplicada, utilizando un diseno completamente aleatorizado. Las plantulas fueron
cultivadas en soluciéon nutritiva durante 21 dias en condiciones controladas.
Se utiliz6 una solucién nutritiva modificada con las dosis de 20% y 100 % de
nitrégeno. Para el analisis de las variables medidas se utiliz6 primero el método
de componentes principales con el propoésito de tener una sola variable respuesta,
y en seguida se realiz6 un anélisis de varianza para determinar la respuesta de
los cultivares de maiz a la fertilizacion nitrogenada. Cabe indicar que se presenta
una justificacion estadistica para utilizar s6lo la variable de longitud total de
raices secundarias como variable respuesta, sin que esto represente una pérdida
considerable de informacion para realizar el anéilisis estadistico mediante un
modelo lineal bifactorial. Por ultimo, se muestra que con un nivel de significancia
a = 0.05 no existe efecto de interaccion entre los factores cultivar y dosis de
nitrégeno. Asimismo, con un modelo sin el término de interacciéon y con el
mismo nivel de significancia se obtiene que no existe efecto de tratamiento en
el factor cultivar, en tanto que existe efecto de tratamiento en el factor dosis de
nitrégeno.

Introduccion

México es el centro de origen y de diversidad genética del maiz (Zea mays L.), el
cual se ha ubicado en el primer término a nivel mundial superando al trigo y al

arroz. La importancia del maiz es mucho mayor que la de cualquier otro cultivo,
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ya que se usa como forraje, alimento humano y en diversos procesos industriales.
La superficie destinada a la producciéon de maiz a nivel mundial ascendié a 176.9
millones de hectareas para el afio 2012 [13] y el cultivo de este cereal, en los paises en
desarrollo, representa aproximadamente el 50 % del area total sembrada. En estas
regiones el cultivo se ha hecho usualmente bajo condiciones de baja disponibilidad
de nitrégeno, como resultado de una natural baja fertilidad del suelo.

En México el maiz es el cultivo de mayor importancia en la agricultura. Y tiene
desde el punto de vista econémico y social un lugar relevante en nuestro pais, ya
que en este cereal se basa un alto porcentaje de la alimentaciéon de sus habitantes.
Por lo que poco mas de 7.3 millones de hectareas (40 % de la superficie agricola)
son sembradas ano con ano [14]. Este se cultiva en todas las regiones geograficas
del pais y con diferentes niveles de tecnologia, donde el uso de fertilizantes juega un
papel fundamental para mantener la producciéon ya que estos insumos proporcionan
los nutrientes que las plantas necesitan para su desarrollo y son los que representan
mayor costo de produccion [1].

El nitrégeno (N) como fertilizante es un elemento importante para lograr ren-
dimientos satisfactorios, sin embargo, el uso indiscriminado de N ha traido cambios
negativos en el ambiente, principalmente en la atmoésfera, mantos acuiferos y siste-
mas lagunares, entre otros componentes de los ecosistemas, adicionalmente el alto
costo energético hace necesario incrementar la eficiencia en el uso de N, una de las
alternativas es el uso de variedades que absorban y metabolicen el N de manera mas
eficiente. Entre los elementos minerales esenciales, el N es el que con més frecuencia
limita el crecimiento y el rendimiento del maiz. Esta condicidén ocurre porque las
plantas requieren cantidades relativamente grandes de N (de 1.5 a 3.5% de peso
seco de la planta) y porque la mayoria de los suelos no tienen suficiente N en for-
ma disponible para mantener los niveles deseados de produccion. Debido a que la
deficiencia de N puede disminuir el rendimiento y la calidad del grano, es necesario
tomar medidas para asegurar que niveles adecuados de N estén disponibles para
las plantas. Estimativos globales sugieren que los fertilizantes nitrogenados cubren
el 80 % del costo total de fertilizantes y el 30 % de toda la energia asociada con la
produccién agricola moderna de maiz [2].

Los productores de maiz reconocen que son necesarias concentraciones adecua-
das de N en la planta para obtener altos rendimientos, sin embargo, el dilema
esta en conocer qué cantidades aplicar para lograr estas concentraciones. EI N del
fertilizante que no es aprovechado produce, ademéas del perjuicio econémico, da-
no ambiental por pérdida del nutriente a capas inferiores del perfil del suelo. Las
pérdidas excesivas de fertilizante nitrogenado de los cultivos pueden contaminar
las aguas profundas con NOj [2]. Con el creciente interés de la opinién publica
en la calidad ambiental aumentan también las presiones sobre los agricultores en
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Cuadro 1: Cultivares de maiz utilizado en el estudio

Namero | Cultivar Localidad
1 SB 302 Berentsen* | Teziutlan
2 Criollo azul Hueytamalco
3 Criolla blanco Tepexi de Rodriguez
4 Criollo azul Tepexi de Rodriguez

*La variedad mejorada se adquiri6é en esta localidad.

mejorar el manejo del N. Con la adopcion creciente de practicas de conservacion de
suelos también aumentaran las practicas relacionadas con el mejor manejo de los
fertilizantes nitrogenados.

Considerando la importancia que tiene incrementar el uso eficiente de nitréogeno
en el cultivo de maiz, el objetivo del estudio fue evaluar la respuesta morfologica
de plantulas de maiz a la aplicaciéon de niveles contrastantes de nitrégeno. Para
realizar el andlisis de datos se llevd a cabo un estudio de las variables medidas
mediante el método de componentes principales (CP) con el proposito de tener una
sola variable o indice como respuesta para llevar a cabo una evaluaciéon biométrica
a través de un andlisis de varianza (ANVA) aplicado a un modelo bifactorial para
determinar la respuesta de los cultivares de maiz a las dosis de nitrégeno. Se esta
interesado en evaluar la respuesta de algunas caracteristicas de la morfologia de la
raiz de plantulas de maiz a la aplicacion de diferentes dosis de nitrégeno.

2 Material y Métodos

Localidad

El experimento se llevé a cabo en condiciones de invernadero en las instalaciones del
Departamento de Investigacion en Ciencias Agricolas de la Benemérita Universidad
Autonoma de Puebla, localizada a 19° 14’ latitud norte, y 98° 18’ longitud oeste, a
una altitud de 2150 msnm |[3].

Material vegetal

En calidad de materia vegetal se utilizaron 4 cultivares de maiz, los cuales provienen
de distintas regiones ecolégicas del estado de Puebla (Cuadro 1).
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Cuadro 2: Parametros evaluados en las plantulas de maiz.

Variable Abreviatura
Longitud de mesocoétilo LM
Longitud de la raiz primaria LRPr
Numero de raices secundarias NRS
Longitud total de raices secundarias LTRS
Niumero de raices adventicias NRA
Longitud total de raices adventicias LTRA
Longitud de la plantula LP1
Peso fresco de la raiz PFR
Peso fresco de la plantula PRP1
Peso seco de la raiz PSR
Peso seco de la plantula PSP1

Métodos

El experimento se llevo a efecto considerendo los factores variedad de cultivar y do-
sis de nitrogeno aplicada, siguiendo un disefio completamente aleatorizado (DCA).
Las plantulas fueron cultivadas en solucién nutritiva por 21 dias usando el méto-
do de rollo de papel descrito por Woll et al. [12]. Se utiliz6 una solucién nutritiva
modificada de Hoagland y Arnon [6]. En la solucién nutritiva se evaluaron las con-
centraciones de 20 % y 100 % de nitrogeno. De cada cultivar, en cada tratamiento,
se eligieron para la medicion de manera aleatoria seis plantulas sanas.

Variables evaluadas

Las plantulas de maiz fueron evaluadas a los 21 dias de germinacién. Las variables
estudiadas se presentan en el Cuadro 2.

Las variables LM, LRPr, LTRS, LTRA y LPI fueron medidas de manera manual
usando una regla. Particularmente, LPI se midi6 tomando el nodo marcado por las
raices adventicias, hasta la hoja méas larga de la plantula. Las variables PFR y
PFPI fueron medidas con una bascula de precision. El PSR y PSPI fueron medidos
después de que las muestras permanecieron 24 horas a 70 °C en la estufa de secado,
cabe aclarar que las mediciones se efectuaron por una sola persona.
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Cuadro 3: Matriz de correlaciones para los datos obtenidos con dosis de 20 % de N.

LM NRS LTRS NRA LTRA LP1 PFP1 PFR PSP1 PSR
LRPr | 0.388 0.477 0.476 0302 0.504 0.132 0.323 0.398 0.272 0.486
LM 0.465 0.400 0.135 0.103 0.133 0.284 0.338 0.227 0.455
NRS 0.799 0488 0.551  0.576 0.676 0.460 0.656 0.675
LTRS 0.328 0.515  0.624 0.622 0.555 0.563 0.675
NRA 0.641 0375 0456 0.160 0.451 0.437
LTRA 0.519 0.669 0.560 0.654 0.678
LP1 0.839 0.567 0.729 0.649
PFP1 0.790 0.941 0.837
PFR 0.781  0.877
PSP1 0.829

3 Analisis estadistico

Una vez obtenidos los datos, se realizo6 un analisis de las variables con ayuda del
software estadistico R (|4], [10]) mediante el método de componentes principales
(CP)|7], con el proposito de establecer una sola variable respuesta, la cual se estudio
por medio del andlisis de varianza (ANVA) utilizando un modelo bifactorial para
determinar la respuesta de los cultivares de maiz a las dosis de nitrogeno ([5], [8],

191, [11]).

Analisis de los datos de las plantulas de maiz con dos tratamientos de
nitrégeno

Para determinar la respuesta de los cultivares de maiz a las dosis de nitrégeno se
analiza si existe correlacion entre las diferentes variables medidas, de lo cual se po-
dria derivar la necesidad de reducir el nimero de variables que se deben utilizar.
Asimismo, se podria considerar la posibilidad de usar un indice para representar de
forma conveniente el resultado en el ANVA para detectar diferencias entre los dis-
tintos tratamientos propuestos. El anélisis de datos de las variables de las plantulas
de maiz con los dos tratamientos de nitrégeno se muestra a continuacion.

En el Cuadro 3 se presenta la matriz de correlaciones entre las variables en los
datos con dosis de 20 % de N. La matriz de correlaciones muestra coeficientes con
valores positivos muy altos entre las variables PFP1 y LPl, PSP1 y PFPL, y entre
PSR y los parametros PFPl, PFR y PSPl para la dosis de 20% de N, a los 21
dias de crecimiento de las plantulas. Cabe senalar que las variables LTRS y NRS,
PFR y PFPI, y entre PSP1 y los parametros LP1, PFR presentaron una correlacion
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Cuadro 4: Primeras cinco componentes principales para el 20 % de N.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5
LRPr 0.034 0.052 -0.747 -0.642 0.141
LM 0.002 -0.002 -0.021 -0.023 -0.038
NRS 0.041 0.014 -0.005 -0.222 -0.768
LTRS 0.968 -0.246 -0.008 0.047 0.019
NRA 0.013 0.052 0.031 -0.077 -0.594
LTRA 0.242 0.966 0.011 0.081 0.033
LP1 0.045 0.036 0.662 -0.720 0.179
PFP1 0.005 0.007 0.038 -0.059 -0.009
PFR 0.004 0.006 0.009 -0.033 0.059
PSP1 0.000 0.001 0.004 -0.004 -0.003
PSR 0.001 0.001 0.001 -0.004 0.000

positiva alta. En particular puede notarse que la variable LTRS esta altamente
correlacionada con todas las variables excepto con NRA. Es conveniente mencionar
que las correlaciones observadas si tienen una explicacion natural, ya que si la
LTRS es grande generalmente se tendra un mayor NRS; por otro lado si el NRS es
grande, en general la LRPr serd grande, lo cual lleva a tener una alta correlacion con
la LTRS. De tal manera que las correlaciones mostradas tienen una base natural,
siendo de importancia considerar la LTRS. Las observaciones anteriores permiten
considerar la conveniencia de realizar un analisis de CP para investigar si es posible
proponer un indice como variable respuesta e intentar interpretar tal indice en
funcion de las ponderaciones asignadas a cada variable de esta CP (|7], [10]).

En el Cuadro 4 se registran las primeras cinco componentes principales para la
dosis de 20 % de N.

Con los resultados obtenidos para las variables medidas de las plantulas culti-
vadas con la dosis de 20 % de N, se realiza el analisis de CP para tratar de proponer
un indice que esté en términos de los resultados obtenidos para las diferentes varia-
bles en estudio y que este sea utilizado como variable respuesta en el ANVA. En el
Cuadro 4 se presentan las primeras cinco CP y en el Cuadro 5 se puede observar
la importancia de cada uno de estos CP a través de sus proporciones de varianza,
asimismo se observa la proporcion de la varianza acumulada de los primeras cinco
CP. Con base en estos resultados se decide considerar s6lo a la primera CP, sin tener
una perdida grande respecto a la variacion fenotipica de las plantulas cultivadas con
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Cuadro 5: Importancia de los componentes principales para el 20 % de N.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 Cp7
Desviacion estdandar 37.335 | 12.873 | 2.378 | 1.608 | 1.169 | 0.849 | 0.219
Proporciéon de varianza | 0.888 | 0.105 | 0.004 | 0.002 | 0.001 0.000 | 0.000
Proporcién acumulada 0.888 | 0.993 | 0.997 | 0.999 1.000 1.000 1.000

Cuadro 6: Matriz de correlaciones para los datos obtenidos con dosis de 100 % de

N.

LM NRS LTRS NRA LTRA LP1 PFP1 PFR PSP1 PSR
LRPr | 0.266 -0.016 0.242 -0.153  0.105 -0.204 0.135 0.030 0.166 -0.031
LM 0.042 0.098 -0.177  0.055 -0.058 -0.076 0.210 0.070 0.101
NRS 0.686 0.324 0.409 0.427 0.509 0.381 0.462 0.418
LTRS 0.467 0.644 0.409 0.594 0.653 0.596 0.629
NRA 0.529 0.455 0.618 0.348 0.455  0.408
LTRA 0.615 0.580 0.601 0.399 0.544
LP1 0.647 0.602 0.520 0.669
PFP1 0.675 0.668  0.745
PFR 0.501  0.921
PSP1 0.631

la dosis del 20 % de N, pues ella sola retiene el 88.87 % de la variabilidad total. Por
otro lado, también se puede observar en el Cuadro 4, que en relacion a los pesos
asociados a la primera componente principal, el peso més alto esta asociado a la
variable LTRS con un 72 % respecto al resto de las variables, por lo que se decide
solo trabajar con esta variable mas que con el indice representado por la primera
CP para llevar a cabo el ANVA para determinar el efecto del tratamiento en el
experimento.

En el Cuadro 6 se observa la matriz de correlaciones entre las variables en
estudio para los datos con dosis de 100 % de N. La matriz de correlaciones muestra
coeficientes con valores positivos muy altos entre las variables PSR y PFR para la
dosis de 100 % de N, a los 21 dias de germinacion de las plantulas. Las variables
PSR y PFPI presentaron una correlaciéon positiva alta. Se puede advertir que la
variable LTRS nuevamente esti altamente correlacionada con todas las variables
excepto con NRA y LP1, aun cuando la correlacién entre estas tltimas variables no
es muy baja.

En el Cuadro 7 se presentan los resultados del anélisis de CP para la dosis de
100 % de N. Estos resultados y los presentados en el Cuadro 8 confirman que la
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Cuadro 7: Primeras cinco componentes principales para el 100 % de N.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5
LRPr 0.021 -0.042 0.689 0.695 -0.110
LM 0.001 -0.001 0.022 0.018 -0.015
NRS 0.054 -0.022 -0.253 0.067 -0.954
LTRS 0.969 -0.238 -0.007 -0.023 0.058
NRA 0.023 0.053 -0.117 -0.085 0.152
LTRA 0.234 0.945 0.174 -0.125 -0.068
LP1 0.049 0.211 -0.644 0.695 0.209
PFP1 0.010 0.015 -0.032 -0.070 0.000
PFR 0.008 0.011 -0.024 0.026 0.048
PSP1 0.001 0.000 -0.003 0.007 0.002
PSR 0.001 0.001 -0.003 0.003 0.004

Cuadro 8: Importancia de los componentes principales para el 100 % de N.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 Cp7
Desviacion estandar 5.085 | 6.474 | 2.591 1.748 1.322 | 0.927 | 0.260
Proporciéon de varianza | 0.920 | 0.061 | 0.010 | 0.004 | 0.003 | 0.001 | 0.000
Proporcién acumulada 0.920 | 0.981 | 0.991 | 0.995 | 0.998 | 0.999 | 0.999

primera CP (CP1) que resulta de la transformacion de las variables bajo estudio
de las plantulas cultivadas con la dosis de 100 % de N es mas que suficiente para
considerarla como un indice que represente los resultados obtenidos para las va-
riables estudiadas, sin tener una perdida grande respecto a la variaciéon fenotipica
de las plantulas, de forma que la CP1 puede ser utilizada como variable respuesta.
Por otro lado, en el Cuadro 7, se confirma que el peso més alto correspondiente
a la primera componente principal, esta asociado a la variable LTRS con un 72 %
respecto a todas las variables bajo estudio, por lo que se decide sé6lo trabajar con
esta variable més que con el indice representado por CP1.

Modelo lineal bifactorial asociado al diseno del experimento

El experimento se realizo aplicando de forma completamente aleatoria dos diferentes
dosis de nitrogeno a cuatro variedades de maiz, resultando un diseno bifactorial
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[9] al cual se le puede asociar el siguiente modelo lineal para describir el tipo de
observaciones obtenidas:

i=1,2,3,4
Yijk = 1+ 7 + Bj + (75)ij + €ijrp  para j=1,2
k=1,2,...,6.

Donde, y;;, representa la respuesta observada cuando el factor cultivar (tipo de
maiz) se encuentra en el i-ésimo nivel con i = 1,2,3,4; el factor dosis de N, se
encuentra en el j-ésimo nivel con 7 = 1,2, y se tienen 6 repeticiones o replicas para
cada combinaciéon de los niveles de los factores.

Por otro lado, en este modelo, los términos en la parte derecha de la igualdad
representan:

i, el efecto medio general;

7;, el efecto del i-ésimo nivel del factor cultivar;
Bj, el efecto del j-ésimo nivel del factor dosis de N;
(15)ij, el efecto de la interaccion entre 7; y 5, y

€ijk, €l componente del error aleatorio.

En este diseno se supone que ambos factores son fijos y que los efectos de tratamiento
se definen como desviaciones de la media general, por lo que:

ademas, se supone que los efectos de interaccion son fijos y que se definen de manera
que:

4 2
> > (#8)i = 0.
i=1 j=1

Finalmente, se supone que los €;;, conforman una muestra aleatoria de una
distribuciéon normal con media cero.

Notese que hay un total de 4 - 2 - 6 = 48 observaciones ya que se realizan 6
replicas.

En un disefio bifactorial, tanto los factores (o tratamientos) de renglon como
de columna tienen la misma importancia. Esto es, se estd interesado en probar
hipoétesis acerca de la igualdad de los efectos de tratamiento de renglon, es decir,

H,:mm=m=1m3=71=0vs H,: al menos una 7; # 0,
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Cuadro 9: ANVA de dos factores: cultivar vs. dosis de N (20 % y 100 %), con variable
respuesta LTRS y con término de efecto de interaccion.

Fuente GL SC CM F p-valor
Cultivar 3 4520.7 1506.9 2.00 0.129
Dosis de N 1 14698.3 14698.3 19.55 0.000
Interaccion 3 887.4 295.8 0.39 0.758
Error 40 | 30076.5 751.9

Total 47 50182.8

de la igualdad de los efectos de tratamiento de columna, esto es,
H,:B1=p2=0vs H,: almenosuna §; #0,i=1,...,4; j=1,2.

También se esta interesado en determinar si los tratamientos de renglén y co-
lumna interaccionan. Es decir, es conveniente probar

H,: (78)ij =0, para todas las (i,j). vs Hg: al menos una (73);; # 0.

Las hipotesis anteriores se contrastan a través de un anélisis de varianza (ANVA)
en dos sentidos.

Analisis de varianza para el modelo con el término de efecto de interac-
ciéon

En el Cuadro 9 se presentan los resultados del ANVA obtenidos para el modelo
lineal con factores cultivar y dosis de N ([5], [8]).

De acuerdo con los resultados del analisis de varianza se puede concluir que con
un nivel de significancia del 5% hay evidencia estadistica de que existe efecto de
las dosis de N, en tanto que el tipo de cultivar de maiz, no afecta significativamen-
te la LTRS. Ademas, se puede observar que estadisticamente no existe efecto de
interaccion para la LTRS entre Tipo de Cultivar y Dosis de Nitrogeno.

El diagnostico del modelo propuesto se evaltia con los valores obtenidos de los
estadisticos S (desviacion estandar) y R? (R-cuadrada), en este caso los valores
de los estadisticos son: S = 27.42 y R? = 40.07%. Lo cual indica que el modelo
propuesto es moderadamente adecuado pues solo explica un 40 % de la variabilidad
en la respuesta.

Después del ANVA, en el analisis de medias para probar la hipotesis de igualdad
de medias se utiliza el procedimiento ANOM (Analisis de Medias) mediante el
paquete estadistico Minitab. El resultado se presenta en la Figura 1.
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Analisis de Medias para los efectos principales e interaccion
Alfs = 0.05

Efectos de la interaccion
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Figura 1: Analisis de medias para probar igualdad de medias para los efectos de
interaccion, cultivar y dosis.

El analisis de medias bajo el supuesto de normalidad muestra los efectos de
interaccion, los efectos principales para el primer factor y los efectos principales
para el segundo factor. Las graficas de ANOM tienen una linea central y limites de
decision. Si un punto se ubica fuera de los limites de decision, entonces existe una
evidencia significativa de que la media representada por ese punto es diferente de
la media principal. Con un ANOM de dos factores, primero se busca los efectos de
interaccion. Si existe evidencia significativa para la interaccion, usualmente no tiene
sentido considerar los efectos principales porque el efecto de un factor depende del
nivel del otro factor.

En este caso, los efectos de interaccion se encuentran plenamente dentro de los
limites de decision, lo que significa que no hay evidencia de interaccion. Ahora, se
pueden observar los efectos principales. Las dos graficas de la parte inferior de la
Figura 1 muestran las medias de los niveles de los dos factores, donde se observa que
el efecto principal es la diferencia entre la media y la linea central. Como los puntos
que representan las medias de los cuatro niveles del factor cultivar, se encuentran
dentro de los limites de decision, esto indica que no existe evidencia significativa
de que la media de cuatro niveles sea diferente de la media principal con un nivel
de significancia o = 0.05. Por otra parte, los efectos principales para los niveles
1 y 2 del factor dosis de N se encuentran fuera de los limites de decisiéon en la
grafica inferior derecha, lo que significa que existe evidencia de que estas medias
son diferentes de la media principal con un nivel de significancia a = 0.05.
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ICs de 95% individuales para la media
hasados en Desv.Est. agrupada
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Figura 2: Intervalos de confianza individuales de 95 % para la media de dosis de N,
basados en una prueba simple de medias con la desviaciéon estandar agrupada.

En seguida se presenta un analisis grafico para probar la diferencia de trata-
mientos para el factor dosis de N, asimismo, se realiza una comparaciéon de medias,
presentando los intervalos de confianza correspondientes a cada media.

En la Figura 2 se presenta el analisis para “dosis de N” con un nivel de signifi-
cancia de 5% que indica el ANVA.

En el caso de los intervalos de confianza para la media de dosis de N se puede
observar que hay evidencia estadistica de que para un nivel de significancia del 5%
la respuesta promedio no es la misma si se aplican diferentes dosis de nitrégeno, ya
que los intervalos de confianza del 95 % no se intersectan.

Idoneidad del modelo

A continuacién se realiza un analisis estadistico para determinar si los supuestos
del modelo del ANVA se cumplen. En la Figura 3 se observa que el supuesto de
normalidad es satisfecho dado que los puntos residuales vs porcentaje, se distri-
buyen de manera cercana alrededor de la recta, ademas de que el estadistico de
Anderson-Darling para probar normalidad proporciona un p-valor de 0.476. La Fi-
gura 4 muestra que no hay evidencias contra el supuesto de varianzas iguales de
los errores en el modelo, puesto que los puntos del valor ajustado contra el residuo
simple se distribuyen sin seguir un patrén determinado; en la Figura 5 se presen-
tan los intervalos de confianza de Bonferroni y pruebas de Bartlett y Levene para
verificar igualdad de varianzas, observandose que no existe evidencia estadistica en
contra de la igualdad de varianzas al considerar un tamano de prueba del 5 %.

Analisis de varianza para el modelo sin el término de efecto de interacciéon

Respecto al analisis de varianza de los factores principales (sin efecto de interaccion):
cultivar vs dosis de N se puede senalar, considerando el ANVA cuyo resultado se
encuentra en el Cuadro 10, que con un nivel de significancia del 5 % no hay evidencia
estadistica de que exista efecto de tratamiento entre los cultivares, no obstante, si
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Grafica de probabilidad Normal y Prueba Anderson-Darling c_interaccion
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Figura 3: Prueba de normalidad para los residuos en el modelo lineal propuesto con
interaccion.
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Figura 4: Valores ajustados de los residuales vs los valores residuales simples para
el modelo lineal propuesto.
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Prueba de igualdad de varianzas para LTRS

Cultivar  Dogish

&1 1 —e | Prueba de Bartlatt
Estadistica de prueba 9.58
24 H— Walor P 0,156

Prueba de Levens
B1 14 ! ™ Estadistica de prueba 1.23
Walar P 0311

c1 1{ re——
24—

D1 1 —e
2 —e |

T T T T T T T T T T
0O 20 40 60 20 100 120 140 160 120
Intervalos de confianza de Bonferroni de 95% para Desv.Est.

Figura 5: Intervalos de confianza de Bonferroni y pruebas de Bartlett y Levene para
verificar igualdad de varianzas.

Cuadro 10: ANVA de dos factores: cultivar vs. dosis de N (20% y 100 %), con
variable respuesta LTRS sin término de efecto de interaccion.

Fuente GL SC MC F p-valor
Cultivar 3 4520.7 1506.9 2.09 0.115
Dosis de N 1 14698.3 14698.3 20.41 0.000
Error 43 30963.8 720.1

Total 47 | 50182.8

hay efecto de tratamiento para las dosis de N sobre la variable respuesta LTRS.
Se trabaja con el modelo sin interacciéon debido a que anteriormente se ha probado
que no existe efecto de interaccion y a que las pruebas de hipotesis para los efectos
principales se pueden utilizar para determinar si los factores afectan el resultado de
la variable LTRS.

En la Figura 6 se realiza una comparacion mailtiple de medias con un nivel
de significancia del 5% para el factor dosis de N, presentando los intervalos de
confianza simultaneos de Bonferroni y las pruebas simultaneas de Bonferroni.

Relativo a los intervalos de confianza para la media de dosis de N, para el caso
del modelo sin interaccion, se puede indicar que hay evidencia estadistica de que
existe efecto de tratamiento al considerar un nivel de significancia del 5%, para el
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Intervalos de confianza simultaneos de Bonferroni del 95.0%
Variable de respuesta LTRS
Todas las comparaciones de dos a dos entre los niveles de DosisIN
DosisN =1 restado a

DosisN Inferior Centrada Superior ----+--------- o R e ot +--
2 -50.62 -3500 -1938 (----m---- F o )]
U T AR R il
-45 -30 -15 0

Pruebas simultaneas de Bonferroni

Variable de respuesta LTRS

Todas las comparaciones de dos a dos entre los niveles de DosisN
DosisN =1 restado a

Diferencia EE de Valor P
DosisN  de medias diferencia Valor T  ajustado
2 -35.00 7.746 -4.518  0.0000

Figura 6: Intervalos de confianza simultaneos de 95% y pruebas simultaneas del
5% de Bonferroni para la media de Dosis de N, para el modelo sin interaccion.

factor dosis de N, debido a que el intervalo de confianza del 95 % de la diferencia de
los niveles al 100 % y 20 % del factor DosisN no contiene al cero. Observandose un
mayor efecto sobre la variable de respuesta LTRS de la dosis de nitrégeno al 20 %
que el de la dosis de nitrogeno al 100 %.

Idoneidad del modelo sin interaccion

En la Figura 7 se observa que el supuesto de normalidad para el término del error
para el modelo sin interaccion es satisfecho dado que los puntos residuales vs por-
centaje, se distribuyen de manera cercana alrededor de la recta, ademas de que el
estadistico de Anderson-Darling para probar normalidad proporciona un p-valor de
0.522.

En la Figura 8 se muestra que el supuesto de homogeneidad de varianzas de los
errores en el modelo sin interaccion, efectivamente se cumple, puesto que los pun-
tos del valor ajustado contra el residuo simple se distribuyen sin seguir un patrén
determinado. Ademas la prueba de Levene para igualdad de varianzas, consideran-
do como variable respuesta a LTRS y como factores a Cultivar y DosisN, no es
significativa al 5% dado que el p-valor obtenido en dicha prueba es de 0.311.
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a9

Normal

Grafica de probabilidad Normal y Prueba Anderson-Darling sin_interaccion

Media
Desv.Est.
M

AD

Valor P

-6.66134E-15
25.67

48

0.320

0.522

Porcentaje
19}
2

-50 A 0 25 50 TS
RESID1

Figura 7: Prueba de normalidad para los residuos en el modelo lineal sin interaccion.
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Figura 8: Valores ajustados de los residuales vs los valores residuales simples para
el modelo lineal sin interaccion.
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Conclusiones

El analisis de componentes principales con 92 % de variabilidad acumulada muestra
que para evaluar la respuesta morfologica de plantulas de maiz a los 21 dias deger-
minacion bajo condiciones de 20 % y 100 % de nitrogeno solo se necesita considerar
la primera de las componentes principales.

La variable que proporciona mayor informaciéon en esta primera CP (72 %) es la
longitud total de raices secundarias, lo cual permite sin mucha pérdida de informa-
cion considerar sélo a esta variable para realizar el ANVA para probar las hipotesis
de igualdad de tratamientos principales e interaccion.

El ANVA muestra que no existe efecto de interaccion entre los factores Do-
sis de Nitrogeno y Tipo de Cultivar, y sélo el factor Dosis de Nitrogeno resulta
significativo.

Con un p-valor de aproximadamente cero, los datos proporcionan evidencia de
que el promedio de la variable respuesta no es el mismo para las dosis 20 % y 100 %
de nitrégeno, y segun el analisis de comparacion de medias, para el modelo sin
interaccion, se obtiene un resultado a favor de la dosis del 20 % de nitrogeno al
considerar un nivel de significancia del 5 %.
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Capitulo 9

Continuos localmente conexos sin hiperespacio tinico

Cn(X)

José Gerardo Ahuatzi Reyes, David Herrera Carrasco, Fernando

Macias Romero
FCFM-BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Un continuo X
es casi enrejado si el conjunto de los puntos de X que poseen una vecindad que
es una grafica finita es denso en X. Dado un continuo X y un nimero natural
n, el n-ésimo hiperespacio de X, denotado por C,(X), es el conjunto formado
por los subconjuntos cerrados de X dotado de la métrica de Hausdorff. En este
capitulo se detallan las demostraciones de que los continuos localmente conexos
que no son continuos casi enrejados, asi como una subclase de los continuos
localmente conexos casi enrejados, no tienen hiperespacio tnico C,,(X).

1 Introduccién

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Dado un continuo
X, se denota por 2% al espacio {A C X : A es un cerrado de X} dotado de la
topologia de Vietoris o, equivalentemente, dotado con la métrica de Hausdorff. Un
hiperespacio de X es cualquier subespacio de 2. Para cualquier ntimero natural
n, el n-ésimo hiperespacio de X es el subespacio de 2%

Crn(X) = {A € 2% : A tiene a lo més n componentes};

en el caso n = 1 se acostumbra omitir el subince, es decir, C(X) es el hiperespa-
cio de subcontinuos de X. Se denomina cubo de Hilbert a cualquier espacio
topologico homeomorfo al producto topologico de una cantidad numerable de in-
tervalos cerrados. Denotaremos por N al conjunto de los nimeros naturales y por
R al conjunto de los niimeros reales. Dado un espacio topologico Y y B C Y, la
cerradura de B en Y se denota por cly(B) y el interior de B en Y, por inty (B).
Los conceptos no definidos en este trabajo se consideran como en [14], [13] y [4].
Dada una clase de hiperespacios H para la cual a cada continuo X le corresponde
el hiperespacio H(X), es natural preguntarse si esta correspondencia es biunivoca
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(topologicamente). Es sencillo probar que si X y Y son continuos homeomorfos,
entonces C,,(X) y C,(Y) (ast como 2% y 2¥) son homeomorfos. El reciproco de la
afirmacion anterior es mucho més interesante y se sabe que no siempre se cumple.
Un resultado clasico de Curtis y Schori [5, 6] muestra que C'(X) es homeomorfo al
cubo de Hilbert siempre que X es un continuo localmente conexo sin arcos libres
(véase la Definicion 2.7). Asimismo, G. Acosta y D. Herrera [1]| muestra que para
cada dendrita (véase la Definiciéon 2.6), X, cuyo conjunto de puntos extremos no
es cerrado (véase la Definicion 9.3 y el Ejercicio 6.25 de [14]) existe una cantidad
no numerable de dendritas distintas (no homeomorfas) entre si y a X tales que
su hiperespacio de subcontinuos es homeomorfo a C(X). Considérese el siguiente
concepto.

Definicién 1.1. Sea X un continuo y n un nimero natural. Decimos que X tiene
hiperespacio tnico C),(X) si para cada continuo Y tal que C),(Y) es homeomorfo
a C,(X), se cumple que X es homeomorfo a Y.

En estos términos, [5, 6] y [1] muestran que tanto los continuos localmente
conexos que no contienen arcos libres como las dendritas cuyo conjunto de pun-
tos extremos no es cerrado no tienen hiperespacio tnico C'(X). En este trabajo se
presentan pruebas detalladas de dos resultados analogos a los dos anteriores, pre-
sentados por R. Hernandez Gutiérrez, A. Illanes y V. Martinez de la Vega [8], para
el caso general de los n-ésimos hiperespacios y para dos clases de continuos: los
continuos que no son casi enrejados (véase la Definicion 2.8) y una subclase de los
continuos casi enrejados. Estos resultados se enuncian en los Teoremas 6.6 y 7.1.

2 Graficas finitas, dendritas y continuos casi enrejados

En este primer apartado vamos a introducir las clases de continuos que trataremos
a lo largo de este capitulo, asi como algunos resultados basicos relacionados con
dichas clases.

Definicién 2.1. Sea X un espacio topologico. X es un arco si es homeomorfo al
intervalo cerrado [0,1]. X es una curva cerrada simple si es homeomorfo a la
circunferencia unitaria del plano euclideano. Si X es un arco, el conjunto de puntos
extremos de X, es decir, el conjunto que bajo un homeomorfismo de X en [0, 1]
corresponde al conjunto {0, 1}, se denota por E(X).

Definiciéon 2.2. Un continuo X es una grafica finita si es la union de una familia
finita de arcos tales que cada par de ellos o son ajenos o se intersectan en uno o dos
de sus puntos extremos.
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Lema 2.3 ([14], Proposicion 9.2). Si X y Y son grdficas finitas, tales que X NY
es un conjunto finito y no vacio, entonces X UY es una grifica finita.

Definicién 2.4. Un continuo X es un arbol si es una grafica finita y no contiene
curvas cerradas simples.

Lema 2.5. Sea X un espacio topoldogico arco conexo. St F' es un subconjunto finito
de X, entonces existe un drbol T’ contenido en X, tal que F' C T'.

Demostracion. Demostraremos este lema por induccion sobre el ntimero de elemen-
tos de F'. El caso n = 2 se sigue directamente de que X es arco conexo. Supongamos
que el lema se cumple para todo conjunto finito con a lo mas n elementos. Sean F'
un subconjunto de X con n elementos, x un punto en X y 7" un arbol contenido en
X con FCT.SixzeT,entonces FU{x} C T. Supongamos entonces que = ¢ T.
Obsérvese que existe un arco « contenido en X, tal que x es punto extremo de o'y
aNT = {q}, donde q es el punto extremo de « distinto de z. Por el Lema 2.3, se
tiene que T'U « es una grafica finita. Ahora, mostremos que T'U « es un arbol.

En efecto, supongamos que T'U « contiene una curva cerrada simple S. Como
T es un arbol y « es un arco, S no esta contenido ni en 7" ni en «. Ademés, como
T y a son compactos, los conjuntos T'—a = (TUa)—aya—-T=(TUa«a)-T
son subconjuntos abiertos y ajenos de T'U a que intesectan a S. En esta forma, el
conjunto S — (T'Na) =S — {q} es disconexo. Esto es una contradiccion pues una
curva cerrada simple no se hace disconexa al quitarle solo uno de sus puntos. Por
lo tanto, T"U « es un arbol. Asi, se concluye la demostracion. ]

Definicién 2.6. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene
curvas cerradas simples.

Definicién 2.7. Sea X un continuo. Denotamos

§(X)={p€ X : ptiene una vecindad M en X, tal que
M es una grafica finita},

P(X) =X —-9(X).
Definiciéon 2.8. Un continuo X es casi enrejado si §(X) es denso en X.

Lema 2.9. Sean X un continuo y U un subconjunto de X. St X es casi enrejado,
entonces intx (U) C clx (U — P(X)).

Demostracion. Supongamos que x € intx(U). Sea V un subconjunto abierto de
X, tal que = € V. Luego, intx(U) NV es un subconjunto abierto y no vacio de
X. Ademaés, como X es casi enrejado, intx (P(X)) = 0. De esta manera intx (U) N
V ¢ P(X); es decir, V N (intx(U) — P(X)) = (V Nintx(U)) — P(X) # 0. Asi,
VNU-PX))DVN(intx(U) —P(X)) # 0. Por tanto, x € clx (U — P(X)). O

Matemadticas y sus aplicaciones 6, Capitulo 9, paginas 215-240



218 José Gerardo Ahuatzi Reyes, David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero

Una formulacién equivalente de continuo casi enrejado puede obtenerse del si-
guiente resultado.

Definicion 2.10. Sea X un continuo. Un arco A contenido en X es un arco libre
de X si A — E(A) es un abierto de X.

Definicién 2.11. Sea X un continuo. Denotamos
FAX) = U{intX(J) : J es un arco libre de X}.

Lema 2.12. Si X es un continuo, entonces clx(G(X)) = clx(FA(X)). Por lo
tanto, un continuo X es casi enrejado si, y solo si, FA(X) es denso en X.

Demostracion. Sea X un continuo con métrica d. Como FA(X) C §(X), basta con
mostrar que clx(9(X)) C clx (FA(X)).

Supongamos que x € clx(9(X)). Luego, existe una sucesion {zy }nen en §(X),
tal que limz,, = x. Fijemos n € N. Como z,, € G(X), existe una gréafica finita G
contenida en X, tal que z,, € intx(G). Sean k € N y arcos Ay,..., Ay en G, tales
que Jp1 Ai =Gy AiNA; C E(A;) NE(Aj) sii#j. Sea jo € {1,...,k}, tal que
Ty € A,jO'

Obsérvese que V = int x (G) N Bq(zy, =) es una vecindad de z,, en X. Ademas,
es posible hallar un subarco B de Aj,, tal quex € B C V.

Obsérvese que B — E(B) C Aj, — E(Aj)) C G — Uiz, Ai- Luego, G — (B —
E(B)) = Uixj, AiU(Ajy—(B—E(B))). Ademas, Aj,—(B—E(B)) es un subconjunto
cerrado de A}, y, por tanto, de G. Asi, G — (B — E(B)) es cerrado en G; es decir,
B — E(B) es abierto en G. Como ademés B — F(B) C intx(G) C G, se tiene que
B — E(B) es un subconjunto abierto de X. De este modo, B es un arco libre de X.

Sea y, € B— E(B) C intx(B) C FA(X). Obsérvese que, para cada n € N, se
cumple que d(xp, ypn) < % Asi, lim y,, = x, con cada y,, elemento de FA(X). Por lo
tanto, x € clx (FA(X)). Esto concluye la prueba del lema. O

3 Z-conjuntos y el Teorema de Torunczyk

El Teorema 5.6, uno de los resultados que cimentan la demostracion de los Teoremas
6.6 y 7.1, se basa en una caracterizacién del cubo de Hilbert debida a H. Torunczyk
(Teorema 3.8). En este apartado se presenta este tltimo resultado asi como algu-
nos conceptos y resultados relacionados. Los primeros conceptos importantes que
definimos son el de extensor absoluto y el de retracto absoluto. Resulta interesante
el hecho que estas dos propiedades son equivalentes.
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Definiciéon 3.1. Sean X y Y espacios topologicos, A C Y y f: A — X una funciéon
continua. Decimos que la funcién F' : X — Y es una extensiéon continua de f
aY si F es continua 'y F|4 = f. Un espacio normal X es un extensor absoluto
si, para cada espacio normal Y, cada subconjunto cerrado A de Y y cada funcion
continua f : A — X, se cumple que f tiene una extensién continua a Y.

Definicion 3.2. Un subconjunto cerrado A de un espacio topologico Y es un re-
tracto de Y si Id4 tiene una extension continua a Y. Un espacio normal X es un
retracto absoluto si, para cada espacio normal Y y cada subconjunto cerrado B
de Y homeomorfo a X, se satisface que B es un retracto de Y.

Teorema 3.3 (|4], Teorema (4.B.19)). Sea X un espacio topoldgico. Entonces, X
es un retracto absoluto si, y solo si, X es un extensor absoluto.

Para tratar con el Teorema de Torunczyk, resulta conveniente la siguiente nota-
cion (en realidad la funcion ds que se define a continuacion resulta ser una métrica
sobre el espacio de funciones continuas que van de X a Y, pero esta propiedad no
es requerida aqui).

Definiciéon 3.4. Dados X y Y espacios métricos, X con métrica acotada, y fun-
ciones continuas f,¢g: Y — X, denotaremos

doo(f,9) = sup{d(f(y),9(y)) 1y € Y}.

Definicién 3.5. Sean X y Y espacios métricos y { f, }nen una sucesion de funciones
continuas de X en Y. Decimos que f: X — Y es el limite uniforme de {f,},cn
si lim doo(fn, f) = 0.

Definicion 3.6. Sean X un espacio métrico compacto y A un subconjunto cerrado
de X. Decimos que A es un Z-conjunto en X si Idx es el limite uniforme de
funciones continuas cuyas iméagenes no intersectan a A. Decimos que una funcion
continua f entre espacios métricos compactos X; y Xo es una Z-funcion si f(X;)
es un Z-conjunto en Xo.

Al tratar con Z-conjuntos vamos a utilizar el siguiente lema, el cual garantiza
que, al realizar ciertas operaciones sobre estos, se siguen obteniendo Z-conjuntos.

Lema 3.7. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, se cumplen las siguientes
afirmaciones:

(1) Un subconjunto cerrado de un Z-conjunto en X es, a su vez, un Z-conjunto en
X.
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(2) La union finita de Z-conjuntos en X es un Z-conjunto en X.

Demostracion. Probaremos (1). Supongamos que A es un Z-conjunto en X y B
es un subconjunto cerrado de A. Sea ¢ > 0. Luego, existe una funcién continua
fe: X — X — A, tal que doo(fe, Idx) < €. Obsérvese que X — A C X — B. De esta
manera, podemos considerar que f. : X — X — B. Ademés, B es un subconjunto
cerrado de X. Por lo tanto, B es un Z-conjunto en X.

Ahora mostremos (2). Bastara probar la afirmacion para dos elementos. Sean A;
y Ag dos Z-conjuntos en X. Tomemos una funcién continua f; : X — X — Ay, tal
que doo(f1,1dx) < 5. Obsérvese que, dado a € A, se cumple que d(f1(X), A1) <
d(f(a),a) < deo(f1,1dx). Ast, d(f1(X), A1) < §. Como X es compacto, f1(X)
es compacto. Ademas, f1(X) N A; = (). Luego, d(f1(X), A1) > 0. Asi, existe una
funcion continua fy : X — X — A, tal que doo(f2, [dx) < %d(fl(X), A,). Obsérvese
que para cualquier z € X se cumple que d(fi(z), f2(f1(2))) < 3d(f1(X), A1) <
d(f1(X), A1) vy, por tanto, fo(fi(x)) ¢ A1. Se sigue de esto ultimo que fo(f1(X)) C
X — A;. Como también fo(X) C X — Ag, podemos considerar la funciéon continua
g= faof1 : X - X—(A1UA5). Obsérvese también que d(g(x), z) < d(g(x), fi(z))+
d(fi(z),z) < 3d(f1(X), A1) +5 < £+ 5 = 32, para cualquier + € X. Luego,
d(g,1dx) < e. Por tanto, A1 U As es un Z-conjunto en X. O

Ahora, estamos en mejores condiciones para enunciar el Teorema de Torunczyk.

Teorema 3.8 (|9], Teorema 9.3). Sea X un retracto absoluto. Si la funcion iden-
tidad sobre X es un limite uniforme de Z-funciones, entonces X es un cubo de
Hilbert.

4 Hiperespacios de crecimiento

En este apartado se presenta otra clase de hiperespacios: los hiperespacios de creci-
miento. Asimismo, se revisan algunas de sus propiedades que, junto con la propiedad
de convexidad (dentro de los espacios localmente conexos), proveen de algunas ca-
racteristicas de la funcion ®. (Definicion 4.16) que se utilizan en las pruebas de los
Teoremas 5.6, 6.6 y 7.1.

Definicién 4.1. Sean X un continuo y B un subconjunto cerrado de 2%. Decimos
que B es un hiperespacio de crecimiento si para cualesquiera A € By B € 2¥,

tales que A C B y cada componente de B intersecta a A, se tiene que B € B.

El primer resultado acerca de los hiperespacios de crecimiento es que contiene
a los hiperespacios que interesan a este estudio, es decir, los n-ésimos hiperespa-
cios y los hiperespacios que describe la siguiente definicion. Esto se expresa en la
Observacion 4.3.
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Definiciéon 4.2. Sean X un continuo, n un nimero natural y K un subconjunto
cerrado de X . Denotamos

CE(X)={AeCn(X): K C A}
Co(X,K)={AcCp(X): KNA#{}

Observaciéon 4.3. Dado un continuo localmente conexo X, un subconjunto cerrado
K de X y n € N, los hiperespacios Cy,(X), CX(X) y C,(X, K) son hiperespacios

de crecimiento.

Demostracion. Sean A € Cp,(X) y B € 2%, tales que A C B y cada componente de
B intersecta a A. Sean A, ..., A las componentes de A, con k£ < n. Como A C B,
para cada i € {1,...,k} existe una componente B; de B, tal que A; C B;. Luego,
A C Ule B;. Como las componentes de un conjunto cualquiera son ajenas por
pares y cada componente de B intersecta a A, tenemos que By, ..., Br son todas
las componentes de B. Asi, B € Cp(X).

Si, ademas, A € CEX(X); es decir, K C A, entonces K C AC By B € CX(X).
Si, en lugar de tal condicion, A es elemento de C,(X, K); en otras palabras, si
ANK #0, entonces BNK D ANK # 0y B € CE(X). Esto prueba que Cy,(X),
CE(X) y C,(X, K) son hiperespacios de crecimiento. O

La siguiente caracteristica importante de los hiperespacios de crecimiento que
vamos a demostrar es que estos espacios son retractos absolutos (Teorema 4.14).
Para ello vamos a requerir algunas definiciones mas, asi como varios resultados
previos.

Definicién 4.4. Sean X un espacio con métrica d y € > 0. Dado cualquier 4 € 2%,
la d-bola cerrada generalizada en X de radio ¢ alrededor de A, es el conjunto
Ciy(Ae)={x e X :d(z,A) <e}.

Lema 4.5. Sea X un espacio métrico. Si A es un subespacio compacto de X y x
es un elemento cualquiera de X, existe a € A, tal que d(z, A) = d(z,a).

Demostracion. Dado cualquier n € N, sea a, € A, tal que d(z,a,) < d(x,A) +
%. Como A es compacto, podemos suponer que lima, = a, para alguna a € A.
Obsérvese que, para cada n € N, se cumple que d(z, A) < d(z,a,) < d(z, A) + %
Asi, tomando limites, d(z, A) = limd(z,a,). Ademés, por la continuidad de d,
obtenemos que limd(zx, a,,) = d(z,a). Por lo tanto, d(z, A) = d(x, a). O

Definicién 4.6. Sean X y Y espacios con métricas d y e, respectivamente. Una iso-
metria es un isomorfismo h : X — Y, tal que, para cada a,b € X, e(h(a), h(b)) =
d(a,b).
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Definicion 4.7. Sea X un espacio compacto con métrica d. Decimos que d es
una métrica convexa para X si, para cada p,q € X, existe una isometria v :

[0,d(p, q)] = ~7([0,d(p,q)]), tal que v(0) =p y v(d(p,q)) = q.

Teorema 4.8 ([12]|, Teorema 4). Sea X un continuo. Si X es localmente conexo,
entonces X admaite una métrica conveza.

Aunque la definiciéon de métrica convexa aqui mostrada es distinta a la dada en
[12], la Proposicion 10.4 de 9] garantiza que estas dos definiciones son equivalentes
en el caso de los continuos (mas atin, para espacios métricos compactos).

Lema 4.9. Sean X,Y, D continuos yp € Y, tales que Y = X UD y X N D = {p}.
Si d es una métrica convexa de Y, la métrica inducida en X por d es una métrica
convezxa.

Demostracion. Supongamos que d es una métrica convexa de Y. Sean a,b € X.
Luego, existe una isometria «y : [0,d(a, b)] — 7([0,d(a,b)]) C Y, tal que v(0) =a y
~v(d(a,b)) = b.

Si p es un punto extremo del arco A = ([0, d(a,b)]), digamos p = b, entonces
A — {p} es conexo. Como X N D = {p} y tanto X como Y son cerrados de Y, los
conjuntos X — {p} = X — Dy D —{p} = X — D son abiertos de Y ajenos entre si.
Ademas, (X — {p})U (D —{p}) =Y — {p}. En consecuencia, A —{p} C X —{p} o
A—{p} c D—{p}. Como a € (X —{p})N(A—{p}), se tiene que A—{p} C X —{p}.
Asi, A C X.

Por otro lado, si p no es un punto extremo de A, entonces A — {p} tiene dos
componentes, cada una de ellas conteniendo un punto extremo de A. Sean K,
y Kj tales componentes, con a € K, y b € K;. Como K, y K son conexos y
a€ KoN (X —{p})ybe Kyn (X —{p}), podemos aplicar un argumento similar
al aplicado a A — {p} en el caso anterior, para obtener que K,, K, C X — {p}. Por
tanto, A = K, U K, U {p} C X.

De este modo, en cualquier caso, se cumple que A C X; es decir, existe un arco
de a a b contenido en X y que es isométrico a un intervalo cerrado. Esto prueba
que la métrica inducida por d sobre X es convexa. U

El siguiente lema no solo resulta 1til en la prueba del Teorema 4.14, sino también
para demostrar el Lema 4.17 y el Teorema 5.6.

Lema 4.10. Sea X continuo. Sid es una métrica convezxa para X ye > 0, entonces:
(1) Para cada A € 2%, se tiene Cy(A,e) = clx(intx (Cq(A,e))).
(2) Si B es un hiperespacio de crecimiento, entonces, para cada A € B, se cumple

que Cq(Ae) € B.
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(8) Para cadan € N y A € Cnh(X), se tiene Cy(Ae) € Cr(X).

Demostracion. (1) Primero mostremos que clx (intx (Cy(A,e))) C Cy(A,e). Obsér-
vese que Cy(A,e) contiene a intx (Cy(A,e)), por lo cual basta probar que Cy(A,e)
es cerrado en X. Para ello, tomemos x € X — Cy(A,e). Luego, d(xz,A) > e.
Sea & > 0, tal que d(z,A) — e > 2J. Dado cualquier y € Bg(x,0) se tiene que
d(z,A) <d(z,a) <d(z,y)+d(y,a) < d+d(y,a). Asi, d(y,a) > d(z,A)—§ > d+¢,
siempre que a € A. Por tanto, d(y, A) > §+¢€ > €; es decir, y € X — Cy(A,e). Esto
muestra que By(y,0) C X — Cyq(A,e) y que Cy(A,e) es cerrado en X. Obsérvese
que esta parte de la prueba no requiere ninguna condicién adicional al continuo X.

Ahora probaremos que Cy(A,c) C clx(intx(Cy(A,e))). Para tal efecto, tome-
mos x € Cg(A,e). Sixz € A, entonces x € Ng(A,e) C intx(Cy(A,e)). Podemos su-
poner entonces que x ¢ A. Por el Lema 4.5, existe a € A, tal que d(z,a) = d(x, A).
Como d es una métrica convexa para X, existe una isometria v : [0,d(a,x)] — X,
tal que v(0) = a y v(d(a,x)) = x. Obsérvese que para cualquier ¢t € [0,d(a,z)) se
cumple que d(a,y (t)) = d(7(0),~v(¢)) = [t—0| =t < d(a,z) = d(z, A) < . Esto im-
plica que v(t) € By(a,e ). En otras palabras, v([0,d(a,z))) C By(a,c) C Cq(A,e).
Ast, v([0,d(a,2))) C intx(Ca(Ae)) v = € ¥([0,d(a,2)]) = clx(7([0,d(a,2)))) C
clx (intx (Cy(Ae))). Esto muestra que Cy(A,e) C clx(intx(Cy(A,c))). Més atn,
prueba que cada elemento de Cy(A,e ) — A puede ser unido a un elemento de A por
un arco contenido en Cy(A,e). Por lo tanto, se da la igualdad de (1).

(2) Mostraremos primero que si K es conexo, entonces Cy(K,e) es conexo. Para
ello, supongamos que K es conexo. Dado z € Cy(K,e) — A, por el parrafo anterior,
existen a, € K y un arco a, contenido en Cy(K,c) que une a a con z. De este
modo, Cy(K,e) = KU (U{asz : v € Cy(K,e) — K}). Como K es conexo y, para
cada z € Cy(K,e), se cumple que «, es conexo y a; € a, N K, tenemos, por |7,
Teorema 6.1.9], que Cy(K,e) es conexo.

Ahora, supongamos que A € B. Probaremos que Cy(A,c) € B. Con tal motivo,
sea C' una componente de Cy(A,c). Sea = € C, tal que d(x, A) < €. Por el Lema
4.5, existe a € A, tal que d(z,a) = d(x,A) < e. Como Cy({a},¢e) esta contenido
en Cy(A,e) y, por el parrafo anterior, es conexo, tenemos que Cy({a},e) C C. Asi,
a € Cy ANC # (. Por tanto, cada componente de Cy(A,e) intersecta a A; es
decir, Cy(A,e) € B. Esto prueba (3).

(3) Por la Observacion 4.3, C,,(X) es un hiperespacio de crecimiento. Aplicando
(2), obtenemos el resultado.

Esto concluye la demostracion del lema. ]

Lema 4.11. Dado un continuo con métrica conveza d, la funcion ® : 2% x [0,00) —
2X dada por

(A,7) 25 Cy(A, 1)
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es continua.

Demostracion. Usaremos la métrica méax para 2% x R. Tomemos § > 0. Sean A, B €
2X y em <0, tales que Hy(A,B) < % v le—n| < %. Queremos demostrar que
Hi(Cy(Ae),Ca(B,n)) < 6. Sea x € Cy(A,e). Por el Lema 4.5, existe a € A, tal
que d(z,a) = d(x,A) < e. Como A C N4(B, %), existe b € B, tal que d(a,b) < %.
Luego, d(z,b) < d(z,a) +d(a,b) < d(x,A)+ 3 <e+3<S+n+2=n+3 Sea
v :10,d(b,z)] — X una isometria. Si d(b,x) <, entonces = € Cy(B,n). Podemos
suponer entonces que d(b,z) > n. Entonces, d(b,y (n)) = d(~(0),v(n)) = n. Asi,
7(n) € Ca(B,e) y d(x,y (n)) = d(v(d(b,z)),7(n) = d(b,z) —eta <n+ 5 —n =3,
Por tanto, x € Ng(Cq(B,n), g) De esta manera, Cy(A,e) C Ng(Cq(B,n), %) Del
mismo modo, se puede probar que Cy(B,n) C Ng(Cyq(A,e), g) Esto muestra que
H;(Cy(Ae),Cq(B,e)) < . Asi, se concluye que ® es continua. O

Los siguientes dos teoremas son resultados muy notables relacionados con el
cubo de Hilbert. No obstante su gran importancia, en este escrito el uso de estos
en este capitulo se limita a la prueba del Teorema 4.14.

Teorema 4.12 (|5], Teorema 1). Sea X un continuo. Entonces, X es un continuo
localmente conexo si, y solo si, 2% es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Teorema 4.13 (|9], Teorema 9.2). Sea X un espacio métrico compacto. Si X es
un retracto del cubo de Hilbert, entonces X es un retracto absoluto.

Teorema 4.14. Sea X un continuo localmente conexo. Si B es un hiperespacio de
crecimiento, entonces B es un retracto absoluto.

Demostracion. Sea ® la funcién continua definida en el Lema 4.11. Dado A € 2%, se
define el valor t 4 como sigue. Como X es compacto, X es acotado segun la métrica d.
Luego, (A, 2didam(X)) = X. Obsérvese que el conjunto ®~1(B)N({A} x [0, 0)) =
{A} x {t € [0,00) : ® A,t) € B} es cerrado en 2% x [0,00) y contiene al menos
al conjunto {(A,2didam(X))}. Asi, {t € [0,00) : ® A,f) € B} es un subconjunto
cerrado y no vacio de [0,00). Sea t4 = min{t € [0,00) : & A,t) € B}.

Mostraremos que la funciéon g : 2% — [0, 00) dada por A L5 ¢4 es continua.
Para ello, sean § > 0y A, B € 2%, tales que H(A, B) < g.

Afirmamos que Cg(A,t4) C Ca(B,ta + 5). En efecto, sea x € Cq(A,tya), es
decir, x € X, tal que d(z, A) < ta. Por el Lema 4.5, existe a € A, tal que d(z,a) =
d(rz,A) < ta. Como A C B(B,5), existe b € B, tal que d(a,b) < 5. Luego,
d(z,b) < d(z,a)+d(a,b) < ta+5; es decir, z € Cyg(B,t4+ §). Esto prueba nuestra
afirmacion.

Ahora, mostremos que cada componente de Cy(B,t4+ g) intersecta a Cy(A,t4).
Sea C' una componente de Cy(B,t4 + 5). Tomemos y € C. Luego, por el Lema 4.5,
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existe b € B, tal que d(b,y) < ta+ 5. Como B C B(4,5), existe a € A, tal que
d(a,b) < e. Obsérvese que y,a € Cy4({b},ta + §). Ademas, por el Lema 4.10 (3),
este tltimo conjunto es conexo. Por tanto, Cq({b},ta +5) C C. Asi, a € C'y
Ca(A,ta)NC D ANC £ 0.

Como B es un hiperespacio de crecimiento y Cy(A,t4) € B, los dos parrafos
anteriores muestran que Cy(B,t4 + 5) € B. Por tanto, tg < t4 + §. De la misma
forma, se puede probar que t4 < tp+5. Asi, =5 <tq—tp < §;esdecir, [ta—tp| <
5 < e. Esto muestra que g es continua.

De esta forma, la funcién © : 2X — B dada por A s ®(A,tq) es continua.
Ademaés, ©(A) = ® (4,0) = A siempre que A € B. De este modo, O es una retrac-
cion de 2% en B. Ademas, por el Teorema 4.12, el hiperespacio 2% es homeomorfo
al cubo de Hilbert. Por tanto, B es un retracto del cubo de Hilbert. Aplicando el
Teorema 4.13, concluimos que B es un retracto absoluto. ]

Una consecuencia fundamental del teorema anterior es que los hiperespacios que
més nos interesan son retractos absolutos, como lo afirma el siguiente corolario.

Corolario 4.15. Sean X un continuo localmente conexo, K un subconjunto cerrado
de X yn € N. Si X es localmente conexo, entonces los hiperespacios Cp(X), CK(X)
y Cn(X, K) son retractos absolutos.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Observacion 4.3 y del Teorema
4.14. O

Como tltimo punto de este apartado, vamos a mostrar algunas propiedades de
la funciéon ®., la cual se define a continuacion.

Definicién 4.16. Dado un espacio métrico X y € > 0, la funcion @, : 2X — 2X
esta dada por

A Oy(Ae).

Lema 4.17. Sea X un espacio métrico. Si la métrica de X es convexa, entonces
para cualquier € > 0 se cumplen las siguientes tres afirmaciones:

(1) SiB es un hiperespacio de crecimiento, entonces podemos restringir ®|g : B —

B.
(2) ®. es continua.

(3) (Hx)oo(Idyx,P:) <e.
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Demostracion. (1) es consecuencia inmediata del Lema 4.10 (3).

(2) es una implicacion directa del Lema 4.11.

(3) Dado A € 2%, probemos que Hy(A,®.(A)) < . Para tal fin, sea n > 0.
Obsérvese que A C Cy(Ae) = P (A) C Ng(P-(A),e + n). Por otro lado, dada
x € ®.(A), por el Lema 4.5, existe a € A, tal que d(x,a) = d(x, A). Luego, d(x,a) <
e<e+nyx € Nyg(Ae +n). Esto implica que ®.(A) C Nyg(A,e +n). Por lo
tanto, Hy(A, ®.(A)) < e+ n. Como 7 es un nimero positivo arbitrario, deducimos
que Hg(A,®.(A)) < e. Al ser A un elemento cualquiera de 2%, concluimos la
desigualdad en (3). O

5 Cubos de Hilbert en C,(X)

En este apartado vamos mostrar una forma muy general de hallar copias del cubo
de Hilbert en el n-ésimo hiperespacio de cualquier continuo localmente conexo X
para el cual P(X) # () (Teorema 5.6, presentado originalmente en [8]).

Teorema 5.1 ([4], Teorema 1.F.6). Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X =Y
una funcion. Si A y B son subconjuntos cerrados de X, tales que X = AU B y las
restricciones fla: A=Y y flp: B —=Y son continuas, entonces f es continua.

Teorema 5.2 ([13|, Lema 1.48). Sea X un continuo. Entonces, se satisface lo
stquiente:

(1) Si A es un subconjunto cerrado y no vacio de 2%, entonces | JA € 2¥.

(2) Para cualesquiera A, B € 2% se cumple que Hy((JA,UB) < Hy, (A, B).
(3) La funcion U : 22 — 2% dada por A s UA, es continua.

Teorema 5.3 ([11], Definicion 1.8.21 y Teorema 1.8.22). Si f : X — Y es una
funcion continua entre los espacios métricos compactos X y 'Y, entonces la funcion
f*:2%X = 2Y dada por
A )
es continua y f*(Cp(X)) C Cpo(Y), para cualquier n € N.
El siguiente resultado no es dificil de probar.
Lema 5.4. Sea X un espacio métrico. Entonces, la funcion f: X — F1(X), dada

por x li>{ x}, es un homeomorfismo.
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En la demostracion del siguiente lema, se hara uso de la notacién Bj( para
especificar que los conjuntos B; se toman sobre el espacio X. En otras palabras,
dados un subespacio X de algtin espacio con métrica d, un punto p € X y € > 0,
denotaremos B (p,e) = Ba(p,e) N X.

Lema 5.5. Sean X un continuo localmente conexo, R un subconjunto cerrado de
P(X) y K € C(X), tal que intx(K) N R # (. Entonces, CX(X) es un Z-conjunto
de Cp(X, R).

Demostracion. Sea d una métrica para d. Obsérvese primero que, si A € C’f(X),
entonces RNA D RNK D RNintx(K) # 0; es decir, A € C,,(X, R). Como CE(X)
es compacto y C,,(X, R) es un espacio métrico, lo anterior implica que CX(X) es
un subconjunto cerrado de C,, (X, R).

Fijemos p € intx(K) N R y sea ¢ > 0, tal que BY(p,e) € intx(K). Por [14,
Teorema 8.10], existen m € N y subcontinuos localmente conexos Xj,..., X,, de
X, tales que X = [ X; y didm(X;) < §, paracada i € {1,...,m}. Sean G =
{i e{l,...om} :pe€ X}y S = UicgXi- Como p € N;eq Xi, se tiene que, para
cada z € S, d(p,z) < §; es decir, S C B (p, 7) € X.

Sean F ={ie{l,....m}: p¢ X,y X;,NS#0}yH={ie{l,...,m}:
X; NS = 0}. Obsérvese que Sy | Jieg X; son subconjuntos cerrados y ajenos de X
y FUGUH ={1,...,m}. Si F =0, como S C X, se tiene que J;jeg X; # 0y
X = SU (Uier Xi), lo cual contradice la conexidad de X. Asi, F # ().

Para cadai € F, fijemos p; € X;NS. Aplicando [14, Ejercicio 8.5|, tenemos que S
es un continuo localmente conexo y, por [14, Teorema 8.26], S es arco conexo. Luego,
por el Lema 2.5, existe un arbol T contenido en S, tal que {p} U{p;: i€ F} CT.

Sea Y = T U (U;er Xi). Como para cada i € F, p; € T N X; se tiene, por [14,
Ejercicio 8.51], que Y es un continuo localmente conexo. Obsérvese que, para cada
i € Fyz e X;secumple d(z,p) < d(x,p;) +d(p,p;) < §+ 5 = §; es decir,
Uier Xi C€ B (p, §). Luego, Y C B (p,5) C intx (K).

Sea Z =Y N R. Obsérvese que p € Z y, por el Corolario 4.15 y el Teorema 3.3,
C(Y) y C(Y, Z) son extensores absolutos.

Consideremos las funciones ¢ : X — C(X), dada por z —={ z};a = ply : Y —
CY)yB=yl|lz:Z— C(Y,Z). Por el Teorema 5.4, ¢ es continua y, por tanto, a'y /3
son continuas. Como Z es un subconjunto cerrado de (SUY )N R, podemos extender
3 a una funcién continua 3 : (SUY)NR — C(Y, Z). Obsérvese que 8|z = Bz = alz,
(SUY)N Ry Y son subconjuntos cerrados de (SUY)NR)UY = (SNR)UY
y(SUY)NR)NY =Y NR = Z. De esta manera, por el Lema 5.1, la funcion
aUB:(SNR)UY — C(Y, Z) dada por

xﬂ a(z) sixzey,
B(xr) size(SUY)NR
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es continua. Como (S N R)UY) es un subconjunto cerrado de S UY', podemos
extender U 8 a una funciéon continua & : SUY — C(Y).
Consideremos ahora la funcion v : X — C(X) dada por

~ | @lx) sizeSuUY,
Xz —
p(r) size X —-(SUY).

Como X —(SUY) = X —Usequr Xi C Uien Xi, se tiene que clx (X —(SUY)) C
Uiern Xi. Luego, si A = clx(X — (SUY))N(SUY), entonces A C (SUY)N
(Uier Xi) = (Y = 8) N (Uier Xi) C Y. Asi, y|la = afa = ala = ¢|a. Como
cx (X = (SUY)) = (X - (SUY)) U A, esto tltimo implica que |, (x—(suy)) =
¢’c1X(X—(SuY))- Por tanto, por el Lema 5.1, v es continua.

Ahora, definiremos la funcion g.. Obsérvese que, para cada A € C,(X), si Ay
es una componente de A, entonces y(Ap) es un subcontinuo de C'(X). Aplicando
|3, Lema 2.2], se tiene que J7(A4op) € C(X). Como Jv(A4) = U{U~(Ag) : Ao
es una componente de A}, y A tiene a lo méas n componentes, deducimos que
U~ (A) € Cp(X). De esta manera, podemos considerar la funcion

ge : Cn(X) = Cp(X) dada por A+ Ug(A).

Obsérvese que, por los Teoremas 5.2 y 5.3, las funciones ¥ : 922" _y oX yyx 2% —
2¢(X) dadas por A s UAy A5 ~(A) son continuas. Como g.(B) = o (B),
para cada B € C,(X), se tiene que g. es una funcién continua.

Tomemos A € C,(X). Dado x € A, si x € SUY, entonces y(z) = @(x) €
C(Y) c C(SUY) y {z} € C(SUY). Como SUY C Bf(p,5), se tiene que
Hx({z},v(x)) < diam(S UY). Si, por el contrario, x ¢ S UY, entonces y(x) =
{z}, y, consecuentemente, Hx({z},7(z)) = 0 < didm(S U Y). De esta manera
Hy,({{z}:z € A}, {y(z) : x € A}) < didm(SUY) < e. Aplicando el Teorema 5.2
(2) obtenemos que Hx (A, ge(A)) = Hx (Uzealr}, Usea () < €.

Por otro lado, X — S C Uierun Xi asi que clx(X — ) C Userung Xi- Luego,
Frx(S) = Snecx (X = 5) € SN (Uierun Xi) = S N (Uier Xi) C Uier Xi y; por
ende, S — J;er Xi = intx (S) N (X — Uier Xi)- Asi, S — J;er Xi es un subconjunto
abierto de X. Como p € S — Jjer Xi y p € P(X), tenemos que S — ;e Xi € T.
Tomemos s € (S — Uijer Xi) =T =5 —-Y C K. Luego, dadax € A, siz e SUY,
entonces s ¢ Y D a(z) = ~y(x); es decir, s ¢ y(x), y si z ¢ SUY, entonces
5 ¢ o} =1(2). Ast, 5 ¢ Upea 7(2) = g(2) , por tanto, K € g.(A)

De esta manera (Hx)oo(Idc,(x):9) < €Y ge : Cn(X) = Cn(X) — CE(X).

Mas atn, supongamos que A € Cp,(X, R) y fijemos a € ANR. Sia € X —(SUY),
entonces y(a) = {a} y, por consiguiente, g.(A) N R D ~v(a) N R = {a} # 0.
Sia € SUY, entonces a € (SUY)N R. En consecuencia, y(a) = B(a) €
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C(Y,Z), por lo cual g-(A) N R D ~v(a) N Z # (). De cualquier manera, g-.(A) €
Cn(X, R). Por lo tanto, g:|c,(x,r) : Cn(X, R) = Cp(X, R) — CX(X). Como, ade-
mas, (Hx)oo(Idc, (x,R)» 9elcn(x,R)) < € ¥ € puede ser tomado arbitrariamente pe-
quefio, concluimos que CX(X) es un Z-conjunto de Cy, (X, R). O

En la siguiente demostracion se hace uso de la notacion Bfl{ , utilizada en el lema
previo.

Teorema 5.6. Sean X un continuo localmente conexo y R un subconjunto cerrado
de P(X). Entonces, Cp(X, R) es un cubo de Hilbert.

Demostracion. Obsérvese en primer lugar que, por el Corolario 4.15, el hiperespacio
Cr(X, R) es un retracto absoluto. De esta manera, para aplicar el Teorema 3.8, basta
mostrar que la funcion Idg, (x,r) €s un limite uniforme de Z-funciones.

Sea € > 0. Por el Teorema 4.8, podemos suponer que la métrica para X es con-
vexa. Ademas, por la Observacion 4.3, Cy, (X, R) es un hiperespacio de crecimiento.
Aplicando el Lema 4.17 obtenemos que la restriccion ®c|c, (x gy @ Cn(X, R) —
Cn(X, R) es continua y que

(Hx)oo(Idc, (x,r), Peclc,(x,r)) < € -

Como R es compacto, existen s € Ny p1,...,ps € R, tales que

S
RcJ B (i)
i=1
Para cada i € {1,...,s}, sea K; = Cyq({p:},5). Luego, R C |Jj_, K;. Por otro
lado, para cada i € {1,...,s}, se cumple que p; € intx(K;) N Ry, por el Lema
4.10, K; € C(X). Aplicando el Lema 5.5, obtenemos que CXi(X) es un Z-conjunto
en Cy,(X, R). De esta manera, por el Lema 3.7, el conjunto € = | J{_; CE¢(X) es un
Z-conjunto en Cp (X, R).

Sea A € Cn(X,R). Entonces, AN (Ui K;) D AN R # (); es decir, existe
je{l,...,s}, tal que ANK; # 0. Sea t € AN Kj. Luego, K; = Ca({p;},5) C
Cy({t},e) C Cyq(A,e) = P.(A) y, en consecuencia, P.(A) € o (X). Por tanto,
d.(Cr(X,R)) CC.

Como Cp(X, R) es compacto, ®.(C,(X, R)) es compacto y, por ende, un sub-
conjunto cerrado de C. Luego, aplicando el Lema 4.10, se obtiene que ®.(C, (X, R))
es un Z-conjunto en Cy (X, R); es decir, ®.|¢, (x,r) es una Z-funciéon. Por lo tanto,

Idc, (x,r) es un limite uniforme de Z-funciones. Asi, se concluye, por el Teorema
3.8, que C,(X, R) es un cubo de Hilbert. O
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6 Los continuos que no son casi enrejados no tienen hi-
perespacio inico

En esta seccién se presenta la demostracion de que cualquier continuo que no es
casi enrejado no tiene n-ésimo hiperespacio tnico.

Observacién 6.1. Para cualesquiera continuos X y Z, tales que Z C X, se satisface
que P(Z) C P(X) o, equivalentemente, §(X) N Z C §(Z).

Demostracion. Sea x € G(X) N Z. Luego, es posible hallar una coleccion finita de
arcos libres de X, A, tal que = € intx(|JA) y, si A tiene més de un elemento,
entonces cada par de elementos de A se intersecta tnicamente en x. Sea A € A.
Six € A— E(A), es posible obtener dos subarcos Ay y Ay de A tales que = €
E(A1) N E(Ag), AinNAy = {z} y A1 U Ay = A. Asi, podemos suponer que x €
E(A). Supongamos que A — E(A) no estda contenido en Z ni en X — Z. Como
A—E(A) es conexo, este conjunto debe intersectar Fryx (Z). Si Frx(Z)N(A—E(A))
tiene tres o méas elementos, entonces existe un subarco B de A tal que sus puntos
extremos no intersectan a Z y BN Z # (). Esto contradice la conexidad de Z, pues
B — E(B) y X — B son abiertos ajenos que intersectan a Z. Luego, podemos hacer
Frx(Z)N(A—E(A)) ={p,q}. Sip=q, entonces (C — E(C))NFrx(Z) =0, donde
C' es el subarco de A con puntos extremos p y . Como (C' — E(C)) es conexo, esto
ultimo implica que C—E(C) C Zo C—E(C) C X —Z. Si p # q, entonces podemos
suponer que el subarco de A con puntos extremos p y x no contiene a ¢. Luego,
si nombramos D a dicho subarco, se sigue, de manera similar al caso anterior, que
D—-ED) CZoD-ED)C X — Z. En cualquier caso, es posible hallar un
subarco Fq de A tal que FANZ = {p} obien Fy C Z. Si F = {F4 : A € A},
entonces | JJ es una vecindad de x en X tal que (|JJF)NZ es una grafica finita. Asi,
reG(2). O

El siguiente resultado es una interesante propiedad de extension que posee el
cubo de Hilbert dada por R. Anderson. Se utiliza en la prueba del Lema 6.5.

Teorema 6.2 ([2], Teorema 10.1). Si h : A — B es un homeomorfismo entre
Z-conjuntos en un cubo de Hilbert Q, entonces h se puede extender a un homeomor-

fismo de Q sobre Q.

Teorema 6.3 ([8], Teorema 18). Sean X un continuo localmente conexo yp € X.
Entonces, existe una familia no numerable D de dendritas ajenas y no homeomorfas
por pares, tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Para cada D € D, se tiene que D no contiene arcos libres.
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(b) El continuo localmente conexo X U, D no es homeomorfo a X.

(¢c) Si B y D son elementos distintos de D, entonces X U, B y X Up D no son
homeomorfos.

Lema 6.4. Sean X,Y y D continuos yp € Y, tales que Y = XUD y XN D = {p}.
Si E es un subconjunto cerrado de X que contiene a p, entonces se satisfacen las
siguientes igqualdades:

(a) Co(X) N Co(Y, EUD) = Co(X, E),
(b) Cn(Y) - Cn(YaE U D) = Cn(X) - Cn(X) E) Y
(C) FrC'n(X)(Cn(Xv E)) = FrCn(Y)(Cn(YvE U D))

Demostracion. Demostraremos primero que C,(X) N CL(Y,E U D) = Cp(X,E).
Como C, (X, E) C Cp(Y, E) C Cp(Y, E U D), resta probar una contencién. Supon-
gamos para ello que A € Cp,(X)NCp (Y, EUD). Luego, AC X, 0 # An(EUD,)

y

AN(EUD)=(ANE)U(AND)
—(ANE)U(ANXND)
=(ANnE)U(An{p})

= AN (EU{p})
=ANE,

es decir, A € C, (X, E). Esto muestra la primera igualdad.

Ahora probemos que Cy,(Y) — C,, (Y, EUD) = Cp,(X) — C,(X, E). Supongamos
que A € Co(Y) — Cp(Y,EUD). Luego, A C Y y AND = {; es decir, A C
Y — D C X. Ademas, ANE ={. Asi, A € Cp,(X) — Cp,(X, E). Reciprocamente, si
A€ Ch(X) — Cnh(X, E), entonces

AN(EUD)=(ANE)U(AND)
=ANXnNnD
=An{pt C ANE =1,

por lo cual A € C,(Y) — Cp(Y, E U D). Esto demuestra la igualdad en (b).
Por tultimo, mostraremos la igualdad en (¢). Como C,(X) es un subconjunto
cerrado de C,(Y) y Cp(Y) — Co (Y, EU D) C Cp(X), se tiene que

CIC’n(Y)(Cn(Y) - Cn(YvE U D)) clg (X)(Cn(X) - Cn(Xa E))

c ().
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Ademas, Cp,(X, E) es un subconjunto cerrado de C,(X) y C,(Y,E U D) es un
subconjunto cerrado de C,(Y"). Por lo tanto,

FrCn(X)(Cn(Xv E)) = Cn(X7 E) N ClCn(X)(Cn(X) - Cn(Xv E))
= (Cr(X)NCL(Y,EUD))N
ClCn(Y) (Cn(Y) - Cn(Ya EU D))
= CW(Y, EUD) Nelg, v (Ca(Y) — Co(Y, E U D))
= FI‘Cn(y)(Cn(Y,EUD)).

Esto concluye la demostracion. [

Lema 6.5. Sean X,Y, D continuos, p € Y y E un subconjunto cerrado de X, tales
que Y =XUD, XND={p}ypeE. SiCh(X,E) yC,(Y,EUD) son cubos de
Hilbert, Fre, (x)(Cn(X, E)) es un Z-conjunto en Cy (X, E) y Fre, (v)(Cn(Y, EUD))
es un Z-conjunto en Cp (Y, EU D), entonces Cyp(X) es homeomorfo a Cp(Y).

Demostracion. Por el Lema 6.4, Fre, (x)(Cn(X, E)) = Fre, (v)(Cn(Y, EU D)), por
lo cual la funcién identidad

id FrCn(X) (Cn(X, E)) — Frcn(y)(C’n(Y, EU D))

es un homeomorfismo. Aplicando el Teorema 6.2 podemos extender id a un homeo-
morfismo hy : Cn (X, E) — Cp(Y, E U D). Consideremos la funcion h : Cp(X) —
Cn(Y) dada por
'g hi(A) si Ae Ch(X,E),
IdC’n(X)(A) siAe Cn(X) — Cn(X, E)

Obsérvese que, si C' = Cp(X, E) Ncle, (x)(Cn(X) — Cp(X, E)), entonces C' =
Fro, (x)(Cn(X, E)), de manera que hi|C = id = Idc,(x)|C. Asi, por el Lema
5.1, obtenemos que h es continua. Ademéas, de nuevo por el Lema 6.4, C,(X) —
Cn(X,E) =Cp(Y) — Cp(Y, EU D). Luego,

Ide, (x)(Cn(X) = Cp(X, E)) = Cp(Y) = Cp(Y,EU D)
=Cr(Y) — h(Ch(X, E))

y, como Idc, (x) y h1 son inyectivas, se tiene que h es inyectiva. Més atn,

h(Cn(X)) = hi(Cn(X, E)) Uldc, x)(Cn(X) — Cn(X, E))
— C,(Y,EUD) U (Cp(Y) — Co(Y, EU D))
= Cn(Y)7

es decir, h es sobreyectiva. Asi, se concluye asi que h es un homeomorfismo. ]
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En la siguiente demostracion se utiliza de nuevo la notacion B, detallada en los
comentarios previos al Lema 5.5. Ademés, se utiliza la notaciéon N j( para denotar
los conjuntos Ny, pero considerando la métrica inducida en el subespacio X por d,
en vez de d misma. Es decir, dados un subespacio X de algtin espacio con métrica
d, un punto A € 2% y £ > 0, denotaremos N (A,e) = Ny(A,e) N X.

Teorema 6.6. Sea X un continuo localmente conexo. Si X no es casi enrejado,
entonces, para cada n € N, se tiene que X no tiene hiperespacio inico Cy(X).

Demostracion. Sea n € N. Como X no es casi enrejado, X — P(X) no es denso
en X; es decir, existe p € intx(P(X)). Por el Teorema 6.3, existe un continuo
localmente conexo D que no contiene arcos libres, tal que el continuo localmente
conexo Y = X U, D no es homeomorfo a X.

Mostremos ahora que Cy,(X) y C,(Y') son homeomorfos. Para tal efecto, por el
Teorema 4.8, podemos suponer que la métrica, d, de Y es convexa. Esto implica,
por el Lema 4.9, que las métricas inducidas por d en X y D son convexas. Sea r > 0,
tal que B (p,2r) C P(X). Hagamos E = Cy({p}, r). Probaremos las siguientes tres
afirmaciones.

Afirmacioén 1. C,, (Y, EU D) y C,,,(X, E) son cubos de Hilbert.

Obsérvese que E es un subconjunto cerrado de X y E C BX(p,2r) C P(X); es
decir, E' es un subconjunto cerrado de P(X). Como D no contiene arcos libres,
por el Lema 2.12, se cumple que clp(G(D)) = clp(FA(D)) = 0. Asi, (D) =0y
P(D) = D. Ademéas, F U D es un subconjunto cerrado de Y y, por la Observacion
6.1, se cumple que EUD C P(X)UP(D) C P(Y), esto es, EUD es un subconjunto
cerrado de P(Y). Asi, por el Teorema 5.6, Cy,(X, E) y Cp,(Y, E U D) son cubos de
Hilbert.

Afirmacién 2. Frg,, (x)(Cn(X, E)) es un Z-conjunto en Cp, (X, E).

Sea ¢ > 0. Por la Observacion 4.3, C, (X, E) es un hiperespacio de crecimiento.
Aplicando el Lema 4.17, obtenemos que la funciéon

(I)e‘cn(X,E) : Cn(X7 E) - Cn(X7 E)

es continua y cumple que (Hx)oo(Ide, (x,E), Pclc, (x,r)) < € Ademés, dada A €
Crn(X, E), como Nj (A,e) Nelx(intx(E)) D ANE # ), se tiene que

®.(A)Ninty(E) D NX(A,e) Nintx(E) # 0.

Sean pa € ®.(A) Nintx(E) y ra > 0, tales que B (pa,74) C intx(E) C E.
Luego, si { Ay }nen es una sucesion en Cp, (X) que converge a ®.(A), entonces existe
N € N, tal que, para cada n > N, se tiene E N A, D BX(pa,ra) N An # 0
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es decir, A, € Cp(X, E). Asi, ®.(A4) ¢ clg, (x)(Cn(X) — Cp(X, E)) y, por ende,
D (A) € Fro, (x)(Crn(X, E)). En esta forma,

q)€|Cn(X,E) : Cn(Xa E) — Cn(X; E) — FrCn(X)(Cn(X, E))

Por tanto, Fre, (x)(Cn(X, E)) es un Z-conjunto en Cp(X, E).

Afirmacion 3. Frg,, (v)(Crn (Y, EU D)) es un Z-conjunto en Cp,, (Y, EU D).

Obsérvese que p € intx(E) Nintp(D), por lo cual p € inty(E U D). Ademas,
X —{p} =Y — D es abierto en Y. Asi,

E = ClX(il’ltx(E)) = Cly(intx(E)) = Cly((intx(E) — {p}) U {p})

C Cly(intX_{p} (E — {p}) U {p}) = C]y(iﬂty(E - {p})) U {p}
C cly (inty (E)) U {p}.

De esta manera, y como D — {p} =Y — X es abierto en Y, se tiene

EuDC cly(mty E)U{p}U (D —{p})

(
ly (inty (E) Uinty (D — {p})) U {p}
C Cly(lnty(E U D))

Por tanto, £ U D = cly (inty (E U D)) (la otra contencion se sigue de la contencion
inty (EUD) C EUD y del hecho que E U D es cerrado en Y). Con esta ultima
igualdad y siguiendo un procedimiento idéntico al de la prueba de la Afirmacion
1, se puede mostrar que Fre, (v (Cn (Y, EU D)) es un Z-conjunto en C, (Y, EU D).
Esto prueba la Afirmacion 3.

Por las Afirmaciones 1, 2 y 3, y el Lema 6.5, concluimos que C,(X) es homeo-
morfo a Cp,(Y). Por lo tanto, X no tiene hiperespacio tnico Cy,(X). O

Como un corolario casi inmediato del resultado anterior (y del Teorema 6.3), se
tiene el siguiente enunciado.

Corolario 6.7. Sea X un continuo localmente conexo que mo es casi enrejado.
Entonces, existe una familia no numerable Y de continuos localmente conexos y no
homeomorfos por pares, tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Para cadaY €Y, se tiene que X no es homeomorfo a 'Y .
(b) Para cadan € N y cadaY €Y, se cumple que Cp(X) es homeomorfo a Cp(Y).
Demostracion. Por el Teorema 6.3, existe una familia no numerable D de dendritas

que satisface las siguientes condiciones:
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(i) Para cada D € D, se cumple que D no contiene arcos libres.
(ii) El continuo localmente conexo X U, D no es homeomorfo a X.

(iii) Si B y D son elementos distintos de D, entonces X U, B y X U, D no son
homeomorfos.

Siguiendo la demostracion del Teorema 6.6, se puede mostrar que para cualquier
D € D los hiperespacios Cy(X) y Cn(X U, D) son homeomorfos. De esta forma,
si hacemos Y = {X U, D : D € D}, entonces Y es una familia que cumple (a) y
(D). O

7 Continuos casi enrejados sin hiperespacio tinico

Habiendo probado que todo continuo localmente conexo que no es casi enrejado no
tiene n-ésimo hiperespacio tinico, es natural preguntarse si todo continuo localmente
conexo que es casi enrejado tiene n-ésimo hiperespacio tinico. El siguiente resultado
responde a este cuestionamiento negativamente. Ademas de dicho enunciado, este
apartado presenta algunos corolarios que pueden ser tutiles en la obtencién de con-
tinuos sin hiperespacio tnico. Todos estos resultados se exponen originalmente en
8].

En la siguiente demostracion se usa de nuevo la notacién N, &X , la cual se detalla
en los comentario previos al Teorema 6.6.

Teorema 7.1. Sean X un continuo localmente conexo y n € N. Supongamos que
existen un subconjunto cerrado R de P(X) y subconjuntos abiertos, no vacios y aje-
nos por pares Uy, ..., Uy+1 de X, tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) X —R= U;'I:—Fll Ui v,
(b) para cada i € {1,...,n+ 1}, se cumple que R C clx(U;).
Entonces, X no tiene hiperespacio unico Cp,(X), para cada m < n.

Demostracion. Sea m < n. Fijemos p € R. Por el Teorema 6.3, existe un continuo
localmente conexo D que no contiene arcos libres, tal que el continuo localmente
conexo Y = X U, D no es homeomorfo a X. Demostraremos que Cy,(X) y Cp,(Y)
son homeomorfos. Para tal efecto, por el Teorema 4.8, podemos suponer que la
métrica de Y, denotada por d, es convexa. Esto implica, por el Lema 4.9, que las
meétricas inducidas sobre X y D por d son convexas. Vamos a probar las siguientes
tres afirmaciones.

Afirmacion 1. C, (Y, RU D) y Cp, (X, R) son cubos de Hilbert.
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Obsérvese en primer lugar que RU D C P(X)UP(D) C P(Y). Como RU D es
compacto, se tiene que RUD es un subconjunto cerrado de P(Y’). Ademas, como por

hipotesis R es un subconjunto cerrado de P(X), aplicando el Teorema 5.6 obtenemos
que Cpp, (Y, RU D) y C,(X, R) son cubos de Hilbert.

Afirmacion 2. Frg,, (v)(Crn (Y, RU D)) es un Z-conjunto en Cp,, (Y, RU D).

Sea € > 0. Por la Observacion 4.3, C,,, (Y, RU D) es un hiperespacio de crecimiento.
Luego, aplicando el Lema 4.17, se tiene que la funcion ®¢|c,, (v,rup) @ Cm (Y, R U
D) — Cp (Y, RU D) es continua y que

(Hx)oo(Idc,, (v,ruD), ®elc,, (v,ruD)) < €.

Tomemos A € C,,, (Y, RU D).
Caso 1. AN R # 0.
Por hipotesis, para cada i € {1,...,n + 1} se cumple que R C clx(U;), por lo cual
Nj((A,E)ﬂdx(Ui) D AﬂClX(UZ‘) D ANR # (). Asi, (I)E(A)QUZ‘ D N(‘;((A,é“)ﬂUi =+ 0.
Consideremos una sucesion {Ag}ren en Cp(Y), tal que lim Ay = ®.(A). Luego,
existe M € N, tal que, paracadai € {1,...,n+1} y j > M, se cuample U;NA; # 0.
Tomemos j > M. Supongamos que A;N(RUD) = (). Entonces, A; C Y —(RUD) =
Y-RNY -D)=(Y -R)N(X —{p}) = X — R=J"] Ui, De esta manera,
y como los U; son abiertos, ajenos por pares e intersectan a A;, se cumple que A;
tiene a lo menos n + 1 componentes. Esto contradice el hecho que A; € C,,(Y).
Por tanto, A; N (RU D) # 0; es decir, A; € Cp(Y,R U D). Esto prueba que
no existe sucesion alguna en Cp,(Y) — Cp, (Y, R U D) que converja a ®.(A). Asi,
O (A) ¢ ClCm(Y) (Cn(Y)—=Cn(Y,RUD)) D Fl“cm(y)(cm(Y, RUD)).
Caso 2. ANR=10.
En este caso ®.(A) N (D —{p}) DAN(D —{p}) =(ANR)U(AN(D —{p})) =
AN(RUD) #0. Como D —{p} =Y — X es un abierto en Y contenido en RU D,
tenemos que ®.(A) € inte,, (v)(Cm(Y, RU D)).

Por los casos 1y 2, tenemos que ®.|c, (v,rup) : Cm(Y,RU D) = Cp(Y, R U
D) — Fre,, (v)(Cn (Y, RU D)). Esto prueba la Afirmacion 2.
Afirmacién 3. Frg,, (x)(Cn (X, R)) es un Z-conjunto en Cp, (X, R).
Sea € > 0. Por la Observacion 4.3, C,,, (Y, RU D) es un hiperespacio de crecimiento.
Luego, aplicando el Lema 4.17, podemos restringir

(I)E|C’m(X,R) : Cm(X, R) — Cm(X, R)
Obsérvese, ademas, que Cp, (X, R) C Cp, (Y, RU D). Asi, aplicando el Lema 6.4,

O.(Cpn(X, R)) C Cpn(Y, RU D) — Fre, v)(Crn(Y, RU D))
= Cou(Y, RUD) — Frg,, (x)(Cin (X, R)).
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Por tanto,
(I)6|Cm(X,R) : Cm(X7 R) — Cm(X, R) - Fl’cm(X)(Cm(X, R))
Como ®|¢, . (x,r) es continua y

(Hx)oo(Lde,,(x,R): Pelom(x,R)) < €,

se obtiene la Afirmacién 3.
Por las Afirmaciones 1, 2 y 3 y el Lema 6.5, concluimos que h es un homeomor-
fismo. ]

Corolario 7.2. Sea X un continuo localmente conexo, tal que X —P(X) es disco-
nexo. Entonces, X no tiene hiperespacio unico C(X).

Demostracion. Sean U y V dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X —
P(X), tales que
X-PX)=UuVW.

Como P(X) es cerrado en X, los conjuntos U y V son abiertos en X; es decir,
los conjuntos X — U y X — V son cerrados en X. Asi, y como U C X — V' y
V € X —U, se satisface que clx (U) C XV yclx (V) C XU o, equivalentemente,
VCcX—-cx(U)yUcX—clx(U).

Sea R = clx(U)Nclx (V). Obsérvese que R C (X-U)N(X-V)=X—-(UUV) =
P(X). Como X es casi enrejado, se tiene que intx (P(X)) = () y, por consiguiente,
cx(U)Uclx (V) =clx(UUV) =clx(X —P(X)) = X —intx(P(X)) = X. Como
X es conexo, se sigue de esto ultimo que R # ().

Sean W =X —clx(U)y Z = X —clx(V). Luego, WU Z = (X —clx(U)) U
(X —clx(V)) = X — R. Asimismo, como V C W y U C Z, se cumple que R C
clx (W) Neclx(Z). De esta forma, los conjuntos R, W'y Z satisfacen las condiciones
del Teorema 7.1, para n = 1. Por tanto, X no tiene hiperespacio tnico C(X). O

Para la demostracion del siguiente Corolario, haremos uso de la siguiente ca-
racterizacion de los puntos en los que los n-ésimos hiperespacios de un continuo
localmente conexo presentan dimension finita (para una demostracion detallada
vea el Teorema 8.2 del Capitulo 6 de [10]).

Teorema 7.3 ([8], Teorema 4). Sean X un continuo localmente conexo, n € N y
F € C,(X). Entonces, son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) dimp(Cr(X)) es finita.

(b) Existe una grdfica finita D contenida en X, tal que F C intx (D).
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(c) FNP(X)=10.
Corolario 7.4. Sean X una dendrita que no es un drbol y
k = sup{ord(p, X) : p e P(X)}.

Obsérvese que k € NU {w}. Entonces, para cada m < k se cumple que X no tiene
hiperespacio tinico Cp,(X).

Demostracion. Obsérvese que, por el Teorema 6.6, podemos suponer que X es casi
enrejado. Por otro lado, obsérvese que, como X no contiene curvas cerradas simples
y no es un arbol, X no es una grafica finita. Asi, por el Teorema 7.3 (haciendo
F = X), se cumple que P(X) # (). En particular, k esta bien definido.

Sea m < k. Luego, existe un punto g € P(X), tal que m < ord (¢, X). Aplicando
[14, Teorema 10.13], se tiene que ¢ (g, X) es infinito o ¢ (¢, X) es finito y ¢ (¢, X) =
ord (¢, X). En cualquiera de los dos casos, podemos tomar Uy, . .., U,, componentes
distintas de X —{q} v Uj+1 la unién de las componentes restantes, con Uy, 41 # 0.

Luego
m-+1

X-{¢}=U Ui
i=1

Como X es localmente conexo y X — {p} es un subconjunto abierto de X, por [4,
Teorema 2.E.2]|, se sigue que los conjuntos Uy, ..., U,+1 son abiertos en X.
Fijemos j € {1,...,m + 1}. Obsérvese que clx(U;) C X — Uiz, Ui = U; U {p}
(pues Uj C X — Uiz Ui, y este tltimo es cerrado en X). Si p ¢ clx(Uj), entonces
clx (U;) = Uj y, por ende, U; serfa un subconjunto propio, no vacio, abierto y cerrado
de X. Como esto contradice la conexidad de X, se debe tener que p € clx(Uj).

De esta manera, los conjuntos {p} y Ui,...,Un,+1 satisfacen las condiciones del
Teorema 7.1 para n = m. Podemos concluir entonces que X no tiene hiperespacio
tnico Cp,(X). O

Un ultimo corolario al Teorema 7.1 establece un resultado similar al Corolario
6.7, pero reemplazando la condiciéon de no ser casi enrejado con las condiciones del
Teorema 7.1.

Corolario 7.5. Sean X un continuo localmente conexo yn € N, tales que satisfacen
las condiciones del Teorema 7.1. Entonces, existe una familia no numerable Y de
continuos localmente conexos y no homeomorfos por pares, tal que las siguientes
condiciones se satisfacen:

(a) para cada'Y €Y, se tiene que X no es homeomorfo a'Y, y

(b) para cadaY €'Y ym <mn, se cumple que Cp,(X) es homeomorfo a Cp,(Y).
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Demostracion. Por el Teorema 6.3, existe una familia no numerable D de dendritas
que satisface las siguientes condiciones.

(i) Para cada D € D, se cumple que D no contiene arcos libres,
(ii) El continuo localmente conexo X U, D no es homeomorfo a X y

(iii) Si B y D son elementos distintos de D, entonces X U, B 'y X U, D no son
homeomorfos.

Dados cualesquiera D € D y m < n, se sigue de la demostraciéon del Teorema
7.1, que los hiperespacios Cy,(X) y Cr (X Up D) son homeomorfos. Haciendo Y =
{X U, D : D e D}, tenemos que Y es una familia no numerable de continuos
localmente conexos que satisface (a) y (b). O
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Capitulo 10

Acerca de continuos con n-ésimo producto simétrico
nico

Mauricio Esteban Chacén Tirado, Luis Alberto Guerrero Méndez,
David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Sea X un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Dado n € N, consi-
deremos el n-ésimo producto simétrico de X, con la métrica de Hausdorft,
denotado por F,,(X). Un continuo X tiene hiperespacio tnico F,,(X) si la
implicacion siguiente es verdadera: si Y es un continuo tal que F),(X) es homeo-
morfo a F,(Y), entonces X es homeomorfo a Y. En este capitulo se hace una
exposicion de la unicidad del n-ésimo producto simétrico para distintas clases
de continuos, haciendo énfasis en la unicidad de dicho hiperespacio para los
elementos de la clase de los continuos enrejados que es una clase para la cual
se probd, recientemente, que sus elementos tienen n-ésimo producto simétrico
anico.

1 Introduccidén

La teoria de unicidad de hiperespacios es actualmente un area de intensa investiga-
cion matemaética y, por ende, cuenta con una extensa lista de publicaciones (véase,
por ejemplo, [1, 2, 4, 7, 10, 11, 12, 13]). En este capitulo analizamos la unicidad
del n-ésimo producto simétrico. A la fecha se ha probado que para todo n € N, los
continuos enrejados tienen n-ésimo producto simétrico tinico. Este hecho se di6 en
dos pasos: (1) Primero en 2013, los autores del articulo Rigidez de productos si-
métricos, Rodrigo Hernandez Gutiérrez y Veronica Martinez de la Vega, probaron
que los continuos que ellos definen como alambrados tienen n-ésimo producto simé-
trico cuando n € N — {2,3} (véase [11]). Como la clase de los continuos enrejados
esta contenida (de hecho propiamente) en la clase de los continuos alambrados, te-
nemos que los continuos enrejados tienen n-ésimo producto simétrico tinico cuando
n € N—{2,3}. (2) En el articulo Los continuos enrejados tienen segundo y
tercer producto simétrico Ginico, los tres altimos autores de este capitulo, con-
juntamente con Maria de Jesiis Lopez Toriz, probaron que los continuos enrejados
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tienen n-ésimo producto simétrico Gnico cuando n € {2,3} (véase [7]).

El caso n = 1 (como vemos en la seccion 2) siempre se cumple porque para todo
continuo X se tiene que F(X) es homeomorfo a X.

Cabe mencionar que la clase de los continuos alambrados contiene distintas
clases de continuos para las cuales se desconoce si sus elementos tienen n-ésimo
producto simétrico tinico cuandon =2 on = 3.

La tematica de este capitulo esta involucrada en el problema general siguiente.

Problema 1.1. ;Qué condiciones necesita tener un continuo para que se garantice
la unicidad del hiperespacio F,,(X)?

En la segunda seccidon se exponen los resultados que al paso del tiempo se han
ido probando sobre la unicidad del n-ésimo producto simétrico para distintas clases
de continuos. En la tercera seccion se presentan algunos resultados que necesitamos
para hacer algunas de las demostraciones de la secciéon 4. De hecho en la cuarta sec-
cion se exponen resultados muy recientes, entre estos se enuncia el que afirma que
los continuos enrejados tienen segundo y tercer producto simétrico tinico, conclu-
yendo asi como corolario que para todo ntmero natural n, los continuos enrejados
tienen n-ésimo producto simétrico dnico.

2 Un poco de historia

En esta seccidon presentamos lo més basico que se necesita para leer este capitulo
y hacemos un viaje rapido por la historia de la unicidad del n-ésimo producto
simétrico para distintas clases de continuos.

Para empezar aclaramos que un continuo es un espacio métrico no vacio, com-
pacto y conexo.

Cualquier conjunto conexo que sea acotado y cerrado en el plano Euclidiano R?
es un ejemplo de un continuo. De hecho siguiendo la misma idea se pueden encontrar
muchos ejemplos en el espacio R™ con la topologia usual. En la referencia [14], cuyo
autor es Alejandro Illanes, se pueden ver muchos ejemplos de continuos. En trabajos
nuestros como [6, Capitulo 10], [8, Capitulo 27] y [9, Capitulo 19] también se pueden
ver ejemplos de continuos, incluso en [14] y el capitulo 27 de [8] se exhibe el clasico
continuo universal llamado Cubo de Hilbert y se puede ver ahi una prueba de que
efectivamente todo continuo se puede encajar en el Cubo de Hilbert.

Dados un continuo X y n € N, consideremos las siguientes familias de subcon-
juntos de X

2% = {A C X: A es no vacio y cerrado en X},

Cpn(X) ={A € 2% : A tiene a lo méas n componentes},
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Fo(X) ={A € 2¥: A tiene a lo mas n puntos},
C(X) = Ci(X);

todos estas clases son metrizadas con la métrica de Hausdorff (véase [17, Definicion
2.1]). De hecho, a F,(X) y a C,(X), se les conoce como el n-ésimo producto
simétrico de X y el n-ésimo hiperespacio de X, respectivamente.

Definicién 2.1. Sean X un continuo, n € Ny H(X) € {2%, C,(X), F,(X)}.
Se dice que X tiene hiperespacio tnico H(X), si la implicacion siguiente es
verdadera: si Y es un continuo tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces X
es homeomorfo a Y.

Dado cualquier continuo X, siempre se cumple que X tiene primer producto
simétrico tnico porque la funcion h: X — Fj(X), definida para cada x € X por
h(z) = {z}, es continua y suprayectiva (véase |14, Lema 2.3|), ademas es evidente
que es inyectiva y cerrada, es decir, h es un homeomorfismo. Asi, cuando se quiere
verificar la unicidad del n-ésimo producto simétrico para un continuo X se revisa
para n > 2.

Para un continuo X, x € X y  un niimero cardinal, decimos que x tiene orden
en X menor o igual que 3, denotado por ord(x, X) < f3, si z tiene una base de
vecindades 8 en X tal que para cada U € 8 se cumple que la cardinalidad de la
frontera de U en X es menor o igual que 3. Decimos que x tiene orden en X igual
a [, denotado por ord(z, X) = 3, si ord(x, X) < [ y para cualquier nimero car-
dinal 7 < f8 se cumple que ord(z, X) & n. Sean E(X) = {z € X: ord(z,X) = 1},
OX)={zxeX:ord(z,X)=2}y R(X) ={z € X: ord(x, X) > 3}. Los elemen-
tos de los conjuntos E(X), O(X) y R(X) son llamados puntos extremos, puntos
ordinarios y puntos de ramificacion, respectivamente. Dado un subconjunto A
de X, el interior de A en X es denotado por intx(A). El simbolo clx(A) denota
la cerradura de A en X.

Dados Uy, ...,U,, subconjuntos de X y n € N, sea

(Up,...,Up), ={A€F,(X): ACU1U---UU, y ANU; #0,
para cada i € {1,...,m}}.

La familia de todos los conjuntos de la forma (Uy, ..., Uy )n, donde m € N y cada
U; es conjunto abierto en X, es una base para la topologia de F,(X), (véase |17,
Teorema 1.2]).

Antes de enunciar las definiciones de arco libre, arco libre maximal y ciclo,
recordemos que un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo [0, 1]
con la topologia usual de R. Si h: [0,1] — J es un homeomorfismo y h(0) = p y
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Figura 1

h(1) = ¢, entonces se dice que p y ¢ son los puntos extremos de J. También se dice
que J es un arco que va de p a q. Por una curva cerrada simple entendemos que
es cualquier espacio topolégico homeomorfo a la circunferencia unitaria S con la
topologia usual de R2.

Dado un continuo X, un ciclo en X es una curva cerrada simple S en X tal
que S tiene a lo mas un punto de ramificacion de X. Un arco libre en X es un
arco « con puntos extremos x y y tal que o — {z,y} es un conjunto abierto en X.
Un arco libre maximal en X es un arco libre en X que es maximal con respecto
a la inclusion.

Sea

Ag(X)={J C X: J es un arco libre maximal o J es un ciclo en X}.

Six,y € X, decimos que x es adyacente a y en X o que z y y son adyacentes
en X si existe J € Ag(X) tal que no es un ciclo y x y y son los extremos de J.

Ejemplo 2.2. Para todo n € N, sea A4, el segmento de recta que va de (0,0) a

(—%, %) , By, el segmento de recta que va de (0,0) a (—%, —%) . Asimismo, sean

Co = {(0,) € R (o= ) +v* = (F) } v B = {0 R —}<w<o},
Consideremos
X = (U An) U (U Bn) U (U Cn> U B.
neN neN neN

El espacio topolégico X considerado con la topologia usual de R? es un continuo
(véase la Figura 1). Para p = (—1, 1) tenemos que ord(p, X) = 1. Sean 0 = (—3,0)
y ¢ = (0,0). Para todo = que pertenece al arco que va de o a ¢ se cumple que
ord(x, X) = Ng. Para r = (1,0) tenemos que ord(r, X) = 2. Asi, tenemos que p es
un punto extremo de X, todos los puntos del arco que va de o a ¢ son puntos de

11 11

ramificacion de X y r es un punto ordinario de X. Sean s = (5,—3) y t = (5, 3)-
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Figura 2: Ejemplo de un 10-odo simple y de un 17-odo simple.

En X tenemos que el arco que va de s a t y pasa por ¢ no es un arco libre en X. El
arco que va de s a t y pasa por r si es un arco libre en X. El arco que va de p a ¢
es un arco libre maximal en X. Para cada n € N, tenemos que C), es un ciclo en X.

La historia sobre la unicidad del n-ésimo producto simétrico comienza en el
ano 2006 cuando Enrique Castaneda y Alejandro Illanes demostron que las gréficas
finitas tienen n-ésimo producto simétrico tinico. Este resultado salié publicado en
el articulo llamado precisamente Las graficas finitas tienen n-ésimo producto
simétrico anico (véase [4]). Enunciamos a continuacion la definicion de grafica
finita, vemos algunos ejemplos y enunciamos el teorema de Castaneda e Illanes
donde prueban lo dicho.

Definiciéon 2.3. Una grafica finita es un continuo que se puede escribir como
union finita de arcos tales que cualesquiera dos de ellos, o son ajenos o se intersectan
solamente en uno o en ambos puntos extremos.

Ejemplo 2.4. Un n-odo simple X es un continuo que es uniéon de n arcos
J1,J2, ..., Jy tal que existe p € X con la propiedad de que J; N J; = {p}, cuando
i # j, vy p es un extremo de cada uno de los arcos J;. Los n-odos simples son ejem-
plos de graficas finitas. En la Figura 2 vemos graficamente un 10-odo simple y un
17-odo simple.

En 2006 Enrique Castaneda y Alejandro Illanes probaron lo siguiente.

Teorema 2.5. [/, Corolario 5.9] Sean X una grdfica finita, Y un continuo yn € N.
Si Fi,(X) es homeomorfo a F,,(Y), entonces X es homeomorfo a Y.

A continuacion definimos las dendritas, vemos algunos ejemplos y lo que se ha
hecho respecto a la unicidad del n-ésimo producto simétrico para una clase especial
de dendritas.
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Figura 3: Dendrita de Gehman.

Definiciéon 2.6. Una dendrita es un continuo localmente conexo sin curvas cerra-
das simples.

Ejemplo 2.7. Un ejemplo clasico e importante es la dendrita de Gehman. Esta
dendrita se construye empezando en la parte superior, de donde salen dos segmentos
de recta, en cuyos extremos inferiores se colocan otros dos segmentos de recta mas
pequenos. Repitiendo este proceso una infinidad de veces y finalmente se considera
la cerradura de la uniéon de todos los segmentos de recta construidos. De hecho el
conjunto de puntos que se anaden al tomar la cerradura de la unién de los segmentos
de recta construidos es el conjunto de Cantor (véase la Figura 3).

Sean & la clase de las graficas finitas y D la clase de las dendritas tales que su
conjunto de puntos extremos es cerrado. Se cumple que & ¢ ® y © ¢ &, como se
puede ver en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 2.8. Una curva cerrada simple pertenece a la clase & y no pertenece a la
clase ® porque no es una dendrita.

Ejemplo 2.9. Consideremos la dendrita de Gehman (Ejemplo 2.7). La dendrita
de Gehman pertenece a la clase © y no pertenece a la clase & porque no es union
finita de arcos.

Conjuntando el resultado de los autores Gerardo Acosta, Rodrigo Hérnandez
Gutiérrez y Veronica Martinez de la Vega publicado en el articulo titulado Den-
dritas y productos simétricos (véase |1, Teorema 5.2]) y el resultado de David
Herrera Carrasco, Maria de Jests Lopez Toriz y Fernando Macias Romero que apa-
reci6 en el articulo llamado Dendritas con producto simétrico tnico (véase
|12, Teorema 3.5]), se obtuvo en el 2009 lo siguiente para la clase D.

Teorema 2.10. [12, Teorema 3.7] Si X € © yn € N, entonces X tiene hiperespacio
inico Fp(X).
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G(X)

Al
)

P(X

Figura 4: Ejemplo de continuo casi enrejado que no es enrejado.

Varios anos més tarde Alejandro Illanes, Rodrigo Hernandez Gutiérrez, Verénica
Martinez de la Vega definen nuevas clases de continuos en su articulo titulado
Unicidad de hiperespacios para continuos de Peano (véase [10]); la clase de
los continuos casi enrejados y la de los continuos enrejados.

Veamos como va la definiciéon de continuo casi enrejado y de continuo enrejado.
Para esto, dado un continuo X, sean

G(X) = {x € X: z tiene una vecindad G en X tal que G es una grafica finita}

P(X) = X — §(X).

Definiciéon 2.11. Un continuo X es casi enrejado si §(X) es denso en X. Un
continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base de vecindades ‘B tal que
para cada U € B se cumple que U — P(X) es conexo.

Ejemplo 2.12. Sea X = ([-1,1] x {0}) U (UneN ({%} X [O, %D) El conjunto
X considerado con la topologia usual de R? es un continuo. En este continuo X
tenemos que P(X) = {(0,0)}. El continuo X (véase la Figura 4) es casi enrejado
pero no es enrejado porque para cualquier abierto U en X con (0,0) en U se cumple

que U — P(X) no es conexo.

Ejemplo 2.13. El continuo de la Figura 5 es definido de la manera siguiente. Para
cadan € N, sea A, = {(z,27"") e R2: 0 <2 <1}y 49 = {(2,0) € R?: 0 <
x < 1}. Ahora, para cada n € NU {0} y cada entero m tal que 0 < m < 2"*1 sea
Bnm = {(m2771 y) € R?: 0 < y < 27"}. Finalmente, consideremos

00 2n+1

X = @) An> ul U U Bum

n=0 \ m=0

El continuo X es un continuo enrejado. En este espacio tenemos que P(X) = Ay
y Q(X) =X — Ao.
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G(X)

DLELRRRE R R R R RERnnnin

P(X)

Figura 5: Ejemplo de continuo enrejado.

Ahora, antes de definir algunos conjuntos de puntos del n-ésimo producto simé-
trico de un continuo recordemos la siguiente definicion.

Definicién 2.14. Dado n € N, una n-celda es un espacio topolégico homeomorfo
a []i=1[0, 1] con la topologia producto.

Dado un continuo X y n € N, sean

Sean AM la clase de los continuos casi enrejados, M la clase de los continuos enre-
jados y £€ la clase de los continuos localmente conexos.

En el citado articulo Unicidad de hiperespacios para continuos de Peano
(véase [10]), Alejandro Illanes, Rodrigo Hernandez Gutiérrez y Verdnica Martinez
de la Vega prueban que la clase de los continuos enrejados contiene a las clases de
las graficas finitas y de las dendritas de la clase © [10, Teorema 6]. De hecho dichas
contenciones son propias, para ver esto basta considerar el continuo del Ejemplo
2.13 el cual es un continuo enrejado que ni es grafica finita ni es dendrita, mucho
menos pertenece a la clase ®. También en este mismo articulo sus autores prueban
que los continuos enrejados son localmente conexos [10, Lema 2|. Asi, la clase de
los continuos enrejados es una subclase de los continuos casi enrejados localmente
conexos, es decir, M C AMN L£E€. De hecho la contencién es propia como lo muestra
el ejemplo 2.15.
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P(X)

G(X)

Figura 6: Arete Hawaiano Armonico.

2n 2n
Consideremos X = |J,en Cn. El espacio topologico X considerado con la topologia

usual de R? es un continuo conocido como el Arete Hawaiano Arménico (véase la
Figura 6). Tenemos que X es un continuo casi enrejado localmente conexo que no
es enrejado, pues si consideramos cualquier abierto U que contenga al tinico punto
de P(X) tenemos que U — P(X) deja de ser un conjunto conexo, y asi no se podra
encontrar la base de vecindades que pide la definicién de conjunto enrejado.

Ejemplo 2.15. Paratodon € N, sea C,, = {(a:,y) e R2: (x — i>2 +y? = (L)z} )

En el ano 2012, David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero y Francisco
Vazquez Juarez probaron lo siguiente en el articulo titulado Continuos de Peano
con producto simétrico Gnico (véase [13]).

Teorema 2.16. [13, Corolario 4.4] St X € AMNLE yn € N—{2,3}, entonces X
tiene hiperespacio unico Fp(X).

Asi, el Teorema 2.16 es una generalizacion para n > 4 del Teorema 2.5 y del
Teorema 2.10.

En el afio 2013, en el articulo Rigidez de productos simétricos (véase [11]),
los autores definen una clase de continuos todavia més amplia, la clase de los con-
tinuos alambrados.

Definicién 2.17. Un alambre en un continuo X es un subconjunto o de X tal
que « es homeomorfo a uno de los siguientes espacios (0,1), [0,1), [0, 1] o la circun-
ferencia unitaria S* en el plano Euclidiano y « es una componente de un abierto
en X.

Dado un continuo X, sea W(X) = J{a C X: a es un alambre en X}.

Definiciéon 2.18. Un continuo X es alambrado si el conjunto W(X) es denso en
X.
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Sea W la clase de los continuos alambrados. En el ya mencionado articulo Rigi-
dez de productos simétricos, Rodrigo Hernandez Gutiérrez y Veronica Martinez
de la Vega, autores de dicho articulo probaron para la clase W el resultado siguiente.

Teorema 2.19. [11, Corolario 6] St X € W yn € N — {2,3}, entonces X tiene
hiperespacio unico Fp(X).

También en el articulo Rigidez de productos simétricos los autores ponen
en evidencia que la clase W contiene a las clases siguientes de continuos (véase [11,
pag. 1578]). La razon es que si a es un arco libre en un continuo X y p y ¢ son los
puntos extremos de «, entonces o — {p,q} es un alambre. Luego, un continuo X
en el que se cumpla que la unién de sus arcos libres es un conjunto denso en X es
continuo alambrado.

(a) La clase de las compactaciones del rayo [0, c0).
(b) La clase de las compactaciones de la recta real.

(¢) La clase de los continuos indescomponibles tales que sus subcontinuos propios
no degenerados son arcos.

(d) La clase de los abanicos suaves.

Por lo tanto, los continuos que pertenecen a las clases de los incisos (a)-(d)
tienen n-ésimo producto simétrico tinico cuando n > 4.

Cabe mencionar que ya desde el ano 2009 Alejandro Illanes y Jorge Marcos Mar-
tinez Montejano habian probado resultados sobre la unicidad del n-ésimo producto
simétrico para compactaciones del rayo en el articulo con titulo Compactacio-
nes de [0,00) con hiperespacio tnico F,(X) (véase [16]). Enunciamos estos
resultados a continuacion.

Teorema 2.20. [16, Teoremas 3 y 4] Si X es una compactacion del rayo [0,00) y
n € N — {3}, entonces X tiene hiperespacio inico Fy,(X).

Teorema 2.21. [16, Teorema 10] Si X es una compactacion del rayo [0,00) tal que

su residuo es ANR (retracto absoluto de vecindad), entonces X tiene hiperespacio
unico F3(X).

También cabe mencionar que en el ano 2013 José Guadalupe Anaya Ortega,
Enrique Cataneda Alvarado y Alejandro Illanes, autores del articulo llamado Con-
tinuos con producto simétrico tinico (véase [2]|) probaron que los continuos
indescomponibles tales que sus subcontinuos propios no degenerados son arcos tie-
nen segundo producto simétrico tnico.
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Teorema 2.22. [2, Teorema 9] Si X es un continuo indescomponible tal que sus

subcontinuos propios no degenerados son arcos, entonces X tiene hiperespacio unico
Fy(X).

Dado que los continuos indescomponibles tales que sus subcontinuos propios no
degenerados son arcos son continuos alambrados, tenemos como consecuencia del
Teorema 2.19 y del Teorema 2.22 lo siguiente.

Corolario 2.23. Si X es un continuo indescomponible tal que sus subcontinuos
propios no degenerados son arcos y n € N — {3}, entonces X tiene hiperespacio
unico Fp(X).

Ejemplo 2.24. Un solenoide (véase [18, 2.8]) es un ejemplo de un continuo que
es alambrado pero que no es casi enrejado. Un solenoide es un continuo alambrado
porque es un continuo indescomponible en el que todos sus subcontinuos propios
no degenerados son arcos y la clase de los continuos alambrados contiene a la cla-
se de los continuos indescomponibles tales que todos sus subcontinuos propios no
degenerados son arcos (véase la pagina 1578 de [11]). De hecho, un solenoide S no
es un continuo casi enrejado porque en cada punto se comporta localmente como
el producto cartesiano del conjunto de Cantor con el intervalo [0,1], no pudiendo
tener asi una vecindad que sea grafica finita, por lo que el conjunto §(S) no puede
ser denso en S.

Como consecuencia del Corolario 2.23 y de que un solenoide es un continuo
indescomponible en el que todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos,
tenemos el siguiente.

Corolario 2.25. 5i S es un solenoide y n € N— {3}, entonces S tiene hiperespacio
unico Fy(9).

Como ya vimos, por [11, p. 1578|, tenemos que AM C ‘W, y por el Ejemplo 2.24,
tenemos que AM G W. Asi, el Teorema 2.19 generaliza el Teorema 2.16.

En este trabajo exponemos un poco acerca de la prueba del resultado siguiente
que ha sido demostrado recientemente por los tres tiltimos autores de este capitulo,
conjuntamente con Maria de Jests Lopez Toriz.

Teorema 2.26. [7, Teorema 3.11] Si X € M y n € {2,3}, entonces X tiene
hiperespacio unico Fp(X).

Como & & M y ® & M tenemos que el Teorema 2.26 es una generalizacion,
para el caso n =2 y n = 3 del Teorema 2.5 y del Teorema 2.10.

Por otro lado, el Teorema 2.16 y el Teorema 2.26 son una respuesta parcial
positiva al problema siguiente que permanece abierto.
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Pregunta 2.27. [1, Pregunta 1.1] Sea X una dendrita y n € N — {1}. ;Tiene X
hiperespacio tnico F,,(X)?

3 Preliminares

En esta seccion presentamos principalmente algunos resultados sobre continuos en-
rejados y casi enrejados, algunos de los cuales son necesarios para ciertas demos-
traciones de la seccion 4. También recordamos lo que significa que una familia de
subconjuntos de un espacio topologico X sea localmente finita en X para posterior-
mente usar este concepto en la seccion 4.

En un continuo cualquiera, si un punto p tiene una vecindad que es grafica finita,
entonces no existe una sucesioén de puntos de ramificacion que tengan vecindad que
sea grafica finita tal que converga a p. Lo enunciamos enseguida de manera formal
como un teorema.

Teorema 3.1. [7, Teorema 3.2] Sean X un continuo y x € X. Si existe una sucesion
de puntos diferentes de R(X) N G(X) que converge a x, entonces x € P(X).

En los continuos enrejados es equivalente que exista la sucesion que menciona el
Teorema 3.1 a que el limite de dicha sucesién no tenga una vecindad que sea gréfica
finita.

Teorema 3.2. [7, Teorema 3.3/ Sea X un continuo enrejado. Entonces x € P(X)
st y solo si existe una sucesion de puntos diferentes de R(X) N G(X) que converge
ax.

En 2009 los autores de [1] probaron un resultado analogo al Teorema 3.3 pero
para elementos de la clase ©. Actualmente los autores de [7] tenemos la siguiente
version generalizada para continuos casi enrejados localmente conexos.

Teorema 3.3. [7, Teorema 3.4] Si X es un continuo casi enrejado localmente
conexo y n € {2,3}, entonces E,(X) = Ap(X).

Un arco libre en un continuo localmente conexo siempre forma parte de un arco
libre maximal o de un ciclo en dicho continuo.

Lema 3.4. [10, Lema 10] Si X es un continuo localmente conexo y o es un arco
libre en X, entonces existe J € Ag(X) tal que oo C J.

En los continuos enrejados los puntos de los arcos libres maximales y de los
ciclos siempre tienen una vecindad que es grafica finita.
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Teorema 3.5. [7, Teorema 3.1] Si X es un continuo enrejado y J € Ag(X),
entonces J N P(X) = 0.

El lema que sigue nos dice cémo son las componentes del conjunto A, (X) para
continuos que son casi enrejados localmente conexos diferentes del arco y de la curva
cerrada simple.

.6. eorema 3. ean un continuo casi enrejado localmente conexo

Lema 3.6. [13, Tt 3.9/ Sean X t do local t

que no es un arco ni una curva cerrada simple y n € N. Entonces las componentes
e\, son los conjuntos no vacios de la forma siguiente

de A, (X l t de | t

(intx(J1), - .. ,intx(Jj)>n,

donde j < n, los conjuntos intx(Ji), ...,intx(J;) son disjuntos dos a dos y para
cada k € {1,...,j}, se cumple que J € As(X).

Sean X un continuo y U y W conjuntos abiertos en X, definimos ¢(U, W, X)
como el nimero de componentes de U N W, si la cardinalidad del conjunto de
componentes de U N W es finita, si no ocurre asi definimos ¢(U, W, X ) = cc.

Para cada p € clx (W), definimos

v(p, W,Y) = min({m € N: existe una base de vecindades B de p en Y’
tal que ¢(U, W,Y) = m, para cada U € B} U{oc} ).

Notemos que €, (X) es un conjunto abierto en F,(X). Dado A € F,,(X), sea
v(A) =v(A4, En(X), Fr(X)).

Teorema 3.7. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conexos y n €
{2,3}. Si h: F,(X) — F,(Y) es un homeomorfismo, entonces

(a) h(Ro(X)U Py(X)) = Ra(Y) U By (Y).
(b) Si A€ F,(X), entonces v(A) = v(h(A)).
(¢) h(Ru(X)) = Ru(Y).
(d) h(FI(R(X) NG(X))) = Fi(R(Y) N S(Y)).
(¢) h(Pa(X)) = Pu(Y).
(f) Si X es un continuo enrejado, entonces h(F1(P(X))) C F1(P(Y)).
Los continuos que no son localmente conexos no pueden ser enrejados. Es lo que

afirma el Teorema 3.8 probado en [10] en el ano 2013.
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Teorema 3.8. [10, Lema 2] Si X es un continuo enrejado, entonces X es localmente
COMETO.

Sean X y Y continuos enrejados, n € {2,3} y h: F,(X) — F,(Y) un homeo-
morfismo. Por el Teorema 3.8, tenemos que X y Y son localmente conexos. Luego,
por (d) del Teorema 3.7, para cada z € R(X)NG(X), existe y € R(Y)NG(Y) tal que
h({z}) = {y}. Por (f) del Teorema 3.7, para cada z € P(X), existe w € P(Y) tal
que h({z}) = {w}. Por el Teorema 3.5 tenemos que §(X) = Y{J: J € As(X)} y
G(Y)=U{J: J € As(Y)}. Luego, existe una funcion biyectiva entre los conjuntos
(R(X)NS(X)UPX)y (RY)NG(Y)) UPY).

Sea

fro (RX)NGX)) UPX) = (R(Y)NG(Y)) UP(Y) (%)

N
tal que si z € (R(X) N G(X)) UP(X), entonces fi(z) es el tnico elemento de
(R(Y)NS(Y))UP(Y) tal que h({z}) = {fi(z)}. Asi, f1(R(X)NG(X)) = R(Y)NG(Y)
y [i(P(X)) = f1(P(Y)).
La funcion f; definida en () resulta ser una funciéon continua. Dado que la
prueba es un tanto engorrosa la omitiremos, dejando enunciado este hecho como un
lema con su respectiva referencia.

Lema 3.9. [7, p. 8] La funcion fi definida en (x) es continua.

La conexidad local es una propiedad que queda invariante al pasar del espacio
al hiperespacio y viceversa.

Teorema 3.10. /3, Teorema 6.3/ Sean X un continuo y n € N. Entonces X es
localmente conexo si y solo si F,,(X) es localmente conexo.

Ahora, una definiciéon y un teorema sobre espacios topoldgicos en general que
son muy utiles en la demostracion del Teorema 4.1.

Definiciéon 3.11. Una familia {A,: a € A} de subconjuntos de un espacio topolo-
gico X es localmente finita en un subconjunto A de X si para cada punto x de
A existe una vecindad V de z en X tal que V N A, # () para a lo mas un ntimero
finito de indices «a.

Ejemplo 3.12. Consideremos el intervalo (0,1) y R con la topologia usual. Sea
F = {(0,1): n € N}. Veamos que la familia F es localmente finita en (0,1). Para
para cualquier r € (0, 1) existe NV, € N tal que 0 < N% <r.SeaV, = (r—N%, 7"+N%).
Notemos que V, es una vecindad de r que solo intersecta a los elementos de la
coleccion F tales que n < N,.. Como {(0, %) n < N,} es una subcoleccién finita de
F tenemos que JF es efectivamente localmente finita en (0, 1). Sin embargo F no es
una familia localmente finita en R porque para cualquier vecindad V' del 0 se tiene

que la cardinalidad del conjunto de elementos de F que intersectan a V' no es finita.
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Teorema 3.13. [5, Teorema 9.4, p. 83] Sean X yY espacios topoldgicos y {Aq: o €
A} una cubierta de X que satisface (a) o (b):

(a) Todos los conjuntos A, son abiertos en X.

(b) Todos los conjuntos Ay son cerrados en X y forman una familia localmente
finita en X.

Sea {fo : Aa — Y} una familia de funciones continuas tal que para cada (a,5) €
AxA, se cumple que fo|AaNAg = f3|AaNAg, entonces existe una funcion continua
unica f: X =Y la cual es una extension de cada f., es decir, para todo o € A, se
cumple que f|Aq = fa-

Para finalizar esta secciéon enunciamos dos resultados interesantes y necesarios
para nuestro proposito sobre continuos localmente conexos.

Teorema 3.14. [13, Teorema 3.1] Si X es un continuo localmente conexo, entonces
las proposiciones siguientes son equivalentes.

(a) El continuo X es casi enrejado.
(b) Para cada n € N, el conjunto €,(X) es denso en F,(X).
(c) Todo conjunto no vacio y abierto en X contiene un arco libre de X.

Lema 3.15. [10, Lema 8] Sean X un continuo localmente conexo X y {J;}32, una
sucesion de puntos diferentes de As(X). Para cada j € N, sea x; € J;. Silimz; =z
para algin x € X, entonces lim J; = {z} (en C(X)).

4 Unicidad del n-ésimo producto simétrico en continuos
enrejados

En esta seccion presentamos lo correspondiente sobre la unicidad del producto si-
métrico para continuos enrejados. Comenzamos esta secciéon con un teorema que
enunciamos con su correspondiente referencia y solo damos la idea de la demostra-
cion del inciso (e) que es la parte mas importante de este resultado.

Teorema 4.1. [7, Teorema 3.9/ Sean X y Y continuos enrejados, n € {2,3} y
h:Fp(X)— F,(Y) un homeomorfismo. Si fi : (R(X)NG(X))UP(X) — (R(Y)N
G(Y))UPY) es la funcion definida en (%), entonces se cumplen las proposiciones
stguientes.
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(a) Si x,z € R(X) N G(X) son adyacentes en X, entonces fi(x) y fi(z) son
adyacentes en Y.

(b) Siz,z€ R(X)NG(X) son adyacentes en X, entonces el nimero de arcos de
As(X) que unen x y z coincide con el nimero de arcos de Ag(Y) que unen

fi(z) y f1(2).
(c) Sixz e R(X)NSG(X), entonces ord(z, X) = ord(fi1(z),Y).

(d) Sea x € R(X) N G(X). Supongamos que el nimero de ciclos de X (respec-
tivamente de Y’ ) que contienen a x (respectivamente a fi(z)) es ki (respec-
tivamente k} ), el nimero de puntos extremos de X (respectivamente de Y')
adyacentes a x (respectivamente a fi(x)) es ko (respectivamente kb ) y el nai-
mero de arcos de X (respectivamente de Y ) que unen x (respectivamente
fi(x)) con otro punto de ramificacion de X (respectivamente de Y ) es ks
(respectivamente k). Entonces k1 = kY, ko = ky y ks = kj.

(e) X es homeomorfo a Y.

Bosquejo de la demostracion del inciso (e) del Teorema 4.1. Para probar que X y
Y son homeomorfos lo que se hace es extender la funciéon f; a un homeomorfismo
entre X y Y.

Para cualesquiera z, z € R(X)NG(X) tales x y z son adyacentes en X, definimos
los conjuntos

Jp:=4{J:Jesunarcoen X y Jvadezaz}y
It /(). f1(z) = 1K : Kesunarcoen Y y K vade fi(z) a f1(2)}.

Por el inciso (b), existe una funcién biyectiva ¢z .1 Jz. — Jf (2),1(z)- Para
cada J € I, ., se define un homeomorfismo f; ,: J — ¢z .(J) que cumpla que

foz(@) = f1(@) ¥ fo2(2) = f1(2).
Ahora, para cada z € R(X) N 9(X), sean
Ex={J:Jesunarcoen X y J va de x a algin punto extremo de X}y

Ep(x) ={K: Kesunarcoen Y y K vade fi(z) a algiin punto extremo de Y'}.

Por el inciso (d), existe una funcién biyectiva ¢y Ex — € (5). Sea J € &,y
supongamos que {e;} = E(J) —{z} y {ef ()} = E(pz(J)) —{f1(z)}. Se define un
homeomorfismo fz ., : J — @ (J) tal que foe, () = fi(2) ¥ fre,(€z) = €fi(z)-

También, para cada = € R(X) N G(X), sean

Cr={J:Jesuncicloen X yz e J}y
Crz) ={K: Kesuncicloen Yy fi(z) € K}.

Matemadticas y sus aplicaciones 6, Capitulo 10, paginas 241-262



Acerca de continuos con n-ésimo producto simétrico tinico 257

Otra vez, por el inciso (d), existe una funcién biyectiva g,: €, — Cy (). Para
cada J € €, se define un homeomorfismo f,: J — g.(J) tal que f.(x) = fi(x).

Tenemos que Ag(X) es una familia localmente finita en G(X) (véase la Defini-
cion 3.11) porque para todo z € G(X) existe una grafica finita G, contenida en X
tal que z € intx(G,) y para a lo mas una cantidad finita de elementos J de Ag(X)
se cumple que intx(G,) N J # 0.

Por el Teorema 3.13, existe una funcién continua tnica

fa: §(X) = §(Y),

la cual es una extensiéon de cada una de las funciones f; ., fze, ¥ fz, respectiva-
mente. Es decir, para cada J € J, ., se cumple que fa|; = f; .. Para cada J' € &,
se cumple que fa| ;7 = fg.e,. También, para cada J” € Cg, se cumple que fa| j» = f.
Notemos que para cada = € R(X)NG(X) se cumple fo(z) = fi(x) y para cada
fa(J) € Ag(Y) se cumple que J € Ag(X). Asi, fo is biyectiva.
Ahora, sea
f3: X =Y

definida para cada x € X por

fi(x) size P(X)

f3(x) = .
fo(z) size §(X).
Para ver que fs3 es una funciéon continua sean z € X y {x,, }°°_; una sucesion
en X que converge a .

Caso 1. Si z € §(X), entonces existe una grafica finita G contenida en X tal que
x € intx(G). Existe N € N tal que si m > N, entonces x,, € intx(G). Podemos
suponer que para cada m € N se tiene que z,,, € §(X). Luego, fs(xn) = fo(xm) y
fa(x) = f3(x). Asi, la sucesion { fs(x,)}o°_; converge a f3(z).

Caso 2. Si x € P(X), entonces analizamos tres casos.

(i) Para cada m € N, tenemos que x,, € P(X). Por la continuidad de f;, tenemos
que f3 es continua en x.

(ii) Para cada m € N, tenemos que z,, € X —P(X). Existe una sucesion {J,,, }°°_,
de elementos diferentes de Ag(X) tal que z,, € J,,. Luego, por el Lema 3.15,
tenemos que {J,, }>°_; converge a {x}. Para cadam € N, sea ry, € J,,NR(X).
Como la sucesion {rp,}o°_; converge a z, tenemos que f3(ry,) = fa(rm) =
Fi(rm) y fi(@) = fo(x), tenemos que {f3(rm)}35; converge a fs(x). Como
fa(rm) € fo(Im) v {f2(Jm)}So_; es una sucesion de elementos diferentes de
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As(Y), otra vez, por el Lema 3.15, tenemos que {fa(Jy,)}00_; converge a

{f3(z)}. Como f3(xm) = fo(@m) € f2(Jm), tenemos que {f3(xm)}r—1 con-
verge a f3(x).

(iii) Existe una cantidad infinita de elementos de {z,,}7°_; en G(X) y existe una
cantidad infinita de elementos de {z,,}5°_; en P(X). En este caso, procedemos
como en los casos (i) y (ii) al mismo tiempo.

Asi, f3 es una funcién continua. Ademaés, f3 es biyectiva. Por lo tanto, f3 es un
homeomorfismo. O

Pregunta 4.2. Dados n € N, una clase de continuos €, un continuo X € €y Y un
continuo cualquiera. Si los hiperespacios F,(X) y F,(Y) son homeomorfos, ;sera
que Y también pertenece a la clase €7

La respuesta es que si puede suceder, depende de la clase € de la que estemos
hablando y del hiperespacio en cuestion. Las clases que cumplen con esta propiedad
reciben un nombre especial.

Definicién 4.3. Sean € una clase de continuos, n € Ny H(X) € {2%, F,(X), C,,(X)}.
Decimos que la clase € es H-cerrada si la implicacion siguiente es verdadera: si
X € €y Y es un continuo tal que H(X) es homeomorfo a H(Y), entonces Y € €.

En seguida dos ejemplos de clases de continuos que son Fj,-cerradas.

Teorema 4.4. [7, Teorema 3.10] Para todo n € N, la clase de los continuos casi
enrejados localmente conexos es F),-cerrada.

Demostracion. Sean X un continuo casi enrejado localmente conexo, n € N y
h : Fo(X) — F,(Y) un homeomorfismo. Por el Teorema 3.8, tenemos que X es
localmente conexo. Luego, por el Teorema 3.10, tenemos que Y es localmente cone-
xo. Por otro lado, por el Teorema 3.14, tenemos que clp, (x)(En(X)) = Fp(X). En
[1, Teorema 4.1], se ve que h(E,(X)) = E,(Y). Luego,

Fr(Y) = h(F(X)) = h(Can(X)(en(X))) = Can(Y)(h(gn(X))) = Can(Y)(gn(Y))'

Asi, por el Teorema 3.14, tenemos que Y es casi enrejado. Por lo tanto, para todo
n € N, la clase de los continuos casi enrejados localmente conexos es Fj,-cerrada. [J

Veamos un resultado parecido para los continuos enrejados.

Teorema 4.5. [7, Teorema 3.10] Para n € {2,3}, la clase de los continuos enreja-
dos es F,,-cerrada.
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Asi, estamos listos para probar que los continuos enrejados tienen segundo y
tercer producto simétrico tinico.

Teorema 4.6. St X es un continuo enrejado yn € {2,3}, entonces X tiene hiper-
espacio unico Fp(X).

Demostracion. Sea Y un continuo tal que F,,(X) es homeomorfo a F,,(Y'). Por el
Teorema 4.5, tenemos que Y es un continuo enrejado. Luego, por el Teorema 4.1,
tenemos que X es homeomorfo a Y. ]

En resumen tenemos el resultado siguiente que es un buen avance en las inves-
tigaciones sobre la unicidad del n-ésimo producto simétrico en las distintas clases
de continuos conocidas.

Corolario 4.7. Si X es un continuo enrejado y n € N, entonces X tiene hiperes-
pacio inico F,(X).

Demostracion. Sin > 3, entonces por el Teorema 2.19, tenemos que X tiene hiper-
espacio tnico F,(X). Si n € {2,3}, entonces por el Teorema 4.6, tenemos que X
tiene hiperespacio tinico Fj,(X). O

En resumen, una de las subclases més grandes de W para la que se ha probado
hasta ahora que sus elementos tienen n-ésimo producto simétrico tinico, cuando
n es cualquier nimero natural, es la clase M de los continuos enrejados. La otra
subclase de W para la que también se ha probado que sus elementos tienen n-ésimo
producto simétrico tinico, cuando n es cualquier niimero natural, es la clase de las
compactaciones del rayo [0,00) tal que su residuo es ANR (retracto absoluto de
vecindad).

Hasta el dia de hoy queda sin respuesta la pregunta siguiente, la cual nos invita
a continuar investigando qué clases de continuos tienen o no producto simétrico
unico.

Pregunta 4.8. |7, Pregunta 3.13] Si X es un continuo alambrado y n € {2, 3},
Jtiene X hiperespacio tnico F,(X)?

Respecto a continuos que no son necesariamente alambrados se sabe lo siguiente,
que fue probado en 2013 por José Guadalupe Anaya Ortega, Enrique Cataneda
Alvarado y Alejandro Illanes, en su articulo Continuos con producto simétrico
tnico (véase [2]).

Teorema 4.9. [2, Teorema 12] Si X es un continuo arco conexo tal que tiene un
punto unico que es vértice de un triodo simple en X, entonces X tiene hiperespacio
inico Fy(X).
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Corolario 4.10. [2, Corolario 13] Si X pertenece a alguna de las clases de conti-
nuos siguientes, entonces X tiene hiperespacio inico Fa(X).

(a) La clase de los abanicos.

(b) La clase de los conos sobre espacios métricos compactos que no contienen
arcos.

(c) La clase de los conos sobre continuos hereditariamente indescomponibles.

Cuestiones como la de la Pregunta 4.8 quedan sin resolver para distintas subcla-
ses de W. Enunciamos a continuaciéon algunas preguntas sin importar si las clases
de continuos en cuestién son o no subclases de W, méas bien las enunciamos con
animo de que estas cuestiones nos induzcan a seguir investigando sobre unicidad de
hiperespacios.

Pregunta 4.11. [1, Pregunta 1.1] Si X es una dendrita y n € N, jtiene X hiper-
espacio unico F,(X)?

Pregunta 4.12. [2, Pregunta 15] Si X es un continuo arco conexo tal que tiene un
punto tinico que es vértice de un triodo simple en X, ;jtiene X hiperespacio tinico
F3(X).

Pregunta 4.13. [16, Pregunta 11] Si X es cualquier compactacion del rayo [0, 00),
Jtiene X hiperespacio tinico F5(X)?7

Pregunta 4.14. [15, Pregunta 40| Si X es un continuo encadenable y n € N, ;tiene
X hiperespacio tnico Fj,(X)?

Pregunta 4.15. [15, Pregunta 41] Si X es cualquier abanico y n € N, jtiene X
hiperespacio tnico F,(X)?

Pregunta 4.16. [15, Pregunta 42| Si X es un continuo indescomponible tal que
todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos, jtiene X hiperespacio
tinico F3(X)?

Pregunta 4.17. [15, Pregunta 43| Sean n € N. jExistira un continuo de dimension
finita tal que no tenga hiperespacio tnico F,(X)?

Pregunta 4.18. |15, Pregunta 44| Si X es un continuo hereditariamente indescom-
ponible, ;tiene X hiperespacio tnico F»(X)?

Pregunta 4.19. [15, Pregunta 45| jEl Pseudo Arco tendra segundo producto si-
métrico tnico?
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