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Capitulo 1

1.

cddigos detectores-correctores de errores para proteger los datos grabados, cada llamada telefénica
hecha a través del teléfono mévil los emplea, asi como cada fotografia transmitida desde una nave
espacial a la Tierra. Cada paquete transmitido a través de internet tiene una envoltura protectora
de codificacion utilizada para determinar si el paquete ha sido recibido correctamente. Incluso en
el comercio cotidiano estan presentes los cédigos detectores-correctores de errores; por ejemplo,
los codigos de barras que identifican los distintos productos en los supermercados y el ISBN

Cédigos de Hamming

Carlos Alberto Lépez Andrade
FCFM, BUAP

Resumen

Los cédigos detectores-correctores de errores son el medio por el cual los errores que
pueden ser introducidos en los datos digitales, como resultado de la transmision a
través de un canal de comunicacion, pueden ser corregidos en base a los datos reci-
bidos. Los cédigos de Hamming son probablemente entre los cédigos correctores de
errores los mas famosos. Fueron descubiertos de forma independiente por Marcel Go-
lay en 1949 y Richard Hamming en 1950. Son cédigos correctores de un sélo error,
muy faciles de codificar y decodificar. En este trabajo, a través de un cédigo binario
de Hamming, se introducen los conceptos basicos de la Teoria de Cdédigos Lineales
Detectores-Correctores de Errores y posteriormente se describen los codigos de Ham-
ming, cabe senalar que este es un capitulo de libro de divulgacion, enfocado a introducir
en el tema, de una manera sencilla, a los alumnos de los primeros semestres de las licen-
ciaturas en Matematicas, Matematicas Aplicadas, Fisica, Fisica Aplicada y Ciencias
de la Computacién, entre otros. Este no es un material nuevo, se puede consultar en
los diversos textos citados en las referencias, mas si la forma en que se divulga.

Introduccion

Todo dispositivo de lectura o grabacién de CD’s o DVD’s o unidad de disco duro, emplea

(International Standard Book Number) para la catalogacién de libros.

60’s del siglo XX, entre las cuales se encuentran los cédigos de Hamming, Golay, Reed-Muller y

Varias familias de cédigos lineales fueron construidas en los anos 50’s y principios de los anos

los codigos ciclicos, entre otros.

http: / /www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones.html
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6 Carlos Alberto Lépez Andrade

La leyenda dice que Richard Hamming estaba tan frustrado de que la computadora se parara
cada vez que detectaba un error, que se ensimismé en una pila de tarjetas perforadas, pensé en
una forma en la que la computadora fuera capaz no sélo de detectar el error sino también de
corregirlo automaticamente y volvié con su hoy en dia famoso cédigo de Hamming.

La idea en los cédigos correctores de errores consiste en anadir informacién redundante de tal
manera que es posible detectar o incluso corregir errores después de la transmision. La adicion de
un simbolo de chequeo de paridad permite detectar un error tal como sucede con el cédigo ISBN
para los libros, y el Cédigo Universal de Producto (UPC) para los productos.

En esta seccién introductoria ilustramos las ideas centrales de la teoria de la informacion (cf.
[3]) por medio de un par especifico de modelos matematicos, la fuente simétrica binaria y el canal
simetrico binario.

La fuente simétrica binaria (1a fuente, para abreviar) es un objeto que emite uno de dos posibles
simbolos, los cuales tomamos como “ 0”7 y “ 17, a una tasa de R simbolos por unidad de tiempo.
Llamaremos a estos simbolos bits, una abreviaciéon de digitos binarios. Los bits emitidos por la
fuente son aleatorios, y un “ 0”7 es igualmente probable de ser emitido que un “ 1 7.

El canal simétrico binario (CSB para abreviar) es un objeto a través del cual es posible trans-
mitir un bit por unidad de tiempo. Sin embargo el canal no es completamente fiable; hay una
probabilidad fija p (llamada la probabilidad de errores de bits en bruto), 0 < p < %, de que el bit
de salida no sea el mismo bit de entrada Figura [Il

Figura 1: Canal simétrico binario (CBS)

Ahora imaginemos a dos individuos, el remitente (emisor) y el receptor. El remitente debe
tratar de transmitir al receptor con la mayor precision posible la salida de la fuente, y el tinico
vinculo de comunicacion permitido entre los dos es el CSB descrito arriba.

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, paginas [BH33



Cédigos de Hamming 7

2. Codificacion

Los codigos detectores correctores de errores fueron inventados para detectar y corregir errores
producidos por el ruido en los canales de comunicacién (cf. [2]). Vamos a codificar mensajes para
darles alguna proteccion contra errores en el canal. En la Figura [21 se muestra un sistema general
de transmisién de informacion.

u=uy...u C X:$1---$n)—>{CanalHY:X+e

[e =e...6, (ruido)]

Figura 2: Sistema general de transmision de informacion

Un campo es una estructura algebraica en donde se puede sumar, restar, multiplicar y dividir.

(13

Formalmente un campo es un conjunto F junto con dos operaciones binarias, “ + 7 y “ -7 tales

que

1. F es un grupo abeliano bajo “ 4+ 7, cuyo elemento neutro es 0.

43 7

2. Los elementos distintos de cero de F forman un grupo abeliano bajo , cuyo elemento

neutro es 1.
3. La ley distributiva a - (b+c¢) =a-b+ a- ¢ se cumple.

Un campo es llamado finito o infinito dependiendo de si el conjunto es finito o infinito. Como
ejemplos de campos infinitos tenemos al campo de los nimeros reales, al campo de los nimeros
racionales, al campo de los nimeros complejos y al campo de las funciones racionales definidas
sobre un campo.

Un campo finito extremadamente interesante en todas las aplicaciones digitales es Fy = {0,1},

[43

definido a través de las operaciones binarias “+ 7 y “ -7 dadas por las Tablas de Cayley,

+1011 101
0101 y 0(0]07,
111]0 1101

es decir, en Fy, realizamos aritmética modulo 2.

Sea [ el conjunto de n-adas de elementos de Fy, F§ es un espacio vectorial sobre Fy. Se dice
que € es un codigo de longitud n sobre Fy o que € es un cddigo binario de longitud n si € es un

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, paginas [BH33



8 Carlos Alberto Lépez Andrade

subconjunto de F3. Un (n, M)-cddigo € sobre Fy es un codigo de longitud n y tamano M. A los
elementos de un codigo € se les llama palabras-codigo.

Un bloque de mensaje de k simbolos u = ujus . .. ug (u; € Fy) serd codificado en una palabra-
codigo x = x1xs ... T, (z; € Fy) donde n > k.

Si utilizamos un método de codificacion sistemdtico la primera parte de la palabra-codigo
consistird del mensaje mismo x; = uy, Ty = Us, ..., T = U, seguida por n — k simbolos compro-
badores o checadores de paridad -bits de redundancia- x4, ..., z,. Los simbolos comprobadores
son escogidos de manera que las palabras-cédigo x satisfagan

Hx'=0 (1)

donde H € M;,—i)xn €s la matriz comprobadora de paridad estandar o matriz de chequeo de paridad
estandar del cédigo, dada por

H = [Al6, ], (2)

donde A € M,_p)xk(F2) fija e I € M(n—kyx(n—k)(F2) es la matriz identidad, la aritmética en la
ecuacion (] es realizada médulo 2.

Podemos usar la ecuacién ([Il) como nuestra definicién general de cédigo lineal binario.

Definicién 2.1. Sea H € M(,_k)xn(F2) arbitraria. Llamamos cédigo lineal binario € con matriz
de chequeo de paridad H al conjunto que consiste de todos los vectores x € F} tales que Hx' = 0,
ie.,

C={xeF}: Hx' =0}.

Es conveniente, pero no esencial, que H tenga la forma mostrada en (2)). A lo largo de este
trabajo desarrollamos un ejemplo que nos serd 1util para ilustrar los distintos conceptos que se
presentaran.

Ejemplo 2.2. Sea

101[100
H= 01 1[0 10 (3)
111/00 1

-

en Msy7(IF2) la matriz de chequeo de paridad del cédigo lineal H dada como en (2]) donde

1101
A=(101 1], (4)
0111

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, paginas [BH33



Cédigos de Hamming 9

n = 7y k = 4. Cada palabra-cédigo contiene cuatro simbolos de mensaje 1, xo,x3, 24 y tres
simbolos checadores x5, g, v7 tales que satisfacen las ecuaciones

T1+To+2T4g+2T5 = 0
T1+ 23+ Ty +2xg = 0 (5)
To+ T3+ Ty +2x7 = 0.

Las ecuaciones (3] son llamadas las ecuaciones de chequeo de paridad, o simplemente chequeos
de paridad del codigo lineal H. Observemos que la suma de las componentes de toda palabra-
c6digo involucradas en cada una de las ecuaciones debe ser igual a un niimero par, es decir, debe
sumar 0 médulo 2.

Si el mensaje es u = 0110 entonces los simbolos de mensaje son 1 = 0,29 = 1,23 =1,24 =0
y los simbolos checadores son x5 = 1,24 = 1,27 = 0, asi, el mensaje u = 0110 esta codificado
en la palabra-cédigo x = 0110110, como se puede apreciar la palabra-cédigo comienza con el
mensaje. Como cada uno de los 4 simbolos de mensaje es 0 o 1, hay 2% mensajes y por ende 2*
palabras-codigos.

En la siguiente tabla se exhiben todos y cada uno de los posibles mensajes con su palabra-
cédigo correspondiente y el peso de cada palabra-cédigo, el cual se define como el nimero de
componentes de x distintas de cero, del codigo lineal H.

U = UjUglslly | X = T1TeX3T4T5T6x7 | WHX) | U = ujUoUsty | X = T1ToX3T4T5T6T7 | WH(X)
0000 0000000 0 1000 1000110 3
0001 0001111 4 1001 1001001 3
0010 0010011 3 1010 1010101 4
0011 0011100 3 1011 1011010 4
0100 0100101 3 1100 1100011 4
0101 0101010 3 1101 1101100 4
0110 0110110 4 1110 1110000 3
0111 0111001 4 1111 1111111 7

O

De la Definicion 2.1] se desprende que € es un subespacio vectorial de F} ya que si x,y € C
vy A € Fyentonces Hx+y) = Hx'+ Hy' =0+0=0y H(MAx)' = H\x' = AHx' = \0 = 0,
ie., Hx+y)' =0y H(Ax)"! = 0 para cada x,y € €y A € Fy, por consiguiente, si x,y € Cy
A € Fy entonces x +y € €y Ax € €. De hecho, € es el espacio vectorial de las soluciones de la
ecuacién matricial Hx! = 0 o equivalentemente es el espacio vectorial de las soluciones del sistema
de ecuaciones lineales homogéneas que tiene a la matriz de chequeo de paridad H como la matriz
asociada al sistema de ecuaciones lineales homogéneas o equivalentemente es el espacio nulo de la
matriz H.

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, paginas [BH33



10 Carlos Alberto Lépez Andrade

Ejemplo 2.3. Continuacién del Ejemplo 2.2] Sea H la matriz del Ejemplo 2.2] dicha matriz es
equivalente a la matriz escalonada reducida por filas

1010101
0110110]. (6)
0001111

Deseamos resolver el sistema de ecuaciones lineales homogéneas cuya matriz asociada al sistema
es (@), para ello, tenemos que z3, x5, xg y o7 son variables libres entonces el sistema de ecuaciones
lineales homogéneas ([l es equivalente a

Ty = T3+ Ts+ Ty
To = X3 —+ Ty -+ Tg (7)
Ty = X5+ T+ T7

cuyo espacio vectorial de soluciones tiene al conjunto
B ={(1,1,1,0,0,0,0),(1,1,0,1,1,0,0),(0,1,0,1,0,1,0), (1,0,0,1,0,0,1)}

como una base, tomemos a estos vectores como los vectores fila de la matriz

1110000
1101100
01 01010 ®)
1001001

la matriz (8) es equivalente a la matriz escalonada reducida por filas

(9)

o = O O
_ o O O

1
0
1
1

— == O

1
1
0
1

o O O =
o O = O

luego la matriz (@) genera al espacio de soluciones de la ecuacién matricial Hx' = 0 donde H es
la matriz dada por (3)). Tal espacio de soluciones es el codigo lineal H cuyas palabras-codigo estan
enlistadas en la Tabla del Ejemplo[2.2] luego la matriz G es una matriz generadora del cédigo lineal
H, la matriz dada por () también es una matriz generadora del mismo c6digo lineal. Obsérvese
que la matriz G tiene la forma [I4| — A], i.e.,

G = [I,| — A (10)

donde A es la matriz dada por ) y toda x € H es tal que x = uG.

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, paginas [BH33



Cédigos de Hamming 11

O

Si un codigo lineal €, usando el método de codificacién sistematico, tiene como matriz genera-
dora a G = [I;| — A"] donde A € M,_p)xx(F2) se dice que G es la matriz generadora estandar del
cédigo lineal C.

Proposiciéon 2.4. Si C es un codigo lineal binario con matriz de chequeo de paridad H =

[AlL—] € Mp—iyxn(F2), entonces su matriz generadora estd dada por G = [I| — A" y wvice-
versa.
Demostracion. Si el mensaje es u = wuq---uy, entonces X = xy---x, € € es tal que =, =
Uy, ..., T = ug, de ahi que,
x1 Uy
=1
Lk Uk

A partir de (1) y ([2]), tenemos que

xy
(A L] =0
Tn
entonces
T Tt
T Tp
esto implica que,
Tr+1 I U
=—A =-A
T, Lk Uk
por consiguiente,
T Ui
: I |
U1l T U1l
xp | Up Ik . o Ik .
ajk_i_l u1 —A . ) M . _A . )
. _A : Uk L Uk,
L, Uy,

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, paginas [BH33



12 Carlos Alberto Lépez Andrade

trasponiendo la tltima ecuacién, obtenemos x = [z125 ... %,] = [ug ... u][lx| — A'] = uG, donde
G = [I;| — AY].
Por lo tanto,
x = uG, (11)
“u’” esel mensajey “x 7 la palabra-cédigo correspondiente. O

De (IT)) se sigue que un cédigo lineal binario € es el espacio fila de su matriz generadora.

Proposicion 2.5. St C es un codigo lineal binario con matriz de chequeo de paridad H =
[A|L—] € M(n—i)xn(F2), entonces dim € =k y |€] = 2.

Demostracién. Como rango(H) = n—k entonces nulidad(H) = n—(n—k) = k, por consiguiente,
dim € = k y toda palabra-codigo se puede escribir como combinacion lineal de k& vectores en C,
ie, x = Zle a;x; donde a; € Fy yx; € C, i =1,..., k. Hay 2* de tales combinaciones lineales,
por lo tanto, |G| = 2*. O

Definicién 2.6. Un [n, k]-codigo lineal sobre [Fy es un subespacio k-dimensional del espacio vec-
torial n-dimensional F5; n es llamado la longitud del cédigo y k la dimensién.

Usualmente la matriz de chequeo de paridad H de un [n, k]-cédigo lineal € es una matriz de
tamanio (n — k) x n de la forma H = [A|l,_], sin embargo, H no necesariamente debe tener esta
forma ya que si H es equivalente a una matriz escalonada reducida por filas H’', entonces el espacio
nulo de H' es igual al espacio nulo de H, a saber, . Asi H' también es una matriz de chequeo de
paridad del [n, k]-cédigo lineal C.

Un chequeo de paridad en un [n, k]-c6digo lineal € es cualquier vector fila h tal que hx' = 0 para
cada palabra-codigo x € C. Cualquier conjunto maximal de n —r chequeos de paridad linealmente
independientes pueden ser usados como las filas de una matriz de chequeo de paridad H de €. Por
otro lado, cualquier conjunto maximal de k palabras-codigo linealmente independientes tomadas
de un cédigo dado € pueden ser usadas como las filas de una matriz generadora para ese codigo.

Definicién 2.7. Sea C un [n, k]-cédigo lineal sobre Fy. Una matriz G cuyo espacio fila es igual a
C es llamada una matriz generadora para C. Reciprocamente, si G' es una matriz con entradas en
sy, su espacio fila es llamado el codigo lineal generado por G.

Hay una estrecha relacion entre la matriz de chequeo de paridad y la matriz generadora de un
c6digo lineal como se puede observar a través de la siguiente proposicion.

Proposicién 2.8. Si C es un [n, k]-cédigo lineal sobre Fy con matriz de chequeo de paridad H y
matriz generadora G entonces HG' =0 o GH' = 0.

Demostracion. Como x = uG para cada x € C y u € F§ entonces x! = Gtu?, pero Hx! = 0, de
ahf que, 0 = Hx! = HG'Y', i.e., 0 = HG"u! para cada u € F}, por consiguiente, HG' = 0 o bien,
GH' = 0. [

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 1, paginas [BH33
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3. Decodificacion

Supoéngase que el mensaje u = uy...u es codificado en la palabra-cédigo x = z1...x, la
cual es enviada por el canal, debido al ruido del canal, el vector recibido y = v, ...y, quiza sea
diferente de x. Definimos el vector error

e=y—X=¢...e,. (12)

Si al recibir la palabra codificada después del envio por el canal de comunicacion el i-ésimo
simbolo es correcto, ¢; = 0 y tiene probabilidad 1 — p, por otro lado, si el i-ésimo simbolo es
equivocado e; = 1 con probabilidad p donde p es tal que 0 < p < % Asi, describimos la accion del
canal diciendo que distorsiona la palabra-cédigo x al sumarle el vector error e.

La decodificacién Figura[2debe decidir a partir de y que mensaje u o (usualmente méas simple)
que palabra-cédigo x fue transmitida. Por supuesto es suficiente si la decodificaccién encuentra e,
pues X =y —e. Ahora bien, la decodificacién nunca puede ser positiva si no sabemos lo que e fue.
Por consiguiente, la estrategia serd escoger el vector error e més probable dado que y fue recibido.
Dadas las palabras-codigo todas son igualmente probables, esta estrategia es 6ptima en el sentido
de que minimiza la probabilidad de que la decodificacion hecha sea equivocada, y es llamada
decodificacion probabilistica mdzima. Para describir como funciona el decodificador, necesitamos
las siguientes definiciones y sus derivados.

Definicién 3.1. La distancia de Hamming entre dos vectores x = (x1,...,2,) VY = (Y1, -+, Yn)
en F%, lo cual denotamos por d(x,y), se define como

d(x,y) = {ill <i<n,z; # yi}| (13)
Definicién 3.2. El peso de Hamming de un vector x = (1, ...,x,) € Fy | lo cual denotamos por
wt(x), se define como

wt(x) = |{i|l <i<n,z; #0} (14)

De las definiciones Bl y B2 se sigue que d(x,y) = wt(x —y), ya que si s = d(X,y), entonces
hay s coordenadas en las que x y y difieren y n — s coordenadas en las que x y y coinciden luego
en la diferencia x —y hay n — s ceros y s coordenas distintas de cero, asi wt(x —y) = s.

Definicién 3.3. Definimos la interseccion de vectores binarios x = (x1,...,Z,) YY = (Y1, -, Yn)
como el vector x xy = (2141, ..., ZTyYn), €l cual tiene 1’s s6lo donde x y y los tienen.

Lema 3.4. Six = (x1,...,2,),y = (Y1, .., yn) € Fy entonces

wt(x+y) = wt(x) + wt(y) — 2wt(x xy).
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14 Carlos Alberto Lépez Andrade

Demostracion. Sean wt(x) = p y wt(y) = ¢, supéngase, sin pérdida de generalidad que 0 < p <
g <n.Si0=p=qentonces x = 0 =y y el resultado es trivialmente cierto. Si 0 = p < ¢ entonces
x =0y x+y =y, deahi que, wt(x+y) = ¢, ademéds xxy = 0 y wt(x*y) = 0, por consiguiente,
wt(x+y) = q=04+¢—2-0 = wt(x) +wt(y) —2wt(xxy), i.e., wt(x+y) = wi(x)+wt(y) —2wt(xx*y).
Si0<p<gqyr=wtix*y) entonces x y y coinciden en r coordenadas, de ahi que, r < p < q.
Hay p — r coordenadas con 1’s en x ninguna de las cuales coincide con ¢ — r coordenadas con
1’s en y. Entonces, al sumar x y y se obtienen r coordenadas con 0’s y hay (p —r) + (¢ — )
coordenadas con 1’s, las coordenadas restantes tienen 0’s, asi, wt(x +y) = p + g — 2r, por otro
lado, wt(x) +wt(y) —2wt(x*y) = p+q—2r, por lo tanto, wt(x+y) = wt(x) +wt(y) —2wt(x*y),
con lo cual queda establecido el resultado. O

Teorema 3.5. La funcion d : Fy x Fo — NU{0} dada por d(x,y) satisface las siguientes propie-
dades para toda x,y,z en Fj.

1. d(x,y) >0 yd(x,y) =0 sty sdlo six =y,
2. d(x,y) = d(y,x),
3. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Por lo tanto, (F%,d) es un espacio métrico.

Demostracion. Sean x,y en F3, si x =y entonces d(x,y) = 0. Si x # y entonces x y y difieren
en al menos una coordenada, de ahi que, d(x,y) > 1 > 0. De cualquier forma, para cualquier x,y
en Fy d(x,y) > 0. Ahora bien, si d(x,y) = 0, esto significa que hay cero coordenadas en las que
x y y difieren, es decir, x = y. Por consiguiente, d(x,y) = 0 si y s6lo si x = y. Por otro lado,
dx,y) = {ill <i<n,z # y}| =[{ill <i<ny #xt]=dyx),ie, dx,y) = d(y,x).
Finalmente, como wt(x —y) = wt(x +y) y 2z = 0 tenemos que:

d(x,y) = wt(x—y)
wt(x+y)
wt(x+2z+y)
= wi((x+2z)+(z+y))
= wt(x+z)+wt(z+y)—2wt((x+2z)*x(z+Yy))
< wt(x+2z)+wt(z+y)

wt

—z)+wt(z—Yy)
d(x,z) + d(z,y)
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Cédigos de Hamming 15

de ahi que, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Por lo tanto, d es una distancia, llamada distancia de
Hamming y (Fj, d) resulta un espacio métrico. O

Los errores en cada coordenada ocurren con probabilidad p, si consideramos las palabras-codigo
x del [7, 4]-cddigo lineal H del Ejemplo 2.2y si v es algin vector fijo de peso a, 0 < a < 7, entonces
la probabilidad de que e = v es p*(1 — p)"™9, i.e.,

Prob{e =v} =p"(1—p)™* (15)
por ejemplo;

Prob{e = 0000000} = (1 — p)” (0 errores o 7 éxitos en los siete simbolos),
Prob{e = 0100000} = p(1 — p)® (1 error o 6 éxitos en los siete stmbolos),
Prob{e = 0110000} = p*(1 — p)®> (2 errores o 5 éxitos en los siete sitmbolos).

Como p < %, tenemos 2p < 1, i.e., p < 1—p, o bien, 1 —p > p, de donde, (1—p)” = (1—p)°(1—
p) > (1=p)°p, ie., (1—p)" > p(1—p)° pero p(1 —p)® = p(1—p)°(1 —p) > p(1 —p)°p = p*(1 —p)°
entonces p(1 — p)® > p(1 — p)®, etc.

De ahi que, (1—p)” > p(1—p)® > p*(1 —p)® > ... Por consiguiente, un vector error particular
de peso 1 es méas probable que un vector error particular de peso 2, y asi sucesivamente.

Asi, la estrategia de decodificacién consiste en decodificar y como la palabra-cédigo x més
cercana (mas cercana con respecto a la distancia de Hamming), esto es, escoger el vector error e que
tiene peso mas pequeno, esto es llamado decodificacion de vecino mds cercano. Por consiguiente,
en un CSB, decodificaciéon probabilistica maxima y decodificacién de vecino mas cercano son
equivalentes.

Un esquema de decodificacién de fuerza bruta para un [n, k]-cédigo lineal binario € consiste en
comparar y con todas las 2 palabras-cédigo y escoger la méds cercana, esto es viable para cédigos
pequenos pero si k es grande jesto es imposible!

El tercer parametro importante de un codigo €, ademas de la longitud y dimension, es la
distancia minima de Hamming entre sus palabras-cédigo.

Definicién 3.6. La distancia minima de Hamming (6 distancia minima) de €, lo cual denotamos
por d (6 dyum(C)), se define como

d=min{d(u,v) :u,v € C,u # v}, (16)

o bien,

d =min{wt(u—v):u,veCu#v} (17)
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16 Carlos Alberto Lépez Andrade

Un cédigo lineal € de longitud n, dimensién k y distancia minima d serd llamado un [n, k, d]-
codigo lineal.

Teorema 3.7. La distancia minima de un codigo lineal C es el peso minimo de cada palabra-codigo
diferente de cero.

Demostracion. Sea d la distancia minima de un cddigo lineal C, ie., d = min{d(u,v) : u,v €
Cu#v}i=min{wt(u—v):u,veCu#v} comouveCyu#ventoncesw:=u—veCy
w # 0, de ahi que, min{wt(u—v) : u,v € C,u # v} = min{wt(w) : w € C,w # 0}, por lo tanto,
d = min{wt(w) : w € C,w # 0}. O

La distancia minima del cédigo lineal H de los Ejemplos y 23l es d = 3, por consiguiente,
el c6digo lineal H es un [7,4, 3]-cédigo lineal.

La distancia minima del cédigo juega un papel esencial en la respuesta a la pregunta ;cuantos
errores puede corregir un cédigo?, pero antes de responder dicha pregunta damos la siguiente
definicion.

Definicién 3.8. La esfera (¢ esfera de Hamming) de radio r y centro u, lo cual denotamos por
B,.(u), se define como

B.(u) ={v eF;:d(u,v)<r}. (18)

Teorema 3.9. Un cddigo € con distancia minima d (o peso minimo d) puede corregir [5(d — 1)]
0 menos errores.

Demostracion. Sea t = [3(d —1)] (¢ es el mayor entero menor o igual a 3(d — 1)), si una palabra-
cbédigo x es transmitida y ocurren ¢ o menos errores, la palabra recibida y se encontrara en la
esfera de radio t alrededor de la palabra-cédigo transmitida x, para que el cdédigo pueda corregir
t errores o menos verifiquemos que las esferas de radio ¢ con centro en las palabras-cédigo son
disjuntas. Sean x;,x2 € €y supdéngase que B;(x1) N By(x2) # 0, entonces existe v € T tal que
v € Bi(x1) y v € B(x32), por consiguiente,

d(x1,%2) < d(x1,v) +d(v,xp) <t 41 =21,

ie., d(x1,%x3) < 2t pero d < d(x1,x2) < 2t entonces d < 2t. Dado que t < %(d — 1), puesto que
t = [%(d — 1)], tenemos que 2t < d — 1 luego d < 2t < d — 1, de ahi que, d < d — 1, lo cual es
absurdo. En consecuencia, las esferas de radio ¢ con centro en las palabras-cédigo son disjuntas.
De manera que, la palabra recibida y esta mas cerca de x que de cualquier otra palabra-codigo u.
Asi, la decodificacién de vecino maés cercano corregira estos errores. O
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El c6digo lineal H es un [7,4, 3]-cédigo lineal corrector de un tnico error.

La matriz de chequeo de paridad H de un [n, k]-cédigo lineal € resulta ser una herramienta
1itil para la decodificacién. Si x es transmitida, x es una palabra cdédigo luego Hx' = 0. Si el canal
provoca algunos errores, esto es, si € # 0 entonces es muy probable que Hy' # 0 donde y es la
palabra recibida. El vector s = Hy' es llamado el sindrome. El sindrome depende sélo del vector
error e y no de la palabra c6digo transmitida ya que si s = Hy' = H(x+e)' = Hx'+ He' = He',
i.e., s = He'. El sindrome proporciona cierta informacién sobre e, pero no la suficiente. Esto es
debido a que para un s € F¥ fijo, el conjunto de soluciones de He' = s forma una clase del cédigo

C.
Definicién 3.10. Sea C un [n, k]-cédigo lineal sobre Fq, para cualquier vector a € Fj, el conjunto
a+C={a+x:x€C} (19)
es llamado una clase de C
Proposicién 3.11. Sea C un [n, k|-cédigo lineal binario. Entonces
1. Todo vector b € Y esta en alguna clase.
2. Dos vectores a y b estdn en la misma clase si y solo sia—b € C
3. Cada clase contiene 2% vectores.

Demostracion. Seab € Fi, b=b+0¢€ b+ €, yaque 0 € C, i.e., b € b+ €. Asi, todo vector
b € F} estd en alguna clase. Supéngase que a,b € u+ C para algin u € F} entonces a =u+x; y
b = u+x, para algunos x1,x2 € Cluegoa—b = (u+x7) — (u+x3) =x;—%x2 € C,i.e., a—b € C.
Reciprocamente, si a — b € € entonces a — b = x para algin x € C, luegpa=b +x € b+ C, de
ahi que, a € b+ € pero b € b + €, por consiguiente, a,b € b 4 €. Finalmente, como € tiene 2*
palabras-cédigo distintas entonces a + € tiene 2* vectores distintos, ya que si a+x; = a+ x5 para
X1 # Xo en € entonces x; = Xy, lo cual es absurdo. O

Definicién 3.12. Sea C un [n, k]-c6digo lineal binario, se define la relacién ~ en F7, de la siguiente
manera, a ~ b si y s6losia—b € C.

Proposicién 3.13. La relacion ~ en F§ es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Veamos que:
1. Para cada a € 5, a ~ a.

2. a ~ b implica que b ~ a
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3. a~byb~cimplicaa~c

Para cadaa € F}, a—a = 0 € C entonces a—a € C, por consiguiente, a ~ a. Supéngase que a ~ b
entonces a—b € C, esto implica que, —(a—b) € € luego b—a € €, de ahi que, b ~ a. Finalmente,
supéngase que a ~ b y b ~ c entonces a—b € Cy b —c € € luego (a—b)+ (b—c) € C,
i.e., a— c € C, por consiguiente, a ~ ¢ € €, en consecuencia, la relaciéon ~ en [} es una relacion
reflexiva,simétrica y transitiva. Por lo tanto, ~ es una relacion de equivalencia. O

Definicion 3.14. La clase de equivalencia de a para la relacion de equivalencia ~ en F3| lo cual
se denota por [a], se define como

a] = {velF}:v~aj}
Proposicién 3.15. Para cada a € Fy, [a] =a+ C

Demostracion.

vela & v~a
& v—ael
& v—a=xXxparaalginx € €
& v =a+ x para algin x € C
& vea+C

O

La relacién de equivalencia ~ en % induce una particion de I} en clases de equivalencia no
vacias y disjuntas por parejas.

Como |[F3| = 2" |la+ C| =2 y F? = U{a+ C : a € F%}, tenemos que, 2" = |U{a+ C :
a € F3}| = r2% donde r es el nimero de clases de equivalencia en F%, luego 2" = 2% de ahi que,
r = 2""% Hay 2" * clases de €, correspondientes a los 2"~ posibles sindromes s. Asi, una vez que
el receptor calcula s, reduce su busqueda para e de 2" a 2* posibilidades, a saber, los elementos
de la clase correspondiente a s.

El Algoritmo [I] muestra como funciona el sindrome en el decodificador, al menos en principio.
Por supuesto el paso 2 en este algoritmo representa una gran cantidad de trabajo. Sin embargo,
si k y n — k son relativamente pequenos, es posible implementar el paso 2 via un procedimiento
de una tabla de btsqueda, el cual describimos abajo.

Asi la estrategia del decodificador es, dado y, escoger un vector de peso minimo & en la clase
que contiene a s, y decodificar a y como X = y — &. El vector de peso minimo en una clase es
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Algoritmo 1 Algoritmo de la funcién del sindrome en la decodificacién para un CBS

Input: Palabra recibida y

Output: Estimado de la palabra-codigo transmitida X
1: Calcular el sindrome s = Hy*
2: Encontrar el vector de peso minimo en la clase que contiene a s y lo denotamos por &
3: Calcular el estimado de la palabra-cédigo transmitida X =y — &

llamado lider de clase. (Si hay m&s de un vector de peso minimo en la clase se escoge uno de
manera aleatoria y se le llama lider de clase.)

La tabla de bisqueda o también llamada arreglo estdndar se construye de la siguiente manera;
la primera fila consiste del cédigo € (la clase 0 + €), con la palabra cédigo 0 en la izquierda:

xM =0, x®@ .. x0 (j=2F

y las otras filas son las 2" 7% — 1 clases a; + C, arregladas en el mismo orden y con el lider de clase
en la izquierda:

ai“—X(l)’ ai+X(2), ce aZ_I_X(J) (221”271—]6_1)

El decodificador usa la tabla de busqueda de la siguiente manera: cuando y es recibido su
posicién en la tabla es ubicada, entonces el decodificador decide que el vector error € es el lider
de la clase encontrada en el extremo izquierdo de y, y y es decodificada como la palabra-cédigo
X =y — € encontrada en la cima de la columna que contiene a y

Teorema 3.16. (Propiedades del sindrome) Para un [n,k|-cddigo lineal binario C con matriz de
chequeo de paridad H € M,_gyxn, sea s = Hy' el sindrome de la palabra recibida'y. Entonces

1. s es un vector columna de longitud n — k.

2. Sie=(ey,e,...,6,) EFY ye;, =1 parai; € {1,2,...,n}, j=1,...,t, estal quey = x+e
entonces

t
s=) H; (20)
j=1

donde (H;; es la i;-ésima columna de H), i.e., el sindrome s es igual a la suma de las
columnas de H en donde los errores ocurren.

3. Dos vectores estan en la misma clase de C si y solo si ellos tienen el mismo sindrome.

4. Hay una correspondencia uno a uno entre los sindromes y las clases.
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Demostracion. La primera propiedad es inmediata a partir de la definicién del sindrome. Sea
{v:}?, la base candnica de Fj, dado e € F} tenemos que e = Y ' | e;v; donde e; € Fy. Entonces

s = Hy'

= H(Z €ijVij )t

j=1

t
_ t
= H(E €i; Vi)
j=1
t
= E e; Hv!
15 2]
j=1
t
— E H,
i=1

donde H;; es la i;-ésima columna de H. Sean u; y up dos vectores en F4 denotamos syn(u;) y
syn(uz) los sindromes de u; y uy respectivamente.

u,weu +€ & u —u, e
& H(u —uw)'=0
& Hul = Hul,
& syn(ur) = syn(uz).

2n—k 2n—k

sindromes distintos.
O

La ultima propiedad se sigue de que como hay clases distintas hay

Observacién 3.17. De la segunda propiedad del Teorema tenemos que s es llamado el
sindrome debido a que da los sintomas de los errores.

Ejemplo 3.18. Continuacién del Ejemplo 2.3l En la Figura [3 exhibimos la tabla de bisqueda del
7,4, 3]-c6digo lineal binario H de nuestro Ejemplo 2.2y 2.3]). Cuando y = 1111100 es recibido
el decodificador decide que el vector error lider de la clase € es el vector 0010000 que se encuentra
en la segunda columna de la fila que contiene a y, i.e., € = 0010000, asi, y es decodificada como
X =y —¢&= 1111100 — 0010000 = 1101100 que esta ubicada en la segunda fila de la columna
que contiene a y, de ahi que, el estimado del mensaje correspondiente a esa palabra-codigo es
a = 1101.
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Definicién 3.19. Se dice que dos codigos C; v Gy son equivalentes si uno se obtiene a partir del
otro por una permutacién de sus coordenadas.

Ejemplo 3.20. Continuacién del Ejemplo 2.3l Las columnas de la matriz de chequeo de paridad
110 11 0 0
H=| 101 1|0 10
01 1 1[0 01

del [7,4, 3]-cddigo lineal binario H son los vectores columna (sindromes) que aparecen en la Figura
Bl excepto el primero, tomados siguiendo el orden de arriba hacia abajo, estas columnas corres-
ponden a todos los vectores distintos de cero en 3. Consideremos los niimeros 1,2,...,7 en su
representacion binaria, i.e.,

2040214022
204 1.2 40-22
204 1.2 40-22
2040214122
204 0.2 4122
20412t 4122
22041204122

N = A T N GCR N Ry
— O R O =R O

tomando los bits de las representaciones binarias de estos ntimeros vamos a construir los vectores
columna de una matriz de chequeo de paridad

00011171
Hy=10 1 100 1 1]. (21)
1010101

Las matrices H y Hs dadas arriba generan el mismo c6digo (salvo equivalencia), a saber, el famoso
(7,4, 3]-cédigo lineal binario de Hamming H;. En la Figura [l exhibimos las palabras-cédigo de los
cédigos lineales H y JH3 asociados a las matrices de chequeo de paridad H y Hjs respectivamente,
Hjs se puede obtener a partir de H permutando en H la quinta coordenada por la séptima.
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H Hs
0000000 0000000
1000110 1000011
1100011 1100110
0100101 0100101
0110110 0110011
1110000 1110000
1010101 1010101
0010011 0010110
0011100 0011001
1011010 1011010
1111111 1111111
0111001 0111100
0101010 0101010
1101100 1101001
1001001 1001100
0001111 0001111

Figura 4: Los codigos lineales H y H3 son equivalentes

4. Cobdigos binarios de Hamming

A continuacion se definen los codigos binarios de Hamming. Sean r» > 2, n = 2" —1 y Fj, como
IFZ\ {0}| = 2" — 1, hay 2" — 1 r-tuples binarios distintos de cero.

Definicién 4.1. Definimos la 7 x (2" — 1) matriz de chequeo de paridad H, cuyas columnas,
en orden, son los bits de las representaciones binarias de los numeros 1,2,...,2" — 1 (i.e., H,
estd formada por el conjunto de todos los r-tuples binarios distintos de cero como sus columnas).
El cddigo lineal binario de Hamming H, de longitud n = 2" —1 (r > 2) es el espacio de soluciones
del sistema lineal homogéneo dado por la matriz H,.

Teorema 4.2. 3, es un [n=2"— 1,k =2" — 1 — r, 3]-cddigo lineal binario.

Demostracién. Sabemos que el rango(H) < r pero hay r columnas linealmente independientes,
entonces rango(H) = r, por consiguiente, dim(nulidad(H)) =n —r = 2" — 1 — r. Ahora veamos
que H, tiene peso minimo mayor o igual a 3. Sea {v;}; la base canénica de Fj donde n =
2" —1yseay € Fy. Si wt(y) = 1 tenemos que y = v; para algin ¢ € {1,2,...,n} entonces
syn(y) = Hy' = H;, por (20), donde H; es alguna columna de H, en consecuencia, H; # 0 ya que
H; € Fy \ {0}, de ahi que, syn(y) # 0. Por lo tanto, si wt(y) = 1 entonces y ¢ H,. Si wt(y) = 2
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entonces y = v;+v; con i # j luego syn(y) = Hy' = H;+H;, otra vez por (20), donde H;, H; son
columnas distintas de H. Supongamos que syn(y) = 0 entonces H; + H; = 0, por consiguiente,
H,; = H;, lo cual es absurdo, en consecuencia, syn(y) # 0. Por lo tanto, si wt(y) = 2 entonces
y ¢ H,. Sélo resta demostrar que para cada x € H,., wt(x) > 3, para esto vamos a exhibir que
H., tiene una palabra-codigo de peso 3. Sean H; y Hy las dos primeras columnas de la matriz de
chequeo de paridad H. Como H; # H, tenemos que H; + Hy # 0 entonces H; + Hy, = H; para
alguna i € {3,...,n}. Six = vi+va+v; entonces wt(x) = 3y syn(x) = Hx' = H;+Hy+H;, una
vez mas por (20), i.e., wt(x) = 3 y syn(x) = 0, por consiguiente, x € H, y wt(x) = 3. Asi para
cada x € H,, wt(x) > 3 y existe una palabra-cédigo de peso 3. En consecuencia, dpym,(H,) = 3.
Por lo tanto, H, es un [n =2" — 1,k = 2" — 1 — r, 3]-cddigo lineal binario. O

Cualquier reordenamiento de las columnas de H, da un cédigo equivalente, y por lo tanto uno
cualquiera de estos cddigos equivalentes serda llamado el cédigo binario de Hamming de longitud
n = 2" — 1 y denotado por H, o Hy(r).

Los cddigos lineales binarios de Hamming pertenecen a una clase de codigos extremadamente
exclusiva, los cddigos perfectos. Los tinicos otros cédigos lineales binarios perfectos son los cédigos
de repeticién y el [23,12, 7] cédigo de Golay Gas (cf. [3],[2],[4].[1]).

Definicién 4.3. Sea C = {x1,...,X)/} un cédigo de longitud n sobre Fy, se dice que € es un
cédigo perfecto si existe un entero positivo t tal que las esferas de Hamming de radio ¢ y centro
en las palabras-c6digo cubren a F3 sin traslaparse, i.e., si existe ¢t € N tal que F§ = UM, Bi(x;) y
By (x;) N By(x;) = () siempre que ¢ # j.

Teorema 4.4. Los codigos lineales binarios de Hamming H, son codigos perfectos.
Demostracion. Como la dim(H,) =n—r = 2" —1 —r tenemos que |H,| = 27" = 2 717" y dado
que dyim(H,) = 3 entonces el codigo lineal binario de Hamming H, puede corregir ¢t = 1 error, de
la demostracion del teorema se sigue que By(x;) N By(x;) = 0 siempre que i # j. Ahora bien,
|B/(0)| =n+1=2"—1+1=2", de ahi que, |B;(x;)| = 2" para cada i € {1,...,2""}. Entonces

27L77"
U Buxi)l = ) |Bu(xi)l
i=1

27L*7"

- Y
i=1

— 211—7‘ . 2T
277/

= |F3l.

Asf, U2"" By(x;) = F%, con lo cual queda demostrado el teorema. O
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H, es un codigo lineal binario corrector de error-tinico y es tinico salvo equivalencia, facil de
codificar y decodificar.

5. Cddigos de Hamming sobre [,

De manera similar, los cédigos de Hamming H,; (6 H,(k)) pueden ser definidos sobre un
campo finito arbitrario F,, donde ¢ = p”, p-primo y n € N.

Para construir los cédigos de Hamming sobre I, se dan algunas definiciones bésicas.

Definicién 5.1. Sea H € M(,_j)xn(IFy) arbitraria. Llamamos cédigo lineal de longitud n sobre
[, con matriz de chequeo de paridad H al conjunto € que consiste de todos los vectores x € Fy
tales que Hx! =0, i.e.,

G:{XEFZ:th:O}.

Definicién 5.2. Sea C un cddigo lineal sobre IF,. Una matriz G’ cuyo espacio fila es igual a € es
llamada una matriz generadora para C. Reciprocamente, si G' es una matriz con entradas en F,,
su espacio fila es llamado el cédigo lineal sobre F, generado por G.

Se enuncian sin demostracion las siguientes proposiciones ya que sus pruebas son andlogas a
las dadas en la Seccién 1

Proposicién 5.3. Si C es un cddigo lineal sobre F, con matriz de chequeo de paridad estdndar
H = [A|L—k] € Mp—iyxn(Fy), entonces su matriz generadora estindar estd dada por G = [I;,| — A"]
Y VICEVEersa.

Proposicién 5.4. Si C es un cddigo lineal con matriz de chequeo de paridad H = [A|l,—x] €
M—iyxn(Fq), entonces dim C =k y |C| = q.

Definicién 5.5. Un [n, k]-cddigo lineal sobre I, es un subespacio kdimensional del espacio vec-
torial Fy'; n es llamado la longitud del codigo y & la dimension.

Los conceptos de distancia de Hamming, peso de Hamming, distancia minima de Hamming,
esfera de Hamming se pueden definir de manera analoga reemplazando el campo Fy por el campo
F,.

Teorema 5.6. Sea C un [n,k,d|-cédigo lineal sobre el campo finito F, con matriz de chequeo
de paridad H. Entonces d es el entero mds pequeno r para el cual hay r columnas linealmente
dependientes en H. (Asi, H tiene d columnas linealmente dependientes, pero cualesquiera d — 1
columnas son linealmente independientes.)
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Demostracion. Sean Hy, Ho, ..., H, las columnas de H y supdngase que una eleccién particular de
w de tales columnas son linealmente dependientes. Entonces existen coeficientes x4, xo, ..., z, € F,
con exactamente w de ellos distintos de cero para los cuales x1H; + zoHy + --- + 2, H,, = 0,
esto es equivalente a xH' = 0 donde x = (x1,%s,...,%,), i.e., Hx' = 0 entonces x € €, por
consiguiente, X tiene peso w Y dyin(C) = wt(€) < w. Reciprocamente, si x es una palabra-cédigo
de peso w, entonces, Hx! = 0, i.e., xH! = 0 y por consiguiente w columnas de H son linealmente
dependientes. O

De acuerdo al Teorema la distancia minima de un [n, k] cédigo lineal sobre F, con matriz
de chequeo de paridad H es el entero positivo d para el cual existen d columnas linealmente
dependientes en H. Por consiguiente, la matriz de chequeo de paridad de un [n, k, 3] cédigo lineal
sobre [, tiene la propiedad de que ningun par de sus columnas son linealmente dependientes, esto
es, ninguna columna es un multiplo escalar de cualquier otra columna, sin embargo algin conjunto
de tres columnas es linealmente dependiente.

Vamos a construir una matriz de chequeo de paridad con estas propiedades. Primero escogemos
cualquier columna diferente de cero Hy en V; = F’; , después escogemos cualquier columna diferente
de cero Hy € Vo =V} — {aH; : o # 0}, enseguida escogemos cualquier columna diferente de cero
H; € V3 =V, — {aH; : a # 0} U{aH; : a # 0}, continuamos escogiendo columnas diferentes
de cero y descartamos todos los multiplos escalares diferentes de cero de la columna escogida
hasta que todas las columnas hayan sido descartadas, esto se realiza en un nimero finito de pasos,
digamos n. Como hay ¢* — 1 k-tuples distintos de cero en F¥ y [{oH; : a # 0} = ¢ — 1 entonces
n(qg—1) = ¢ — 1, de ahi que, n = (¢* — 1)/(¢ — 1). Por otro lado, todo par de columnas H;
y H;, i,5 € {1,...,n}, ¢ # j son linealmente independientes pero para cada «, 3 € F,\ {0},
aH; # fH; entonces aH; — fH; # 0, de ahi que, oH; — fH; = yH;, para algin v € F, \ {0}
y Hy, k # 4,7, k € {1,...,n}, por consiguiente, oH; — fH; — vyH;, = 0, esto es, H;, H;, H;, son
columnas linealmente dependientes.

En resumen, construimos una matriz de chequeo de paridad con n = (¢* —1)/(g—1) columnas,
para las cuales ningin par de columnas son linealmente dependientes, pero algin conjunto de tres
columnas es linealmente dependiente. La matriz resultante, conocida como matriz de Hamming de
orden k es la matriz de chequeo de paridad de un [n,n—k, 3] cédigo lineal sobre F, con parametros
n=("-1)/(qg—1),n—k=(¢"-1)/(¢g—1) =k y d =3, que es conocido como un cddigo q-ario
de Hamming de orden k y es denotado por 3, (k).

Obsérvese que la eleccion de las columnas no es tnica, y asi, hay muchas matrices de Hamming
diferentes y cédigos de Hamming con el mismo conjunto de pardametros. Sin embargo, cualquier
matriz de Hamming puede ser obtenida de cualquier otra (con los mismos pardmetros) permutando
las columnas y multiplicando algunas columnas por escalares diferentes de cero. Por consiguiente,
cualesquiera dos c6digos de Hamming del mismo tamano son multiplos escalares equivalentes.
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El Teorema se establece de manera andloga para cédigos sobre IF,, usando este hecho
demostramos el siguiente teorema.

Teorema 5.7. Los [n,n — k, 3] cddigos lineales qg-arios de Hamming H,(k) son perfectos.

Demostracién. Como d = 3 es la distancia minima del cédigo de Hamming H, (k) entonces H, (k)
puede corregir ¢t = 1 o menos errores. Luego Bi(x) N By(y) = () siempre que x,y € H,(k), x #y.
Hay un total de ¢"~* esferas del tipo Bj(x), x € H,(k) (una por cada palabra-cédigo). Por otro
lado, la esfera de radio 1 alrededor de la palabra-cédigo cero contiene a este vector y a los n vectores
de peso 1 y sus multiplos diferentes de cero, es decir, ¢ — 1, hay un total de n(q — 1) 4+ 1 vectores
en B;(0), esto es, |B1(0)] =n(qg—1)+1=[(¢"* —1)/(¢—1)](¢ — 1) + 1 = ¢*. Para cualquier otra
palabra-cédigo x € H,(k), | B1(x)| = ¢* ya que cada vector en la esfera B;(x), puede ser obtenido
sumando x a un vector en la esfera B;(0). Asi, para cada x € H,(k), | B1(x)| = ¢". Por lo que,

U Bl = ) 1B

x€H, (k) x€Hq(k)

- T
x€Hq (k)
n—k

q
- Y
=1

— qn—qu

n

= g

. : . :
esto es, | Uyese, ) B1(X)| = ¢", en consecuencia, las esferas de Hamming de radio 1y con centro

en las palabras-c6digo cubren el espacio. Por lo tanto, los [n,n — k, 3] cédigos lineales g-arios de
Hamming 3, (k) son perfectos. O

Veamos algunos ejemplos de cédigos lineales g-arios de Hamming.

Ejemplo 5.8. Sea F3 = {0, 1,2} el campo ternario cuyas Tablas de Cayley son:

_l’_
0
1
2

N|[—=| OO
| OIN| DN

1
0
1
2

[en) Nen)l Rewl Naw)
=IO N

1
1
2
0

La caracteristica del campo 3 es 3, esto es, 3 es el menor entero positivo tal que 3a = 0 para
cada a € Fs. Sea k = 2 y tenemos que ¢ = 3 entonces n = (¢" —1)/(¢—1) = (32 - 1)/(3 - 1) = 4,
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de ah{ que, |F§| = |F3| = 3* Sean V; = F2,

o = (é)evl,

¢ = (;’)em{@,(i)},

o e (e O

- o) ) 0 ) ()

Tomamos a las columnas c;’s en el orden cs, ¢y, cq, cy para formar la matriz de chequeo de

H:1110
1 201

de un [4, 2, 3] cddigo lineal ternario de Hamming H3(2), cuya matriz generadora estandar es:

G_10—1—1_1022
~\01 -1 -2/ \0o 1 2 1/)°

De manera que toda palabra-cédigo x € H3(2) se puede escribir como combinacién lineal de

paridad estandar

las filas de la matriz generadora, esto es, para cada x € H3(2),
x = uG = u1(1022) 4+ uy(0121)

donde u; € F3, i € {1,2,3}, hay 3% de tales combinaciones lineales, de ahi que, |H3(2)| = 9. En la
Figura [l enlistamos todas las palabras-cédigo del cédigo lineal ternario de Hamming H3(2) con
su peso respectivo.

x |wtx)| x |wtx)| x |wtx)
0000 0 0121 3 0212 3
1022 3 2011 3 1110 3
2220 3 1201 3 2102 3

Figura 5: Palabras-cédigo del cddigo lineal ternario de Hamming H;(2)
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Ejemplo 5.9. Sea Fyp2 = {0,1,a,a? = 1+ a} un campo cuaternario cuyas Tablas de Cayley son:

+10|1|ala? 0| 1| a|a?
0] 0 1| al|a? 0O(0l0}]071]O0
11110 ]a?]| « y 1101 | al|a?
alala?2| 0] 1 a |0 ala?] 1
>l a| 1|0 20| 1| «

Obsérvese que la caracteristica del campo Fy2 es 2 y que se satisface la relaciéon o +a +1 = 0.
Ademds, sea k = 2, y tenemos que ¢ = 22 entonces n = (¢ —1)/(¢—1) = (2 = 1)/(2> = 1) = 5,
de ahf que, |Fp| = |F3| = 4°. Sean V; = F,,

1
C = (O) € ‘/17

Coy =

8, o

C3 =

(
(

o= (o) =y
(3) <)

N
S o
— ——
/‘\/‘3
—_
Tr—‘

e o

R

o QO
S~
7~ N N
Do
S~
—

(-

—~

VRS

)
~_
N

o o
~_
N

QNO
~~

—

C

~

VR

— =
~_

o R, ©

——

N

S =

N——

N

QMQ

N———

VR

- 8

N——

et —
-
—
VRS
—= O
N———
7N
o O
N———
N
. o
[N}
N——
—
-
——
VR
— =
N——

Tomamos a las columnas ¢;’s en el orden cs, ¢4, €5, €1, Co para formar la matriz de chequeo de

paridad estandar
11 a 10
H_<1 a 1 0 1)

de un [5, 3, 3] cddigo lineal cuaternario de Hamming 3, (2), cuya matriz generadora estandar
es:

100 -1 -1 100 11
G=|010 -1 —a]=(0101 «
001 —a -1 001 ol
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De manera que toda palabra-cédigo x € H4(2) se puede escribir como combinacién lineal de las
filas de la matriz generadora, esto es, para cada x € H,(2),

x = uG = u1(10011) + uz(0101ar) + u3(001al)

donde u; € Fye, i € {1,2,3}, hay 4% de tales combinaciones lineales, de ahf que, |H,(2)| = 64. En
la Figura [6 enlistamos todas las palabras-cédigo del cédigo lineal cuaternario de Hamming H,(2)
con su respectivo peso.

X wt(x) X wt(x) X wt(x) X wt(x)

00000 0 001al 3 0101 3 10011 3
00’ 3 0a0aa? 3 a00aa 3 0002102 3
0020021 3 a?00c2a? 3 0a10c 3 0laa0 3
10car? 4 a010a? 3 la0o’o 4 10020 3
002110 3 010201 3 10020cx 3 a?011la 4
1020a0 3 a?10al 4 011a2a? 4 10120 3
1100a? 3 Oaall 4 a0a10 3 aa001 3
0a’a’an 4 a?00%a0 3 a?a?00c 3 11laa 5
acaa’a’? 5 a?a?a’l1l 5 allll 5 lalla? 5
1laa?l 5 a?1100 3 12101 4 11a210 4
1laa00 3 alala 4 aalal 4 oo 5
ac’aal 5 aca’la 5 laa’al 5 lolala 5
aloaa? ) ac’lo’a ) a’lala? ) a’ala’l )
0aa?a?0 3 0aa0a? 3 ala?a?l 4 ac?01a? 4
a?0a01 3 a?a010 3 la?a’a?a? 5 a?la’a’a 5
a?o’laa? 5 ao?a?00 3 a?aa’0a? 4 a?a?aa’®0 4

Figura 6: Palabras-cédigo del c6digo lineal cuaternario de Hamming H,4(2)

6. Coddigos simplex
A continuacién se define el concepto de cédigo dual €+ de un cédigo €, los duales de los cédigos
de Hamming 3 (k) son llamados cddigos simplex q-arios.

Definicién 6.1. Sean u = (uy, up,...,u,) y v = (v1,02,...,v,) vectores en Fy. El producto
escalar de u y v, se denota por u- v y esta definido por u-v = uyv; + usvy + - -+ + u,v,. Dos
palabras-codigo u y v son ortogonales si u-v = 0.
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Definicién 6.2. Si € es un F,-cédigo lineal su c6digo dual u ortogonal €+ puede ser definido como
el conjunto de vectores que son ortogonales a todas las palabras-cédigo de €, es decir,

GL:{uEIFZ:u-v=Oparatodov€€}.
Un F,-cédigo lineal € es auto-dual si € = €+

Teorema 6.3. Si C es un [n, k] cddigo lineal sobre F, que tiene matriz generadora Gy matriz de
chequeo de paridad H entonces C* tiene matriz generadora H y matriz de chequeo de paridad G,
ademds, C* es un [n,n — k| cddigo lineal sobre F,.

Demostracion. Sea G la matriz generadora de C entonces para cada v € C, v = Zle «;G;, donde
a; € Fy, G; es la i-ésima fila de G y ademds, G; € C, para i € {1,...,k}. Supéngase que u € F}
es tal que uG* = 0 entonces 0 = uG' = [u-G; ... u- Gy, de ahi que, u- G; = 0 para cada
ie{l,...,k}. Como

k k
u-v = u-(ZaiGi) = Zai(u-Gi) =0
i—1 i—1

i.e., u-v = 0, tenemos que, u € C+. Ahora bien, supéngase que u € C* entonces u-G; = 0 para cada
i€{l,...,k} yaque G; € Cpero G' =[Gt ... G%], por consiguiente, uG* = [u-G; ... u-Gy] =
[0 ... 0] =0, ie, uG" = 0. Por lo tanto, C* = {u € F} : uG' = 0} = {u € F} : Gu' = 0}.
Asi, la matriz generadora G del codigo lineal € es la matriz de chequeo de paridad del cédigo dual
Ct. Como @Gt es el espacio de soluciones de un sistema lineal homogéneo de k ecuaciones con n
indeterminadas cuya matriz asociada al sistema tiene rango k entonces G es generado por n — k
vectores en Fy linealmente independientes, por consiguiente, Gt es un [n,n — k] cédigo lineal sobre
[F,. Por otro lado, como GH® = 0 tenemos que 0 = G[H} ... H!_,] entonces GH} = 0 para cada
i €{l,...n—k}, de ahi que, H; € C* paracadai € {1,...n—k}, pero rango(H) = n—k = dimC*,
por consiguiente, las filas de H forman una base para C*, esto es, H es una matriz generadora de
C+t. Asi la matriz de chequeo de paridad H del cédigo lineal € es la matriz generadora del cédigo
dual @+, con lo cual queda demostrado el teorema. O

Definicién 6.4. El cédigo dual del cédigo lineal g-ario de Hamming H, (k) es llamado un cddigo
simplex g-ario.

Por el Teorema anterior, el cddigo simplex g-ario del [n, n—k, 3] cédigo lineal ¢g-ario de Hamming
H,(k) esun [n,n — (n — k)| = [n, k] c6digo lineal.

Ejemplo 6.5. El cédigo binario de Hamming Hs(r) es un [2" — 1,2" — 1 — r, 3] cddigo lineal
entonces el cédigo simplex binario Hy(r)* es un [2" — 1, 7] cédigo lineal, cuya matriz generadora
es la matriz de chequeo de paridad H, del codigo Hy(r) dada en la Definicion .11
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Ejemplo 6.6. El cédigo binario simplex Hz del [7,4,3] cédigo binario de Hamming H; del
Ejemplo es un [7, 3] c6digo lineal cuya matriz generadora es la matriz de chequeo de paridad
Hj dada por (21]).

En la Figura [ enlistamos las palabras-cédigo del cédigo H3z con su peso respectivo.

X wt(x) X wt(x) X wt(x) X wt(x)
0000000 0 1010101 4 0110011 4 1100110 4
0001111 4 1011010 4 0111100 4 1101001 4

Figura 7: Palabras-codigo del codigo simplex binario del c6digo de Hamming Hs

U

Ejemplo 6.7. Sea el [4,2,3] codigo lineal de Hamming ternario Hs(2) del Ejemplo B8 el [4, 2]
cédigo simplex ternario H3(2)* del cédigo H3(2) tiene como matriz generadora a la matriz de
chequeo de paridad de H3(2), a saber,

1110
H‘(1201)’

En la Figura | enlistamos las palabras-cédigo del cédigo H3(2)* con su peso respectivo.

x |wtx)| x |wtx)| x |wtx)
0000 0 1201 3 2102 3
1110 3 2011 3 0212 3
2220 3 0121 3 1022 3

Figura 8: Palabras-c6digo del cédigo simplex ternario del cédigo de Hamming H3(2)

0
Ejemplo 6.8. Sea el [5, 3, 3] cddigo lineal de Hamming cuaternario H,(2) del Ejemplo[5.9] el [5, 2]

cédigo simplex cuaternario Hy(2)* del cédigo Hy(2) tiene como matriz generadora a la matriz de
chequeo de paridad de H,(2), a saber,

Hzllal().
1 o1 01

En la Figura [ enlistamos las palabras-cédigo del cédigo 3, (2)+ con su peso respectivo.
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Los pesos de las palabras-codigo distintas de cero de los c6digos simplex g-arios de los Ejemplos
6.6, 6.7y 6.8 son 4 =281 (k=3),3 =31 (k=2)y4=4"1 (k=2), respectivamente.

X wt(x) X wt(x) X wt(x) X wt(x)
00000 0 1101 4 1110 4 ac’ala 4
aoa’al 4 a?1a?00? 4 a?a?1a20 4 0a2a?11 4
a?allo 4 a?0aal 4 0lloaa 4 la?0aa? 4
100?20’ 4 a01la? 4 al0a?1 4 Oaaa’a? 4

Figura 9: Palabras-cédigo del cédigo simplex cuaternario del cédigo de Hamming JH,(2)

7. Conclusiones

En este capitulo de libro de divulgacién se introducen los conceptos basicos de la Teoria de
Codigos Lineales Detectores-Correctores de Errores a través del cédigo binario de Hamming Hs,
se definen los cddigos binarios de Hamming y se describen sus parametros, posteriormente se
construyen los cédigos g-arios de Hamming perfectos y se describen sus cédigos duales llamados
cédigos simplex g-arios.
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Capitulo 2

Relaciones Canonicas de Conmutacion en el Calculo
Estocastico Cuantico

Slavisa Djordjevié¢!, Julio César Garcia Corte?, Héctor Manuel
Garduno Castaneda?
FCFM, BUAP!, Departamento de Matematicas, UAM-Iztapalapa®

Resumen

En el estudio del Calculo Estocastico Cuantico existe una relacion candnica de con-
mutacién (RCC) que satisfacen los procesos de Creacién y Aniquilacién. Esta relacion
tiene dos formas equivalentes, conocidas como forma infinitesimal y de Weyl, y estan
presentes en muchos modelos de la fisica-matematica.

En este documento presentamos una caracterizacion de estas RCC, proponiendo condi-
ciones necesarias y suficientes en el espacio de Hilbert donde actiian. Como consecuen-
cia, obtenemos las representaciones explicitas de las relaciones candnicas concernientes
a los procesos de creacién y aniquilacién.

1. Introduccion

A principios del siglo pasado, las teorias recientes de la Fisica Moderna demostraron que las
ideas de la Mecéanica Clasica eran insuficientes para modelar fenémenos subatémicos. Estas mis-
mas insuficiencias se presentaron con las ideas tradicionales de la Teoria de la Probabilidad. Es
asi como a mediados de los 50, J. Von Neumann establece los principios de la Teoria de la Proba-
bilidad Cuantica.

Siguiendo las lineas de desarrollo de la Probabilidad Clasica, en esta nueva teoria matematica
se constituyeron ideas de un Célculo Estocdstico. En 1984, en [3], R. L. Hudson y K. R. Partha-
sarathy publican el trabajo considerado la obra seminal del Calculo Estocastico Cuantico, dando
impulso al estudio de los procesos de Markov cuanticos, y exponen una generalizacion de la Férmu-
la de Ito, conocida como Férmula de Ito Cuantica, que tuvo pronto enormes aplicaciones en Fisica,
y especialmente en Optica Cudntica.
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Desde entonces se ha escrito diversa bibliografia sobre el tema. Por ejemplo, en [1], A. M.
Cheboratev presenta la Probabilidad Cuédntica desde un punto de vista moderno; por su parte, en
[2], R. L. Hudson desarrolla la teoria de Integracién Estocéstica Cuédntica, mientras que, en [0],
K. R. Parthasarathy hace un estudio exhaustivo del Célculo Estocastico Cuantico.

Este capitulo esta fuertemente basado en estas ultimas dos obras. En la Seccién 2 brindamos
algunos resultados generales del Andlisis Funcional y la Teoria de Operadores, de los cuales omi-
timos las demostraciones por tratarse de resultados conocidos, y definimos el Espacio de Fock,
que es el espacio de Hilbert donde se trabajard. En la Seccién 3 se presentan los operadores de
Creacion y Aniquilacion, los cuales constituyen las transformaciones fundamentales en el Calculo
Estocastico Cuantico. En las Secciones 4 y 5 se estudian las Relaciones Candnicas de Conmutacién
del Calculo Estocastico Cuantico, estableciendo condiciones para garantizar su unicidad. Final-
mente, en la Seccion 6 deducimos la Isometria de Ito como una aplicacién original de las relaciones
canodnicas de conmutacién, y presentamos una generalizaciéon de un resultado relacionado con el
proceso cuantico de posicion.

El trabajo es casi autocontenido y, por cuestiones de espacio, los inicos temas que no hemos
desarrollado son productos tensoriales de espacios de Hilbert e integracion estocastica clasica, dan-
do las referencias que consideramos convenientes.

2. El Espacio de Fock

En esta seccién construiremos el espacio de Fock, F(H ), asociado a un espacio de Hilbert H.
Este espacio es el universo donde trabajaremos a lo largo del capitulo. Para ello, es necesario
comenzar con conceptos del Analisis Funcional.

Sea H un espacio de Hilbert. Un operador en H es una pareja (7', D(T')) donde D(T) es un
subespacio vectorial de H llamado dominio de T y T : D(T) — H es una transformacion lineal.
Se dice que (T, D(T)) es densamente definido si D(T) es denso en H. La grdfica del operador
(T,D(T)) es el conjunto G(T) = {(u,Tu) : uw € D(T)}. Es claro que G(T') es un subespacio
vectorial de H @ H.

(T, D(T)) es cerrado si su grafica es un subconjunto cerrado de H @ H, y cerrable si existe

un operador (T, D(T)) en H tal que G(T) = G(T). Este tltimo es tinico y es llamado operador
cerradura de (T, D(T)).
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Si (11, D(11)) v (T», D(T3)) son dos operadores en H, se define su suma como D(T) + Ty) =
D(Ty) N D(Ty) y (T + T2)¢p = Ti¢ + Ta¢ para cualquier ¢ € D(Ty + Ty). Si D(T1) C D(Ty) v
Ti¢p = Tr¢ para todo ¢ € D(T1), se dice que (T2, D(T3)) es una extension de (11, D(T1)) o que
(Ty, D(T1)) es una restriccion de (Ty, D(Ts)). Esta relacién se denota como T} C Ty o Ty O Tj.
Ty C Ty siy sélo si G(T1) € G(Ty), de donde si T es cerrable, entonces T C T.

Si (T, D(T)) es densamente definido, definimos el conjunto D(7™*) como

D(T*)={veH: sup  [{v,Tu)| < oo}.
weD(T),|ul|=1

En otras palabras, v € D(T*) si y sélo si el mapeo u +— (v, T'u), con dominio D(T'), es continuo.
Como D(T) es denso, una aplicacién del Teorema de Riesz muestra que existe un tinico v* € H tal
que (v, Tu) = (v*,u) para todo u € D(T). Denotemos por T*v a v*. D(T™) es un espacio vectorial
y T : D(T*) — H es lineal. Se define el operador adjunto de (T, D(T")) como (T, D(T*)). Si
(T, D(T)) es densamente definido, se dice que es autoadjunto si T =T*y D(T) = D(T™).

En adelante haremos un abuso de lenguaje y nos referiremos al operador (7', D(T")) simple-
mente como 7', enfatizando su dominio cuando sea necesario. No es dificil demostrar el siguiente

Teorema 2.1. Sea T densamente definido. Entonces T es cerrable si y solo si T* es densamente de-
finido. En este caso, (T*)* es el operador tal que G((T*)*) = G(T), o en otras palabras, T = (T*)*.

El siguiente resultado es el mas importante que usaremos del Anélisis Funcional. Debemos
mencionar que Parthasarathy lo considera uno de los dos més importantes dentro de su obra [6].
Su demostracion puede consultarse en dicho texto, pags. 92-93.

Teorema 2.2. Sean S, y S, conjuntos totales en los espacios de Hilbert Hy y Hsy respectiva-
mente. Supongamos que Uy : S — Sy es un mapeo que preserva el producto interno. Es de-
cir, (Upu, Ugv) = (u,v) para cualesquiera u,v € Hy. Entonces existe una tnica isometria lineal
U : H — Hy que extiende a Uy. Si ademds Uy es sobreyectiva, entonces U es un isomorfismo
unitario de Hy sobre Hs.

Por otra parte, sea H un conjunto diferente del vacio. Un mapeo K : H x H — C tal que

Za_iajK(xi, xj) >0
i5J
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para cualesquiera o; € Cy x; € H, 1= 1,2,--- ,n, es llamado kernel semidefinido positivo en JH,
o simplemente kernel en H.

Si H es un conjunto finito, digamos H = {x1, 22, -+ ,2,}, un kernel K en H es una matriz
semidefinida positiva, la cual viene dada por (K (z;,z;)); ;. Por lo tanto, si H es infinito, entonces
K es un kernel en H si y sélo si para cualquier subconjunto finito {z1, s, -+, x,} C H, la matriz
((a;;))ij, donde a; ; = K(z;,x;), es semidefinida positiva. Si H es un espacio de Hilbert con pro-
ducto interno (-, -), entonces K : H x H — C dado por K(z,y) = (z,y) es un kernel en .

Teorema 2.3 (Existencia de Parejas de Gelfand). Sea H cualquier conjunto no vacio y K un
kernel en H. Entonces existen un espacio de Hilbert H, no necesariamente separable, y un mapeo
A H — H tales que

(1) El conjunto {\(x) : v € H} es total en H y

(1) K(z,y) = (Ax),\(y)) para todos x,y € H.

Si H' es otro espacio de Hilbert y N : H — H' es un mapeo que satisfacen (1) y (11), entonces
existe un isomorfismo unitario U : H — H' tal que UX(x) = N (z) para todo x € H.

Una demostracién de este resultado puede encontrarse en [6], pags. 92-93. La pareja (H, \)

determinada unicamente, salvo isomorfismo unitario, por el kernel K en H es llamada pareja de
Gelfand asociada a K y JH.

Sea H un espacio de Hilbert. El mapeo K : H x H — C dado por K(f, g) = e//9 es un kernel.
Al espacio de Hilbert determinado por K en H y al mapeo A asociado segun el Teorema [2.3] se
les denota por F4(H) y e respectivamente y, si f € H, se dird que e(f) es el vector exponenciaﬂ
asociado a f, o bien, que es el vector exponencial de f. En particular, e(0) es llamado vector vacio.
Al mapeo e se le llama mapeo exponencial. Al conjunto E(H ) := span{e(f) : f € H} se le conoce
como dominio exponencial, y también es denotado por €. Por el mismo Teorema [2.3], el conjunto
{e(h) : h € H} es total en F(H). F5(H) es llamado Espacio de Fock Simétrico o Espacio de Boso-
nes de H. Por brevedad, en este trabajo dicho espacio serd denotado por F(H) y lo nombraremos
simplemente Espacio de Fock asociado a H, o espacio de Fock cuando no haya peligro de confusion.

Notemos ademds que si f, g € H, entonces, por definicién de vectores exponenciales, {e(f),e(g))
= ell9) . De lo anterior se deduce que |e(f)|| = el/I*/2 y, por lo tanto, el mapeo exponencial es

1O también llamado vector coherente
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continuo y no hay dos vectores exponenciales que sean ortogonales entre si. Mas atin, ningin vector
exponencial es el vector nulo de F(H) y ¢(0) es el unico vector exponencial de norma 1.

Una propiedad interesante del mapeo exponencial es la capacidad de transformar a cualquier
espacio de Hilbert en un espacio con una cantidad no numerable de vectores linealmente indepen-
dientes sin ser ortogonales.

Teorema 2.4. Sea F(H) el espacio de Fock asociado a un espacio de Hilbert H. Los elementos
del conjunto {e(h) : h € H} C F(H) son linealmente independientes.

Otra propiedad del mapeo exponencial, y quizd la méds importante dentro de la Integracién
Estocéstica Cudntica, es el rompimiento que hace de sumas directas a productos tensoriales, co-
nocida como propiedad exponencial. Esto es:

Teorema 2.5 (Propiedad Exponencial). Sea H un espacio de Hilbert tal que H = Hy @D Ho,
donde Hy y Hy son dos subespacios cerrados de H. Entonces F(H) = F(Hy) Q F(H,). Mds ain,
E(H) = E(H1) Q E(Ho)

Algunas pruebas de los dos resultados anteriores pueden encontrarse en [6], pags. 126-127. De
esta manera, si iy y ho son elementos de H ortogonales entre si, entonces e(h;+hs) = e(hy)®e(hs),
o bien, en notacién de coordenadas, e(hy, hy) = e(h1) ® e(hs).

Para el lector que desconozca sobre productos tensoriales, una buena introduccion puede ser
[6], en donde las construcciones que se dan van encaminadas precisamente al estudio posterior del
Caélculo Estocastico Cuantico.

Por otra parte, en la misma obra, Parthasarathy desarrolla el estudio del espacio de Fock
simétrico a través de los espacios de vectores con un nimero finito de particulas H®", el cual es
un espacio de Hilbert. En este sentido, considera el mapeo € : H — @@, -, H*" dado por

Vnl'

y el Espacio de Fock (simétrico) puede ser definido como la cerradura del espacio vectorial ge-
nerado por {e(f) : f € H}. Aqui, H®" denota el producto tensorial H ® ---® H, y f®" tiene
—_—

nveces
un significado andlogo. Es importante senalar que este enfoque y el que aqui presentamos son

e(f)

n=0
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equivalentes. De esta manera, dada f € H, tenemos tres formas de entender al vector exponencial
asociado a f:

e Como la imagen de f en el sentido de las parejas de Gelfand.
o Como e(f) = @B f VL
e En forma de coordenadas e(f) = (1, £ fE2 V20 fen//nl, - )

Noétese que es facil reconocer si un vector es exponencial o no, ya que su primer coordenada
siempre es el escalar 1. Ademés e(0) = (1,0,0,---).

Luego, si H = C, es facil ver que F(C) = £2 con e(z) = <1, 2,22 /V2!, - )

Para terminar esta seccién, veamos una primera aplicacién del Teorema

Proposicion 2.6. Sean H, y Hy dos espacios de Hilbert isomorfos. Entonces existe un isomorfismo
unitario U : F(Hy) — F(Hz). Mds aun, si T : H — Hs es un isomorfimo y e y € son los
mapeos exponenciales asociados a Hy y Ho, respectivamente, podemos escoger U de tal manera
que Ue(h) = é(Th) para toda h € H;.

Demostracion. Sean Sy = {e(h) : h € Hy}, el cual es total en F(Hy), y Sy = {&é(Th) : h € Hy}.
Como T(H;) = H,, entonces Sy es el conjunto de vectores exponenciales asociados a Hs y, por
tanto, es total en F(Hy).

Tomemos Uy : S1 — Sa dado por Upe(h) = é(Th). Por la independencia lineal de los vectores
exponenciales y la inyectividad de T se tiene que Uy estd bien definido. Luego, si f,h, € Hy,
entonces

(Uoe(f), Use(h)) = (e(Tf),e(Th))

o(T1,Th)

AIh)
= (e(f),e(h)).

Por lo tanto, Uy es un mapeo sobreyectivo entre los conjuntos totales S; y S3, de modo que
puede extenderse a un isomorfismo unitario U : F(H,) — F(Hs) tal que Ue(h) = é(Th) para
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cualquier h € Hj.
O

3. Operadores de Creacién y Aniquilacién en el Espacio
de Fock

Sea F(H ) un espacio de Fock fijo. Dado que los elementos de e(H ) son linealmente independien-
tes y E(H) = span{e(f) : f € H}, podemos definir operadores en e(H) y extenderlos linealmente
a todo £(H) para obtener operadores densamente definidos. De esta forma, sea u € H. Definamos
los operadores e*® y e ) como

“We(f) = exp (u, fle(f) v ¢ @e(f) = e(f +u).

Extendamos de manera lineal estos mapeos a E(H ). Con abuso de notacién, denotemos de la
misma forma a los operadores obtenidos.

af (u)

Teorema 3.1. Los operadores e*™ y e son acotados si y solo si u = 0.

Demostracion. Es claro que si u = 0, entonces e?) = J = e (0 y, por tanto, hay acotamiento.
Afirmamos que e*™ no es acotado para u # 0. En efecto, supongamos lo contrario. Entonces e
se puede extender de manera unica y continua a todo el espacio de Fock F(H). Denotemos de la
misma forma la extension. Notemos que todo vector exponencial e(f) es eigenvector de e*™ con
eigenvalor asociado e™/). Luego, si f = Au, con A € R, tendremos eigenvalores tan grandes como

AMu,u

deseemos (ya que eM®™ es la exponencial real con variable \).

Como e*™ es acotado, su espectro es compacto y, por tanto, acotado. En particular, su conjun-
to de eigenvalores lo es. Pero hemos mostrado que podemos tener eigenvalores tan grandes como
queramos. Esto muestra que dicho operador no es acotado.

Veamos que e no es acotado para u # 0. Supongamos lo contrario. Entonces existe un
M > 0 tal que para todo f € H se tiene [e” @e(f)|| < M|le(f)|| = eFel/I°/2, donde eF = M (k
existe por ser M > 0).

Por otra parte,

e @e( )| = le(f + u)|| = el +ulP/2 = I IP/2+]ul?/2-Re(u.f)

De todo lo anterior se desprende que existe k tal que, para toda f € H,

12 /24l 2=Re(u.f) < k+IFI/2,
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Es decir, existe k& cumpliendo ||u||?/2 — Re(u, f) < k, para toda f € H.

Sean A = 1/2 — (k+1)/||u|* vy f = \u. Entonces

2
. ||u2||  Reu. )

2
= ||U2|| — Re(u, Au)

2

1

= (3-A) Iul®
= (5-5+ 503 ) hul?
S22 )™
= k+1.
af (u)

Esta contradiccion muestra que e no es acotado para u # 0.

O

Para u € H, definamos un operador a(u) en un dominio D que contenga al dominio exponen-
cial y tal que a(u)e(f) = (u, f)e(f). Este operador es llamado operador de aniquilacion con vector
de prueba u. Notemos que a(u) y e*™ comparten los mismos eigenvectores, y los eigenvalores del
primero son las exponenciales de los eigenvalores del segundo. De ahi la notacion.

Veamos, primero con un ejemplo particular y luego un teorema, que el mapeo f — e(f) es
derivable en 0.

Ejemplo 3.2. Sabemos que F(C) = (? y e(z) = <1,z,z2/\/ﬂ 23 /V/3l, - ) para cada z € C.
Entonces

o (z4+h)2—22 (24h)3—23 .
- (07 h7 \/5 I \/g I >

Como la convergencia débil en 2 es la convergencia entrada a entrada, haciendo h — 0, tenemos
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lim
h—0 h

e(z+h) —e(z) _ (01%%)

Llamemos €'(z) al lado derecho de esta igualdad. Hemos probado que, cuando h — 0, la red
{(e(z +h) —e(2)) /h} e converge débilmente a €'(z).

Un célculo anédlogo muestra que |[(e(z + h) —e(z2)) /h|| — ||¢/(2)|| cuando h tiende a 0. Por
tanto, {(e(z + h) — e(z)) /h},cc converge fuertemente a €'(z) cuando h — 0.

Podemos generalizar este ejemplo para cualquier espacio de Fock:

Teorema 3.3. Sean u, f € H. Entonces la red {[e(f + zu) — e(f)]/z}.cc es convergente en F(H)
cuando z — 0.

Demostracion. Siu = 0 ya terminamos. Supongamos lo contrario. Sea f € H = span{u}* @ span{u},
con f = fi®tu = (fi,tu). Asi, f+ 2zu = (f1,(t + 2z)u) y, por la propiedad exponencial,
e(f)=-e(fi)®@e(tu) y e(f + zu) =e(f1) ®e((t + z)u). Por lo tanto:

elf +zu) —e(f) _ e(f)®e((t+2)u) —e(fi) ®e(tu)

_ () ® e((t+ z):) - e(tu)‘
Luego,
lim e(f+ ZZ) —elf) _ lim e(f1) © lim e((t+ Z)Z) — e(tu)
e((t+ z)u) — e(tu)‘

(1)

Como C y span{u} son espacios vectoriales de dimensién 1, existe un isomorfismo unita-

= e(fi)®lim .

rio T : span{u} — C entre ellos. Por la Proposicién 2.6 existe un isomorfismo unitario U :
F(span{u}) — F(C) tal que Ue(f) = e(Tf) para cualquier f € span{u}@. Luego,
_ -1 -1
lim € ((t+ 2)u) — e(tu) — lim Ulte(T(t+ 2)u) — U 'e(Ttu)
z—0 z z—0 z

2Obsérvese que estamos haciendo un abuso de notacién, ya que e(T'f) hace referencia al vector exponencial
asociado al complejo T f. Mantendremos este abuso a lo largo de esta demostracion.
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— Ut ((t+2)Tu) —e(tTu)
z—0 z
— Uliim © ((t+2)Tu) —e (tTu)‘
z—0 z

Como Tu € C, aplicando un poco de algebra y el ejemplo previo, se observa que el limite en la
ultima linea de la igualdad anterior existe, por lo cual HII(I) le((t + z)u) — e(tu)] /z es un elemento
z—

de F(span{u}). Asi, los limites en la ecuacién (1) existen.
U

Para cada u € H definamos un operador a'(u) en un dominio D que contenga a los vectores
exponenciales como

Este operador es llamado creacion con vector de prueba u. Notemos que no envia al dominio
exponencial en si mismo.

Teorema 3.4. Siu € H y w € C, entonces a'(wu) = wa'(u) y a(wu) = wa(u). Mds aiin, el
mapeo u — a'(u) es lineal.

Demostracion. El resultado es claro con w = 0, asi que supongamos w # 0.

Para ver que a'(wu) = wa'(u), basta con notar que, si z € C no es 0, entonces

e(f + zwu) —e(f) _we(f—i-zwu)—e(f)

z wz

y hacemos z — 0.
Para ver que a(wu) = wa(u), obsérvese que a(wu)e(f) = (wu, fe(f) = wlu, fle(f) =
wa(u)e(f) para cualquier vector exponencial e(f). En ambos casos, los resultados propuestos

se siguen por extension lineal.

La aditividad del mapeo u + af(u) se demuestra de manera andloga.

En particular, a (iu) = ia'(u) v a(iu) = —ia(u).
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Teorema 3.5. Para cualesquiera u, f,g € H se cumple:

(e(f); au)e(g)) = (u, g)(e(f), e(g))
(e(f), a'(w)e(g)) = (f,u)le(f), e(9)).

Demostracion. La primera relacion es clara, ya que a(u)e(g) = (u, g)e(g). Para la segunda, sea
z € C, con z # 0. Entonces:

(et AERIZED) ) elg + ) - el
= Lot eto+ ) = (el eta))
B elhgtzu) _ o(f.9)
T Lkt

Al ser el producto interno y e funciones continuas, y notando que en el lado derecho de la igual-
dad anterior tenemos la exponencial compleja, hacemos z — 0 para obtener (e(f),al(u)e(g)) =
9 (f u). Como et9) = (e(f), e(g)), se tiene la segunda igualdad pedida.

]
Corolario 3.6. Para cualquier u € H, los operadores a'(u) y a(u) son cerrables.
Demostracion. Se sigue de los Teoremas [3.5] y 211

]

Observacion 3.7. Por definicién, este corolario significa que existen af(u) y a(u).

Observacién 3.8. Nétese que el Teorema B35y el corolario anterior implican que (a'(u))* D a(u)

y (a(u))* D af(u). Como a(u) C a(u) y al(u) C af(u), concluimos que (a(u))*e(f) = a(u)e(f) y
(a(u))*e(f) = al(u)e(f) para cualquier e(f) € €.

Corolario 3.9. Para cualesquiera u,v, f,g € H se tiene:

(a(u)e(f), av)e(g)) (u, f){v, g){e(f), e(9))
(a(u)e(f),at(v)e(g)) = (u, f)(f,v)(e(f),e(g))
(al(u)e(f), a(v)e(g)) = (v, g)(u, g){e(f),e(9))
(af(u)e(f), al (v)e(g)) {{u, g)(f,0) + {u, v) He([), e(g))
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y por lo tanto se cumplen las relaciones de conmutacion:

(@' (f)¢1,a(g)p2) — (a'(g)d1,a(f)p2) = O
(a(f)¢r1,al(g)pa) — (alg)¢r, a(f)¢2)
(a'(f)¢1,a(g)d2) — (alg)¢r, a(f)d2)

para cualesquiera ¢; € E(H).

I
o

(f9) (D1, d2)

Un ejercicio bastante sencillo es demostrar que el conjunto C* x H x H (donde C* es el grupo
de complejos sin el cero) es un grupo con la multiplicacién dada por

(2, [yu)(w, g,v) = (zwexp(u, g), f + g,u+v). (2)

Denotemos por 2 a este grupo. Definamos la funcién ® que a cada terna (z,u,v) € 2A le
asigna el operador ®(z,u,v) = ze® Wea®) | Se verifica répidamente que ®(z,u,v) es un operador
invertible en E(H). Més atn, ® es una representacién del grupo 2. Es decir, ® es un homo-
morfismo de 2 al grupo de operadores invertibles en el dominio exponencial: Para cada h € H,

@((Z, u, U)('LU, I g))e(h) = (I)(Z> u, 'U)(I)(wa [y g)ﬁ’(h)

. . .. . _ 2
Lema 3.10. ®(z,u,v) es una isometria en el dominio exponencial cuando |z|*> = e~ 1"I" y utv = 0.

Demostracion.

I
2
[S)
—
Q]
Q
2,
Py
£
Q)

= [Pl TN e (), e e(g)

= [eeliitia (eole(p), e We(g))

= [ePPeld i (e( £ + u),e(g + u)
(&

.
[
®

I~ o~ o~ o~ o~ o~
s
<

S S
+

Pero (f,v) = (f,—u) = —(f,u) y, andlogamente, (v, g) = —(u, g), de donde
(D(z,u,v)e(f), (2, u,v)e(g)) = |z|2e St

_ 2 . .
y, al ser |z|? = e7II"I° | se tiene lo pedido.

Observacién 3.11. En otras palabras, el lema anterior nos dice que si f,g € H, entonces

(®(z,u,v)e(f), Bz, u,v)e(g)) = {e(f), e(9))-
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Observacién 3.12. Recordemos que toda isometria lineal en un espacio de Hilbert puede ex-
tenderse de manera unica y lineal a un operador unitario. Asi, para la isometria ®(z,u,v) del
lema anterior, denotemos de la misma manera a su extensiéon unitaria. Nétese que la igualdad
O((z,u,v)(w, f,9)) = ®(z,u,v)®(w, f,g) sigue siendo vélida para estas extensiones unitarias y
ahora en todo F(H).

Un grupo unitario de un sélo pardmetro, o grupo unitario uniparamétrico, es un homomorfismo
de la recta real al grupo de operadores unitarios de un espacio de Hilbert. Abusando de lenguaje,
nosotros nos referiremos por grupo unitario de un sélo parametro a la imagen de este homomor-
fismo. Con esta definiciéon y tomando en cuenta el Lema [3.10] y la Observacion [3.12], obtenemos

Teorema 3.13. Sea u € H fijo. Entonces la familia W(u) = {W;(u) : t € R}, donde Wy(u) =
<I>(e_”t“”2/2, tu, —tu), define un grupo unitario de un sélo pardmetro.

Demostracion. Sean s,t € R. Como ® es una representacion de 2, entonces

Wy (w)Wi(u) = ®(e /2 oy, —tu)® (e 19I°72 su, —su)
[(e7 104072 g0y, —tu) (e 15972 su, —su))
O (eIl /2=l 2=t (4 4 )y, —(t + s)u)
O (e~ P12 (4 1 §)u, —(t + s)u)
O (e NP2 (4 4 sYu, —(t + s)u)
= Wt-l-S(u)'

Esto muestra que W(u) es cerrado bajo multiplicacion y Wy (u)Ws(u) = Wiy s(u), por lo que el
producto es conmutativo. Si tomamos s = 0, vemos que hay neutro dado por Wy(u) = ®(1,0,0) =
I y, si hacemos s = —t, vemos que hay inversos multiplicativos dados por W;(u)™! = W_;(u) =

<I>(e_”_t“||2/2, —tu, tu). Esto prueba que W(u) es un grupo abeliano.
U

Teorema 3.14. W,;(u) mapea a los vectores exponenciales en € vy, por tanto, € es invariante para
este operador.

Demostracion. Es inmediata de la definicion de Wy (u).
U

Una familia uniparamétrica {U; : t € R} de operadores unitarios en un espacio de Hilbert H
se dice fuertemente continua si, para todos to € Ry ¢ € H, se tiene

lim Uth = Ut0¢,

t—to
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y ademas, U;Us = Uys para cualesquiera s,t € R. Es de notar que, por la ultima condicién,
Uy = U2 y, como Uy es unitario, entonces Uy = 1.

El estudio de los grupos unitarios a un sélo parametro pertenece a la Teoria de Semigrupos
Cuéanticos. Un resultado clasico sobre ellos, que usaremos mas adelante, establece una correspon-
dencia biyectiva entre los grupos uniparamétricos fuertemente continuos de operadores unitarios y
los operadores autoadjuntos. Es decir, a cada grupo unitario uniparamétrico fuertemente continuo
{U; : t € R} se le puede asociar de manera tnica un operador autoadjunto S.

Teorema 3.15. [Version diferencial de los generadores de Stone] Sea {U; : t € R} una familia
uniparamétrica fuertemente continua de operadores unitarios en un espacio de Hilbert H. Enton-
ces existe un operador autoadjunto S con dominio D C H, no necesariamente acotado, tal que
U, = €™ para todo t € R.

Reciprocamente, sea S autoadjunto no necesariamente acotado con dominio D C H. Entonces,

la familia U, = €™ es un grupo unitario uniparamétrico fuertemente continuo.

En estas condiciones, para cualquier ¢ € D, se cumple

S¢ = —ilim M
t—0 t
Esta igualdad se denota por
d
So=—1 —=U,
¢ ? dt t¢ t:07

(6] bien, S¢ = —iDtUt¢|t:0.

Como siempre, para una demostracién remitimos al lector a [6], pag. 73.

4. Relaciones Candnicas de Conmutacion en forma Infini-

tesimal

Dados dos espacios de Hilbert H y § con dos familias de operadores no acotados A = {a(f) :
feHYy A ={al(f): f € H} densamente definidos en ), con el mismo dominio D, cumpliendo:

e Para cualesquiera ¢, ¢ € D se tiene

(a'(f)¢1. al(g)d2) — (alg)or, alf)e2) = (£, 9) (61, d2),
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o para cualquier f € H, a'(f) = a(f)*|o y a(f) = al(f)"]», ¥

e cl mapeo f + al(f) es lineal,

diremos que A y A' son una representacion de la forma infinitesimal de las Relaciones Candnicas
de Conmutacion sobre (H,%), abreviado como RCC-I sobre (H,%) En este sentido, por el Teore-
ma [3.4] la Observacién 3.8y el Corolario [3.9] las familias de operadores de creacién y aniquilacion
satisfacen la RCC-1 en (H,F(H)).

Analicemos algunas propiedades de la RCC-I sobre (H,J(H)) tomando a las familias de crea-
cién y aniquilacion.

Teorema 4.1. Los dominios de los operadores a(f), a'(f), f € H, contienen a todos los vectores
de la forma {(0,---,0,0%"0,---):n>0,v € H} (donde el producto tensorial se encuentra en la
posicion n) y, con abuso de notacion:

a( o™ = nlf, )" sin > 1.
aT(f)v®" _ (n+1)_1/2(f®v®"+v®f®v®"_1+v®2®f®v®"_2+---+v®"®f).

Citamos [6], pag. 146, para una prueba de este resultado.

Corolario 4.2. El vector vacio e(0) estd en el dominio de a'(f1)a'(f2) - a'(fn) para cualesquiera
fi € H. Mds ain, a'(f)"e(0) = (0,0,~-~ ’ijjf@",()’...)_

Demostracion. Es inmediato del teorema anterior.

Corolario 4.3. Sean f,g € H. Entonces a(f)a'(g9)e(0) — af(g)a(f)e(0) = (f, g)e(0).

Demostracion. Es directo de la representacién de la RCC-1 en (H,F(H)).
U

Este resultado junto con los hechos de ser e(0) unitario y a(f)e(0) = 0 para toda f € H, nos
permitiran caracterizar al Espacio de Fock:

Lema 4.4. La familia {a'(f)"e(0) : n >0, f € H} es total en F(H).
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Demostracion. Sea ¢ € F(H) tal que (¢, a’(f)"e(0)) = 0 para cadan >0y f € H. Si tomamos
g € H arbitrario, entonces

g®2 g®n g®n+l
= 17 s T T ) y T
PR i)

n 2
(1 )
V2! Vn!

n+1 ®n+2
0,0,--,0, —2 9
Vin+ D! /(n+2)!

2

_ i lg®*11?
n k!
k=n+1
oy o

|
k=n+1 k!

— 0.

Luego, (¢,e(g)) = lim > (k!)~1(¢, a'(g)*e(0)) = 0 para cada g € H. Usando la totalidad de los
vectores exponenciales, se concluye que ¢ = 0, que es lo que se queria probar.
O

Lema 4.5. Sean $ y H espacios de Hilbert con las siguientes caracteristicas:

1. Ezisten dos familias de operadores A = {a(f) : f € H} y Al = {aT(f)~: f € H} con un
mismo dominio D en $ que son una representacion de la RCC-1 en (H, $)).

2. Existe un vector unitario w en D tal que al(f)"w estd bien definido para cada f € H y
n>1.

3. a(g)w =0 para todo g € H.

Entonces, para m > 1 y ¢ € D arbitrario, se tiene:
(a) (a'(g)¢,al(f)"w) = (¢, a(g)al(f)"w),
(b) a(g)a’(f)"w = m(g, f)al(f)"'w y
(c) {(w,al(f)"w) =
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Demostracion. Demostraremos a continuacién cada uno de los tres incisos.

(a) Nétese que la condicién 2. equivale a que af(f)™w € D, de modo que el lado derecho de
la expresién en (a) tiene sentido. Luego, si ¢ € D, entonces, dado que a(u) = af(u)*|p,

(af(g)¢, a'(f)"w) = (¢, a(g)a’(f)"w).

(b) Procedamos por induccién sobre m. Sea ¢ € D. Por (a), para m = 1, {(a'(g)v, a’(f)w) =
(¥, a(g)al(f)w).

Como a(g)w = 0, usando la ecuacién de la forma infinitesimal de la RCC, se tiene:

(g, F)(¥,w) = (a'(g)y, a(
= (

Al ser D denso y 1 € D arbitrario, se sigue que a(g)al(f)w = (g, f)w. Luego, lo que se pide
es cierto para m = 1. Supongamos ahora que (b) es cierto para alguna m > 1. Entonces, para
m + 1, tomando ¢ € D, tenemos:

=
Q—c—
<
3
&

7

Al ser D denso y ¢ € D arbitrario, se conluye que a(g)al(f)"'w = (m + 1)(g, f)a'(f)"w,
que es lo que se queria demostrar.

(c) (w,a’(f)"w) = (a(f)w,al(f)™ w) = 0. Nétese que fue importante que m > 1.
U

Teorema 4.6. Con las condiciones del Lema [[.8, si el conjunto {a'(f)"w :n > 0,f € H} es
total en §, existe un unico isomorfismo unitario U : § — F(H) tal que Uw = ¢(0) y Ual(f)"w =

a'(f)"e(0).
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Demostracion. Primero, notemos que

nl(f,g)" si n=m

(al (f)'w, a’(g)"w) = { 0 si n#m.

Para mostrar esto, procedamos por induccién en el caso m = n. Para n = 1, usando la RCC-I,
se sigue (a'(f)w, a'(g)w) = (f, g).

Supongamos que, para alguna n > 1, se tiene (af(f)™w,a’(g)™w) = m!(f,g)™ siempre que
0 < m < n. Entonces:

Analogamente se muestra el caso en que n # m. Concluimos asi que (a'(f)"w,af(g)"w) =
(a'(f)"e(0),a’(g)™e(0)). Més atin, es sencillo probar que si a'(f)"w = af(g)"w, entonces f = g
y n = m, de modo que el mapeo af(f)"w > a'(f)e(0) estd bien definido y conserva productos
internos entre dos conjuntos totales. Luego, por el Teorema 2.2 existe un tunico isomorfismo

unitario U : § — F(H) tal que Ual(f)w = a'(f)e(0). Este isomorfismo es el buscado.
U

5. Relaciones Canodnicas de Conmutacion en forma de Weyl

Otra relacion canénica de conmutacién de importancia es la de Weyl. Dados dos espacios de
Hilbert  y H con una familia de operadores unitarios {W( f): f € H} con dominio §, se dice que
esta familia es una representacion en forma de Weyl de la relacion de candnica de conmutacion en
(H,%), abreviado como RCC-W, si, para cada f € H fija, la familia {/Wv(tf)}teR es fuertemente
continua y se cumple la igualdad

W(f)W(g) = e ™ OW(f + g). (3)
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Recordemos que, dados u € H y t € R, los elementos del grupo fuertemente continuo W(u),
definido en el Teorema [3.13], son de la forma

Wi(u) = q>(€_”tu”2/2, tu, —tu) = o lItul®/2 gal (tw) ja(—tu)

en el dominio exponencial. Mas aun, se trata de isometrias en este dominio y, por tanto, admiten
una extension unitaria a todo el espacio de Fock.

Si tomamos ¢ = 1 y escribimos W (u) simplemente para referirnos a los operadores Wy (u),
entonces los elementos de la familia de operadores unitarios {W(u) : u € H} con dominio F(H)
son conocidos como operadores de Weyl.

Teorema 5.1. Los operadores de Weyl son una RCC-W en (H,F(H)).

Demostracion. Como W (u) = ®(e~1*I°/2 u, —u) en el dominio exponencial y este conjunto es total
en F(H), bastara con probar la ecuacién (3] para estos vectores usando la definicién del producto
dada por (2)) y el hecho de que ® es una representacion:

e /2y ) (eI ) )

(
(e 172y, —u) (e P72 g, —p))
(

[ull®+ 0] +2(u,v)) /2

W(u)W(v) =

e ( U+ v, —u — v)

=(Ilul®+lvl*+2{u,v))/2 pal (utv) ga(—u—v)

(& (&

e—(||u||2+||v||2+2Re<u,v)+2ilm(u,v))/26aT (utv) La(—u—v)

e

—ilm (u,v) €—||u+v||2/2eaT (u+v) ja(—u—v)

e
e‘iIm(u’”><I>(e‘”“+””2/2, u+ v, —(u+v))
— e—iIm(u,v)w(u + U),

e

que es lo que se queria probar.

]
Teorema 5.2. El conjunto {W(u)e(0) : u € H} es total en F(H).
Demostracion. Basta con notar que
W (u)e(0) = e—llull2/2eaT(u)ea(—U)6(0) = ¢ P2 (y)
y usar la totalidad de los vectores exponenciales.
O
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Usando el resultado anterior, se puede demostrar que la RCC-W también es tnica, salvo iso-
morfismo, siempre que se tenga un vector unitario con esta propiedad de totalidad.

Teorema 5.3. Sea {W(f): f € H} una familia de operadores unitarios en un espacio de Hilbert
9 que satisface la forma de Weyl de la RCC en (H, ) y que es continua como mapeo de H a B($),

donde este 1ultimo es equipado con la topologia de la convergencia fuerte, asi que en particular, por
el Teorema[3.13, el operador autoadjunto r(f) = —iDtW(tf)|t:0 estd bien definido. Supongamos
que existe un vector unitario w perteneciente al dominio de cada r(f) tal que, para cada f € H,
(r(if) —ir(f))w =0, y que el conjunto {W(f)w . f € HY es total en $. Entonces existe un inico
isomorfismo de espacios de Hilbert U de $ a F(H) que mapea a w en el vector vacio e(0) y tal
que UW(f) =W(f)U para cada f € H.

Demostracién. Primero, es facil comprobar que W (u)W (v) = e~ 2 @)W ()W (u). Por otra parte,
nétese que para cada g € H se tiene que W (g)w pertenece al dominio de r(f). En efecto:

W(tf) — I~ —2ittm(f,g) N
i VD =T v = 1 € W (@)W (tf)w = W(g)w
t—0 t t—0 t
— —2ztlm<fg o
= W(g )hm (tf)w w
t—0 t

que claramente existe. Asi, para cada f € H, definamos a(f) y a'(f) como a(f) = (r(if) —ir(f)) /2
vy al(f) = (r(if) +ir(f)) /2. Notemos que a(f)w =0y a'(f) = ir(f)w.

Ademas, para todo t real y ¢ en el dominio de r(u) arbitraria:
W (tw)W (v)o
e—2itlm<u,v)W(U>W(tu>¢
_ N
— (%) W(v)o

—1

_ (e_zitlm(u,v>’m7(v)W(tu) - W(v)) ¢

t
— () (fe ) () + W(tw) — 1) o
N e—2itlm(uw) | __ W (tu) —

~_ Haciendo ¢ — 0, por la continuidad de W(v) y la definicién de 7(u), se obtiene r(u)W(v)¢ =
W(v)(—2Im(u, v)¢ + r(u)p), o equivalentemente

r()W @) = W(w)r(u) — 2Im{u, v) W (v). (4)
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Luego,
a(wW)Ww = 274 r(in) — ir(w)W(v)w
= 27 (W()r(iu)w — 2lm(=ifu, )W (v}
27! (W (0)r(w)w - 2ilm(u, o)W (v)w)
- ( (v)r(u)w+2Re<u,v))W(v)w)
o1 ( W (0)r(uw)w — 2im{u, UW(U)W)
= (u,0)W(v)w.

Més atn, es facil ver la igualdad (a(u)W (v)w, W(f)w) = (W (v)w, al (u)W (f)w).

Por otra parte, el hecho de ser r(f)w = —iD,W (tf)w|i—o implica
d —~ N
3 WEHw=ir(HW(tf)w. ()

En efecto. Obsérvese que

W((t+h)f) = W(tf +hf) = ™S DW (W (Lf) = W ()W (Lf).

Luego,

oy W+ ) P = W(tf)w o W(RNW(Ef)w = W (tf)w

h—0 h h—0 h

= ir(H)W(tSf)w.

Ahora bien, para f fija, como {W(t f)}ier es fuertemente continua, usando la ecuacién (@) es
facil comprobar que F(t ( ) ir( f) (tf)w es contlnuo como mapeo F : R — §. Por tanto, para
cada t € R, existe J(¢ fo s)ds = fo ir(f)W (sf)wds. Esto significa que para cada t € R,

J(t) € $ cumple

< [ O spods.) = [ oo as

para cualquier x € 9.

La existencia de J(¢) con esta propiedad junto con la ecuacién (B nos muestra la igualdad

W(tf)w =w+ /t z'r(f)W(sf)w ds para todo t € R.
0
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De esta forma:
[Werow) = o)+ ([ (DT swdsw)

= 1 [T .0 s

= = [ (e as

= 1= [ (e as

= 1= [ el (1) ds

= 1= [T s, s

= 1= [0 ds

= U [ s ) ds

Esto muestra que el mapeo G : R — C dado por G(t) = (/V[\?(tf)w,@ es absolutamente
continuo y derivable, y su derivada satisface G’(t) = —|| f||?tG(t) con condicién inicial G(0) = 1,
de donde G(t) = e~?IMI*/2 Luego, para t = —1, se concluye (W (- f)w,w) = e~ I11I°/2 y usando la
unitariedad de W( f), se sigue la igualdad

(W, W(f)w) = e MIP/2

Sea S = {W(f)wwf € H}. Tomemos W (f)w, W(g)w € S satisfaciendo W (f)w = W (g)w.
Entonces w = ™91 (g — f)w. Por lo tanto

1 = (ww)
im(f,9) <w, W(g — f)w>

—  im(f9) o=llg—=FI*/2

Tomando mddulos, concluimos que f = g. Sea V : S — F(H) dada por V/V[7(f)w =W(f)e(0).
Por lo anterior, V estd bien definida. Ademas,

W (o, W(g)w) = (w, W(=F)W(g)w)
= MU0, W (g - flw)
e (f,9) o= llg—fII* /2
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y con esto es facil deducir la igualdad (W (f)w, W(g)w) = (W (f)e(0), W(g)e(0)).

Finalmente, por la totalidad de S, se puede extender V' a un operador unitario en todo § tal
que VW (f)=W(f)Uy Vw=VW(0)w = e(0), que es lo que se queria probar.
O

6. Aplicaciones

Veamos ahora un par de aplicaciones. La primera de ellas concerniente a la Isometria de Ito,
mientras que la segunda al Proceso Cuantico de Posicién.

aplicacion 6.1 (La Isometria de Ito). Para los probabilistas, el Movimiento Browniano es un
proceso estocastico cldsico que se construye de la siguiente manera. Consideremos el espacio €
consistente de todas las funciones continuas real-valuadas w en [0, 00] tales que w(0) = 0. Sea
B la menor o-algebra de subconjuntos con la propiedad de que cada una de las funcionales eva-
luadoras B;w = w(t) es medible. Wiener probd que existe una tinica medida de probabilidad en el

espacio medible (£2,B), conocida como medida de Wiener, cumpliendo que, para z1,--- ,x, € R
y t1,- -, t, € [0,00] arbitrarios,
E AN B = Ly
exp |4 Z By, | | = exp | —3 Z (tj Ntg)xjog |
j=1 7,k=1
donde t; Aty = min{¢;, t;} para cualesquiera j, k € {1,---,n}. El proceso estocdstico B = { B, };>¢

es el movimiento browniano.

Para lo que resta del capitulo es necesario tener un conocimiento previo de Célculo Estocasti-
co Clésico. Particularmente Integracion Estocastica respecto del Movimiento Browniano. Para el
lector que no maneje estos conceptos, una buena introduccién puede ser [5], capitulos 2 y 3.

Denotemos por W a la medida de Wiener. Un hecho bien conocido dentro del Calculo Es-
tocdstico Cudntico es que F(H) = L*(W) cuando H = L?[0, 00]. Mds atin, se sabe que e(0) = 1
y e(f) = elo /B2 [T 1) ds donde [ f(s) dB; es la integral estocdstica de la funcién de-
terminista f respecto al movimiento browniano (ver, por ejemplo, [1]). Luego, los operadores de
aniquilacion y creacién toman la forma

a(u)e(f) = (u, fle(f) = / T A f(s) ds el OB I s s
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al(w)e(f) = {/000 u(s)dB; — /000 f(s)u(s) ds} ol F(8)dBa—5 [7° f(s)%ds

Asi, la RCC-I se traduce en

[ ([ wan [Treas) ([T oz [ o as)

x efa” TEABs=} [ TG ds o fi¥ o()dBa—3 [ 9(5)* ds gy
:/ U(S)’U(S) ds €<fyg>
0
+// v(s)f(s)ds/ u(s)g(s)ds 19 qW.
QJO 0

Si hacemos f = g = 0 en la ecuacion anterior, obtenemos

/Q /Om@df;s/omv(s) dB, dwz/oooﬁv(s) ds. (6)

Finalmente, si en la ecuaciéon (@) tomamos u = v, tendremos:

|| ws)a.

2 IS
dW = / lu(s)|? ds,
0

que es la Isometria de Ito.

aplicacion 6.2 (El Proceso Cuantico de Posicién). Sea H = L?[0,00]. Para cada t > 0,
es claro que la funcién indicadora del intervalo [0, 1], representada como 1jpy, es un elemento de
H. Denotemos por A(t) y A'(t) a los operadores a(ljy) v a'(1lpy), respectivamente. Se defi-
nen los procesos de creacién y aniquilacién como las familias ordenadas AT = {AT(t) : t > 0} y

A={A(t):t>0}.

Sea Q(t) = Af(t) + A(t). La familia ordenada P = {Q(t) : t > 0} es conocida como Proceso
Cudntico de Posicion. Este proceso es probablemente el mas importante dentro del Célculo Es-
tocastico Cuantico. Debemos mencionar que es el andlogo al Movimiento Browniano del Célculo
Estocastico Clésico. En [2] se hace un estudio detallado de la Integral Estocdstica Cudntica res-
pecto a los procesos de creacién y aniquilacién, mientras que en [4] se demuestra que la Férmula
de Tto Clasica puede deducirse a partir de integracion estocastica cuantica respecto al proceso de
posicién utilizando el siguiente resultado:
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Teorema 6.3. Q(t)"e(0) es de la forma
Q(t)"e(0)

- m t0/2AT”e(0)+t1/2[ " 1] AT”_16(0)+1€2/2{ " 2] A 26(0) + - - -

n n — n —
4 p(n—k)/2 m AFe(0) + -+ -

n

} Atle(0) + /2 { O} e(0)

fn=1)/2 |1
* 1

para ciertos reales {Z] tales que {Z] =1, [ " } =0, {njL 1] = {n] Y
n+1f (r+2) nol L |n
r+1] r+2 r|’

donde AT* = AT(t)*,

Expondremos ahora una generalizaciéon del teorema anterior, la cual hemos demostrado utili-
zando la RCC en forma infinitesimal.

Teorema 6.4. Bajo las condiciones del Lema[[.5, se tiene que (a'(f) + a(f))"w es de la forma
(a'(f) +a(f))"w
= "amrw+a| " ldm T wra?| " lam w4
n n—1 n—2

+amF [Z] alfw 4 -

para ciertos reales {Z] tales que {Z] =1, [ " } =0, [njL 1] = {n] Y

e L) [

donde o = | f|| y o™ = o' (f)".
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n

Demostracion. Por induccién sobre n. Para n = 1, se tiene (a'(f) + a(f))"w = a'(f)w y va.

Supongamos que la formula es correcta para alguna n > 1. Entonces:

(a'(f) +a(f))"w
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i Z Lo—k+2 {Z] atb=1,,
k=2

n+1 n
+« [1} w
= [n} a"tly + a [ } almw
n n—1
n—2 n n—2
+) ok a®ly + k+ 2)a" " [ } a1y
I W T
n+1 n
+« [1} w
— [n a™u + o [ } amw
n -1
n—2 n n
k 92 n—k . tk+1
+k:0{[k}+( +)L€+Q]}a a™ " w
n+1 n
+« [1} w

Con esto, es facil concluir.
U

Es importante senalar que este resultado puede ser a su vez generalizado para considerar al
operador (af(f) + a(g))" tomando o = (g, f)*/? y, dado que el espacio de Fock es un espacio de
Hilbert complejo, no nos preocupamos porque (g, f) sea negativo.

7. Conclusiones y Comentarios Finales

El estudio de las Relaciones Canoénicas de Conmutacién es una parte de la Mecénica Cuantica.
Puede desarrollarse a través de teorias mas abstractas como las algebras de Lie y C* y, como ya
se dijo, con Semigrupos Cudnticos. El tratamiento que aqui mostramos estd inspirado en [2].

Muchas de las propiedades mas importantes de los operadores de creacién y aniquilacién pue-
den deducirse a través de las RCC. El punto principal aqui es el hecho de ser af(f) una restriccién
de a(f)*. Asi, las formas explicitas que definen a estos operadores no son tan importantes como
las relaciones entre ellos. Prueba de ello son, por ejemplo, la deduccion de la Isometria de Ito que
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hemos presentado y, a través del Teorema [6.3] demostrar de una manera original la Formula de
Ito indirectamente mediante la RCC-I. De ahi se sigue que es posible hacer una construccién de
la Integral de Ito Clasica de forma novedosa utilizando Célculo Estocastico Cuantico.

Finalmente, la prueba del Teorema [5.3] sobre la unicidad de la RCC-W puede ser hecha de va-

rias maneras, incluyendo un corolario del Teorema y una representacion en serie de potencias

del operador e W+a(w) 15 demostracién que aqui presentamos fue inspirada por esta idea.
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Capitulo 3

Condiciones que implican la continuidad de una funcién

real de variable real

Manuel Ibarra Contreras, Armando Martinez Garcia
FCFM, BUAP

Resumen

Este capitulo tiene como objetivo el encontrar condiciones suficientes para la conti-
nuidad de una funcién de R en R. En unos casos, analizando alguna propiedad que
satisfacen las funciones continuas, encontramos condiciones adicionales a ésta para ob-
tener la continuidad de la funcién. Por ejemplo, toda funcién continua definida en un
intervalo cerrado y acotado tiene la propiedad del valor intermedio; en el Teorema
se prueba que si ademas de satisfacer ésta propiedad, la funcién tiene fibras cerradas,
entonces la funcién es continua. En otros casos debilitamos el concepto de continuidad
de una funcién y analizamos bajo qué condiciones adicionales se obtiene la continuidad
de dicha funcién. Por ejemplo, f : R — R es una funcién casi-continua en xy € R, si pa-
ra toda vecindad V de f(z,) existe un conjunto abierto U tal que xg € U C clg f~1(V);
el Teorema [4.11] prueba que si f es una funcién casi-continua en todo punto de R y el
conjunto de puntos donde f es continua es denso en R, entonces f es continua en R.

1. Introducciéon

Un tema que sin duda es importante dentro del estudio de las funciones de R en R es determinar
bajo qué condiciones una funciéon de R en R es continua. En este capitulo estudiamos algunas de
esas condiciones. Por ejemplo, es conocido que toda funcién continua f : [a,b] — R satisface las
condiciones:

1. si para todo intervalo [a,b] y y € (f(a), f(D)) (0o y € (f(b), f(a))) existe x € (a,b) tal que
flx) =y

2. para todo y € R, f~!(y) es un conjunto cerrado en R.

Aqui probaremos que el inverso también es valido.
En la siguiente seccién se dan las definiciones basicas y algunos resultados elementales relacio-
nados con tales conceptos y las funciones continuas. En la seccion 3, ademas de probar lo dicho al
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inicio de esta introduccion se encuentran condiciones suficientes relacionadas con las propiedades
de compacidad y conexidad que implican la propiedad de continuidad. En las dos tltimas seccio-
nes se definen los conceptos de casi-continuidad y semi-continuidad de una funcién y, entre otros
resultados, se prueba que (ver Corolario [5.4]) si f : R — R es una funcién casi-continua en todo
punto de R y el conjunto de puntos de semicontinuidad es un conjunto denso en R, entonces f es
continua en R.

2. Resultados generales

Sean a,b € R con a < b, el intervalo abierto (a,b) es el conjunto {x € R : a < = < b}.
Aqui consideraremos a R como un espacio topoldgico con la topologia inducida por los intervalos
abiertos. Por lo tanto, dado U C R, U es un conjunto abierto si para cada x € U existe € > 0 tal
que (x —e,xz+¢€) CU y F CR es un conjunto cerrado si y sélo si R\ F' es abierto. Es conocido
que F' C R es un conjunto cerrado si y sélo si clg(F) = F, donde clg(F') es la cerradura de F', F
es acotado si existe A > 0 tal que |z| < A para toda x € F. Un subconjunto K C R es compacto
si y sblo si es un conjunto cerrado y acotado. Por Intg(F') denotaremos el interior del conjunto
F. También sabemos que U C R es un conjunto abierto si y sélo si U = Intg(U). Un subconjunto
V C R es vecindad de x € R si existe un conjunto abierto U C R tal que z € U C V.

También consideraremos a R? con la topologia producto, es decir, W C R? es un conjunto
abierto en R? si para cada (z,y) € W existen conjuntos abiertos U,V en R tales quex € U,y € V
y (z,y) e UxV CW.

Es conocido que R con esta topologia es un espacio:

1. T3, es decir, para todo x € R, {x} es un conjunto cerrado,

2. Ty, es decir para cualesquiera x,y € R con x # y existen conjuntos abiertos U,V en R tales
quexelU,yeVyUnV =40,

3. regular, es decir, para todo conjunto abierto U y x € U existe un conjunto abierto W tal
que z € W C clg(W) C U,

4. localmente compacto, es decir, para todo conjunto abierto U y x € U existe una vecindad
compacta W tal que z € W C U,

5. conexo, es decir, los tinicos conjuntos abiertos y cerrados son el () y R,

6. localmente conexo, es decir, para todo abierto U y x € U existe un conjunto abierto conexo
W tal que z € W C U,
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7. primero numerable, es decir, para cada x € R existe una familia numerable de conjuntos
abiertos B = {V}, : n € N} tal que para cada conjunto abierto U, si x € U existe ng € N tal
que z € V,,, C U.

También usaremos el siguiente resultado conocido.

Observacién 2.1. Sean A, B C R, entonces

1. A es conexo si y sélo si A es un intervalo o A tiene sélo un punto;

2. Si AC B C clg(A) y A es un conjunto conexo en R, entonces B es un conjunto conexo en
R. En particular, si A es conexo, entonces clg A es conexo.

Definicién 2.2. Si S C R diremos que:
1. S es un conjunto abierto regular si S es un conjunto abierto y S = Intg(clg(5));
2. S es un conjunto cerrado regular si S es un conjunto cerrado y S = clg(Intg(95));
3. S es un a-conjunto si S C Intg(clg(Intg(S))) ;

4. S es un A-conjunto si existen un conjunto abierto U y un conjunto abierto regular W tales

que S =U\W.

Es claro que S es un A-conjunto si y sélo si existen un conjunto abierto U y un conjunto
cerrado regular V' tales que S = U NV y que si U es un conjunto abierto, éste es un A-conjunto
vaque U="U\ 0.

Teorema 2.3. St U C R, entonces U es un conjunto abierto si y solo si U es un a-conjunto y un
A-congunto.

Demostracion. Si U es un conjunto abierto, entonces U = Intg(U) de donde U C clg(Intr(U)),
lo cual implica que U = Intg(U) C Intg(clg(Intg(U))). Por lo tanto U es un a-conjunto y como
U ="U\ 0 se sigue que U es un A-conjunto.

Reciprocamente como U es un A-conjunto existen un conjunto abierto V' y un conjunto
cerrado regular C' tales que U = V N C. Dado que U es un a-conjunto se sigue que V N
C C IntR(clR(IntR(V N C))) = IntR(clR(IntR(V) N IntR(C’))) C IntR(clR(V) N clR(IntR(C))) =
IntR(clR(V) N C) = IntR(clR(V)) N IntR(C)

Como V' C Intg(clg(V)) se sigue que VN C =(VNC)NV C Intg(clg(V)) N Intg(C)NV =
V N Intg(C), lo cual implica que VN C C V N Intg(C) y como V N Intg(C) C V N C entonces
U=VnNC=VnlIntg(C). Por lo tanto U es un conjunto abierto. O

Definicién 2.4. Dada una funcién f: R — R.
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1. f es una funcién conexa si para todo conexo C, f(C') es conexo,
2. f es una funcién mondtona si para todo y € R, f~*(y) es conexo,

3. f es localmente acotada en xg si existen A > 0 y un conjunto abierto U, tales que o € U y
para todo z € U, |f(z)] < A,

4. f es localmente acotada en R si es localmente acotada en cada punto de R,
5. f es acotada en R si existe A > 0 tal que para toda z € R, |f(z)| < A,

6. f satisface la Propiedad de valor intermedio (PVI) si para todo intervalo [a,b] y y €
(f(a), f(b)) (0 y € (f(b), f(a))) existe x € (a,b) tal que f(z) =y,

Observaciéon 2.5. Si f : R — R es una funcién, entonces

1. Si f es acotada en R entonces f es localmente acotada en R. Ya que como f es acotada en
R existe A > 0 tal que |z| < X\ para toda x € R, por lo tanto tomando U = R y la A ya
existente se sigue que f es localmente acotada en R.

2. Ademas, usando la Observacién 2,111, tenemos que si f es conexa, entonces f satisface la
PV . Para esto basta observar que dados cualesquiera a,b € R con a < b entonces [a, b] es
un conjunto conexo en R y por lo tanto f([a,b]) es un conjunto conexo en R, de donde se
sigue que f satisface la PVI.

Lema 2.6. Si f: R — R es una funcidn conexa y mondtona, entonces para todo y € R, f~1(y)
es un conjunto cerrado en R.

Demostracién. Sea y € R. Como f es una funcién mondtona, f~!(y) es un conjunto conexo.

Consideremos z € clg(f~*(y)); dado que f~*(y) C f~ (y)U{z} C clr(f~(y))y [~ (y) es conexo,
entonces, de la Observaciéon 2112, f~!(y)U{z} es conexo. Como f es una funcién conexa, f(f~*(y)U
{z}) = {y} U{f(x)} es conexo, lo cual implica, de la Observacién 2111, que {y} U {f(z)} es un
conjunto de un punto, asi que f(z) = y, de donde se sigue que z € f~1(y). Por lo tanto, f~!(y) es
un conjunto cerrado. O

De manera similar a la prueba del Lema se demuestra el siguiente resultado.

Lema 2.7. Si f : R — R es una funcion conexa, entonces para todo conjunto conexo C' C R,

f(ClRC) C CZR(f(C))

Lema 2.8. Sean f : R = R una funcion y xy € R, entonces f es localmente acotada en xy si y
solo si existe un compacto K C R tal que zy € Intg(f~1(K)).
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Demostracion. Tenemos que f es localmente acotada en xg si y solo si, existen A > 0 y un
conjunto abierto U tales que zy € U y para todo x € U, |f(x)| < A siy sélo si para todo = € U,
f(z) € [=\, ] siy sdlo si para todo z € U, z € f~H([=\,\]) si y sélo si U C f~H([=), \]) si sélo
si xg € Intr(fH([=\N])). O

Definicién 2.9. Si f : R — R es una funcién, la grafica de f, la cual denotaremos como Graf(f),
es el conjunto Graf(f) = {(z, f(x)) : x € R}.

Lema 2.10. Si f : R — R es una funcidn, entonces Graf(f) es un conjunto cerrado de R? si y
solo si para todo x,y € R tales que f(x) # y existen conjuntos abiertos U,V en R tales que x € U,
yeVy f(UNV =0,

Demostracion. Sean z,y € R tales que f(z) # y entonces (x,y) ¢ Graf(f). Como Graf(f)
es un conjunto cerrado de R? existen conjuntos abiertos U,V C R tales que x € U, y € V' y
(U xV)NGraf(f)=0. Afirmamos que f(U)NV = (). Si existe z € f(U)NV, entonces z € f(U)
y z € V lo cual implica que existe z* € U tal que f(z*) = z y z € V, de donde se sigue que
f(z*) € V. Por lo tanto (z*, f(z*)) € (U x V)N Graf(f) lo cual es una contradiccion.

Ahora, supongamos que para todo z,y € R tales que f(x) # y, existen conjuntos abiertos U, V'
en R talesque x e U,y € Vy f(U)NV = . Es claro que (U x V)N Graf(f) =0, de donde se
sigue que Graf(f) es un conjunto cerrado de R O

Una sucesion {(,, Yn) Inen en R? converge a un punto (g, %) € R?, lo cual denotaremos como
(T, Yn) = (0, o), siy s6lo si {x, tnen converge a o v {yn, fnen converge a yo, donde una sucesién,
{zn}nen en R converge a zy € R si y s6lo si para todo € > 0 existe N € N tal que

para todan > N, |z, — zo| <€

lo cual denotaremos como z, — 2z 0 como lim z, = zg.

Observemos que, dado que R es primero numerable, si zy € clg A, entonces existe una sucesién
{Zp}nen en A tal que z,, — xo.

Del Lema .10 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.11. Si f : R — R es una funcién, entonces Graf(f) es un conjunto cerrado de R? si
y sdlo si para todo sucesion {T, }nen tal que z, — x y (x,, f(x,)) = (z,y) se tiene que f(x) =y.

Lema 2.12. Si f : R — R es una funcién, Graf(f) es un conjunto cerrado de R?* y K C R es
un subconjunto compacto, entonces f~1(K) es un conjunto cerrado de R.

Demostracion. Sea K C R compacto. Si zy € clg(f~'(K)), entonces existe una sucesion {z, hnen
tal que z,, — xoy z, € f~}(K) para todan € N. De donde se sigue que f(z,) € K paratodan € N
y, como K es compacto, existe yo € K tal que f(z,) — yo. Es claro que (z,, f(x,)) — (xo,v0)
y, como Graf(f) es un conjunto cerrado, del Corolario 2I1l f(z¢) = yo lo cual implica que
zg € f~HK). Por lo tanto f~!(K) es un conjunto cerrado de R. O
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Del Lema 2.12] se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.13. Si f : R — R es una funcion y la Graf(f) es un conjunto cerrado de R?,
entonces para todo y € R, f~1(y) es un conjunto cerrado de R.

De aqui en adelante si f : R — R es una funcién y Graf(f) es un conjunto cerrado de R,
diremos que f tiene Graf(f) cerrada.

Recordemos que dada una funcion f : R — R, xg,b € R, b es el limite de f en z, si para todo
€ > 0 existe 6 > 0 tal que

|f(z) —b] <esi0<|z—mx <0,

lo cual denotaremos como lim ,_,,, f(z) = b.
El siguiente resultado es bien conocido.

Lema 2.14. Si f : R — R es una funcion y xo,b € R, entonces b es el limite de f en x¢ si y
solo si para toda sucesion {T,}nen que converge a o tal que x,, # xo para todo n € N, la sucesion

{f(x,) }nen converge a b.

Recordemos que dada una funcién f : R — R, xq9,b € R, b es el limite de f en xg por la
izquierda (respectivamente, por la derecha) si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

|f(x) —b| < esixz € (xg—0,x0), (respectivamente = € (g, g + 9))

lo cual denotaremos como lim ,_, - f(z) = b, (respectivamente, lim _, « f(z) = b).
El siguiente resultado es conocido.

Teorema 2.15. 5i f : R — R es una funcion y xq,b € R, entonces b es el limite de f si y solo si
b es el limite de f por la derecha y por la izquierda.

3. Continuidad
Recordemos que dada una funcién f : R — R, f es continua en zy € R, si para todo € > 0
existe 0 > 0 tal que
| f(x) = fzo)| < e€st|z— x| <9,

lo cual denotaremos por lim .., f(z) = f(z0).
Si f es continua en cada punto de R diremos que f es continua en R.
Del Lema [2.14] se tiene el siguiente lema.

Lema 3.1. S f : R — R es una funcion y xo € R, entonces f es continua en xqy si solo si para
toda sucesion {x,}nen que converge a xo la sucesion {f(x,)}nen converge a f(xo).

El siguiente resultado es conocido.
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Lema 3.2. 5i f : R — R es una funcion, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. f es continua en R,
2. para todo conjunto cerrado F' en R, f~1(F) es un conjunto cerrado en R,
3. para todo conjunto abierto U en R, f~1(U) es un conjunto abierto en R.

También sabemos que dada una funcién f : R — R y xg € R, f es continua en xy por la
izquierda (respectivamente, por la derecha) si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

|f(z) — f(xo)] < esiz € (xg—0,x0) (respectivamente, si z € (zg, zo + 9))

lo cual es equivalente a que lim - f (x) = f(xo) (respectivamente, lim St S (x) = f(x0)).
Del Teorema [2.15] se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.3. 5@ f : R — R es una funcion y o € R, entonces f es continua en xqy si y solo si
f es continua en xqy por la izquierda y por la derecha.

Lema 3.4. Si {x,}nen una sucesion en R y xy € R, entonces {x,}nen converge a zo si y solo si
para todo conjunto abierto U C R tal que xq € U existe N € N tal que x,, € U, para todo n > N.

Observacién 3.5. Si f : R — R es una funcién continua en R, entonces

1. Para todo conjunto conexo C' en R, f(C') es un conjunto conexo en R ya que, si C' es un
conjunto conexo en R entonces de la Observacion 2.111 se sigue que C' es un intervalo o tiene
un solo punto y se puede ver que entonces f(C) es un punto o un intervalo lo cual implica
que f(C') es un conjunto conexo en R.

2. Para todo compacto K C R, f(K) es compacto. Para ver esto es suficiente observar que
como K es compacto, K es un conjunto cerrado y acotado y como f es continua entonces
f(K) es un conjunto cerrado y acotado.

3. Graf(f) es un conjunto cerrado en R?; para ver esto sean x,y € R tales que f(z) # y como
R es un espacio T5 existen conjuntos abiertos W,V en R tales que

flx)eW,yeVyWnV =1{.

Como f es continua en z y f(z) € W, existe un conjunto abierto U en R tal que f(U) C W
lo cual implica que f(U)NV = @ de donde aplicando el Lema 2.10 tenemos que Graf(f) es
un conjunto cerrado en R2.

Teorema 3.6. Si f : [a,b] = R es una funcion la cual satisface las siguientes condiciones

1. f satisface PVI y
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2. para todo y € R, f~1(y) es un conjunto cerrado en R,
entonces f es continua en |a,b).

Demostracion. Sean xy € [a,b], € > 0y x1,x9 € [a,b] tales que xy € [x1,x2]. Del inciso (2) se sigue
que fH(f(xo)+e€)y fH(f(xg) —€) son conjuntos cerrados; ademas es claro que zg ¢ f~1(f(zo)+e)
vxo & [ f(xg)—¢), entonces existen 6, > 0y dp > 0 tales que: (z9—01, 2o+01)Nf 1 (f(20)+e) =0
v (2o — 02,00 + 02) N f71(f(x) — €) = (. Eligiendo § = min{d, 52} se sigue que (zg — 8, z9 + ) N
Y f(xo) +€) =0y (xg— 3,20+ 0) N [T [f(xg) —€) = 0.

Afirmamos que si x € (zg — d, 29 + ), entonces f(x) € (f(zo) — €, f(xo) + €). Supongamos
que existe x € (g — d, 29 + 9) tal que f(x) ¢ (f(xo) — €, f(xg) + €), entonces f(x) < f(xg) —€ 0
f(zo) + €< f(x). Como x € (xg — d, 9 + J), entonces xop < = 0 T < Tp; SUPONGAMOS que Ty < Ty
que f(xg) + € < f(x). Del inciso (1) se sigue que existe z* € (g, x) tal que f(z*) = f(xg) + € lo
cual implica que (zo — 8,79+ ) N f~1(f (o) + €) # 0 lo cual es una contradiccién. Los otros casos
son tratados en forma andloga. Por lo tanto f es continua en [a, b]. O

Como toda funcién continua en [a, b] satisface las condiciones (1) y (2) del Teorema [3.6]se tiene
el siguiente corolario.

Corolario 3.7. Sea f : [a,b] — R. Se tiene que f es continua en [a,b] si y sdlo si
1. f satisface PV I y
2. para todo y € R, f~1(y) es un conjunto cerrado en R.

Es claro que si f : [a,b] — R es una funcién inyectiva, entonces para todo y € R, f~1(y) es
cerrado en R. Se sigue del Teorema [3.6, el siguiente corolario.

Corolario 3.8. Si f : [a,b] — R es una funcion inyectiva la cual satisface PV1, entonces f es
continua en |a, b|.

También tenemos que si f es una funcién conexa, de la Observacion 252 se sigue que f
satisface PV'I por lo tanto, aplicando el Lema y el Teorema se obtienen los siguientes
corolarios.

Corolario 3.9. Si f : R — R es una funcién coneza tal que para todo y € R f~1(y) es cerrado,
entonces f es continua en R.

Corolario 3.10. Si f : R — R es una funcion conexa y mondtona entonces f es continua en R.
Del Lema 2.12] y Teorema tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.11. Si f : R — R es una funcion que satisface PV I y tiene Graf(f) cerrada,
entonces f es continua en R.
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Teorema 3.12. Si f : R — R es una funcion localmente acotada en xy y tiene Graf(f) cerrada,
entonces [ es continua en xg.

Demostracion. Sea o € R tal que f es localmente acotada en x(, entonces, por el Lema [2.8]
existe un compacto K C R tal que xo € Intg(f !(K)). Sea V un conjunto abierto en R tal que
f(zo) € V. Como K \V C Ky K\V es cerrado, entonces K \ V es compacto y como f tiene
Graf(f) cerrada, del Lema se sigue que f~'(K \ V) es un conjunto cerrado.

SiU = Intg(fH(K))\ f7HK \ V), es claro que xg € U, que U es un conjunto abierto y que
U C f~4(V). Por lo tanto, del Lema 3.2 se sigue que f es continua en . O

Corolario 3.13. Si f : R — R es una funcidn localmente acotada en R y f tiene Graf(f) cerrada,
entonces f es continua en R.

De la Observacién 2511 y Teorema [B.12] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.14. Si f : R — R es una funcion acotada en R y f tiene Graf(f) cerrada, entonces
f es continua en R.

De los Lemas 2.12] y tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.15. Si K es un subespacio compacto de R y f : R — K es una funcion con Graf(f)
cerrada, entonces f es continua en R.

Teorema 3.16. Si f : R — R es una funcion tal que para todo compacto K C R, f(K) es
compacto y f no es continua en xo € R, entonces existen una sucesion {x, }neny yy € R tales que

Tn — 20, Y # f(@0), y f(xn) =y para toda n € N.

Demostracion. Sea xog € R. Si f no es continua en x,, entonces existen un conjunto abierto V'
y una sucesion {z,}nen tales que f(zg) € V, z,, — oy f(x,) ¢ V para todo n € N. Si no
existe y € R tal que para todo n € N, f(z,) = y, como el conjunto {z, : n € N} U {zo} es
compacto, entonces {f(x,) : n € N} U{f(zo)} es compacto y, como f(z,) ¢ V para todo n € N,
se sigue que {f(x,) : n € N} es compacto; por lo tanto existe ng € N tal que f(z,,) es punto
de acumulacién de {f(z,) : n € N}. Pero ({z, : n € N} \ {z,,,}) U {z0} es compacto de donde
se sigue que {f(z,) : n € N} \ {f(z,,)} es compacto lo cual contadice el hecho de que f(z,,) es
punto de acumulacién de {f(x,) : n € N}. Por lo tanto existe y € R tal que para todo n € N,

f(zn) = y. O

Teorema 3.17. Si f : R — R es una funcion tal que para todo compacto K C R, f(K) es
compacto y para todo y € R, f~(y) es un conjunto cerrado, entonces f es continua en R.

Demostracion. Si f no es continua en xy € R, del Teorema [3.16] existen una sucesion {x, }pen y
y € R tales que x, — 7o, y # f(x0), y f(z,) = y para toda n € N; lo cual implica que f~!(y) no
es cerrado, lo cual es una contradiccion. O
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Como toda funcién continua en R satisface las hipétesis del Teorema B.17] se tiene la siguiente
consecuencia inmediata.

Corolario 3.18. Sea f : R — R una funcion. Se tiene que f es continua en R si y sélo si para
todo compacto K C R, f(K) es compacto y para todo y € R, f~*(y) es un conjunto cerrado.

Corolario 3.19. Si f : R — R es una funcidn inyectiva tal que para todo compacto K C R, f(K)
es compacto, entonces f es continua en R.

Es claro que si K es un subespacio compacto de Ry f: R — K es una funcion tal que para
todo cerrado F' C R, f(F') es cerrado, entonces para todo compacto K* C R, f(K™*) es compacto.
De donde aplicando el Teorema [3.16] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.20. Si K es un subespacio compacto de R y f : R — K es una funcion tal que
para todo conjunto cerrado F C R, f(F) es un conjunto cerrado y para todo y € R, f~1(y) es un
conjunto cerrado, entonces f es continua en R.

Teorema 3.21. Si f : R — R es una funcion que satisface las siguientes condiciones:
1. para todo compacto K, f(K) es compacto y
2. para todo conexo C, f(C) es conexo,

entonces f es continua en R.

Demostracion. Supongamos que existe ro € R tal que f no es continua en xy. Como R es un
espacio primero numerable podemos elegir una base local B = {B,, : n € N} en z, tal que para
todo n € N, B,, sea un conjunto abierto y conexo y B,.1 C B,.

Como f no es continua en xy y R es regular, existe un conjunto abierto W tal que f(zg) € W
y f(B,) no esté contenido en clg(W) para todo n € N. Elijamos z; € By tal que f(z1) ¢ clg(W);
una vez mas, por la regularidad de R, existe un conjunto abierto U; tal que f(x1) € Uy y clg(W)N
clg(Uy) = (); ahora elijamos x9 € By tal que f(x2) ¢ clr(W)Uclr(F}) lo cual es posible ya que f(Bs3)
es conexo. Elijjamos un conjunto abierto Us tal que f(z3) € Uz y clg(Us) N clg(W) N clrg(Uy) = 0.
Repitiendo este proceso, obtenemos una sucesién {x,},en tal que z, € B, y una sucesién de
conjuntos abiertos ajenos dos a dos {U, },en tal que f(x,) € U, para todon € N. Por construccién
T, — Xo, lo cual implica que el conjunto {x, : n € N} U {zo} es compacto, de donde se sigue que
el conjunto {f(z,) :n € N}U{f(xo)} es compacto y {U, : n € N} U{WW} es una cubierta abierta
de este conjunto sin subcubiertas finitas. Por lo tanto f es continua en R. O

De las Observacién 351 y B.Al2 y el Teorema B.21] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.22. Sea f : R — R una funcion. Se tiene que f es continua en R si y sélo si

1. para todo compacto K, f(K) es compacto y
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2. para todo conexo C, f(C) es conexo.
Teorema 3.23. Si f : R — R es una funcion y a € R son tales que

1. para todo conjunto cerrado F, f(F) es un conjunto cerrado,

2. para todo y € R, f~1(y) es un conjunto cerrado y

3. f tiene limite en a por la izquierda (respectivamente, f tiene limite en a por la derecha),
entonces f es continua en a por la izquierda (respectivamente, f es continua en a por la derecha).

Demostracién. Supongamos que lim, .- f(x) = b con b > f(a).
Como lim,_,,- f(x) = b, para e = (b — f(a))/2 existe 0 > 0 tal que si z € (a — d,a), entonces
f(x) € (b—€,b+ €). Entonces tenemos los siguientes dos casos.

1. Si f(x) = b para todo = € (a — §,a), entonces (a —6,a) C f~(b) y como para todo conjunto
abierto W tal que a € W se tiene que (a — &,a) N W # (), entonces f~(b) N W # 0 lo cual
implica que a € clg(f~1(b)) = f71(b), es decir f(a) = b lo cual es una contradiccion.

2. Si no ocurre (1), entonces existe una sucesion {z,}t,en C (@ — §,a) tal que =z, — a'y
f(x,) # b. Como z,, — a, el conjunto {a} U {z, : n € N} es cerrado lo cual implica que
{f(a)}U{f(x,) : n € N} es un conjunto cerrado. Como z,, = a y lim,_,- f(z) = b, entonces
limf(x,) = blo cual implica que b € clg({f(z,) : n € N}) C clg({f(a)}U{f(x,) : n € N})=
{f(a)} U{f(z,) : n € N} de donde se sigue que f(a) = b o existe n € N tal que f(z,) = b,
lo cual es una contradiccion.

Cuando b < f(a) se hace una prueba similar.
Por lo tanto lim, .- f(x) = f(a). O

De los Teoremas y [3.23 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.24. Si f : R — R es una funcion y xo € R son tales que
1. para todo conjunto cerrado F, f(F) es un conjunto cerrado,
2. para todo y € R, f~Y(y) es un conjunto cerrado y
3. f tiene limite en x,

entonces [ es continua en xg.
Por lo tanto, como una consecuencia inmediata del Teorema [3.24] se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.25. Si f : R — R es una funcion tal que
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1. para todo conjunto cerrado F, f(F) es un conjunto cerrado,
2. para todo y € R, f~Y(y) es un conjunto cerrado y
3. f tiene limite en cualquier punto de R,

entonces f es continua en R.

Teorema 3.26. Sea f : R — R una funcion conexa. Si f tiene limite en cualquier punto de R,
entonces f es continua en R.

Demostracion. Supongamos que existe xg € R tal que f no es continua en xy. Como f tiene limite
en cada punto de R existe [ € R tal que f(zg) # 1y limy—y,f(z) = . Como R es Ty existen
intervalos abiertos Iy, I, tales que;

lely, flxg) elay LNl =0.
Como limg_., f(z) =1y | € I existe un intervalo abierto I tal que

xg € Ipy f(x) € I para todo = € Iy \ {zo}.

Como x¢ € Iy se sigue que Iy = (I \ {zo}) U{zo} v f(Io) = f((Lo \ {z0})) U f({x0}) lo cual
contradice la conexidad de f(Iy) ya que f((Lo \ {z0})) C L y f({z0o}) C I» . Por lo tanto f es
continua en R. O

Del Teorema [3.26] y el hecho de que toda funcién continua en R tiene limite en R y es conexa
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.27. Una funcion f: R — R es continua en R si y sélo si f es conexa y tiene limite
en R.

Los siguientes conceptos topoldgicos nos permitiran obtener condiciones que impliquen la con-
tinuidad de una funcién.

Definicién 3.28. Si f : R — R es una funcién, entonces
1. f es a-continua si para cada abierto V, f~1(V) es un a-conjunto,
2. f es A-continua si para cada abierto V, f~*(V) es un A-conjunto,

3. f es débilmente continua en zy € R si para cada abierto V', tal que f(xy) € V, existe un
abierto U tal que o € Uy f(U) C clg(V),

4. f es débilmente continua en R si es débilmente continua en cada punto de R.

Del Teorema tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.29. Si f : R — R es una funcion a-continua y A-continua, entonces f es continua.
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Es claro que si f : R — R es una funcién continua, entonces f es a-continua y A-continua,
asi que, del Teorema [3.29] obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.30. La funcion f : R — R es a-continua y A-continua si y solo si f es continua.
De la regularidad de R tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.31. Si f : R — R es una funcion débilmente continua en R, entonces f es continua
en R.

Demostracion. Sean x € Ry V un conjunto abierto tal que f(z) € V. Como R es un espacio
regular, existe un conjunto abierto W tal que f(x) € W C clg(W) C V. Dado que f es débilmente
continua en = y f(z) € W, existe un conjunto abierto U tal que x € Uy f(U) C clg(W). De
donde se sigue que f(U) C V. Por lo tanto f es continua en R. O

Como toda funcién continua es débilmente continua se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.32. La funcion f : R — R es débilmente continua en R st y sélo si f es continua en
R.

4. Casi-continua

Definicién 4.1. Si f : R — R es una funcién y xo € R, f es casi-continua en xy si para toda
vecindad V' de f(z,) existe un conjunto abierto U tal que xy € U C clg(f~1(V)).

Si f es una funcion tal que para cada x € R, f es casi-continua en x, diremos que f es
casi-continua en R. Como una consecuencia inmediata de la Definicién .1 se obtiene el siguiente
resultado. Antes recordemos que para U,V C R, U es denso en V si cly (U) = V.

Lema 4.2. Si f : R — R es una funcion y xo € R, entonces f es casi-continua en xq st y solo
si para todo conjunto abierto V' tal que f(xg) € V existe un conjunto abierto U tal que xo € U y
f7HV) es denso en U.

Demostracion. La suficiencia es clara. Para la necesidad basta considerar a U = Intg(clg(f~*(V))).
U

Observacién 4.3. Con las hipétesis del Lema tenemos que H = f~1(V) es denso en U de
donde se sigue que f(H) = f(f~'(V)) C V es decir f(H)C V.

Teorema 4.4. Si f : R — R es una funcion casi-continua en xy € R y tiene Graf(f) cerrada,
entonces f es continua en xg € R.
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Demostracion. Sean o € R y V un conjunto abierto tal que f(z9) € V. Como R es un espacio
localmente compacto y f(xg) € V existe una vecindad compacta de f(zq), digamos que W, tal
que f(xg) € W C V. Como W es un conjunto compacto y f tiene Graf(f) cerrada, del Lema 212
se sigue f~1(W) es un conjunto cerrado lo cual implica que 2o € f~*(W) = clg(f~*(W)) y como
f es casi-continua en x, existe un conjunto abierto U tal que xy € U C clg(f~*(W)) = f~HW),
de donde se sigue que zo € U C f~1(V). Por lo tanto f es continua en x. O

Corolario 4.5. Si f : R — R es una funcion casi-continua en R y tiene Graf(f) cerrada,
entonces f es continua en R.

Dado que toda funcién continua es casi-continua y tiene grafica cerrada, se obtiene de manera
inmediata el corolario siguiente.

Corolario 4.6. La funcion f: R — R es casi-continua en R y tiene Graf(f) cerrada si y sélo si
f es continua en R.

Teorema 4.7. Si f : R — R es una funcion casi-continua en xog € R y para todo conexo C' C R,
clr(f7H(C)) C f7Hclr(C)), entonces f es continua en xq € R.

Demostracion. Sean zo € R y V un conjunto abierto tal que f(z9) € V. Como R es un espacio
regular, localmente conexo y f(zg) € V existe un conjunto abierto y conexo W tal que f(xy) €
W C cg(W) C V. De aqui se sigue que zo € f~ (W) C fHclgW) C f~*(V). Como xy €
F7HW) Celg(f~(W)) y f es casi continua en z, existe un conjunto abierto U tal que zg € U C
clr(f~1(W)). Dado que W es conexo se tiene que clg(f~H(W)) C f~(clg(W)) lo cual implica que
9 € U C f~HV). Por lo tanto f es continua en z. O

Corolario 4.8. 5i f : R — R es una funcion casi-continua en R y para todo conexo C C R,
cr(f7H(C)) C f7Hclr(C)), entonces f es continua en R.

Como sabemos que toda funcién continua es casi-continua y satisface que para todo C' C R,
clr(f71(C)) C f7H(clr(C)) se tiene el corolario siguiente.

Corolario 4.9. La funcion f : R — R es continua en R si y sélo si f es una funcion casi-continua
en R y para todo conexo C C R, clg(f~1(C)) C f(clr(C)).

Teorema 4.10. St f : R — R es una funcion casi-continua en R, conexa y para todo conexo
C CR, f7YC) es conexo, entonces f es continua en R.

Demostracién. Sea C un conjunto conexo, entonces, por hipétesis, K = f~(C) es conexo y asi, por
el Lema2.7], se tiene que f(clg(K)) C clr(f(K)) C clg(C) y esto implica que clg(K) C f~!(clg(C))
y de aqui se sigue que clg(f~1(C) C f~(clr(C))). Por el Corolario .8 obtenemos que f es continua
en R. 0
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Teorema 4.11. Si f : R — R es una funcion casi-continua en R y el conjunto C(f) ={x € R:
f es continua en x} es denso en R, entonces f es continua en R.

Demostracion. Supongamos que existe g € R\ C(f), entonces existe un conjunto abierto W
con f(xyg) € W tal que para todo conjunto abierto U, tal que zo € U existe x* € U tal que
f(z*) ¢ W. Como R es un espacio regular, existen conjuntos abiertos W, y Wy tales que f(zg) €
Wy C cg(Wy) C Wy C clg(Wy) € W. Como f(zg) € clg(Ws) y f es casi-continua en xq existe
un conjunto abierto U tal que zg € U C clg(f~1(W2)) y existe z* € U tal que f(z*) ¢ W, de
donde se sigue que f(z*) € R\ W C R\ clg(W;) C R\ W, lo cual implica que z* € f~1(R\
clg(W1)) C el f7H(R\ clr(W7)) y como f es casi-continua en x* existe un conjunto abierto V tal
que z* € V C clr(f1(R\ clr(W71))).

Como z* € UNV y C(f) es denso en R existe z** € UNV NC(f). Dado que f es continua en
*yUNV C U C dg(f~1(Wy)) se sigue que f(z**) € clg(Ws); andlogamente como UNV C V' C
clr(f7HR\ clg(W1))) se sigue que f(z**) € clr(R\ clg(W;)) € R\ W, lo cual es una contradiccién
ya que clg(Ws) C Wj. Por lo tanto R = C(f). O

5. Semi-continua

Definicién 5.1. Si f : R — R es una funcién y xg € R, f es semi-continua en xy si para todo
conjunto abierto V' tal que f(z9) € V' y todo conjunto abierto U tal que zy € U existe un conjunto
abierto G C U tal que f(G) C V.

Dada f : R — R una funcién definamos @)y = {z € R: f es semi-continua en z}. Si Q@ =R
diremos que f es semicontinua en R.

Teorema 5.2. Si f : R — R es una funcion tal que
1. f es casi-continua en R y
2. f es semi-continua en R,

entonces f es continua en R.

Demostracion. Supongamos que existe xg € R tal que f no es continua en xy, entonces existe un
conjunto abierto V' con f(xg) € V tal que para todo abierto U con zy € U existe = € U tal que
f(z) ¢ V. Como R es un espacio regular elijamos un conjunto abierto W tal que f(zg) € W C
clg(W) C V. Como f es casi-continua en o, por el Lema y la Observacion A.3] existen un
conjunto abierto U; tal que xg € U; y un conjunto denso H C Uj tales que f(H) C W. Elijamos
x1 € Uy tal que f(x1) ¢ V. Como f es semi-continua en x; existe un conjunto abierto G C U; tal
que f(G) C R\ clg(W) lo cual no puede ser ya que f(H) C W. Por lo tanto f es continua en
R. O
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Lema 5.3. Si f : R — R es una funcion casi-continua en R, entonces Q5 es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sean x € clg(Qf) v U,V conjuntos abiertos tales que x € U y f(z) € V, res-
pectivamente. Como R es un espacio regular existe un conjunto abierto W tal que f(z) € W C
clg(W) C V. Dado que f es casi-continua en z, por el Lema 4.2 existe un conjunto abierto H tal
que z € Hy f~'(W) es denso en H.

Como z € clg(Qs) y v € HNU se sigue que Qs NHNU # 0. Seany € Q;NHNU y S un
conjunto abierto tal que f(y) € S. Como y € Qs es decir f es semi-continua en y, entonces existe
un conjunto abierto T C H N U tal que f(T) C S, y como f~1(WW) es denso en H se sigue que
fXW)NT # B; por lo tanto ) # W N f(T) € W NS lo cual implica que f(y) € clgW C V,
es decir f(y) € V y como f es semi-continua en y, existe un conjunto abierto G C U tal que
f(G) C V. Por lo tanto = € Qy. O

Del Teorema [5.2]'y el Lema [5.3] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.4. 57 f : R — R es una funcion casi-continua en R y Q5 es un conjunto denso en
R, entonces f es continua en R.

Dada una funcién, f : R — R consideremos Sy como el conjunto de los x € R tales que existe
una base N de f(x) con la propiedad de que para todo N € N y todo abierto U con z € U,
F7YUN)\ Intg(f~*(N)) no es denso en U.

Definicién 5.5. Si f : R — R es una funcién, f es ligeramente-continua en R si el conjunto S
es denso en R.

Lema 5.6. Si f : R — R es una funcion casi-continua en R, entonces Sy C Q.

Demostracion. Sean x € Syy U,V conjuntos abiertos tales que x € Uy f(x) € V respectivamente.
Sea V} un conjunto abierto tal que f(x) € Vi C V' y para todo conjunto abierto U; tal que = € Uy,
F7H Vi) \ Intg(f~(V1)) no sea denso en Uj.

Como f es casi-continua en z, por el Lema [£2] existe un conjunto abierto W tal que z € W
v f71(V1) es denso en W; dado que f~1(V}) \ Intr(f~1(V1)) no es denso en el conjunto abierto
UNW que tiene a  como elemento, existe un conjunto abierto H C U NW tal que f~1(V1)\
(Intg(f~*(V1))) N H =0 y como f~'(V}) es denso en W se sigue que f~1(Vy) N H # ). Por lo
tanto Intg(f~1(V1)) N H # 0.

Eligiendo G = Intg(f~'(V1)) N H, es claro que G es un conjunto abierto tal que G C Uy
f(G) C V. Por lo tanto = € Qy. O

Del Teorema [(5.2], el Lema [5.3] y la Definicién [5.5] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.7. i f : R — R es una funcion casi-continua y ligeramente-continua en R, entonces
f es continua en R.
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Definiciéon 5.8. Si f : R — R es una funcién y x € R, f es exclusivamente continua en x si para
todo € > 0 y todo conjunto abierto U tal que z € U, existe un conjunto abierto G tal que G C U
y para todo y,z € G, [f(y) — f(2)| <e

Si f:R — R es una funcién, definamos el conjunto
Ar={zr e R: f es exclusivamente continua en z}.
Diremos que f es exclusivamente continua en R si Ay = R.

Lema 5.9. Si f : R — R es una funcion, entonces Q5 C Sy.

Demostracion. Sean x € Qy y U,V conjuntos abiertos tales que x € U, y f(x) € V, respecti-
vamente. Como z € )y existe un conjunto abierto G C U tal que f(G) C V; lo cual implica
que G C Intg(f~*(V)). De aqui concluimos que (f=*(V)\ Intg(f~*(V))) NG = 0. Por lo tanto
x e Sf. O

Lema 5.10. Si f : R — R es una funcion, entonces Ay C Ss.

Demostracion. Supongamos que existe x € Ay \ Sy. Sea ¢ > 0 tal que para todo conjunto abierto
V tal que f(z) € Vy V C (f(x) — e, f(x) + €), existe un conjunto abierto 7" tal que z € T
v Y)Y\ Intg(f~1(V)) es denso en T. Para 0 < € < ¢ existe un conjunto abierto W tal que
x € Wyel conjunto H=f"1((f(z) —¢ f(z)+€)\ Intr(fT((f(z) — ¢, f(x) +€))) es denso en
w.

Sea U un conjunto abierto tal que x € U; como x € Ay existe un conjunto abierto G C UNW tal
que |f(y)— f(2)| < €/2 paratodo y,z € G. Como H es denso en Wy G C W, entonces GNH # ().
Sean y € GNH y z € G, entonces |f(z) — f(2)| < |f(x) — fW)|+ |f(y) — f(2)| < €/2+¢€/2 < e,
de donde se sigue que f(z) € (f(x) —¢, f(x) +€); lo cual implica que f(G) C (f(z) — €, f(z) +¢€),
es decir, z € Q5 lo cual contradice el Lema Por lo tanto Ay C S;. O

Del Corolario 5.7y el Lema [5.10] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.11. 57 f : R — R es una funcion casi-continua y exclusivamente continua en R,
entonces es continua en R.

Lema 5.12. Si f : R — R es una funcion casi-continua en R, entonces Ay es un conjunto cerrado.

Demostracion. Seay € clgAy. Dado un conjunto abierto U tal que y € U se sigue que U N Ay # (;
elijamos x € U N Ay se sigue que existe € > 0 y un conjunto abierto U; C U tal que para todo
y1,y2 € Uy se sigue que | f(y1) — f(y2)| < € lo cual implica que y € Ay. O

Corolario 5.13. Si f : R = R es una funcion casi-continua en R y Ay es un conjunto denso en
R, entonces f es continua en R.

Definicién 5.14. Si f : R — R es una funcién diremos que;
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1. f es pre-continua si para todo conjunto abierto W de R? tal que Graf(f) C W existe una
funcién continua F: R — R tal que Graf(F) C W,

2. f es de Cesaro si existen conjuntos abiertos U,V en R tales que para todo y € V, U C

clr(f(y)).

Es claro que si f es una funcion de Cesaro y U,V son los conjuntos abiertos existentes de la
Definicién [5.14] entonces f~1(y) es un subconjunto denso de U para todo y € V, lo cual se sigue
de que;

U Ccr(fy)) y que cly(f~(y)) = cle(f'(y))NU =U.

Lema 5.15. Si f : R — R es una funcion de Cesaro, entonces f es discontinua.

Demostracion. Como f es una funcion de Cesaro existen conjuntos abiertos U,V en R tales que
para todo y € V, U C clgf~!(y). Como V es un conjunto abierto en R y para cada y € R,
los conjuntos singulares {y} no son conjuntos abiertos y si conjuntos cerrados, podemos elegir
y1,Y2 € V tales que y; # y2. Es claro que V' \ {y2} es un conjunto abierto y y; € V' \ {y2}, de
donde se sigue que f~'(y;) C fH(V \ {va}).

Como f~!(y;) es denso en U, entonces f~(y;)NU # 0 de donde se sigue que f~1(V\{y2})NU #
(; por lo tanto, si f fuese continua entonces f~1(V \ {yo}) N U # ) serfa un conjunto abierto
contenido en U y como f~(y,) es denso en U, entonces

VN Ay N (y) #0
lo cual no es posible. Por lo tanto f es discontinua. O

Lema 5.16. Si f : R — R es una funcion pre-continua entonces Graf(f) es un conjunto conexo
en R2.

Demostracién. Supongamos que Graf(f) no es un conjunto conexo en R?, entonces existen con-
juntos abiertos U y V en R? tales que;

UNnV =0,Graf(f) cUUV, UNGraf(f)# 0y VNGraf(f)+#0.
Sean a,b € R tales que (a, f(a)) € U y (b, f(b)) € V. Consideremos los conjuntos,
U =U\7Yb) y Vi =V \ 7 (a) donde 7n((z,y)) = x;

donde 7 es la primera proyeccién de R? en R. Es claro que U; UV, es un conjunto abierto tal
que Graf(f) C Uy UVy y como f es pre-continua existe una funcién continua F' : R — R tal
que Graf(F) C Uy UV;, pero Uy y Vi son conjuntos abiertos ajenos tales que (a, f(a)) € Uy y
(b.f(b)) € V1 lo cual implica Graf(F') no es un conjunto conexo lo cual no puede ser ya que como
F' es una funcién continua, entonces su Graf(F') es un conjunto conexo. Por lo tanto Graf(f) es
un conjunto conexo. O
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Teorema 5.17. Si f : R — R es una funcion que satisface las siquientes condiciones;
1. f es pre-continua,
2. f es casi-continua y
3. f no es de Cesaro,

entonces f es continua.

Demostracion. Supongamos que existe un xg € R tal que f no es continua en xy, entonces existe
un intervalo abierto J = (s,t) con f(zo) € J tal que para todo conjunto abierto N con xy € N
existe un w € N tal que f(w) ¢ J. Por la regularidad de R podemos elegir un intervalo abierto
J1 = (s1,t1) tal que f(xg) € J1 C clr(J1) C J lo cual implica que s < s1 < f(xg) < t; < t.

Como f es casi-continua y f(zg) € J; del Lema se sigue que existe un conjunto abierto N
tal que o € Ny f~1(J1) es denso en N, y como f no es continua en z, existe w € N tal que
f(w) ¢ J. Una vez més, de la regularidad de R existe un intervalo abierto K = (g,7) tal que
fw) e Ky clg(K)Neclg(Jy) = 0.

Sin pérdida de generalidad supongamos que s; < t; < ¢ < r y, una vez mas, como f es casi-
continua y f(w) € K, del Lema se sigue que existe un conjunto abierto M tal que w € M
v f7H(K) es denso en M. Consideremos el conjunto abierto U = N N M y el intervalo abierto
V = (t1,q); comow € Uy teV, esclaro que U # Oy V # 0.

Ahora, como f no es de Cesaro, existe yp € V' y un intervalo abierto @ C U tal que yo ¢ f(Q),
y como f1(J;) es denso en N y Q C U C N podemos elegir a,b € Q tales que a < by
fla), f(b) € Jy.

Sea P = {(z,y) : a < x < b,y > yo}. Como f~'(K) es denso en M y a,b € Q C U C M
se sigue que (a,b) N f~H(K) # 0. Sea x € (a,b) N f~1(K), entonces a <z <byz € f~HK) es
decir a <z < by f(z) € K lo cual implica que (z, f(z)) € Graf(f) vy f(x) > yo. Por lo tanto
PNGraf(f)#0.

Como f(a) < yo, f(b) <o, (a,b) CQ, 90 ¢ f(Q)y fr(P)={(a,y):y =y} U{(by):y=
Yot U{(x,y0) : @ <z < b} se sigue que

(a, f(a)), (b, f()), (z, f(2)) € Graf(f) con x € (a,b) y (a, f(a)), (b, f(), (z, f(x)) & fr(P) con

x € (a,b).

Por lo tanto, fr(P)N Graf(f) = 0.
Por lo tanto, Py Graf(f) \ (clg(P)) son una separaciéon de Graf(f), pero por el Lema [5.16!
Graf(f) es un conjunto conexo. Por lo tanto f es continua. O

Es claro que si f es una funcion continua ésta es pre-continua y casi-continua y, del Lema [5.15]
se sigue que f no es una funcién de Cesaro que, junto con el Teorema [5.17), obtenemos el siguiente
corolario.
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Corolario 5.18. Una funcion f : R — R es continua si y sélo si satisface las siguientes condi-
ciones;

1. f es pre-continua en R,
2. f es casi-continua R y
3. f no es de Cesaro en R.

Agradecimientos: Agradecemos profundamente la cuidadosa revision de los arbitros del pre-
sente capitulo. Sus comentarios y sugerencias permitieron mejorar la primera versiéon del mismo.
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Capitulo 4

Dinamica de las familias f)(z) = Asenz y F)(z) = Asenz + 1/z

Patricia Dominguez, Josué Vazquez
FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo se estudia la dindmica de dos familias de funciones de variable compleja.
La primera familia es f\(z) = Asenz, A € C, que pertenece a la clase de funciones
trascendentes enteras. La segunda familia es parecida a f)(z), sélo que agregamos un
polo simple en cero, esto es, F\(z) = Asenz + 1/z, A € C. Para la primera familia se
enuncian algunos resultados demostrados en [9] y [10] y se concluye que estos resultados
no se pueden generalizar a la familia F)(z), que pertenece a la clase de funciones
trascendentes meromorfas. Estudiando el plano de pardmetros de la familia F\(z) =
Asenz + 1/z, se enuncian algunas conjeturas sobre el comportamiento dindmico de la
familia y el plano de pardmetros.

1. Introducciéon

El método de Newton es probablemente el proceso més antiguo sobre iteracion. Curiosamente,
aunque lleva el nombre de Newton desde 1830, no es mérito de Isacc Newton el haberlo propuesto
como hoy lo conocemos, el crédito debe otorgarse a Thomas Simpson (1710-1761), el mismo autor
de la ya conocida regla de Simpson para la aproximacion de integrales definidas. También es
notable la participacién de otros matematicos, como Joseph Raphson y Joseph Fourier, de tal
manera que el método podria ser llamado el método de Newton-Raphson-Simpson-Fourier.

El origen de la iteracién de funciones analiticas complejas fue presentado en dos revisiones
detalladas al método de Newton. La primera, en un articulo notable de Schroder, publicada en
dos partes, en 1870 y en 1871, junto con Georg Cantor, véase [18]. La segunda, escrita por el
matematico y abogado britdanico Arthur Cayley (1821-1895) apareci6 en 1879, véase [§].

En 1915, la Academia Francesa de Ciencias informa que el Grand Priz des Sciences Mathéma-
tiques de 1918 se otorgaria a los estudios sobre iteracion. La Academia escogié este tema por dos
razones, véase [17]. La primera razén fue motivada por el uso que Henri Poincaré (1854-1912) habia
dado a la iteracion en sus estudios de la mecanica celeste —donde él vision6 las ideas del caos
dindamico al estudiar la estabilidad del sistema solar— al competir en un concurso propuesto por
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Oscar 1II, rey de Suecia y Noruega, donde se retaba a mostrar rigurosamente que el sistema solar
modelado por las ecuaciones de Newton era dindmicamente estable. Poincaré gano el concurso,
habia creado un nuevo método analitico y vislumbrado lo que hoy conocemos como la teoria del
caos.

La segunda razén fue porque ya existia una tradiciéon francesa en el interés por estudiar la
iteracion o dinamica de las funciones complejas, comenzando en los estudios de Gabriel Koenigs
(1858-1931) en 1880, tema también estudiado de manera exhaustiva por el matemadtico aleman
Ernst Schroder (1841-1902).

El estudio de los sistemas dinamicos en el campo de la dindmica holomorfa se dié a comienzos
del siglo XX con las investigaciones de los matemadticos franceses Gaston Julia (1893- 1978) y
Pierre Fatou (1878-1926), véase [13] y [14]. Estos dos mateméticos estudiaron principalmente la
iteracion de funciones racionales de la esfera de Riemann.

Un teorema de Montel sobre familias normales permitié a Fatou y Julia descomponer a la esfera
de Riemann en dos conjuntos, que ahora llevan sus nombres, el conjunto de Fatou consiste en los
puntos de la esfera donde la familia de iteradas de la funcién es normal, y el conjunto de Julia
es su complemento. Esta problematica puede extenderse a la iteracion de funciones holomorfas
en una superficie de Riemann arbitraria. Una de las preguntas que dejaron pendientes Fatou y
Julia fue: jexisten componentes del conjunto de Fatou que sean diferentes a las componentes
periédicas y pre-periddicas, para el caso de funciones racionales? Sullivan [19] demostré en 1986 su
no existencia, ademéas, prob6 que las componentes ciclicas de Fatou se pueden clasificar en cinco
tipos; cuencas de atraccién, cuencas de super-atraccién, cuencas parabdlicas, discos de Siegel y
anillos de Herman.

Como ya se menciond, la teoria clasica de los conjuntos de Julia y Fatou fue originalmente
estudiada alrededor de 1920 para funciones racionales. En 1926 Fatou extiende la teoria a funciones
transcendentes enteras (infinito es singularidad esencial) y en 1990 Baker extiende la teorfa para
funciones transcendentes meromorfas con una singularidad esencial y con al menos un polo que
no es omitido.

En las ultimas dos décadas del siglo XX se retomo el estudio de la dinamica holomorfa teniendo
un importante desarrollo el caso de las funciones enteras trascendentes y meromorfas trascenden-
tes. Una gran ayuda para este desarrollo fue, sin duda alguna, el uso de las computadoras y la
implementacién de programas en lenguajes como C++, Java, Xaos, Mathematica, etc.

Con la graficacion del plano de prametros de las familias de funciones a investigar se puede
conocer informacion acerca de la dindmica de las familias dadas, donde el plano de pardametros se
entiende como el espacio fase de la familia de funciones.

La familia Ae” y su plano de parametros asociado han sido estudiados por varios matematicos
en la dltima década. En el caso de la familia Asenz, dado que se puede reescribir como una familia
en términos de la funciéon exponencial, se tenia la idea que los planos de parametros asociados a
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estas dos familias de funciones eran similares. Esto no es verdad por un resultado de McMullen
[16] que afirma lo siguiente: para la funcién exponencial, la medida del conjunto de Julia es cero,
mientras que para la funciéon senz no es cero. Un primer estudio del plano de parametros para la
familia Asenz, buscando posibles propiedades que no habian sido investigadas, se realizé en 2002
por Dominguez y Sienra en [10].

Es natural preguntarse: (a) ;Qué sucede si agregamos un polo a la familia Asenz? (b) ;Siguen
siendo los conjuntos de Fatou y Julia similares después de agregar el polo? La primera idea que
nos viene a la mente es graficar el plano de prametros de la nueva familia Asenz+1/z y dar valores
a A para poder deducir y demostrar resultados interesantes.

En este trabajo de divulgacion enunciamos resultados de la familia fy(z) = Asenz con algunos
ejemplos para ciertos parametros dados. Después, se le anade un polo simple en z = 0 a fy(z) e
investigamos el plano de pardmetros de la nueva familia, F)\(z) = Asenz+1/z, que fue programado
usando Fractint, Xaos y Mathematica.

Uno de los problemas més habituales cuando se construye un modelo para simular un proceso
es que, tras haber definido un buen nimero de parametros para darle mas flexibilidad y generali-
dad con el fin de abarcar las situaciones méas variopintas del proceso, no sabemos qué valores de
esos parametros seran los que puedan generar un comportamiento que resulte interesante. Para
resolverlo, la primera tarea que abordamos es recorrer el plano de parametros pinchando aqui y
alla para ver como se comporta el modelo en esos puntos aislados y esperando reconocer qué re-
laciéon hay entre las zonas exploradas y los comportamientos observados. Los conjuntos de Fatou
y Julia de la familia F(z) se graficaron dando valores a diversos pardmetros, utilizando la forma
antes mencionada. Con los resultados obtenidos se enuncian varias conjeturas de la dinamica de
la familia F)\(z) = Asenz + 1/z.

El capitulo estd estructurado de la siguiente forma: introduccién, preliminares, clasificacion
de componentes de Fatou, dindmica de la familia Asenz, dindmica de la familia Asenz + 1/z y
referencias.

2. Preliminares

Recordemos que una funcién f de variable compleja es llamada analitica en un punto z, si
existe una vecindad |z — zy| < ¢, tal que en cada punto de ella f" existe. Un punto en el cual la
funcién f no es analitica es llamado un punto singular o singularidad de f.

Definicién 2.1. El punto zy es una singularidad aislada o un punto singular aislado de f si

podemos encontrar un § > 0, tal que el circulo | z — zy |< § no encierre puntos singulares distintos
de zg. Si tal § no puede ser encontrado, decimos que zy es una singularidad no aislada.
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Las singularidades aisladas de una funcién de variable compleja se clasifican de la siguiente
forma.

1. Polo. Si podemos encontrar un n € Z* tal que

lim (= = )" (2) = c.

donde ¢ # 0, el punto 2 es llamado un polo de orden n. Si n = 1, decimos que zy es un polo
simple.

Sig(z) = (2 —20)"f(2), donde f(z) # 0y n € ZT, entonces z, es llamado un cero de orden

n de g(z). Sin =1 el punto 2 es llamado un cero simple. Asi, z; es un polo de la funcién
1
9(2)"

2. Singularidad removible. Una singularidad zy es llamada una singularidad removible de f(z)
si lim, ., f(z) existe.

3. Singularidad esencial. Una singularidad zy que no es polo ni es removible es una singularidad
esencial.

Definicién 2.2. Diremos que oo es una singularidad aislada de una funcién f si existe R > 0 tal
que f es analitica en la region A, = {z € C| |z| > R}.
Definicién 2.3. Una funcion meromorfa f es una funcién que es analitica excepto en los polos.

Los valores singulares de una funcién de variable compleja f son de dos tipos, valores criticos
y valores asintéticos, los cuales se definen a continuacion.

Definicién 2.4. Los puntos criticos de una funciéon de variable compleja f son los puntos donde
la derivada se anula. Decimos que zy es wvalor critico de f si es la imagen de un punto critico.

Definicién 2.5. Decimos que zg es un valor asintotico de una funcién de variable compleja f si
existe una curva §2(t), tal que si

tllglo Qt) = 00 = tliglo f(02(t)) = zo.
Ahora consideremos las siguientes clases de funciones, donde X =Cy Y = C.

€ ={f:X — X |fes entera trascendente}.

M={f:X —Y |fes meromorfa trascendente con al menos un polo que no es omitido}.
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Recuérdese que a un punto zy se le llama valor omitido de la funcién f si la funcién nunca
toma el valor de zg.

Algunos ejemplos de funciones en las clases antes mencionadas son los siguientes:
Ejemplo 2.6. Las familias fy(z) = Asenz y f\(2) = Ae® pertenecen a la clase €.
Ejemplo 2.7. Las familias fy(z) = Manz y fi(z) = Asenz + % pertenecen a la clase M.

Sea f es una funcién en cualquiera de las clases anteriores € o M. La n-ésima iterada de

la funcion f se define como la composicion de la funcién n-veces y se denota por f", esto es,
fri=fofr ! neN,donde f°:= Id.

Observacion 1.

(a) Si f € &, entonces f" € €.
(b) Si f € M, no implica que f" € M.

Definicién 2.8. Sea f € € o M. Un punto zy que cumple f(z9) = zo se llama punto fijo de la
funcion f.

Definiciéon 2.9. Decimos que zy es un punto fijo periodico de periodo n de la funcién f si n es el
menor natural que cumple que f"(z9) = zo.

Dado 2y, la drbita hacia adelante de zy se define como:
O%(20) = {zn = f"(20) : n € N}.
La ¢rbita hacia atrds de zy se define como:
O~ (20) = {z: f"(2) = 20,n € N}.

Definicién 2.10. Si z; un punto fijo periédico de periodo n, se define el multiplicador como
A= (f")(%0). Si n =1, el multiplicador de z5 es A = (f)'(29).

De la Definicién .10 podemos hacer la siguiente observacién sobre el multiplicador:
Observacién 2.

(a) Por la regla de la cadena tenemos:

(Y (z0) = [ £/(7*(z0)).
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(b) La Definicion 2.10 puede ser confusa cuando z = oco. El multiplicador A # lim,_(f")'(2),
méas bien A es igual al reciproco de este nimero. Por ejemplo, si f(z) = 2z, entonces oo es punto
fijo con multiplicador A = 1/2.

Sin pérdida de generalidad, si z; es un punto fijo de periodo uno de la funciéon f, el punto z
se puede clasificar de la siguiente forma:

e 2z, es super atractor, si A = 0.

e 2 es atractor, si 0 < |\ < 1.

e 2, es repulsor, si [A] > 1.

e 2 es indiferente, si |A| = 1. Los puntos fijos indiferentes se dividen en:

(a) racional indiferente, si A = 1, para algiin m € N y

(b) irracional indiferente, si A = €?™ con € R\ Q.

Definicién 2.11. Sea f una funcién en la clase € o en la clase M. El conjunto de Fatou, denotado
por F(f), se define como el conjunto de puntos z € C, tal que la sucesién de iteradas (f™)nen
esta bien definida y es normal en alguna vecindad de z. El conjunto de Julia es el complemento
del conjunto de Fatou y se denota por J(f).

El estudio de la dindmica de funciones en la clase € se inici6 con los trabajos de Fatou en [12]
y continué con los trabajos de Baker en [I]. El estudio de la dindmica de funciones en la clase M
se inici6 con los trabajos de Baker, Yinian y Kotus ([3], [4], [5], [6]).

Algunas propiedades basicas de los conjuntos de Fatou y Julia para funciones en las clases de
funciones € y M son las siguientes:

(i) F(f) es abierto y J(f) es cerrado.
F(f)y J(f) son completamente invariantes bajo f(z).
F(

f)=F(m™) y J(f) = J(f") para todo n € N.

J(f) es perfecto.
(f)

J(f) es la clausura del conjunto de puntos periédicos repulsores de f(z).

)
)
(i)
)
)

(v

Las demostraciones de las propiedades antes enunciadas son diferentes para cada clase de
funcién. Para un estudio detallado de estas propiedades, el lector puede consultar [7].
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3. Clasificacién de las componentes del conjunto de Fatou

Si fe&oMyU esuna componente del conjunto de Fatou, las posibilidades para la érbita
de U bajo f son las siguientes:

(a) Si f/(U) C U, para algtin entero n > 1, entonces llamamos a U componente periddica.
El minimo n es el periodo de la componente. En particular, si n = 1 la componente U es
llamada componente invariante.

(b) Si f™(U) es periddica, para algin entero m > 0, llamamos a U componente pre-periddica.

(c) U es una componente errante si U no es componente periddica ni pre-periédica.

Si U es una componente periédica de F(f) de periodo p, esto es, fP(U) C U, la clasificacién
de las componentes periddicas es dada como sigue:

1. Si U contiene un punto periédico atractor z, de periodo p y f™(z) — 2z, para z € U
y n — 00, la componente U es llamada la cuenca inmediata de atraccion o componente
atractora.

2. Si QU contiene un punto periddico zy de periodo p 'y f™(z) — 2o, para z € U y n — 00,
entonces (f?) (z9) = 1 si 2o € C. En este caso, U es llamada una componente de Leau o
componente parabolica.

3. Si existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — D, donde D es el disco unitario, tal que
o(fP(e7(2))) = €*™*2 para algiin a € R\ Q, en este caso la componente U es llamada disco
de Siegel.

4. Si existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — A, donde A es un anillo A = {z: 1 < |z| <1},
r > 1, tal que p(fP(p~1(2))) = e*™@2z para algtin a € R\ Q, en este caso la componente U
es llamada anillo de Herman.

5. Si existe zyp € OU tal que f™(z) — 2z, para z € U cuando n — oo, pero fP(z) no
estd definido, en este caso la componente U es llamada componente de Baker.

Observacion 3.
(a) Para funciones en la clase €, los anillos de Herman no existen, véase [2].
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(b) Para funciones en las clases € y M que tienen un ntumero finito de valores singulares, no
existen los dominios errantes ni los dominios de Baker, véase [3] y [11].
Para funciones en la clase €, Baker en [2] demostré el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Si f € &, entonces toda componente no acotada U de F(f) es simplemente coneza.

Podemos preguntarnos si el Teorema [3.1] se cumple para funciones en la clase M. La respuesta
es no. Keen y Kotus, en [15], demostraron que la familia f)(z) = Atan z tiene un unico punto fijo
atractor en z = 0, para cierto valor de A, y el conjunto de Julia J(f) es un subconjunto de Cantor
de la recta real. El conjunto de Fatou consiste de una tinica componente completamente invariante
U que es multiplemente conexa, y los valores asintoticos +A¢ se encuentran en U.

4. Dinamica de la familia f\(z) = Asenz

En esta seccion enunciamos algunos resultados importantes relacionados con la dinamica de la
familia fy(z) = Asenz investigados por Dominguez y Sienra en [10] y Dominguez y Fagella en [9].
Primero observemos que los miembros de la familia fy(z) = Asenz cumplen lo siguiente:

(a) El punto z = 0 es un punto fijo, porque f,(0) = Asen0 = 0.

(b) La familia tiene dos valores criticos {\, —A} y no tiene valores asintoticos. En efecto, tome-
mos la derivada de la familia f(z), esto es, fy(z) = {\senz} = Acosz. Ahora Acosz = 0 cuando
z=(2k —1)7/2, k € Z. Asi, los valores criticos son fy\((2k — 1)7/2) = £A.

(c) Por la Observacion 3(a), la familia no tiene anillos de Herman.

(d) Por Observacion 3(b), la familia no tiene dominios errantes ni dominios de Baker.

Por (c) y (d), las unicas componentes que tiene la familia f)(z) son atractoras, parabdlicas y
discos de Siegel. El plano de pardmetros de la familia fy(z) = Asenz se observa en la Figura [Il

Los siguientes resultados fueron demostrados para diferentes parametros A € C en [10].

Componente atractora

Teorema 4.1. Para la familia f\(z) = Asenz, donde 0 < |\| < 1, el conjunto de Fatou consiste
de una componente simplemente conexa U que es completamente invariante.
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Figura 1: El plano de parametros de la familia f\(z) = Asenz, A € C

Ejemplo 4.2. Un ejemplo del Teorema [4.1] es cuando tomamos A\ = 0,7. Los conjuntos de Fatou
y Julia estan representados en la Figura 2l El conjunto de Fatou esta en color negro, se puede ver
que el punto fijo super-atractor z = 0 esta en el conjunto de Fatou. La componente de Fatou (en
negro) es no acotada, simplemente conexa y completamente invariante.

Figura 2: El conjunto de Fatou para A = 0,7.

Componente parabdlica

Teorema 4.3. Sea 0 = p/q, con (p,q) = 1. Si q es par, existe un ciclo con q componentes de
Fatou pegadas a 0. Si q es impar, existen dos ciclos con ¢ componentes de Fatou cada una. Estas
son las unicas componentes periodicas de Fatou. Mds aun, tales componentes son acotadas.

Ejemplo 4.4. Un ejemplos del Teorema es cuando tomamos § = 1/4 y 0 = 1/3, véase
Figuras 3 y 4. La parte negra que se muestra en las figuras es el conjunto de Fatou y sus pre-
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imédgenes. Podemos observar en la Figura 8] que hay cuatro pétalos acotados unidos en z = 0,
porque § =1/4=p/qgconp=1y q=4.

Figura 3: El caso parabdlico para A = > con § = 1/4

En la Figura 4 hay seis pétalos acotados unidos en z = 0, porque § = 1/3 =p/qconp =1y
q = 3. Los pétalos se repiten en las Figuras Bl y ] porque la familia es periddica.

Figura 4: El caso parabdlico para A = €™ con § = 1/3

Disco de Siegel

270 siendo # un numero irracional, de tipo acotado,

En [20] Zhang demostré que para A = e
la familia fy(z) tiene un disco de Siegel que es invariante alrededor de z = 0 y todas las otras
componentes de Fatou son sus pre-imagenes. El disco de Siegel es acotado y por lo tanto también

todas sus pre-imagenes

Observando las componentes parabdlicas y el disco de Siegel de la familia Asenz una pregunta
natural seria: ;Para qué valores del parametro A el conjunto de Fatou es acotado? El siguiente
resultado demostrado en [9] da una respuesta parcial a la pregunta.

Teorema 4.5. Si A € C, tal que |[Re()\)| > 7, entonces todas las componentes de Fatou de fi(z)

son acotadas.
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Los autores en [9] hacen la siguiente conjetura:

Conjetura. Si A € C tal que |A\| > 1, entonces todas las componentes de Fatou de f\(z) son
acotadas.

5. Dinamica de la familia F\(z) = A\senz + 1/z

En esta seccién analizaremos el plano de pardmetros de la familia F\(z) = Asenz + 1/z y
enunciaremos algunas conjeturas para diferentes parametros estudiando los conjuntos de Fatou
y Julia asociados a los pardmetros dados. También, describiremos (a) el algoritmo generado en
Fractint y Mathematica, que grafican el espacio de parametros de la familia fy(z) = Asenz. (b)
El algoritmo que generan los conjuntos de Julia y Fatou de la familia F\(z) = Asenz + 1/z

La familia F)\(z) = Asenz + 1/z tiene dos singularidades aisladas, una en z = 0, que es un
polo, y otra en oo, que es una singularidad esencial. La familia pertenece a la clase de funciones
trascendentes meromorfas, M, por lo tanto la dindmica para cada A en la familia es totalmente
diferente a la familia Asenz.

Los puntos fijos y los puntos criticos de la familia F)(z) = Asenz+1/z se encuentran resolvien-
do las ecuaciones (i) Asenz+1/2—2z = 0y (ii) Acosz —1/2? = 0 respectivamente. Las soluciones de
las ecuaciones anteriores no son faciles de resolver analiticamente, por lo que se requiren métodos
de aproximacién. Una solucién de la ecuacién (ii) se tiene cuando z = 7,837702 tomando A =1y
z € R. Asi, el punto 7.837702 es un punto critico de la familia Asenz + 1/z; cabe mencionar que el
punto se encontré resolviendo la ecuacién cosx = 1/x2. Los puntos criticos son importantes para
generar el plano de parametros de familias meromorfas.

A continuaciéon se implementan dos programas computacionales que grafican el plano de
parametros de la familia F)\(z) = Asenz + 1/z y los conjuntos de Fatou y Julia para A dada.
En la Figura [ se muestra el plano de parametros de la familia F)\(z) = Asenz + 1/z, se puede
observar, en la figura, que hay inestabiliadad en vecindades cercanas a z = 0 por ser un polo de
la familia. La Figura [0l es un acercamiento de la cardioide que contiene a 7/2. Se puede observar,
en la figura, que para parametros en una vecindad de 7/2 no hay inestabilidad. Asi, el objeto de
estudio, para enunciar algunas conjeturas relacionadas con la familia Asenz + 1/z, serd observar
el comportamiento de parametros cercanos a /2.

Explicacién y generacién del plano de prametros de las familias f)(z) y F\(z)
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Figura 5: Plano de pardametros de la familia f),(z) = Asenz +1/z

Figura 6: Cardioide que contiene a /2 del plano de pardmetros

Para generar el plano de pardmetros de las familias fy(z) y Fi(z) fueron necesarios los pro-
gramas de Mathematica, Xaos y Fractint. El primero es la bienquista herramienta computacional
para analisis numérico, que permite la realizacién de todo tipo de calculos matematicos. En el caso
de Xaos, es un software libre, bajo licenciado de GPL, que posee una gran resolucion de zoom
para curvas fractales, permitiendo al usuario enfatizar mediante un movimiento fluido en las areas
de interés. Ademas, incluye en su base de datos diferentes tipos de fractales ya predefinidos, entre
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ellos un modo Mandelbrot que explicaremos mas adelante. Por ultimo, Fractint es también un
software libre generador de curvas fractales con caracteristicas distintas a Xaos, que le permiten
ser un buen complemento de éste.

En primer lugar, para la generacién del plano de parametros es necesario un punto critico de
la familia a tratar, es decir, no podemos considerar las singularidades. Por ejemplo, si tomamos
Asenz se tiene que z = 7 es un punto critico de la familia para toda A € C. Para la familia
Asenz + 1/z observamos que z es un punto critico si Acosz —1/2% = 0, cuya ecuacién no es facil de
resolver analiticamente, como se mencion6 con anteriodidad. Dado que a partir del punto critico
se definird el algoritmo para generar el plano de parametros es necesario que tal punto sea lo mas
cercano posible a la raiz de esta ecuacién no lineal es por ello, considerando el caso A = 1 cal-
culamos mediante el método de Newton implementado en Mathematica las raices de la ecuacién

cosz—1/2? = 0, obteniendo por resultado z = 7,837702, cuyo orden de aproximacién es de 1x107".

Ahora bien, se busca construir el conjunto M = {\ : [f{(5)| /# oo} para la familia fy(z) =
Asenz y el conjunto G = {A : [f} (7,837702)| /4 oo} para la familia Asenz + 1/z. Para ello eje-
cutemos el programa Xaos con las respectivas funciones especificando una condicién de escape,
es decir, una cota superior, digamos K € R, y un nimero arbitrario fijo de iteraciones, digamos
N e N.

El programa Xaos funciona de la siguiente manera: Para cada A € C: si el médulo de f, eva-
luada en el punto critico es menor que la cota establecida, pasa a la siguiente iteracién y vuelve a
comparar con la cota y asi recursivamente, de tal forma que si después de las N iteraciones que se
establecieron sigue siendo menor el médulo de f) evaluada en el punto critico que la cota le asigna
un color -en el caso de las imagenes presentadas en este trabajo ha sido el color negro-, o bien, si en
alguna iteracién supera la cota establecida, le asigna otro color, creando asi una gama de colores
definida a partir del nimero de iteraciones que le lleva superar la cota. Asi, todo el conjunto que
al final quedo asignado al primer color sera nuestro plano de parametros. De la misma manera lo
hacemos para la familia F\(z) = Asenz + 1/z.

Una de las desventajas que presenta el programa de Xaos es que al maximizar la imagen en
las areas de interés se pierde la ubicacién exacta de los puntos del plano. Es posible recrear el
algoritmo en Fractint para obtener el mismo plano de parametros, que si bien no cuenta con el
mismo detalle en la frontera de los conjuntos M y G, si permite la ubicacion exacta de los puntos
a considerar en el plano de parametros. Para generar los conjuntos de Fatou y Julia se procede de
modo similar al que usamos para generar el plano de pardmetros.

Conjeturas. Las siguientes conjeturas se enuncian tras investigar y observar la familia Asenz+1/z
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y el plano de prametros de la familia.

Conjetura A. La familia F\(z) = Asenz + 1/z tiene una infinidad de puntos criticos cuando
A =1y z € R. También tiene una infinidad de valores criticos.

Para algunos valores de A, la familia Asenz tiene un punto fijo super-atractor en z = 0, mien-
tras que para la familia Asenz + 1/z, el punto z = 0 es un polo (no punto fijo), por lo tanto no es
posible obtener resultados similares a los obtenidos en la familia Asenz. Trabajar en una vecindad
de z = 0 implica inestabilidad, sin embargo el plano de parametros muestra una zona buena en
una vecindad de 7/2 y por lo tanto se hace la siguiente conjetura.

Conjetura B. Sea F\(z) = Asenz + 1/2, A € C. Para 7/2 — 1/2 < |\| < 7/2 + 1/2 el conjunto
de Fatou es completamente invariante y multiplemente conexo (véanse las Figuras [ y ) para
diferentes parametros.

Figura 7: El Conjunto de Fatou y Julia para A = 7/2.

Como corolario de la Conjetura B se tiene que el conjunto de Julia no es conexo en C.

Conjetura C. Sea F\(z) = Asenz +1/z, A € C. Si A = 7/2 + 2i el conjunto de Julia es el plano
complejo, esto es, el conjunto de Fatou es vacio, véase Figura [0l

Conjetura D. El plano de pardmetros de la familia F)\(z) = Asenz +1/z, A € C es simétrico con
respecto al eje real, pero no es acotado, véase Figura [I0l
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Figura 8: El conjunto de Fatou y Julia para A = 7/2 + /2

Figura 9: El conjunto de Julia para A = 7/2 + 2i es todo el plano complejo.

Figura 10: El plano de parametros no es acotado
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Capitulo 5

El misterio del triangulo de Feynman

Aarén Aparicio Hernandez
Universidad Auténoma de la Ciudad de México; Facultad de Ciencias, UNAM

Resumen

El titulo de esta platica nace de una historia contada por Kai Li Chung, de la Uni-
versidad de Stanford. El Prof. Chung relata como, en una visita a la Universidad de
Cornell, Richard Feynman (1918-1988) dio un coloquio sobre la historia de la férmula
de Feynman-Kac. Después de la charla, el Profesor Kai Li Chung (1917-2009) entretu-
vo a Feynman para la cena, en gran parte de la discusion se centrd en este teorema. El
teorema establece que dado un triangulo, al unir cada vértice al punto que divide en
razon 1:2 al lado opuesto (tomado en el sentido contrario a las manencilas del reloj), se
forma un tridngulo por estas tres lineas cuya area es 1/7 del area del tridngulo inicial.

Feynman no podia creer que la razén de las areas de los tridngulos fuera de —, ya que

no tenia nada que ver con el niimero tres. Pasé la mayor parte de la tarde tratando de
refutarlo, pero finalmente se demostré en el caso especial del tridngulo equildtero. En
este articulo presentamos varias demostraciones inspiradas en [I] y [5] con diferentes
conceptos, abordando el caso general.

A don Alberto Barajas.

1. El triAngulo de Feynman.

Denotemos con AABC' al triangulo formado por los puntos A, By C, al area del triangulo
ABC con AABC.

Lema 1.1. Sean L, M, N puntos del ANABC como en la figura [l tales que

vl —BM:%BC, CN:%CA. SiU = AMNCL, V = AM N BN,

AL =

Wl =
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W =CLNBM entonces AUVW =ABMV +ACNW +AALU.

1
Demostracion. ComoAABC = AABM+ACBN+AAC L pues cada uno de ellos es 3 del drea total,

y de la construcciéon AABC = AABM +ACBN +AACL+AUVW —[ABMV +ACNW +AALU],
por lo que AUVW — [ABMV +ACNW +AALU] =0

AUVW =ABMV +ACNW +AALU

Figura 1

Teorema 1.2. Mazzanti [5]. Sean L, M, N puntos del AABC ver figura[3 tales que AL
— . 4B, BM = BO,ON = UA §iU=ABNCL, V=AM BN,

W =CLNBM entonces AUV = % AABC.
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B M C

Figura 2: tridngulo de Feynman

Primera demostracién con semejanza.

A,

Figura 3

Demostracion. Trazamos AM y BN tal que V = AM N BN y expresemos ABMYV en funcién del

AABC. Para ello trazamos una recta [ paralela a BC'y que pase por N, entonces P = ABNI, S =
AM N1

ASV N =~ AV M B vease figura [3l

BM

SN

oo
=
=
oo

B
2 &
wolto

ol @l
33
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sean h la altura del tridngulo VBM y hsy la altura del tridngulo SV N

hi 3 _hy 4 hi + ho 4 7 7
_— = — _ = — . = 1 — = = . h h - _h .
he 4 h 3 I 373 1l =3
Ademas, si h es la altura del triangulo ABC' que pasa por A, entonces
1 1 7 1
hy + hy = gh gh = ghl S.ooh=Thy . h = ? h
BMh, +BCih 1BCh 1
BMV = =3 T = — __ AABC.
A v 2 2 21 2 21 AABC

Analogamente AALU = % AABC =ACNW.

AUVW =ABMV + ACNW +AALU =3 (2—11 AABC’) = % AABC
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Segunda demostracién con geometria analitica.

Demostracion. Sean A = (h, k), B = (0,0) y C = (a,0) con a,k > 0 véase figura [, por lo tanto

M = <%, O). Para calcular ABMV basta determinar la altura h; con respecto a la base BM, es

decir, las coordenadas de V.

Figura 4
— — . 2a+h k .
como AN = 2CN por hipétesis, entonces N = 5 '3 ; por lo tanto la ecuacién de la
recta BN es i
30 k
y=0=\ 5 (=0 =57 "
T 0

o=z -8 s | D) - ()
3
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3k (_g)_ k . x_2a+h _ﬁ
3h—a 3) " 2at+h’ o TT 7 VTR
2a+h k
por consiguiente V = (z,y) = (%, ?) Ademas,
BM h,q 1 /a\ k 1 [ak 1
ABMV == _§<§)?_ﬁ(7)_ﬁAABC

1
Analogamente AALU = 31 AABC =ACNW.

AUVW =ABMV + ACNW +AALU =3 (2—11 AABC’) = % AABC

Tercera demostracion con trigonometria.

Figura 5
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Demostracion. Consideremos la figural, 8 = A NBC' y hy la altura del tridngulo BMV con base

__ _— BM BM (BV
BM, hy la altura del triangulo BC'N con base BC' entonces ABMV = u = (BVsen 9)

— - 2 2
v ABCN:BChg:BC(BNsenH):lAABC
2 2 3
2
I 5 2 AABC
BC (BNsen 0) = = AABC . senf=3__
3 BC BN

ahora vamos a expresar BV en términos de BN, para ello trazamos una recta [ paralela a

BC y que pase por N, entonces P = ABNI, S = AM N1 y por la primera demostracién
ASVN ~ AVMB.

BV _BW_3 VN _4  BV4VN_1 BN _1
VN &SN 4 ° BV 3 BV 3 BV 3
por consiguiente BV = % BN. Por otra parte

2
sy < Y mvsen o= L (L) (2 ae) [ 22279 L (2 aane
92 T 21\3 7 BC BN | 14 \3

1 1
luego ABMV = 91 AABC. Analogamente AALU = 91 AABC =ACNW.

AUVW =ABMV + ACNW +AALU =3 (i

1
AB =_— AAB
21A C’) 7A C

Cuarta demostracién con el producto vectorial (una variante a la primera demos-
tracién reportada en [I]).

Demostracion. Consideremos la figura [6l y a cada punto del tridngulo ABC' el vector asociado,

entoncesﬁz%?, %}:E}V:?jL%CTZl:?—l—}(%—7):g7+17.(]0m0
V:mﬂmyﬁHﬁ,entonces?:aﬁy?—ﬁ 7+ (1—p6)d con a, B €0,1];

2 1 1
asi 3 ad + 3 od = 5— 7+ (1-— 6)7 ademés @ y ¢ son linealmente independientes, por lo
2 1 6 3
tantogazgyga—l—ﬁ luegoﬁ—?ya—?
32 31 1 2
a 73 +73 7a —|—7c
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Figura 6

1 1,1 1 2
Aplicando el producto vectorial ABMV = §||m x V|| = ngf) X (?7 + ?7) [

1. /1 1 1 2 1,1 2
T e A et NI T O S
2||<3 x - d + 3¢ X% I 2||2lc><a+21 x |

11 1,1 1 1
slgg @ < dll=gpllz ¢ < dll=5 = 21

1
Analogamente AALU = 31 AABC =ACNW.

1 1
AUVW =ABMV + ACNW +AALU =3 (ﬁ AABC’) =z AABC
O

Quinta demostraciéon con congruencia: Variante de la segunda demostracién repor-
tada en [I].

Demostracion. Sea ABMYV = by consideremos la figura [[l como ABMV = ACNW = AALU
entonces AUVW = 3b. Ademads los triangulos AABM = ABCN = AALC son congruentes,

entonces al restar tridngulos congruentes (ALU, BMV, C NW respectivamente) obtenemos cua-
drilateros congruentes, esto es, ILBVU =Z LONAUM = LOMCWYV.

Por otro lado los triangulos BMV y VMC' tienen la misma altura con respecto a las bases
BM y MC, ademas MC =2 BM . 2ABMV =AVMC
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Figura 7

AV MC = 2b. Anélogamente AAW N = 2b =ABU L, por consiguiente

ABVU = AAUW =ACWYV = z.

Por otra parte los tridngulos BMU y MCU tienen la misma altura con respecto a las bases
BM y MC véase figura[8 ademas MC =2 BM,

AUMC =2AUBM . 2b+a+3b=20b+x)=2b+20 . a+3b=2
por consiguiente x =3b ... ABVU =ACWV = AAUW = 3b, luego

AABC =3 ABCN =3(b+2b+2+0b) =3(b+2b+3b+b) =21b

1
asi AABC =21 ABMV =7(3ABMV)=TAUVW - ABMV = - AABC.

Ademas como consecuencias obtenemos lo siguiente:

AUVW = ABVU = AAUW =ACWV - AU =UV, BV =VW, CW =WU.

Sexta demostracion con trigonometria y el teorema de Herén.

Demostracion. Sean a = BC, b= CA, ¢ = AB los lados del triangulo ABC', aplicando la ley de

_ b\? b
los cosenos al triangulo BC'N y al triangulo ABC' obtenemos BN’ =a*+ (5) —2a <§> cos
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Figura 8

y

a?+ b —c?
c? = a? + b* — 2ab cos p, asi cos ¢ = ey e

2ab
— o2 (a4 - 9a? 4+ b — 3(a* + b* — )
BN =a>+ — - Z L,
“ T 3“b< 2ab ) 9

§_

2 6a% — 2 + 3¢2

BN 9 y como BV = - BN entonces
BV - 3 (\/6@2 —2b2+302) ~ V6a? — 202 + 3¢2
o7 3 B 7

ahora aplicamos de nuevo la ley de los cosenos al triangulo BC'N y obtenemos
6a® — 20° +3¢ \/6a2 — 2b% + 3¢
—2a
9 9

NC* =BC*+ BN’ —2NC BNcos 0 = a® +

2 6a® — 2b% + 3c? B <§)2 152 — 3% + 3¢2

a
cos 0 = ) 3 = 9
\/6&2 — 2b% 4 32 V6a2 — 202 + 3c2
2a 2a
9 3
) 5a? — b + ¢? 9 (5a% — b2 + 2)? )
asi cos 0 = e 3e cos” 0 = 12(6a? — 20 + 3¢2) ademas

(5a2 — b2 + 2)?
4a?(6a? — 2b% + 3¢?)’

simplificando lo que aparece en la raiz

sen 0 = /1 —cos?2 0 = \/1—
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Figura 9

obtenemos:
b1 (5a> —0* + ) 4a®(6a® — 20° + 3¢%) — (5a% — b* + )’
7 4a%(6a? — 2V + 3c?) 4a2(6a2 — 202 + 3¢2)
24a* — 8a?b? + 12a°c* — [(5@2 + ) —2(5a% + A)b? + b

B 4a?(6a? — 2b% + 3¢?)

_ 24a* — 8a*V? + 12a*¢® — (25a* + 10a*¢® + ¢*) + 10a°0* 4 2b°c — b*

4a?(6a® — 2b* + 3¢?)

_—at =t =+ 20707 + 207 + 20%¢

4a?(6a® — 20% + 3c?)

Por otra parte —a* — b* — ¢* + 2a2b? + 2022 4 20%¢2 = 4b%¢% — (b* + 2 — a?)’
= (2bc + B> + 2 — a?) (2bc — b* — A + a?) = [(b+ ¢)? — a?*][a® — (b — ¢)?]
=(b+c+a)(b+c—a)la—b+c)(a+b—c)
=(a+b+c)la+b+c—2a)a+b+c—2b)(a+b+c—2c)

= 25(2s — 2a)(2s — 2b)(2s — 2¢) = 252(s — a)2(s — b)2(s — ¢)
= 16s(s —a)(s — b)(s — ) = 164/s(s — a)(s — b)(s — 0)2 =16 (AABC)? por el teorema de Herén,
con a+b+c=2s.

oy 16 AABC)?  2AABC
—\ 4a%(6a% — 202 4 3¢%)  av/6a® — 202 + 32
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por consiguiente:

1

ABMV = - B B—Vsen(?:%(g) (?\/6a2—2b2+302)<

N —

2AABC
3

av/6a? — 202 + 3¢2

ABMYV = 2—11 AABC. Analogamente AALU = 2—11 AABC =ACNW.

1

AUVW =ABMV + ACNW +AALU =3 (21

AABC’) = % AABC

Figura 10

Séptima demostracién: Primera generalizacién, es una variante a la de Villiers [4]
con trigonometria y el teorema de Herodn.

En esta demostracién extendemos el resultado anterior, subdividiendo el lado BC' en n partes
iguales con n > 3 y determinamos el AUVW en funcién del AABC'. El razonamiento es andlogo
al caso n = 3 de la primera demostracion.

Demostracion. Trazamos una recta [ paralela a BC y que pase por N, con INAB = P y
INAM =S . ASVN = AVMB véase figura 10

Sean h; la altura del AVBM vy hy la altura del ASV N con respecto a las bases BM y SN
respectivamente. Como ASV N = AV M B, entonces
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1 — 1 — 1

hy SN 1\ = n—-1/n—-1_2 (n-12% (n—1)?
hy SN <1__> v (n BC’) (n 21) (n—1)

n n n n
h —1)? hi+h h —1)? 2 1 1
_2:(71 ),asi 1+ 2:1+—2:1+(n ) _n n . Ademas hi1+hy = —h
hy n hy hq n n n

donde h es la altura del tridngulo ABC' y por consiguiente
1h
nz—n—l—l h1+h2 E 1 h
= =T asi hy(n? — 1) =n(- o= ——
- n n ,ast hi(n? —n+1) n(nh) L=
L b
2 n(n?—-—n+1) 2
1 AABC
=—————— AABC .. BMV = ——— .
n(n2—n+1)A A n(n? —n+1)
AB
Analogamente AALU = _AABC =ACNW.
n(n?—n+1)

Por otra parte como AUVW = AABM +ABCN +AALC y cada uno tiene la n-ésima parte

del area del triangulo ABC', entonces AUVW =3 AAnBC

AABC 5 AABC

AABC —AUVW =3 - W —n+1) luego
soviw=(2-2 4 % aapc
n n nn?-n+1)
2 _ a2 3 _ g2
_ n(n*—n+1)—3n°"—n+1)+3 AABC = | ™ 4n® + 4n AABC
n(n?—n+1) n(n? —n-+1)
2 _ 92
N L} Y 7C T I G W POV Ye
n(n? —n+1) n?—n+1

)2
AUVIV = M AABC

n?2—n-+1

por consiguiente, si n = 3 entonces:

(3 —2)2 1
AUVW = === AABC = = AABC
32 _—3+1 7
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Mas atn, si n = 4 entonces

4 — 2)? 4

13
como puede verse en la siguiente figura.

AUVIV =

A

Figura 11

Octava demostracién: con geometria afin Villiers [4].

Demostracion. Sea ABC' un tridngulo equildatero ver figura y AB = BC = CA = n, con
BL=AM=CN =1y LA=MC = NB =n — 1, entonces por la ley de los cosenos

— — — _— 1
LC?*=LB%*+ BC?-2LC BC cos{LBC =1+ n?—2(1)n cos(60°) = 1+ n* —2n (—)

2
=n’—n+1 . LC?=n>-n+1luego LC=+vn2—n+1.
Ademas los tridngulos CBL =~ BLU pues AULB = L{CLB y AUBL = {BCL,
LU BL LU 1
= = =, 1ueg0 ey —
BL LC 1 vnf—n+1
Ademaés
BL BU 1 BU —__ CB S
= = =, luegO::: . BU:_: i :CV
LC CB LC CB LC n?—n+1

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 5, paginas [109H127



El misterio del tridangulo de Feynman 123

Figura 12

n
vnZ—-n+1 Vn2—-n+1
2 n41-1- 2 -2 —2
_non+ n__n n__ nin —2) y por simetria el tridngulo UV es

vVn2—n-+1 vn2—n-+1 n?2—n+1

n(n —2 1
también un triangulo equilatero, cuyo lado mide # (—)

vn2—n+1\n

asi UV =LC—-LU-CV=vn2—n+1-—

-2
— 72 dellado del triangulo ABC'; por consiguiente
n?—n+1
—92)2
auvw = =D s e
n?>—n+1

puesto que el teorema sélo involucra propiedades afines entre lineas y dreas y todo triangulo
es afinmente equivalente a un tridngulo equildtero [[2], p. 203], entonces el teorema de Feynman
esta demostrado.

O

Mas aun, el triangulo de Feynman puede generalizarse a un paralelogramo como lo senala
Villiers [4] y lo presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Mazzanti [5]. Sea ABCD un paralelogramo y F,G, H, I los puntos que dividen a

_1)2
(=1 4BCD.

los lados del paralelogramo en n partes iguales, entonces AUVWT = ~— T
n
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Figura 13

1 1
Demostracion. Consideremos la figura[I3, por hipdtesis sabemos que AF = — AB, BG = — BC,
n n

_ 1 —— _ 1 —— - _ -
CH=—-CD y DI=— DA; ademds AGNDF =U, BHNAG=V, CINBH=W
n n
y DFNCI=T ; ahora trazamos una recta [ paralela a AB con G €1 y calculemos AUVWT.

Como [ || AB, DFNl =Sy DANI = P, entonces AAFU ~ AUGS donde h; es la altura
del tridngulo AFU con base AF y hs es la altura del AUGS con base SG, por lo tanto
1

W ~ AB
h AF P DP —1
L= =1 __  Ademis ADPS ~ ADAF pues [ || AB, asf _S =" , luego
hy  SG SG AF DA n
-1 1 — -1 —n-1 .
PS = Ar - (— AB) r ~ 4B -— v ademds, como PG = AB entonces
n n n n
SG PG PS PG PS 1 [(—=n—-1 n—1 n®>—n+1
AB AB  AB AB AB n? n? n?
— — 1
luego SG = (%) AB, por consiguiente
n
1 —— 1
hfl B E AB B E AB B n2 n
ha SG <n —nz—l-l)AB_n( —n+1) n?-n+1

1 -
por otra parte h; + hy = — h, donde h es la altura del tridngulo ABC con base AB y como
n
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h h 2 _ 1
h_: = nz—#n—i—l’ entonces —i +1= % + 1; luego

hi+hy n*—n+l+n n*+1 n n

hy n n . _n2+1

luego hy =

R Por consiguiente:
n

_1AB h 1

AFU = =— =
AAFU 2 nn®+1 2n(n2+1)

(ABh) = —— AABCD

AF h
! 2n(n?+1)

1
2

1
Anélogamente ABGV = ACGW =ADIT = ————— AABCD, ademas
2n(n?+1)

AABG =ABCH =ACDI =ADAF = QL AABCD
n

y AABCD —AUVWT =4 AABG — 4 AAFU, luego entonces

AUVWT =AABCD — 4 AABG +4 AAFU

1 1

=AABCD — 2 AABCD + 2z AABCD
n n(n?+1)

2 (2
_ 1_3+L AABCD = nn”+1) -2 +1)+2 AABCD
n  n(n?+1) n(n?+1)
_(nP+n—2n*—2+2
B n(n?+1)

2 _
:(n 2n+1) AABOD —

n?+1

AABCD)

n(n* —2n+1)
n(n?+1)
AABCD

) aasen - (

(n—1)°
n?+1

) AABCD

—1)2
avvwr = D" yupep
n®+1

Casos particulares:

1) sin =2 entonces AUVWT = % AABCD

2) sin = 3 entonces AUVWT = % AABCD

Novena demostracién: Dada por Cook y Wood [1] con el teorema de Menelao.
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B M C

Figura 14: triangulo de Feynman

Demostracion. Aplicando el teorema de Menelao al tridngulo CAM y la recta N B tenemos que

CN AV MB:—l,luego _ 1 s AV — 1 - AV =6VM
NA VM BC

1
-3 —6VM

N~
=k

S N 1
y AV+ VM =6VM+ VM, luego AM =7VM. Ademas AAMB = 3 AABC'y

AAV B = g AAMB = g (% AABC) = % AABC . AAMB = % AABC.

2
Anélogamente ABWC =ACUA = - AABC y por consiguiente,

AAVB +ABWC +ACUA = g AABC . AUVW = % AABC

Décima demostracion: Sin palabras con GeoGebra.
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Figura 15: triangulo de Feynman
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G-fibraciones regulares

Alexander Bykov, Raitl Juarez Flores, Aura Lucina Kantiin Montiel
FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo introducimos el concepto de una G-fibracién regular. Mostramos que,
para cada grupo compacto G, las siguientes proyecciones naturales son G-fibraciones
regulares: G/K — G/H para subgrupos cerrados H y K de G tales que K C H y
G/K es metrizable; E — FE/K si E es un G-espacio metrizable con un sélo tipo de
orbitas y K es un subgrupo normal cerrado de G.

1. Introduccidon

En la topologia equivariante, en general, se estudian los G-espacios y las G-funciones. Dentro
de la teoria equivariante de homotopias las G-fibraciones, esto es, las G-funciones que tienen la
propiedad de levantamiento de G-homotopias con respecto a todos los G-espacios, juegan un papel
tan importante como las fibraciones de Hurewicz lo hacen en la teoria homotdpica usual.

En el presente trabajo, introducimos el concepto de G-fibracion regular, el cual puede con-
siderarse como una modificacién del concepto de G-fibracion de Hurewicz debido a que tales
G-fibraciones tienen una propiedad de levantamiento mas fuerte que la de las G-fibraciones de
Hurewicz, definida para la clase de los G-espacios metrizables.

Estas G-fibraciones regulares pueden ser caracterizadas por medio de sus G-funciones asociadas,
descritas en la seccién [ de la siguiente manera: una G-funcién p : E — B es una G-fibracion
regular si y sélo si la G-funcién asociada ¢ : ET — coCyl(p) tiene la propiedad de levantamiento
derecho con respecto a los G-encajes A — X.

Como una herramienta importante en la demostracion de los resultados principales, se intro-
ducen los conceptos de cuadrados G-fibrados y G-fibrados regulares, cuya importancia radica en el
hecho de que el limite de tales cuadrados serd G-fibracién y G-fibracién regular, respectivamente.

Las principales aportaciones son el Teorema en el que demostramos que, al igual que las
fibraciones usuales, las G-fibraciones regulares pueden caracterizarse de manera local; el Teorema
R.3 en el que veremos que si H y K son subgrupos de un grupo compacto G, K C H, donde
el espacio cociente G/K es metrizable, la proyeccién natural G/K — G/H es una G-fibracién
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regular; y el Teorema que presenta la proyeccion orbital £ — E/K como una G-fibracién

regular, donde F es un G-espacio metrizable con un sélo tipo de 6rbitas y K un subgrupo normal
de G.

Con estos dos ultimos Teoremas, generalizamos el hecho conocido de que ambas G-funciones
son G-fibraciones de Hurewicz cuando el grupo actuante G' es compacto de Lie.

2. Preliminares

Con la letra GG siempre denotaremos un grupo compacto de Hausdorff. Las definiciones basicas
y los resultados fundamentales de la teoria de G-espacios (también conocida como teoria de grupos
topoldgicos de transformaciones) se pueden encontrar en [5], [I1], [7], [8] y [9]. Sin embargo, para
beneficio del lector, reproduciremos a continuacion los conceptos que emplearemos a lo largo del
presente trabajo.

Un G-espacio es un espacio topoldgico X provisto de una accién (izquierda) continua - : G X
X — X, (9,2) = g-x,de G en X (por practicidad escribiremos gz en vez de g-x). Un subconjunto
A C X se llama G-invariante o G-subconjunto si ga € A paratodo g € Gy a € A. De esta manera,
si X es un G-espacio metrizable y A su G-subconjunto cerrado, diremos que (X, A) es un G-par
metrizable.

Una G-funcion es una funcién continua f : X — Y, donde X y Y son G-espacios, tal que
f(gx) = gf(z), para cada (g,z) € G x X; si f es un homeomorfismo, diremos que es un G-
homeomorfismo y, en este caso, decimos que X y Y son G-equivalentes. Los G-espacios y las
G-funciones forman una categoria que denotamos por G-TOP. En adelante, trabajaremos en esta
categoria.

Sean X y Y dos G-espacios. Una homotopia F' : X x I — Y, donde I = [0, 1], se llama
G-homotopia si es una G-funcién considerando X x I con la accién g- (x,t) = (gz,t). Diremos que
la G-homotopia F' es relativa a un G-subconjunto A C X si F'(a,t) = F(a,0) para cadaa € Ay
tel

Una funcién continua ¢ : X — I se llama G-invariante, si ¢(gz) = p(r) para cada (g,z) €
GxX.

Sea H un subgrupo cerrado de G, el espacio cociente G/H = {gH | g € G}, es un G-espacio
con la accién g-¢'H = gg'H; y la proyeccién natural g : G/K — G/H, gK — gH, donde K C H,
es una G-funcion.

Sea X un G-espacio y sea z € X, el subgrupo G, = {g € G | gr = =} se conoce como grupo
de isotropia de x y al espacio G(z) = {gx | g € G} se le llama G-drbita de x. Se sabe que G(x) es
G-equivalente a G/G,, para cada y € G(z).

Un G-espacio X tiene un sdlo tipo de orbitas (H) si los grupos de isotropia de todos sus puntos
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estan en la clase conjugada de H, es decir, si para cada x € X, existe g € G tal que G, = gHg™!.
En este caso cada drbita es G-equivalente a G/ H.

Dado un G-espacio X, el conjunto de todas sus drbitas equipado con la topologia cociente, se
conoce como espacio orbital de X y se denota por X/G. La proyecciéon natural mx : X — X/G
(definida por 7x (z) = G(x)) se llama proyeccion G-orbital y es una G-funcién considerando X/G
como un G-espacio con la accion trivial de G.

Si f: X — Y es una G-funcién, entonces f induce una unica funcién continua f/G : X/G —

Y/G, tal que f/G omx = my o f. Claramente, f/G estd definida por (f/G)(G(z)) = G(f(z)).

Por un espacio G-AN E entendemos un G-extensor absoluto de vecindades equivariante para la
clase de todos los G-espacios metrizables. Asi un G-espacio F es un G-ANFE si para cualquier G-
par metrizable (X, A), cada G-funcién f : A — E se puede extender a una G-funcién f : U — E,
fla = f, para alguna vecindad G-invariante U de A en X.

De manera similar, el concepto de espacio G-ANR se define como una versién equivariante
de un retracto absoluto de vecindades. En [I, Theorem 14] se demuestra que, para la clase de G-
espacios metrizables, los espacios G-AN R poseen la misma propiedad extensorial que los espacios
G-ANE. Es decir, si Y es un G-espacio metrizable, entonces Y es un G-ANR si y s6lo si Y es un
G-ANE.

Una G-funcién p : E — B se llama G-AFE-mapeo si para cada G-par metrizable (X, A) y para
cada diagrama conmutativo de G-funciones

f
—

N

E
JP (1)

—— B

-

<

donde i es un encaje, existe un relleno X — £ (es decir, una G-funcién F:X — E tal que Fi= f
y plF'=F).

Un subgrupo cerrado H de un grupo compacto G se llama grande si G/H es G-ANR o,
equivalentemente, si existe un subgrupo normal cerrado N de G tal que N C H y G/N es un
grupo de Lie (|2, Proposition 2.4]). Por ejemplo, cada subgrupo cerrado de un grupo compacto de
Lie es grande ([9, Corollary 1.6.7]).

3. G-fibraciones y G-fibraciones regulares

Una G-funcién p : E — B se llama G-fibracion si tiene la propiedad de levantamiento de
homotopias equivariantes (PLHE) con respecto a cada G-espacio X (ver [I1, p. 53]). Recordemos
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que p tiene la PLHE con respecto a X si para cada diagrama conmutativo de G-funciones

x X%E
® g 2
(z,0) XxI——B

existe un relleno F: X x I — E.

Cabe mencionar que las G-fibraciones surgen de una forma natural en la teoria de G-espacios
en virtud del siguiente hecho.

Proposicién 3.1. ([4, Proposition 3.1]) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto de Lie
G. Entonces cada G-funcion E — G/H es una G-fibracion.

Observacién 3.2. Supongamos que la G-homotopia F' en el diagrama (2)) es relativa a un G-
subconjunto A de X, para el cual existe una funcién G-invariante ¢ : X — I tal que ¢~ 1(0) = A.
En este caso, si p es una G-fibracion, entonces existe un relleno F:XxI—E para ([2) que
también es una G-homotopia relativa a A.

Para ver que la Observacion es cierta, modifiquemos la G-homotopia F' como sigue:

) | F(z,t/e(x)) sit<op@)yxgA
Fz1) _{ F(x,1) sit > p(x)

Es facil ver que F” ~es una G-funciéon para la cual F’ 80 = pf. Como p es una G-fibracién, existe
una G-homotopia F:XxI— FE tal que F d=1Ffy pF F'. Ahora definamos la G-homotopia
F: X x I — E por F(z,t) = F(z,to(z)). Una verficacién directa muestra que F' es el relleno
deseado.

Si (X, A) es un G-par metrizable entonces, como G es compacto, X admite una métrica in-
variante d, esto es, una métrica que satisface d(gz, gx’) = d(z,2’) para cada z,2’ € X y g € G
(véase [8, Teorema 5.22]). Ademads, se puede elegir d tal que diam(X) < 1. Claramente, la funcién
¢ : X — I, dada por p(z) = d(z, A), satisface ¢~1(0) = A. Concluimos que la Observacién B.2 es
aplicable a G-pares metrizables.

Definicién 3.3. Decimos que una G-funcién p : E — B es una G-fibracion regular si para cada
G-par metrizable (X, A) y cada diagrama conmutativo de G-funciones

Xx{0juAxI -

XX ——— B
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existe una G-homotopia X x I — E como relleno del diagrama.

La demostracién del siguiente Teorema serd presentada al final de la Seccion 5.

Teorema 3.4. Sea p : E — B una G-funcion de espacios G-ANE. Si p es una G-fibracion,
entonces p es una G-fibracion regular.

Sea N un subgrupo normal cerrado de GG. Si X es un G-espacio, siempre podemos considerar el
espacio N-orbital X/N como un G /N-espacio con la accién del grupo G/N dada por gN - N(x) =
N(gx).

Por otro lado, si X es un GG/N-espacio, puede también ser considerado como G-espacio de la
siguiente manera. Si * es la accién de G/N en X, entonces G actiia en X con la accién dada por
g-x = gN *z. Naturalmente, cada G/N-funcién de G /N-espacios puede ser también considerada
como una G-funcion.

Proposiciéon 3.5. Sea N un subgrupo normal cerrado de un grupo compacto G. Entonces:
(a) Sip es una G/N-fibracion, entonces p es una G-fibracion.

(b) Sip es una G/N-fibracion reqular, entonces p es una G-fibracién regular.

(¢) Si E es un G/N-ANE, entonces E es un G-ANE.

Demostracion. Sea p : E — B una G/N-funcién, y sea s : A — X un G-encaje cerrado. A lo
largo de la demostracién consideraremos el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones.

4 E
k f/N
AN
s s/Nf p
X/N
B NG
X d B

(a). Sea X = Ax 1y s(a) = (a,0). Claramente, podemos identificar (A x I)/N con (A/N) x I.
Si p es una G//N-fibracién, entonces existe una G /N-funcién F : (A/N) x I — E, como relleno
del diagrama anterior. Asi, la G-funcién dada por F = F o ¢x es un relleno del diagrama, y por lo
tanto, p es una G-fibracion.

(b). Sea Y un subconjunto cerrado G-invariante de un G-espacio Z. Sea A =7 x {0} UY x [
y X =Zx1.Como (Zx{0}UY x I)/N puede identificarse con Z/N x {0} UY/N x I y p es una
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G /N-fibracién regular, repitiendo los pasos del inciso anterior, obtenemos la G-funcién F:X > E
deseada.

(¢). Para demostrar que E es G-AN E, necesitamos tnicamente la parte superior del diagrama,
de manera que podemos suponer que B = * con la accién trivial de G. Como E es G/N-ANE,
existe una vecindad G /N-invariante U de A/N en X/N y una G/N-funcién f : U — E tal que
flajv=f/N. Luego, V = ¢x (U) es una vecindad G-invariante de Aen X y (foqy)|v:V = E
es una G-extensién de f, lo que prueba que F es G-ANFE. O

4. Cuadrados pull-back, G-fibrados y G-AFE

Recordemos que un diagrama conmutativo

Eui%E

l l @)

Bhi%B

en una categoria C se llama diagrama pull-back si para cada objeto Z de C y cada par de morfismos
u:Z — Eywv:Z — B tales que pu = fuv, existe un tnico morfismo ¢ : Z — E’ tal que el
siguiente diagrama conmuta

Z
v FE T} E (5)

BUJHB

En este caso también se dice que el objeto E’ (junto con los morfismos f’ y p') es el pull-back del

diagrama E - B J p. Claramente, el pull-back, si existe, es tinico salvo isomorfismo.

En las categorias TOP y G-TOP el pull-back de E -2+ B < B existe y puede describirse
explicitamente como el siguiente espacio:

E'={(z,V') € Ex B[ p(z) = f(V')} (6)

(equipado, en G-T'OP, con la accién diagonal de G: g - (z,b') = (gz, gl’)) con las proyecciones
naturales ' : ' - FEyp :E — B
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En adelante, emplearemos de manera recurrente el siguiente hecho, el cual se desprende facil-
mente de (@): un diagrama conmutativo (4)) de G-funciones es un cuadrado pull-back en G-TOP
sty solo si éste es un cuadrado pull-back en TOP.

Sea p : E — B una G-funcién. El cocilindro de p denotado por coCyl(p) se define como

7|_O
el pull-back del diagrama E -2+ B «2 B!, donde B! es el espacio de todas las trayectorias
continuas w : I — B (con la topologia compacto-abierta y equipado con la accién de G dada por
(g-w)(t) = gw(t), t € I) y m%(w) = w(0). Explicitamente,

coCyl(p) = {(z,w) € E x B'|p(x) = w(0)}
con las proyecciones 7 : coCyl(p) — E, (z,w) — 2y p: coCyl(p) — B, (z,w) — w.
El siguiente resultado nos da muchos ejemplos de cuadrados pull-back en la categoria G-TOP.

Proposicion 4.1. Sean K y N subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que KN = NK.
Entonces el diagrama de proyecciones naturales

G/(KNN) — G/N

WKJ/ lﬁK (7)

G/K — G/KN
N
es un diagrama pull-back.

La condicion KN = NK es necesaria y suficiente para tener KN como un subgrupo de G.
Claramente, esta condicién se cumple si alguno de los subgrupos K o N es normal.

Demostracion. Sea P el pull-back del diagrama G /N LIN G/KN ViR G/K, dado por
P={(zK,yN) e G/K x G/N | tKN = yKN}.

Debemos mostrar que la funcién ¢ : G/(KNN) — P definida por p(x(KNN)) = (xK,zN) es un
homeomorfismo. Claramente, ¢ estd bien definida y es continua, siendo la tnica funcién inducida
por las proyecciones 7k y my. Ademés ¢ es inyectiva, pues la igualdad (zK,zN) = (yK,yN)
significa que y 'z € KN N asf que (K N N) = y(K N N).

Veamos que ¢ es sobreyectiva. Supongamos que (xK,yN) € P. Observemos que la igualdad
xKN = yKN implica que tK NyN # &; en efecto, si tK NyN = &, entonces tKkK N NyN = &,
pero por otro lado, tenemos KN = yK N O yN; lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe
z € xK(yN y tenemos z = xk = yn para alguna k € K y n € N. Esto es, o(z(K N N)) =
(xK,yN), ya que zK = xkK = zK y zN = ynN = yN.

Por lo tanto, ¢ es un homeomorfismo, ya que es una funcién biyectiva y continua de espacios
compactos. [
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Los conceptos presentados en la siguiente definicion generalizan el concepto de un cuadrado
pull-back. Estos conceptos seran de utilidad para la demostracion de los resultados principales del
presente trabajo.

Definicién 4.2. Un diagrama conmutativo () de G-funciones se llama cuadrado G-fibrado (cua-
drado G-fibrado reqular, cuadrado G-AFE) si en el diagrama

donde el cuadrado interno es pull-back, la funcién inducida ¢ es una G-fibracién (una G-fibracién
regular, un G-AFE-mapeo, respectivamente).

Consideremos la categoria Map(G-TOP) cuyos objetos son G-funciones y cuyos morfismos
p’ — p son pares (f', f) de G-funciones tales que el diagrama

E/L)E

l l o)

B’—>f B

es conmutativo. De aqui en adelante por un morfismo entendemos un morfismo en Map(G-TOP).
Asi, cada cuadrado conmutativo([]) de G-funciones se puede tratar como un morfismo y viceversa.

Se dice que un morfismo w : p’ — p tiene la propiedad de levantamiento derecho (PLD) respecto
a un morfismo o : s — s’ si para cada diagrama conmutativo

H /

%p
Jw
p

existe un morfismo v : s — p’ como un relleno. Diremos también que w tiene la PLD respecto a
una familia de morfismos %, si w tiene la PLD respecto a cada o € X.

q
o »

—_
1%

Consideremos las siguientes familias F, R y € de morfismos:
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e F consta de todos los morfismos (0y,idxxs) : Oy — idxxs, donde X es un G-espacio y el
encaje Jp : X — X x [ se define por dy(x) = (z,0).

e R consta de todos los morfismos (s, idxx;) : $ = idxx, donde (X, A) es un G-par metrizable
ys: X x{0}UAXTI<— X x I esun encaje.

e & consta de todos los morfismos (i,idx) : i — idx, donde (X, A) es un G-par metrizable y
1: A — X es un encaje.

Proposicién 4.3. Sea w : p' — p un morfismo en Map(G-TOP). Entonces w es un cuadra-
do G-fibrado (G-fibrado regular, G-AE) si y solo si w tiene la PLD respecto a F (a R, a €,
respectivamente)).

Demostracion. Probaremos la proposicion sélo para la familia &; para F y R se prueba andloga-
mente.

Sea w = (f', f) : p = p un morfismo dado por medio del cuadrado (d)). Sea

W) o,
P ———— D
(v'v)

tdy —— D
un diagrama conmutativo en Map(G-TOP). En su forma “desplegada” este diagrama se ve como
A —2 E

e v

X f
i s (11)
idx X
s
X——2B

=. Supongamos que estd dado el diagrama (I0), donde X es un G-espacio metrizable y i :
A — X es un encaje para algiin G-subconjunto cerrado A de X. Debemos encontrar un relleno
idx — p/.

Consideremos el diagrama conmutativo (§]), donde el cuadrado interno es pull-back y la G-
funcién ¢ : E' — P es, por hipotesis, un G-AE-mapeo.
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Como fu = v = pv' (véase el diagrama (II])) y P (junto con las proyecciones fy p) es el
pull-back de E -+ B . B’, existe una G-funcién tnica h : X — P tal que ph = u y fh =
Para esta G-funcién tenemos el diagrama conmutativo

ALE’

z[ jq (12)

h

X —P
(es asi ya que las composiciones de las G-funciones hi,qu’ : A — P con las proyecciones p y f
coinciden). Como ¢ es un G-AFE-mapeo, hay un relleno del diagrama (I2)), es decir, una G-funcién
h: X — E' tal que gh = h'y hi = u'. Notemos que el par (h,u) representa un morfismo idy — p’
y, ademads, es un relleno para el diagrama ([I0]).

<. Supongamos que esta dado el diagrama (I2), donde ¢ procede del diagrama (8) y (X, A)
es un G-par metrizable. Debemos encontrar un relleno X — F'.

Definamos las G-funciones u: X — B, v': X — E y v : X — B como sigue: u = ph, v’ = fh
(véase el diagrama () y v = pv’. Para las funciones elegidas se tiene el diagrama conmutativo
(), o bien, (I0). Como w tiene la PLD respecto a R, existe un relleno (h,u) : idx — p’ del
diagrama (I0) y, por lo tanto, las G-funciones h : X — E'y u: X — B’ son rellenos del diagrama
(). De inmediato obtenemos que hi = . Ademds, como p(qh) = p'h = Uidy = u = ph y
f(gh) = f’ h=v = f h, concluimos que qh = h. Por consiguiente, h es un relleno del diagrama

@. O

Diremos que una G-funcién p, es decir, un objeto de Map(G-TOP), es un extensor respecto a
la familia X si para cada morfismo o : s — s’ de ¥ y cada morfismo p : s — p, existe un morfismo
i s — p tal que conmuta el diagrama

Es facil ver que p es un extensor respecto a la familia X si y sélo si el morfismo p — id,; tiene la
PLD respecto a X, donde pt es un conjunto que consta de sélo un punto (con la accién trivial de
G). Observemos también que p — id,; es un cuadrado G-fibrado (G-fibrado regular, G-AFE) si y
sélo si p es una G-fibracion (respectivamente, G-fibracién regular, G-AE-mapeo). Por consiguiente,
obtenemos la siguiente consecuencia de la Proposicion [4.3k

Corolario 4.4. Seap : E — B una G-funcion. Entonces p es una G-fibracion (G-fibracion reqular,
G-AE-mapeo) si y solo si p es un extensor respecto a F (a R, a &, respectivamente).
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La Proposicién y el Corolario [4.4] nos permiten probar facilmente las siguientes dos propo-
siciones.

Proposicién 4.5. Supongamos que el diagrama [9) es un cuadrado G-fibrado (G-fibrado regular,
G-AFE). Sip es una G-fibracién (una G-fibracion regular, un G-AE-mapeo), entonces p' es también
una G-fibracion (una G-fibracion regular, un G-AE-mapeo, respectivamente).

Demostracién. Probaremos la proposicién sélo para el caso del cuadrado (@) G-fibrado, cuando p
es una G-fibracion. La prueba de los demas casos es similar.

Sea (0y,idx«7) € Fy sea p: 0y — p/ un morfismo. Como p es un extensor respecto a F, existe
un morfismo v : idx.; — p tal que el diagrama

do s P
(Qosidx x1) h(f’,f)

idxxr —5— P

es conmutativo. Para este diagrama, como el morfismo (f’, f) es un cuadrado G-fibrado (Propo-
sicién [4.3)), existe un relleno g : idxx; — p', lo que muestra que p’ es un extensor respecto a F.
Segun el Corolario [£.4], concluimos que p’ es una G-fibracién. O

Notemos que la Proposicion se aplica, desde luego, a los cuadrados pull-back ya que cada

cuadrado pull-back de G-funciones es un cuadrado G-fibrado, un cuadrado G-fibrado regular y un
cuadrado G-AF.

Proposicion 4.6. Sea p = {pi} : E — B un mapeo de las sucesiones inversas E = {Ez,qf} Y
B = {B;,r!}, tal que para cada i, el diagrama

gt
1
E; «—— Ei\

pz{ hpiﬂ

B; Bi1
T,

7

es un cuadrado G-fibrado (G-fibrado reqular, G-AFE). Entonces la G-funcion limite p = limp

es una G-fibracion (resp. G-fibracion reqular, un G-AE-mapeo), si p1 es una G-fibracidn (resp.
G-fibracion regular, un G-AE-mapeo).
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Demostracion. Observemos primero que p = lim{p;, (¢/,7?)} en Map(G-TOP). Si ¢; : limE — FE;
— —
y r; : limB — B; son las proyecciones naturales, entonces los morfismos (g;,7;) : p — p; son las
—
proyecciones naturales en Map(G-TOP).

Probaremos la proposicion sélo para el caso de cuadrados G-fibrados. La prueba de los demas
casos es similar.

Sea (Op,idxxy) € Fy sea p: 0y — p un morfismo. Vamos a definir morfismos p; : idxx; — p;
tales que p; = (q§+17 7";“) O ftiy1 Y i © (O, tdxxr) = (gi,75) © p para cada .

Como p; es un extensor respecto a F, podemos elegir p; tal que py o (9y,idx«s) = (q1,71) © p-
Luego, como por la Proposicién B3, (¢, ri™) tiene la PLD respecto a JF, procederemos por
induccion, elegiendo ;11 @ idx«; — pir1 para p; como un relleno del diagrama conmutativo

(git1,m341)0u

o Pi+1

(8(),z'dXxJ)J/A l(qf“,rf“)

’idXX[ 7) Di

Por la propiedad universal del limite inverso la coleccién {y;} determina un morfismo tnico
i idxw; — p tal que (g;,7;) o it = p; para cada i.
Ademéds, se cumple 10 (0, idxx;) = p ya que para cada 1,

(Qiari) o /70 (ao,idXxI) = H;© (ao,idXxI) = (qm“i) o W.

Concluimos que p es un extensor respecto a F, es decir, es una G-fibracién (véase el Corolario

1), O

5. (G-funciones asociadas a (G-fibraciones

En esta seccion daremos algunas caracterizaciones de G-fibraciones y G-fibraciones regulares
por medio de las, abajo llamadas, G-funciones “asociadas”.

Sea p : F — B una G-funcion y consideremos el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones
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donde la G-funcién p’ se define por p’(w) = pow y el cuadrado interno es un diagrama pull-back.

En adelante, dada una G-funcién p : E — B, diremos que la G-funcién q : EX — coCyl(p)
dada por ¢(w) = (w(0),pow), es asociada a p.

Desde luego, la funcién ¢ asociada a p es una funciéon tnica que hace conmutativo el diagrama
(@3).

Supongamos que A es un subconjunto cerrado G-invariante de un G-espacio X. Consideremos
los siguientes diagramas conmutativos de G-funciones

A%EI Xx{O}UAxILE
‘q p (14)
X ——— coCyl(p) Xx] —— B

o~

relacionados mutuamente por las ecuaciones: F(z,t) = (5F)(z)(t), f(z,0) = (FF)(z) y f(a,t) =
f(a)(t) paracada x € X, a € A, t € I.

Observacién 5.1. La existencia de un relleno ® : X — ET para el diagrama izquierdo (I4) es
equivalente a la existencia de un relleno ® : X x I — FE para el diagrama derecho (I4)).

Claramente, las funciones ® y ® estén relacionadas por medio de la ecuacién: ®(z, t) = ®(z)(t).

Como una consecuencia inmediata de la Observacién 51y el diagrama ([I3]) obtenemos el siguiente
hecho:

Proposicién 5.2. Sea ¢ : ET — coCyl(p) la funcién asociada a una G-funcién p : E — B.
Entonces p es una G-fibracion reqular si y sélo si q es un G-AE-mapeo, es decir, (1%, %) : p! — p

es un cuadrado G-AE.
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Para presentar un resultado andlogo a la Proposicion 5.2, para G-fibraciones, necesitamos el
siguiente concepto.

Definicién 5.3. Decimos que una G-funcién p : E — B es G-flezible, si para cada G-par (X, A)
y cada diagrama conmutativo (IJ) de G-funciones, la existencia de una vecindad funcional U de A
en X y de una G-funcion f: U — E que hace conmutativo el siguiente diagrama

]

implica la existencia de una G-funcion F:X — E tal que Foi= fypo F=F.

|

\'/
%\

S

—

Recordemos que, dado un G-par (X, A), una vecindad G-invariante U de A en X se llama
funcional, si existe una funcién G-invariante o : X — I tal que A C ¢ 1(1) y X \ U C ¢ 1(0). Es
facil demostrar que cada vecindad funcional de A contiene una vecindad funcional cerrada.

Proposicién 5.4. Sea ¢ : ET — coCyl(p) la funcién asociada a una G-funcion p : E — B.

Entonces p es una G-fibracion si y solo si q es G-flexible.

Demostracion. Sea p una G-fibracién. Supongamos que estd dado el diagrama (I4]) izquierdo (para
p) para el cual existe una G-funcién ® : U — E!, donde U es alguna vecindad funcional cerrada
de A en X, tal que |4 = f y q®’ = F|y. En otras palabras, tomando en cuenta la Observacién
6.1l tenemos el diagrama conmutativo

Ux{0JUAXxI . E

%/
UXITB

donde ®'(u,1) = @'(u)(t), Fu,t) = GF)(uw)(t), f(u,0) = TF(u) y fla,t) = f(a)(t) para cada
u € U,a€ Ayt € I (aqui, desde luego, p y 7 son las proyecciones del cocilindro; véase el

diagrama (I3)).
Sea ¢ : X — I una funcién G-invariante tal que ¢(A) = 1y ¢(X\U) = 0. Definamos la
G-homotopia D : X x I — B por

D(z,t) = (pF)(x)(min(1, o(x) + 1)), (z,t) € X x I.
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Ahora definamos la G-funcién d : X — E por

Claramente, d es continua ya que los conjuntos U y ¢~1(0) son cerrados y, si z € Uy p(r) =0,
entonces P (z, 0(z)) = ®'(2,0) = f(z,0) = 7F(x). Ademés, para z € U, pd(z) = p®(z, p(z)) =

F(z,¢(x)) = D(x,0) y, para z € ¢~ (0), pd(z) = piF(z) = 7%pF(x) = (PF)(x)(0) = D(,0).
Por lo tanto, como p es una G-fibraciéon, existe una G-funciéon D : X x [ — E tal que el diagrama

17}

es conmutativo. Ahora definamos ® : X x I — E como sigue

SN

><<—>><

~

X D

& _ EI\),(ZL',t), CL’EUyOStSQD(l’);
vle) ‘{ Blat— p(x)), ¢la) <t<1.

(<I> es continua ya que para los puntos (z,t) € U x [ tales que t = (), tenemos de lo anterior
' (z,t) = O(z,p(x)) = d(z) = D(z,0)). Por dltimo, se verifica sin dificultad que la G-funcién
®: X — E!, definida por ®(z)(t) = ®(z, t), es un relleno del diagrama izquierdo (I4) dado en el
inicio, lo que prueba que ¢ es G-flexible.

Para probar la afirmacién “q es G-flexible = p es una G-fibracién”, consideremos de nuevo los
dos diagramas conmutativos (I4]) tomando A = ). Como ¢ es G-flexible, existe un relleno X — E’
del diagrama izquierdo (ya que para la vecindad U = () de A la condicién de la definicién de
G-funcion flexible se cumple). De acuerdo con la Observacion 5.1 existe un relleno X X I — E del
diagrama derecho (para una eleccién arbitraria inicial de las G-funciones f y F ), lo que significa
que p es una G-fibracién. O

Proposicién 5.5. Sea ¢ : ET — coCyl(p) la funcién asociada a una G-funcion p : E — B.
Entonces p es una G-fibracion si y solo si q es una G-fibracion.

Demostracion. Consideremos los dos diagramas conmutativos ([4]) tomando A =27 x {0} y X =
Z x I. Notemos que los pares (I x I,1 x {0} U {0} x I)y (I x I,I x {0}) son topolégicamente
equivalentes, es decir, existe un homeomorfismo ¢ : I x I — I x I tal que (I x {0}) = {0} x I' U
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I x {0} (y ¥(0,0) = (0,1)). Ahora los diagramas (I4]) se modifican como sigue:

Zx {0y —L s pr ZxIx{0} — E
[ Jq [ ‘/P (16)
Z x I —E— coCyl(p) ZxIxI —2 B

donde h(z,t,0) = f(z,w(t, 0))y H(z,t,7) = ]3(2, (t,7)). Este par de diagramas, tanto como los
diagramas (I4), satisface la siguiente condicién: la existencia de un relleno ® : Z x I — E' para
el diagrama izquierdo (I6]) es equivalente a la existencia de un relleno :ZxIxI—FE para el
diagrama derecho (I6). De esta condicién inmediatamente obtenemos “p es un G-fibracién = ¢ es
una G-fibraciéon”.

Para probar la afirmacién inversa es suficiente definir, para G-funciones b/ : 7 — E' y H' :
Z x I — B relacionadas por H'dy = ph/, las funciones h y H como sigue: h(z,t,0) = h'(z),
H(zt,7) = H'(z,7). O

Lema 5.6. Sea p: E — B una G-fibracion de espacios G-ANE. Si p es G-flexible, entonces p es
un G-AE-mapeo.

Demostracion. Para la G-funcién p dada, consideremos el diagrama ({I), donde (X, A) es un G-par
metrizable y i : A < X es un encaje. Como E es un G-ANE, existe una vecindad G-invariante
U de Aen X yuna G-funcién f: U — E tal que f|4 = f.

Sea ¢ : U x {0,1} U A x I — B dada por

pf(u), (u,0) €U x{0};
O(u,t) =< F(a), (a,t)e AxI;
F(u), (u,1)eU x{1}.

Se verifica facilmente que ® es una G-funcién bien definida.

Como B es un G-ANE, existe una vecindad G-invariante W de U x {0, 1}UAxTen U x Iy
una G-funcién ® : W — B tal que ®|y0,13uaxr = ©. Por la compacidad de I, podemos encontrar
una vecindad G-invariante V de A en U (y, por lo tanto, en X) tal que V- x I C W.

Obtenemos el diagrama conmutativo

v flv o
aoﬁ p
By«
Vsl 2 g
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donde ®|y»; es una G-homotopia relativa a A ya que ®(a,t) = ®(a,t) = F(a) para cada (a,t) €
A x I. Dado que p es una G-fibracién y (X, A) un G-par metrizable, existe una G-homotopia
relativa a A, ¥ : V x I — FE, como un relleno del diagrama. La G-funciéon f : V — E, dada por

f(v) = U(v, 1), es tal que el diagrama
E
B

es conmutativo. Por consiguiente, como p es G-flexible, concluimos que existe un relleno X — F
para el diagrama (), lo que muestra que p es un G-AE-mapeo. O

l

I /
x\

—

Ahora podemos demostrar facilmente el Teorema [3.4] usando el Lema y las proposiciones
anteriores.

Demostracién del Teorema [3.4. Dada p, la G-funcién asociada q : EX — coCyl(p) es una G-
fibracion y es G-flexible por las Proposiciones yB4l Como E'y B son G-AN E’s los G-espacios
ET. vy coCyl(p) son también G-ANE’s. Por el Lema 5.6, ¢ es un G-AE-mapeo y, de acuerdo con
la Proposicién B.2], p es G-fibracién regular.

6. Subgrupos grandes y cuadrados G-fibrados regulares

El concepto de subgrupo grande nos lleva al siguiente resultado, el cual es bien conocido para
un grupo compacto de Lie G.

Proposicién 6.1. Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que K C H. St
K es un subgrupo grande de G, entonces la proyeccion natural G/K — G/H es una G-fibracion
reqular.

Demostracion. Como K es grande, existe un subgrupo normal cerrado N de G tal que G/N es
un grupo de Lie y N C K. Notemos que la accién de N en G/K es trivial (ya que N C K C H)
y por lo tanto, la proyeccién p : G/K — G/H puede ser considerada como G /N-funcién, de esta
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manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo de G/ N-funciones

G/K —— (G/N)/(K/N)

G/H —— (G/N)/(H/N)

donde ¢ y v son los G/N-homeomorfismos dados por ¢(gK) = (gN)(K/N)y (gH) = (9gN)(H/N)
respectivamente, y p’ es la proyeccién natural. Como G/N es un grupo compacto de Lie, por la
Proposicién B] la G/N-funcién p’ es una G/N-fibracién y por lo tanto, p también lo es. Por la
Proposicion [3.5(a), p una G-fibracién. Mas aun, como G/K y G/H son G-AN E’s, por el Teorema
B4, p es una G-fibracién regular. O

Proposicién 6.2. Sean H, K y N subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que H C
KNN yKN=NK. St H es grande, entonces el diagrama

G/H —~ G/N
aK Br (17)

G/K -2 G/KN
es un cuadrado G-fibrado reqular.

Demostracion. De acuerdo con la Proposicién Bl tenemos el cuadrado pull-back (7). Luego no-
temos que la proyeccién natural ¢ : G/H — G/(K N N) es la tnica G-funcién que existe por
la propiedad de pull-back para las proyecciones ay y ay (i.e., tal que ax = Txq y ay = TNQ).
Asi el diagrama (I7) es un cuadrado G-fibrado regular pues ¢ es una G-fibracién regular por la
Proposicion 6.1 O]

Los siguientes corolarios de la Proposiciéon seran empleados en la prueba de nuestros teo-
remas principales.

Corolario 6.3. Sean H, K, M, N subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que K C H,
M C N. Silos subgrupos M y N son normales y ademds M es grande, entonces el diagrama

G/KM —— G/KN

|

G/HM —— G/HN
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es un cuadrado G-fibrado reqular.

Demostracion. Como M C KM, el subgrupo KM es grande al igual que M. Obviamente, KM C
HMNKN y
HM-KN=HK- -MN=HN=KH-NM=KN -HM.

Por lo tanto el diagrama es un cuadrado G-fibrado regular por la Proposicion O

El siguiente corolario se verifica de manera analoga.

Corolario 6.4. Sean H, K y N subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que NH = HN,
KH = HK y KN = NK. Si H es un subgrupo grande, entonces el diagrama de proyecciones
naturales

G/H — G/NH

|

G/KH —— G/KNH

es un cuadrado G-fibrado reqular.

7. Caracterizacion local de G-fibraciones regulares

Recordemos que una G-funcién p : E — B es una G-fibracién regular si y sélo si el morfismo

(7%, 7%) : p! — p es un cuadrado G-AFE (véase la Proposicién [£.2)).

Sea U un G-conjunto de B. Vamos a denotar por py la restriccién p~1(U) — U de p. Definamos
los morfismos oy, By : pi; — p como las composiciones ¢ o (Wg,l(U), )y Lo (W;,l(U), ;) respecti-
vamente, donde ¢ : py < p es el encaje. Como ¢ es un cuadrado pull-back, se puede generalizar la
afirmacién anterior como sigue:

pu es una G-fibracidn reqular < ay : pl;, — p es un cuadrado G-AE.
Emplearemos este hecho en la demostracion del Teorema al igual que el siguiente resultado
probado en [3] (véase también [0, Proposition 8.25]).

Proposicién 7.1. ([3, Lemma 3.5]) Sea p : E — B una G-funcion. Si existe una G-cubierta
abierta W de B (es decir, una cubierta abierta que consta G-conjuntos) tal que la restriccion py
es un G-AE-mapeo para cada U € U, entonces p es un G-AE-mapeo.

Teorema 7.2. Sea p: E — B una G-funcion. Si existe una G-cubierta abierta U de B tal que
la restriccion py : p~Y(U) — U es una G-fibracién reqular para cada U € U, entonces p es una
G-fibracion reqular.
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Demostracion. Consideremos el diagrama (I3]), donde el cuadrado interno es pull-back. Sea (z,wg) €
E = coCyl(p). Empleando el lema del recubrimiento de Lebesgue, podemos encontrar un entero

n y una sucesién de G-conjuntos abiertos Uy,..., U, € U tales que wy([(: — 1)/n,i/n]) C U; para

cada i = 1,...,n. Luego el conjunto

W:{weBﬂw({Z;l,iD c U, z'zl,...,n}
n

es una vecindad abierta G-invariante de wy en B! y (z,wg) € W, donde W = pH(W). Sea
V =q Y (W), es decir, V = (p") (W), y sea g : V — W la restriccién de ¢ : Ef — E (véase el
diagrama (I3)).

Asi, obtenemos la siguiente restriccién del diagrama (I3))

—

Ty w pPw w
J/tvwv lﬂv

(18)

donde el cuadrado interno es pull-back. Veamos que el cuadrado exterior es un cuadrado G-AFE.

Para ello, trabajando en la categoria Map(G-TOP), construyamos el siguiente diagrama con-
mutativo

Pin
Pin-1 P2n
. P2n-1 P3n

D12 -
RN

I I I I
Pu, Py, Py, Pu,

auy auy QUp,
Bu, Buy Bun
p p p p
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donde cada cuadrado es pull-back. Como py, es una G-fibracién regular, entonces oy, es un cua-
drado G-AFE. Los morfismos as,as,...,a,, son también cuadrados G-AFE ya que se obtienen de los
cuadrados G-AE ay,, ay,,..., oy, respectivamente, tomando pull-backs. Luego, la composicién

o= 0y, 0.0, & :Drp — P
es también un cuadrado G-AFE.

La G-funcién p;,, : V. — W y el morfismo a = (7, m7) pueden describirse de manera directa:
siU; =p Y(U;), i =1,...,n, entonces

V = {(wi, .y wn) € UL x o x UL | wy(1)
W = {(w1,,wn) € UL x .. x UL | wy(1)

w2(0)7 ey wn—1(1> = wn(O)},
w2(0)7 ey wn—1(1> = wn(O)},

wl(O), Ww(wl, wn) = wl(O).

Pran(wi, ..wn) = (pwi, ...pwy), Ty (Wi, ...wy)

Los G-espacios V' y W son G-equivalentes a los G-espacios V y W respectivamente por medio

de las correspondencias h, h : w +— (w1, ...w,), dadas por w;(t) = w(%), i=1,...,n.

La composicién de (E, h) : phy = pin ¥y @ :pin — pes el morfismo (7l 7%) : pl, — p, el cual

es un cuadrado G-AF al igual que oy (h, h). En otras palabras, la restriccién gg; : ¢~ (W) — W
es un G-AFE-mapeo.

Por ultimo, debido a la eleccién inicial arbitraria de (zq,w) € W C coCyl (p), podemos afirmar
que existe una G-cubierta abierta {Wj}je] de coCyl(p), tal que Gy, - q_l(%) — fV(7] es un G-AFE-
mapeo para cada j € J. Luego, por la Proposicién [l ¢ : ET — coCyl(p) es un G-AE-mapeo, y
por lo tanto, p es una G-fibracién regular (véase Proposicién [5.2). O

En la siguiente secciéon emplearemos el hecho que los cuadrados G-fibrados regulares pueden
caracterizarse “localmente” al igual que las G-fibraciones regulares, como veremos en la siguiente
proposicion.

Proposicién 7.3. Supongamos que estd dado el diagrama conmutativo de G-funciones (4). Sea
U una G-cubierta abierta de B. St para cada U € U la restriccion del diagrama (@)

/

f e )~ )

p" P

) ——vu

es un cuadrado G-fibrado regular, entonces el diagrama total {) es un cuadrado G-fibrado reqular.
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Demostracion. Consideremos el diagrama (8) y sea U= f~Y(p~1(U)) para cada U € U. Observe-
mos que ¢~ 1(U) = f~Y(p~'(U)), asf obtenemos el diagrama conmutativo

[~ ()

g —— p '(U)

L

o) ——
donde el cuadrado interno, siendo una restriccién del cuadrado pull-back en el diagrama (8,
es también pull-back. Por hipétesis, la restriccién de g, Y p~Y(U)) — U, es una G-fibracién
regular; luego, como la familia {U } ¢y es una G-cubierta abierta de P, aplicando el Teorema [T.2],
concluimos que la G-funcién ¢ : £’ — P es una G-fibracién regular. O

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de [5, Chapter II, Theorem 5.8].

Proposicién 7.4. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto G, y sea E un G-espacio de
Tychonoff con un sélo tipo de orbitas (H). Entonces la proyeccion orbital m : E — E /G satisface
a la siguiente propiedad: para cada b € E/G, eziste una vecindad abierta U de b en E/G y un
G-homeomorfismo oy : 7 (U) — G/H x U tal que el diagrama

HU) —E— G/H x U

o o

es conmutativo.

Demostracion. Sea N un subgrupo normal cerrado de G tal que N C H y G/N es un grupo de
Lie.

Observemos que la accién de N en E es trivial ya que para cada x € F, (G,) = (H), esto es
para cada x € E existe ¢ € G tal que G, = gHg™ ", asi tenemos N = gNg~ ' C gHg™! = G,.
Luego E/N = E y podemos considerar £ como G/N-espacio. Como G/N es un grupo de Lie,
por [5, Chapter 1I, Theorem 5.8], para cada b € E/(G/N) = E /G, existe una vecindad abierta U
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de b en E/G y un G/N-homeomorfismo #*(U) — ((G/N)/(H/N)) x U tal que el diagrama de
G/N-funciones es conmutativo

(U) & ((G/N)/(H/N)) x U

\) pry

U

Como (G/N)/(H/N) ~ G/H y cada G/N funcién puede considerarse como G-funcién, tenemos
el G-homeomorfismo ¢y deseado. O

8. Proyecciones orbitales como G-fibraciones regulares

Es un hecho conocido que todo grupo compacto G es un grupo pro-Lie, esto es, para cada
vecindad U del elemento identidad e, existe un subgrupo normal cerrado N tal que N C U y G/N
es un grupo de Lie, es decir, N es un subgrupo grande de G (véase [5, Chapter 0, Corollary 4.4]).

Si G es un grupo compacto metrizable (o equivalentemente, si cumple el primer axioma de
numerabilidad, ver [7, Chapter I, §1.22]), entonces esto implica la existencia de una sucesién
decreciente (INV;);en de subgrupos normales grandes de G' tales que (),.y IV; = {e}. A dicha sucesién
se le conoce como sucesion pro-Lie para G. Claramente, para cada sucesion pro-Lie (N;);en para
G, tenemos

lim{G/ Ny ¢} = G.

donde qg : G/N; — G/N;, j > i, son las proyecciones naturales. Este hecho puede verse como
corolario de la siguiente proposicion.

Proposicién 8.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G. Si el espacio cociente G/ H
es metrizable, entonces eziste una sucesion decreciente (N;);en de subgrupos normales grandes de
G, tales que (;en(N;H) = H. Por lo tanto,

—
donde ¢/ : G/(N;H) — G/(N;H), j > i, son las proyecciones naturales.

Demostracion. Sea (U;);eny una sucesién decreciente de vecindades de {eH} en G/H tal que

Nien Ui = {eH}, y sea U; = ¢ ' (U;), i € N, donde ¢ : G — G/H es la proyeccién natural.
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De acuerdo con [5, Chapter 0, Corollary 4.4], para cada i existe un subgrupo normal cerrado
N! tal que N/ C U; y G/N] es un grupo de Lie.
La sucesién (V]);en puede sustituirse por la sucesién decreciente (NV;);en tomando Np := N7,

Niy1 = N; N N/, ;. Notemos que todos los grupos G//N; son de Lie, al igual que G/N; (véase e.g.,
[10, Chapter 8, Section 46(A)]). Como ¢(N;H) = q(N;) C q(N!) C U;, tenemos

Hc(\(N:H)c (U =H
ieN ieN
Asi, yen(N:iH) = H. Ahora, usando la compacidad del subgrupo H, se verifica facilmente que
lim{G/ (NH), ¢/} = G/H. .

Definicién 8.2. Diremos que una sucesién (N;);en de subgrupos de un grupo compacto G es una
sucesion pro-Lie para G/H, si satisface las condiciones de la Proposicién 811

Teorema 8.3. Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que K C H y G/ K
es metrizable. Entonces la proyeccion p : G/K — G/H es una G-fibracion reqular.

Demostracion. Por la Proposicién B] existe una sucesion pro-Lie (1V;);en para G/K. Como

(N € ((NiK) = K C H,

1€EN 1€EN

es facil ver que (NNV;);eny también serd una sucesion pro-Lie para G/ H. Por lo tanto, parap : G/K —
G/H, tenemos

— 11 i @’—l—l 2:+1
p_@{p/Nﬁ(qz 7lrz )}7

donde ¢, ritt

(2 ? (2

y p/N; son las proyecciones naturales en el diagrama conmutativo

gt

P/Ni‘ l;n/Niﬂ

Este es un cuadrado G-fibrado regular por el Corolario [6.3] Ahora bien, en virtud de la Pro-
posicién [6.1], p/N; es una G-fibracién regular, luego, aplicando la Proposicién (4.6 concluimos que
p es también una G-fibracion regular. O

Lema 8.4. Sean K, N y H subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que H es grande y
los subgrupos K y N son normales. Sea E un G-espacio con un sélo tipo de drbitas (H). Entonces
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el diagrama conmutativo de proyecciones orbitales

E —> 5 E/N

E/K 2 E/KN
es un cuadrado G-fibrado reqular y las proyecciones 7, ™n, Px Y pn son G-fibraciones requlares.

Demostracion. Consideremos las proyecciones 7 : F — E/G, qx : E/K — E/G, qv : E/N —
E/Gyqxn : E/KN — E/G. Como H es grande, podemos escoger una cubierta abierta U de
E/G tal que para cada U € U existe un G-homeomorfismo ¢y : 77 H(U) — G/H x U para el cual
el diagrama

Y U) " L G/HxU
\ /

conmuta (véase la Proposicién [T4). El G-homeomorfismo ¢y induce, en los correspondientes
espacios orbitales, los G-homeomorfismos ¢y /K : qi', ou /N : g5 (U) v wu/ KN, las cuales hacen
conmutativo el diagrama

' (U) = gy (U)
TK PK
/ . /
a5 (U) = Gin(0) ou/N
l . wu/KN
ou/K G/H xU o xid G/NH x U
OfKX’id
/ . %d
G/KH x U Onid G/KNH x U

Obtenemos que, por el Corolario 6.4 el cuadrado inferior del diagrama es G-fibrado regular y
por lo tanto el superior también lo es. Como {g;\(U)}vey es una G-cubierta abierta de E/K N,
aplicando la Proposicién [T3 concluimos que el diagrama (20) es un cuadrado G-fibrado regular.

Para ver que la proyecciéon K-orbital mx : F — E/K es una G-fibracién regular, supongamos
que en el diagrama (20), N = G, en cuyo caso tenemos px = idg/g. Esto significa que 7k es una
G-fibracion regular, ya que (20) es un cuadrado G-fibrado regular y idg/ es, trivialmente, una
G-fibracién regular.
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Aplicando este hecho tenemos que my es también una G-fibracién regular; ademés podemos
considerar px como la proyeccion K N/N-orbital E/N — E/N/(KN/N) del G/N-espacio E/N,
cuyas G/N-érbitas de E/N son de tipo (HN/N), y como HN/N es un subgrupo grande de
G/N, obtenemos (por el hecho anterior) que px una G/N-fibracién regular y por lo tanto, una
G-fibracién regular (véase la Proposicion B.5(b)).

De la misma forma, obtenemos que py es una G-fibracién regular. O

Teorema 8.5. Sean K wun subgrupo normal cerrado de un grupo compacto G. St E es un G-
espacio metrizable con un solo tipo de drbitas, entonces la proyeccion orbital m: E — E/K es una
G-fibracion reqular.

Demostracion. Supongamos que todas las orbitas de E tienen tipo (H). Notemos que el espacio
cociente G/H es metrizable siendo G-equivalente a cada G-érbita de E. Sea (NN;);eny una sucesion
pro-Lie (de subgrupos de G) para G//H. Por la Proposicion B1l tenemos (),o(N;H) = H y por
lo tanto N = ("),cy Vi C H. Como cada 6rbita de E es G-equivalente a G/ H, el subgrupo normal
N actia en cada G-érbita (y por tanto en todo E) trivialmente. Esto implica que

o (gt i
W—@{W/Nzu(qz » g )}7

i 7

va que Im{E/N;,¢"'} = E/N = E y im{E/N;K,r"'} = E/NK = E/K, donde ¢/*' y r{*' son
— —
las proyecciones naturales en el diagrama conmutativo

i+1

E/N; « % E/N,,,
w/Ni‘ lﬂ/Niﬂ

Por el Lema [8.4] este diagrama es un cuadrado G/N;,;-fibrado regular (y por lo tanto G-fibrado
regular). Por este mismo lema, 7/N; es una G-fibracién regular, luego, aplicando la Proposicién
1.6l concluimos que 7 es también una G-fibracién regular. O]
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Capitulo 7

Graficas finitas con hiperespacio tnico C,(X)

Vianey Coérdova Salazar, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
Romero
FCFM, BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Un hiperespacio es
una familia de subconjuntos de X con alguna propiedad particular. En este capitulo
estudiamos a la familia de la graficas finitas que tienen hiperespacio tinico C,(X) y
revisamos algunas propiedades sobre dimension.

1. Introduccion

El presente trabajo pertenece a la rama de la topologia conocida como Teoria de los Continuos.
Dicha tematica trata del estudio de las propiedades topolégicas de espacios que son métricos no
vacio, compactos y conexos. A un espacio topolégico con las propiedades antes mencionadas se le
llama continuo.

Los hiperespacios son familias de subconjuntos de un continuo, con alguna caracteristica par-
ticular y considerados con la métrica de Hausdorff. En [6] Teorema 2.5, 2.10 y 3.6], se exponen
propiedades de dicha métrica.

Dados un continuo X y n € N consideremos los siguientes hiperespacios de X.

2% = {A C X : Aes cerrado en X y no vacio},

Cp(X) ={A € 2% : A tiene a lo mas n componentes}.

Sean € una clase de continuos, n € Ny X € €. El continuo X tiene hiperespacio inico C,(X) en
¢ si para cada Y € € tal que C,(X) es homeomorfo a C,(Y'), entonces X es homeomorfo a Y si
¢ es la clase de todos los continuos simplemente diremos que X tiene hiperespacio inico Cy,(X).

Una vez que se conoce la nocién de hiperespacio tnico C,(X) una pregunta natural es la
siguiente:

:Bajo qué condiciones el continuo X tiene hiperespacio unico C,,(X)?
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La aportacién en este trabajo consiste en dar una presentacion del articulo de Alejandro Illanes,
[23], con demostraciones detalladas de cada uno de los resultados ahi encontrados (véase [5]); uno
de los conceptos claves es el que sigue.

Una grafica finita es un continuo que puede escribirse como la unién de una cantidad finita de
arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan en uno o en sus dos puntos
extremos, Unicamente. Exponemos resultados importantes sobre el tema de dimension. Debido a
los resultados en [2], [3], [10], [13], [14], [15], [16], [T7], [I8], [19], y [20] nos queda muy claro que es
importante revisar el camino seguido para llegar a probar los teoremas principales que se estudian
en este trabajo, véase Teorema [3.54] y Teorema [3.56

2. Dimension

En todo este trabajo, si X es un espacio topoldgico y A un subconjunto de X, los simbolos
A, fr(A) e int(A) denotan la cerradura de A, la frontera de A y el interior de A en X, res-
pectivamente. También, A C Y C X, los simbolos cly (A), fry(A) e inty(A) denotan la cerradura
de A, la frontera de A y el interior de A en el subespacio Y de X, respectivamente. La cardinalidad
de un conjunto A se representa por |A|. Como es usual, los simbolos (), N y R, representan el
conjunto vacio, los niimeros naturales y los ntimeros reales, respectivamente; el simbolo Ny, denota
la cardinalidad de los nimeros natrales. Un espacio topoldgico es no degenerado si tiene més
de un punto.

Esta seccion la dedicamos a la nocién de dimension y a algunas de sus propiedades, dichas
propiedades nos seran de gran utilidad en la seccion posterior.

Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico regular. La dimensiéon de X, denotada por dim|X]|
es un entero mayor o igual a —1 o infinito. La definicion de dimensién se da recursivamente como
sigue:

(i) dim[X] = —1siy sélo si X = 0.

(17) Sean n € NU {0} y x € X. Se dice que la dimensién de X en z es menor o igual que n,
denotado por dim,[X] < n, si para cada conjunto abierto V' en X con x € V| existe un
conjunto abierto U en X, tal que x € U C V y dim[frx(U)] <n — 1.

(7ii) Sean € NU{0}. Entonces dim[X] < n siy sélo si para todo z € X, tenemos que dim,[X]| < n.

(1v) Sean € NU{0}. Entonces dim[X]| = n siy sélo si para cada x € X, tenemos que dim,[X] <n
y dim[X] £ n — 1.

(v) dim[X] = oo siy sblo si para cada n € NU {0} tenemos que dim|[X]| £ n.

Lema 2.2. Sean X y Y espacios topoldgicos requlares y n € NU {—1,0}. St X es homeomorfo a
Y y dim|[X] = n, entonces dim[Y] = n.
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Demostracion. La prueba la hacemos por induccién sobre dim[X]. Sea h : X — Y un homeomorfis-
mo. Si dim[X] = —1, entonces X = (). Como h es suprayectiva, tenemos que Y = h(X) = h(0) = (.
Asi, dim[Y] = —1. Supongamos que dim[X] = m con m < n — 1, entonces dim[Y] = m. Veamos
que si dim[X] = n, entonces la dim[Y] = n. Sean y € Y y un conjunto abierto U en Y, tal
que y € U. Como h es suprayectiva, existe z € X tal que h(z) = y. Ademds, como h es con-
tinua y y € U, tenemos que h™'(U) es un conjunto abierto en X tal que z € h~'(U). Como la
dim[X] = n, existe un conjunto abierto V en X tal que z € V.C h™}(U) y dim[frx (V)] <n —1.
Luego, h(z) € h(V) C h(h~Y(U)). Como h es biyectiva, tenemos que h(h~1(U)) = U. Asi,
y € h(V) C U. Como h es una funcién abierta, tenemos que h(V) es un conjunto abierto en
Y. Como dim|[frx(V)]| =k <n—1y hlpv): frx(V) = h(frx(V)) es un homeomorfismo, por
hipétesis de induccién, tenemos que dim[h(frx(V))] < n — 1. Como h(frx(V)) = fry(h(V)),
tenemos que dim[fry (h(V))] < n—1. Asi, dim[Y] < n. Veamos que dim[Y] > n — 1. Supongamos
que dim[Y| = [. Por hipétesis de induccién, tenemos que dim[X] =1 con | < n — 1. Esto es una
contradiccién porque dim[X] = n. Asi, dim[Y] > n — 1. Por lo tanto, dim[Y] = n. O

Teorema 2.3. [2, Observacion, pdg. 34] Sean X y Y espacios topoldgicos requlares. Si X es
compacto y dim[Y] =1, entonces dim[X x Y| = dim[X] + 1.

Corolario 2.4. Sean n € N con n > 2 y Xy, Xs,..., X, espacios topolégicos requlares. Si
X1, Xo, ..., X, son espacios compactos y para cada i € {2,3,...,n}, tenemos que dim[X;] = 1,
entonces dim[X; x Xy X -+ x X,)] = dim[X1] + (n — 1).

Demostracion. Hacemos la prueba por induccion para n > 2. Veamos el caso n = 2. Como X,
es compacto y dim[X3] = 1, por el Teorema 2.3 tenemos que dim[X; x Xo| = dim[X;] + 1.
Supongamos que para n — 1 con n > 2 se cumple que dim[X; X Xy X -+ x X, 1] = dim[X;] +
((n—1)—1). Veamos que para n > 2 se cumple que dim[X; X Xo X -+ - x X,,] = dim[X;]+ (n—1).

Como X7 X Xy x -+ x X,,_1 es compacto y dim[X,] = 1, por el Teorema 23] tenemos que
dim[X; x Xg x -+ x X,,| =dim[X; X Xo x -+ x X,,_1] + 1. Como dim[X; X Xy X -+ X X,,_1] =
dim[X;]+ ((n — 1) — 1), tenemos que dim[X; x Xy X -+ x X,,] = (dim[X;]+((n—1)=1))+1 =
dim[X1]) + ((n —2) +1). Asi, dim[X; x Xy x -+ x X,)] = dim[X;] + (n — 1). O

Definicién 2.5. Dado n € N, al producto topoldgico de n intervalos [0, 1] con la topologia eu-
clidiana se denota con I", donde I" = [[;_, Iy y para cada k € {1,2,...,n}, I; = [0,1]. Una
n-celda es un espacio topoldgico homeomorfo a I™.

Notemos que la dimension de una n-celda es n.

Teorema 2.6. [2, Teorema I11.1] Sea X un espacio métrico separable. Si'Y es un subespacio de
X y dim[X] < n, entonces dim[Y] < n.

Teorema 2.7. [2, Teorema II1.2] Sea X un espacio métrico separable. Si X es union numerable
de subconjuntos cerrados en X de dimension menor o igual que n, entonces X tiene dimension
menor o igual que n.
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3. Graficas finitas con hiperespacio tnico C,(X)

El propdsito de esta seccién consiste en el desarrollo detallado del trabajo realizado por Ale-
jandro Illanes en [23]. Para obtener nuestro objetivo, fue necesario que en el transcurso de este
capitulo agregaramos conceptos y resultados que no estén en [23].

Definicién 3.1. Una grafica finita es un continuo que puede escribirse como la unién de una
cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan en uno
o en sus dos puntos extremos, tnicamente.

Definicién 3.2. Sean A, un subconjunto no vacio de un espacio topolégico X y S un ntmero
cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual a § en X, denotado por ord(A, X) < f, si
para cualquier conjunto abierto U de X con A C U existe un conjunto abierto V' de X, tal que
AcCcV cUy| fr(V)|<B.5S1 A= {p} en lugar de escribir ord({p}, X) < /5 s6lo se escribird como
ord(p, X) < B. Se dice que A es de orden [ en X, denotado por ord(A, X) = 3, si ord(A, X) <
y para cualquier nimero cardinal o < /3, tenemos que ord(A, X) £ a.

Definicién 3.3. Sea X una grafica finita. Un punto p en X es un punto ordinario de X si
ord(p, X) = 2. El punto p es un punto de ramificacién de X si ord(p, X) > 2. Un punto p es
un punto extremo de X si ord(p, X) = 1. La coleccién de puntos ordinarios de X, se denota por
O(X); la coleccién de puntos de ramificacién de X, se denota por R(X) y la coleccién de puntos
extremos de X, se denota por E(X). De esta forma una gréfica finita X puede expresarse de la
siguiente manera X = F(X)UO(X) U R(X).

Definicién 3.4. Sea X una grafica finita, un ciclo es una curva cerrada simple S contenida en
X, para la que existe a € S tal que S — {a} es un conjunto abierto en X.

Definicién 3.5. Sea X una gréfica finita, un arco libre « es un arco de p a ¢ contenido en X,
tal que o — {p, ¢} es un conjunto abierto en X.

Definicién 3.6. Sea X una grafica finita, un arco libre maximal es un arco libre «, tal que si
B es un arco libre contenido en X, con  C f tenemos que « es igual a .

Entre los arcos libres maximales tenemos dos tipos, el primer tipo es un arco a de p a g tal
que p, ¢ € R(X). El segundo tipo es un arco a de p a ¢, tal que p € R(X) y q € E(X).

Definicién 3.7. Sea X una grafica finita, una arista en X es un arco libre maximal o un ciclo
contenido en X.

De aqui en adelante consideramos a d como la métrica de longitud de arco en X, donde cada
arista de X tiene longitud igual a 1.

Definicién 3.8. Sea n € N. Un continuo X tiene hiperespacio tnico C,(X) si para cada
continuo Y tal que C,(X) es homeomorfo a C,,(Y'), entonces X es homeomorfo a Y.
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En 2002 la teoria de la unicidad de hiperespacios tiene sus inicios cuando Alejandro Illanes
dirige la tesis doctoral de Gerardo Acosta, véase [I].

El siguiente resultado se encuentra en [24], enunciado como Teorema 6.1.7. A continuacién
exponemos una prueba distinta a la que el autor realiz6 en [24].

Teorema 3.9. Si X es un continuo y n € N, entonces Cy,(X) — Cp—1(X) es denso en Cy(X).

Demostracion. Sea U un conjunto abierto en C,(X) y no vacio. Veamos que U N (C,(X) —
Ch1(X)) # 0. Sean A € Uy Ay, Ay, ..., Ax las componentes de A tales que Aj, Ay, ..., Ay
son componentes no degeneradas, asi, A = A; UA; U---U A;.

(a) Si k= n, entonces tenemos que U N (C,(X) — C,,_1(X)) # 0.

(b) En el caso de que k < n. Como A € U, existe € > 0 tal que Be,(x)(A4,¢) C U. Tomemos
Bl—Al,BQ—AQ,.. B = Aj_ 1yT€C’(Ak)talqueT€Bcn (Ak, )COIITCAk
y T # Ag. Sean {pk+1}, {Prs2},- .-, {Pn_r} puntos distintos tales que {pri1}, {Pri2},---,
{pn_r} C Ay, — T y ademds, tomemos a By, =T, Byi1 = {prs1}, Beroe = {Pri2},.-., Bn =
{Pn—r}. Notemos que B = BiUB,U---UB,, € Be,(x)(A,¢). Asi, B € UN(C,(X)-Ch_1(X)).

Por (a) y (b) podemos concluir que C,,(X) — C,,—1(X) es denso en C,(X). O

Corolario 3.10. Si X es un continuo y n € N, entonces C,(X) es denso en ninguna parte en
Cri1(X). En particular, C,,(X) es denso en ninguna parte en 2.

Demostracion. Para probar este corolario veamos que intq, +1( x)Cn(X) = 0. Sea U un abierto en
Ch11(X). Por el Teorema [3.9] tenemos que UN (Cyy1(X) — Cr(X)) # 0, asi, U ¢ C,(X), por lo
tanto, intc,,,(x)Crn(X) = 0. O

Los continuos localmente conexos son una clase especial y fundamental en el estudio de los

continuos ya que estos son arco conexos y localmente arco conexos, véase Teorema 8.23 y Teorema
8.25 de [26].

Definicién 3.11. Sean X un espacio topoldgico y x € X. El espacio topologico X es localmente
conexo en el punto x si para cada conjunto abierto U en X, tal que x € U existe un conjunto
abierto y conexo V en X, tal que x € V C U. Si X es localmente conexo en cada uno de sus
puntos decimos que X es localmente conexo.

Teorema 3.12. [/, Teorema 1.17] Un espacio topoldgico X es localmente conexo si y sdlo si toda
componente de cada conjunto abierto en X es un conjunto abierto en X.
El siguiente resultado lo usaremos para atender las pruebas de los Teoremas [3.52] y [3.506!

Teorema 3.13. [2], Teorema 6.1.4] Sea X un continuo no degenerado. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
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(1) X es localmente conexo,
(2) 2% es localmente conezo,
(8) C(X) es localmente conezo,

(4) Cn(X) es localmente conexo, para n € N.

La siguiente definicion generaliza la definicién de triodo simple y el Teorema[3.15Inos es necesrio
en la prueba del Teorema [3.211

Definiciéon 3.14. Sea n € N tal que n > 3. Un n-odo simple es un continuo 7, que es una unién
de n arcos que se intersectan dos a dos en un punto p el cual es un punto extremo de cada uno de
los n arcos. El punto p es llamado el vértice de T},. En el caso en que n = 3, decimos que T3 es un
triodo simple.

Teorema 3.15. [26, Ejercicio 9.41] Sean X un continuo y n € N —{1,2}. El continuo X es una
grdfica finita si y solo si cada punto de X tiene una vecindad cerrada la cual es un n-odo simple
0 un arco.

Teorema 3.16. [, Teorema 3.24] Si X es un continuo y A es no vacio y cerrado en 2%, entonces
UA €2,
Notemos que la unién de una coleccién compacta de conjuntos compactos (A € 22X), es un

conjunto compacto.

Definicién 3.17. Sea X un continuo. La funcién unién es la funcién J : 22"y 0X cuya regla
de correspondencia es |J(A) = JA = {A4: A € A}, para cada A € 22"

Teorema 3.18. [, Teorema 3.26] Sea X un continuo, la funcion unidn es continua.

Teorema 3.19. [/, Teorema 3.28] Sea X un continuo y X es un subcontinuo de 2% y KNC(X) #
0, entonces | JXK es un subcontinuo de X.

Teorema 3.20. [20, Teorema 9.10.1] Cada subcontinuo de una grdfica finita es una grifica finita.

Teorema 3.21. Sean X una grdfica finita, n € N y A € C,(X). Si AN R(X) # 0, entonces para
cada vecindad U de A en C,,(X) se cumple que 2n + 1 < dim[U].

Demostracion. Sean U una vecindad de A en C,(X), p € R(X) N A. Como en la prueba de

Teorema [3.9] tenemos que existen subcontinuos By, Bs,..., B, de X ajenos dos a dos tales que
BiUB,U---UB, €eUypé€ B;. Llamemos B= B UByU---UB,.
Sin perder generalidad supongamos que p € Bj. Notemos que para cada i € {1,2,...,n},

tenemos que B; # X.
Sea § = min{d(B;,B;) : i,j € {1,2,...,n} coni # j} luego, B; C N(%,B;) y N(§,B;) N

N(g, B;) =0, parai # j, por la normalidad de X, tenemos que existen, para cada j € {1,2,...,n},
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subconjuntos abiertos T; en X tales que B; C T; C T; C N(2, B;). Sea M; la componente de T}
tal que B; C M;, por el Teorema y como X es localmente conexo, tenemos que M; es un
conjunto abierto en X. Luego, B; C M; C T; C N(g, B;).

Para cada j € {1,2,...,n}, sea C; = M;. Tenemos que C},Cy, ..., C, son subcontinuos, no
degenerados, de X ajenos dos a dos, tales que parai € {1,2,...,n}, inferimos que B; C intx(C}).

SeaV = (C1,Co,...,C)ny ¢ : C(C)xC(Cy)x---xC(C,,) — V definida por (D1, Dy, ..., D,)
= DyUDyU---UD,,. Notemos que ¢ : C'(Cy) x C(Cy) x - - x C(C,) — V esta bien definida ya que
si Dy € C(Cy), Dy € C(Cy),...,D, € C(C,), implicamos que (D; UDy U---UD,) C U, C;y
para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que (D;UDyU---UD,)(C; # 0 asi, DyUDyU---UD,, € V.
Por lo tanto, ¢(C(Cy) x C(Cy) x --- x C(C,,)) C V.

Por demostrar que ¢ es un homeomorfismo. Por el Teorema B19, sabemos que la funcién
2% x 2% x ... x 2% — 2% definida por ¢(Fy, Fy, ..., F,) = FLUF,U---UF, es continua.
Notemos que ¢ = 1 |c(cy)xC(Ca)x-xC(Cr)» 881,  es continua.

Ahora veamos que ¢ es inyectiva. Tomemos (G1, G, ..., G,), (D1, Da,...,D,) € C(Cy) X
C(Cy), x --- x C(C,) tales que p(G1,Gs,...,G,) = p(Dy,Ds,... ,D,) ast, GyUGU--- UG, =
DyUDyU- - -UD,,. Siz € G1UG,U- - -UG,, tenemos que existe j € {1,2,...,n} talquex € G; C Cj,
como U, G; = U;_, Di y para i,j € {1,2,...,n}, tenemos que D; N C; = 0 con i # j, asi,
x € U, D; luego para algun j € {1,2,...,n}, tenemos que z € D;. Para j € {1,2,...,n} conclui-
mos que D; = G;. Asi, (G1,Gh, ..., G,) = (D1,Ds,...,D,). Sea B € V, luego B C |J_, C; y para
cadai € {1,2,...,n}, tenemos que BNC; # (). Para cada i € {1,2,...,n}, sean H; las componen-
tes de B y sin perder generalidad supongamos que Hy € C(C4), Hy € C(Cy), ..., H, € C(C,) asi,
(Hl,HQ,. . ,Hn) S C(Cl) X C(Cg) Xoees XC(Cn> y (p((Hl’HQ’. . ,Hn>> = H1UH2U . UHn = B.
Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva. Asi, ¢ es un homeomorfismo.

Por el Teorema [3.20, implicamos que para cada ¢ € {1,2,...,n}, C; es una gréfica finita, asf,

por el Teorema 315, tenemos que para cada i € {1,2,...,n}, C; contiene un arco o un m-odo
con m > 3. Por [7, Lema 5.2], tenemos que para cada i € {1,2,...,n} existe una m;-celda C; con

m; > 2 contenida en C'(C;) tal que B; € C;. Ademads, p € R(X),y p € By asi que m; > 3. Si C es
homeomorfo a €; x Gy x - - - x C,,, entonces C es una m-celda para algin m > 2n+1 tal que contiene
a B. Asi, B € UNC. Por lo tanto, U N € contiene una m-celda Cy. Ademas, Co C U N C C U, asi,
2n 4+ 1 < dim[Cy] < dim[U N €] < dim[U]. En conclusion dim[U] > 2n + 1. O

Ejemplo 3.22. [7, Ejemplo 3] Si X es un arco o una curva cerrada simple, entonces C'(X) es una
2-celda.

Dada una gréfica finita X y n € N, para simplificar argumentos en lo que resta de este trabajo,
definimos los siguientes conjuntos:

L,(X)={A € C,(X): A tiene una vecindad en C,(X) que es una 2n-celda} y

T {AECUX) AL C, (X)) y ANR(X) =0}, sin> 1.
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Teorema 3.23. Si X es una grdfica finita y n € N, entonces M, (X) C £,(X).

Demostracion. Sea A € M, (X).Sin = 1,entonces A € C(X)y ANR(X) =0.Sead = d(A, R(X))
yeE= g. Luego, N(e, A)N R(X) = (). Asi, existe un subconjunto abierto V' de X tal que A C V C
V C N(g,A). Sea U la componente de V tal que A C U, por el Teorema B.12} tenemos que U es
un conjunto abierto en X. Luego, A CU C V C N(e, A). Sea J = U. Luego, A Cintx(J)y J es
un arco. Notemos que C(J) = (J), N C(X) y que (intx(J)), NC(X) C (J), NC(X) asi, C(J)
es una vecindad de A en C'(X). Por el Ejemplo B.22] tenemos que C(J) es una 2-celda. Por lo
tanto, A € £L1(X).Sin>2y A e M,(X), entonces A € C,(X)—C,_1(X) y ANR(X) = (). Sean
Ay, Ay, ..., A, las componentes de A. Sean a = min{d(A4;,4;) : 4,5 € {1,2,...,n} con i # j}
y 0 = min{d(A;, R(X)) : i € {1,2,...,n}}. Sea ¢ = min{§g, g} Para cada i,5 € {1,2,...,n},
tenemos que N(eg, A;) N N(g,4;) = 0y N(e,A;) N R(X) = 0; con ¢ # j, por la normalidad
de X, existen subconjuntos abiertos Tj en X, tales que A; C T; C T; C N(e, 4;); sea M;
la componente de T} tal que A; C M;j, por el Teorema [3.12] tenemos que M; es un conjunto
abierto en X; luego A; C M; C Tj C N(e, A;). Para j € {1,2,...,n} sea J; = M;. Observemos
que Ji, Jo, ..., J, son subcontinuos, no degenerados, de X ajenos dos a dos, tales que para cada
i € {1,2,...,n}, tenemos que A; C intx(J;) y J; N R(X) = 0. Por lo tanto, J; son arcos. Sea
U = (J1, Jay ...y Jn)n, luego (intx (Jy),intx(J2),. .., intx(J,)), es un conjunto abierto en C,(X),
tal que A € (intx(Jy),intx(J2),...,intx(Jy))n C (J1,J2, ..., Jn)n, asi, U es una vecindad de A en
Co(X).Sea ¢ : C(J1)xC(Jy)x---xC(J,) = WU definida por ¢(By, Ba, ..., B,) = B{UByU---UB,,.
En la prueba del Teorema B.21] se justificé que ¢ es un homeomorfismo. Por el Ejemplo 3.22]
tenemos que C'(J;) es una 2-celda para cada i € {1,2,...,n}, asi, C(J;) x C(J3) x -+ x C(J,) es
una 2n-celda. Por lo tanto, U es una 2n-celda. Con esto concluimos que A € £,,(X). O

Teorema 3.24. Si X es una grdfica finita, n € N y W, (X) = {A € C,(X) : AN R(X) = 0},
entonces dim|W,(X)] < 2n.

Demostracion. La demostracion la realizamos por induccion. Sin =1, y X es una curva cerrada
simple, entonces por el Ejemplo B.22] tenemos que C(X) es una 2-celda. Asi, dim[C(X)] = 2.
Observemos que Wy (X) C C(X). Por el Teorema [2.6] tenemos que dim[W,(X)] < dim[C(X)] y
dim[C(X)] < 2, asi que dim[W;(X)] < 2. Supongamos que X no es una curva cerrada simple.
Sea A € Wi(X). Como A € C(X)y ANR(X) = 0. Sea § = {d(A, R(X))} y ¢ = 2. Luego,
N(e, A)N R(X) = (). Asi, existe un subconjunto abierto V de X tal que A C V C V C N(g, A).
Sea U la componente de V tal que A C U, por el Teorema B.12], tenemos que U es un conjunto
abierto en X. Luego, A C U C V C N(g,A). Sea J = U. Luego, A C intx(J) y J es un
arco. Notemos que C(J) = (J), N C(X) y que (intx(J)), N C(X) C (J), N C(X) asi, C(J) es
una vecindad de A en C'(X). Por el Ejemplo B.22] tenemos que C(J) es una 2-celda. Inferimos
que dimy[C(J)] = 2. Como C(J) es una vecindad de A en C(X), tenemos que dima[C(J)] =
dim4[C(X)]. Asi, para todo A en W;(X) tenemos que dim[W1(X)] < dim4[C(X)], por lo tanto,
dim[W;(X)] < 2. Supongamos ahora que n > 2 y que el teorema es verdadero para n — 1. Sea
Z={A e C,1(X): AnR(X) = 0}. Notemos que Z = W,(X) N C,,_1(X). Como C,,_1(X)
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es un conjunto cerrado en C,(X), tenemos que Z es un conjunto cerrado en W, (X), ademas,
por hipétesis de induccién, tenemos que dim|[W,,_1(X)] < 2n — 2. Asi, dim[Z] < 2n — 2. Luego,
Wo(X) =ZUM,(X)y ZNM,(X) = 0. Por el Teorema B.23], tenemos que M, (X) C £,(X), asf,
dim[M,,(X)] < 2n. Como M, (X) = W,(X) —Z y Z es un conjunto cerrado en W, (X), tenemos
que M, (X) es un conjunto abierto en W,,(X). Como en un espacio métrico todo conjunto abierto
es un conjunto Fy, [8, pag. 76|, tenemos que M,,(X) es un conjunto F,. Por lo tanto, W, (X) es
la unién numerable de conjuntos cerrados de dimensién menor o igual a 2n, por el Teorema 2.7,
tenemos que dim|[W,,(X)] < 2n. O

Definicién 3.25. Sean X un continuo y C' € 2X. Entonces decimos que el continuo X es separado
por C' si X — C' es disconexo.

Teorema 3.26. Si X es una grdfica finita, n € N —{1,2}, y A € C,,—1(X) — C(X) es tal que
AN R(X) =0, entonces existe una vecindad V de A en C,(X) tal que cada vecindad cerrada W
de A en C,(X) contenida en 'V es separada por un conjunto 8 C C—1(X) con dim[8] < 2n — 2.

Demostracion. Sean A € C,,_1(X)—C(X), tal que ANR(X) =0y Ay, As, ..., Ay, las componentes
de A. Notemos que 2 < m < n. Sean o = min{d(A;, 4;) : 1,7 € {1,2,...,m} con i # j},
§ = min{d(A;, R(X)) : i € {1,2,...,m}} y ¢ = min{%,2}. Luego, N(c, 4;) N N(g,A;) =0 y
N(e,A;)) N R(X) = 0 para cada i,5 € {1,2,..., m} con i # j, por la normalidad de X para
j € {1,2,...,m}, existe un conjunto abierto T; en X tal que A; C T; C Tj C N(e, A;). Sea
M; la componente de 7} tal que A; C M;, por el Teorema [3.12 tenemos que M, es un conjunto
abierto en X y de aqui, M; es no degenerado. Luego, A; C W] C T] C N(e, Aj). Para cada
j€{1,2,...,m}, sea J; = M;. Como J; es un subcontinuo de X, por el Teorema B.20, tenemos
que J; es una gréfica finita, como J; N R(X) =0, J; # X y J; es no degenerado, se obtiene que
J; es un arco. Para cada i,j € {1,2,...,m}, tenemos que J; N J; =0 y A; C intx(.J;). Tomemos
aV={(J,Jo....,J;m)n Como A € (My, My,...,M,), CV, tenemos que V es una vecindad de
A en C,(X). Sean W una vecindad cerrada de A en C,(X) tal que W C 'V, y consideremos los
conjuntos

P ={B e W:BnN.J, tiene al menos dos componentes} y
Q={BeW:BnN(JoUJsU---U.J,) tiene al menos n — 1 componentes}.

Sean C' € P, C1,Cs, ..., C;las componentes de C' conm <[y d; = mm{w 1,5 €{1,2,...,1}
con i # j}. Sea e = min{s, 2}, notemos que Be,(x)(C,e1) N'W es un conjunto abierto en W
y estd contenida en P. De manera andloga, sean D € Q, Dy, D,, ..., Dy las componentes de D
con m < kydy = mz”n{% td,j € {1,2,...,k} con i # j}. Sea g2 = min{§, 2}, asi,

Be,(x)(D,e2) "W es un conjunto abierto en W y estd contenido en Q. Por lo tanto, P y Q son
conjuntos abiertos en W. Como W es una vecindad de A, existe v > 0 tal que B¢, (x)(A4,7) CW.
Sea p € J,—A; tal que d(p, A;) < v, notemos que AU{p} € Be, (x)(A,v) C Wy que (AU{p})NJy
tiene dos componentes, donde A U {p} € P. Asi, P es no vacio. Sean @¢u11,...,q, € Jo — Ay
puntos distintos tales que d(¢;, As) < 7, parai € {m+1,m+2,...,n} asl, AU{qns1,---,qn} €

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 7, paginas [159H18]]



168 Vianey Coérdova Salazar, David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero

Be,(x)(A,v) € W, notemos que en este paso estamos usando la hipdtesis de que n > 3, ya
que AU {¢mns1,%ms2,---,qn} tiene al menos 3 componentes; Ay, Ay v {g,}. Notemos que (A U
{@ms1,Gma2s -y qn}) N (J2 U J3,U--- U J,,) tiene al menos n — 1 componentes, de donde A U
{@ma1s Gmaos - qn} € Q, asi, Q es no vacio. Supongamos que PN Q £ (), sea B € P N Q, luego,
B tiene al menos n + 1 componentes lo cual es una contradiccién ya que P N Q C C,(X). Por lo
tanto, PN Q = (. En conclusién, P y Q son subconjuntos abiertos de W, no vacios y disjuntos.

Sea 8§ =W —(PUQ) = {B € W: B tiene exactamente una componente contenida en J;
y BN (JoUJsU---UJ,) tiene a lo mads n — 2 componentes}. Notemos que 8§ C C,_1(X).
Como W es vecindad cerrada en C,(X) y P U Q es un conjunto abierto en W, tenemos que 8
es un conjunto cerrado en C,_1(X). Luego, para cada B € 8§, tenemos que B N R(X) = 0,
asf, § C {B € C,,_1(X) : BN R(X) = 0} = W,,_1(X), por el Teorema [3.24] tenemos que
dim[W,,_1(X)] < 2n—2y como 8§ C W,,_1(X), por el Teorema[2.6] implicamos que dim[§] < 2n—2.
Como W — 8 = P U Q, concluimos que W es separado por un subconjunto cerrado 8 en C,,_1(X)
tal que dim|[8] < 2n — 2. O

Teorema 3.27. Si X es una grdfica finita y n € N — {1,2}, entonces M,,(X) = £,(X).

Demostracion. Por el Teorema [3.23] tenemos que M,,(X) C £,(X). Sea A € £,(X), luego existe
una vecindad U de A en C,(X) tal que U es una 2n-celda, asi, la dimensién de U es 2n. Por
el Teorema [B.2T] tenemos que A N R(X) = (). Veamos que A ¢ C,_1(X). Supongamos que A €
Cn—1(X). Afirmamos que existe un elemento Ay € C,,_1(X) — C(X) tal que Ay € intc,(x)(U) y
AgNR(X) = 0.

(a) Si Ae C,_1(X)—C(X), entonces Ay = A.
Supongamos que A € C'(X) y X es una grafica finita.

(b) Supongamos que A = {p}. Sean o > 0, tal que B¢, (x)(A4,a) C U. Como p ¢ R(X), tenemos
que p € O(X) U E(X), luego existe una arista J tal que p € intx(J). Asi, existe un arco
Ji1 € Be,x)(A,a) tal que p € J; y Jy Cintx(J). Sean Jy, J3 C J; — p dos arcos ajenos. Sea
Ay = JyU Jg, luego Ay € BCn(X)(A> Oé) y Ay € Cn_l(X) — C(X) Ademas Ay € Zntcn(X)(U)
y AgNR(X) = 0.

Cuando X no es un arco o una curva cerrada simple y AN R(X) = (), entonces A es un conjunto
singular o A es un arco.

(b.1) Si A= {p}, la demostracién es como en el caso (b).

(c) Supongamos que A es un arco, denotemos al arco A por [a, b]. Sea a > 0, tal que B, (x)(4, a)
C U. Luego, existe una arista .J tal que A C intx(J). Seant € int(A)y Jo, J3 C A—{t}, con
Jo Cintx(la,t]) y J3 C intx([t,b]) dos arcos ajenos, tales que Jo U Js € Be,(x)(4, a). Sea
Ay = JyU Jg, luego Ay € BCn(X)(A> Oé) y Ay € Cn_l(X) — C(X) Ademas Ay € Zntcn(X)(U)
y Ao N R(X) = 0.
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Supongamos que X es un arco o una curva cerrada simple.

(d) Si A # X, entonces A = {p} 0o A es un arco. En estos casos la demostracién es andloga a los
casos (b) y ().

(e) Si A= Xy X es un arco, entonces su demostracion es como el caso (c).

(f) Supongamos que A = X y X es una curva cerrada simple. Sean a > 0, tal que B¢, (x)(4, a) C
Uyp, g€ Aconp#q. Sean Ay, Ay las componentes de A — {p, ¢}. Tomemos J; un arco
contenido en A; tal que H(A,.J;) < ay Jo un arco contenido en Ay tal que H(As, Jy) < a.
Sea Ay = J1UJy, luego Ay € Be,(x)(A, ) y Ag € Cpm1(X)—C(X). Ademas Ay € intc, x)(U)
y Ao N R(X) = 0.

Con esto terminamos la prueba de la afirmacién. Sea V una vecindad de Ay en C,,(X) como en el
Teorema [3.26. Notemos que Ay € U N V. Luego, existe una vecindad cerrada W de Ay en C),(X)
tal que W C UNYV y W es una 2n-celda. Por el Teorema y la eleccién de V, tenemos que 'W
puede ser separado por un subconjunto cerrado 8§ en W tal que dim[8] < 2n — 2. Esto contradice
a |2, Corolario del Teorema IV.4]. De donde A # C,_1(X). Por lo tanto, £,,(X) C M, (X), asi,
L,(X) =M, (X). O

Definicién 3.28. Dados X una grifica finita y n € N, sea D,,(X) = {A € C,(X) : A & L,(X)
y existe una base local B de A en C,(X) tal que para cada U € B, tenemos que dim[U] < 2n 'y
UNZL,(X) es arco conexo}.

Teorema 3.29. Sean X, Y grdficas finitas yn € N. Si h : C,,(X) — C,(Y) es un homeomorfismo,
entonces h(L, (X)) = L,(Y).

Demostracion. Sea C € h(L,(X)), existe D € £,(X) tal que C = h(D). Como D € L,(X),
tenemos que D tiene una vecindad en C,(X) que es una 2n-celda. Sea V una vecindad de D
en C,(X), tal que V es una 2n-celda. Como h es un homeomorfismo, tenemos que h(V) es una
vecindad de h(D) = C en C,(Y), y V es homeomorfo a h(V), asi, h(V) es una 2n-celda. Por
lo tanto, h(£,(X)) C £,(Y). Como h™! : C,(Y) — C,(X) es un homeomorfismo, de manera
analoga, tenemos que h™(L,(Y)) C L,(X). Ast, L,(Y) = h(h™1(L,(Y) )) C h(L,(X)). Por lo
tanto, A(L, (X)) = L,(Y). O

Teorema 3.30. [d, Teorema 1.11] Sean X y Y espacios topolégicos y h : X — Y un homeomor-
fismo. Si x € X y B, es una base local de x en X, entonces {h(B) : B € B,} es una base local de
h(z) en'Y.

Teorema 3.31. Sean X, Y grdficas finitas yn € N. Si h : C,,(X) — C,(Y) es un homeomorfismo,
entonces h(D, (X)) = D,(Y).
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Demostracion. Sea B € h(D,(X)). Entonces existe A € D,,(X) tal que B = h(A). Como A €
D, (X), tenemos que A € L£,(X) y existe una base local B de A en C,,(X) tal que para cada
U € B, tenemos que la dim[U] < 2ny U N L,(X) es arco conexo. Como h : C,(X) — C,(Y)
es un homeomorfismo, por el Teorema [3.29 tenemos que h(A) ¢ £,(Y) y por el Teorema B.30],
tenemos que h(B) es una base local de h(A) en C,(Y). Ademés B es homeomorfo a h(B), y para
cada h(U) € h(B), por el Teorema [3.29, tenemos que h(U) N L, (Y) es arco conexo y por el Lema

| tenemos que dim[h(U)] < 2n. Por lo tanto, h(D,(X)) C D,(Y). Como h L Cu(Y) — Cu(X)
es un homeomorfismo, de manera andloga, tenemos que h='(D,(Y)) C D,(X). Por lo tanto,
DY) =h(h YD, (Y))) C h(D,(X)). Asi concluimos que h(D, (X)) = D, (V). 0O

Teorema 3.32. [/, Teorema 3.9] Sean X un continuo, {A,}72, y{Bn}2, sucesiones de elementos
de 2% tales que lim A, = A y lim B, = B, donde A, B € 2%X. Se cumple lo siguiente

(1) Si A, C B, para cada n € N, entonces A C B.

(2) lim (A, U B,) = AUB.

(8) Si A, N B,, # 0, para cada n € N, entonces AN B # ().
(4) No siempre ocurre que lim A, N B, = AN B.

Observacién 3.33. Sean X una gréfica finita, ¢ > 0, A € C(X) tal que AN R(X) =0, U un
subconjunto abierto y conexo en X talque AC Uy UNR(X) =0y B = {Be,(x)(A4,¢) C Cp(X) :
N(e, A) C U}. Podemos suponer que N(e, A) es un intervalo abierto y acotado contenido en R.
Ademads, notemos que si M € B, (x)(A,€), entonces M C N(e, A).

Observacién 3.34. En la prueba del Teorema [3.41], para U € B, demostraremos que U N L, (X)
es arco conexo, para realizar esta prueba necesitamos la Definicién B.35]y los Teoremas [3.37] 3.38]

y 339

Definicién 3.35. Sean X, A, U y B como en la Observaciéon B33l Sean € > 0, tal que N(g, A) C U
y M € Be, (x)(A,e)N(Cr(X)—C,—1(X)). Las componentes de N(e, A)—M estan uniformemente
distribuidas en N(e, A) si cumple las siguientes condiciones

(7) las componentes de N (e, A) — M tienen el mismo didmetro y

(7i) las componentes de M tienen el mismo didmetro.

Observacién 3.36. Sean X, A, U y B como en la Observacién y sea M € Bg, (x)(A4,¢) N
(Cn(X) — Cy—1(X)). Supongamos que las componentes de N(g,A) — M estan uniformemente
distribuidas en N(g, A). Sea [ el didmetro de cada componente de M, § el didmetro de cada

componente de N(e, A)—M, con d < 5~y r el didmetro de la N (e, A). Entonces la n-ada (1,1, .. .,1)
r—(n+1)d

satisface la siguiente ecuacién xq + x9 + -+ -+ x, + (n 4+ 1)d = r. Por lo tanto, [ = ~

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 7, paginas [159H18]]



Graficas finitas con hiperespacio tinico Cp,(X) 171

En el Teorema [3.37 vemos que cualquier elemento L € B, (x) (A,e) N (Ch(X) — Crmi (X))
tal que las componentes de N(e, A) — L tienen el mismo didmetro igual a d, con 0 < -, puede
unirse mediante un arco, a otro elemento M en B, (x)(4,¢) N (Cr(X) — Cr—1(X)), tal que las
componentes de N(g, A) — M estan uniformemente distribuidas en N (e, A).

Teorema 3.37. Sean X, A yU como en la Observacion[3.33. Sie > 0 es tal que N(e, A) C U, L €
Be,(x)(A, e)N(Ch(X) =Cr1(X)) y las componentes de N (e, A)— L tienen el mismo diametro igual
a 0, con 0 < 5, entonces eviste M € Be, (x)(A,€) N (Cn(X) — C,1(X)) tal que las componentes

de N(e,A) — M estan uniformemente distribuidas en N (e, A) y tienen el mismo didmetro igual a
d. Ademds, existe un arco o de L a M tal que o C B, (x)(A, ) N (Cr(X) — Crr(X)).

Demostracion. Sin perder generalidad, podemos suponer que N (e, A) es un intervalo abierto con-
tenido en R y de longitud r, contenido en un intervalo cerrado en R. Supongamos que las compo-
nentes de N(g, A) — L tienen el mismo didmetro igual a 0. Sean Ly, Lo, ..., L, las componentes de
L tal que para cada i € {1,...,n}, tenemos que l; = didm(L;) y | = T’_(Ziﬂ)é, como lo definimos
en la Observacién B30 Sean p = (I,1,...,1), ¢ = (l1, 12, ...,l,) dos puntos en R", H la linea recta
en R™ que pasa por los puntos p, ¢ y [p, q] el segmento de la recta H que tiene como puntos extre-
mos a los puntos p y ¢. Las coordenadas de cualquier punto de la recta H satisfacen la ecuacién,
T+ a4+ 2, +(n+1)0 =71 Seaa: [p g = Be,x)(A4,e) N (Cr(X) — Crmi (X)) C Cu(X)
definida para cada (s1,$2,...,5,) € [p,q] por a((s1,82,...,8,)) = Z1 U ZyU---U Z,, donde las
componentes Zy, Zs, ..., Z, estan contenidas en N(e, A) y para cada i € {1,2,...,n}, tenemos
que s; = didm(Z;). Ademads, consideramos a las componentes 2y, Zs, ..., Z, de Z en N(g, A), en
el siguiente orden

(a) primero construimos en N (g, A) un intervalo abierto de longitud igual a ¢,
(

)
b) construimos un intervalo cerrado de longitud igual a s, éste es 7,
(c¢) pegado al intervalo anterior, construimos un intervalo abierto de longitud igual a 9,
)

(d) construimos otro intervalo cerrado de longitud so, éste es Zs.

Asi sucesivamente, consideramos a las componentes Zs, ..., Z,. Notemos que la unién de estos
intervalos abiertos y cerrados es N (e, A). Las componentes de Z y los conjuntos de N (e, A) — Z,
los consideramos dentro de N(g, A), en el orden y s6lo en el orden que tienen sus didmetros.
Observemos que existe una correspondencia tnica entre las n componentes de Z, en N(g, A), y
las n coordenadas del punto (s, Sa,...,S,) de [p,q|, donde (s1,s9,...,S,) satisface la ecuacion
1+ +--+z,+(n+1)0 =ry ademds, notemos que la suma de los didmetros de N (g, A) y de
N(e,A)=Z esd+s1+6+s34--+0+5,+6 =1 Sean M € B¢, (x)(A,e)N(Cp(X) = Cra(X)) v
My, My, ... M, las componentes de M, donde M;, M,, ... M, tienen diametro [ y las componentes
de N(g,A) — M tienen didmetro 0. Asi las componentes de N(g, A) — M estan uniformemente
distribuidas en N (e, A). Por la definicién de «, tenemos que a(p) = M y a(q) = L. Observemos
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que a([p, q]) C Be,(x)(A, )N (Ch(X) —Cr_1(X)) y a es inyectiva. Veamos que a es continua. Sean
t € [p,q)y{te}32, en [p, ¢] tal que lim t, = t. Sea a(t) = T. Paracada k € N, sea t), = (tgk),ték), e
t,(f)), luego para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que lim tgk) =t;. Asi, t = (tq, t2, ..., t,). Para cada
i€{1,2,...,n}, sean Ti(k) y T; los intervalos cerrados en N(g, A), tales que t = diam (TZ( ))

t; = diam (T;) para cada i € {1,2,...,n} y k € N, respectivamente. Ademas, para cada k € N,
tenemos T UToU---UT, =Ty Tl(k) UTQ(k) U-- -UTr(Lk) = Ty. Por la distribucién de las componentes
de T, y T en N(g, A), y que lim tgk) = t;, tenemos que las sucesiones formadas por los extremos de
cada arco Ti(k) para k € N, convergen a los extremos de cada arco T;. Asi que lim Ti(k) =T, para
cadai € {1,2,...,n}. Usando el Teorema[3.32 e induccién matematica, obtenemos que lim «(ty) =
lim (Tl(k) uTH U U TT(Lk)) = UL, lim T = Ui, T; = a(ty, ty, ..., t,) = «aft), conservando
el orden en la unién. Por lo tanto, o es continua. Ademds, «([p,q]) es homeomorfo a [p,q|. En
conclusién, tenemos que a([p, g]) es un arco contenido en B¢, (x)(A, ) N(Ch(X) = Cp—1(X)) cuyos
puntos extremos son a(p) = M y a(q) = L. O

En el siguiente teorema demostramos que cualquier elemento M de Be, x)(A, &) N(Cr(X) —
Ch-1(X)) tal que las componentes de N (e, A) — M estan uniformemente dlstrlbuldas en N(e,A) y
tienen el mismo didmetro igual a d, con ¢ < 5=, puede unirse mediante un arco a otro elemento S
de Be, (x)(A, e)N(Ch(X) —Cr—1(X)) tal que las componentes de N (e, A) — S estan uniformemente
dlstrlbmdas en N(g, A) y tienen el mismo didmetro igual a .

Teorema 3.38. Sean X una grdfica finita y A € C(X) tal que ANR(X) = 0. Sea U un subconjunto
abierto en X y conexo tal que A C U y UNR(X) = (. Sea ¢ > 0 tal que N(e,A) C U.
Sea M € Be,(x)(A,e) N (Cp(X) — Cpa(X)). Supongamos que las componentes de N(e, A) — M
estan uniformemente distribuidas en N(e, A) y tienen el mismo didmetro igual a 6, con § < .
Entonces existe S € Be,(x)(A,¢) N (Cr(X) — Cr1(X)) con la propiedad de que las componentes
de N(e, A) — S estan umformemente distribuidas en N(g, A) y tienen el mismo didmetro igual a
5. Ademds, existe un arco o de M a S tal que 0 C Be, (x)(A,¢) N (Ch(X) — Cra(X)).

Demostracion. Sin perder generalidad, podemos suponer que N(e, A) es un intervalo abierto y
acotado contenido en R de longitud r, contenido en un intervalo cerrado en R. Supongamos que
las componentes de N(e, A) — M estan uniformemente distribuidas en N(e, A) y tienen el mismo
didmetro igual a d, con 6 < z-. Sea M = MyUM,U- - -UM,,, donde las componentes My, Mo, ..., M,
estan contenidas en N(g, A) y tienen didmetro [ = T’_(Ziﬂ)é. Ahora, tomemos S = 57 U Sy U

- U S,, donde las componentes Si,Ss,...,S, estdn contenidas en N(e, A) y tienen didmetro
m = ?mgslinfl)e Las coordenadas de los puntos p = (m,m,...,m, =)y ¢ = (I,1,...,1,6) en R"*!
satisfacen la ecuaciéon z1+xo+- - -+ x,+ (n+1)x,.1 =7, donde 1 = x5 = - - = x,,. Llamemos £ a
la linea recta en R"*! que pasa por los puntos p, ¢ y [p, q] al segmento de la linea recta £ que tiene
como puntos extremos a los puntos p y ¢. Sea o : [p, q] — C,(X) definida de la siguiente manera,
para cada (s1, S2,...,Sn, l1) € [p, ], tenemos que o(($1,S2,...,Sn,l1)) = Z1UZyU---UZ,, donde
Z = Z1UZyU- - -UZ, y Z tiene como componentes a Z1, Zs, . . ., Z, contenidas en N (e, A), ademas,
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para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que Z; tiene didmetro s; = didm(Z;) y 0 < Iy < 5-. Las
coordenadas del punto (s1, Sa, . . ., sp, [1) satisfacen la ecuacion x; + o+ -+ 2, + (n+ 1)z, = 7.
Ademas, las componentes 71, Zs, . .., Z, de Z las consideramos dentro de N (e, A), en el orden que
tienen los subindices, de la siguiente manera

b

(a) primero construimos en N (e, A) un intervalo abierto de longitud igual a I,
(b) construimos un intervalo cerrado de longitud igual a s, éste es Z;,

(c) pegado al intervalo anterior, construimos un intervalo abierto de longitud igual a [;

)
)
)
(d) construimos otro intervalo cerrado de longitud sq, éste es Zs.

Asi sucesivamente, consideramos a las componentes Zs, ..., Z,. La unién de estos intervalos abier-
tos y cerrados es N (e, A). Las componentes de Z y los conjuntos de N (e, A) — Z, los consideramos
dentro de N(e, A), en el orden, y sélo en orden, que tienen sus didmetros, en la siguiente suma
(en este caso consideremos dicha suma sin conmutar ningin elemento) Iy + s; + I3 + so + [ +
<+~ 41y + s, + 1l = r. Por la definicién de o, tenemos que o(p) = S y o(q) = M. Notemos que
o([p,q]) C Be,(x)(A,e) N (Cr(X) — Crq(X)), y 0 es inyectiva. La demostracion de que o es con-
tinua es andloga a la que dimos en el Teorema B.37l Por lo tanto, o([p, ¢]) es homeomorfo a [p, q|.
En conclusién, tenemos que o([p, q]) es un arco contenido en B, (x)(A,€) N (Ch(X) — Cr1 (X)),
cuyos puntos extremos son o(p) =Sy o(q) = M. O

La demostracién del siguiente resultado es andloga a las demostraciones de los Teoremas [3.37]
v 338

Teorema 3.39. Sea X una grdfica finita y A € C(X) tal que ANR(X) = 0. Sea U un subconjunto
abierto y conexo de X tal que A C U y UNR(X) = 0. Sea ¢ > 0 tal que N(e, A) C U. Sea
K € Be,(x)(A, &) N (Ch(X) — Cy1(X)). Entonces existe L € Be, x)(A,€) N (Cp(X) — Cro1(X))
tal que las componentes de N (e, A) — L tienen el mismo didmetro iqual a §. Ademds existe un arco
a de K a L tal que o € Be, (x)(A, ) N (Cp(X) = Cpi (X)),

Teorema 3.40. [{, Teorema 2.3] Si X es un continuo, A € 2% y U es un conjunto abierto en X
tal que A C U, entonces existe € > 0 tal que A C N(e, A) C U.

Teorema 3.41. Si X es una grdfica finita y n € N — {1,2}, entonces D,,(X) ={A € C,(X): A
es conezo y AN R(X) =0}.

Demostracion. Sea A € D, (X). Luego, A ¢ L£,(X) y existe una base local B de A en C,(X) tal
que para cada U € B, tenemos que dim[U] < 2ny U N L,(X) es arco conexo. Notemos que para
cada T' € U, por el Teorema [B.21] tenemos que T'N R(X) = (). Por el Teorema 321 tenemos que
AN R(X) = (. Veamos que A es conexo. Supongamos lo contrario, es decir, A ¢ C(X). Por el
Teorema3.27, tenemos que A & M,,(X), asi A € C,,_1(X)—C(X). Por el Teorema[3.26] existe una
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vecindad V de A en C,(X) con las propiedades mencionadas en dicho teorema. Como C,,(X) es
un espacio métrico regular, elegimos U € B tal que cle, (x)(U) C V. Por la eleccién de V, y por el
Teorema [3.26], tenemos que cle, (x)(U) puede ser separado por un conjunto cerrado 8 en C,_;(X).
Como se demostré en el Teorema [3.26] existen dos subconjuntos abiertos de cl¢, (x)(U), no vacios,
disjuntos, H y K, tales que cl¢, x)(U) =8 = HUK. Veamos que HNU y K NU son subconjuntos
no vacios y abiertos en C,(X). Sea Vi, Wy conjuntos abiertos en C,,(X), si H = Vi Nele,(x)(U) y
K =Wincdle,x)(U), entonces HNU = ViNcle,x)(U)NU =ViNUy KNU = WyNcle,x)(U)N
U =W;NU. Por el Teorema[3.9] tenemos que C,(X) — C,_1(X) es denso en C,(X), luego existen
elementos '€ HNUN(Cp(X) = Cri (X)) y C € KNUN(Cr(X) — Cm1(X)). Notemos que 7,
CgC,1(X), TNR(X)=0y CNR(X)=0,asi, T, C € M, NU, por el Teorema B.27] tenemos
que T, C € L,(X)NU. Como UNL, (X) es arco conexo, entonces existe un subarco o de UNL,,(X)
tal que o une a T'y C. Como 8 es un separador y U N L,(X) es arco conexo, existe un elemento
Dean8. Como D € L£,(X) =M,(X), tenemos que D ¢ C,,_1(X). Esto es imposible dado que
D e 8 C C,_1(X). Esto es una contradiccién, asi, A es conexo. Para probar la inclusién opuesta,
tomemos A € C,(X) tal que A es conexo y ANR(X) = (). Como A € C(X) C C,_1(X), entonces
AEgM,(X)=L,(X). Como A es conexo y ANR(X) = (), entonces existe un subconjunto abierto
y conexo U de X tal que A C Uy UNR(X) = 0. Sea B = { B¢, (x)(4,e) C Cp(X) : N(e,A) C U}.
Por el Teorema [3.40, tenemos que B # ). Sea U = Be, (x)(4,¢) € B. Veamos que U C W, (X).
Sea Z € U, luego Z C N(eg, A) C U. Asi, ZN R(X) = 0, por la definicién de W,,(X) en el Teorema
.24, tenemos que Z € W, (X). Por el Teorema [3.24], tenemos que dim[U] < 2n. Notemos que
UNL,(X) =UNM,(X) =UN(Cr(X) = Crai((X))), por el Teorema y la definicién de
M, (X). Veamos que UN L, (X) es arco conexo. Dado B € UNL,(X) = UN(C,(X)—Ch_1((X))),
por el Teorema [3.39] existe un conjunto cerrado L en U N (C,,(X) — C,,—1((X))) con la propiedad
de que cada componente de N(g, A) — L tiene el mismo didmetro d, con 0 < z- y existe un arco
a de B a L, tal que a € UN (Cp(X) = Crma((X))). Por el Teorema B.37, nosotros podemos
conectar a L con un arco 3, donde § C UN (Cp(X) — Cprm1((X))), a un elemento M tal que
cada componente de N(g, A) — M tiene el mismo didmetro § y estdn uniformemente distribuidas
en N(g, A). Finalmente, por el Teorema [B.38 tenemos que M esta conectado por un arco o,
donde o esta contenido en U N (C,,(X) — C,—1((X))), a un elemento D con la propiedad de que
cada componente de N(e, A) — D tiene el mismo didmetro igual a 5~ y las componentes estan
uniformemente distribuidas en N(g, A). Del arco o de B a L y del arco 5 de L a M, existe un
arco v de B a M. De manera andloga, del arco v de B a M y del arco 0 de M a D, existe un
arco ¢ de B a D. Si T es otro elemento de UN £,,(X), de manera anédloga Ty D se conectan con

un arco en UN L, (X). Por lo tanto, B y T se conectan con un arco en UN L, (X). En conclusién
UNL,(X) es arco conexo. Asi, A € D,(X). O

Teorema 3.42. [7, Teorema 1.1] El continuo C(X) es localmente conexo y de dimension finita
sty solo si el continuo X es una grdfica finita.

Teorema 3.43. Si X es una grdfica finita y n € N, entonces la dim[C,,(X)] es finita.
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Demostracion. Vamos a probar, inductivamente, que dim[C,,(X)] < n dim[C(X)]. Por el Teorema
342 tenemos que la dim[C(X)] es finita, por lo tanto dim[C,,(X)] es finita. Para n = 1, tenemos
que la dim[C(X)] < 1 dim[C(X)]. Supongamos que n > 2 y que la afirmacién es verdadera para
n — 1. Es decir, dim[C,,—1(X)] < (n — 1) dim|[C(X)]. Sabemos que el continuo C,(X) lo podemos
escribir como C’ (X) =Ch1(X)U(Ch(X) = Cp_1(X)), por el Teorema 271 basta demostrar que
dim[Cy(X) — 1(X)] < n dim][C(X)]. Veamos que para cada B € C,,(X) — C,,—1(X), tenemos
que dimg|[C,, (X )] < n dim[C(X)]. Como C,,—1(X) es un conjunto cerrado en C,,(X), tenemos que
Cn(X) — Cp_1(X) es un conjunto abierto en C,(X). Sean By, Bs, ... B, las componentes de B.
Para cada i,j € {1,2,..., n}, tomemos 6 = min{d(B;, B;) : i # j}. Sea ¢ = %. Luego, para cada
i,j € {1,2,...,n}, tenemos que N(e,B;) N N(e,B;) = 0 con ¢ # j, ademds, por la normalidad
de X, tenemos que para cada i € {1,2,...,n}, existen subconjuntos abiertos O; en X tales que
B; C O; C O; C N(g,B;). Paracadai € {1,2,...,n} sea T; la componente de O;, tal que B; C T;.
Como X es localmente conexo y por el Teorema [3.12] tenemos que 7; es un conjunto abierto
en X para j € {1,2,...,n}. Luego, B; C T; C O; C N(g, B;), para cada i € {1,2,...,n}. Sea
J; = T;. Notemos que Ji,Js, ..., J, son subcontinuos no degenerados de X ajenos dos a dos,
tal que B; € intx(J;) para cada i € {1,2,...,n}. Sea W = (Jy, Jo, ..., Ju)n. Notemos que U es
una vecindad cerrada de B en C,(X). Sea ¢ : C(J;) x C(J2) x -+ x C(J,) — U definida por
©(D1,Ds,...,D,) =Dy UDyU---UD,. En la prueba del Teorema B.2T] mostramos que ¢ es un
homeomorfismo. Por el Lemal[2.2], tenemos que dimg[(J1, J2, . .., Jn)n] = dimg—1(p)[C(J1) xC(Jz) X
-+ x C(J,)]. Ademas, para cada i € {1,2,...,n}, notemos que C(J;) C C(X), por el Teorema 2.6
inferimos que dim[C(J;)] < dim[C(X)], para cada i € {1,2,...,n}. Por el Teorema [2, Teorema
I11.4], inferimos que para un ntmero finito de subespacios, se cumple que dim[C/(J;) x C(J3) X
C(Jn)] < dim[C(J1)]+dim[C(J2)]+- - - +dim[C(J,)]. Sabemos que dimy-1(p) [C(J1) x C(Jz) X
C(Jn)] < dim[C(J1) x C(Jy) x -+ - x C(J,)]. Ademés, dim[C(Jy)]+dim[C(J2)]+- - - +dim[C(J,)] <
dim[C(X)]+dim[C(X)] +- - -+ dim[C(X)]. Luego, dimp[(J1, J2, . .., Ju)n] < n dim[C(X)]. Como
U es una vecindad de B en C,(X), tenemos que dimg[(J1, o, ..., Jn)n] = dimp[C,, (X)]. Asi,
dimp[Cy(X)] < n dim[C(X)]. O

Las siguientes definiciones, n-variedad, frontera como variedad e interior como variedad nos
son de gran utilidad en los resultados posteriores.

Definicién 3.44. Sea n € N. Una n-variedad es un espacio métrico separable M tal que todo
p € M tiene una vecindad V' homeomorfa a /™. El interior como variedad de una n-variedad
M, que denotamos por intv,) (M), es

intvy (M) = {p € M : p tiene una vecindad homeomorfa a R"}.

La frontera como variedad de M, que denotamos por

OnM = {pe M :p¢&intvg) (M)}
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Con el siguiente resultado, Teoremal3.45] verificamos que un homeomorfismo entre n-variedades
preserva el interior como variedad y la frontera como variedad.

Teorema 3.45. [0, Teorema 1.54] Si My y My son n-variedades y h : My — My es un homeo-
morfismo, entonces

1. h(intv(n)(Ml)) = intv(n)(Mg).

Los siguientes resultados, Teorema [B.40] y Teorema [B.47, nos muestran que el interior y la

frontera de una n-celda en R"™ coinciden con el interior y frontera como variedad, respectivamente,
de dicha n-celda.

Teorema 3.46. [J, Teorema 1.64] En R", tenemos que intvg,)(I™) = intgn (I™).

Notemos que la frontera como variedad de una 2-celda coincide con la frontera en R2.
Teorema 3.47. [9, Teorema 1.65] En R", tenemos que 0,(I") = frgn (I™).

Definicién 3.48. Dados X una grafica finita y n € N, sea €,(X) = {4 € C(X) : existe una
2-celda V € C(X) tal que A € intex)(V) N0, V}.

Observacién 3.49. Si X es una grafica finita y n € N — {1,2}, el conjunto &,(X) C D,(X), ya
que si A € €,(X), tenemos que A € C(X) y existe una 2-celda V C C(X) tal que A € intox)(V),
por el Teorema B.2T] implicamos que AN R(X) = 0. Asi, A € D,(X).

Teorema 3.50. Si X es una grdfica finita, X no es una curva cerrada simple y n € N — {1,2},
entonces E,(X) ={{p} € C,(X):pe X — R(X)}U{FE € C(X) : E es un subarco en X — R(X)
y E contiene un punto extremo de X}.

Demostracion. Sean Q(X) = {{p} € Co,(X) :p € X — R(X)} U{E € C(X) : E es un subarco
en X — R(X) y E contiene un punto extremo de X} y {¢} € &,(X), por la Observacién B.49,
tenemos que {q} € D, (X), luego, ¢ ¢ R(X). inferimos que ¢ € R(X). Por lo tanto, {¢} € Q(X).
Si {q} € Q(X), entonces ¢ € R(X). Sea A = [c,d] en X tal que ¢ € Ay AN R(X) = (); tenemos
dos casos. (a) Supongamos que ¢ ¢ E(X), asi, tomamos un arco [z,w] tal que z,w ¢ F(X) y
z # q # w, luego, {q} € nt(C([z,w])) v {¢} € 0,C([z,w]). Por lo tanto, {¢} € E,(X). (b)
Supongamos que ¢ € E(X), tomemos el arco [q, d]. Luego, {q} € int(C([q,d])) y {q} € 9.C([q,d)).
Asi, {q} € E.(X). Sea A € €,(X) tal que | A | > 1, por la Observacién [3.49] tenemos que
A € D,(X), luego, A es un subcontinuo contenido en X; asi, A es una subgréfica de X, pero
ANR(X) =0, por lo tanto A es un arco (porque X no es una curva cerrada simple). Supongamos
que A no contiene un punto extremo de X. Entonces, cualquier 2-celda que contiene a A, no lo
contiene en su interior o no lo tiene en su frontera como variedad. Por lo tanto, A tiene un punto

extremo, asi, A € Q(X). Sea A € Q(X) tal que | A |> 1. Luego, A = [¢,d], donde ¢ € E(X) y
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d € O(X). Sea a = [¢, t] tal que [¢,d] C [, 1], [c,t]NR(X) = 0y d # t, obtenemos que [c, d] estd en
el interior de la 2-celda C([c, t]) y ademas, [c,d] € 0,C([c,t]). Por lo tanto, A € &,(X). O

Teorema 3.51. Si X, Y son grdficas finitas, n € N, y h : Cp,(X) — C,(Y) es un homeomorfismo,
entonces h(E,(X)) = E,(Y).

Demostracion. Sea B € h(€,(X)), existe A € £,(X) tal que B = h(A). Como A € &,(X),
existe una 2-celda V en C(X) tal que A € intox)(V) N 9, V. Por hipdtesis tenemos que h :
Ch(X) — C,(Y) es un homeomorfismo, asi, h(V) es una 2-celda en C(Y'). Notemos que V y
h(V) son 2-variedades, tomemos h |y: V — h(V), por el Teorema B.45, tenemos que h(A) €
intoy(R(V)) N ,M(V). Ast, B € £,(Y). Por lo tanto, h(€,(X)) C €,(Y). Como h™' : C,,(Y) —
C,(X) es un homeomorfismo, de manera andloga, tenemos que h=1(€,(Y)) C &, (X). Por lo tanto,
En(Y)=Nh(h™1(E,(Y))) C h(€,(X)). Concluimos que h(&€,(X)) = &,(Y). O

Teorema 3.52. Si X es una grdfica finita, n € N y Y un continuo tal que C,,(X) es homeomorfo
a Co(Y), entonces Y es una grifica finita.

Demostracion. Por el Teorema B.43], tenemos que C,,(X) tiene dimension finita. Asi, por el Lema
2.2], inferimos que dim[C,,(Y)] < co. Como C(Y) C C,(Y) y por el Teorema [2.6] implicamos que
C(Y) tiene dimensién finita. Como X es localmente conexo, por el Teorema B.I3 tenemos que
Ch(X) es localmente conexo, de aqui implicamos que C,(Y) es localmente conexo. Asi, por el
Teorema B.13] el continuo Y es localmente conexo. Por el Teorema B.I3], tenemos que C(Y') es
localmente conexo y como C(Y') es de dimensién finita, por el Teorema 342, tenemos que Y es
una grafica finita. O

Observacién 3.53. Sean X una grafica finita y n € N—{1,2}, observemos que cl¢, x)(€,(X)) es
homeomorfo a X, ya que el conjunto {{p} € C,,(X) : p € X — R(X)} es homeomorfo a X — R(X)
y los puntos del conjunto {E € C(X) : E es un subarco en X — R(X) y tal que E contiene un
punto extremo de X}, forman arcos que extienden a los arcos externos, véase [5, Figura 3.1].

Teorema 3.54. Sean X una grdfica finita, n € N y' Y un continuo tal que C,,(X) es homeomorfo
a Cp(Y).

(1) Sin =11y X no es niun arco ni una curva cerrada simple, entonces X es homeomorfo a'Y.

(2) Sin € N —{1}, entonces X es homeomorfo a Y.

Demostracion. (1) Roman Duda, en [, Teorema 9.1], prueba el caso n = 1, cuando X no es un
arco, ni una curva cerrada simple.

(2) Cuando n = 2, Alejandro Illanes, en [22, Teorema 4.1], prueba que si X es una grafica
finita y C,,(X) es homeomorfo a C,,(Y), entonces X es homeomorfo a Y. Veamos el caso cuando
n € N — {1,2}. Por el Teorema [B.52] tenemos que Y es una gréfica finita. Recordemos que
L,Y)={A € C,(Y) : A tiene una vecindad en C,(Y) que es una 2n-celda} y D,(Y) = {A €
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Co(Y): A& L,(Y) y existe una base local B en C,(Y) en A tal que para cada U € B, tenemos
que dim[U] < 2ny UNL,(Y) es arco conexo}. Sea h : Cn(X) — C,(Y) un homeomorfismo.
Por el Teorema .29, tenemos que h(L,(X)) = £,(Y) y por el Teorema B3T], inferimos que
h(Dy(X)) = D,(Y). Por la Observacion 3.53], tenemos que cle, (x)(€,(X)) es homeomorfo a X. De
manera analoga, implicamos que cl¢, (v)(€x(Y')) es homeomorfo a Y. Por el Teorema [3.51] tenemos
que (&, (X)) = E,(Y) asi, h(cle,(x)(En(X))) = cle, v)(En(Y)). Por lo tanto, X es homeomorfo
aY. O

Teorema 3.55. Si X es una grifica finita y n € N, entonces min{dim[C,,(X)] : A € C,(X)} =
2n.

Demostracion. Sea A € Cy(X).

(1) Supongamos que A N R(X) # (). Por [25, Teorema 2.4], tenemos que dim4[C,(X) | = 2n +
> gerxnalord(q, X) —2). Sea ¢ € AN R(X), luego ord(p, X) > 3, asi, ord(p, X) —2 > 1. Por lo
tanto, dim4[Cy,(X)] > 2n + 1.

(2) Supongamos que A N R(X) = (). Por [25, Teorema 2.4], tenemos que dim4[C,(X )] = 2n +
> _gerxnalord(q, X)—2), como ANR(X) = 0, tenemos que g y)na( ord(g, X)—2) = 0. Por lo
tanto, dim4[C,,(X)] = 2n. En conclusién, por los casos (1) y (2), tenemos que min{dim 4[C,,(X)] :
AeCy(X)}=2n. O

En el siguiente teorema, quitamos el caso cuando n =1, m =1 y X no es ni un arco, ni una
curva cerrada simple, ya que éste es el caso (1) del Teorema [3.54]

Teorema 3.56. Si X una grdfica finita, n, m € N— {1} y Y es un continuo tal que C,(X) es
homeomorfo a C,,(Y), entonces X es homeomorfo a'Y.

Demostracion. Sean X una gréfica finita, n, m € N — {1}, Y un continuo y h : C,(X) —
Cn(Y') un homeomorfismo. Por el Teorema [3.43] tenemos que C,(X) tiene dimensién finita. Como
Cn(X) es homeomorfo a C,,(Y), por el Lema 22] inferimos que C,,(Y') tiene dimensién finita y
ademés, dim[C,(X)] = dim[C,(Y)]. Luego, C(Y) C Cn(Y) y por el Teorema 2.6, implicamos
que C(Y) tiene dimensién finita. Como X es localmente conexo, por el Teorema B.13] tenemos
que C,(X) es localmente conexo, asi, Cp,(Y) es localmente conexo. Por lo tanto, el continuo
Y es localmente conexo. Por el Teorema B.I3], tenemos que C(Y) es localmente conexo. Asi,
C(Y) es localmente conexo y de dimensién finita. Por el Teorema [3.42] tenemos que Y es una
grafica finita. Por el Teorema B.55 tenemos que min{dimg|C,(Y)] : B € Cp,(Y)} = 2m y
que min{dim|C,(X)] : A € C,(X)} = 2n. Notemos que min{dims[C,(X)] : A € C,(X)}
= min{dimpa)[Crn(Y)] : h(A) € Cr(Y)}, ya que dim[C,,(X)] = dim[C,,(Y)]. Por lo tanto, n = m.
Asi, C,(X) es homeomorfo a C,(Y'). Por el Teorema [B.54 concluimos que X es homeomorfo a
Y. 0
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Capitulo 8

Dendritas C-determinadas

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, German Montero
Rodriguez
FCFM, BUAP

Resumen

Sea un continuo métrico X. Una familia I' de continuos esta C-determinada si para
cualesquiera dos elementos X y Y de I' tales que C'(X) es homeomorfo a C(Y'), en-
tonces X es homeomorfo a Y. Sea ©® = {X: X es una dendrita, E(X) es cerrado y
X no es homeomorfo a [0,1]}. En este capitulo se prueba que la familia © estd C-
determinada.

1. Introduccion

El material que contiene este capitulo pertenece a la rama de la Topologia conocida como
Teoria de los Continuos e Hiperespacios de los Continuos. Esta teoria trata del estudio de las
propiedades topoldgicas de espacios que son métricos, compactos, conexos y no vacios. De hecho, a
estos espacios les llamamos continuos. Sea ® = {X: X es una dendrita no homeomorfa a [0,1] y
E(X) es cerrado}. En este capitulo damos las referencias adecuadas y los detalles completos de la
demostracion de que la familia © estd C-determinada (vea el Teorema B.31]), originalmente este
resultado se encuentra en [16, Teorema 6]. Trabajamos, en particular, con familias de subconjuntos
especiales de un continuo X, llamadas hiperespacios de X. Consideramos los hiperespacios: 2%
(vea la Definicién 2.11), C(X) (vea la Definiciéon 2.4) y Fi(X) (vea la Definicién 2.8). Todos los
hiperespacios anteriores los consideramos con la métrica de Hausdorff (vea la Definicion 23)). Este
capitulo estd ordenado en dos secciones. En la Seccion 1 damos las notaciones y definiciones de
la Teoria de los Continuos e Hiperespacios de los continuos que necesitamos para desarrollar este
trabajo. La Seccién 2 esta dedicada al estudio de las dendritas; se definen las dendritas F,, y W
quienes caracterizan a las dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado. Demostramos
propiedades que posee la familia ©. Trabajos relacionados con este capitulo son: [§], [11], [12],
[13], [14], [17], [18], [19], [20], [27], etc.
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2. Preliminares

Los conceptos que no definimos en este trabajo se encuentran en [22], [28], [4]. S. B. Nadler,
Jr. introdujo en [28, (0.61)] el siguiente concepto: una familia I" de continuos estd C-determinada
siempre que para cualesquiera dos elementos X y Y de I tales que C(X) es homeomorfo a C(Y),
se tiene que X es homeomorfo a Y. Algunos simbolos y notaciones usados a lo largo de este trabajo:
los simbolos N, Q y R denotan el conjunto de los nimeros naturales, de los nimeros racionales
y de los numeros reales, respectivamente. Dada n € N, R™ denota el n-espacio Euclidiano con la
métrica Fuclidiana. Cuando n > 1, utilizamos ||x —y|| para denotar la distancia entre los puntos
y y en R™. La distancia entre los puntos x y y en R la denotamos por | x — y | . La letra I denota
al intervalo unitario [0, 1] con la topologia usual. Dada n € N una n-celda en X es un espacio
homeomorfo a I x I x ---x I = I". El cubo de Hilbert es el producto numerable I*° = [[2, I;, en
donde I; = I para cada i € N, con la topologia producto. La bola unitaria cerrada n-dimensional
es el conjunto B" = {z € R": ||z|| < 1}. La esfera unitaria n-dimensional en R™*! es el conjunto
S" = {x € R": ||z]| = 1}. Una n-esfera es un espacio homeomorfo a S™ y una curva cerrada
simple es un espacio homeomorfo a S'. Si X es un espacio topolégico y A C X, entonces cl(A)
denota la cerradura de A en X. Si A C Y C X, entonces cly(A) denota la cerradura de A en el
subespacio Y de X. Es facil ver que cly (A) = cl(A)NY. La frontera de A en X estd denotada por
Fr(A). Si A CY C X, escribimos Fry (A) para referirnos a la frontera de A en el subespacio Y. El
interior de A en X se denota por int(A) y ademads, inty (A) denota el interior de A en el subespacio
Y. Si p € X, una vecindad de p es un subconjunto V' de X tal que p € int(V'). Sea X un espacio
métrico con métrica d. Sia € X y € > 0, la e—bola abierta de a es B(a,€) = {z € X: d(a,z) < €}.
Cuando sea necesario distinguir que la bola esta contenida en X, lo denotamos por Bx(a, €).

También se utiliza el concepto de Dimension. Se recomienda ([2, III.1] y [30, 1.1]) al lector
hacer una revision para esta seccion.

Hiperespacios y convergencia

Comenzamos nuestro estudio definiendo el siguiente hiperespacio de un continuo X.
Definicién 2.1. Dado un continuo X con métrica d, se define y se denota el hiperespacio 2% de
X como sigue.

2X ={A C X: A es cerrado y no vacio}.

A continuacién mostramos como dotar a 2% de una estructura de espacio métrico, bajo la cual
resulta ser un continuo. Mientras no se diga lo contrario, consideramos que la letra X representa
un continuo con métrica d.

Definicién 2.2. Sean A € 2% y € > 0. La e-nube de A es el conjunto N (e, A) = {x € X : existea €
A tal que d(a,z) < €}.
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En [I, Teorema 7] y [8, Lema 2.1] puede encontrar propiedades de dichas nubes. A continuacién
se define una funcién para 2%.

Definicién 2.3. Si Ay B € 2%, entonces se define H(A, B) = inf{e > 0: A C N(¢,B) y B C
N(e, A)}.

Note que H es una funcién del producto cartesiano 2% x 2% a los nimeros reales no negativos.
En [28, (0.2)] estd demostrado que H : 2% x 2% — [0, 00) es una métrica para 2%, llamada métrica
de Hausdorff. La topologia determinada por la métrica de Hausdorff, sobre 2%, sélo depende de
la topologia de X. Esto significa que si d y e son dos métricas para X tales que 75, = 7., entonces
T, = Tr. 4, 4.6]. En [28, (0.8)] se prueba que 2% es compacto y, en [28, (1.9)], que 2% es arco
conexo (independientemente de que X sea o no arco conexo). Luego, 2% es un continuo.

Ahora se define el siguiente hiperespacio de un continuo.

Definicién 2.4. Si X es un continuo, se define el hiperespacio C(X) de X como sigue.
C(X)={Ae€2¥: A es conexo}.
A C(X) se le llama el hiperespacio de los subcontinuos de X .

Observemos que C'(X) es no degenerado porque X es no degenerado. Ademas la restricciéon de
la métrica de Hausdorff H a C'(X), hace de éste un espacio métrico. Al igual que en el caso de 2%,
la topologia de C'(X) inducida por la métrica de Hausdorff, solamente depende de la topologia
de X. En |28, (0.8)], estd demostrado que C(X) es compacto y en [28, (1.12)], que C(X) es arco
conexo (también esto es independiente de la arco conexidad de X). Por lo tanto, C(X) es un
continuo.

Otro de los hiperespacios con el que trabajamos es el siguiente.

Definicién 2.5. Sean X un continuo y B C X un subcontinuo. Se define el hiperespacio C(B, X)
de X como sigue.

C(B,X)={AecC(X): BCA}
A C(B, X) se le llama el el hiperespacio de los continuos que contienen a B.

En particular, denotamos C'({p} , X) por C(p, X), para cualquier elemento p € X. Observemos
que si B € C(X) — {X}, entonces C(B, X) es no degenerado y la restriccién de la métrica de
Hausdorff H a C'(B, X), hace de éste un espacio métrico.

Teorema 2.6. [11, Teorema 2.20. (2)] Sean Z un espacio topoldgico y U C T C Z, donde U es
un abierto en Z y'T es un cerrado en Z. Entonces Frp(U) = Frz(U).

En [10, Teorema 4] estd demostrada una condicién bajo la cual el hiperespacio C(p, X) es
homeomorfo al cubo de Hilbert .
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Teorema 2.7. Sean X un continuo y p € X. Supongamos que X es localmente conexo en cada
punto de un conjunto abierto que contiene a p. Entonces C(p, X) es homeomorfo a I si y sélo
si p no estd en el interior, relativo a X, de una grdfica finita en X.

Otro hiperespacio del continuo X que consideramos en este trabajo, es el siguiente:

Definicién 2.8. Si X es un continuo, se define el hiperespacio Fi(X) como sigue.
F(X) = {{p}: p e X}

Es claro que F;(X) es un subconjunto no degenerado de 2%. La restriccién de la métrica de
Hausdorff H a F;(X), hace de éste un espacio métrico. Mas ain tenemos que F;(X) es isométrico
a X.

Para un espacio topoldgico X, una sucesiéon en X se denota por {z,},. . Entendemos, por
supuesto, que x, € X para cadan € N. Si la sucesién {x,}, .y converge al punto x € X, escribimos
lim z,, = z.

Definicién 2.9. Sean (5, 7) un espacio topoldgico, {A,}, .y una sucesion de subconjuntos de S,
sean el limite inferior y el limite superior de {A,}, . como siguen: lim infA, = {x € S:six €
U con U € 7, entonces U N A, # () para todo natural n salvo un ntimero finito} y lim supA4, =
{r e S:sixeUconU € 7, entonces U N A,, # ) para un ntimero infinito de naturales n}. Si lim
infA, = A = lim sup A,, en donde A C S, entonces A es el limite de {A,}, .y v lo denotamos
como A =lim A,,.

A continuacién damos un resultado bésicos con respecto a la convergencia de sucesiones de
elementos de 2% (vea [I, Teorema 20], [4, Seccién 2. P4g. 56], etc.)

Teorema 2.10. Sean X un continuo y A, B € 2. Supongamos que {An}, cy ¥ {Bn},en son dos
sucesiones en 2% tales que lim A, = A y lim B,, = B. Entonces

(1) si A, C By, para toda n € N, entonces A C B;

(2) si A, N B, # 0 para toda n € N, entonces AN B # (J;

(8) lim (A, UB,) =AUB.

Arcos Ordenados

Una herramienta muy poderosa en los hiperespacios de un continuo X, es la existencia de arcos
ordenados.

Definicién 2.11. Sea T € {QX, C’(X)} . Supongamos que A, B € Ty A& B. Un arco ordenado
de A a B en T es una funcién continua X\ : I — T. tal que A(0) = A, A(1) = By A(s) & A(t)
siempre que s < t, para s,t € I.
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Algunas veces identificamos a un arco ordenado con su imagen. Como la funcién A de la
Definicién 2.11] es inyectiva, su imagen es un arco. De manera que a veces denotamos por A a la
funcién y otras a su imagen.

Respecto a arcos ordenados comentamos lo siguiente. De los resultados de 14.2 hasta 14.6
en [22], tenemos una condicién de existencia de arcos ordenados: supongamos que A y B son
subcontinuos de X tales que A C B y A # B. Entonces existe un arco ordenado contenido en
C(X) cuyos extremos son A y B. En [28, (1.8)], se demuestra el siguiente resultado: para que
exista un arco ordenado de un elemento A € 2% a un elemento B € 2%, se requiere que A C By
que cada componente de B intersecte a A.

n-odos y n-celdas

Dos conceptos ligados entre los hiperespacios y el continuo que los define son los de n-odos y
n-celdas: cuando un continuo X contiene un n-odo, en el hiperespacio C'(X) aparece una n-celda
y reciprocamente.

Definicién 2.12. Sean X un continuo y n un ntmero natural. Un n-odo en X es un elemento
B € C(X) para el cual existe un subcontinuo A de B tal que B — A tiene al menos n componentes
(en este caso, al continuo A le llamamos corazén de B). Un continuo X es atriddico si no contiene
3-odos.

Es claro que si X contiene un n-odo, entonces contiene un m-odo, para cada m < n. Un
ejemplo muy especial de n-odo es el llamado n-odo simple.

Definicién 2.13. Sean X un continuo y n un nimero natural, X es un n-odo simple con vértice

p € X, si X es un n-odo tal que:

(1) el corazén de X es el conjunto p;

(2) X —{p} tiene exactamente n componentes C1, Cs, ..., C,, tales que, para cadai € {1,2,...,n},
el conjunto C; U {p} es un arco.

Un triodo simple o 3-odo simple es, por lo tanto, un continuo homeomorfo a la letra T, mientras
que un 4-odo simple es un continuo homeomorfo a la letra X. Existe una relacién entre n-odos en
X y n-celdas en C(X).

Teorema 2.14. [2, Lema 8] Sean X un continuo y K € C(X). Si T es un n-odo en X tal que
para alguna € > 0 sucede que T € Bex)(K, 5), entonces existe una n-celda I' en C(X) tal que
Tel C Bc(X)(K, 6).

El Teorema 2.14] lo utilizamos en la prueba del Teorema
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3. Dendritas y Dendroides

Definicién 3.1. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerradas
simples, es decir que no contiene continuos homeomorfos a la circunferencia unitaria S*.

Un continuo X es unicoherente, si para cualesquiera dos subcontinuos A y B de X tales que
AU B = X, resulta que la interseccion A N B es conexa; X es hereditariamente unicoherente si
todos sus subcontinuos son unicoherentes.

Notemos que la circunferencia S* no es unicoherente. Para esto tomemos A = {(z,y) € S* :
y >0}y B={(x,y) € S':y <0}.Entonces S = AUB, A, B € C(S')y ANB = {(1,0),(-1,0)}
no es conexo. Como consecuencia de lo anterior, tenemos que las curvas cerradas simples no son
unicoherentes.

La clase de las dendritas estd contenida en una clase mas amplia de continuos, que se llaman

dendroides.

Definicién 3.2. Un dendroide es un continuo hereditariamente unicoherente y arco conexo.

Efectivamente las dendritas son dendroides.

Teorema 3.3. [/, 10.9 y 10.10] Un continuo X es una dendrita si y solo si X es un dendroide
localmente conezo.

Todo dendroide X posee las siguientes dos propiedades:

(1) para cada x,y € X existe un unico arco con puntos extremos = y y que denotamos por
[z, y];

(2) todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide.

Aclaramos que si X es un dendroide y z,y € X, el arco [z,y] denota el arco con puntos
extremos x y y. Esto es [z,y] = [y, x], con esto queremos decir que el orden no importa. Ademés,
a menos que se diga lo contrario, entendemos que un arco es un conjunto no degenerado. También

denotamos (v,y) = [v,y] —{z,y}, [v,y) = [z,y] = {y}, (x,y] = [v,y] — {2} v [z, 2] = {z}.

En los dendroides se puede definir una relacién de orden parcial como sigue:

Definicién 3.4. Sean X un dendroide y p € X. Una relacion con respecto a p, denotada por <,
es: v <, ysiysolosiz e py].Siz<,yyxF#y, entonces escribimos x <, y.

Luego, <,, es un orden parcial en un dendroide.

Definicién 3.5. Sean X un dendroide y p € X, X es suave en p si para toda sucesién {z,}
en X tal que limz, = x, tenemos lim|[p, z,,| = [p, x] ; X es suave si es suave en algin p € X.

neN
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La definicién de dendroide suave tiene su origen en [5]. S. Macias realizé un amplio estudio en
este tema que se encuentra publicado en [25].

Existe un gran ntmero de caracterizaciones y propiedades de las dendritas. Algunas de ellas
se encuentran en [6].

Teorema 3.6. [24, Teorema 8] Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita si y sdlo si X
es suave en todos sus puntos.

Otros conceptos relacionados con las dendritas son los siguientes.

Definicién 3.7. Un subcontinuo no degenerado A de un continuo X es un continuo de conver-
gencia de X, si existe una sucesion {A,}, y en C(X) tal que lim A, = Ay AN A, = ) para cada
n € N.

Definicion 3.8. Un continuo X es hereditariamente localmente conezo si todo subcontinuo de X
es localmente conexo.

La Definicion de Orden

Ahora damos las definiciones de punto extremo, punto ordinario y punto de ramificacion en
un continuo, las cuales utilizamos con mucha frecuencia en este trabajo.

Definicién 3.9. Sean X un continuo y = € X.
(a) Si ord(z, X) =1, z es un punto extremo de X.
(b) Si el ord(x, X) = 2, x es un punto ordinario de X.
(c) Siord(x, X) > 3, x es un punto de ramificacion de X.

Si X es un continuo, denotamos por E(X), O(X) y R(X) a los conjuntos de puntos extremos,
puntos ordinarios y puntos de ramificacién de X, respectivamente. Para cualquier dendrita X,
tenemos que X = O(X) U R(X) U E(X) y el conjunto E(X) como la unién de los conjuntos
ajenos E1(X)y Ey(X), donde Ey(X) = {p € E(X) : p es un punto aislado de E(X)} y Ey(X) =
E(X) — Ei(X).

Aunque la nocién de orden se puede presentar para puntos de un espacio topoldgico arbitrario
[23, pag. 274 ], en este trabajo la utilizamos tnicamente para puntos de un dendroide o bien de
una grafica finita. En dicha situacién, el orden en un punto es un nimero natural, el cardinal
Ng o bien el ordinal w. Denotamos card(A) la cardinalidad del conjunto A. Ademds, denotamos
¢ = card(R) y card(N) = Ry.

Definicién 3.10. Sea X un dendroide o bien una gréfica finita. Dado p € X, el orden de X en p,
denotado por ord(p, X), queda determinado como sigue:

(1) ord(p, X) = n si X — {p} tiene justo n componentes.
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(2) ord(p, X) = RNy si X — {p} tiene una cantidad infinita numerable de componentes cuyo
didmetro no tiende a cero.

(3) ord(p, X) = w si X — {p} tiene una cantidad infinita numerable de componentes cuyo
didmetro tiende a cero.

Por [4, 9.10], cualquier gréfica finita G satisface las dos condiciones siguientes:
(1) ord(p, G) < W, para toda p € G;
(2) ord(p, G) < 2 para todos excepto un ntmero finito de elementos p € G.

Por (2), el conjunto R(G) es finito. Por (1) y la definicién de gréfica finita, el conjunto E(G)
es finito. Todos los puntos restantes, tiene orden igual a 2 y asi, el conjunto O(G) es denso en G.

Para ilustrar la nocién de orden consideremos, en R?, los dos dendroides siguientes.
o0

El primero no es localmente conexo: X = (J [¢,a,]) U [q,¢1], donde ¢ = (0,0), ¢; = (1,0),
n=1

y para cada n € N, a, = (1, %) , [¢,a,] denota el segmento de recta en R? que une a ¢ con a,, y
(¢, 1] denota el segmento de recta en R? que une a ¢ con ¢;. Los puntos a,, son los puntos extremos
de X, los puntos en el interior de los arcos [g, a,,| son puntos ordinarios de X y todo el arco [q, ¢1]
son los puntos de ramificacién de X (observemos que el conjunto de puntos extremos de X no
es cerrado). El punto de ramificacién ¢ del dendroide X es tal que ord(q, X) = Ry (en este caso,
X —{q}, tiene una cantidad infinita numerable de componentes cuyo didmetro no tiende a cero).

Ahora consideremos el siguiente dendroide, es localmente conexo (por lo tanto es una dendrita,
o

vea Teorema B3): F,, = | [p,an], donde p = (0,0) y, para cada n € N, a,, = (%, #) y [p, an)
n=1

denota el segmento de recta en R? que une a p con a,. La dendrita F,, sélo tiene un punto de

ramificacion p y ord(p, F,,) = w (en este caso, F,, — {p}, tiene una cantidad infinita numerable de

componentes cuyo didmetro tiende a cero).

Los puntos a, son los puntos extremos de F,, (observemos que el conjunto de puntos extremos
de F,, no es cerrado), p es el inico punto de ramificacién de F,,, los puntos restantes, son los puntos
ordinarios de F,.

Recordemos que una grdfica finita es un continuo que se puede expresar como la unién de una
cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos, son ajenos o bien se intersectan en
uno o en sus dos puntos extremos. Un drbol es una grafica finita que no contiene curvas cerradas
simples.

De acuerdo a [I5 padg. 1583] para un continuo X, sean

G(X) ={z € X : z tiene una vecindad G en X tal quet G es una grafica finita},

PX) = X - 5(X),
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Los siguientes tres conjuntos son introducidos de manera original, para un continuo X.

P1(X) = {z € X: existe una sucesién de elementos diferentes dos a dos contenidos en
R(X)NSG(X) que convergen a x},

Po(X)={re X:ze R(F,) URHE)},
donde HE es el arete Hawaiano descrito en [22, 19.17],

Ps(X) = {zr € X: existe una sucesién de puntos diferentes contenida en P(X) que converge a
Sea X un dendroide y S(X) = P (X) UP3(X) UP3(X). En esta seccién estudiamos el conjunto
S(X).

Teorema 3.11. [20, Propiedades 1.2] Si X es un dendroide suave en un punto p € X, entonces:
(1) S(X) # 0 siy sdlo si X no es un drbol;
(2) si [z,y] es un arco en X, entonces el conjunto S(X) N [z,y] es cerrado
en X;
(3) sip € clx(S(X)), entonces p € S(X);
(4) pe S(X) siy solo sip ¢ intx(T) para ningin drbol contenido en X;
(5) un elemento A € C(X) contiene un punto en S(X) si y sdlo si,
para cada € > 0 y cada n € N, la bola Be(x)(A, €) contiene un espacio

homeomorfo a la n-celda I™.

Teorema 3.12. [31, Teorema 2.11] Supongamos que X es un dendroide suave en un punto p. Si
A e C(p, X), entonces AN S(X) # 0 si y solo si, para cada € > 0, dim(Be(x)(4,€)) = 0.

Observemos que, si G' es una grafica finita contenida en una dendrita X, entonces G es un
arbol, porque X no contiene curvas cerradas simples.

Utilizando el Teorema 2.7, Teorema [3.6, Teorema [3.11] y Teorema [3.12] obtenemos el siguiente

resultado.

Teorema 3.13. Sean X una dendrita y A € C(X). Entonces A contiene un punto en S(X) siy
sélo si dima(C(X)) = oo.

Demostracion. Supongamos que ¢ € AN S(X). Por inciso (4) del Teorema B.11], ¢ ¢ int(7") para
ningin arbol 7" contenido en X. Luego, por la observacién del parrafo anterior, ¢ ¢ int(G) para
ninguna grafica finita G contenida en X, y por el Teorema 2.7 C(q, X) es homeomorfo a I*°. Como
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A€ C(q,X) y I*® es homogéneo, dim4(C(q, X)) = co. Como dim4(C(gq, X)) < dim4(C(X)), se
tiene que dimy (C'(X)) = oo.

Ahora demostremos el reciproco. Supongamos que AN S(X) # (. Como A € C(X), A es
una dendrita (vea [4, Corolario 10.6]). Por Teorema [3.6] A es suave en todos sus puntos (y X
también). Entonces por el Teorema [B.12], existe ¢ > 0 tal que dim(Bgx)(A,€)) < oo. Por lo
tanto, para cualquier punto R € Bg(x)(A4,¢€), tenemos que dimp(C'(X)) < oco. En particular,
dim(C(X)) < co. Por tanto, AN S(X) # 0. O

En el siguiente resultado escribimos una serie de resultados en torno a los puntos extremos,
ordinarios y de ramificacién de X. Recordemos que un conjunto G5 de un espacio X es la inter-
seccion, a lo méas numerable, de conjuntos abiertos de X. Un conjunto F, de un espacio X es la
union, a lo mas numerable, de conjuntos cerrados de X.

Teorema 3.14. Toda dendrita X satisface las siguientes propiedades:

a) [23, T. 2] dim(E(X)) =0 por lo que E(X) # 0;

b) [23, T. 2] E(X) es un conjunto G5 en X;

c) [23, T. 8] O(X) es denso en X;

d) [25, T. 7] R(X) es a lo mds numerable;

e) [23, T. 4] si p € X, entonces ord(p, X) < w;

f) [23, T. 6] E(X) es denso en X, siy sdlo si R(X) es denso en X;

(9) 4, T. 2.4] sip € X y el nimero de componentes de X — {p} es finito, entonces dicho
nimero es igual al ord(p, X).

(
(
(
(
(
(

El inciso (e) del Teorema anterior, nos afirma que ninguna dendrita contiene puntos de orden
Ny o ¢. En otras palabras: Si X es una dendrita, entonces X contiene puntos de orden finito o de
orden w.

Dendritas sin Arcos Libres

Existen dendritas no homeomorfas cuyos hiperespacios de subcontinuos son homeomorfos, para
esto necesitamos la siguiente nocion.

Definicién 3.15. Un arco [z,y] de una dendrita X es un arco libre en X, si el conjunto (z,y) es

abierto en X.

Supongamos ahora que L es un subconjunto de N — {1,2} o bien L = {w}.
En [7, Teorema 6.2] estd demostrado que existe una dendrita Dy, tal que

(1) el ord(p, D) € L para cada p € R(Dy);
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(2) para cada arco [z,y| en Dy y cada m € L, existe p € [z,y] tal que ord(p, Dr) = m.

Si dos dendritas satisfacen las condiciones (1) y (2), para el mismo conjunto L, entonces son
homeomorfas. Esto significa que, dado el conjunto L, la dendrita Dy, asociada a L es tnica. En el
caso en que L = {m}, para alguna m € NU {w} — {1,2}, entonces a la dendrita Dy,,, asociada a
L, que denotamos simplemente por D,,, la llamamos dendrita universal estandar de orden m. De
acuerdo a las condiciones (1) y (2) cada punto de ramificaciéon de D,, es de orden m y, ademas,
en cada arco es posible encontrar un punto de ramificacion. Por lo tanto, el conjunto de puntos
de ramificaciéon que se encuentran en un arco de D,,, es denso en dicho arco. Como consecuencia
de esto, la dendrita D,, no tiene arcos libres.

Una propiedad que utilizamos de las dendritas D,,, es que su hiperespacio C(D,,) es homeo-
morfo al cubo de Hilbert I*°. Esto es consecuencia del siguiente resultado de D. W. Curtis y R.
M. Schori.

Teorema 3.16. [J, Teorema 3.2 y Teorema 4.1] Si X es un continuo localmente conexo, entonces:
(1) 2% es el cubo de Hilbert;

(2) si X no contiene arcos libres, entonces C(X) es homeomorfo a I

3) C(X) x I es homeomorfo a 1°°.

En [I pag. 21-23] se muestra como construir la dendrita Ds.

Ahora, sobre las dendritas D,,, comentamos lo siguiente: Del inciso (2) del Teorema [B.16]
tenemos que C(D,,) es homeomorfo a C(D,), para cualesquiera m,r € NU {w} — {1,2}. Si
tomamos m # r, entonces por la unicidad de cada dendrita universal estandar, D,, y D, son
dendritas no homeomorfas cuyos hiperespacios de subcontinuos son homeomorfos. Es decir, que la
familia de las dendritas no estd C-determinada. Si queremos encontrar una familia de dendritas
que esté C-determinada, debemos restringir la familia de las dendritas a una subfamilia.

La familia ®

La familia de las dendritas cuyos elementos estan en ® o son arcos fue estudiada y caracterizada
en [3], utilizando dos dendritas especiales una de ellas es F,. La otra dendrita especial es la
siguiente: para cada n € N sean a, = (%,%), b, = (%,0), c = (—1,0). Sea W = [e,b;] U
(U2, {[an, b,] : n € N}), en donde [c, b;] es el segmento de recta en R? que une a ¢ con by y, para

cadan € N, [a,, b,] es el segmento de recta en R? que une a,, con b,. Denotamos por ¢ el elemento
(0,0) de W.

Notemos que el punto p € F,, es tal que p € Po(X) U P3(X) (p es un punto de ramificacién),
mientras que el punto ¢ € W es tal que t € P1(X) U P3(X) (¢ es un punto ordinario de W).
Consideraremos también a la dendrita Wy = W — [¢,t) (¢ es un punto extremo de Wy). Notemos
que el conjunto de puntos extremos de I, no es cerrado, lo mismo que el de W, pero el de W, si es
cerrado.
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Teorema 3.17. [3, P. 3.4] Sean X € ® y {r,}nen una sucesion convergente en R(X) tal que
Tn 7% Tm St n # m. Entonces lim r, € E(X).

Teorema 3.18. Sean X € © y {e,}nen una sucesion convergente en E(X) tal que e, # en si
n#m ylim e, = e # e;. Entonces eziste una sucesion convergente {r,}nen en R(X) N e, e1] tal
que lim r,, = e. Es decir, P3(X) C P1(X). Ademds, X contiene una copia de Wy cambiando t por
e, a, por e, para cada n € N y b, por r,, para cada n > 2.

Demostracion. Notemos primero que e € F(X) ya que E(X) es cerrado. Como [e,e1] v [e, 2]
son arcos, [e,e1] N [e, 2] también es un arco con e como uno de sus puntos extremos. Sea rq el
otro punto extremo de [e,e;] N [e, e2]. Notemos que ro € R(X). Si [e, 73] N [e,e,] = [e, 3] para
un numero infinito de indices n > 3, entonces [e, 3] C [e, e,] para dichos indices n. Luego, por
la parte (1) del Teorema 2101, [e,r2] C lim [e, e,]. Como X es suave en e y lim e, = e, tene-
mos que lim [e,e,] = {e}. Entonces [e,5] C {e}, lo cual es un absurdo. Esto demuestra que
le, 2] N e, en] = [e, 2] para un ntimero finito de indices ny, ng, ..., ng > 3. Supongamos, sin perder
generalidad, que ny es el mayor de ellos. Entonces [e, r2]N|e, e,] es un subcontinuo propio de [e, 9],
para cada n > n;. En particular, [e,r] N [e, e,,,,] es un arco en donde e es uno de sus puntos
extremos. Sea 1y, ., el otro punto extremo. Entonces ry,,, € (e,r2) y ry,,, € R(X). Notemos que
los arcos [e2,72] ¥ [€ny, > Tny,,) SON ajenos.

Con lo escrito en el parrafo anterior, hemos demostrado que existen un indice ngz, 1 > 3 y un
punto de ramificacién ry,,,, tal que ry, ., <. rp, de manera que los arcos [ez,72] ¥ [€n,. 1, Ty, )
son ajenos. Mediante un reordenamiento de los indices que definen a la sucesién {e, },en podemos
suponer, sin perder generalidad, que n,,; = 3. De esta manera r3 es un punto de ramificacion tal
que 73 € (e,19) (por lo tanto, 3 <. r2) y los arcos [eg, r2] y [e3, 73] son ajenos.

Continuando indefinidamente de esta manera, construimos una sucesién convergente {r, },en
en R(X)N[e, e tal que lim r, = e (con ry <. 13, 13 <. T2 ¥y, en general, r, <, r,_1 paran > 3).

La prueba de que lim r, = e, es la siguiente. Aplicando el Teorema B.6, tenemos que X es
suave en e. Por tanto la sucesién de arcos {[e, e,]}, oy converge a {e} . Como consecuencia de esto,
la sucesién de los didmetros de dichos arcos converge a cero. Esto implica que la sucesién {r, }, oy
converge a e. Para terminar la prueba, basta notar que el continuo [e, e;]U (U {[en, rn] : n > 2}) es
una copia de Wy, cambiando t por e, a, por e, para cada n € Ny b, por r, para cadan > 2. [0

Como consecuencia del Teorema [3.18 tenemos el siguiente resultado que caracteriza los ele-
mentos de E;(X) con los puntos de Py (X) U P5(X).

Teorema 3.19. Si X € D, entonces E1(X) = P1(X) U P5(X).
Demostracién. Supongamos que p € P1(X) U P3(X). Entonces existen un arco [z,y] en X y una
sucesién convergente {ry}, .y en R(X) N [z,y] tal que r, # ry sin # m y lim r, = p. En [3|

Proposicién 3.4] se demuestra que, a partir de la sucesién {r,}, . , se puede construir una sucesién
convergente {e,}, . en E(X) tal que lim e, = p. Como X € ®, p € E;(X). Ahora supongamos
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que p € E(X). Entonces existe una sucesién convergente {e,}, .y en E(X) tal que e, # ey, si
n # my lim e, = p. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que e; # p. Por el Teorema B.I8|
existe una sucesién convergente {r,}, .y en R(X) N [p, ei] tal que r, # 1y, sin #my lim r, = p.
Por tanto, p € P1(X) U P3(X). O

Ahora nos concentramos en el resultado principal: demostrar que la familia ® estd C-determina-
da (vea el Teorema B3.37]).

La Familia ®© Esta (-determinada

Necesitamos hablar de la frontera como variedad de un n-variedad con frontera [30, pag. 1].

Definicién 3.20. Sea n un ntimero natural. Un espacio métrico separable Y es una n-variedad si
cada punto de Y tiene una vecindad cerrada que es homeomorfa a I™. El interior como variedad
de una n-variedad Y (denotado por Y?) es el conjunto de puntos de Y que tienen vecindades en Y’
que son homeomorfas a R"™. La frontera como variedad de Y (denotada por 0Y’) consiste de todos
los puntos de Y que no estan en el interior como variedad de Y.

Si Y es una n-variedad con frontera y h: Y — Y es un homeomorfismo, entonces h(Y?) = Y?°
y h(0Y) = 0Y. En [30, 19.33 y 19.34], respectivamente, tenemos los dos incisos del siguiente
teorema.

Teorema 3.21. Sea n un numero natural. (a) Si I"™ es una n-celda en R™, entonces OI" =
Frgn (I™). Por lo tanto, la frontera como variedad de cualquier n-celda es una (n — 1)-esfera y el
interior como variedad de cualquier n-celda es homeomorfa a R"™. (b) Si' V- y W son n-celdas tales
que V. C W, entonces V- — OV es un abierto en W.

En particular, si V es una 2-celda y h : I? — V es un homeomorfismo, entonces h(Frg:(I?)) =
OV y 9V es una 1 -esfera. Por lo tanto, OV = {y € V: y = h(z) para alguna = € Frg:(/?)}. En
ocasiones a dV le llamamos el contorno de V. Si necesitamos hablar del contorno de 2-celdas en
espacios distintos, entonces usamos subindices para distinguirlas. Asi, dx (V) denota el contorno
de V en X. Para un continuo X, consideramos el subconjunto de C'(X) siguiente: Q(X) = {A €
C(X): existe una una 2-celda V en C'(X) tal

que A € intex) (V) N Ocx)(V)}

En el siguiente resultado determinamos el contorno del hiperespacio de subcontinuos de un
arco J, asi como su conjunto cle( (€2(J)).

Teorema 3.22. Sean a,b € R tales que 0 < a <b y J = [a,b]. Entonces
(a) C(J), es una 2-celda tal que OC(J) = C(a, J)UC(b,J) U Fi(J),
(b) clowy(J)) es homeomorfo a S*.

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 8, paginas [183H207]



196 David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, German Montero Rodriguez

Demostracion. Cuando los continuos son homeomorfos, sus hiperespacios de continuos son homeo-
morfos; por eso, sin perder generalidad, podemos suponer que a = 0y b = 2. Sea L el triangulo en
R? con vertices a = (0,0), b = (2,0) y ¢ = (1,2). Consideremos los segmentos de recta P = [a, ],
Q =la,cJy R=[bc]. Dado A = [e,d] € C(J) podemos considerar g(A) = (#, d — e) . Es facil
ver que g(A) € L. Esto define una funcién g : C(J) — L que es biyectiva y continua. Por lo tanto,
g es un homeomorfismo. Esto prueba que C(.J) es una 2-celda. Ahora bien, por el inciso (a) del
Teorema 321 0L = PUQ U R y como g(C(a,J)) = Q, g(C(b,J)) = R, g(F1(J)) = Py g es un
homeomorfismo, resulta que 9C(J) = C(a, J)) U C(b, J) U Fi(J).

Esto termina la primera parte de la demostracion. Para probar la segunda parte también
suponemos, sin pérdida de generalidad, que a = 0y b = 2. Mostramos que cl ¢ (Q(J)) = 0C(J).
Para ver esto utilizamos el homeomorfismo ¢g : C(J) — L que definimos en la primera parte.
El conjunto Q(J) estd definido mediante propiedades topoldgicas. Como ¢ es un homeomorfismo,
entonces los elementos de ¢g(€2(.J)) también cumplen dichas propiedades topoldgicas. Afirmamos
que K € g(Q(J)) siysolosi K € PUQUR. Si K € PUQUR, L es una 2-celda tal que
K €int;(L)NI(L). Por la definicién del conjunto (g(L)), tenemos que K € Q(g(L)) = g(2(J)).
Ahora supongamos que K € L—(PUQUR). Luego, K € L—0L. SeaV una 2-celdaen L tal que K €
d1(V). Por lo tanto, para todo € > 0 Br(K,e)N(L—"V) # (). De donde By (K, €) no estd contenida
en V. De aqui, K ¢ int; (V). Esto demuestra que para cualquier 2-celda V en L (V # L), con
K ¢ PUQU R, no puede ocurrir que K € int;,(V)N09(V). Por lo tanto, K ¢ g(£2(J)). Esto prueba
nuestra afirmacién, g(Q(.J)) = PUQ U R. De aqui, g(clo)(2(J))) = clp(PUQUR) = PUQUR
= 0L. Como g(0C(J)) = 0L, y g es un homeomorfismo, entonces clg () ($2(J)) = 9C(J). Tenemos
los siguientes homeomorfismos, cle(y)((J)) = 9C(J) es homeomorfo a OL y 0L es homeomorfo
a S'. De aqui, cle()(€Q(J)) es homeomorfo a S'. Con esto terminamos la prueba de la segunda
parte. U

Como hemos visto en el Teorema [3.22] el arco es un ejemplo de un continuo X para el cual
clex) (£2(X)) no es homeomorfo a X. Veamos cuando se cumple que cloix)(£2(X)) es homeomorfo a
X. Por simplicidad denotamos cle(x)(€2(X)) como cl(2(X)) (cuando no haya peligro de confucién),
pero cuando sea necesario distinguir, escribiremos cle(x)(€2(X)). En el Teorema mostramos
que cl(2(X)) es homeomorfo a X, para cada X € ©. Para esto necesitamos algunas propiedades
de Q(X) y sus elementos.

Teorema 3.23. Sea X un continuo. Si A € Q(X), entonces dima(C(X)) < 2.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de C'(X) tal que A € U. Puesto que A € Q(X),
existe una 2-celda V en C(X) tal que A € inte(x)(V) N dox) (V). Sea Vi un abierto en C(X) tal
que A € V; C V. Entonces A € UNV; y UNV; es un abierto contenido en V N U. Como V
es una 2-celda, existe un abierto Vo de 'V, tal que A € Vo, C UNVy, y dim(Fry(Vy)) < 1. De
aqui, existe un abierto W de C'(X) tal que Vo = VNW. Ya que Vo C V; y Vi C V, tenemos que
VAW =V, CViNWyViNW C VNW. Por tanto VAW =V, = VN 'W. El conjunto ViN'W es
un abierto en C'(X). De donde Vs, es un abierto de C'(X). En resumen, tenemos que Vs, es abierto
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en C(X), V es cerrado en C(X) y Vo C V. Luego, por el Teorema 2.6, Fro(x)(V2) = Fry(Vy). Pero
sabemos que dim(Fry(V,)) < 1, de aqui, dim(Frex)(V2)) < 1. Como Vo C U, por definicién de
dimensién (vea [2, Definicién II1.1] y [30, 1.1]), concluimos que dim4(C(X)) < 2. O

Ahora mostramos que, para X € D, los elementos de (X ') no contienen puntos de ramificaciéon
de X ni puntos en P;(X) U Ps.

Teorema 3.24. Sean X € © y A € Q(X). Entonces ANE(X)=0y ANR(X)=0.

Demostracion. Supongamos que existe un punto r € A N E;(X). Puesto que r € Ey(X), por el
Teorema[3.19] se sigue que r € P1(X)UP;.. Utilizando el Teorema B.I3 resulta que dimy (C(X)) =
00. Pero, por el Teorema B.23 dim4(C'(X)) < 2 lo cual es una contradiccién. Esto muestra que
AN E{(X) = (. Supongamos ahora que AN R(X) # (). Como A € Q(X), existe una 2-celda V en
C(X) tal que A € inte(x)(V) NOc(x)(V). Sea € > 0 tal que Bex)(A,€) C V. Eligiendo un punto
de ramificacién p € A y usando el hecho de que el orden de p en X es finito, podemos construir un
n-odo T', en X, con n > 3, con corazén {p} y tal que T" € Be(x)(4, 5). Entonces por el Teorema
214, existe una n-celda I' tal que " € I' C Bex)(A,€) C V, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, AN R(X) = 0. O

Dada X € ®, distinguimos ahora dos tipos de arcos en X, los cuales utilizamos con mucha
frecuencia en este trabajo.

Definicién 3.25. Sea X € ©. Un arco [p, q] es un arco interno de X si sus dos puntos extremos,
y s6lo ellos, son de ramificacion. Esto es, [p,q] N R(X) = p,q. El arco [p,¢] es un arco externo
de X si uno de sus puntos extremos es de ramificacion, el otro es un punto extremo aislado de
X y el resto son puntos ordinarios de X. Entonces [p,q] N R(X) =p y [p,q] N E2(X) = g o bien

P, dl NR(X) =qy [p,q] NEAX) = p.

En la prueba del siguiente resultado usamos las nociones de arcos internos y externos de X
para caracterizar a los elementos de Q(X).

Teorema 3.26. Sea X € ©. Entonces A € Q(X) si y s dlo si A satisface una de las siguientes
dos condiciones: (a) A= {p} en donde p € O(X)U Ey(X), (b) A =1]t,e] C X — R(X), en donde
un punto extremo de A es un punto ordinario de X y el otro punto extremo de A, es un punto
extremo aislado de X.

Demostracion. Supongamos que A € Q(X). Por el TeoremaB.24) ANR(X) =0y ANE(X) = 0.
Esto implica que A € Fi(X) o bien que A es un arco. Mas aun, en el primer caso, si A = {p}
entonces p € X — (R(X)UE;(X)). Luego, p € O(X)U E5(X). Supongamos ahora que A = |[a, b] es
un arco. Como A no tiene puntos de ramificacion ni puntos en P;(X)UP3(X). A estd contenido en
un arco [p, ¢] que es interno o bien externo. Supongamos que a <, b <, ¢. Como A € Q(X) existe
una 2-celda V en C(X) tal que A € inte(x)(V) Nde(x) (V). Tomemos 6§ > 0 tal que N (5, A) & [p, q]
y 0 < e < ¢ tal que Bex)(A,€) C V. Entonces Bexy (A, €) & C([p, ¢]). Para ver esto tomemos un
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elemento L € Be(x)(A, €). Entonces L C N (6, A) & [p,q], por lo que L € C([p,q]) — {[p,q]} - Esto
demuestra la contencién Be(x)(4,€) & C([p, q])-

Tomemos un arco J = [c,d] € Bex)(A4,¢€) tal que a <. b <. d. Procediendo como antes, es
posible encontrar €; > 0 tal que Be(x)(A, 1) & C(J). Como 0C(J) = C(c,J) U C(d, J) U Fi(J)
(vea 3.3) y, ademds, A y J no comparten puntos extremos, €; puede escogerse de modo que
Bex)(A,e1) N 0C(J) = (. Ahora bien, C'(J) es una 2-celda y C(J) C V. Por el iciso (b) del
Teorema B.21], C'(J) — 0C(J) es abierto en V. Ya que A € C(J) — 9C(J), sucede que A estd en el
interior como variedad de V. Luego, A ¢ 0V, lo cual es una contradiccién. Esto muestra que no
puede suceder que a <, b <, ¢. Por consiguiente, [p, g] no es un arco interno. Entonces [p, g] es un
arco externo y tanto A como [p, g] comparten un punto extremo.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢ € E3(X) y p € R(X). Como A = [a,b] no
tiene puntos de ramificacién y comparte un punto extremo con [p, ¢|, podemos suponer que b = q.
Entonces un punto extremo de A es ordinario y el otro es un punto extremo aislado de X, como
se indica en (b). Esto termina la primera parte de la prueba.

Supongamos ahora que A € C'(X) satisface (a). Entonces A = {p}, en donde p € O(X) U
E»(X). Notemos que {p} C [r,¢|, en donde [r,¢g] es un arco interno o externo de X. En cualquier
situacion, V = C([r, ¢q]) es una 2-celda tal que {p} € inte(x)(V) NIV, por lo que A € Q(X). Si
A € C(X) satisface (b), entonces A = [t,e] C X — R(X) vy, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que t € O(X) y e € Ey(X). Como X no es homeomorfo a I, existe un arco externo
J = [r,e] tal que A C J. Por la parte (a) del Teorema 322 0C(J) = C(r,J) U C(e, J) U Fi(J).
Es claro que A € C(e, J), asi, A € 9C(J). Ademas W = C(J) es una 2-celda y A € into(x)(W).
Luego, A € Q(X). O

Corolario 3.27. Sea X € ©. Si A € Q(X), entonces A estd en un arco que es interno o bien
externo en X.

De acuerdo con el Teorema 3.28], se tiene que F3(O(X)U Ey(X)) C Q(X). Asi, cleox) (F1(O(X)
UE»(X))) C clex)(2(X)). Ahora bien, como F (O(X)UE,(X)) es homeomorfo a O(X)UE,(X), y
O(X) es denso en X (vea el inciso (c) del Teorema [3.14)), tenemos que: clox) (F1(O(X)UEy(X))) =
Fi(clx(O(X) U E3(X))) = Fi(clx(O(X)) Uclx(Eay(X))) = Fi(X Uclx(Eqy(X))) = Fi(X).

Esto muestra que F;(X) C clox) (€(X)). Ahora mostramos que clex)
((X)) es un subconjunto de C'(X) “parecido a Fi(X)”.

Teorema 3.28. Dada X € D, consideramos la familia M de los arcos [r,e] en X tales que
e € Ey(X) yrelNR(X) = {r} o bien e € Ey(X) y [r,e) C O(X). Entonces clox)(UX)) =
F(X)um.

Demostracion. Probemos primero que M C clox)(€2(X)). Sea A = [r,e] € M. Supongamos
primero que e € Ey(X) y [r,e) C O(X). Entonces A tiene la forma (b) del Teorema [3.26] por lo
que A € Q(X) C clex)(2(X)). Supongamos ahora que e € Ey(X) y [r,e] NR(X) = {r}. Entonces
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A = lim[r,, €], en donde [r,, €] es un arco en X tal que [r,,e) C O(X), para cada n € N. Por lo que
hemos probado, cada arco [r,,e] estd en (X). Luego, A es un elemento de clo(x)(£2(X)). Esto
prueba que M C clox) (2(X)). Como F(X) también estd contenido en clo(x)(£2(X)), sucede que
om U Fl(X) C Clc(x)(Q(X)).

Ahora tomemos un elemento A € clg(x)(€2(X)) y supongamos que A ¢ F;(X). Por consiguien-
te, existe una sucesién {4y}, en 2(X) tal que A = limA,. Dado que A ¢ F1(X), sin pérdida
de generalidad, cada A, es de la forma (b) descrita en el Teorema B.26l Entonces dada n € N,
A, = [tn, €], donde t, € O(X), e, € E3(X) y A, N R(X) = (). Tomando subsucesiones si es nece-
sario, podemos suponer que existen t,e € X tales que limt,, =t y lime,, = e. Entonces e € E(X)
pues E(X) es cerrado. Supongamos que e,, # e, si n # m. Sin perder generalidad podemos tam-
bién suponer que e # e;. Por el Teorema [B.I8] existe una sucesién {r, }, .y en R(X)N[e, e;] tal que
limr, = e y X tiene una copia de W, cambiando ¢ por e, a, por e, para cada n € N y b, por r,
para cada n > 2. Concretamente, haciendo 1 = 73, el continuo T' = [e, e1] U (U {[rn, €] : 1 > 2}),
esta contenido en X.

Ahora bien, dada n € N, sabemos que A, N R(X) = 0. Luego, t, € [r,,e,]. Ademds, como
tn € [rn,en] C [e,en], lime, = e y limt,, = t,sucede que t = e. Ahora bien, como lim[r,,e,] = e
vy An = [tn, €n] C [rn,€n], sucede que limlt,, e,] = e. Como también lim[t,, e,] = A, tenemos que
A = {e}, una contradiccién. Esto demuestra que no puede suceder que e, # e, si n # m. Por lo
tanto, existe N € N tal que e,, = ey para cadan > N. Luego, ey = e. Esto significa que A,, = [t,, €]
para cada n > N. Podemos entonces suponer que la sucesion {4}, . estd anidada. Por lo tanto,
dicha sucesion es convergente y su limite es NA,, (vea [4, 1.7 y 1.8]). Como consecuencia de esto A
es un arco pues A ¢ Fi(X). Ademés e es un punto extremo de dicho arco y, si t es el otro punto
extremo, entonces A = [t,e] y [t,e) C O(X) pues A,, no contiene puntos de ramificacién. Esto
prueba que A € M y, por lo tanto, clox) (X)) C Fi(X) UMt O

Junto con el Teorema [3.28 es posible demostrar que si X € ©, entonces clox)(€2(X)) es
topologicamente igual a X.

Teorema 3.29. Si X € D, entonces clox) (X)) es homeomorfo a X.

Demostracion. Definimos primero una funcién continua g : Q(X) — X que, posteriormente,
extendemos a un homeomorfismo g : clo(x)(Q2(X)) — X. Para definir a g, utilizamos el hecho de
que cada elemento de Q(X) estd contenido en un arco que es interno o bien externo en X (vea
Corolario B27)). Asi, para A € (X)), de acuerdo a lo demostrado en el Teorema [3.26] suceden dos
cosas: (i) si A estd contenido en un arco interno [p,q], entonces A = {k} para algin k € (p,q);
(ii) si A estd contenido en un arco externo [r,e], donde r € R(X) y e € E5(X), entonces A = {t}
para algun t € (r,¢e| o bien A = [t, e] ,para algin t € (r,¢).

Consideremos ahora todos los arcos externos [r, e tales que [r,e] N R(X) = {r} y e € Ea(X).
Para cada uno de ellos fijemos un punto s, € (r,e) y consideremos dos homeomorfismos f* :

[Tv 6] — [7‘, Se] y f;e : [Tv 6] — [Seae] tales que flse(r) =T fe(e> = Se; Se(r) =ey f;e(e) = Se-
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Estamos ahora en condiciones para definir a ¢ : 2(X) — X. Dada A € Q(X), si A satisface
(i), sea g(A) = g({k}) = k.

Si A satisface (ii), entonces consideramos el arco externo [r, e] que contiene a A, asi como a los
homeomorfismos f y f5°, correspondientes al punto s. que fijamos en el arco [r,e]. Si A = {t}
para t € (r,e], definimos g(A) = fi*(t). Si A = [t,e] para t € (r,e), definimos g(A) = f5°(¢). La
funcién g estd bien definida pues, dado A € (X)), sucede que A esta contenido en un tinico arco

externo o bien en un tnico arco interno de X. Observemos, ademés, que si A € Q(X) entonces,
por definicién, g(A) € O(X).

(1) Afirmamos que la funcién ¢ es continua. Para ver esto, tomemos A € Q(X) y € > 0.
Debemos dar una 6 > 0 tal que

(3,1) 9(Bowx)(A,0) NQX)) C Bx(g(A),€).

Consideremos las tres situaciones para A que se desprenden de (i) y (ii). Si A = {k} con
k € (p,q) v [p,q] es un arco interno de X, entonces g(A) = {k}. Si 6 > 0 es tal que § <
min{d(k, p),d(k,q), €}, entonces Be(x)(A,d) C C([p, q]). De aqui se infiere (3,1).

Supongamos ahora que A = {t}, donde t € (r,¢e] y [r, €] es un arco externo como indicamos en
(ii). Entonces g(A) = fy*(t). Como la funcién fi° es continua, existe § > 0 tal que fi*(Bx(t,d) N
[, e]) © Bx(fi*(t), €).

Ademés podemos elegir 6 de modo que Bx(t,9) C [r, €] . Esto asegura que Be(x) (A, §)NQ(X) C
Fy(X). Por consiguiente, por definicién de las funciones g y f7<, la condicién (3,1) se cumple.

Supongamos, por ultimo, que A = [t,e|, donde t € (r,e) y [r,e] es un arco externo como
indicamos en (ii). Entonces g(A) = f5¢(¢). Como la funcién f;° es continua, existe d; > 0 tal que

2 (Bx(t,01) N [r,e]) € Bx(f3°(1), €).

Tomemos ahora § > 0 tal que § < min{d(¢,e),d(t,r),0:}. Entonces la condicién (3,1) se
cumple, pues los elementos de Bex)(A,d) NQ(X) son los arcos de la forma [m, €], con m € O(X)

y g([m;e]) = f3° (m).
De lo anterior concluimos que g es continua en A. Esto prueba (1).

(2) Afirmamos que la funcién g es inyectiva. Para ver esto sean A, D € Q(X) tales que g(A) =
g(D). Si A ={k}, donde k € (p,q) y [p,q] es un arco interno en X, entonces g(A) = g(D) = k.
Esto significa que ¢g(D) es un elemento del arco interno [p, q]. Como g se define de manera que
la imagen de cada elemento de (X)) es un punto del arco interno o externo que contiene a dicho
elemento de (X)), necesariamente D = {k} = A.

Supongamos ahora que A C [r,e], donde [r,e] es un arco externo como indicamos en (ii).
Entonces g(A) € [r,e], por lo que g(D) € [r,e]. Esto implica que también D estd contenido en
[r,e] . Consideremos las dos situaciones para A que se desprenden de (ii). Supongamos primero

que A = {t}, con t € (r,e]. Entonces g(A) = fi*(t) € (r,s.]. Como D esta contenido en [r,e],
necesariamente D = {l} donde | € (r,e] o bien D = [b,e], donde b € (r,e). Si D = [b, ¢, entonces
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e(t) = g(A) = g(D) = f3°(t) € (se,€), lo cual es una contradiccién, pues fi(t) € (r,s.| y los

arcos (r,8.] vy (Se, e) son ajenos. Entonces D = {l}, por lo que fi*(I) = g(D) = g(A) = fi*(¢).
Como la funcién fi°(t) es inyectiva, sucede que | = t. De aqui, D = A.

Supongamos ahora que A = [t,e], donde t € (r,¢e). Entonces g(A) = f5°(t) € (Se,e). Como
D est & contenido en [r,e], tenemos que D = {l} para alguna | € (r,e] o bien D = [b,¢e], para
alguna b € (r,e). Si D = {l}, entonces fy<(t) = g(A) = g(D) = f5°(I) € (r,s.], lo cual es una
contradiccién, pues fy¢(t) € (se, e) y los arcos (7, s.] y (se, €) son ajenos. Entonces D = [b, €], por
lo que fy°(b) = g(D) = g(A) = f3<(t). Como la funcién f;° es inyectiva, sucede que b = t. De
aqui, D = [t,e] = A. Esto prueba (2).

La extensién g : clox)(€2(X)) — X de g se define como sigue. Primero g se define de modo
que giox) = 9, si {t} € Fi(R(X)UE (X)), entonces g({t}) = t. Falta entonces definir a g en los
arcos externos [r, e] con e € Ey(X) y [r,e] N R(X) = {r}. En dicha situacién hacemos g([r, e]) = e.
Observemos que si B € clex)(Q2(X)) — Q(X), entonces g(B) ¢ O(X).

(3) Afirmamos que la funcién g es inyectiva. Para ver esto sean A, B € clg(x)(©2(X)) tales que
A # B. Queremos probar que G(A) # g(B). Si A, B € Q(X), entonces G(A) # g(B), pues g es
inyectiva. Entonces g(A) # g(B), pues g es una extensién de g. Si A € Q(X) y B € clox) (X)) —
Q(X), entonces g(A) = g(A) # g(B), pues g(A) € O(X) y g(B) ¢ O(X). Obtenemos la misma
conclusion si A € clox)(Q2(X)) — Q(X) y B € Q(X).

De lo comentado en el parrafo anterior, podemos suponer que A, B € cle(x) (X)) — Q(X).
Notemos que A € Fi(R(X) U Ey(X)) o bien A es un arco externo en X. Analicemos ambas
situaciones. Supongamos primero que A = {t} € Fy(R(X) U E;(X)). Entonces g(A) = t. Ahora
bien, B € Fi(R(X)U Ey(X)) o bien B es un arco externo en X. En el primer caso, haciendo
B = {l} sucede que g(A) # g(B), pues A # By g(B) = [. En el segundo caso, haciendo B = [r, €]
con e € Ey(X) y [rye] N R(X) = {r}, tenemos que g(A) # g(B), pues g(B) = e.

Supongamos ahora que A = [ry,e;] es un arco externo en X, donde e; € FE3(X) y [r1,e1] N
R(X) = {r1}. Entonces g(A) = e;. De nueva cuenta tenemos que B = {l} para alguna [ €
R(X)UE(X) o bien B = [ry, e3], donde ey € Eo(X) y [r2,ea] N R(X) = {ra}. En el primer caso
sucede que G(A) # g(B), pues G(A) = e; € Ex(X) y g(B) =1 € R(X)U E{(X). En el segundo
caso también tenemos que G(A) # G(B), pues al ser A y B arcos externos y tener que A # B,
sucede que AN B =0 o bien AN B € Fi(R(X)). Esto termina la prueba de (3).

(4) Afirmamos que la funcién g es suprayectiva. Para probar (4), notemos primero que X =
O(X)UR(X)U E1(X) U Ey(X). Por lo tanto, si t € R(X) U E;(X) entonces {t} es un elemento
de F1(X) C clex)(2(X)) tal que g({t}) = t. Por lo tanto, sélo tenemos que preocuparnos por
la suprayectividad de g en O(X) U Ey(X). Si p € O(X) entonces, de acuerdo con la parte (i) del
Teorema 3.26, A = {p} es un elemento de Q(X) C clox)(2(X)) tal que g(A) = g(A) = p. Si
e € Ey(X), entonces e es el extremo de algin arco externo [r,e] en X, donde [r,e] N R(X) = {r}.
Claramente [r, €] es un elemento de cle(x)(€2(X)) tal que g([r, e]) = e. Esto prueba (4).

(5) Afirmamos, por ultimo, que la funcién g es continua. Ya demostramos que g es continua y,
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como gq(x) = g, basta demostrar que g es continua en clo(x)(2(X)) — Q(X). Tomemos entonces
un elemento A € clox) (X)) — Q(X), asi como una sucesién {A,}, .y en clox)(2(X)) tal que
lim(A,,) = A. Debemos mostrar que lim g(A4,) = g(A). Como hemos venido utilizando, sabemos
que A € Fi(R(X)U E1(X)) o bien A = [r,e] es un arco externo en X. Debemos, por lo tanto,
analizar las tres situaciones que se desprenden del comentario anterior.

Supongamos primero que A = {r}, donde r € R(X). Como los limites de puntos de ramifica-
cién de X son puntos extremos de X (vea el Teorema B.I7]), los limites de puntos extremos de X
son puntos extremos de X (pues X € D) y clox)(Q2(X)) = Fi(X) UM segin el Teorema [3.28|
sucede que A, € Fi(O(X)) para una infinidad de indices n. Entonces, sin perder generalidad,
podemos suponer que A, € Fj(O(X)) para cada n € N. Dada n € N, escribamos A,, = {0,}.
Notemos que lim o,, = r. Més ain g(A,,) = oy, si 0, estd en un arco interno en X; g(A4,) = f7*(on),
si o, esté en el arco externo [r,e|, donde e € Eyp(X) y [r,e] N R(X) = {r}.

Como el conjunto de los naturales es infinito, alguna de las dos condiciones anteriores se debe
cumplir para una infinidad de indices n. Supongamos que, para una infinidad de indices n, sucede
que o, estd en un arco interno en X. Entonces, para dichos indices: limg(A,,) = limo,, = r = g(A).
Supongamos ahora que, para una infinidad de indices n, el punto o, estd en un arco externo
de X. Como el orden de cada punto de X es finito y limo, = r, resulta que una infinidad de
puntos ordinarios o, se encuentran en el mismo arco externo [r,e] de X. Entonces, aplicando la
continuidad de fj°, sucede que limg(A,) = limfi*(o,) = fi<(r) = r = g(A). Esto muestra que g
es continua en A, para el caso en que A € Fi(R(X)).

Supongamos ahora que A = {m}, donde m € E;(X). Tenemos entonces que
(a) G(An) = on, st A, = {on} € F1(O(X)) y 0, estd en un arco interno en X;
(b) T(An) = o, si Ay = {1} € F(R(X))

(€) G(An) = en, si Ay = {en} € Fi(E1(X));

(d) g(A,) = fi<(tn), st Ap = {tn} € F1(Ey(X)UO(X)) y t, estd en el

arco externo [r,, e,| con e, € Ey(X) y [rn,ex) N R(X) = {r.};

I

(e) g(An) = fi(tn), st An = [tn, en] esta contenido propiamente en el arco

externo [rp, e,] con e, € Eo(X) y [rn, e N R(X) = {rn};

(f) 9(A,) = en, si A, = [, €,] €s un arco externo con e, € Fy(X) y

[Tnyen] NR(X) = {r,}.

Ahora bien, como el conjunto de los naturales es infinito, alguna de las seis condiciones ante-
riores se debe cumplir para una infinidad de indices n. Analicemos cada caso. Supongamos que la
condicién (a) se cumple para una infinidad de indices n. Entonces, como 1limA,, = A, para dichos
indices tenemos que: limg(A4,) = lim o, = m = g(A). Supongamos ahora que la condicién (b) se
cumple para una infinidad de indices n. Entonces limg(A,,) = lim r,, = m = g(A). Si la condicién
(c) se cumple para una infinidad de indices n, entonces limg(A,,) = lim e, = m = g(A). Suponga-
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mos ahora que la condicién (d) se cumple para una infinidad de indices n. Como el orden de cada
punto de X es finito, sucede una de las siguientes dos condiciones: (*) una infinidad de los arcos
externos [, e,] son ajenos dos a dos; (**) existe z € N tal que [ry, e,] = [rs, €.], para cada n > .
En el caso (*), como X no contiene continuos de convergencia, sucede que lim[r,,e,] € Fi(X).
Ahora bien, como {t,} C [rp,e,] v lim{t,} = {m}, tenemos que lim[r,, e, ] = {m} = A. Notemos
también que fi(t,) € [rn, e,) para cada indice n. Luego, limg(A,,) = limf;*(t,) = m = g(A). En
el caso (**) tenemos que t,, € [r,,e,], para cada n > x. Luego, m = limt,, € [r,,e,], lo cual es
una contradiccién, pues m € F1(X) y [r, €;] no intersecta a E(X) por ser un arco externo en X.
Esto termina el andlisis del caso (d).

Supongamos ahora que la condicién (e) se cumple para una infinidad de indices n. De nueva
cuenta, como el orden de cada punto de X es finito, se cumple una de las condiciones (*) y (**).
Como f5°(t,) € [rn,en], si se cumple la condicién (*), entonces podemos proceder como en la
prueba del caso anterior, para concluir que limg(4,,) = limf3°(t,) = m = g(A). También, como
en el caso anterior, la condicién (**) no se puede dar, pues los arcos externos no tienen puntos de
Ey(X).

Supongamos, por dltimo, que la condicién (f) se cumple para una infinidad de indices n. De
nueva cuenta tenemos que analizar las situaciones (*) y (**). La condicién (**) no se puede dar,
pues limA,, = A € F1(X). Entonces se da la condicién (*). Luego, limg(A,) = lime,, = m = G(A).
Esto muestra que g es continua en A, para el caso en que A € Fi(E;(X)).

Supongamos ahora que A es un arco externo en X. Entonces A = [r;e| con e € Ey(X) y
[r,e] N R(X) = {r}. Como clex)(2X)) = F1(X)UM, Fi(X) es cerrado en clox) (X)) v
A ¢ Fi(X), podemos suponer, sin perder generalidad, que A, € 9, para cada n € N. Entonces,
dada n € N, el conjunto A, tiene la forma [t,,e,|, donde e, € Fy(X) y A, estd contenido en un
arco externo [r,, e, , donde [r,,, e,| VR(X) = {r,}. Como el orden de cada punto de X es finito, de
nueva cuenta tenemos que se cumple alguna de las condiciones (*) y (**) enunciadas anteriormente.
Ademds, como X no contiene continuos de convergencia, la condicién (*) no se puede dar. Por lo
tanto, se cumple (**) y esto implica, sin perder generalidad, que A, = [t,, €], para cada n € N,
Luego, aplicando la continuidad de f5¢, sucede que limg(A,) = lim f5°(t,) = limf5°(r) = e = g(A).
Esto muestra que g es continua en A, para el caso en que A es un arco externo en A. Esto prueba
(5).

Para finalizar la prueba, como g es una funcién continua, biyectiva, el conjunto clo(x)(£2(X))
es compacto y X es un espacio T, sucede que g es un homeomorfismo. O

Veamos ahora que si C'(X) es homeomorfo a C(Y'), sucede que ©2(X) es homeomorfo a Q(Y).

Teorema 3.30. Si X, Y son continuos tales que C(X) es homeomorfo a C(Y), entonces Q(X)
es homeomorfo a Q(Y').

Demostracion. Sea h : C(X) — C(Y) un homeomorfismo. Si A € Q(X), entonces existe una
2-celda W en C(X) tal que A € into(x)(W)NOW. Entonces V = h(W) es una 2-celda en C'(Y') tal
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que h(A) € interyy (V) NIOV. Luego, h(A) € Q(Y). Por lo tanto, h((X)) C Q(Y). Como h™' es
un homeomorfismo, sucede que Q(Y) C hA(Q(X)). Asi, h(2(X)) = Q(Y). Esto muestra que Q(X)
es homeomorfo a Q(Y). O

Para terminar, usando el Teorema y el Teorema [3.30] probemos que la familia ® esta C-
determinada, originalmente este resultado se encuentra en [16, Teorema 6].

Teorema 3.31. Sean X, Y € ©. Si C(X) es homeomorfo a C(Y), entonces X es homeomorfo a
Y.

Demostracién. Supongamos que C(X) es homeomorfo a C(Y'). Por el Teorema B30, Q(X) es
homeomorfo a Q(Y). Por consiguiente, clo(x)(€2(X)) es homeomorfo a clowy)(€2(Y)) vy, por el
Teorema [3.29] X es homeomorfo a Y. O
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Capitulo 9

Introduccion a la funcion J de Jones

Maria de Jesiis Lopez Toriz
FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo recopilamos algunas propiedades topoldgicas, para espacios topolégicos
Hausdorff, compactos y conexos, en términos de la funciéon T definida por F. Burton
Jones. Dado un espacio topoldgico X, diremos que un subconjunto no vacio, H, de
X es un continuo si, H como subespacio de X es Hausdorff, compacto y conexo.
Para X, consideremos su conjunto potencia P(X). Se define la funcién T de Jones,
T :PX) = P(X), como T(A) = {x € X : para todo continuo H C X con z €
int(H), se tiene que H N A # 0}. Dados un continuo X y un subcontinuo A de X,
demostramos que T(A) es un continuo. Se estudian las relaciones entre los continuos
T-aditivos y T-simétricos. Por ultimo, se dan condiciones necesarias y suficientes para
que un espacio topolégico Hausdorff y compacto sea localmente conexo y para que sea
semilocalmente conexo, en términos de la funcién T de Jones.

1. Introduccion

La idea de este capitulo es mostrar algunas propiedades topoldgicas en términos de la funcion
T definida por F. Burton Jones [I]. Dados un espacio topolégico X y un subconjunto no vacio, H,
de X, diremos que H es un continuo si H como subespacio de X es Hausdorff, compacto y conexo.
Consideremos el conjunto potencia de X, denotado por P(X). Se define la funcién T de Jones,

T:P(X) = P(X),

T(A) = {x € X : para todo continuo H C X con = € int(H), se tiene que H N A # (}}.

En la Seccién 2, probamos que si X es un espacio topoldgico, entonces T(A) es cerrado, para
cada A € P(X) y T(D) = X, para cualquier subconjunto denso, D, de X. Por otro lado, si X es
un continuo (es decir, un espacio topolégico Hausdorff, compacto y conexo) y 2% es el hiperespacio
de cerrados de X, entonces la funcién T|yx es semicontinua superiormente.
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En la Seccion 3, adaptamos algunos de los teoremas de golpes en la frontera, para espacios

Hausdorff compactos y conexos, para demostrar que T(A) es un continuo, para cada subcontinuo
Ade X.

En la Seccién 4, demostramos que todo continuo hereditariamente unicoherente es J-aditivo.
Si X es un continuo J-aditivo y A un cerrado en X, entonces T(A) = (J,c4 T({a}). Ademds,
probamos que todo continuo T-simétrico es T-aditivo y damos un ejemplo para mostrar que el
reciproco es falso.

En la dltima seccién, probamos equivalencias para que un espacio topolégico Hausdorff y
compacto sea localmente conexo y para que sea semilocalmente conexo, en términos de la funcién
T de Jones. Para muchas otras propiedades relacionadas con esta funcion puede ver el Capitulo 3:
Jones’s set function T, del libro Topics on Continua, de Sergio Macias [2].

Cabe mencionar que estas notas pueden ser una introduccién para que el lector inicie un
proyecto de investigacion acerca de la funciéon T de Jones, para esto puede ver la serie de problemas
abiertos que contiene la Seccién 7.2 del libro de S. Macias [2]; al final del trabajo incluimos algunos
de éstos.

2. Definiciéon y propiedades basicas de la funcion T de Jo-
nes

Recordamos que en este escrito un continuo es un espacio topolégico no vacio Hausdorff,
compacto y conexo. Un subcontinuo de un espacio topoldgico es un subespacio el cual es un
continuo. Para un subconjunto A de un espacio topolégico X, como es usual, denotamos el interior,
la cerradura y la frontera de A en X por int(A), Ay Fr(A), respectivamente. Vamos a denotar
T(z) en lugar de T({z}), cuando = € X.

Por otro lado, si (Z,d) es un espacio métrico y tomamos un punto z; € Z y un ntdmero
positivo &, denotamos y definimos la bola en Z con centro en z y radio &, por Bz(zg,e) = {z €
Z : d(z,2) < e}

Para cualquier espacio topolégico X, de la definicién de la funcién T de Jones, se siguen las
siguientes propiedades:
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3. ACT(A), para cada A € P(X).

Lema 2.1. Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico X, entonces T(A) es un conjunto
cerrado en X.

Demostracion. Basta probar que T(A) C T(A). Para esto sean z € T(A) y H un subcontinuo de X
tales que x € int(H). Se tiene que int(H)NT(A) # (). Consideremos un punto y € int(H)NT(A).
Note que H es un subcontinuo de X con y € int(H) y y € T(A), se sigue que H N A # (). Por lo
tanto, x € T(A). O

Proposicion 2.2. Si X es un espacio topologico y D es un subconjunto denso de X, entonces
T(D)=X.

Demostracion. Se tiene que D C T(D), luego D C T(D). Se sigue de la hipétesis y el Lema 1]
que TJ(D) = X. O

Proposicién 2.3. Para cualesquiera subconjuntos, A y B, de un espacio Hausdorff y compacto
X, si A C B entonces T(A) C T(B).

Demostracion. Sean x € T(A) y un subcontinuo, H, de X tales que = € int(H). Se tiene que
HNA#(. Dado que A C B, se sigue que H N B # (). Con lo cual z € T(B). O]

Proposicién 2.4. Para cualesquiera subconjuntos A y B de un espacio Hausdorff y compacto, se
tiene que T(A)UT(B) C T(AU B).

Demostracién. Como A C AU B, por la Proposicién 2.3 se tiene que T(A) C T(A U B). Similar-
mente, T(B) C T(AU B), de donde TJ(A)UT(B) C T(AU B). O

Sea X un espacio topoldgico, en general no se cumple que para cualquier subconjunto A de X,

T(A) = T(A). (1)

Respecto a la igualdad en () en general s6lo se cumple una contencién y daremos un ejemplo
para mostrar que la otra contenciéon puede ser falsa, vea la Proposicién y el Ejemplo

Proposicién 2.5. Para cualquier subconjunto A de un espacio Hausdorff y compacto, se tiene

que T(A) C T(A).

Demostracion. Dado que A C A, se tiene por la Proposicién 2.3 que T(A) C T(A). O
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Ejemplo 2.6. Sea W el circulo de Varsovia, se tiene que existe un subconjunto A de 'W tal que

T(A) € T(A).
Para probar esto denotemos por S a la gréafica en R? de la funcién sen(%), para cada = € (0, 1],
esto es,

S = {(x, sen(%)) ER?:0<z<1)

Sea X la cerradura en R? del conjunto S. Tenemos que X es un continuo, el cual es conocido
como el continuo sen(+). Ahora, denotemos por p y ¢ a los puntos (0,—1) y (1, sen(1)) de X,
respectivamente. Sea L un arco en R? con puntos extremos p y ¢ tal que X N L = {p, q¢}. Conside-
remos W = X UL, se tiene que W es un continuo, el cual es conocido como el circulo de Varsouvia.

Denotemos por J la barra limite de S, es decir, J = {(0,y) e R? : -1 <y < 1}.

Ahora, fijemos una sucesién de puntos distintos {z, },en, contenida en L, que converge al punto
p. Sea
A={x,:neN}

Vamos a ver que T(A) = AU {p}. Es claro que A C T(A). Para probar que p € T(A),
consideremos un subcontinuo, H, de W tal que p € int(H). Dado que la sucesion {z, } ,en converge
al punto p, tenemos que existe N € N tal que z,, € int(H), para toda n > N. De aqui se sigue
que HN A # (. Por lo cual p € T(A). No es dificil ver que si y € W\ (4 U {p}), entonces
existe un subcontinuo, H, de W tal que y € int(H) y H N A = (). Con esto podemos concluir que

T(A) = AU {p}.

Note que A = AU {p}. Vamos a probar que T(A) = AU J. Es claro que AU {p} C T(A).
Ahora, consideremos un punto y € J \ {p}. Sea H un subcontinuo de W tal que y € int(H). Se
puede mostrar que sélo pueden darse los siguientes casos:

Caso 1. El continuo H es homeomorfo al continuo sen(2).
Caso 2. El continuo H es homeomorfo al continuo sen(%) U B, donde B es un arco contenido
en L y contiene al punto p.

Caso 3. H="W.

En cualquiera de los tres casos, tenemos que p € H, asi H N A # 0. De aqui se sigue que
J\ {p} € T(A). Luego, AU J C T(A). Por otro lado, si y € W\ (AU J), es facil ver que existe
un subcontinuo, H, de W tal que y € int(H) y H N A = (). Con esto se obtiene que y ¢ T(A). De

aqui se concluye que T(A) = AU J.
Por lo tanto, T(A) € T(A).

En lo que sigue vamos a ver un par de propiedades relacionadas con conjuntos abiertos.
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Proposicion 2.7. Si U es un conjunto abierto en un espacio Hausdorff y compacto X, entonces
el conjunto {x € X : T(x) C U} es abierto en X.

Demostracion. Denotemos
V={xeX:T(x)CcU}

Sea un punto x € V. Vamos a probar que existe un conjunto abierto, W, en X tal que x € W
y W C V. Para esto note que si y € X \ U, entonces y ¢ T(x). Luego, existe un subcontinuo,
H,, de X tal que y € int(H,) y H, N {z} = 0. Se tiene que la coleccién {int(H,) : y € X \ U}
es una cubierta abierta del compacto X \ U. Asi, existen puntos, yi,...,yn, en X \ U tales que
X\U c ., int(Hy,). Sea M = J;_, Hy,. Note que M es un conjunto cerrado en X. Pongamos
W = X \ M, Se tiene que W es un conjunto abierto en X y x € W.

Resta probar que W C V| es decir, para cada w € W se tiene que T(w) C U. Para esto sea
w € W. Vamos a probar que X \U C X\ T(w). Sea z € X \U. Se tiene que existe j € {1,...,n} tal
que z € int(H,,) C H,, C M. Note que H,, N W = {(); como w € W, se sigue que H,, N {w} = 0,
asi se obtiene que z ¢ T(w). Por lo tanto, V' es un conjunto abierto en X. O

Para un continuo X consideremos la coleccién
2% = {A C X : Aes cerrado y no vacio en X}.

A este conjunto se le da una topologia como sigue; consideremos una coleccién finita, Uy, ..., U,,
de subconjuntos abiertos de X, denotamos

(Uy,...,Up) :{AE2X:ACUUiyAﬂUi7E(Z), para cada i € {1,...,n}}.
i=1
Ahora, pongamos

B ={(Uy,...,U,) : U; es un abierto en X,i € {1,...,n} yn € N}

Se tiene que B es una base para una topologia para 2¥: la cual se conoce como la topologia de
Vietoris. La demostracién de este resultado la puede consultar en [4, Teorema 4.5]. El conjunto
2% con la topologia de Vietoris se llama el hiperespacio de cerrados de X.

Consideremos un continuo X, por el Lema 2.1} tenemos que T(A) es un subconjunto cerrado
de X, para cada A € P(X). De este modo la funcién

Tlox 12X — 2%
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estd bien definida. En el resultado que sigue vamos a probar que la funcién T|,x es semicontinua
superiormente, usando la equivalencia (ver [4, 7.15 (a)]): para cada conjunto abierto U en X, el
conjunto

{Ae2¥:T(A) cU}

es un abierto en 2%, con la topologia de Vietoris.

Teorema 2.8. Si X es un continuo, entonces T|ox : 2% — 2% es una funcion semicontinua
supertormente.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto en X. Denotemos

V={Aec2¥:T(A) U}

Tomemos un elemento A € V. Vamos a probar que existe un conjunto abierto, W, en 2% tal
que Ae WyWCV.

Para cada y € X \ U se tiene que y ¢ T(A). Luego, existe un subcontinuo, H,, de X tal que
y € int(H,) y H,N A = (. Se tiene que la coleccién {int(H,) : y € X \ U} es una cubierta abierta
del compacto X \ U. Asi, existen puntos, yi, ..., Y, en X \ U tales que X \ U C (J;_, int(H,,). Sea
M =\J;_, H,,. Note que M es un conjunto cerrado en X. Sea W = X \ M, se tiene que W es un
conjunto abierto en X. Pongamos W = (IW). Note que A € W.

Resta probar que W C V| es decir, para cada D € W se tiene que T(D) C U. Para esto sea
D € 'W. Vamos a probar que X \ U C X \ T(D). Sea un punto z € X \ U. Se tiene que existe
j€{l,...,n} tal que z € int(H,,) C H,, C M. Note que H, "W = (); como D € W, se sigue que
H, N D =, asi se obtiene que z ¢ T(D).

Por lo tanto, V es un conjunto abierto en 2%. O

3. La imagen bajo la funcién 7 de Jones de un continuo

En esta parte, vamos a demostrar que la imagen bajo la funcién T de Jones de un continuo es
un continuo (ver Teorema [3.4]). Para esto adaptamos algunos resultados relacionados con la teoria
de los teoremas de golpes en la frontera, para espacios Hausdorff compactos y conexos. El primer

teorema de golpes en la frontera es el siguiente, una prueba de este resultado esta en [5, Teorema
1.10].

Teorema 3.1. Si U es un subconjunto abierto, propio y no vacio de un continuo X y K es una
componente de U, entonces K N Fr(U) # 0.
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Como consecuencia del Teorema [3.1] se obtienen los siguientes dos resultados de golpes en la
frontera.

Teorema 3.2. Si A es un subcontinuo propio de un continuo X y U es un subconjunto abierto de
X tal que A C U. Entonces existe un subcontinuo B de X tal que AC BCU yA+# B.

Demostracién. Como X es un espacio Hausdorff y compacto, por [3, Teorema 32.3], se tiene que
X es normal. Note que A es cerrado en X, asi existe un conjunto abierto, V, en X tal que
ACV CcV cU Note que si V =X, tomando B = X se tiene la conclusién. Luego, supongamos
que V # X. Ahora, como A es conexo y A C V, podemos considerar la componente, B, de V que

contiene a A. Se tiene que B es cerrado en X y asi compacto. Ademas, A C B C U. Luego, por
el Teorema B.I], tenemos que BN (X \ V) # (). Con lo cual A # B. O

Teorema 3.3. Sean E un subconjunto propio y no vacio de un continuo X y K una componente
de E. Se tiene que KN X \ E # ().

Demostracion. Supongamos que K N X \ E = (). Como K # () y E es un subconjunto propio de
X, se tiene que K # () y X \ E # 0. Note que K es un subconjunto compacto, conexo y propio de
X. Vamos a denotar por U = X \ X \ E. Por el Teorema B2 tenemos que existe un subcontinuo,
B,de X talque K C BC U y K # B. Ahora, como X \ E C X \ E, tenemos que U C E. De
donde, B es un subconjunto conexo de E el cual contiene propiamente a K. Lo cual contradice el
hecho de que K es una componente de E. Por lo tanto, K N X \ E # (). O

Teorema 3.4. Si X es un continuo y A es un subconjunto conexo de X, entonces T(A) es conexo.

Demostracion. Supongamos lo contrario, esto es, supongamos que TJ(A) = HU K, donde H y K
son no vacios, ajenos y cerrados en T(A). Por el Lema 2.1] T(A) es cerrado en X y asi, H y K
también son cerrados en X. Dado que X es Hausdorff y compacto por [3, Teorema 32.3], se tiene
que X es normal. Luego, existen conjuntos ajenos y abiertos en X, U y V, tales que H C U y
K C V. Como A es conexo, podemos suponer que A C H.

Observe que U NV = ), luego U N K = (). Como Fr(U) C U se sigue que Fr(U)NK = .
También, como U es abierto y Fr(U) C X \U = X \ U, se tiene que Fr(U)NU = (). Se sigue
que Fr(UYNH =0y asi Fr(U)NT(A) = (). Esto es, para cada z € Fr(U) se tiene que z ¢ T(A),
luego existe un subcontinuo A, de X tal que

zemt(A,)y A,.NA=0.
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Note que la coleccién {int(A,) : z € Fr(U)} es una cubierta abierta del cerrado Fr(U). Co-
mo Fr(U) es compacto, existen puntos, zi, ..., z,, en Fr(U) tales que Fr(U) C |J;_,int(A,,).

Denotemos
n

E=(x\0)u((JA).

i=1

Se tiene que E es un conjunto cerrado en X y as{ compacto. Es claro que EN A = (). Ademés,
KcX\UCX\UCE, como X \U es un conjunto abierto en X, se sigue que K C int(FE).
Vamos a probar que:

FE tiene sélo un nimero finito de componentes. (2)

Dada i € {1,...,n}, como A,, es conexo, podemos tomar la componente C; de F tal que
A,, C C;. Para probar ([2)) vamos a demostrar que E = |J;_; C;. Para esto sea un punto = € E. Se
tienen dos casos:

Caso 1. Si z € X \ U, entonces consideremos la componente, L, de X'\ U tal que x € L._Como
X es un continuo, por el Teorema 3.3 se tiene que LN (X \ (X \U)) # 0. Esto es, LNU # (.
Ahora, como L C X \ U se sigue que LN (X \ U) = L. Ademas,

LNFr(U)=LNn{UnX\U)=LnX\U)NU=LNU #90,

asi obtenemos que L N Fr(U) # 0. Notemos que L es cerrado en X, por lo cual L N Fr(U) # 0.
Luego, existe i € {1,...,n} tal que LN A,, # 0. Asi, LN C; # (). Como L es un conexo contenido
en By C; es una componente de E, se sigue que L C C;. Con esto, = € | J;_, C:.

Caso 2. Six € |J;_, A.,, entonces x € A, , para algin j € {1,...,n}, y como A, C C;. Se sigue
que z € U;_, Ci.

Por lo tanto, (2)) estd demostrado.

Por otro lado, fijemos un punto x € K. Como K C V y UNV = (), se tiene que K C E. Luego,
existe i € {1,...,n} tal que x € C;. Sin perder generalidad supongamos que ¢ = 1, asi z € (.
Ahora, pongamos

W:(X\U)Q(X\UCZ-).

Se tiene que W es un conjunto abierto en X, tal que x € W y W C (4. Note que C; es un
subcontinuo de X tal que z € int(Cy) y C1 N A = (), esto implica que = ¢ T(A). Lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto, T(A) es conexo. O
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Como una consecuencia del Lema[2.1]y el Teorema [3.4 obtenemos que la imagen bajo la funcion
T de Jones de un continuo, es también un continuo. Esto es:

Teorema 3.5. Si X es un continuo y A un subcontinuo de X, entonces T(A) es un continuo.

Finalizamos esta seccién con una propiedad interesante, en espacios Hausdorff compactos.

Teorema 3.6. Si A es un subconjunto conexo de un espacio Hausdorff compacto X y T(A) no es
conezxo. Entonces X tiene un numero infinito de componentes.

Demostracion. Lo que vamos a probar es que:

si X tiene un nimero finito de componentes y A es conexo en X, entonces T(A) es conexo.

Para esto consideremos las componentes de X, digamos (', ...,C,,. Como A es conexo en X,
podemos suponer que A C C}.

Primero vamos a demostrar que T(A) C (4. Para probar esto supongamos lo contrario, es
decir, supongamos que T(A) € C;. Esto implica que existen un nimero ¢ € {2, ...,n} y un punto
x € X tales que x € T(A) N C;. Note que C; es un subcontinuo de X. Por otro lado,

Ci=X\(LHG; 5 e {1, ..n}\ {i}}),

ademads, note que C; es un subconjunto cerrado de X, para cada j € {1,...,n} \ {i}. Con lo cual
C; es un conjunto abierto en X. Asi, x € int(C;). Como i # 1, tenemos que C; N C; = (), de donde
C;NA = 1. Con todo hemos probado que = ¢ T(A), lo cual es una contradiccién. Esto demuestra
que T(A) C (.

Finalmente, aplicando el Teorema[3.4lal continuo C; como espacio base y al subconjunto conexo
A de (', obtenemos que T(A) es conexo. Esto termina la prueba del teorema. O

4. Continuos T-simétricos y T-aditivos

Un continuo X se llama T-simétrico si para cualesquiera conjuntos cerrados, A y B, en X,
ANT(B) = 0 implica que T(A) N B = ). Un continuo X se llama T-aditivo si para cualesquiera
conjuntos cerrados, A y B, en X, se tiene que T(A) UT(B) = T(AU B).

Un espacio topoldgico conexo, X, es unicoherente si cada par de continuos cuya unién es
X tiene interseccién conexa. Si cualquier continuo en X es unicoherente, el espacio se llama
hereditariamente unicoherente.
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El resultado que sigue lo vamos a usar para probar que los continuos T-aditivos no necesaria-
mente son continuos J-simétricos.

Teorema 4.1. St X es un continuo hereditariamente unicoherente, entonces X es T-aditivo.

Demostracion. Sean A y B conjuntos cerrados en X. Por la Proposicién [2.4] tenemos que T(A) U
T(B) C T(AU B). Resta probar que T(AU B) C T(A) UT(B). Para esto consideremos un punto
x € X\ (T(A)UT(B)). Luego, © ¢ T(A) y x ¢ T(B). Asi, existen subcontinuos, H y K, de X
tales que

rzemt(H), z€int(K), HNA=0 y KNB=1.

Note que x € H N K. Como X es hereditariamente unicoherente se tiene que H N K es un
conjunto conexo. Luego, HNK es un subcontinuo de X tal que x € int(HNK)y (HNK)N(AUB) =
(), esto implica que = ¢ T(AUB). Esto es z € X\T(AUB). Por lo tanto, T(A)UT(B) = T(AUB). O

Lema 4.2. Sean X un espacio Hausdorff compacto, A y B subconjuntos cerrados de X tales que
T(A) N B = (. Entonces existen subconjuntos cerrados, M y N, de X tales que A C int(M),
B Cint(N) y T(M)N N = 0.

Demostracion. Por hip6tesis, para cada b € B existe un subcontinuo, Hy, de X tal que b € int(H,)
y Hy N A = (). Por la compacidad de B, existe un subconjunto finito, {b1,...,b,}, de B tal que
B C |Ji_, int(Hp,). Como AN H, = 0, para cada b € B, tenemos que A C X \ U;_, Hy,. Por la
normalidad de X, existen conjuntos abiertos, U y V, en X tales que

AcUcUc(X\|JH,) y BcvcVcl|/int(H,).
=1

i=1

Pongamos M = Uy N = V. Es claro que M y N son subconjuntos cerrados de X, A C int(M)

y B C int(N). Por otra parte, note que si z € N entonces x € int(Hy, ), para algin k € {1,...,n}.
Ademas, H,, N M =0, asi x ¢ T(M). Luego, T(M)NN = 0. O

Lema 4.3. Sean X un espacio Hausdorff compacto y A un subconjunto cerrado de X. St x €
X\ T(A), entonces existe un subconjunto abierto, U, de X tal que AC U yx € X\ T(U).

Demostracion. Se tiene que {x} y A son subconjuntos cerrados de X. Por hipdtesis, notemos que
{2} NT(A) = 0. Luego, por el Lema [L.2] existen subconjuntos cerrados, M y N, de X tales que

A Cint(M), {z} Cint(N) y T(M)NN = 0.

Pongamos U = int(M). Es claro que U es un conjunto abierto en X y A C U. Por otra parte, como
U C M = M, se sigue de la Proposicién 23 que T(U) C T(M) = T(M), luego x € X \ T(U). O
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Cabe mencionar que para el resultado que sigue vamos a usar el Lema (4.3 no es dificil ver
que en su prueba no se usa la conexidad del espacio. La supondremos porque en la definicién de
TJ-aditivo estda hecha para continuos.

Teorema 4.4. Si X es un continuo T-aditivo y A un subconjunto cerrado de X, entonces T(A) =

UaeA 7(“) :

Demostracion. Por la Proposicién 2.3] obtenemos que |J,.4 T(a) C T(A). Asi, resta probar que
T(A) C U,es T(a). Para esto consideremos un punto z € X \ |J,4 T(a). Esto es, z € X \ T(a),
para cada a € A. Por el Lema [4.3] para cada a € A, existe un conjunto abierto, U,, en X tal
que a € U, y x € X\ T(U,). Note que A es compacto en X, asi existe un subconjunto finito,

{ai,...,a,}, de A tal que A C |J;_, U,,. Note que, en particular, z € X \ T(U,,), para cada

ie{l,...,n}. Luego, z € X \ U, T(Us,). Como X es un continuo T-aditivo, se tiene que

n

JT@.) =7(

n
i=1 i=1

luego x € X \ T(U}_, Us,). Notemos que A C |J;, U,,. Por lo tanto, z € X \ T(A). O

U, )

Teorema 4.5. St X es un continuo T-simétrico, entonces X es T-aditivo.

Demostracion. Sean A y B subconjuntos cerrados de X. Por la Proposicién 2.4] se tiene que
T(A) UT(B) € T(AU B). Ahora, vamos a probar que TJ(A U B) C T(A) U T(B). Para esto
consideremos un punto x € T(A U B). Note que {z} y AU B son conjuntos cerrados en X
vy {z} N T(AU B) # (. Como X es T-simétrico se tiene que T({z}) N (AU B) # (). Luego,
T({xz})NA # () obien T({z})NB # . Otra vez, como X es T-simétrico se tiene que {x}NT(A) £ 0
o bien {z} NT(B) # (. De aqui se sigue que z € T(A) o bien z € T(B), asi z € T(A)UT(B). O

Concluimos esta secciéon con un ejemplo de un continuo J-aditivo que no es J-simétrico.

Ejemplo 4.6. Sea A el abanico armoénico con pata larga. Se tiene que A es un continuo J-aditivo
y no es T-simétrico. Para probar esto consideremos los puntos en el plano R:

1
p=1(0,0), ¢g=(1,0), r = (2,0) vy, para cada n € N, sea ¢, = (1, E)

Sea L el segmento con puntos extremos p y r. Para cada n € N, sea L,, es el segmento con puntos
extremos p y ¢,. Pongamos
A=LU(JL).

neN

Se tiene que A es un continuo.
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q1

q2
Qn

Veamos que A es hereditariamente unicoherente. Para esto sea Y un subespacio cerrado y
conexo de A. Se tiene que p € Y o bien p ¢ Y. Si ocurre que p ¢ Y, en este caso, Y es un arco
contenido en L o bien existe n € N tal que Y C L,. Ahora, si Y = C' U D, donde C' y D son
cerrados y conexos en Y. Claramente tenemos que C'N D es un punto o un arco, por lo cual CND
es conexo. Asi, Y es unicoherente. Por otro lado, no es dificil probar que Y es unicoherente en el
caso cuando p € Y.

Ahora, aplicando el Lema (.1}, obtenemos que A es un continuo T-aditivo.

Por otro lado, para ver que A no es T-simétrico, consideremos los conjuntos cerrados, A = {p}
y B={q}, en A.

Veamos que T(A) es el segmento con puntos extremos p y ¢, denotemos a éste por (). Conside-
remos un punto y € ). Sea H un subcontinuo de A tal que y € int(H). Esto implica que p € H,
asi obtenemos que H N A # (). Con lo cual Q C T(A). Ahora, si y € A\ @ entonces, no es dificil
convencerse de que existe un subcontinuo, H, de A tal que y € int(H) y HN A = (). Por lo tanto,

T(A) = Q.

Para probar que T(B) = {¢q}. Basta considerar un punto y € A \ B. No es dificil ver que
podemos hallar un subcontinuo, H, de A tal que y € int(H) y HN B = ().

Finalmente, note que ANT(B) =0y T(A) N B = {¢}. Por lo cual A no es J-simétrico.

5. Propiedades de conexidad local y conexidad semilocal:

equivalencias

En esta parte damos condiciones necesarias y suficientes para la conexidad local y la conexidad
semilocal de un espacio Hausdorff y compacto, en términos de la funcién T de Jones.

Recordamos que un espacio topoldgico X es localmente conexo en el punto x € X si, para
cada conjunto abierto, U, en X con x € U, existe un conjunto abierto y conexo, V, en X tal que
x €V CU. Asi, X es localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos.
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Por otro lado, el espacio X es conexo en pequeno en el punto x € X si, para cada conjunto
abierto, U, en X con x € U, existe un conjunto conexo, V, en X tal que z € int(V) C V C U.
Luego, X es conexo en pequeno si lo es en cada uno de sus puntos.

Para probar la Proposicion 5.3 vamos a usar la siguiente equivalencia de la conexidad local.

Proposicion 5.1. Si X es un espacio topolégico, entonces son equivalentes las siguientes condi-
ciones,

(1) X es localmente conexo;
(2) las componentes de los conjuntos abiertos de X son abiertos;

(8) X es conexo en pequeno.

Demostracion. Veamos que (1) implica (2): sean U un conjunto abierto de X y C' una componente
de U. Tomemos un punto x € C. Por hipétesis, existe un abierto y conexo, V, en X tal que
x €V CU. Note que V C C, asi, x € int(C). Por lo tanto, C' es un conjunto abierto en X.

Para ver que (2) implica (3), sean un punto x € X y U un conjunto abierto en X con z € U.
Consideremos la componente C' de U tal que x € C. Por hipétesis, se tiene que C' es un conjunto
abierto en X. Asi, X es conexo en pequeno en el punto x.

Para probar que (3) implica (1), primero vamos a probar que (3) implica (2). Para esto sean U
un conjunto abierto en X y C' una componente de U. Consideremos un punto x € C'. Por hipétesis,
X es conexo en pequeno en el punto z € U, luego existe un conjunto conexo, V, en X tal que
x € mt(V) CV CU. Se tiene que = € int(V) C C. Por lo tanto, C' es un conjunto abierto en X.
Finalmente, sean un punto x € X y un conjunto abierto, U, de X tal que x € U. Consideremos la
componente C' de U tal que x € C. Luego, la hipétesis en (2) implica que C' es abierto en X. Por
lo tanto, X es localmente conexo en el punto x. O

Proposiciéon 5.2. Si A es un subconjunto de un espacio Hausdorff, compacto y localmente conexo
X, entonces T(A) = A.

Demostracion. Como A C T(A) se sigue que A C T(A). Por el Lema 2] se obtiene que A C T(A).

Por otro lado, sean un punto x € T(A) y U un conjunto abierto en X tal que = € U. Por hipé-
tesis, existe un conjunto abierto y conexo, V, en X tal que x € V C U. Dado que X es normal,
podemos suponer que x € V C V C U. Note que V es un subcontinuo de X tal que x € int(V).
Dado que x € T(A), se tiene que VN A # (. Asi U N A # (). Por lo tanto, z € A. Por lo tanto,
T(A) C A O
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Proposicién 5.3. Si para cada subconjunto, A, de un espacio topolégico X se tiene que T(A) = A,
entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Vamos a probar que X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos, asi por la
Proposicién [5.1] se obtiene la conclusién. Para esto sean un punto z € X y U un conjunto abierto
en X tal que x € U. Note que X \ U es un conjunto cerrado en X. Luego, por hipdtesis, se tiene
que

TX\U)=X\U=X\U.

Ahora, dado que x ¢ X \ U, se tiene que = ¢ T(X \ U). Se sigue que existe un subcontinuo, H,
de X tal que z € int(H) y HN (X \U) = 0. De donde, x € int(H) C H C U. Por lo tanto, X es
conexo en pequeno en el punto x. O

Como consecuencia de las Proposiciones y 53] se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.4. Si X es un espacio Hausdorff y compacto, entonces X es localmente conexo si, y
solo si, T(A) = A, para cada A C X.

Ahora, recordamos que un espacio topolégico X es semilocalmente conexo en el punto x si para
cada conjunto abierto, U, en X con x € U, existe un conjunto abierto, V,en X talque x € V C U
y X \ V tiene sélo un nimero finito de componentes. Asi, un espacio X es semilocalmente conezo
si lo es en cada uno de sus puntos.

Lema 5.5. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto cerrado de X con soélo un nimero
finito de componentes. Si x € int(A) y C es la componente de A tal que x € C, entonces x €

int(C).

Demostracion. Sean C4,...,C, las componentes de A. Como x € int(A), existe un conjunto
abierto, U en X tal que x € U C A. Como A es cerrado en X, se tiene que C; es cerrado en X,
para cada i € {1,...,n}. Sin perder generalidad supongamos que C' = (. Sea

V:UO(X\OCZ-).

=2

Se tiene que V' es un conjunto abierto de X y = € V. Note que VN (U, C;) =0y V C U C A,
de aqui se sigue que V C 7 = C. De donde, = € int(C). O

Teorema 5.6. Sean X un espacio topologico Hausdorff y compacto y un punto x € X, entonces
X es semilocalmente conexo en x si, y solo si, T(x) = {z}.
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Demostracion. Es claro que x € T(x). Para ver la otra contencién sea y € X \ {x}. Vamos a
probar que y ¢ T(z). Como X es Hausdorff, existen conjuntos abiertos y ajenos, U y W, de X
tales que x € U y y € W. Por hipotesis, como X es semilocalmente conexo en el punto x, tenemos
que existe un conjunto abierto, V', en X tal que

xeV cU y X\V tiene sélo un nimero finito de componentes.

Note que X \ V es un conjunto cerradoen X yy € W C X \ V, de donde y € int(X \ V). Sea
C' la componente de X \ V' que contiene al punto y. Se sigue del Lema [5.5] que y € int(C). En
conclusién tenemos que

C' es un subcontinuo de X tal que y € int(C) y Cn{x}=0.
De donde y ¢ T(z). Por lo tanto, T(x) = {x}.

Reciprocamente, sea U un conjunto abierto de X tal que x € U. Por hipdtesis, para cada
y € X \ U, tenemos que y ¢ T(x). Asi existe un subcontinuo, W,, de X tal que y € int(W,) y
W,N{z} = 0. Se tiene que la coleccién {int(W,) : y € X\ U}, es una cubierta abierta del conjunto
compacto X \ U. Luego, existen puntos, yi, ..., y,, de X \ U tales que

X\UC Omt(Wyl)

1=1

Sea V' = X \ U;_; W,,. Se tiene que V es un conjunto abierto en X tal que z € V C U. Note
que X \V =, W,, v, para cada i € {1,...,n}, tenemos que W, es un conjunto conexo. De
aqui se sigue que cada W, estd contenido en alguna componente de X \ V. Por lo cual, X \ V

tiene s6lo un nimero finito de componentes. Por lo tanto, X es semilocalmente conexo en el punto
x. ]

Ahora, notamos que los conceptos de localmente conexo y semilocalmente conexo, son diferen-
tes.

Ejemplo 5.7. El abanico armoénico con pata larga A es un continuo localmente conexo en el
punto p y no es semilocalmente conexo en el punto p. Por otro lado, A es semilocalmente conexo
en el punto ¢ y no es localmente conexo en el punto q.

Recordemos que A esta definido en el Ejemplo y que p=(0,0)y ¢ = (1,0).
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Veamos que A es localmente conexo en el punto p. Para esto sea U un conjunto abierto en A
tal que p € U. Se tiene que podemos hallar un nimero positivo € > 0 tal que (Bgz(p,e) N A) C U.
Note que Bg2(p,e) N A es un conjunto conexo y abierto en A tal que p € Brz(p,e) N A. Con esto
se concluye que A es localmente conexo en p.

Por otra parte, en el Ejemplo probamos que T(p) es el segmento con puntos extremos p y
q. Por el Teorema concluimos que A no es semilocalmente conexo en el punto p.

Por otro lado, en el Ejemplo demostramos que T(q) = {q}. Por el Teorema [5.6] obtenemos
que el continuo A es semilocalmente conexo en el punto g.

Finalmente, el continuo A no es localmente conexo en el punto ¢, dado que no existe un abierto
y conexo en A que contenga al punto g y que esté contenido en el abierto Bgz(q, %) NA.

Por tltimo, anotamos algunos problemas abiertos en relacion con la funcién T de Jones. Para
esto recordamos los siguientes conceptos: un continuo es descomponible si se puede representar
como la unién de dos de sus subcontinuos propios, en otro caso se llama indescomponible. Una
funcién continua y suprayectiva entre continuos f : X — Z se dice mondtona si para cada punto
2z € Z se tiene que f~1(2) es un subconjunto conexo de X. La funcién f es abierta si para cada
conjunto abierto U en X se tiene que f(U) es abierto en Z.

Problema [2, 7.2.1]: ;Si la funcién T de Jones, T|yx, es continua para el continuo X, entonces
X es T-aditivo?

Problema [2], 7.2.3]: ;Si la funcién T de Jones, T|ox, es continua para el continuo X y existe
un punto x en X tal que T(z) tiene interior no vacio, entonces X es indescomponible?

Problema [2], 7.2.5]: ;Si la funcién T de Jones, T|,x, es continua para el continuo descomponible
X, entonces para cada punto x en X se tiene que int(J(z)) = (7

Problema [2, 7.2.7]: ;Si X es un continuo indescomponible y W es un subcontinuo de X x X
tal que int(W) # 0, entonces T(W) = X x X7 (aqui T: P(X x X) = P(X x X).)
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Problema [2, 7.2.9]: ;Si la funcién T de Jones, T|yx, es continua para el continuo X, Z es un
continuo y f : X — Z es una funcién monétona, entonces la funcién T de Jones, T|,z, también es
continua para el continuo Z7

Problema [2, 7.2.12): ;Si f : X — Z es una funcién abierta y X es un continuo T-aditivo,
entonces Z es un conitnuo J-aditivo?

Problema [2], 7.2.12]: ;Si f : X — Z es una funcién abierta y X es un continuo J-simétrico,
entonces Z es un continuo J-simétrico?
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Capitulo 10

Espacios de dimension cero y su relacién con los espacios
totalmente disconexos

Fernando Macias Romero, Arturo Sanchez Gonzalez
FCFM, BUAP

Resumen

En el presente capitulo se presentan algunos resultados elementales en Teoria de la
Dimension, vista como una rama de la Topologia. En primer lugar se estudian algunos
conceptos basicos, después se presentan los primeros teoremas de espacios de dimension
cero y aparece el conjunto de Cantor C como un caso general de ellos. Esta revisién
concluye con un ejemplo de un espacio totalmente disconexo que no es de dimensiéon
cero.

1. Introducciéon

En 1912, H. Poincaré escribio: “... de todos los teoremas del analysis situs, el mas importante
es el que expresamos diciendo que el espacio tiene tres dimensiones. Fs esta proposicion la que
vamos a considerar y proponemos una prequnta en los suguientes términos: cuando decimos que
el espacio tiene tres dimensiones, ;qué queremos decir?” (vea [?]). Dicho texto motivé a que un
ano después Brouwer dasarrollara la nociéon de un invariante topologico llamado dimension, sin
embargo, dicho concepto se mantuvo desconocido para la comunidad matemaética, por lo cual en
1922, Menger y Urysohn formularon la misma definicién, de forma independiente.

Desde la época de los griegos hasta antes del uso de la teoria de conjuntos en su forma actual,
los matematicos usaron la palabra dimensién con un sentido vago. Por ejemplo, una configuracion
tenia n dimensiones si el menor niimero de parametros reales necesarios para describir sus puntos,
de alguna manera inespecifica, es n. Al principio todo funcionaba bien, pero fue en el siglo X1X
cuando surgié un problema importante: Cantor descubrié una correspondencia biyectiva entre los
puntos de una linea y los puntos del plano, mientras que Peano descubrié una funcién continua
del intervalo cerrado en la totalidad de un cuadrado. Esto trajo a la luz un problema importante:
jera correcta nuestra intuicién geométrica de que si m y m son nimeros naturales diferentes,
entonces R™ y R” son diferentes?, esto es, en términos topoldgicos, jexiste un homeomorfismo
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entre R™ y R™ si m y n son naturales distintos? Fue Brouwer quien respondié negativamente en
1911, aunque su prueba no mostré relacién explicita con la “dimension” de R". Afortunadamente
no fue el tnico intento de prueba, ya que Lebesgue intent6 algo diferente. El observé que un
cuadrado puede ser cubierto por bloques arbitrariamente pequenos de forma que ningin punto
del cuadrado esté contenido en mas de dos de dichos bloques, pero que si los bloques son lo
suficientemente pequenos, entonces al menos tres de ellos tienen un punto en comun. De forma
similar, un hiper-cubo en R™ puede ser descompuesto en bloques arbitrariamente pequenos de
forma que no mas de n+1 de ellos se intersecten. Fueron estas ideas las que dieron lugar al concepto
de dimension de cubierta, el cual serd tratado en el presente texto. Asimismo, se presentaran
algunos teoremas basicos dentro de la Teoria de la Dimension, en particular respecto a los espacios
de dimensién cero, se construiran ejemplos de dichos espacios y se presentara cual es su relacién
con los espacios totalmente disconexos. El resultado principal sera la construccion de un espacio
totalmente disconexo que no es de dimension cero.

2. Preliminares

En el presente capitulo con espacio nos referimos a un espacio topolégico metrizable y sepa-
rable, esto es, un espacio topoldgico T3 y segundo numerable. Notemos que cada espacio tiene una
base numerable, de donde se sigue que es Lindelof. Ademads, como es usual, R, Q y N denotan
al conjunto de nimeros reales, el conjunto de los ntimeros racionales y el conjunto de nimeros
naturales, respectivamente, y con I y J denotamos a los intervalos [0, 1] y [—1, 1], respectivamente.
También, si f : X — Y es una funcion, siempre consideramos que f es continua a menos que se
indique lo contrario, si A C X, la restriccién de f a A se denotard por f|4, ysi f: X — R es una
funcion y t € R, entonces f =t significa que f es una funcién constante con valor t.

Una métrica d es admisible sobre un espacio X si la topologia inducida por d coincide
con la topologia de X. Como es usual, si X es un espacio topologico y A C X, entonces
inty (A), clx (A), frx (A) denotan el interior, la cerradura y la frontera de A en X, donde frx (A) =
clx (A)\intx (A). Cuando no haya lugar a confusion se omitira el subindice. También, con diagm (A)
se denotara el didmetro de A.

Si X un espacio topologico y A C X, entonces
B(Aje)={ye X:d(Ay) <e}
es la bola abierta (generalizada) alrededor de A y de radio ¢, y
D(Ae) ={ye€ X : d(Ay) <e}

es la bola cerrada (generalizada) alrededor de A y de radio €. Cuando A = {x} para algtiin x € X,
escribimos B(xz,¢) y D(z,¢) en lugar de B({z},e) y D({z},¢€), respectivamente.
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Si U y 'V son cubiertas abiertas de un espacio X, entonces U es un refinamiento de 'V, denotado
U <V, si para cada U € U existe V € 'V tal que U C V.

El Cubo de Hilbert Qg se define como el producto topologico
QH = H Jia
i=1

donde cada J; = J. En general, a la i—ésima coordenada de un punto x en un espacio producto
la denotamos por x;. Ya que nos interesa trabajar con espacios métricos, dotemos al Cubo de
Hilbert con una métrica “natural” que induce su topologia: Si x,y € Qg, entonces la funcion
d:Qu x Qg - RU{0} dada por

= |55z - yi|
gy =3
i=1

es una métrica sobre Qg que induce su topologia (cf. [1]).
El siguiente resultado serd 1util en el presente texto.

Teorema 2.1. [Lema de Urysohn] Sea X un espacio. St A y B son subconjuntos cerrados de X,
entonces existe una funcion continua o : X — I tal que a4 =0 y a|g = 1.

Es importante recordar que a las funciones o como en el Teorema [2.1] se les llama funciones
de Urysohn. Una prueba del Teorema 2.1l se encuentra en cualquier libro de Topologia General.

A continuacién vemos un resultado que siempre nos permitira trabajar con subespacios del
Cubo de Hilbert.

Teorema 2.2. Si X es un espacio, entonces X es homeomorfo a un subespacio del Cubo de Hilbert

Q.

Demostracion. Como X es un espacio, entonces X es segundo numerable, esto es, existe U base
numerable de X. Para cada par (U, V') elementos de U tales que ¢l (U) C V' # X, consideremos una
funcién de Urysohn f : X — I tal que f| @)y =0y flx\v) = 1, la cual existe por el Teorema
21l Ahora, sea F = {f, : n € N} la coleccién de todas las funciones de Urysohn obtenidas
anteriormente. Para concluir, definamos una funcion i : X — Qg dada por

(i(x)), = fa(x), para cada n € N.

Como puede verse, 7 es un encaje. Esto concluye la demostracion. O
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3. Dimension de cubierta de un espacio X

En la presente seccion se enuncian y demuestran algunos resultados bésicos en la Teoria de
Dimension.

Definicién 3.1. Sean X un espacio y A, B subconjuntos cerrados de X. Un subconjunto cerrado
C en X es una particiéon entre A y B si existen subconjuntos abiertos U, V' C X tales que

AcCcUBcCV,UNV=0 yX\C=UUV.

Como podemos ver, esto incluye la condicién de que U U V' con la topologia relativa sea un
espacio topologico disconexo.
Ejemplo 3.2. 1. En el espacio de Sierpinski X = {0,1} se tiene que () es una particién entre

{0} v {1}.

2. En I con la topologia usual se cumple que {%, %} es una particién entre {%} y {0,1}, ya que
basta considerar U = (1 2) yV = [0, %) U (%, 1}.

373
3. En R" con la topologia usual, C' = {x € R™ : ||z|| = 1} es una particién entre A =
{(0,...,0}y B={x € R": ||z| > 2}, para verlo es suficiente tomar U = {x € R" :

|z <1}y V={x e R*: |jz| > 1}.

4. Notemos que si X es un espacio, A, B C X son subconjuntos cerrados en X, ajenos y U es
un conjunto abierto en X tal que A C U y ¢l (U) N B = (), entonces fr (U) es una particién
entre Ay B.

Definicién 3.3. Sean X un espacio y I" un conjunto de indices. Una familia 7 = {(A;, B;) : i € I'}
de parejas de conjuntos cerrados en X, ajenos es esencial si para cada familia {C; : i € '}, con C;
una particién entre A; y B; para cada i € T', se cumple que [),..- C; # 0. En otro caso, se dird que
T es no esencial.

el

Observacion 3.4. Cada subfamilia de una familia esencial es esencial.

Para construir ejemplos de familias esenciales presentamos los siguientes resultados auxiliares.
Lema 3.5. Sea X un espacio. Si A y B son subconjuntos no vacios ajenos cerrados en X, entonces

existe una funcion continuac : X — I tal que o' (0) = A y o~ '(1) = B.

Demostracidn. Supongamos que A # () y B # (). Sea o : X — R dada por

d(xz, A)
d(z,A) +d(z,B)

alx) =

Como AN B = (), para cada x € X se cumple que d(z, A) 4+ d(x, B) > 0, lo cual implica que «
estd bien definida. Ademds, a(X) C I. Para concluir observemos que, como A y B son cerrados,
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a(z) =0siysdlosidz, A) =0,y a(xr) =1siy sélosi d(x,B) = 0. Por lo tanto, a cumple las
condiciones del lema. O

= (), podemos asegurar que existe una funcién

Notemos que en caso de que A = ) o
y B ~1(1), para ello basta considerar « =1 0 a = 0,

continua o : X — I tal que A C a~1(0)
respectivamente.

Recordemos que una funcién continua f : X — X tiene un punto fijo si existe x € X tal que
flz) =z

Lema 3.6. [Teorema de punto fijo de Brouwer] Si f: I — I"™ es una funcion continua, entonces
f tiene un punto fijo.

Una prueba este resultado que utiliza n-simpliciales se puede encontrar en la pagina 106 de
[8], ¥ otra prueba que resulta ser corolario de un teorema de no retracciéon se puede encontrar en
la pagina 308 de [1].

Lema 3.7. [Teorema de particiones] Sea n € N. Consideremos el espacio J" y para cada i €
{1, ...,n} sean A; ={x e J": x; =1} y Bi={x € J": x; = —1}. Si para cada i € {1, ..., n}
se satisface que C; es una particion entre A; y B;, entonces (., C; # 0.

Demostracion. La prueba se hard por contradicciéon. Supongamos que existe una familia € = {C; :

1 <4 < n} tal que para cada i € {1, ...,n} se tiene que C; es una particién entre A; y B; y
Ne=0.
Sea i € {1, ..., n}. Construyamos una funcién &; : J* — J como sigue:

Notemos que exiten subconjuntos cerrados E; y F; de J" tales que

Por el Lema existen funciones continuas o; : £ — Iy 3; : F' — I tales que

a1 (0) = Cyy a}(1) = A,
5710) = Ciy B71(1) = B.

Asi, podemos definir & : J" — J dada por

N —a;(x) six € E;,
Sle) = {52(36) six e F.

Esto concluye la construccion de &;. Vemos que §; es una funciéon continua, la cual satisface que

fi(Ai) = {_1}7 fi{Bi} = {1} y 52'_1(0) =
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Definamos f : J* — J" dada por f(x) = (&(z), ..., &.(z)). Es claro que f es una funcién

continua, ademéas se tiene que f~1((0, ..., 0)) va que si z € f71((0,...,0)), entonces
f(z) =(0, ..., 0), esto es, para cada i € {1 .., n},

&(z) = 0, lo cual implica que z € C; para 1 < i < n, entonces z € [\, Ci, esto es una
contradiccién porque (), C; = 0 por hipétesis.

Ahora, notemos que para cada x € J"\{(0, ..., 0)}, el rayo que vade (0, ..., 0) a = intersecta
ala “frontera” B = Ul | A; U U | B; de J" en exactamente un punto, digamos r(z). Definamos la
funcién r: J*\ {(0, ..., 0)} — B tal que  — r(z) y observemos que 7 es una funcién continua.

Consideremos g = ro f : J* — B. Vemos que ¢ satisface que ¢ ((0,1)") N (0,1)" = () para
cada i € {1, ..., n} ,g(4;) C B;y g(B;) C A;, esto implica que g no tiene puntos fijos lo cual
contradice el Teorema [B.6l Esto concluye la prueba. O

Del Lema [3.7 anterior se obtiene el siguiente

Corolario 3.8. Sea Qg el Cubo de Hilbert. Para cada 6 € {—1,1} ei € N sea

Si para cada i € N, C; es una particion entre Wi(—1) y W;(1), entonces (=, C; # 0.

Demostracion. En la prueba, usamos la notacién del Lema 3.7

Consideremos para cada i € N una particién C; entre W;(—1) y W;(1). También, para cada
m € N sea f,, : J™ — Qp definida por

fm (@1, ooy @) = (21, ..., Ty, 0,0, ...) .

Es claro que f,, es un encaje.

Sea m € Ny consideremos i < m. Vemos que f- (C;) es un conjunto cerrado en J™. También,
fHO)NA =0y f1(Ci) N B; = 0, y por esto, para cada i < m se cumple que C; es una
particion entre A; y B;.

Por el Lema [37 se obtiene que N, C; # (. Vemos que la familia de los C; tiene la propiedad
de interseccién finita, como Qg es compacto, se tiene que (.=, C; # 0. a

El Lema B 7lmuestra que I™ tiene una familia esencial, de parejas de conjuntos cerrados ajenos,
de cardinalidad n, y el Corolario muestra que Qg tiene, para cada n € N, una familia esencial
de cardinalidad n y también que tiene una familia esencial de cardinalidad infinita.

Antes de definir la dimensién de cubierta de un espacio, damos una prueba de que si m, n € N
con m # n, entonces I no es homeomorfo a I", y para ello usamos los conceptos aqui presentados.

Teorema 3.9. Sea n € N. Se cumple que I" tiene una familia esencial de cardinalidad n y que
cada familia de al menos n+ 1 parejas de subconjuntos cerrados ajenos de I™ es no esencial.
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Demostracion. El Lema [3.7 prueba la primera parte, por lo cual resta demostrar la segunda parte
del teorema.

Sean A y B subconjuntos cerrados ajenos de I" y F C I denso en [.

Se afirma que existe una particion D entre A y B tal que
Dc{zxel": Ji<ntal quex; € E}.

Para demostrarlo, notemos que para cada z € A existe una vecindad de la forma ]}, (a;, b;), con
a;, bi € E para cada i < n tal que [];_, [a;, b;]N B = 0. Notemos que existe una familia finita F de
tales vecindades cuya unién cubre a A, ademés, D = fr (UF) C U{fr (F): F € F}. Concluimos
que D es una particion entre A y B que cumple la condiciéon pedida.

Sea 7 = {(4;, B;) : i <n+ 1} una familia de n + 1 parejas de subconjuntos cerrados ajenoss
de I"™. Observemos que existen n+ 1 subconjuntos densos y ajenos por pares de I, podemos tomar,
por ejemplo,

respectivamente. Por lo dicho anteriormente, existen particiones D; entre A; y B; tales que

D; C{zxeI": Ji<ntal que z; € E;}, paracada i <n+ 1.
Como los E;’s son ajenos por pares se observa que ﬁ:-fllDi = 0. O

Notemos que el Teorema formula una propiedad topolédgica de I™ que no comparte con 1™
si m # n, por lo tanto, es inmediato el siguiente

Corolario 3.10. Sean m, n € N. Si m # n entonces I'"™ no es homeomorfo a I™.

El resultado anterior motiva la siguiente

Definicién 3.11. Sea X un espacio. La dimensién de cubierta de X , denotada dim X,
esta dada por

dimX =-1 & s X =40,
dimX <n,n>0 < siX #(y cada familia de n + 1 pares de conjuntos
ajenos cerrados en X es no esencial,
dimX =n < dimX <nydimX noes menor que n,
dimX =00 < dim X # n para cadan > —1.

Si dim X < oo decimos que X es de dimension finita, en caso contrario es de dimensién
infinita.

'En inglés covering dimension.
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Observacién 3.12. 1. Se cumple que dim X > n siy sélo si existe una familia esencial formada
por n parejas de subconjuntos ajenos cerrados en X.

2. Si X y Y son espacios homeomorfos, entonces dim X = dimY'.

Antes de proseguir con el estudio de la Teoria de Dimension, veamos algunas propiedades
adicionales de las familias esenciales de parejas de subconjuntos cerrados ajenos. Para ello, hagamos
las siguientes convenciones: Si X es un espacio, denotemos por pX a la coleccion de subconjuntos
cerrados de X y para cada x € X consideremos d (z, 0)) = oo.

Teorema 3.13. Sean X un espacio y Y un subespacio de X. La funcion k : pY — pX definida
por K(A) ={z € X : d(z,A) < d(x,Y \ A)} tiene las siguientes propiedades:

(1) &(0) =0, s(Y) = X,

(2) K(A)NY = Apara cada A € pX,

(3) si A,B € pY y AC B, entonces k(A) C k(B),
(1) si A, B € pY, entonces k(AU B) = r(A) U k(B).

Demostracion. (1), (2) y (3) son claros.

(4) Tenemos que, por (3), k (A) Uk (B) C k(AU B). Ahora, sea x € k (AU B). Notemos que
d(z,AUB) € {d(z,A),d(z, B)}, por lo cual podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
d(x,AUB) =d(x,A); probemos que x € k (A). Ya que x € k (AU B), se tiene que

d(z,A)=d(x,AUB) <d(xz,Y \ (AUB)),
también se cumple que
d(z,A)=d(x,AUB) <d(x,B),

de donde se sigue que
d(z,A) <d(z, (Y \(AUB))UB) <d(z,Y \ A)
vaque Y\ AC (Y \ (AU B))U B. Esto concluye la prueba. O

Redordemos que dado un espacio X, dos subconjuntos A, B C X estén separados si cl (A)NB =
) = ANcl (B). Observemos que si A y B son subconjuntos ajenos y ambos cerrados en X, o0 ambos
abiertos, entonces A y B estan separados. Tenemos que algunos de los ejemplos mas interesantes
de conjuntos separados se pueden obtener de la siguiente manera: consideremos un subespacio Y
de X, si U y V subconjuntos abiertos en Y ajenos, entonces U y V estan separados en X. Para
esto notemos que existe un subconjunto abierto en X, digamos U’ tal que U’ N'Y = U, entonces
U'NV =0, es decir, ¢l (V)NU = {); asimismo, se puede hacer una construccién andloga para V.
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Corolario 3.14. Si A y B son subconjuntos separados de un espacio X, entonces A y B pueden
ser separados por subconjuntos ajenos abiertos en X.

Demostracion. Ya que A y B son cerrados en su uniéon A U B, por el Teorema [3.13] existen
subconjuntos A"y B’ de X tales que A C A", BC B’y AU B’ = X. Consideremos U = X \ B’ y
V =X\ A’. Tenemos que U y V son vecindades abiertas de A y B, respectivamente. O

El siguiente resultado es importante en el desarrollo de la Teoria de Dimension.

Teorema 3.15. Sean Y subespacio de un espacio X, A y B subconjuntos cerrados en X ajenos.
Si U y V' son vecindades abiertas (en X ) que contienen a A y B, respectivamente, tales que
cdxUnNcxV =0,y S es una particion, en' Y, entre Y Nclx (U) y Y Nelx (V), entonces existe
una particion T entre A y B tal que TNY C S.

Demostracion. Escribamos Y \ S como la unién disjunta de dos conjuntos abiertos F y F en Y
tales que Y Nelx (U) CEyYnNelx (V) CF.

Ya que ENV = ), se tiene que cly (E)N B = (); andlogamente se obtiene que clx (F)NA = ().
De lo anterior se sigue que AUFE y BU F son separados. Por el Corolario [3.14] existen vecindades
abiertas disjuntas U’ y V' de AU E y B U F, respectivamente. Finalmente se obtiene que T =
X\ (U'UV’) cumple lo solicitado. O

Corolario 3.16. Sean Y un subespacio cerrado de un espacio X, A y B subconjuntos cerrados
ajenos de X. St .S es una particion, en Y, entre Y N A y Y N B, entonces existe una particion T
en X entre Ay B tal que TNY C 5.

Estos resultados nos permiten demostrar lo siguiente.

Teorema 3.17. Sean X un espacio, {(A;, B;) i € I'} una familia esencial en X y I'(0) C I'. Si
para cada i € I'(0), L; es una particion entre A; y B; y L = Niero)Li, entonces {(LNA;, LN B;) :
i €'\ T'(0)} es esencial en L.

Demostracion. Sea i ¢ T'(0), y consideremos F; una particién, en L, entre LN A; y L N B;. Por el
Corolario [3.16] existe una particion Fj, en X, entre A; y B; tal que F; N L C E;. Entonces

@;AﬂLmﬂFcLﬂE N E.

1€I'(0) 1€\I'(0 1eT’\I'(0) 1€T\v(0)

Esto concluye la prueba. O

Corolario 3.18. Sean X un espacio y n > 0. Si dim X > n, entonces existen subconjuntos
cerrados ajenos A y B en X tales que si L es una particion entre A y B, entonces dim L > n — 1.
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Demostracion. Si n = 0, se tiene el resultado. Supongamos que n > 1. Si dim X > n, entonces
dim X no es menor o igual que n—1 > 0, esto es, existe una familia esencial 7 = {(4;, B;) : i < n}
en X. Ahora, sea L una particién entre A; y B;. Tenemos que L # () porque 7 es esencial.
Consideremos dos casos. Sin = 1, ya que L # (), se sigue que dim L > 0. Sin > 1, por el Teorema
B.17, L tiene una familia esencial de cardinalidad n — 1, a saber, {(LNA;, LN B;) :i=2,...,n},
de donde dim L > n — 1. O

4. Espacios de dimension cero

Iniciamos esta secciéon con el concepto siguiente.

Definicién 4.1. Un espacio X es de dimension cero si dim X = O.E

Para notar que esta definicién no es una trivialidad hagamos la siguiente

Observaciéon 4.2. (1) Sea X un espacio. X es de dimensién cero si y sélo si para cualesquiera
dos subconjuntos ajenos A y B cerrados en X se cumple que el conjunto vacio () es una
particién entre A y B.

(2) Sea X un espacio. X es de dimensién cero si y sélo si dados dos subconjuntos ajenos Ay B
cerrados en X existe un subconjunto cerrado y abierto U de X tal que U contiene a A y no
intersecta a B.

Es importante notar, a partir de la Observacién B2, que los espacios X de dimensién cero
(dim X = 0) son, en cierto sentido, los “bloques constructores” de otros espacios.

En adelante, para simplificar la redaccién, si X es un espacio y A es un subconjunto de X que
es cerrado y abierto en X, decimos que A es un conjunto cerrado—abierto en X.

A continuacién exponemos algunas caracterizaciones de los espacios de dimension cero que nos
brindaran herramientas para trabajar con dichos espacios.

Teorema 4.3. Sea X un espacio no vacio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) X es de dimension cero.

(b) Para cualesquiera x € X y cualquier vecindad U de x existe un subconjunto C cerrado—
abierto en X tal que v € C C U.

(¢) La familia de subconjuntos cerrado—abiertos de X es una base de X.

2En inglés se usa zero-dimensional spaces, por lo cual algunos autores lo traducen literalmente como espacios
cero-dimensionales, aqui hemos preferido usar una traduccién alternativa que nos ha parecido més apropiada
lingiiisticamente.
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(d) X tiene una base numerable formada por conjuntos cerrado—abiertos.

(e) cualquier cuabierta abierta W de X tiene una refinamiento abierto 'V tal que los elementos
de 'V son ajenos dos a dos, es decir, dichos conjuntos son cerrado—abiertos.

Demostracion. (a) = (b) = (c¢) Se sigue de la Observacién .21

(¢) = (d) Consideremos B una base numerable de X. Por (c¢) se tiene que para cada B € B
existe una familia U(B) de conjuntos cerrado—abiertos tales que UU(B) = B. Como cada B € B
es Lindelof, ya que es un espacio métrico separable, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que U(B) es numerable. De esto obtenemos que (U) = UpesU(B) es una base numerable para X
formada por conjuntos cerrado-abiertos.

(d) = (e) Sean B una base numerable de X formada por conjuntos cerrado—abiertos y U una
cubierta abierta de X. Tenemos que para cada x € X existe B(x) € B tal que x € B(x) y B(x)
esta contenido en algiin elemento de U.

Notemos que € = {B(z) : « € X} es una cubierta de X, es numerable y refina a U. Asi,
podemos suponer que C = {B,, : n € N}. Ahora, para cada n € N sea

Vn - Bn \ Um<an~

Observemos que V = {V,, : n € N} es una familia de conjuntos abiertos en X, ajenos por
parejas y ademéds cada elemento de V esta contenido en algtn elemento de U. Resta probar que
V es una cubierta abierta de X, para ello, dado x € X, sea n(z) el menor natural tal que = € B,,
entonces x € V,,.

() = (a) Sean A y B subconjuntos cerrados en X, ajenos. Vemos que para cada z € X
existe una vecindad abierta U(z) de z tal que U(z) N A =0 o U(z) N B = (. Por (e), la cubierta
abierta U = {U(x) : « € X} tiene un refinamiento abierto V de conjuntos ajenos por parejas.
Consideremos U = U{V € V: VN A # (}. Vemos que U es un conjunto cerrado—abierto, contiene
a Ay no intersecta a B. Por la Observacién [4.2(2) se sigue que X es de dimensién cero. O

En el siguiente resultado se retne informacién relevante acerca de los espacios de dimension
cero.

Teorema 4.4. (1) Si X es de dimension cero yY C X es no vacio, entonces Y es de dimension
cero.

(2) Si X, es de dimension cero para cada n € N, entonces [[°-, X, es de dimensidn cero.
(8) Si X es de dimension cero, entonces X puede ser encajado en {0,1}°°.

(4) Si X es de dimension cero, entonces X admite una compactacion de dimension cero.
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(5) Sea X wun subespacio de dimension cero de un espacio Y. Se cumple que para cada par de

subconjuntos cerrados A y B en'Y, ajenos existe una particion S entre A y B en'Y tal que
SNX =0.

(6) Si un espacio X es la unién de a lo mds n + 1 subespacios de dimension cero, entonces
dim X <n.

Demostracidn. (1) La prueba se sigue del Teorema 3| c).

(2) Para cadan € N, sea B,, una base numerable de X, formada por conjuntos cerrado-abiertos.
Vemos que la familia de conjuntos de la forma

Ey x Eyx - x E, X X1 X Xopaog X -

donde m € Ny parai < m, E; € B;, es una base numerable para [[ 7, X,, formada por conjuntos
cerrado-abiertos. Ahora, por el Teorema 3] d) se tiene el resultado deseado.

(8) Como X es de dimensién cero, por el Teorema [3(d) existe una base numerable B para
X formada por conjuntos cerrado-abiertos. Consideremos B = {B,, : n € N}. Para cada n € N

definamos f : X — {0, 1} por
OsixeB,,
fa(z) = {

lsiz ¢ B,.

Se tiene que f, es continua. Se cumple que la funcién evaluacién e : X — {0,1}*° definida por
e(x), = fa(x), para cada n € N, es un encajamiento.

(4) Por la parte (3), podemos suponer que X es un subespacio de K = {0,1}*°. Ya que K es
compacto y, por la parte (2), es de dimensién cero, una compactacén de X tal que su cerradura
es de dimensién cero, es la cerradura de X en K.

(5) Sean A y B subconjuntos en Y, ajenos y sean U y V vecindades disjuntas de A y B,
respectivamente tales que ¢l (U) Nl (V) = 0. Ya que X es de dimensién cero, () es una particiéon
entre cl (U)N X y cl (V)N X en X. Por el Teorema 315 se tiene el resultado pedido.

(6) Sea X = ] X, con dim X; < 0parai <n+1.Seat = {(A;, B;) : i <n+1} una familia
de n + 1 parejas de subconjuntos en X, ajenos. Por la parte (5), para cada ¢ < n + 1 existe una
particién L; entre A; y B; en X tal que L; N X; = (. Se sigue que N''L; = ), esto es, 7 es una

familia no esencial. Concluimos que dim X < n. O

Ahora caracterizamos los subespacios de dimensién cero de la recta real R.

Teorema 4.5. Un subespacio X de R, no vacio es de dimension cero si y solo si no contiene
ningun intervalo (no degenerado).
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Demostracion. Sea X C R de dimension cero. Si X contiene un intervalo E, entonces X contiene
un subespacio que no es de dimensién cero, ya que por conexidad se obtiene que dim X > 1. Esto
contradice (1) del Teorema 4.4l

Ahora, supongamos que X C R no contiene intervalos. Se tiene que el conjunto D = R\ X
es denso en R. Notemos que la coleccion {(dy,ds) N X : dy < dy y di,ds € D} es una base de X
formada por subconjuntos cerrado-abiertos de X. De esto se sigue que X es de dimensién cero por
(c) del Teorema (4.3 O

Ejemplo 4.6. Resulta del Teorema que los nimeros racionales Q, los nimeros irracionales
R\ @Q, el producto Q@ x (R \ Q), etc., son espacios de dimensién cero.

El siguiente ejemplo es muy interesante.

Ejemplo 4.7. El conjunto ternario de Cantor C. Este conjunto se obtiene de forma “geométri-
ca” como sigue:

Construyamos una sucesién Ey, Fs, ... de subconjuntos de I de la siguiente manera:
1 2
Ey=10,-|1U|=,1
1 |: 73:| |i3a :| )
1 2 3 6 7 8
Ey, = |0, = -, = — = —.1
= glolaa] o [5) - [5)

En general, E, se obtiene de F,_; descartando los intervalos abiertos que son el intervalo abierto
tercio de en medio de cada uno de los intervalos cerrados que forman FE,,_;.

El conjunto de Cantor C es la interseccién de los intervalos cerrados resultantes:
[e.e]
i=1

Notemos que para cada i € N, E; es cerrado en I, de donde se sigue que C es cerrado en I,
y como I es compacto se obtiene que C es compacto. Vemos que el conjunto de Cantor C es de
dimensién cero porque no contiene ningun intervalo no degenerado y, por el Teorema (4.5 esto es
equivalente a que el espacio sea de dimensién cero.

Lema 4.8. El conjunto de Cantor C no tiene puntos aislados.

Demostracién. Para cada ¢ € N, sea F; la familia de los 2¢ intervalos cerrados de longitud gi

que estan contenidos en F;. Consideremos x € C y supongamos que a < x < b. Por propiedad

arquimediana existe ng € N tal que 3%0 < min{r — a,x — b}. Sea F' € F; tal que = € F. Entonces

F C (a,b). Vemos que hay exactamente dos elementos de F; 1, digamos Fy y Fy, contenidos en F'.
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Es claro que para cada F € JF,,, con n € N, se cumple que F'N C # (. De lo anterior se sigue que
FiINC#0y F,NC # (. Por lo tanto, (a,b) N C contiene al menos dos puntos. Esto concluye la
prueba. O

Antes de mostrar la importancia del Lema [4.8 requerimos la siguiente

Definicién 4.9. Sean X un espacio y U una coleccién de subconjuntos de X. La malla de U es

mesh (W) = sup {diaém (U) : U € U}.

Se permite que mesh (U) = oo.

Veamos el siguiente resultado.

Teorema 4.10. El conjunto de Cantor C es (topoldgicamente) el tinico espacio compacto de
dimension cero sin puntos aislados.

Demostracion. El Ejemplo .7 muestra que existen espacios compactos de dimensién cero sin
puntos aislados, por ello, resta demostrar que si X y Y son espacios compactos de dimensién cero
sin puntos aislados entonces X y Y son homeomorfos.

Sean X y Y espacios compactos de dimensién cero sin puntos aislados. Por induccion sobre
n, construyamos elementos m(n) € N y una cubierta finita de conjuntos cerrado-abiertos ajenos
Uy = {Upiy: i <m(n)} vy Vo = {Viny @ <m(n)} de X y Y, respectivamente, formadas por
conjuntos no vacios, tales que m(1) = 1,U; = {X},V; = {Y}, y para n > 2 se satisface que

(1) mesh(W,) < L, mesh(V,) <%,
(2) Uy < Upgr, Vo < Vira,

(3) para cada i < m(n — 1) y cualesquiera j < m(n) se cumple que U, jy C U1, siy sélo si
Ving) © Vin-v-

Supongamos que ya se han construido las cubiertas U, y V, para cada p < n,conn > 1,y
tomemos ¢ < m(n) arbitrario. Por (e) del Teorema H.3 existen cubiertas & y F de Uy ¥ Vin),
respectivamente, formadas por conjuntos abiertos en X y Y, respectivamente, ajenos por pares
tales que

(4) €< {B (:c, 2(n1+1)> 12 € Unp by y

(5) 5 < {B (v x5) ¥ € Vino }-
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Ya que Uiy ¥ Ving) son compactos, podemos suponer que las cubiertas & y F son finitas y,
ademas, que cada elemento de € y de F es no vacio.

Si |€] < |F], fijemos E € €. Ya que X no tiene puntos aislados, existen dos puntos diferentes
x,y € B,y yaque X es de dimensién cero, por el inciso (¢) del Teorema [3] los conjuntos cerrado-
abiertos de X forman una base para X, lo cual implica que existe un subconjunto cerrado-abierto
C C Etal quex € Cyy ¢ C. De esta manera, E se puede descomponer en dos conjuntos
cerrado-abiertos no vacios (C'y E\ C). Si repetimos el procedimiento con C' o con E'\ C, es posible
obtener tantos conjuntos cerrado-abiertos como deseemos. Por lo anterior, existe una cubierta G
de E formada por |F| — |€| + 1 conjuntos cerrado-abiertos, no vacios, ajenos. Si sustuimos £ por
(E\ E)USG. Por esto podemos suponer sin pérdida de generalidad que |E] = |F].

Vemos que para cada i < m(n), existen cubiertas &; y F; de Upiy ¥ Vin,i), respectivamente,
tales que

(6) €| = [Fil,

(7) &€ y F; estdn formados por conjuntos abiertos no vacios y ajenos por pares, cada uno con

., 1
didmetro menor que .

Sean U, = U?i(ln e, Y Vo1 = U?i(ln )F,. Por la construccién, podemos enumerar U,1 y Vi1
de forma que (&) se cumpla para n + 1. Esto completa la construccién inductiva. Notemos que
Upe U, es una base para X y, de manera similar, U2 ,V,, es una base para Y.

Ahora, si € X, entonces para cada n € N, existe un tnico i(n,z) < m(n) tal que € U, i(n.z)-
Por (3) se sigue que la coleccién {V, im) : 7 € N} es decreciente y, ya que Y es compacto,
tenemos que ﬂneNVn,i(n,x) #+ (). Luego, por (1), se obtiene que ﬂneNVn,i(n,x) consiste precisamente
en un punto. Intercambiamos a X y Y, y por estas consideraciones, la funcion f : X — Y definida
por f(xz) = y si y sélo si para cada n € N, y para cada i < m(n) se cumple que & € Up, ;) sl y
s6lo si y € Vin4)), es una biyeccién. También se tiene que f es continua ya que para cada n € N
y para cada i < m(n), se cumple que f~(V(y5)) = Upny). De forma similar se muestra que f~' es
continua. Concluimos que f es un homeomorfismo. O

De ahora en adelante, cualquier espacio X homeomorfo a C se llamara conjunto de Cantor.
Ademas, la caracterizacion de C permite identificar “muchos” conjuntos de Cantor.
Corolario 4.11. 5i X es un espacio compacto de dimension cero, entonces X x C es un conjunto

de Cantor.

Demostracion. Vemos que X x C es compacto. Tenemos que, por el inciso (2) del Teorema [£.4]
X x C es de dimensién cero. Ya que C no tiene puntos aislados, se sigue que X x C no tiene
puntos aislados. Finalmente, por el Teorema [4.10] se tiene el resultado deseado. O
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Ya que {0,1} es compacto y de dimension cero se sigue, por el inciso (2) del Teorema [A.4]
que {0,1}> es compacto y de dimensién cero, ademas, {0,1}* no tiene puntos aislados, lo cual
implica que C es homeomorfo a {0,1}*°. Notamos, por un argumento diagonal, que {0,1}* es
no numerable, de donde se deduce que C es no numerable. Ahora, por el Corolario .11l C es
homeomorfo a C x C de donde existe una familia no numerable de conjuntos de Cantor ajenos
por parejas en R. Ahora, dado que hay sélo una cantidad numerable de nimeros racionales en
R, se tiene que existe un conjunto de Cantor K que no intersecta a Q, es decir, K esta formado
Unicamente por numeros irracionales.

Ya que por el inciso (3) del Teorema [4.4] todo espacio de dimensién cero se puede encajar en
{0,1}°°, obtenemos el siguiente

Corolario 4.12. 5@ X es un espacio de dimension cero, entonces X puede ser encajado en C y

en R\ Q.

A continuacién nos interesa demostrar que para cada espacio compacto X existe una funcion
continua y sobreyectiva f : C — X. Este resultado es importante dentro de la Teoria de Dimension
porque implica que existe una funciéon continua y sobreyectiva del espacio de dimensién cero C
al espacio de dimensién 1,0, 1], esto implica que las funciones continuas pueden aumentar la
dimensién.

Lema 4.13. La funcion f : Cx C — [—1, 1] definida para cada (z,y) € CxC por f(z,y) =x—y
es una funcion continua y sobreyectiva.

Demostracion. Ya que C C [ se tiene que f estd bien definida. Ademas, es claro que f es continua.
Consideremos F; = [0, %] U [%, 1}, esto es, la primera aproximacion a C. Notemos que E; — F, =
{r —y: z,y € E1} = [-1,1]. Vemos que la segunda aproximacion a C, E, = [O, %] U [%, %} U
[g, g] U [%, 1} también cumple que Ey — Ey = [—1, 1]. Por induccién sobre n, se puede ver que para
cada n € N se satisface que la n—ésima aproximacién a C, E,, cumple que E, — E, = [—1,1].
Ya que los E,’s forman una sucesién decreciente y C = N2, F),, se sigue por compacidad que

C - C=[—-1,1], es decir, f(Cx C)=0,1]. O

Veamos el ultimo resultado de esta seccién.

Teorema 4.14. S5t X es un espacio compacto, entonces existe una funcion continua y sobreyectiva
h:C— X.

Demostracion. Aplicamos el Lema para ver que existe una funcién continua y sobreyectiva
f:C*® — Qpy. Sea X un espacio compacto. Por el Teorema 2.2, podemos considerar que X C Q.
Sea Y = f~1(X). La restriccién g = f|Y : Y — X es una funcién continua y sobreyectiva. Por el
inciso (2) del Teorema [£.4] tenemos que C* es de dimensién cero, y por el inciso (1) del mismo
Teorema [4.4] se obtiene que Y es de dimensién cero. Asi, por el Corolario 11 C x Y y C son

Matematicas y sus Aplicaciones 4, Capitulo 10, paginas [227H245]



Espacios de dimensién cero y su relacion con los espacios totalmente disconexos 243

homeomorfos. Sean 7, : C XY — Y la segunda proyeccién y m : C — C x Y un homeomorfismo,
que existe por el Corolario [L.11l La funcién h = gom om : C — X cumple lo pedido. O

5. Espacios totalmente disconexos

El concepto que da titulo a esta seccion es el siguiente.

Definicién 5.1. Sea X un espacio. X es totalmente disconexo si para cualesquiera x,y € X,
con x # y, entonces existe un conjunto cerrado-abierto C' en X tal que x € C'y y ¢ C.

Observacién 5.2. Todo espacio X de dimensién cero es totalmente disconexo.

En vista del inciso (b) del Teorema [£.3] una pregunta natural es la siguiente

Pregunta 5.3. ;Es todo espacio totalmente disconexo de dimensién cero?

Antes de responder la Pregunta [5.3], construyamos el espacio de Hilbert (2.

Sea (? la coleccién de todas las sucesiones infinitas (z;) en R tales que > ;7 z7 < oo. Al
conjunto 2 se le llama conjunto de Hilbert. Definimos una norma p sobre ¢% tal que si x = (x;)
es un elemento de (2, entonces p(z) = /> .oy 22, la cual induce una una métrica sobre ¢* como
sigue: si © = (z;) y y = (y;) son elementos de (%, entonces p(x,y) = /> o, (x; — y;)?. El espacio
topoldgico generado por la topologia inducida por p se llama espacio de Hilbert.

Denotemos 0 = (0;) € 2.

Ahora ya podemos contestar a la Pregunta [5.3] con el siguiente
Ejemplo 5.4. El espacio de Erdos E.

Sea E = {z € (*: z; € Q para cada i € N}. Primero vemos que E es totalmente disconexo.
Para ello, notemos que existe una funcién continua inyectiva sobre el producto Q. Vemos que
Q> es de dimensién cero por el Teorema y el inciso (b) del Teorema [4.4l Esto implica que E
es totalmente disconexo.

Ahora demostremos que E no tiene dimensién cero, para ello, mostremos que si U C £? es un
conjunto abierto tal que 0 € U C {x € £* : p(x) < 1}, entonces U N E no es conjunto cerrado-
abierto en E. Para esto, sea U una vecindad abierta de 0. Para cada i € N definimos una sucesién
¢; € Q tal que para cada i € N se cumple que

1

xi:(qla>qZ>0aO>)€pr(IZ,€2\U)§Z

(1)
Sea ¢1 = 0 y supongamos que para j < ¢ — 1, con ¢ > 2, se ha definido ¢;. Para cada

m € {0, ..., i} sea
. m
x(i,m) = <q1,...,q,-_1, 7,0,0...).
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Notemos que z(7,0) = z;.1 € U y que x(i,i) = (q1, ---, ¢i—1, 1, 0, 0, ...) tiene norma al
menos uno por lo cual z(i,i) ¢ U. Luego, existe my € {0, ..., 7 — 1} tal que z(i,mp) € U y
x(i,mo + 1) ¢ U. Consideremos ¢; = ™2, entonces ¢; cumple que

xi=(q, -, ¢,0,0,...)=2x(i,mgy) € U,

y también,

<L =

]

p (2, P\ U) < p(x(i,mo), z(i,mo + 1)) :p((), 0, ..., 1, 0,0, ) =

Esto completa la construccién inductiva.

Por () se sigue que para cada i € N se cumple que

Do <,
j=1
y, por lo tanto,

f:q? <L
=1

De lo anterior se concluye que q = (q1, ¢z, ...) € £? y, por su forma, ¢ € E. Ya que lim;_,o, z; =
q, en (% se sigue de ([I)) que q € clg (UNE).

Por otro lado, p(q,¢*\ U) = lim;_, p(q;,¢* \ U) = 0, lo cual implica que, q ¢ U.

Finalmente, concluimos que U N E no es cerrado en E y, por tanto, no es un cerrado-abierto
en E.

Como puede verse, el espacio de Erdos muestra que hay espacios totalmente disconexos que
no son de dimensién cero. De hecho, en la pagina 179 de [§], en el Teorema 4.7.10 se presenta el
resultado siguiente:

Teorema 5.5. Para cadan > 0 existe un espacio topologicamente completo y totalmente disconexo
de dimension n. Ademds, existe un espacio totalmente disconexo y topologicamente completo de
dimension infinita fuertemente.

Dicho resultado hace uso del hiperespacio 2% de un espacio X y de algunas de sus propieda-
des, las cuales escapan al objetivo del presente texto, remitimos al lector a [§] para desarrollos
ulteriores.
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