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Capitulo 1

Contributions to the study of polynomial
approximation in Holder spaces

Jorge Bustamante-Gonzalez, Miguel Antonio Jiménez-Pozo
FCFM-BUAP

Abstract

In this work we present several of our contributions to the study of classical
approximation problems by trigonometric and algebraic polynomials in
Holder norms. It is not a compilation of results but a unified exposition
wherein the reader may meet some of the lines of development of the
subject. To this aim we include historical remarks, related papers, recent
results and open problems.

1. Introduction

In dealing with approximation theory in the context of Holder spaces, we presented
in [7] a wide survey that allows the reader to see historical remarks and the state of the
art to the end of twentieth Century. One of the authors published another paper [2],
that updates several parts of the quoted survey and establishes open problems as well.
At present not only the number of references on Holder and related approximation
results has grown, but also new lines of research have appeared. Thus our interest here
is not exactly a continuation of the general survey. Rather we discuss with a unified
approach some of our contributions to several polynomial approximation problems
in Holder norms in the last years, a subject to which we have dedicated a part of
our mathematical researches. Of course, even with this restriction, the subject is too
large to be covered with details. Thus we shall mention other lines and open ways of
research along this exposition. But without a deep look at them.

Also due to reasons of objectives as well as a limited space we cannot go inside basic
concepts of classical Lipschitz, Holder, or other related spaces and their applications.
If desired, the reader is invited to consult standard books at hands such as [31],
9], [14], and [32]. However to know where we are it will be convenient to begin
next section by explaining with some details different links that connect the Holder
polynomial approximation problems. For treating problems on Holder approximation
we introduced a modulus of continuity that we called Lipschitzian. This concept and
several results in which we used it are presented in Section 3. While Section 4 deals

http://www.fcfm.buap.mx/?id=105



6 Jorge Bustamante-Gonzalez, Miguel Antonio Jiménez-Pozo

with Equilipschitzian sets, a concept introduced by us that has many applications. Its
generalization will be treated in Section 5. We devote Section 6 to collect other related
results we have found on polynomial approximation in Hélder norms to give a more
complete scope. Section 7 contains a brief exposition on polynomials approximation
in Besov spaces of 2r—periodic functions. Problems related with Fourier series of
Lipschitz functions in Holder norms will be considered in Section 8. The last section
is devoted to a study of polynomial approximation in Besov spaces of periodical
functions.

We shall need several notations: The symbol X denotes compact interval of the
real line or the complex circle T. In the last case it is common the identification
between T and the additive group I = [0,27) of the real numbers modulo 27 with
the distance

If X =[a,b] and 1 < p < oo, LP(X) is the usual Lebesgue space with the norm

i = ([ 156 ¢ da:)l/p.

In the case p = 0o, L®(X) = Cla, b], i.e., the space of continuous functions with the
norm.

[fllec = sup | f(z) ]

z€la,b]
It X =T and 1 < p < oo, LP(X) is the subspace of LP[0, 27| of all 2r-periodic

functions.

Ifr € Nand 1 < p < oo, DP(X) is the family of all g € LP(X) such that g1 is
absolutely continuous and ¢ € LP(X). On the other hand, D(X) is the family of
all g € C(X) such that ¢ € L=(X).

For n € Ny, P, (X) is the family of all algebraic (trigonometric) polynomials of
degree non greater than n and P(X) = U2 (P, (X).

2. Holder spaces and approximation: Why and how.
There are different ways of associating Lipschitz spaces to LP(T). To this aim
some kind of translation is needed. The typical one is given by f; (z) = f(x +1),

f € LP(T), x,t € R. Then f; € LP(T) is a necessary hypothesis for forming Lip} (T)
to be the functions f € LP(T), for which

01 (), = sup {Ilfi = fll, / 1t} £ # 0} < oo. (1)

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 1, paginas 5-24



Contributions to the study of polynomial approximation in Holder spaces 7

In the case X = [a,b] we have a similar definitions, with the agreement f; (x) =
f(z),ifx+1t¢]a,b.

The functional 6 (o), is a semi-norm. Thus Lip} (X) is a normed space (actually
Banach) with the norm

1 | ipe oy = A1, + 62 (), - (2)

We have the strict inclusions of sets
DY (X) C Lip® (X) C L™ (X).

Thus Lipschitz condition provides an intermediate scale for measuring the degree of
smoothness between differentiable and continuous functions, and opens the possibility
of a new refinement of the scale. This is accomplished by using the so called Holder
spaces given as follows.

If (Y,d) is a metric space and 0 < a < 1 is a real number, then (Y, d*) is also a
metric space. Thus a semi-norm 6, (f), can be defined by (1) with the simple change
of [t] by [¢t|* . This fact allows the introduction of the so called Holder spaces Lip® (X),
normed by (2) with 6, (f), instead 6, (f), . However, since definitions of Lipschitz and
Holder norms are more or less the same thing, both names are used indistinctly to
denominate the spaces Lip? (X).

If0<f <a<l, Liph (X) C Lipy (X). Then the chain of inclusions expressed
above can be rewritten by

DY (X) C Liph(X) C Liphy(X) C LP(X).

Since D7 (X) contains the linear space P(X), the natural question about the
density of P(X) in Lipy(X) is posed. Nevertheless this question has a negative ans-
wer because from the topological point of view, for any 0 < o« < 1, the Banach space
Lip? (X)) is not separable. Anyway the following result was giving by Kalandiya [24],
in order to study a certain class of integro-differential equations.

Theorem 2.1. Fiz o € (0,1] and f € Lip2(]0,1]). Suppose that for n € N, there
exist P, € P,([0,1]) such that || f — P, ., < Ci/n®. Then, for 0 < 8 < a/2,

03 (f — Pu)oy < Ca/n" .

Taking into account that P is not dense in Lip>°([0,1]), this result represents a
step toward partial solutions of the problem of finding polynomial approximation of
functions in Holder norms. Kalandiya theorem determined a complete line of research
on Hélder polynomial approximation, i. e. the approximation of functions in Lip?,(X)
with the norm of Lip%__(X). For details and references see [7]. But we also pointed

Matemadticas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 1, paginas 5-24



8 Jorge Bustamante-Gonzalez, Miguel Antonio Jiménez-Pozo

out in [5] this way of measuring the approximation is limited in scope. The reasons
will be explained later.

Another point of view in the subject appeared early in connection with the so
called Plessner problems [28], i. e. the determination of all elements f in a Banach
space F of functions for which the translation ¢ € R ~~ f; € E is continuously defined.
Concerning Lipschitz or Holder spaces the answers were firstly restricted to periodic
functions in which translation is completely defined in a natural way. It is known
|fe = fll, > 0ast — 0, for f € LP(T), 1 < p < oo. Clearly, we need the continuity of
the translation in LP(T) for defining 6 (o), in (1). This and other related hypothesis
about translation are usually required a priory. The continuation of this idea goes
till the concept of semigroup of operators [9]. But a main problem appeared with the
fact that translation is not continuos in any of the spaces L2(T), 1 < p < oo. The
development of the theory was as follows. For any 0 < a < 1, f € L2(T), 6 > 0, set

1o = Sl

0 (£.0), s {0120 <<} 3

Of course 0, (f), = sup {Ha (f,6),,0> O}. Then for 0 < a < 1, introduce the
linear subspace lip? (T) of LipE (T) conformed by the functions f € Lip?(T) such that

I 6, (/,5), = 0. (4)

If we extend this definition to a = 1, we get that lip{(T), 1 < p < oo, only
contains the (a.e.) constant functions. So nothing new in this case. Another definition
for o = 1 will be considered later. For the moment being define the linear spaces QF
of functions f € LipE(T), 1 <p < 00,0 < a < 1, for which

15% I.fe = fllLipeemy = 0.

Characterizations of these spaces are obtained with the use of different papers as
follows. From results due to Hardy and Littlewood [16], we get that Qf is the space
of functions of bounded variation on T, Q3° = D7°(T), and for 1 < p < oo, QF is the
space of antiderivatives of the functions in LP(T). Later in [30], Shilov proved that
forany 1 <p < o0, 0 < a <1, Q is exactly the closure in the norm of Lip?(T) of
all trigonometric polynomials. Finally Mirkil [27] closed the circle of ideas by proving
that for any 0 < o < 1 and 1 < p < oo, Q¥ = [ip2(T). Thus for 0 < o < 1, P(T)
is dense in lip? (T). Since this last result also holds in the algebraic situation, we are
oriented to study polynomial approximation in the spaces lip? (X).

Still we shall mention a third way of research. Denote by M, (). the best appro-
ximation to f € L>(T) from P,(T). A fundamental theorem available in most texts
of Approximation Theory establishes the rate of convergence

vf € (M), iD= 0 (w0 (£.1)). )

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 1, paginas 5-24



Contributions to the study of polynomial approximation in Holder spaces 9

where w stands for the usual modulus of continuity. If 0 < a < 1 and f € Lip>*(T),
it follows that

W(f,0) <0a(f)oo 6%
Thus
. 1
vf € L (M), M0 =0 ().
If f is smooth enough we must guess that the speed of convergence is faster. In

fact (see [12]) Jackson generalized the preceding formula. He obtained the so-called
direct approzvimation theorem: for r = 0,1,..., and f) € Lip>(T),

My (f)oo = O(n7"7). (6)

In the proof of this result it is obtained

n

1+ 172\"
v f € DX(T), Mn<f>oos( T3 ) 15O G

Generalizations of Jackson inequality (7) are crucial for most extensions of (6).

The direct theorem establishes a natural question: If f € L>(T), 0 < a < 1 and
My(f)oo = O(n~"-), do f € D and f) € Lip?(T)?

The inverse theorem of Bernstein (see [12]) establishes this is true for 0 < a < 1.
The proof of this theorem passes through the so called Bernstein inequality

V t, € Pu(T), ||t£zr)||oo <"t co- (8)

Generalizations of Bernstein inequality are needed for inverse theorems of approxi-
mation. To pursue this subject see [10]. However Bernstein theorem cannot be exten-

ded to the case a = 1. To see that, observe the function f(z) = lim Y sin (k) /k?

satisfies M, (f) = O(1/n). But f ¢ Lip°(T). A solution to the characterization
was found by Zygmund (see [33]) who introduced the following concept. A function
f € L>(T), belongs to Lip(T), 0 < o <1, whenever

3C>0VtVux, | flx+t)+ flx—t)=2f(z) |ISC|t]". 9)
It is easy to prove for any 0 < o < 1 the chain of strict inclusions
Lipf(T) € Lip(T) C Lipi(T) = Lip(T).
Zygmund theorem establishes that for any f € L>*(T) and r =0,1,2,.. .,

My(floo=0(n""") = [ e Lip{(T). (10)

Matemadticas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 1, paginas 5-24



10 Jorge Bustamante-Gonzalez, Miguel Antonio Jiménez-Pozo

Following Zygmund idea the research on polynomial approximation in Holder
spaces is presented as follows.

We substitute the use of derivatives by symmetric differences of higher order. For
every integer 7 > 0, real s > 0 and f € LP(T), 1< p < oo, we set

20 = S0+ () o k)

k=0

For f € LP[a,b] we use the same definition under the assumption A’ f(x) = 0, whe-
never = ¢ [a,b] or x +rs ¢ [a, b].

For1<p<oo,7reN,0<a<r, d>0,and f € LP(X), define successively

05,0y, = sup 1=ty a1
o<ltj<s |t]®
O F), = sup 07 (f, )y 12

5>0
Lipp" (X) = {f € LP(X) : 0,(f)p < o0},
it (X) = {f € L (X): 1m63(f,0), = 0},
—
and the norm
1A g ey = WFHL, + 06.(F)p:
We also recall another important modulus. If f € LP[—1,1] and A > 0 the sym-

metric divided difference A} f(x) is defined by

T

Ko@) = S0 (5) fla+ (5 = o), (13)

, 2
7=0

whenever z +rh/2 € [—1,1] and A, f(x) = 0 otherwise. For t > 0, the Ditzian-Totik
modulus of order r is defined by

Wi (f,t) == sup ||A,,fll, (14)
he(0,t]

where p(x) =1 — 22 (z € [-1,1]) (see [15]). With this modulus the functional

r wr (f’ t)
eap,a<f7 5)? = Sllp - t p7 (15)
0<t<é
and the spaces Lip?7, [—1,1] and lip?7, [—1,1] are defined analogously. Notice that
with a linear change of variable similar notions can be given in any compact real
interval [a, b].

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 1, paginas 5-24



Contributions to the study of polynomial approximation in Holder spaces 11

Different Holder polynomial approximation problems have been studied in the si-
tuation described above ([5], [6]). We can consider them not only in several variables
[11]. But in infinitely many variables as well [20]. Exchanging the sup symbol by
integrals one gets different well known Besov spaces (sometimes named generalized
Lipschitz, for instance in [9]) whose theory has been largely studied and applied, in
particular to approximation problems [8]. Holder approximation by algebraic polyno-
mials has been also well studied by Bustamante and his students [3]. In this paper
we will try to summarize some of our main contributions to the subject in hands.

3. The Lipschitzian modulus of smoothness

Different results of approximation in Holder norms were early obtained by using
an approximation scale with a parameter § < «. To follows this development the
reader may consult [7]. But in the periodical case many of them are implied by a
somewhat surprising theorem due to Leindler, Meir and Totik in [26] that reads as
follows:

Theorem 3.1. Let ¢ : (0,00) = R be an increasing positive function and (L,) be a
sequence of convolution operators from L>®(T) into L>=(T). If n € N and f € L>(T),
then

1
It = 1, < (14 g7y ) I1Eed = Flee + 204 1) sup 20

where for any g € L>(T),

19t — 9llos
ol = Il + sup 8

Observe we are dealing with Holder spaces if ¢ (t) = [¢|” . Actually the introduction
of the function ¢ is only a small generalization. The authors of the theorem announced
a similar estimate is also possible for the usual spaces LP(T). We shall come back later
to this result.

It was explained in Section 2 the early researches on Hoélder approximation were
carried out by the indirect approximation of functions in Lip? (X), by means of the
norm in Lipj (X) with 0 < 8 < a < 1. However around 1998 we discovered (see [5])
this method has an inconvenient by proving

“There exists f € lipy(T), 0 < 8 < 1, such that for any o > 3, f ¢ Liph(T)".

In other words this affirmation limits the possibility of a characterization of
Liph(X) (or of lipf,(X) by the approximation in Holder norm of functions in lipj;(X)

Matemadticas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 1, paginas 5-24



12 Jorge Bustamante-Gonzalez, Miguel Antonio Jiménez-Pozo

with 8 < a. On the other hand we also discovered it was possible to use with suc-
cess the function 6, (o, d), introduced in (11) as a modulus of smoothness in lipE, (X).
Furthermore, following the usual notations if we define for any « > 0 and r = 1,2, ...,
the modulus of smoothness of order r (in this especial case r could be greater than
[a] + 1) in lip? (X) through the traditional formula

wrall, )= s (187 fllyien)) (16)
0<|t|<o
and develop such expression, we get that (11) is simpler than (16).

These facts determined our way of research on the subject by means of the modulus
(11) in lip?(X) that we firstly called lipschitzian modulus of smoothness. Our early
results in [5] could be resumed as follows.

For r = 1,2,..., let us consider the following Petree’s K-functional: for every
t > 0, set

—_ 1 _ (r)
Kool XDy = inf LU = liaon + o}

There is a closed interplay between moduli of smoothness and K-functionals.

Theorem 3.2. For each r = 1,2,... fired and 0 < «a < r, there exist positive
constants Cy and Cy such that, for every f € lipt(X) and t € (0,1],

Cle;(fa t)p < KT<f7 triaa X)p < 02924(.]07 t)p
and
Clwz(.ﬂ t)p < KT,CV(fa tr7 X)p < 02w£<f7 t)p

Corollary 3.3. For each r = 1,2, ..., there exist constants Cy and Cy (and if r > 1
also a constant Cs) depending on r such that, if f € lipt(X) and t € (0,1], then

wo (fi)p < CLO4(f, 1)y < Cowp (f,877), < Cowy (£, )y
We have given examples that show it is not possible in general an inequality of
the form 07, (f,t) < Cwl(f,1).

For the modulus (15) we need a different K-functional. Let W2"[—1,1] denote the
space of all g € L,[—1,1] such that, g is 7 — 1 times differentiable, g"~Y is absolutely
continuous on each compact subinterval of (—1,1) and [[¢"¢™ ||, < oo. In W2"[—1, 1]
we consider the seminorm | g [,,:= |l¢"g"||,. Now, for f € Lipt? [—1,1] define

Krpalfh= it {IF = gllimnin + 1191}

geWE " [-1,1]

Theorem 3.4. For each r = 1,2,... fivred and 0 < o < r, there exist to > 0 and
positive constants Cy and Cy such that, for every f € liph",[-1,1] and t € (0, %],

CO0, o ([ 1)y < Ko t7%)y < Cob, (f 1),

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 1, paginas 5-24



Contributions to the study of polynomial approximation in Holder spaces 13

4. Equilipschitzian sets

In an earliest paper [6], we introduced the following concepts that are closely
related with the convergence in lip? (X) :

Definition 4.1. A nonempty set G of real-valued functions on X is called normal in
LipS®(X), if there exists a constant M := M (a) > 0, such that, for every g € G and
every pair of elements z,y € X, one has

9 (x) =g (y)l < Md(z,y),
i. e if sup{b,(9):9€ G} <M.
The set G is called equilipschitzian in LipS°(X) if for every e > 0, there exists

a number ¢ := 0 (a,e) > 0, such that, for every g € G and every pair of elements
x,y € X for which d (z,y) < 0 , one has

9 () — g (y)| <ed(z,y)",
i. e if sup{6,(g,0): g€ G} <e.

A sequence (g,) of real functions on X, is called normal (respectively, equilips-
chitzian) in LipS°(X), if the set {g, : n € IN} is normal (respectively, equilipschitzian)
in Lip2(X).

Notice that every equilipschitzian set in LipS®(X) is a normal set in that space,
and that every normal set in Lip®(X) is uniformly equicontinuous in the usual sense.
We proved in [6] the following result.

Theorem 4.2. Let (f,) be a sequence in lip2®(X) and f another real function on X.
Then the following conditions are equivalent:

(i) felip(X) and |[fo = fllLipex) — 0,
(i) (fn) is equilipschitzian in Lipl*(X) and || f, — fll., — O.

Theorem 4.3. Let (f,) be normal in Lip>X(X). Then (f,) is equilipschitzian in
LipF(X), for every 0 < B < a. Moreover, if f is a real function on X and
| fo = fll.o — 0, then || f,, — f||L,~p%o(X) — 0 for every 0 < B < a.

We also applied these theorems for characterizing the compact sets in lip2>°(X) as
well as for proving the convergence in lip2° (X)) of different sequences of operators. Mo-
reover in [22] we extended the above results to Holder spaces of integrable functions,
and on the other hand we are now in a position of coming back to Leindler, Meir
and Totik theorem for explaining its qualitative origin. In fact, the convolutions of
the usual trigonometric kernels with small Lipschitz functions define equilipschitzian
sequences. Thus we can prove the following

Matemadticas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 1, paginas 5-24



14 Jorge Bustamante-Gonzalez, Miguel Antonio Jiménez-Pozo

Theorem 4.4. Let (K,,) be a bounded sequence of integrable functions in the classical
space L*(T), such that

|Kn*p—pl|l, — 0 whenever n — oo,

for every trigonometric polynomial p, where x stands for the usual convolution of
functions in L*(T). Then

1Ko % [ = fll pipoerry — 0 whenever n — oo,

for every firxed 0 < o <1 and each f € lip3°(T).

Using this theorem we can get different results such as the Cesaro means of Fou-
rier series of functions in lip2°(T) converge to the corresponding functions in norm
[o[] Lipge(r) » @ result that was found by us in another paper dedicated to Fourier series
in Holder norms (see [4]) that will be considered here in Section 8. This is also a
particular case of the following version of the celebrated Korovkin theorem.

Corollary 4.5. (Korovkin type theorem) Let (K,,) be a sequence of positive integrable
functions in LY(T), such that || K, * p; — pillsc — 0 whenever n — oo, for the three
test functions

p1(x) =1, po(x) =sin(x), p3(z)=cos(x).
Then
| K+ f — fHLl-poo(T) — 0 whenever n — oo

for every fired 0 < o« < 1 and each f € lip2®(T).

5. The reasons behind equilipschitzian sets.

Let us explain the actual reasons behind the equilipschitzian sets. Suppose G C
lip>°(T). Defining 6, (f,0) = 0 for all f € G, we find this set is equilipschitzian if and
only if for some b > 0, the functions 6, (f,o), on [0,b] f € G, are equicontinuous
at 0. With this observation in hands and the results we know concerning lip>°(T), we
go to more general settings as follows (see [18] and [19]).

Let I be a real open interval ]0,b] (or semi-open ]0,b]) where
I=R,:={tecR:t>0}

is possible. Denote R, := {t e R: ¢t > 0}. Let (F,dg) be any real or complex metric
linear space and

0:FExI— R,U{+oc0}
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a family of seminorms on FE. It is assumed that for every fixed f € E, 6(f,0) is a
non decreasing function of 4. Set

O(f):=sup{b(f,6):0€el}, F:={fecF:0(f)<x}

and
F={feF:0(f,6)—0 as § — 0}.

Thus, F and F' are linear subspaces of F, that are seminormed by # and eventually
may coincide. We define a norm in F by setting

lollg = d& (0,0) + 6 (o).

Example 5.1. Let E be the complex linear space of all bounded complex functions
f on R that are continuous to the right and such that f (x) — 0 as x — —oc. For
all 6 > 0, set

1<Z< If(yi) = fa)| o <yr <o < ... < Ym;
e(f,é)I:SUp o m:1,2,, Z yz—ngé

1<i<m

Thus 6 (f) stands for the total variation of f in R; (IF, #) is defined to be the Banach
space of functions of bounded variation and F' is its closed subspace of absolutely
continuous functions.

Definition 5.2. A set G C F'is called 0-equicontinuous if
0(G,0) :=sup{f(g,0): g€ G} — 0as s — 0.

A sequence (f,) is called 0-equicontinuous if the set {f, : n € N} is. In that case we
simplify the notation by writing

0((fn),0):=0{fu:neN},0).

Example 5.3. Let E be the complex linear space of all Borel functions f on [0, 1].
For all 9 > 0 and 1 < p < oo, set

0 (f0) 1o = sup{/A|f(x)|p dx : measA§5}.

Then F =F = L* [0, 1] and 0-equicontinuous sequences are just the equi-integrable
sequences of functions.
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Definition 5.4. The family of seminorms 6 (o,d), § € I, is said to be admissible
with respect to dg if the following conditions are satisfied:
i) (F,||.||) is complete (Banach).
ii) There exist a constant K > 0 and a function ¥ : [ x Ry — R, such that for
each § € I,
lim ¥ (§,t) = ¥ (5,0) :=0

t—0

and for every f € F|
0(f) <K 0(f,0)+V(6,d(f,0)p).

Example 5.5. As before let X denote either the real interval [0,1] or T and E =
L>(X) and 0 (f,0) be the Lipschitz seminorm 6 (f,6), 0 < a < 1. In this case,
F =LipX(X), F is identified with lip2®(X), and 0-equicontinuous sets match with the

equilipschitzian sets. For proving the family of seminorms is admissible, take K = 1
and W (0,1) := 2t/5*.

In this general context of 0-equicontinuous sets, one can prove:

Theorem 5.6. Let (E, ||o||z) be a normed space and suppose (F,||o||g) has been defi-
ned from (E, ||o||z) by a family of admissible seminorms 0 (o,9), 6 € 1. Let (f,) C F.
Then (f,) converges in (F,||.||p) if and only if it converges in (E.|.|z) and is 0-
equicontinuous. Moreover, if for each 6 € 1, W (§,0) is continuous in R, , then

Example 5.7. An application of the theorem to the last example leads

1fn = oo < (14 2/0%) 1fn = flloo + 200 (fny ) -

Other applications and examples can be found in [18] and [19]. The possibility of
application of this scheme is so large that even a theorem such as Lebesgue dominated
convergence theorem is included (see details in [19]). Even more, the very general
modulus of smoothness presented by Bustamante in the already quoted paper [3] is
based on the same idea.

6. Other spaces

In this section we shall mention other related results we have found but cannot
be developed here due to reasons of space.

Lipschitz norms are defined not only in several variables but in infinitely many
variables as well. We studied the related polynomial approximation problems in [20].
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The main result there establishes the space of all trigonometric polynomials is dense
in lip,, (C’é\;) , where a convenient metric has been defined in C}' .

The case of two (or several) variables let us the possibility of considering the
increments of functions in each variable separately. Also the consideration of the
interesting case of a Lipschitz or Holder space in which the modulus of smoothness is
defined by

7(f t)cx2)
sup —————

0<|t|<s |t|a ’

where 7(f,t)c(x2) is the so called mixed modulus of continuity instead the usual
w(f,t)c(x2)-Then results on a generalized polynomial approximation are obtained.
For details see [11].

Due to the rich properties of Hilbert spaces an interesting problem for us was to
find a Holder norm associated to a scalar product. Those results are associated to
Fourier series in Homogeneous Banach spaces, a subject originated in the work of
Shilov [30] that was later defined and carefully studied in Katznelson [25]. We treated
these problems in [21] and [23].

7. Besov spaces

7.1. Basic definitions

There are different possibilities of defining variations of Holder spaces. But surely
very important ones are the so called Besov spaces due to multiples applications.
In fact, Besov spaces are a natural consequence of the development of the theory
of Function Spaces and its applications to Partial Differential Equations, Singular
Integrals, Image Processing, Approximation Theory, and others. To mention at least
a few basic references see [9], [31], [14], [13], [7] and [1]. Before finishing we shall
present a brief review of our contribution to this subject in the context of polynomial
approximation.

For every integer r > 0, real s > 0 and f € LP(T), 1< p < oo, the modulus of
smoothness of order r of f is defined by

w(f.0), = swp Al

For 1 <p,q < oo and f € LP(T), introduce the function

1 (" (w(f,s),\?ds 14 )
0o (f,)pq == (g/ (%) ;) , if 1< g < oo,
0
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and
r w,(f,s
ea(fv t)p700 ‘= sup %-
0<s<t S
Now the linear spaces
By =A{f € LX(T) : 04,(f, m)pq < 00} (17)

become Banach spaces with the norm

[ fllp.qrec = Fllp + 00 (S, T)pg

or another equivalent one. For instance, if p = ¢ < oo, with

r 1
1 llpra = (L2 + 05 m)2,) "

(see [23]). The spaces defined by (17) are called Besov spaces or also generalized Lips-
chitz (even Holder) spaces. When oo appears in scene we must agree these spaces are
the (small) Holder spaces treated before. With these definitions and agreements, for
all 1 <p,q <ocand f € Bye, the function ¢7,(f, o), is a modulus of continuity and
the translation operator is continuous in B)g. Moreover, the set of all trigonometric

polynomials is dense in each of them.

8. Fourier series of Holder functions.

When F is a Banach space whose elements are functions in L'(T), a natural
question arises about the convergence in this space of the Fourier series of its functions.
This has been also de case E = Lip2®(T).

Some previous results on this subject are due to different authors. See our paper
[4] for comments and references. In particular Prossdorf [29] proved the existence of
a function f € lipS®(T) such that the sequence of partial sums (S, f) of the Fourier
series of f does not converge in the norm of the space. While for any f € Lip%(T),
0<a<pB <L |Ff— fllipem =0 (n®=#); where (F,[) represents the sequence
of Féjer means of the Fourier series of f.

Represent through ”Sn”lipgo(’]r) the norms of the partial sums of Fourier series
acting as operators lip>°(T) — [ip2°(T). One of our main results in [4] is the next
theorem.

Theorem 8.1. For any 0 < a < 1 there exist positive constants Cy and Cy such that
for every n > 2,
Cilnn < |[Slljjpee(r) < C2Inn.

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 1, paginas 5-24



Contributions to the study of polynomial approximation in Holder spaces 19

As a trivial application of this inequalities combined with the classical Banach-
Steinhaus theorem we get Prossdorf result about the existence of a function f €
lip2®(T), whose Fourier series does not converge in the norm of the space. However,
together with this negative result we also found in the same paper the following
positive application.

Theorem 8.2. If0 < a <1, f e€lip®(T) and
liin Oa (f: 1/0)ipoe(ry = 0 (In7)

then
HSnf - fHLing(T) — 0.

Concerning convergence of Fourier series on Holder norms of integrable functions,
we found next theorem whose proof was obtained directly from the results about
0-equicontinuous sets of the last section.

Theorem 8.3. ([17]) For every 1 < p < oo, f € lip?(T) and o > 0 it happens that
1S, (f) — f||Lipg(T) — 0 as n — oo. Moreover, if

10 () = Fll, = O (wr (£, 6:n), )

where 1 (n) is a real sequence that decreases to zero, then

152(F) = Flligtcry = O (B (s (W) iycr))

The problem of analyzing Fourier-Jacobi series in Holder norms is open.

9. Other direct and inverse results

In [3] it was presented a general approach to obtain direct a converse results for
the best approximation in generalized Holder spaces. By this way we can study the
trigonometric approximation as well as the algebraic approximation.

Let E be a real Banach space which norm || o ||z and W a linear subspace of E
with a seminorm | o |y .

Fix a function w : F x [0,00) = R", t; > 0 and a constant C' such that:

(a) For each fixed t € (0, 00), the function w(o,t) is a seminorm on F and for all
feE w(f0)=0;

(b) For each fixed f € E, the function w(f, o) is increasing on [0, 00) and conti-
nuous at 0;

(c) For each f € E, g € W and t € (0,%], one has w(f) < C| f||g and for each
w(g,t) <Ct" [ g |w-
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(d) For each t € (0,to], there exists a function L, : E — W, such that for all
fek,
If = L(f)lle < Cw(f;t) and " [ Li(f) [w< Cw(f,1).

Fix a real » > 0 and assume that N(E,w,r) # Ker(w) and N(F,w,s) = Ker(w)
for all s > r, where

Ker(w)={9€ F:w(g,t) =0} and N(E,w,r) = {fEE:sup@} < 00

t>0

For a real a > 0, we define 6, ,(f,0) = 0,

Ouwalf,t) = sup M

and || fllw,a = [Ifll5 +sup Oualf, 1)
0<s<t >0

Sa

an_—{feE: 1 fllw.a < o0, ,l:ﬁ%g’aw’t):o}'
) _)

Theorem 9.1. Let (E,W, L;,w,r, a,ty) be given as above with 0 < « < r. Let
{Gn}2y a family of subspaces of E such that, for each n, G, C Gpy1 C W,
dim(G,,) = n and U2 (G, is dense in E.

For f € E), let
Eno(f) = {[[f = gllua: g€Gn}

be the best approzimation of f (in E&a) by G,,. If there exists a constant Cy such that
for each n, every g € W and each h € G,, one has

1
En,a (g) S Cl

—5 1 9lw and | h|ws Cin™|h]g,

then there exist positive constants Cy and Cs such that for f € E , and eachn € N

one has
n

C(2 En,a(f) < ew,a (fa %) < CB nrla Z kriailE#«‘@(f)'

k=1

Let us denote by M, (f), the best approximation of f € LP(T) by P,(T) in the
LipP(T) norm and by M;»*(f), the best approximation of f € lip?"(T) by P,(T) in
the Lip?"(T) norm. Next theorem was originally proved in [5], but another proof can
be obtained from Theorem 9.1.

Theorem 9.2. Fix 1 < p<oo,r €N and 0 < a < r. There exist positive constants
Cy and Cy such that, if n € N and f € lipt™(T), then

{H f ||lip’é’r(T) + Z kr_a_lMl?a(f)p} .

k=1

Cy
nr—o

1
coy <o (1) <
p
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Let us denote by M»*(f),,, the best approximation of f € BJ:Y by P,(T) in the
Bjg norm.

Theorem 9.3. Fiz1 < p,g<oo,r € Nand(0 < a < r. There exist positive constants
C1 and Cy such that for every [ € Byg and each positive integer n

n

]- C —a— (e
CLMY* (f)pg < On (f, —) <N M (f)pa
p,q k=1

n 7 /rLT’—Oé
Corollary 9.4. For 0 < 8 <r—a, 1 < p,q < o0 and f € Bpg, the relation
M7 (f)pq = O(n7) is equivalent to 0}, (f,t), , = O(t?).

We know that given a function g € L*°(T) and a real 5 € (0, 1), the assertions
M,(g) = O(n?) and wi(g,t) = O(t?) are equivalent. However, if we consider fun-
ctions f € C[—1, 1] and the modulus w;(f, ), such a result does no hold for the best
algebraic approximation in C'[—1, 1]. This later phenomenon was first recognized by
the Russian mathematician Nikolskii.

Now use F,(f)s to denote the best approximation in the sup norm of f € C[—1,1
from P,. It was proved by Ditzian and Totik that E,(f)s = O(n™?) and wi(fit) =
O(tP) are equivalent whenever 3 € (0,r).

Starting with the Banach space E = C[—1, 1], results on Holder approximation
by real-valued algebraic polynomials of degree at most n were obtained later by
Bustamante and his students in [3]. Notice that, for each n € N, P, C liph7,[-1,1].
This allows us to define, for f € lipg,’;l[—l, 1], the best algebraic approximation in
Holder norm by

Ena(f)p = Erf,g(f)p = Plglﬁn 1f = PHLiP@’L[—LU'

Theorem 9.5. Fizx a positive integer r, 1 < p < oo and a € (0,7). There exist
positive constants Cy and Cs such that, for every f € lipg,’;l[—l, 1] and each n > r,

Oy < o
2 Zkr 1Ek,oz(f)p'
k=1

1
Ci Enalf)y < 00 (fag) <
P

/n/T’—OJ

In [3] it was also presented a general approach to obtain direct and converse results
for Holder approximation in Banach spaces.

Theorem 9.6. Let (E,W, L;,w,r,a,ty) and {G,}>2, be given as in Theorem 9.1.
Let (F,) be a bounded sequence of linear operators for which there exist a constant
C' such that for each f € E, every g € W and all n, one has F,(f) € G, and

| E.(9) lw<Clglw.
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If for each f € E and everyn, one has ||f — F,(f)|| < Dw(f,¥(n)), where (¢(n))
1s a decreasing sequence which converges to zero, then there exists a constant Dy such
that, for every h € E° . and each n one has

1 = Fu(h)|lw,a < Dibualh,b(n)).
If r = 2 and there exists a constant C' such that for each f € F,

| Fu(f) lw= Cn?|lflle and | Fulg) lw< C'| g lw,

then there exists a constant Dy such that for each couple of positive integers n and k
and f € E} , one has

k’ 2—a
e (f, %) < D, {Hf Pl lon + (;) o (f, %) } |

This last theorem was used in [3] to obtain direct and converse results for appro-
ximation of functions by means of Bernstein, Kantarovich, Szasz - Mirakyan, Szasz -
Kantarovich and Baskakov operators.
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Capitulo 2

Funciones lineales entre espacios normados
asimétricos

Slavisa Djordjevié¢, Francisco Javier Mendoza Torres
FCFM-BUAP

Resumen

Presentamos conceptos bésicos sobre espacios normados asimétricos. A
partir de un sistema fundamental de vecindades, probamos que una trans-
formacién lineal entre espacios normados asimétricos es continua si y solo
si es acotada, el cual es un resultado similar al que cumplen las funciones
lineales entre espacios normados. También obtenemos algunos resultados
que relacionan el espacio semilineal de las transformaciones lineales entre
espacios normados asimétricos y el espacio de las transformaciones lineales
entre los espacios normados asociados a los primeros.

1. Introducciéon

Los espacios normados asimétricos son objeto de estudio en diversas ramas de
la matematica, su desarrollo ha sido motivado por sus aplicaciones. Por ejemplo, las
normas asimétricas y otras estructuras no simétricas de la topologia algebraica y del
analisis funcional han sido aplicadas en la construcciéon de modelos matematicos en la
computacion tedrica [5], [6]. Cabe mencionar que en nuestra Facultad se han realizado
diferentes tesis de doctorado que han empleado normas asimétricas en la solucion de
procesos optimales. Entre estas, la mds reciente es la marcada con la referencia [7].

Los espacios normados asimétricos tienen propiedades semejantes a las propieda-
des que tienen los espacios normados usuales pero atin hay importantes diferencias en-
tre ellos. En la ultima década, algunas publicaciones sobre topologia general y anélisis
funcional han sido publicadas con la intencion de extender resultados conocidos de
la teoria de los espacios normados en el marco de los espacios normados asimétricos.
Por ejemplo el libro de S. Cobzas [4].

Este trabajo esta organizado de la siguente manera: En la segunda seccion expo-
nemos las definiciones bésicas y algunos ejemplos de normas asimétricas. La intencion
de la tercera seccién es exponer las nociones basicas sobre normas asimétricas y al-
gunos espacios asociados a ellas, entre estos el de funciones lineales acotadas entre
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espacios normados asimétricos. En particular, mostramos que este tltimo espacio es
normado asimétrico con la norma

po(f) =mf{M = 0:q(f(z)) < Mp(z)}.

En la Seccién 4, a partir de un sistema fundamental de vecindades, probamos que
una transformaciéon lineal entre espacios normados asimétricos es continua si y sélo
si es acotada. Este es un resultado similar al que cumplen las funciones lineales en-
tre espacios normados. En la quinta seccion exponemos las conclusiones de nuestra
exposicion y hacemos mencién de nuestras perspectivas en el estudio de los espacios
normados asimétricos.

2. Definiciones y resultados preliminares

Sean X un espacio vectorial real y p una funcion real no negativa definida en X.
Si para todo z,y € X y a € RT, p satisface:

» p(x) =p(—z) =0siy sélosi x =0,
» plax) = ap(z),
= ple+y) <pl) +py),

entonces p se llama norma asimétrica y al par (X,p) se le llama espacio normado
asimeétrico.

Sea p una norma asimétrica definida en X. Observemos que la funcién real p—*
definida en X por p~!(x) = p(—x) es también una norma asimétrica en X. Cualquier
norma en X es una norma asimétrica, pero el reciproco no siempre es valido.

Ejemplos 2.1. (i) Tomando X como R, observamos que las funciones parte positiva
y parte negativa de un numero real, esto es, las funciones uy(zr) = méax{z,0} y
u_(z) = max{—x,0} son normas asimétricas en R. Es facil ver que ambas funciones
no son normas. También observamos que ul'(z) = u_(x).

(ii) Seap > 1, y sea @(R) el conjunto de todas las sucesiones a = {a, } de nimeros
reales tales que la suma >~ (mdx{a,, 0})? converge. Se puede ver que

oo

u(a)(> " (max{a,, 0})7)7

n=1

es una norma asimétrica en £,(R).

(ili) Sea p > 1, y sea L,([0,1]) el conjunto de todas funciones f : [0, 1] — R tales
que f? es Lebesgue integrable con respecto a la medida de p y sea
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1 1
u(f) = (Jy fidp),
donde f(z) = méx{f(x),0}. Entonces u es una norma asimétrica en L,([0,1]). En

general, podemos tomar un espacio compacto X con una medida positiva p, y consi-
derar el espacio

Ly(X, 1) = {f : X — R funcién medible tal que [, |f[’du) < oo}.

Definiendo f, de la misma manera que antes, tenemos, en correspondencia con la pri-

1 o
mera parte de este inciso, que la funcién v(f) = ([, fidp)? es una norma asimétrica
en L,(X, ).

(iv) Sean (X,p) v (Y, q) espacios normados asimétricos. El mapeo f: X — Y se
llama Lipschitz de lado derecho si existe una constante k tal que

q(f(z) — f(y)) < kp(z —y),

para toda z,y € X. Denotamos con K L, (X,Y) al conjunto de todos mapeos Lips-
chitz de lado derecho de X en Y que se anulan en un punto dado zy € X. Introducimos
en KL, (X,Y) una funcién real positiva como

ey 26 =0
pa p(x—y)#0 p(.ﬁlf - y) .

Entonces || f||,, es una norma asimétrica en K L,,(X,Y). El nombre de mapeo Lips-
chitz de lado derecho es un nombre empleado cominmente en los textos que estudian
el tema de espacios normados asimétricos. Para mas detalles sobre este ejemplo puede
consultarse [8].

A partir de p y p~! se definen las siguientes funciones:

p’(z) = max{p(x),p~*(z)},
pa(e) = (p(@)" +p Yx)")", neN.

Estas funciones son normas equivalentes en X, lo cual se puede ver por lo siguiente.
Primero, por la propiedad de norma asimétrica tenemos que p® y p, son funciones
no negativas que se anulan solo en x = 0.
Sea «a € R, sabemos que a = |a|sign(«) por lo que

lajp(z) sia>0

plax) = |alp(sign(a)z) =
lalp~H(z) sia<0

lalp~(z) sia>0
p~(az) = |alp™(sign(a)z) =
lalp(z) sia<0.
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Considerando ambos casos, se tiene que p*(az) = |a|p®(x).
Seann € Ny a € R. Si a # 0, entonces

3=

pu(a) = |al (p<

@a <p1<%x>>") — la| ()" + P @)")* = Jalpa(a).

El caso o = 0 es obvio. De las desigualdades del tridngulo para p y p~! se siguen las
desigualdades del triangulo para las funciones p® y p,. Por otro lado, la desigualdad

demuestra la equivalencia de las normas.
A la norma p°® le llamaremos la norma generada por p, y al espacio (X, p°) le
llamaremos el espacio normado asociado a (X, p).

3. Mapeos lineales acotados entre espacios asimétri-
cos

En lo que resta de esta exposicién, si no es necesario mencionarlo, (X, p) v (Y, q)
serdn espacios normados asimétricos y (X, p®) v (Y, ¢®) seran los espacios normados
asociados a ellos. De la definicién clasica de mapeo lineal acotado, sabemos que el
mapeo lineal f: (X, p*) — (Y, ¢°) es acotado si existe una constante k > 0 tal que

¢*(f(x)) < kp*(2),

para toda z € X. Denotaremos por LC(X,Y) al espacio lineal de todos los mapeos
lineales acotados que van de (X, p®) a (Y, ¢®). Es bien conocido que LC(X,Y") es un
espacio normado con la norma

1flly = sup{g*(f(x)) : p*(x) < 1} (1)

y, si (Y,¢%) es un espacio de Banach, entonces (LCs(X,Y),||||,) también serd de
Banach.

De resultados elementales del Analisis Funcional, sabemos que la norma || f|],
también tiene las siguientes expresiones (vea [2] y [9]):

= [Iflly = if{k > 0:¢°(f(2)) < kp*(2)},
o |1 £1l, = sup{ L pr(a) £ 0},

= |Ifll, = sup{e*(f(x)) : p*(2) = 1}.
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Por analogia con la definiciéon de operador acotado, diremos que una transforma-
cién lineal f : (X,p) — (Y, q), es acotada si existe una costante no negativa k tal
que para todo x € X :

q(f(x)) < kp(x).

Denotaremos por LC'((X, p), (Y, ¢)) al conjunto de todos los mapeos lineales acota-
dos del espacio (X, p) al espacio (Y, q). Si no existe riesgo de confusion, lo denotaremos
simplemente como LC(X,Y'). Una primera caracteristica de LC(X,Y’) es que no es
un espacio vectorial, y si es un espacio semilineal (o cono). Un subconjunto A de
un espacio vectorial X es un espacio semilineal si para cada z,y € Ay r € R, se
satisface: x +y € Ay rx € A. También, se dice que A es un espacio algebraicamente
cerrado.

Ejemplo 3.1. Sea (R, u,) el espacio normado asimétrico introducido en el Ejemplo
2.1 (i) y sea id la funcién identidad sobre R. Es claro que id es una funcién lineal acota-
dade (R, uy) aél mismo. También es cierto que —id es una funcién lineal, pero como
para cualquier niimero real negativo z se tiene que v (—id(z)) = max{—=z,0} = —zy
uy(x) = 0, entonces —id no es acotada. Esto es, (—1)id no estd en LC((R,u), (R, u)),
por lo tanto LC((R,u), (R, u)) no es un espacio vectorial.

Este ejemplo se puede generalizar usando el Corolario 4.8, donde se prueba que
f e LC((R,u), (R,u)) siysélosi f es positivo (f(x) > 0 para toda = > 0). Esto nos
dice que si f € LC(R,R) y no es el mapeo nulo, entonces —f ¢ LC(R, R).

Otra caracteristica importante de LC(X,Y’) es que es un espacio normado asi-
métrico con la norma asimétrica

pq(f) = mf{M : q(f(z)) < Mp(x)}.
Demostramos esta afirmacion en el siguiente resultado.

Proposicién 3.2. Sean (X,p) y (Y, q) espacios normados asimétricos. La funcion
pe: LC(X,Y) — R definida por

pe(f) =mf{M = 0:q(f(z)) < Mp(z)}

es una norma asimétrica en LC(X,Y).

Demostracion. Si p,(f) = p,(—f) = 0, entonces q(f(x) = q(—f(x)) = 0 para todo
x € X. Por lo que f = 0. Si ahora suponemos que f = 0, entonces f(z) = 0y
—f(z) = f(—z) = 0 para todo z € X. Por las propiedades de norma asimétrica se
tendra que ¢(f(z)) = 0 para todo z € X. Asi, p,(f) = 0.

Sea a > 0y sea py(af) = inf{M > 0: q(af(z)) < M p(x)}. Dada e > 0, p,(af)
estd definida por las condiciones:

= Existe M, > 0 tal que ¢(af(z)) < Myp(z),
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» 0 < M, <pylaf)+e.

Debido a que existe M; > 0 tal que

q(f(x)) < Myip(z)

€
0< My <py(f)+—

Entonces se satisface:

q(af(x)) < aMip(z)

Por lo tanto tenemos que

Ahora, sean

A = {M=0: q(f(z)) < Mp(z)},
B = {N=0: q(g(x)) < Np(x)},
C {R=>0: q(f(z) +g(x)) < Rp(x)}

De la desigualdad q(f(z)+g(x)) < q(f(x))+q(g(z), tenemos quesi M € Ay N € B,
entonces M + N € C. Esto es A+ B C C, por lo que inf{A+ B} > infC. Esto
muestra la desigualdad

Po(f +9) < po(f) + pal9)-
O

La norma asimétrica p, tiene propiedades andlogas a la norma || - ||, definida por
la formula (1). Por ejemplo

pq(f) = sup{q(f(z)) : p(z) < 1}

(para mas detalles ver [1], [5] y [6]).
Observamos que si f € LC(X,Y’), entonces existe k > 0 tal que ¢(f(x)) < kp(x)

(@) = a(—f@) = a(f(~2))
< kp(—2) = kp~\(x). (2)
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Estas desigualdades nos dicen que (p~'),-1 <k, y que ademads

¢*(f(z) = méx{q(f(x)),q " (f(z))}
< kmax{p(z),p ()} (3)
= kp’(x).

Por lo tanto tenemos que || f|ls < ky LC(X,Y) C LC(X,Y). La contencién anterior
es propia debido a que LC(X,Y) no es un espacio vectorial. Estos resultados los
enunciamos a continuacién (también puede ver [6, Proposition 1]).

Proposicién 3.3. Sean (X,p) y (Y, q) espacios normados asimétricos. Entonces:

(a) Cualquier mapeo lineal acotado de (X, p) a (Y,q) es un mapeo lineal acotado de
(X,p™h) a (Yigh),

Y
(b) LO(X,Y) C LCy(X,Y).

Otra relacién importante entre LC'(X,Y) y LCs(X,Y) nos la proporciona el si-
guiente resultado. Antes observemos que si p es una norma asimétrica en X, por la
desigualdad del triangulo, se tiene que para cualesquiera x,y € X,

p(x) = ply) < plz —y).
Teorema 3.4. LC(X,Y) es cerrado en LC(X,Y), con respecto a la norma || - ||s.

Demostracion. Sea f € LCy(X,Y) tal que existe una sucesion { f,}C LC(X,Y) para
la cual
N fo—flls—0 sin — oo. (4)

Entonces existe N € N tal que || f, — f|ls < 1sin > N. Como fy € LC(X,Y) existe
k > 0 tal que
q(fn(z)) < kp(x) paratodaz € X. (5)

Sea x € X. Si p(x) # 0, entonces

e ] (=)
TR

IA

Por lo tanto

q (f(x) = fn(2)) [ = fllsp()

p(x).

IA A
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Las desigualdades anteriores nos llevan a que

q(f(x)) < ¢(fn(2)) + plr) < (k+ 1)p(a). (6)

Ahora supongamos que z es tal que p(x) = 0. Por (4), dado € > 0 existe Ny € N tal
que
”fn_st<5 SinZNo.

Por (5) se tiene que q(fn, (z)) = 0y q(—fn,(x)) = 0. Empleando la tultima desigualdad
obtenemos

q(f(x)) q(f(x)) = ¢(fo ()

< q(f_fNo)(x)
< fwo = flls <e

Por lo tanto ¢(f(z)) = 0. Entonces para estos puntos también se cumple la desigual-
dad (6), por lo tanto tenemos que f € LC(X,Y). Asi, LC(X,Y’) contiene a sus puntos
de acumulacion, concluyendo que es cerrado en LC(X,Y). O

Para describir otras relaciones entre estos dos espacios de funciones, presentamos
el siguiente concepto.

Definicién 3.5. Diremos que el espacio normado asimétrico (X, p) es bi-completo (o
bi-Banach) si el espacio (X, p®) es de Banach.

Se tiene que si (Y,q) es un espacio bi-Banach, entonces (LC(X,Y),p,) es bi-
Banach (vea [6, Theorem 1]). Otro relacién interesante nos la proporciona el comparar
los valores de las normas || - ||s v || - [|° en LCs(X,Y") y ambas con la norma asimétrica
pg en LC(X,Y), donde, para f € LCs(X,Y),

LF11* = max{p,(f), pa(=F)}(= (p4)°(f))-

Por la definicion de la norma || - ||* tenemos que p,(f) < ||f]|° v, por la Proposicién
3.3 se tiene que ||f||s < p,(f) para toda f € LC(X,Y).

En general |-||, £ [||I”. Sea (X,p) = (R,u) y (Y,q) = (R,]-|). Notemos que si
(Y, q) es un espacio lineal normado, entonces ||-||* = p,(-) sobre LC,(X,Y).

Para cada n € N, sea f,, : R — R la funcién definida por f,(z) = —%. Entonces
fn es lineal y acotada con respecto a la norma euclidiana. Ademas, como sup{|—x/n| :
|z| <1} = 1/n paratodon € N, se tiene que f,, — 0 con respecto a la norma usual de
la convergencia uniforme. Sin embargo tenemos que sup{| — z/n| : u(z) <1} = 400

para todo n € N. Esto nos dice que: f, W 0y fa ||TS 0.

Lo anterior podemos resumirlo en el siguiente:

Teorema 3.6. Sean (X,p) y (Y,q) espacios normados asimétricos. Entonces las
siguientes afirmaciones son verdaderas:
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(1) La funcion py(-) es una norma asimétrica extendida en LCs(X,Y), esto es,
existe f € LCs(X,Y) tal que p,(f) = oo y la restriccion de p,(-) a LC(X,Y)
es una norma asimétrica.

(2) II-lls < pg(-) < [II° sobre LO(X,Y).

(3) Si(Y,q) es un espacio bi-Banach, entonces (LC(X,Y),p,(+)) es un espacio se-
milineal bi-Banach.

4. Sistema fundamental de vecindades en un espa-
cio normado asimétrico

En la seccion anterior introdujimos el concepto de acotacion de una transforma-
ciéon lineal entre espacios normados asimétricos. En analogia con la propiedad sobre
acotacién que tienen las transformaciones lineales entre espacios normados, se puede
suponer que existe una equivalencia entre acotacion y un concepto de continuidad
inducida por las normas asimétricas. Una manera de relacionar las normas asimétri-
cas y la continuidad de una trasformacion lineal es a través de las cuasi-métricas y
topologias (que son tipos Tp) introducidas por ellas (vea [1]).

Recordamos que, en un conjunto no vacio X, una cuasi-métrica es una funcion
d: X x X — RTU{0} que satisface:

(i) d(z,y) = d(y,z) =0 siy sélo si z =y,
y
(ii) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y), para todo x,y, z € X.

Si d es una cuasi-métrica en X, entonces la funcién no negativa d—*, definida sobre
X x X como d~*(z,y) = d(y, x), también es una cuasi-métrica en X. Esta es llamada
la conjugada de d. A partir de d y d~! definimos d® en X x X por

d*(z,y) = max{d(z,y),d""(z,y)}.

Veamos que d® es una métrica. Es claro que d® es una funcién no negativa y d*(z,y) =
méx{d(z,y),d (x,y)} = 0 si y s6lo si x = y. La simetria se obtiene de la propia
definicién de d®. Por otro lado, sea z € X. Como d*(z, z) es a la vez mayor o igual a
d(z,2) y d Yz, 2), y d°(z,y) lo es ala vez de d(z,y) y d~*(z, ), entonces resumiendo
los casos posibles, se tendra que

d*(z,2) + &°(z,y) > d(z,2) +d(z,y) > d(z,y)

d(,2) + d*(2y) > d7 (0, 2) +d M (z,y) = d 7 (2,y).

Por lo tanto,

d*(,2) + d*(z,y) > mix{d(z,y),d" (z,y)} = d*(z,y).
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Si d® es una métrica completa sobre X, entonces se dice que la cuasi-métrica d es
bicompleta o biBanach. El espacio (X, p) se dird que es bicompleto o biBanach.

Proposicion 4.1. Sea p una norma asimétrica sobre un espacio lineal X. La funcion
d, definida para todo x,y € X como

dp(z,y) = p(y — ),

es una cuasi-métrica en X y

dy(z,y) =p*(y — x).

Demostracion. La funcién d,, es no negativa. Como d,(z,y) = p(y — ) y dp(y, ) =
p~!(y — z), entonces

dy(z,y) =dy(y,x) =0siysélosiz=y.

La desigualdad del tridngulo se obtiene de las mismas desigualdades para p y p~'.
Ademas,

do(w,y) = méx{dy(z,y), d;" (x,)}
= max{dy(z,y),d,(y,z)}
= max{p(y — x),p(x —y)}
= méx{p(y —z),p '(y — )}
= P(y—a).

O

Otro camino que podemos tomar para relacionar los trasformaciones lineales aco-
tadas y/o continuas entre espacios normados asimétricos es a través de los sistema
fundamentales de vecindades. Recordemos que en un espacio topolégico (S, 7), un
sistema fundamental de vecindades de un punto xy € S, denotado como A,,, es una
coleccion de vecindades de xg con la propiedad de que toda vecindad de zy contiene
alguna vecindad V; que pertenece a A,,. Si esto se cumple para cada z € S, enton-
ces {A; : x € S} es un sistema fundamental de vecindades en (S, 7). Un aspecto
importante de los sistemas fundamentales de vecindades es que, por principio, no es
necesario tener una topologia definida para que él exista, ya que el sistema determina
unicamente la topologia a la que corresponde. Los siguientes dos criterios aclaran esta
situacién (vea [3]).

Criterio 4.2. Una coleccion de la forma {A, : © € S}, donde cada A, es a la vez una
coleccion de vecindades del punto x € S es un sistema fundamental de vecindades en
el conjunto S, si satisface lo siguiente:
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(1) Si M € A, y N € A,, entonces existe algin miembro de A, que estd contenido
en M NN.

(2) Si M € A, entonces x € M.

(8) Si M € A,, existe un miembro N de A, tal que, para cada y € N, existe algin
subconjunto O de M que pertenece a A,.

Criterio 4.3. Si{A, : x € S} es una familia de colecciones no vacias de subconjuntos
de un conjunto no vacio S que satisfacen los tres incisos del criterio anterior, entonces
es un sistema fundamental de vecindades exactamente en un espacio topologico cuyo
conjunto fundamental es S.

Como estamos interesados en probar la equivalencia entre acotacion y continuidad
de transformaciones lineales, el siguiente criterio nos sera ttil.

Criterio 4.4. Si {A, : z € S1} y {©, : y € S} son sistemas fundamentales de
vecindades en (S1,71) y (Sa, T2) respectivamente, entonces la funcion f : S; — Sy es
continua en x € X si para todo M € Oy, f~H(M) contiene algin miembro de A,.

Ahora hallamos un sistema fundamental de vecindades en un espacio normado
asimétrico.

Proposicién 4.5. Sea p una norma asimétrica sobre el espacio lineal X. La familia
de conjuntos

Ve(0) = {z € X :p(x) <e}

forma un sistema fundamental de vecindades del cero vy, para todo x € X, los conjun-
tos

V.(x) =z + V.(0)

definen un sistema fundamental de vecindades de x.

Demostracion. Probaremos las propiedades indicadas en los tres incisos del Criterio
4.2.
(1) Sean €1,e9 > 0. Podemos suponer que €1 > £. Se tiene que

‘/;1(x0) N ‘/52(370) = {xO tr:ire ‘/61(0) N ‘/62(0)}
= {xo+z:2€V,(0)}.

(2) Es claro que x € V.(x), para todo x € X y para todo € > 0.

(3) Sean z € X, € > 0 y consideremos la vecindad V.(z). Se tiene que si y € V.(x),
entonces y = = + ¢t es tal que p(t) < €. Esto es, ¢ > p(y — x), por lo que podemos
considerar V,(y) donde €, = ¢ — p(y — z) > 0. Ademds tenemos que V. (y) C V.(z).
Haciendo referencia al Criterio 4.2, hemos tomado M = N = V.(z), O = V., (y). Por
lo tanto obtenemos la demostracién. 0
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La proposicién anterior nos asegura la existencia de una topologia del espacio nor-
mado asimétrico (X, p), la cual le corresponde al sistema fundamental de vecindades
descrita en ese teorema. Denotaremos a esta topologia por 7,.

De la demostracion de la proposicién previa, podemos ver que t € V.(z) = x+V.(0)
si y sélo si p(t — z) < e. Por un lado, si p(t — x) < ¢, entonces t —xz € V.(0) y
t =x+ (t —z), por lo tanto t € V.(x). El reciproco también es inmediato.

Denotemos por 7° la topologia inducida por la métrica d;. Una relacion sencilla
de descubrir entre 7, y 7°, es que 7° C 7,. Ya que si B.(x) es la bola de radio ¢ > 0
alrededor de x, con respécto a la métrica d;, y si t € B.(z) entonces

dy(x,t) = max{p(t — z),p(x — 1)} <e.

Esto nos dice que p(t — x) < ¢, por lo tanto B.(z) C V.(z).

Un primer acercamiento para analizar la contencién contraria es que sit € V.(z)
y —t € V.(—x), entonces +t € B.(z). Profundizar en el estudio de las relaciones
entre 7°y 7,, ysusimplicaciones en el estudio de las transformaciones lineales entre
espacios asimétricos es una tarea que nos proponemos realizar posteriormente.

Ahora probaremos la equivalencia entre acotacién y continuidad de transforma-
ciones lineales (en el sentido de los Criterios 4.2 — 4.4 y la Proposicién 4.5). La
continuidad es con respecto a la topologia 7,,.

Teorema 4.6. Sea f : (X,p) — (Y, q) una transformacion lineal entre espacios
normados asimétricos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes.

(a) f es acotada,

(b) [ es continua en todo punto de X,

(¢) f es continua en 0.

Demostracion. Suponiendo que f es acotada, existe k > 0 tal que ¢(f(z)) < kp(z),
para cualquier x € X. Sean 27 € X, ¢ > 0. Dada la vecindad V.(f(x¢)), por la
linealidad de f se tiene que

FHVe(f (o) = {2 € X 1 q(f(z — 20)) < e}

Entonces por la condicién de acotacién, tenemos que la vecindad V. ,({zo} = {x €
X :p(x — x) < g/k} estd contenida en f~!(V.(f(xo)). Por lo tanto, por el Criterio
4.4, el inciso (a) implica (b).

Es claro que (b) implica (c).

Ahora, supongamos que f no es acotada, entonces para cada n € N existe x,, tal
que

q(f(zn)) > np(n). (7)
Como f es continua en 0, dado € € (0,1) existe 6 > 0 tal que
Vs({0} € f7H(V(0) = {2 € X q(f(2)) < e}, (8)
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donde V5({0} = {z € X p( )) < é}. Por (7), p(z,) > 0, entonces podemos definir,

para cada n € N, ¢, = —%2~. Como p(t,) = % es decreciente y tiende a cero, entonces
existe Ny € N tal que si n Z Ny se tiene que t,, € V5({0}. Por (8),
q(f(tn)) <e. (9)
Por otro lado, por (7), se tendré que
0 (1) > mp(—) = Py (10)
np(n) np(n)

Las desigualdades (9) y (10) nos llevan a una contradiccion, por lo tanto el inciso (c)
implica (a). O

Corolario 4.7. Sean (X,p) y (Y, q) espacios normados asimétricos, y sea f : X —
Y una transformacion lineal. Entonces [ es continua si y solo si existe M > 0 tal que

p(f(z)) < Mq(x),
para todo x € X.

Recordemos que una funcién real f, definida sobre R, es positiva si f(x) > 0
para toda x > 0. Con respecto al Ejemplo 3.1, podemos probar que, en general,
f € LC(R,R) si y sblo si f es positiva y continua; este resultado se prueba en
[5, Proposition 4.3], sin embargo habiendo probado la equivalencia entre acotacién
y continuidad, la prueba es muy simple; a continuacién hacemos ésta como otra
consecuencia del Teorema 4.6.

Corolario 4.8. Sea u(x) = max{z,0}, y sea (R,u) el espacio normado asimétrico
respectivo. Entonces f € LC(R,R) si y solo si f es continua (f € LCs(R,R)) y
positiva.

Demostracion. Tomando en cuenta la Proposicién 3.3 tenemos que f € LC (R, R),
falta demostrar que f > 0. Supongamos que f € LC(R,R), y sea x > 0. Se tiene
que existe M > 0 tal que u(f(—x)) < Mu(—z) = 0. Como u(—x) = 0, entonces
0 =u(f(—x)) = u(—f(z)) = méx{—f(z),0}. Esto nos dice que —f(z) < 0. Por lo
tanto f(x) > 0.

Ahora supongamos que f € LC(R, ) y que es positiva. Como, para toda x € R,

u(z) —x > 0 implica que f(u(z) —x) >0 o0 f(u(z)) > f(x), tenemos

u(f(x)) = max{0, f(x)}
< mdx{0, f(u(z))} (como f(u(z)) =0y f(u(z)) = f(z))
= u(f(u(z))) = flu(z)) (como f(u(z)) > 0)
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u(f(x))

I
=
=
=
=
=
=
vV
c

<
<

u(f(u(2))) = f(u(z))
[flfu()] = [[fllu(z)  ((u(z)) = 0).

Entonces f € LC(R,R). O

Observacién 4.9. Por el Colorario 4.8 se puede concluir que para cualquier f €

LC((R,u), (R,u)), f # 0, se tiene que —f ¢ LC((R,u), (R, u)).
5. Conclusiones

Hemos expuesto algunos conceptos bésicos sobre espacios normados asimétricos
y el conjunto de transformaciones lineales acotadas entre espacios de este tipo. Lo
realizado nos proporciona algunas tareas por desarrollar en un futuro, entre estas
tenemos las siguientes:

1 Profundizar en el estudio de las relaciones entre las topologias 7%y 7,.

2 Estudiar sus implicaciones en el estudio de las transformaciones lineales entre es-
pacios asimétricos.

3 Dada f, una transformacién lineal entre espacios normados asimétricos, estudiar
la relacién entre la norma de f con las normas asimétricas, y con las normas
asimétricas inversas.
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Resumen

El teorema de Poincaré Bendixson, ademas de ser un resultado funda-
mental de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales en el plano,
también es muy importante por sus aplicaciones en el analisis de los mode-
los de gran cantidad de fendmenos reales, sin embargo, casi no es conocido
a nivel licenciatura, ni por varios especialistas de otras areas. Con la in-
tencion de motivar su conocimiento, aplicaciones y posterior estudio a
profundidad, en este trabajo lo enunciamos de una manera completa, par-
tiendo de las principales definiciones y resultados necesarios para ubicarlo
en su contexto.

1. Introduccion

Una ecuacion de la forma F(t, 2,20, ... (™) = 0, donde la incégnita = es una
funcion de una variable, se llama ecuacién diferencial ordinaria. Muchas leyes genera-
les de la Fisica, Biologia, Economia, Quimica, asi como la modelizacion y resolucion
de diversos problemas de ingenieria, encuentran su expresién natural en esta clase de
ecuaciones. Por otro lado, muchas cuestiones en la propia matematica, por ejemplo
en Topologia, Geometria Diferencial y en el Célculo de Variaciones, se formulan me-
diante ecuaciones diferenciales ordinarias o se reducen a ellas.

El estudio de las ecuaciones diferenciales comenzé con métodos del Célculo Di-
ferencial e Integral, descubiertos por Newton y Leibniz, y elaborados para resolver
problemas motivados por consideraciones fisicas y geométricas. Estos métodos, en su
evolucion, poco a poco llevaron a la consolidacion de las ecuaciones diferenciales como
una nueva rama de la Matematica, que a mediados del siglo XVIII se transformé en
una disciplina independiente.

En las primeras etapas del estudio de las ecuaciones diferenciales, el interés princi-
pal era la obtencién de soluciones de ellas expresadas en términos de lo que llamamos
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funciones elementales. En esta época se descubrieron los métodos elementales de reso-
lucién (integracién) de varios tipos especiales de ecuaciones diferenciales, tales como
las de variables separables, las lineales, las de Bernoulli, las de Clairaut, las de Riccatti
estudiados hasta nuestros dias en los cursos introductorios de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Este enfoque tuvo un éxito completo en el caso de las ecuaciones lineales con
coeficientes constantes, sin embargo, aparecieron dificultades mayores al tratar de
avanzar en esta direccién en el caso de las ecuaciones diferenciales no lineales.

Debido a que la mayoria de los fendmenos reales tienen un comportamiento no
lineal, y a que muchos se modelan mediante ecuaciones diferenciales no lineales, es
importante estudiar el comportamiento de sus soluciones

Un marco de referencia fundamental en la evolucion de las ecuaciones diferen-
ciales es el trabajo de Poincaré “Memoire sur les courbes définiés par une équation
différentielle” (1881) en el que se sentaron las bases de la Teorfa Cualitativa de las
ecuaciones diferenciales. Esta teoria pretende la descripcién de la configuracion gene-
ral de las soluciones y el efecto de pequenas perturbaciones de condiciones iniciales
(estabilidad). El estudio de la estabilidad de un sistema es de gran importancia en
la tecnologia contemporanea, tuvo su origen en problemas de Mecénica Celeste es-
tudiadas inicialmente por Newton, Lagrange y Laplace. Se pregunta si una pequena
perturbacion en la posiciéon y la velocidad de un cuerpo celeste lo coloca en una érbita
que se aleja o que converge a la orbita original. El problema general de la estabili-
dad fue simultdneamente estudiado por Liapounov, que juntamente con Poincaré, es
considerado fundador de la Teoria Cualitativa de las ecuaciones diferenciales. Otro
aspecto de la Teoria Cualitativa, también estudiado por Poincaré, pretende describir
el comportamiento asintdtico de las soluciones y la estructura de sus conjuntos limite.
Un comportamiento asintotico de una solucién se obtiene cuando se hace la variable
independiente (tiempo) tender a infinito. Un conjunto limite puede ser un punto de
equilibrio, una solucién periédica u otro conjunto mas complicado. La teoria de Poin-
caré-Bendixson, responde a este tipo de preguntas en el plano y nos da elementos para
hacer una generalizacién en superficies bidimensionales, por ejemplo, en la esfera.

2. Preliminares

Un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo en un abierto U de R" es un
conjunto de ecuaciones de la forma

.T/l = fl(xl,...,a:n),
.TIQ = fg(.rl, Ce ,.I‘n), (1)
= folzy, ..., zp)
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donde cada f; : U — R,7=1,2,...,n, es una funcién la cual supondremos diferencia-
ble, digamos de clase C* k > 1 y cada z; es una funcién real de variable real.
Aqui 7 denota la derivada con respecto a la variable real t : x} = dx;/dt.

El sistema (1) denotado abreviadamente por:

x;:fi(xlal‘Qa"'?xn)? ,L.Zl""’n (2)

donde F' = (f1, fo, ..., fn) : U — R™ es la funcién con coordenadas f;,i = 1,2,...,ny
denotamos a x = (1, Zg, ..., Tp).

Definicién 2.1. Supongamos que F' € C1(U), donde U es un subconjunto abierto de
R™. Entonces ¢(t) es solucién de la ecuacion diferencial (3) en el intervalo I, si p(t)
es diferenciable en I y si para todat € I, p(t) € Uy

y dado zg € U, ¢(t) es una solucién del problema de valor inicial

¥ = F(x),
p(to) = o

(4)

en el intervalo I sitg € I, (tg) = zo vy (t) es una solucién de la ecuacién diferencial
(3) en el intervalo I.

Una condicidon inicial para la solucién ¢ : I — U es una condicién de la forma
(to) = xo, donde ty € I, 29 € U. Por simplicidad, usualmente tomaremos ¢y, = 0.

Hasta el momento hemos hablado de ecuaciones diferenciales ordinarias y sus so-
luciones sin preocuparnos sobre el problema de la existencia de dichas soluciones. Es
de esperarse que las ecuaciones diferenciales que consideraremos en la mayoria de los
casos tengan solucién, de otra forma el tiempo y esfuerzo que se inviertan en buscar
una solucion estarian irremediablemente perdidos.

Por otra parte, el hecho de que para una ecuacién diferencial en particular una
persona no pueda encontrar su solucién no significa que la ecuacion no tenga solucion.
De aqui resulta muy deseable conocer algin criterio que nos permita decidir si una
ecuacion o bien un problema de valor inicial tienen solucién.
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A continuacién vamos a enunciar algunos resultados de gran importancia, uno de
ellos es conocido como el teorema fundamental de existencia y unicidad, que pro-
porciona algunas condiciones que garantizan que un problema de valor inicial tenga
solucion tinica, otro de ellos nos asegura la existencia de un intervalo maximo donde el
problema de valor inicial tiene solucién tnica. Las demostraciones de estos resultados
se pueden consultar en [5].

Teorema 2.2. (Teorema Fundamental de existencia y unicidad local) Sea
U un subconjunto abierto de R™, que contiene a x¢ y supongamos que F € C(U),
entonces existe un § > 0 tal que el problema de valor inicial

o = F(x),

p(to) = o
tiene una unica solucion ¢(t) definida en el intervalo
o (to—06,tg+0) = U.

Teorema 2.3. Sea U un subconjunto abierto de R™ y supongamos que F € C1(U).
Entonces para cada punto xq € U, existe un intervalo mdzimo J en el que el problema
de wvalor inicial (6) tiene una unica solucion, p(t); es decir, si el problema de valor
inicial tiene solucion 1(t) en el intervalo I entonces I C J y @(t) = (t) para toda
t € 1. Ademds, el intervalo mdzimo J es abierto; es decir, J = (o, f3).

Definicién 2.4. Un punto x € U se llama punto singular o de equilibrio de F' si
F(z) = 0 y punto regular de F' si F'(x) # 0.

3. Teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales

Una ecuacién de la forma ' = F'(z), tiene la siguiente interpretacién geométrica:
la parte derecha de esta ecuacién se puede pensar como un campo vectorial o campo
de direcciones en el abierto U, como se muestra en la Figura 1. Sea U un subconjunto
abierto de espacio euclidiano R™. Un campo vectorial de clase C*, 1 < k < oo en U
es una aplicacién F : U — R" de clase C*. Un campo vectorial asocia, a cada punto
x € U, un vector que se inicia en x y termina en x + F'(x). Una curva integral o
trayectoria u 6rbita del campo F' es una solucion de la ecuacién diferencial

¥=F) (xel) (5)

donde como sabemos las soluciones de esta ecuacién son funciones diferenciables ¢ :
I — U (I un intervalo de la recta) tales que

%2t) = Fle(n) (©

para todo t € I.
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- g: (
N / N

| -
4

Figura 1: Campo vectorial asociado a F

Observacién 3.1. La ecuacién (5) (o (6)) admite la siguiente interpretacién geomé-
trica, ¢ : I — U es una curva integral de F' si y s6lo si el vector velocidad ¢'(t) para
todo t € I coincide con el valor del campo F' en ¢(t), es decir, si ¢ es una solucién
de la ecuacion diferencial 2’ = F(x) (véase Figura 2).

¢'(t) = Flep(t))

©

] ———
t

Figura 2: Curvas integrales asociadas a F'

Veamos algunos ejemplos de campos vectoriales:
e Sea F': R? = R? un campo C* dado por:
F(r,y) = (-y, z)
entonces su representacion grafica esta dado por la Figura 3.
e Sea F: R? — R? un campo C° dado por:
Pz, y = (z,—y)

entonces su representacion grafica esta dada por la Figura 4.
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Figura 3: Representacién grafica del campo  vectorial
F(l’,y) = <_yax>

T /7777 T T T TV
/07 VYNNI
A A B B AN NN
<7 7/ 7/ 7 bV N N N N\
,1,\\\\\\r//////
SNNNN\NN V7T
o NXANANANNSA S
NN\\\NYtv 1SS
SN \\\1\“1/////

4 -3 -2

Figura 4: Representacién grafica del campo  vectorial
Fz,y) = (z,—y)

4. Retrato de fase de la ecuacién diferencial x' = F(x)

Definicién 4.1. Si p € U definimos v, = {¢(t,p),t € I,}, donde I, es el intervalo
méaximo de la solucién ¢(t) del problema de valor inicial ' = F(x), p(ty) = p y se
llama la érbita de 2’ = F(z) (o del campo vectorial F') que pasa por p.

Observacién 4.2. Dos érbitas de la ecuacién diferencial 2’ = F(x) coinciden o son
disjuntas, esto tiene como consecuencia que U se descompone en una unién disjunta
de curvas diferenciables, las cuales pueden ser de una de las siguientes formas:

(a) la imagen biunivoca de un intervalo de R (6rbita regular)

(b) un punto (punto singular), o
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(c) la imagen difeomorfa de un circulo (érbita periddica o cerrada)

Definicién 4.3. Un conjunto abierto U, junto con su descomposicién como uniéon
disjunta generada por las orbitas del campo F', se llama retrato de fase de F'. Las
orbitas son orientadas en sentido de las curvas integrales del campo F'; los puntos
singulares tienen la orientaciéon trivial.

Definicién 4.4. Sea U un subconjunto abierto de R" y sea F € C'(U). Para x4 € U,
sea o(t,zo) la solucién al problema de valor inicial @’ = F(z), ¢(0) = zo definida en
un intervalo maximo de existencia [,,,. Entonces para t € I, la aplicacién ¢, : U — U
definida como:

ei(z0) = p(t, 20)

es llamado el flujo de la ecuacién diferencial (3) o el flujo definido por la ecuacién
diferencial (3); a ¢; también se le conoce como el flujo del campo vectorial F(z).

Si pensamos en el punto inicial xy variando a lo largo de U C R™ entonces el flujo
de la ecuacién diferencial ' = F(x), ¢, : U — R"™ puede verse como el movimiento
de todos los puntos en el conjunto U; véase la Figura 5.

Figura 5: El flujo ¢; de la ecuacién 2’ = F(z)

Usando la notacion de la definicién 4.4, sea 2 C R x U el siguiente conjunto:
Q={(t,x) e R x U|t € I,,}
La aplicacion (t,xy) — @(t, o) es entonces una funcién
v Q= U

Llamaremos también a ¢ el flujo de la ecuacién 2’ = F'(x), donde a menudo escribire-
mos:

p(t,x) = ¢i(z).
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Definicién 4.5. Sean ¢ : 7 — R" y ¢y @ Q5 — R” los flujos generados por
los campos F; : Uy — R" y Fy @ Uy — R"™ respectivamente. Se dice que Fj es
topolégicamente conjugado (respectivamente C"-conjugado) a F, cuando existe
un homeomorfismo (respectivamente un difeomorfismo de clase C") h : U; — U, tal
que h(p1(t,x)) = @a(t, h(x)) para todo (¢,x) € €.

En este caso, se tiene necesariamente I1(x) = Iy(h(z)). Un homeomorfismo h se
llama conjugacién topoldgica (respectivamente C"-conjugacién) entre Fy y Fb.

Definicién 4.6. Sean F' : U — R"” un campo de clase C",r > 1,U C R" abierto y
A C R"! un abierto. Una aplicacién diferenciable f : A — U de clase C" se llama
seccién transversal local de F (de clase C™) cuando, para todo a € A, D f(a)(R™!)
y F(f(a)) generen a R". Sea § = f(A) dotada con la topologia inducida. Si f : A — 8
es un homeomorfismo, se dice que 8 es una seccién transversal de F'.

Teorema 4.7. (Teorema de rectificacion local): Sea p un punto no singular
(reqular) de F : U — R™ de clase C* y f : A — 8 una seccion transversal local
de F de clase C* con f(0) = p, entonces ewisten una vecindad V de p en U y un
difeomorfismo h : V — (—e,e) x B es de clase C*, donde ¢ > 0 y B una bola abierta
en R"™! de centro 0 = f~Y(p) tal que:

a) h(8NV)={0} x B

b) h es una C"-conjugacion en F|y y el campo constante Y : (—¢,e)xB — R™"Y =
(1,0,0,...,0) € R

La demostracién de esté teorema y su corolario se puede consultar en [9].
Corolario 4.8. Sea 8§ una seccion transversal al campo F. Para todo punto p € 8§

existen ¢ = £(p) > 0, una vecindad V de p en R™ y una funcion 7 : 'V — R de clase
C* tales que (VN 8) =0y

a) Para todo q €V, la curva integral ¢(t,q) € Fly estd definida y es biunivoca en
Jo=(—e+7(q), e+ 7(q)).

b) £(q) == ¢(7(q),q) €8 es el tinico punto de ¢(-,q)|s, intersecta a 8. En particu-
lar, q € 8NV siy sdlo si 7(q) = 0.

c) £:V — 8§ es de clase C* y DE(q) es sobreyectiva para todo q € V.
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(—e,e) x B
n(q) o
)
- h
. Tt
—7(q)
Figura 6

5. Conjuntos a-limite y w-limite de una dérbita

Sea U C R? abierto, F' : U — R? un campo vectorial de clase C* (kK > 1) y
©(t) = p(t,p) la curva integral de F' que pasa por el punto p (¢(0) = ¢(0,p) = p),
definida en su intervalo maximo I, = (6_(p), 0+(p)).

Si d4(p) = oo, se define el conjunto w(p) ={q¢ € WU; I(ty)n>1 con t, — o0y
o(t,) — ¢, cuando n — oo}, el conjunto w—Ilimite de p.

Analogamente, si d_(p) = —oo, se define a(p) ={¢ € U; 3(¢,)n>1 con t,, > —00 y
o(t,) — ¢, cuando n — oo}, el conjunto a—limite de p.

6. Ejemplos de conjuntos w—limite y a-limite
Ejemplo 6.1.

(a) Sea F : R? — R? un campo C'* dado por:

F({L‘,y) = (l‘, _y)

Las curvas integrales de F' se representan por la silla de montar de la Figura 7,
en R?, entonces:

Sip=0, alp) =wlp) = {0}

Sipe B —{0},w(p) =0y a(p) = {0}
Sipe By —{0},w(p) = {0} y a(p) =0
SipgEiUEy,wp)=alp) =0

Ll
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E,

-
-

Figura 7: Curvas integrales de F'(z,y)

(b) Sea F : R? — R? definida como F(x,y) = (X1(z,y), Xo(x,y)) un campo de clase
C* cuyas 6rbitas son espirales exteriores e interiores del circulo C' de centro en
el origen y de radio 1, como se muestra en la Figura 9.

@n
N

Figura 8: Curvas integrales de F(z,y) = (y + z(1 — 2% — 3?),
—z+y(l -2 —y?)

Por ejemplo, si

Xi(z,y) =y +a(l—a*—y?
Xo(z,y) = —z +y(l —2® —y?)

entonces F' satisface la condicion de arriba.

Entonces

1. a(p) = {0} si p estd en el interior de C
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2. ap) = 0 si p estd en el exterior de C
3. wp)=CsipeC

4. w(p) = C cualquiera que sea el punto p diferente del origen.
(c) Considere el sistema
' = senx(—0.1cosx — cosy)
y' = seny(cosz — 0.1cosy).

Hay puntos de equilibrio en las esquinas del cuadrado (0,0), (0, 7), (7, ) y (7,0),
asi como en muchos otros puntos. Hay soluciones que son segmentos de recta conec-
tando los puntos de equilibrio en el orden listado. Hay también una fuente de espiral
en (m/2,m/2). Todas las soluciones que inician en el interior de este cuadrado se acu-
mulan hacia los puntos de equilibrio, asi como a las 4 soluciones formadas por los
segmentos de recta que conectan a estos puntos. De este modo el conjunto w-limite
de cualquier punto en el interior del cuadrado es justamente el cuadrado cuyos vérti-
ces son los puntos de equilibrio antes mencionados junto con los segmentos de recta
que los conectan (Véase Figura 9).

(0,m) (m,m)

T

- ’)

(0,0) (7,0)

Figura 9: El conjunto w-limite de cualquier punto en el interior del
cuadrado es justamente el mismo cuadrado, cuyos vértices son los
puntos de equilibrio (0,0), (0, 7), (7, 7) y (m,0) y sus lados son los
segmentos de recta que conectan esos vértices.

Observaciones

(a) Si p es cualquier punto singular del campo F', entonces a(p) = w(p) = p, ya que
o(t) = p, para todo t € R.

(b) Si~, es una érbita de F'en el punto py ¢ € ,, entonces w(p) = w(q). En efecto,
si g € 7, existe ¢ € R tal que ¢(t,p) = ¢(t + ¢, ). Andlogamente, a(p) = a(q).
Como consecuencia de la observacién (b), podemos definir:
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Definicién 6.2. El conjunto w—limite de una 6rbita v es el conjunto w(p), para
cualquier p € . El conjunto a- limite de una 6rbita « es el conjunto «(p), para
cualquier p € 7.

Observacién 6.3. Sea p(t) = ¢(t,p) la curva integral del campo F' en el punto p y
¥ (t,p) la curva integral del campo —F' en el punto p, entonces ¥(t,p) = o(—t,p).
De modo que el w-limite de ¢(t) es igual a a-limite de (t) y reciprocamente el
w-limite de 1 () es igual a a-limite de ().

Por esta razén, para estudiar las propiedades generales de los conjuntos a-limite y
w-limite de las orbitas sera suficiente restringirnos al estudio del conjunto w-limite.

Teorema 6.4. Sean F': U — R un campo de clase C*, (k > 1), definido en un abierto
U C R™ yyT(p) ={p(t,p); t > 0} (respectivamente v~ (p) ={p(t,p); t < 0}) la semi-
orbita positiva (respectivamente, la semi-drbita negativa) del campo F en el punto
p. Si vt (p) (respectivamente), v~ (p)) estd contenida en un subconjunto compacto
K C U, entonces:

(a) w(p) # 0 (respectivamente, a(p))

(b) w(p) es compacto (respectivamente, a(p))

(c) w(p) es invariante por F' (respectivamente, a(p)), esto es, si q € w(p), entonces
la curva integral de F' que pasa por q estd contenida en w(p)

(d) w(p) es conezo (respectivamente, a(p))

Demostracion. Por la observacion anterior es suficiente demostrar el teorema para un
conjunto w(p).

a) Por demostrar que w(p) # 0.

Sea t, = n € N. Tenemos por hipétesis que {¢(t,)} C K es compacto, entonces
existe una subsucesiéon {¢(t,,)} que converge a un punto ¢ € K.

Tenemos entonces que:

tn, — 00, cuando ng — 00 y ¢(t,, ) — ¢, luego, por definicién ¢ € w(p).

b) Por demostrar w(p) es compacto.

Sabemos que w(p) C v+ (p) C K, por tanto bastard demostrar que w(p) es
cerrado.

Sea ¢, — ¢, ¢, € w(p). Vamos a demostrar que ¢ € w(p). Como ¢, € w(p),
entonces existe para cada ¢,, una sucesion (tgff)) tal que " 0 y @(tfﬁ), p) —

Gn, cuando m — oo.
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m(n)

Elegimos para cada sucesion (tg,? )) un punto t, > n vy tal que
d(p(tn, D), qn) < -

Tenemos entonces que:

d(e(tn,p),q) < d(p(tn, p); Gn) + d(gn, q) < % + d(gn, q)

Resulta entonces que d(p(t,,p),q) — 0o, cuando n — oo, es decir p(t,,p) — ¢.
Como t,, — 00, cuando n — oo, se sigue que ¢ € w(p).

Por demostrar que w(p) es invariante por F.

Sea q € w(p) y ¥ : I(q) — U la curva integral de F' que pasa por el punto ¢. Sea
¢ = ¢(to,q) = ¥(tp) y vamos a demostrar que ¢; € w(p). Como q € w(p), existe
una sucesion (t,) tal que t,, — oo y ¢(tn,p) — ¢, cuando n — co. Ademds ¢ es
continua, de modo que :

0 = ¢(to, q) = ¢(to, lim @(tn, p)) = @(to, Him p(to, p)) = @(to + tn, p)

Tenemos entonces que la sucesion (s,) = (to+1t,) tal que s, = 00y ¢(sp,p) —
¢1, cuando n — 00, es decir ¢; € w(p). Para una ilustracién geométrica, véase
la figura 10

Figura 10

Por demostrar que w(p) es conexo.

Supongamos que w(p) no es conexo, entonces w(p) = AU B, donde A y B son
cerrados, no vacios y AN B = (). Siendo A # (), existe una sucesién (¢/,) tal
que t!, — ooy ¢(t,) — a € A, cuando n — oo. Andlogamente, existe una
sucesién () tal que t — ooy p(t!') — b € B, cuando n — co. Luego podemos
construir una sucesiéon (t,), t, — oo, cuando n — oo, tal que d(p(t,), A) < d/2
y d(p(tni1), A) > d/2, (donde d = d(A, B) > 0) para todo n impar.
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Como la funcién g(t) = d(¢(t), A),t, <t < t,41 para todo n impar es continua
y g(tn) < d/2y g(t,i1) > d/2, sigue por el teorema del valor intermedio que
existe ¢, ¢, <t <t,41, tal que

g(tn) = d(p(ty), A) = d/2

Dado que la sucesién (¢(t7)) estd contenida en un conjunto compacto @ = {z €
W;d(x, A) = d/2}, (¢(t})) tiene un subsucesién convergente, que denotaremos
también por (p(t%)). Sea p* = lim,,_, @(t3).

Entonces p* € w(p). Pero p* & A, porque d(p*,A) = d/2 > 0; también p* ¢
B, porque d(p*,B) > d(A,B) — d(p*,A) = d/2 > 0. Llegamos por tanto a una
contradiccion. O

7. Conceptos y resultados previos

Sea U un subconjunto abierto de R? y F' un campo vectorial de clase C*, k > 1
de U. Supongamos que ¢(t, p) es una érbita del campo F' que esta definida para todo
t > 0, denotamos como fy;j a la semi-6rbita positiva de p definida como:

vy = {e(t,p);t >0}

Antes de enunciar y demostrar el teorema de Poincaré-Bendixson, probaremos algunos
lemas en los que se basa la demostracién. En esta secciéon seguimos la presentacion
de este tema de la referencia [9].

Lema 7.1. Sip € 8nw(y), siendo 8§ una seccion transversal al campo F y v ={p(t)}
una orbita de F', entonces p puede expresarse como limite de una sucesion de puntos
o(t,) € 8, donde t, — co.

Demostracion. Supongamos que v = {o(t)} = {p(t,q)} y p € SNw(7). Consideremos
una vecindad V y una funcién 7 : V — R dadas por el corolario 4.8.

Como p € w(y) existe una sucesién (¢,) tal que ¢, — ooy (t,) — p cuando
n — oo, entonces existe ng € N tal que p(t,) € V,¥n > ng. Si t, = t, + 7(p(t,)),
para n > ng. Tenemos

o(tn) = @(tn + 7(¢(tn)), q)

= @(7(p(tn)), ¢(tn))
y por definicién de 7 resulta que ¢(t,) € 8.
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Como 7 es continua sigue que

1M, 00 0(t) = 1My, 0 o(T(0(£,)))

= ¢(0,p) =p
pues p(t,) = py 7(¢(t,)) — 7(p) = 0 cuando n — co. Esto prueba el lema. O

Observacién 7.2. Una seccién transversal 8 del campo F', tiene dimension uno, ya
que estamos considerando el campo F en R?, de modo que localmente § es la imagen
difeomorfa de un intervalo de R. Consideremos de aqui en adelante que toda secciéon
transversal 8 tiene una ordenacion total (<) inducida por la ordenacién total del in-
tervalo, podemos por tanto hablar de sucesiones mondtonas en 8.

Enunciamos el siguiente teorema que utilizaremos fundamentalmente en la demos-
tracién del Lema 7.4, el cual se enuncia como sigue:

Teorema 7.3. (Teorema de la Curva de Jordan) Si J es una curva cerrada,
continua y simple (J es la imagen homeomorfa de una circunferencia) entonces R*—.J
tiene dos componentes conexas: S; acotada y S, no acotada las cuales tienen a J como
frontera coman.

En nuestro caso no demostraremos este teorema, pero se puede consultar la de-
mostracién en [3] y [17].

Lema 7.4. Sea § una seccion transversal a F contenida en U. Si v es una orbita
de F yp € 8nry, entonces, v+ ={¢(t,p); t > 0} intersecta a 8 en una sucesion
monotona P1, P2,..-, Pr,---

Demostracion. Sea D = {t € R*; p(t,p) € 8}. Veamos que D es un conjunto discreto;
para ello necesitamos probar que para todo t* € D existe un intervalo alrededor de
t* tal que para ningin ¢ en ese intervalo ¢(t,p) € 8. Sea t* en D, esto es (t*,p) € §,
luego por el corolario 4.8, existe un € > 0, una vecindad V de ¢(t*,p) en R? y una
funcién 7 : V — R de clase C* tal que 7(V N 8) = 0 y para p(t*,p) € V, la curva
integral o(t*,p) de Fly esta definida en Jy- ) = (—e + 7(@(t*,p)), e + 7(p(t*,p)) ¥
E(p(t*,p)) = p(T(0(t*,p)), p(t*,p)) € 8 es el tinico punto donde (-, p(t*, p))|.1, )
intersecta a 8 por lo tanto se tiene que D es discreto. Podemos por tanto ordenar a
D={0<ty<ty<...<t,<...}

Sea p; = p. Definamos, en caso de que exista, ps = ¢(t1,p). Por induccién, defini-
remos p, = P(tn_1,p)-

Si p; = po, entonces v es una trayectoria cerrada de periodo 7 = t1, y p = p, para
todo n.
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Si p1 # pa, digamos p; < py vy si existiera p3 vamos a demostrar que ps > ps.

Orientemos la secciéon 8, de acuerdo a la Figura 11 y observamos que debido al
hecho de que 8 es conexo y la continuidad de F', las érbitas de F' cruzan la seccion
siempre en el mismo sentido, digamos, de izquierda a derecha, como se muestra en la
Figura 12.

Figura 11

Figura 12

Consideramos la curva de Jordan formada por la uniéon del segmento pips; C &
junto con el arco de la érbita pips = {p(t,p) : 0 < ¢ < ¢}, como se muestra en la
Figura 13. Por el Teorema 7.3 (Teorema de la Curva de Jordan), el complemento
de esta curva queda dividida en dos componentes conexas una acotada S; y la no
acotada S..

La orbita ~, a partir de po, esto es, para valores t > t;, queda contenida en S;. De
hecho, ella no puede intersectar al arco pips debido a la unicidad de las érbitas (ver
Figura 14) y ademds no puede intersectar al segmento p1ps porque seria contraria al
sentido del flujo (véase Figura 15).

Por lo dicho antes, en caso de que p3 exista, debemos tener p; < py < p3, conti-

nuando de esta manera obtendremos una sucesion monotona p; < ps < p3 < ... <
Pn < .... Por tanto {p,} es una sucesién monétona. Si py < p; la demostracién es
analoga. O
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Figura 13

Figura 14

Lema 7.5. Si 8 es una seccion transversal al campo F yp € U, entonces § intersecta
a w(p) como mdzximo en un punto.

Demostracion. En virtud del lema anterior, el conjunto de puntos de 7; en § tiene
como maximo un punto limite pues, el mismo forma una sucesion monétona, de esto
y del Lema 7.1 el cual nos dice que cualquier punto en § N w(fy;“ ) debe ser limite de
esta sucesion mondtona, sigue que puede haber a lo mas un punto. O

Lema 7.6. Sea p € U, con ~," contenida en un compacto, y v una drbita del campo
F con v C w(p). Si w(y) contiene puntos requlares, entonces v es una orbita cerrada

yw(p) ="
Demostracion. Sea q € w(vy) un punto regular y sea V una vecindad de ¢ dada por
el Corolario 4.8 y §, una seccién transversal correspondiente. Por el Lema 7.1, existe

una sucesién t, — oo tal que v(t,) € §,. Como 7(t,) € w(p) la sucesion {y(t,)} se
reduce a un punto, esto por el Lema 7.5, esto prueba que 7 es periddica.

Probemos ahora que 7 = w(p). Como w(p) es conexo y 7y es cerrado y no vacio,
basta probar que 7 es abierto en w(p).
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Figura 15

Figura 16

Sea D € v, V5 una vecindad de p y 83 la seccién transversal correspondiente.
Mostraremos que V3 Ny = V5 Nw(p).

Sabemos que Vz N~y C V5 Nw(p). Luego probaremos por contradiccion la otra
contencién. Supongamos que existe § € Vz N w(p) tal que § & v, por el Teorema 4.7
(Teorema de rectificacién local) y por la invariancia de w(p), existe t € R tal que
o(t,q) € wp) N8y y v(t,q) # p. De esto existen dos puntos distintos de w(p) en 8;
lo cual es imposible por el Lema 7.5, luego Vz Ny = Vz Nw(p).

Sea U = |, Vp un abierto en U, v CU y UNw(p) = U N~y =7, es decir, 7y es

una interseccién de un abierto de R? con w(p), entonces v es abierto en w(p). O

8. Enunciado y demostracion del teorema de Poin-
caré - Bendixson

Teorema 8.1. (Teorema de Poincaré-Bendirson) Sea ¢(t) = ¢(t,p) una
curva integral de F, definida para todo t > 0, tal que v,* estd contenida en un
compacto K C WU. Suponga que el campo F posee a lo mads un nimero finito de
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singularidades en el conjunto w—limite de p, w(p).
Se tienen las siguientes alternativas:

(a) Si w(p) contiene solamente puntos regulares, entonces w(p) es una orbita pe-
riodica.

(b) Si w(p) contiene puntos requlares y singulares, entonces w(p) consiste de un
congunto de orbitas cada una de las cuales tiende a uno de esos puntos singulares
cuando t — Fo00.

(c) Siw(p) no contiene puntos requlares, entonces w(p) es un punto singular.
Demostracion.

i) Supongamos que w(p) contiene solamente puntos regulares y ¢ € w(p), entonces
la érbita v, C w(p). Siendo w(p) compacto resulta que w(7,) # 0. Se sigue del
lema 7.6 que w(p) = v, y es una 6rbita cerrada (véase figura 17).

Figura 17: El conjunto w(p) es una 6rbita periédica

ii) Supongamos que w(p) contiene puntos regulares y singulares y v es una 6rbita
contenida en w(p), 7 no reducida a un punto singular, entonces por el lema
7.6 si el w(7) contiene puntos regulares entonces v seria una érbita cerrada y
w(p) = v lo cual contradiria nuestra hipétesis de que w(p) contiene tanto pun-
tos regulares como singulares, por tanto w(7y) contiene sélo puntos singulares,
ademds F tiene solamente un nimero finito de singularidades y w(y) es conexo
entonces w(7y) se reduce a un punto singular del campo F', similarmente a(7)
se reduce a un punto singular de F'. Ver figuras 18, 19, 20.

La Figura 18 muestra el retrato de fase de un sistema el cual tiene cuatro puntos
de equilibrio py, p2, ps ¥ p4, y cuyo conjunto w(p) consiste de esos cuatro puntos
singulares y orbitas que conectan estos puntos unos con otros, més aun en los
puntos ps v p3 se muestran trayectorias que inician en estos puntos de equilibrio
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Figura 18
p1 b2
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Figura 19

y terminan en esos mismos puntos.

En la Figura 19 hay puntos de equilibrio en las esquinas del cuadrado py, ps, p3
vy p4, hay soluciones que son segmentos de recta que conectan los puntos de
equilibrio en el orden listado, todas las soluciones que inician en el interior de
este cuadrado se acumulan hacia los puntos de equilibrio, asi como hacia las 4
soluciones formadas por segmentos de recta que conectan a estos puntos. De
este modo, el conjunto w(p) de cualquier punto en el interior del cuadrado es
justamente el cuadrado cuyos vértices son los puntos de equilibrio antes men-
cionados junto con los segmentos de recta que los conectan.

Notemos que en la Figura 20 se tiene solamente un punto de equilibrio pg, en
este punto hay dos trayectorias especiales: una de ellas inicia en este punto en
direccion contraria al de las manecillas del reloj y después de dar vuelta regresa
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w(p) = MnU2U {po}

\\\

Figura 20

a este mismo punto; la otra inicia en la direccién de las manecillas del reloj y
después de dar una vuelta regresa este punto, de modo que el w(p) consta de el
punto de equilibrio py junto con las dos trayectorias antes descritas.

iii) El caso c¢) sigue directamente del hecho de ser w(p) conexo y del hecho de tener
F solamente un numero finito de singularidades en w(p). Ver figura 21.

w(p)
P /

/

Figura 21: El conjunto w(p) es un punto singular

Por lo tanto los tres casos i), ii) y iii) han quedado demostrados y con ello el
teorema. O

9. Una aplicacién del teorema de Poincaré-
Bendixson

Una consecuencia importante del teorema de Poincaré-Bendixson es el siguiente
resultado sobre la existencia de singularidades.
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Teorema 9.1. Sea F un campo vectorial de clase C', definido en un conjunto abierto
U C R%. Si v es una orbita cerrada de F tal que Inty C U, entonces existe un punto
singular de F contenido en Int~y.

Demostracion. Supongamos que no existen puntos singulares en I'nty. Consideremos
el conjunto I' de drbitas cerradas de F' contenidas en Intvy, ordenadas de acuerdo al
siguiente orden parcial

N < ve & Inty 2 Intys

mostraremos que todo subconjunto S totalmente ordenado de I' (es decir, 71 # 72 en
S implica que 73 < 72 6 72 < 1) admite una cota superior, lo que significa que existe
un elemento mayor o igual que cualquier elemento de S. Un conjunto ordenado con
estas condiciones se llama inductivo.

En efecto, sea o = {NInty;,v; € S}. Notemos que o # (), ya que para cada Inty;
es compacto y la familia {Intvy;,y; € S} tiene la Propiedad de Interseccién Finita.
Esto es, cualquier interseccion finita de elementos de la familia es no vacia. Sea g € o.
Por el Teorema de Poincaré-Bendixson (Teorema 8.1) w(q) es una 6rbita cerrada
contenida en o, ya que este conjunto es invariante por F' y no contiene puntos singu-
lares. Esta orbita es una cota superior de S.

Por el Lema de Zorn, I" tiene un elemento maximal, 1, porque I" es inductivo. Por
lo tanto no existe ninguna érbita cerrada de I' contenida en Intu. Pero si p € Intpu,
a(p) y w(p) son drbitas cerradas por el Teorema de Poincaré-Bendixson (Teorema
8.1) ya que no existen puntos singulares. Como «a(p) y w(p) no pueden ser ambas
iguales a p para verificar esto supongamos que w(p) = u y sea p’ € p entonces
P € w(p). Construimos una seccién transversal § al campo F' que pasa por p/, de
modo que p' € S Nw(p), aplicando el Lema 7.1 a w(p), p’ puede ser expresado como
limite de una sucesién de puntos, ¢(t,) de 8, donde ¢, — oo. Por el Lema 7.4 si
p' € 8N, entonces 7, intersecta a § en una sucesién mondtona, por lo cual no
podemos construir otra sucesién de puntos ¢(t,) pertenecientes a 8§ N «(p) tal que
tn, = —oo y ¢(t,) — P (contradiciendo el Lema 7.1), por tanto p’ € a(p). En
consecuencia alguna de ellas a(p) u w(p) es una érbita cerrada contenida en Intu.
Esta contradiccion prueba que deben existir puntos singulares en Inty. O
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Capitulo 4

Complejidad de sucesiones con valores en un
conjunto finito

Juan Francisco Estrada Garcia
FCFM-BUAP

Resumen

En este capitulo, siguiendo un escrito de P. Arnoux [1], se definird la
complejidad y la entropia de una sucesion, después se definirda sucesion
aleatoria. Se mostrard como en ciertos casos se puede calcular explicita-
mente la complejidad de una sucesion, considerando un sistema dindmico
adecuado. También se daran algunos ejemplos en los cuales podemos apli-
car lo anterior.

1. Motivacion

El estudio de las sucesiones con valores en un conjunto finito A, llamado alfabeto,
resulta de interés en los siguientes contextos. En la teoria como en la practica de la
informacion, es necesaria la codificaciéon de la informacién que se desea transmitir
(texto, sonido, imagenes, etc.), cf. [3] Cap. I, y [6] pags. 380 y 625. En el tratamiento
de imdagenes, el problema consiste en transmitir imagenes 2D definidas por N x N
valores, a saber el nimero de pixeles, cada uno tomado entre p valores posibles, el
nimero de niveles de un cierto color cf. [8] pag. 5. En fisica o en ingenierfa, cuando
se estudia la evolucion de un sistema en el transcurso del tiempo, cuando sélo se
pueden hacer mediciones discretas. En biologia, el estudio de los mensajes genéticos
de los animales y de las plantas, se remite al estudio del ADN de los cromosomas.
El ADN, estd constituido por una larga cadena de elementos pertenecientes a cuatro
tipos diferentes, que uno puede representar por cuatro letras. La informacion genética,
estd contenida en largos mensajes escritos con un alfabeto de cuatro letras cf. [7] pag.
10. En el lanzamiento de una moneda, uno se enfrenta a la incertidumbre total en
cuanto al resultado de un lanzamiento, y con el analisis de los juegos llamados de azar,
se da lugar al cdlculo de probabilidades. Y uno llega a la certidumbre mas o menos
completa, para una larga sucesion de lanzamientos. El paso de la incertidumbre a la
cuasi-certeza, que se produce si uno observa largas sucesiones de eventos, es un tema
esencial en el estudio del azar cf. [2] Cap. I. El conjunto de todas las sucesiones posibles
formadas con valores en un conjunto finito, constituye un espacio modelo, donde se
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puede desarrollar el estudio de los procesos estocasticos discretos. Un evento, como
por ejemplo el hecho de obtener el resultado A (un elemento del alfabeto) en el tiempo
0, es representado por el conjunto de todas las sucesiones para las cuales en el lugar 0
aparece A. Todo evento en el cual uno se interese, puede ser asociado igualmente a un
subconjunto de sucesiones. Para introducir en este modelo el transcurso del tiempo,
se introduce la funcién corrimiento, que a cada sucesion dada, le asocia la sucesién
cuyos elementos son los mismos que la sucesion dada, sélo que han sido recorridos en
un lugar hacia la izquierda; los resultados sucesivos son los mismos, pero el tiempo
presente es avanzado en un lugar. En este contexto, definir la probabilidad de un
evento, es definir la medida relativa del conjunto de sucesiones que satisfacen cierta
propiedad.

2. Complejidad de una sucesion

Un método bastante general para obtener sucesiones con valores en un conjunto
finito consiste en considerar el sistema dindmico en un espacio X, generado por la
iteracion de la transformacion continua 7' : X — X y una funciéon que codifica
f: X — A, es decir, una particién finita de X indexada por A, la d6rbita positiva de
z € X bajo T es OL(z) = {T"(x)|n € N}; se consideran entonces las sucesiones con
término general f(7™(z)) con n € N, codificacién simbdélica de la érbita de un punto
x bajo la accién de T, [4] pag. 607

Uno se interesa, inicialmente, en evaluar el cardcter més o menos aleatorio de una

tal sucesion; si uno conoce n simbolos de la sucesiéon, ;qué puede uno decir de los
siguientes? Un método posible consiste en calcular el nimero de combinaciones posi-
bles de n simbolos consecutivos. Esto es lo que se llama la complejidad de la sucesion;
para formalizar esto necesitamos algunas definiciones:
Se llama palabra con el alfabeto A a una sucesién finita W = w; ... w, con valores
en A; se denota por |W| = n la longitud de la palabra y por |W|, el nimero de
apariciones de la letra a en W. Se dice que una palabra W es un factor de la sucesion
u = {Uy fnen si existe un entero k tal que W = uy ... Upyp_1.

Definicién 2.1. Se llama complejidad de la sucesion u a la funcion p que, a todo
entero n, asocia el niumero de factores de longitud n en u.

Es claro que, si el alfabeto A es de cardinal k, p(n) estd acotado por k"; es facil de
demostrar que, p(n+m) < p(n)p(m) ya que una palabra de longitud n+ m, se puede
descomponer en dos palabras de longitud n y m respectivamente, y que log(p(n))/n
admite un limite finito, cuando n tiende al infinito; al cual le llamamos la entropia
de la sucesion. Una sucesion de entropia log k contiene todas las palabras posibles;
una sucesién de entropia estrictamente positiva, es decir, cuando la complejidad de
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la sucesion crece mucho més rapido que n, puede ser considerada como aleatoria y,
una sucesion de entropia cero, como no aleatoria.

Lema 2.2. La complejidad de una sucesion es creciente.

La demostracion es evidente, ya que todo factor de longitud n de u es el inicio de
al menos un factor de longitud n + 1, y dos factores distintos son el inicio de otros
dos factores distintos, hay entonces al menos tantos factores de longitud n + 1 como
de factores de longitud n.

Las sucesiones periédicas tienen entropia cero, para una tal sucesion, el niimero
de palabras de longitud n esta acotado por el periodo de la sucesion; entonces la
complejidad es constante a partir de un cierto rango. Mas general, para una sucesion
preperiddica (periddica a partir de cierto rango) se tiene una caracterizaciéon completa
de las sucesiones de complejidad acotada:

Lema 2.3. Las tres propiedades siguientes son equivalentes:
1. La sucesion u es preperiédica.
2. La complejidad de u esta acotada.

3. Existe un entero n tal que p(n) = p(n + 1) para u.

Demostracion: Si la sucesion es peridédica de periodo t a partir del rango ng se tiene
siempre que p(n) < ng + t. Por tanto, (1) implica (2); que (2) implica (3) es claro,
resta demostrar que (3) implica (1).

Si hay tantos factores de longitud n como de n+1 cada factor de longitud n es el inicio
de un tunico factor de longitud n + 1; es decir, cuando se conocen n letras se conoce
la siguiente. Ademas, como s6lo hay un ntmero finito de factores, se reencuentran a
lo mas p(n) veces un factor ya visto, y la sucesién es entonces periédica a partir de
la aparicién de ése factor. O

Se deduce que, al contrario, la complejidad de una sucesiéon no preperiodica es
estrictamente creciente; como p(1) vale al menos 2, si no habria un solo simbolo y
la sucesiéon seria constante, la complejidad de una sucesién no preperioédica verifica
p(n) >n+ 1.

Definicién 2.4. Se dice que una sucesiéon es sturmiana, si no es preperidédica y de
complejidad minimal p(n) = n + 1.

Puesto que p(1) = 2, una sucesién sturmiana esté definida con un alfabeto de dos
letras, que podemos nombrar 0 y 1. Las sucesiones sturmianas son, de alguna forma,
las sucesiones no preperidédicas mas ordenadas, su entropia es nula.
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3. El ejemplo mas simple: las sucesiones sturmia-
nas

Con frecuencia, los sistemas dindmicos estéan codificados por dinamicas simbdlicas.
Por lo cual es conveniente introducir la notacién y definicién siguiente. Para k € N y
> 1. El espacio de todas las sucesiones con valores en el conjunto {1,...,k} es deno-
tado por & = {1,...,k}N. En X se introduce la topologia producto. Esta topologfa
esta definida por la métrica siguiente:

Ln — Yn
A({zduem. {onduen) = Suen 2 o]

La dindmica estd dada por el corrimiento de Bernoulli S, : ¥F — ¥} definido por:

Slj[{xn}nGN] = {yn}neNv donde yp, = Tny1.

Las sucesiones sturmianas poseen numerosas caracterizaciones; combinatorias,
dindmicas, aritméticas y geométricas, las cuales pueden resumirse en el resultado
siguiente:

Teorema 3.1. Para una sucesion, w, no preperiddica con un alfabeto de dos letras
{0,1}, las propiedades siguientes son equivalentes:

1. (complejidad) La sucesion u es de complejidad minimal: p(n) = n + 1.

2. (equilibrio) El nimero de 0 contenidos en dos factores de la misma longitud,
difieren a lo mds por 1: si U y V son dos factores de u tales que |U| = |V,
entonces |U|y — |[V]p < 1.

3. (generacion por sustitucion y corrimiento) Existen dos sucesiones {a,} y {bn}
de enteros estrictamente positivos que verifican a, > by, y una letra a =0 o 1,
tales que, para todo n, la sucesion u empieza por la palabra

Sbla?lfleQUSQSb:”a?’ . SbQ"USQ” (a)

donde S es la transformacion corrimiento y el superindice de S indica el lugar
de aplicacion, y oy ( 01) es la transformacon (sustitucion) que, a una palabra,
asocia la palabra obtenida reemplazando 0 por 0 y 1 por 10 (0 por 01 y 1 por1).

4. (aritmética) Existen dos nimeros «, 8 en el intervalo [0, 1] con « irracional,
tales que la sucesion {u,} estd definida por u, = [(n + 1)a + 5] — [na + 3] o
up = [(n+ )a+ ] —[na+ B, donde [z] denota el mds grande entero inferior
0 igual a x (parte entera de x), y [x]| denota el entero mds pequeno superior o
wgual a x.
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5. (rotacion) Ezisten dos reales o y 5 en [0,1], con « irracional, tales que, la
sucesion u estd dada por la codificacion de la orbita de B en el sistema dindmico

R, :[0,1]— [0,1]

r— T+«

mod 1 respecto a la particion [0,1 —«[, [1 —a, 1[ (o por la codificacion obtenida
tomando los intervalos abiertos por la izquierda y cerrados por la derecha).

Observacién Las propiedades (4) y (5) son suceptibles de una interpretacién
simple: si el plano cartesiano es cuadriculado por lineas horizontales y verticales, con
coordenadas enteras en las intersecciones con los ejes, con la recta y = ax + 3, se
cuenta el nimero de horizontales que esta recta corta entre dos verticales sucesivas,
ese numero vale 0 0 1 si & < 1, y se obtiene la sucesion u; bajo esta forma, el sentido
de la propiedad de equilibrio es bastante claro (ver Figura 1).

Figura 1

Puede ser mas natural considerar, la codificacién obtenida, anotando H cada vez
que la recta considerada corte una horizontal y anotando V' cada vez que élla corte
una vertical. Esa codificacion se obtiene a partir de la precedente, reemplazando 0
por V y 1 por HV; se puede demostrar que la sucesiéon obtenida es atn sturmiana,
como imagen de una sucesion sturmiana, utilizando una “buena”sustitucién.

Se puede también demostrar que esta sucesién estd directamente asociada con la
rotacién de angulo /(1 + «). Denotemos por L, la linea quebrada (“escalera”) que
une los puntos de la forma (k,n — k) y los puntos de la forma (k,n + 1 — k), para
k € Z, por segmentos horizontales y verticales; una recta de pendiente o corta una
y sola una vez cada linea quebrada L,, y la codificacién queda determinada por el
hecho de que ésta corta L, en un segmento horizontal o vertical. Denotemos por D
la recta x + y = 0, y busquemos la codificacién asociada a la semirecta que sale de
un punto p de D; para encontrar el n-ésimo término de la sucesién se proyecta L,
sobre D paralelamente a la direccién (1, «), lo cual da un adoquinado periédico de
D en dos tipos de intervalos, de longitudes respectivas 1/(1 + «) v a/(1 + «) (si
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tomamos el vector (—1,1) como base); el tipo de intervalo al cual pertenece p da el
término buscado de la sucesion. Si se recorre el punto p utilizando el vector (—1,1) se
reencuentra la misma codificacién; uno puede entonces formar el cociente de D con
el grupo de traslaciones para encontrarse a una circunferencia con una particién de
dos intervalos, en el dibujo se muestra que la particion obtenida a partir de L, 1 se
deduce de la particién obtenida de L,, por una rotacién de a/(1 + «), de donde se
obtiene el resultado buscado (ver Figura 2).

Figura 2

Otra forma de obtener esta sucesion es jugando al billar en un cuadrado, partiendo
en la direccion (1, ) y anotando H (resp. V') cada vez que se toca un lado horizontal
(resp. vertical).

Idea de la Demostracion. Las propiedades (i) y (ii) son combinatorias, asi que la
prueba de su equivalencia también es combinatoria. Una forma de trabajar es con-
siderando el arbol asociado con la construccion de todas las sucesiones posibles, en
este caso obtenemos un arbol diddico. Para valores pequenos de n se puede verificar
facilmente la afirmacién. Para valores grandes de n también es posible argumentar en
términos de este arbol, pero ya no es tan sencillo.

Las propiedades (iv) y (v) son claramente equivalentes: (iv) no es més que la es-
critura explicita de la codificaciéon dada por (v). Nétese en particular que, utilizar la
funcién [x] (respect. [x]) en (iv) es como tomar los intervalos cerrados por la izquier-
da (respect. por la derecha) en (v); de hecho, las sucesiones obtenidas por una u otra
codificacién son las mismas salvo por un nimero numerable de valores de 5 (de la
forma p — na), donde éllas difieren en dos posiciones.

Es facil de demostrar que toda sucesién obtenida por la codificacién de una ro-
tacion es de complejidad minimal, se dardan dos pruebas. Para demostrar que la su-
cesion [(n + 1)a + 8] — [na + B] es sturmiana, uno puede utilizar la propiedad de
equilibrio: el niimero de 1 que aparecen entre uy y ugi,_1 por construccion es igual
a [(k+n)a+ 5] — [ka+ f], y es claro que, para n fijo, ése niimero s6lo puede tomar
a lo mas dos valores distintos después de n. Se puede también estudiar directamente
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la complejidad y la prueba siguiente es mas suceptible de generalizacion.

Necesitamos algunas notaciones. Para « irracional fijo, se denota por R, a la rota-
cién de angulo « sobre la circunferencia identificada al intervalo [0, 1]; se denota por
P ala particién en los dos intervalos Iy = [0,1—af e [; = [l —a, 1[. La transformacién
f que codifica estd dada por f(x) = 0 (respect. 1) si « € Iy (respect. I1), y se busca
la complejidad de la sucesion u(f3) = (f(R25))nen-

Como un factor de u(f) que aparece en la posicién k es un factor inicial de
u(f + ka): en vez de buscar todos los factores de § de longitud n, con g fija, uno
puede buscar el factor inicial de todas las sucesiones u(z).

La primer letra de u(z) estd determinada por la posicién de x respecto a la par-
ticion P; la segunda letra estd determinada por la posiciéon de R,x, respecto a P, o
de la posicién de x respecto a R, P. Ciertamente, se tiene que u;(x) = 0 si y sélo si
Rox € Iy, o © € R;'Iy. Para conocer el factor inicial de u(x) hay que localizar a x
respecto a las particiones P, R,;*°P, ..., R,>°R'>°P, y por tanto, hay tantos factores
iniciales posibles como de conjuntos en la interseccién P A R,;*°P A ...\ R,;*°RI>*P
de ésas particiones.

Un cédlculo inmediato demuestra que la particién R *P estd constituida por dos
intervalos [—ka,1 — (k+ 1)a[y [1 — (k+ 1)a, 1 — ka[ (no olvidar que estos calculos
se hacen médulo 1, véase figura 3); la interseccion de las primeras n iteradas inversas
de la particion P estan dadas entonces por n+ 1 puntos, y la particion obtenida tiene
entonces n+1 elementos. Asi, se ha demostrado que hay n+1 factores iniciales posibles
de longitud n y, en consecuencia, a lo més n+ 1 factores posibles para u(3). Teniendo
en cuenta el hecho de que la sucesién u(f) no es preperiédica, entonces ella es de
complejidad n+ 1. Utilizando el hecho de que la érbita de un punto para una rotacion
irracional sobre la circunferencia es densa, uno podria demostrar directamente que
todos los factores iniciales posibles son factores de u(/3).

La demostracién de la afirmaciéon reciproca; toda sucesion de complejidad mini-
mal puede ser obtenida por la codificacion de una rotacion es dificil, para lo cual es
necesario utilizar la propiedad (iii), la cual es la méds complicada de interpretar.

Lo que es simple de demostrar es que toda sucesién sturmiana puede reescribirse
por medio de gy 0 oy; en efecto, ya que p(2) = 3, s6lo hay tres factores de longitud
2; 0, ya que la sucesiéon no es periddica, ella no es constante, en consecuencia las dos
letras 0 y 1 aparecen una infinidad de veces, asi que las dos palabras 01 y 10 tam-
bién; por tanto uno de los dos factores 00 o 11 no aparece. Supongamos que sea 11;
entonces todo 1 es seguido de un 0, y se puede recodificar la sucesién utilizando 0 y
10; es decir, existe una tnica sucesién v tal que u = oy(v). Serfa suficiente entonces
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Figura 3

que v sea sturmiana, para poder iterar y obtener u como resultado de una sucesién
infinita de recodificaciones.

Existe desgraciadamente un problema técnico: en general, la sucesion v no es stur-
miana, pero la sucesiéon Sv si lo es, es decir, v privada de su primer término; en efecto,
si u comienza por un 0 uno no puede saber directamente si éste debe ser considerado,
para la recodificaciéon, como la palabra 0 o como la segunda letra de la palabra 10.
Sin embargo, se puede demostrar que u siempre se puede escribir bajo la forma oy(v)
0 Sop(v), donde v es una sucesién sturmiana; es aqui donde interviene la transforma-
cién S de corrimiento.

Ya que toda sucesion de codificaciéon de una rotaciéon es sturmiana, ella se puede
recodificar de ésta forma y, se puede entonces, interpretar la sucesion {a,}: la cual,
no es otra cosa que el desarrollo en fraccién continua del nimero «; la sucesién {b,}
es asociada, de forma mas compleja, al nimero 5. Es entonces bastante simple probar
que toda sucesion sturmiana es una sucesion de rotacion, ya que entonces es suficiente
tomar las sucesiones{a,} y {b,} dadas por la propiedad (iii), construir los nimeros
reales o y [, y demostrar que la codificacién asociada resulta ser la sucesiéon busca-
da. La propiedad (iii) da, de hecho, una interpretacién combinatoria del desarrollo
en fraccién continua del nimero «; en el caso donde ése desarrollo es periddico, la
sucesion puede tomar una forma muy simple.

En particular, si se considera a, = 1, b, = 0, a = 0 o 1, se obtienen las dos
codificaciones posibles para la érbita, de la rotacién de angulo (v/5 —1)/2, del punto
(3 —/5)/2. A la cual se le encuentra entonces partiendo de una de las dos letras,
reemplazando 0 (respect. 1) por 01 (respect. 101) e iterando. Se puede demostrar
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que la 6rbita de (/5 — 1)/2 para la misma rotacién estd dada por la iteracién de
la sustituciéon llamada de Fibonacci, 1 — 10, 0 — 1 ; la palabra infinita obtenida,
llamada palabra de Fibonacci, es la sucesién sturmiana mas facil de explicitar. O

4. Sucesiones generadas por sistemas dinamicos

Se puede, de hecho, generalizar la demostracion anterior. Consideremos como al
inicio, un sistema dindmico generado por una transformaciéon 7' : X — X, una
particion P = {Xy,...,X,,} de X indexada por el alfabeto A = {ay,...a,} y la
funcién asociada f que codifica. Asociamos a cada punto la sucesion {a,;};en de
acuerdo a los subidices de los elementos de la particion por los cuales ella pasa en el
transcurso de la dinamica. Es decir:

Si TV (z) € X; para j € NU{0} con 1 < i < n entonces f(T?(z)) = a;.

Asi que uno se interesa en las observaciones que pueden tomar sélo un ntmero fini-
to de valores. Cada elemento de la particién contiene entonces todos los puntos que
proveen el mismo valor en la observacion codificada por f. Nétese que este método
se acopla bien a la operacién de medida en fisica e ingenieria: medir es un proceso
que en general no se puede hacer con precisién infinita, la inica informacién que uno
obtiene concierne con la presencia del objeto de estudio en una regién del espacio de
posiciones posibles.

Hasta ahora nada nos indica que todas las sucesiones posibles correspondan efec-
tivamente a la historia de un punto del espacio original. No sabemos si ese modo
de representacion caracteriza las orbitas de los puntos: puede llegar a suceder que
a puntos distintos corresponda la misma historia. El problema importante consiste
entonces en determinar si el conjunto de sucesiones provisto de la funcién corrimiento
da una parte substancial, o eventualmente la totalidad, de la informacién sobre la
dindmica original. De hecho, no todas las particiones del espacio X tienen el mismo
interés. Uno se concentra sobre aquellas que son denominadas generatrices, las cuales
tienen la propiedad de que para dos puntos distintos se tienen imégenes distintas bajo
T, a saber de historias distintas. Saber determinar si existe, para un sistema dindmi-
co dado, particiones generatrices, se convierte entonces en un problema importante.
Resulta que la entropia permite establecer la existencia de particiones generatrices.
Un teorema publicado por Krieger en 1969 muestra que es suficiente, para tal efecto,
que la entropia sea finita y que los puntos periédicos del sistema sean de medida cero,
lo cual se cumple para los ejemplos siguientes

Denotamos por u(x) = {f(T"z)}nen a la sucesién dada por la codificacién de la
6rbita de x; de acuerdo a lo anterior es claro que un factor de u(x) que aparece en
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la posicién k es el factor inicial de u(T*(x)). El problema es, entonces, reconstituir a
partir de medidas intrinsecamente imprecisas y parciales informaciones concernientes
a la dindmica misma, con una precisiéon que una medida individual no lo permite.

Por otra parte, la letra de orden k de u(z) da la posiciéon de x respecto a la
particion TP = {T~'A,,..., T *A,,} vy, de acuerdo a lo anterior, para conocer la
cantidad de factores iniciales de longitud n es suficiente contar los dtomos (compo-
nentes conexas) en la interseccion PAT'PA... AT "' P. Es claro también que un
factor de u(z), que aparece en la posicién k, es factor inicial de u(7%(z)). En resumen
tenemos:

Proposicién 4.1. Sea u(z) la sucesion dada por la codificacion de la drbita de x
respecto al sistema T : X — X respecto a la particion P; la complejidad de orden n de
u, estd mayorada por el nimero de dtomos de la interseccion PAT *PA.. AT P

En el caso general es imposible mejorar el resultado, por dos razones: por una
parte, la érbita de = puede evitar grandes regiones de X (por ejemplo, si la érbita de
x es periddica) y las palabras iniciales correspondientes no apareceran como factores
de u(z); por otra parte, la regién asociada a una palabra inicial puede ser muy pe-
quena, es decir, que se reduzca a un nimero finito de puntos y, en tal caso, la palabra
correspondiente no aparecerd en la mayor parte de las orbitas.

En el caso de un sistema dinamico topoldgico, es decir X es un espacio topoldgico
y T continua, se pueden dar condiciones que evitan tales fenémenos y, se tiene:

Proposicion 4.2. Sea X un espacio métrico compacto y T un homeomorfismo de
X. Sea P ={X,:a€ A} una particion de X que verifique la condicion siguiente:
(*) Para toda sucesion finita ag, ay, . . ., a1 el conjunto X,,NT 1 X, N..NT" X,
es vacia o de interior vacia.

Entonces, si x es un punto de orbita O{(w) densa en X, la complejidad de la sucesion
u(x) es igual al nimero de dtomos de las particiones PANT*P A ... AT "T1P.

n—1

Demostracion. En efecto, toda palabra inicial corresponde a un conjunto que contiene
un abierto; por la densidad de la 6rbita de = esa palabra inicial es un factor de . O

Hay un caso en el que se verifica facilmente la condiciéon sobre x: se denota por
wr(x) el conjunto de los puntos de acumulacién de la sucesién O(z). Si z € wr(z)
se dice que z es recurrente. Si wr(z) = X se dice que z es de érbita densa. Si todo
punto de X es de drbita densa, se dice que T es minimal, lo cual equivale a que X
no admite subconjunto cerrado invariante, es decir, para todo subconjunto cerrado
E C X no se satisface T(F) C Ej; en tal caso, se tiene el resultado siguiente:
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Teorema 4.3. Sea T : X — X un sistema dindmico minimal y P una particion de
X que verifica la condicion (*) de la proposicion precedente; entonces, para todo punto
x, la complejidad de la sucesion u(x) es igual al nimero de dtomos de las particiones
PANTIPA--- NT" P en particular, todas las sucesiones codificadas tienen la
misma complejidad (de hecho, los mismos factores).

Uno de los ejemplos méas conocidos en donde se tiene minimalidad es para las
rotaciones de angulo irracional sobre una circunferencia.

Proposicién 4.4. Sea S la circunferencia unitaria en C. Si o € S, se define R, :
S — S por R,(z) = az. Siarg(«a) € 2rQ, todas las drbitas de R, son periodicas del
mismo periodo. Si arg(«) ¢ 27 Q, entonces R, es minimal.

Demostracion. Se tiene R = R,» asi que se sigue el resultado en el caso cuando
arg(a) € Q. En el caso cuando arg ¢ 27Q, definimos f = arg(a)/27 ¢ Q. El
subgrupo aditivo de R generado por 1 y 5 es denso en R. Sea z € Sy z € R tal
que z = €?™ . Podemos encontrar sucesiones de enteros {n;};en v {p;}jen, tales que
x = 1im;_,o n;B+p; entonces z = lfm; o, €2755HP) = 1im; , . a™ = lim; ., Ra’ (1).
En consecuencia la érbita de 1 es densa. Asi que para todo z € S, se tiene R!'(z) =
a"z = zR7(1), lo cual demuestra la densidad de las otras érbitas. O

En lo que sigue se expondran algunas aplicaciones del teorema anterior. Para cier-
to tipo de sucesiones se dard un sistema dindmico asociado, se demostrara que es
minimal y se calcularan por medio de métodos geométricos el ntimero de dtomos de
la particién asociada.

5. Otro ejemplo: las diferencias segundas de la su-
cesién [n’a]

Se vi6 anteriormente que una sucesion sturmiana puede ser obtenida como sucesion
de diferencia de términos consecutivos de la sucesién de valores enteros [na + f]. Se
puede tratar de generalizar esto, considerando la sucesién definida por w,, = [n?a], con
« irracional. Para obtener una sucesion con valores en un alfabeto finito esta vez hay
que tomar la sucesion u de diferencias segundas, dada por u, = w, 12 — 2w,41 + W,.
Esta sucesién no estd asociada a una rotacion, pero se le puede también obtener
como sucesion de codificacion de un sistema dindmico. Para tal efecto, se dard una
transformaciéon T del toro T? = R?/Z? en sf mismo y una funcién f sobre T?, que
toma sélo un nimero finito de valores, y de forma que se tenga u,, = f(77(0,0)).

El procedimiento es como sigue: para encontrar f y T se escribe [n?a] como una
sucesién recurrente (los primeros k términos son dados y, cada término subsiguiente de

la sucesion se expresa en funcién de sus precedentes); considerando la transformacién
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afin A definida por A(x,y) = (x +y+ «a,y + 2«) se verifica de manera inmediata que
A™(0,0) = (2, yn) = (na,n*a). Se puede entonces escribir a u, en funcién de ,, y
Yn, Va que por definicién tenemos:

Up = Wp42 — 2wn+1 + Wy
= [#ns2] = 20zni1 + [2n]]
= [y + 2y + 4] — 2], + Yy + ] + [2,].

Asi que podemos escribir u, = f(zn,yn), con f(x,y) = [z + 2y + 4a] — 2[x + y +
o+ [z]; se verifica de manera inmediata que f es Z2-periddica, en consecuencia, puede
ser considerada como una transformacién definida sobre el toro T?, con lo cual, A
estd asociada con una matriz de SL(2,Z), pasa al cociente como una transformacion
afin T de T?. El siguiente diagrama conmutativo explica lo anterior.

Se denota por m : R* — T? la proyeccién sobre las clases. Se considera a R? con la
estructura euclidiana canénica que determina su topologfa. El toro T? es provisto de
la topologia cociente correspondiente, para la cual 7 es continua.

R2 4 R?

ml Ny

™ 5 T
donde To A= form

Se sabe que T es lo que se llama un producto cruzado encima de una rotacion y

que es minimal si « es irracional; lo cual se sigue de los trabajos de Furstenberg. De
hecho, no se demuestra que toda orbita es densa, sino una propiedad mas fuerte: toda
6rbita es equirepartida sobre el toro T? (cf. [9]). Estamos entonces en la posibilidad
de aplicar el teorema precedente; sélo falta demostrar que P satisface la propiedad
(*) y calcular el nimero de dtomos.
Pero segtn la escritura de f los interiores de los atomos de la particiéon P son las
células de la descomposicién celular de T? engendrada por las tres circunferencias
r=0,z4+y+a=0y x4+ 2y+4a = 0, es decir, las cuatro componentes conexas
entre las rectas x + 2y +4a = 0y x 4 2y + 4o = 2 determunadas por las rectas x = 0,
r=1Lzx+y+a=0yx+2y+4a =1 (cf figura 4); un célculo directo muestra que
la particién T "P est4d engendrada igualmente por las circunferencias H, = T~*H,
con ecuacién = + ky + k*a =0, con n < k < n 4+ 2.

Esas células son poligonos con un ntimero finito de lados; para que la condicién (*)
no se satisfaga se necesitaria una coincidencia de vértices entre algunas de esas células
y que al menos 3 de las circunferencias Hj tengan una interseccion no vacia, lo cual
es imposible por la irracionalidad de «. Se puede entonces calcular efectivamente la
complejidad; tenemos una descomposiciéon celular del toro, dada por un niimero finito
de circunferencias, de la cual queremos conocer el nimero F), de caras. Puesto que
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x=0 r=1
~
T~

\\x+2y+4a:2

\—f—?y—i—éloz:l

T2yt da=0

r+y+a=0

Figura 4: Los 4 atomos de P

cada arista tiene dos vértices y que todo vértice, perteneciente a dos circunferencias,
delimita 4 aristas, los numeros S, de vértices y A, de aristas verifican A, = 25,,.
Teniendo en cuenta la formula de Euler sobre el toro, S — A+ F = 0, se deduce que
hay tantas caras como vértices. Lo cual nos lleva a calcular el nimero de puntos de
interseccién de H; y Hy, o de otra forma, efectuando la accién de TV sobre Hy, y
calcular los puntos de interseccién entre Hy y Hjy_j, que vale |k — j|. Efectuando la
suma sobre todas las parejas de hiperplanos se obtiene:

pin)= > (k—j)=(n+1)(n+2)(n+3)/6.

0<j<k<n+1
De lo cual se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 5.1. La complejidad de la sucesion, u, de las diferencias sequndas de [na
esta dada por:

p(n) = (n+1)(n+2)(n+ 3)/6.

En particular, al igual que para las sucesiones sturmianas, la complejidad no de-
pende del valor de .

Nota. Desde un punto de vista riguroso no se contaron el nimero de atomos de

la interseccion PAT'PA ... AT " P, sino el nimero de componentes conexas de
esos atomos; habria que demostrar que esos atomos son conexos, lo cual se deja al
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lector.

Estos argumentos se generalizan a sucesiones que se obtienen a partir de polino-
mios de grado arbitrario; recuérdese que, si w es una sucesion valuada en los reales,
la sucesién v = Aw de las diferencias esta definida por: v, = w, 1 — w,. El resultado
precedente es un caso particular del siguiente teorema:

Teorema 5.2. Sea () un polinomio de grado d con coeficientes reales, donde el coe-
ficiente dominante es irracional; la sucesion {AY([Q(n)]) }nen toma sélo un nimero
finito de valores, su complejidad depende solo de d y estd dada por la formula:

p<n):V(O,1,..1.,d—1) 2. Vika,... k1)

0<k1<ka<..<kg<n+d—1

donde V(kq, ..., k1) = i<icj<a(k; —k;) es el determinante de Vandermonde asociado
a {kd, .. -7k1}-

6. Otro ejemplo: las sucesiones del billar cibico

En lugar de generalizar la definiciéon aritmética de las sucesiones sturmianas, uno

puede considerar la definicion geométrica: en el billar cibico el sistema esta formado
por un punto en movimiento al interior de un cubo, sin fuerzas exteriores, con refle-
xiones elasticas sobre las paredes o caras del cubo.
Se codifica cada una de las trayectorias del punto por la sucesion de caras que este
encuentra en su movimiento. No se hace diferencia entre las caras paralelas, asi que
se denota por 0, 1 y 2 los tres tipos de caras. A toda trayectoria se le asocia asi una
palabra infinita sobre el alfabeto {0, 1,2}. Se tiene el resultado siguiente:

Teorema 6.1. La complejidad de una trayectoria de pendiente («, 5,7), donde «,
y v son racionalmente independientes, es igual a n®> +n + 1.

Idea de la demostracion. Para simplificar los calculos se supondra que a;, 3,y son
tres reales racionalmente independientes en el conjunto que satisface: a + g+ v = 1.
La primera etapa es hacer notar que, de manera andloga al estudio de las sucesiones
sturmianas, es equivalente estudiar el billar ciibico al estudio de una recta de pendiente
irracional en R® y sus intersecciones con los planos = n, y = n, z = n para todo
entero n.

Se procede entonces de forma andloga al estudio hecho para la recta de pendiente
irracional en el plano: Si definimos la altura del punto (a, b, ¢) como el nimero a+b+-c,
llamaremos a ) la “superficie plegada”que une los puntos de altura n, n+ 1, n + 2
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€

Figura 5: Figura en escalera
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(véase Figura 5). La recta considerada corta cada superficie plegada una sola vez en
una de sus tres tipos de caras.

Si proyectamos la superficie plegada sobre el plano diagonal x +y 4+ 2 = 0 se
obtiene un mosaico periddico de ese plano; un cédlculo simple muestra que se pasa del
mosdico proyectado de ) al mosdico proyectado ) ., por una traslacién dada por el
vector (1 —a, —f, —) que es proyeccién sobre el plano diagonal del vector (1,0, 0) (se
podria proyectar otro de los tres vectores basicos, ya que la diferencia entre esas tres
proyecciones pertenecen al grupo de traslacién del mosaico); haciendo cociente con el
grupo del moséico uno es conducido a estudiar una traslacién del toro T? codificada
respecto a una particion en tres cuadrildteros. Un teorema de Kronecker nos asegura
que una traslacion irracional del toro es minimal, el cual es una generalizaciéon del
resultado dado anteriormente para circunferencias.

Entonces hay que, como anteriormente, mostrar que la particién considerada satis-
face la condicién (x), lo cual viene de la hipdtesis de irracionalidad, después demostrar
que los atomos de la interseccién de las particiones iteradas son conexas y uno es con-
ducido a un problema de conteo.

La particion intersectada de orden n viene de una triangulacién del toro con S, pun-
tos, A, aristas y F,, caras que satisfacen la formula de Euler S, — A,, + F,, = 0. La
particién de orden 1, que es la proyeccién de un cubo en perspectiva, tiene 3 puntos,
6 aristas y 3 caras, que corresponden a las tres letras de la codificacion. Se pasa de
la particién de orden n a la particion de orden n + 1 agregando 3 segmentos y un
punto (proyecciéon de un cubo de altura més grande que los precedentes); pero esos
tres segmentos recortan las aristas ya existentes. Se demuestra que los segmentos
agregados en la etapa n recortan los segmentos agregados en la etapa ¢ en 2 puntos si
i <n—1yen 0 puntos si i =n — 1 (més exactamente, en el caso que ellos recorten
esos segmentos en su extremidad, lo cual no agrega nuevos puntos). Se tiene por tanto
Spi1 =S, +2n+1y S, =n?+ 2. Se demuestra igualmente que A, = A, +4n+3
y A, = 2n? 4+ n + 3, de lo cual se deduce el resultado buscado. O
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intuicionista a la l6gica modal 5S4

José Arrazola Ramirez, Ivan Martinez Ruiz, Miguel Pérez
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Resumen

Estudiamos a las Logicas Modales, para ello listamos algunos axiomas co-
nocidos y a partir de estos axiomas enunciamos algunos sistemas l6gicos,
como lo es S4. Se establecen las Semanticas de Kripke para la Légica Mo-
dal y se exponen algunas propiedades importantes. Se concluye el Capitulo
estableciendo la traslacion de Godel T' y se demuestra que es un encaje

de C'PI en S4.

1. Introduccion

Se considera que el inicio de la légica modal como una disciplina matematica
se da en 1918, el ano en el que C. I. Lewis publica “Survey of Symbolic Logic”.
Ciertamente Lewis no fue el primero en considerar el razonamiento modal, tampoco en
construir sistemas simbolicos con este propdsito. Parece que el primero en hacer esto
fue Hugh MacColl, él exploré las consecuencias de enriquecer la Légica Proposicional
Clasica con operadores € (“es cierto que”) y n (“es imposible que”), sin embargo su
trabajo se desvié debido a la tradicion algebraica que imperaba en el siglo XIX. Lewis
cred las légicas S1-S5 de las cuales S4 y S5 se han convertido en las més conocidas
entre las logicas modales, también introdujo estas nuevas légicas creando todo un
sistema axiomatico con nuevos conectivos. Después de Lewis, Godel mostrd que S4 se
puede axiomatizar simplemente enriqueciendo la Légica Proposicional Clasica. Hasta
antes de 1960 Parry, McKinsey y Tarski continuaron con este trabajo desarrollando
la sintaxis de la légica modal, pero hasta ese momento no se tenia una seméntica
aceptable. Carnap fue pionero en emplear la légica modal para la descripcion de
estados, aproximandose asi a la semantica relacional de la légica modal. Jonsson
y Tarski trabajaron sobre las algebras modales. Ademéds crearon toda una teoria
de construccion de modelos lo cual dio herramientas para probar los resultados de
completez que dominaron la siguiente etapa del desarrollo de la l6gica modal conocida
como la era clasica. Aproximadamente en 1962 es cuando Kripke encuentra la conexion
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entre las semanticas relacionales y el trabajo realizado por Tarski, renaciendo asi la
légica modal. Durante esa misma década también Lemmon y Scott mostraron cémo
explotar los modelos canodnicos.

Para la siguiente década destacan los trabajos de Sergerberg, Thomason y Gold-
blat, en esta etapa se relacionaron firmemente los lenguajes modales con la teoria
clasica de modelos.

2. Sintaxis

Esta seccién estd fuertemente apoyada en [1], [2], [4] v [6].
La logica modal esta disenada para formalizar el comportamiento deductivo de la
necesidad y posibilidad. Tiene los siguientes simbolos primitivos.

1. Una coleccién numerable de variables proposicionales (p, ¢, p1, q1, - - -)-
2. Los conectivos Booleanos =y A.

3. El conectivo Modal O (necesidad).

4. Paréntesis (, ).

La clase ® de todas las férmulas bien formadas (wff) es definido por las tres reglas
de formacion:

1. Cada variable es una féormula bien formada.
2. Si «a es una férmula bien formada, también lo son —a y Oar.
3. Si ay (B son féormulas bien formadas, también lo es a A 3.

Consideramos las abreviaciones:

aAp=-(-aN—p).

a— f:=-aVp.

a fi=(a—=B)AN (B — ).
o 1= —=ar.

Definicién 2.1. Una légica modal es un conjunto A C ® que satisface:
1. A contiene todas las tautologias del calculo proposicional clésico.

2. Sia, (¢ = ) € A, entonces 5 € A (Modus Ponens).
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3. Sia € Ay f3, se obtiene de « al reemplazar uniformemente alguna variable por
otra formula bien formada, entonces 8 € A (Sustitucién Uniforme).

El simbolo K (de Kripke) denota la légica axiomética por el sistema que tiene
una base estandar para cdlculo proposicional cldsico (incluyendo MP y sustitucion
uniforme como reglas de inferencia) junto con el axioma

K. O(p — q) — (Bp — Og)

y la regla de necesidad de « inferir Oa.

3. Axiomas

Cuadles deben ser los axiomas de la 16gica modal es algo muy debatido. Diferentes
conjuntos de axiomas posiblemente permiten demostrar diferentes teoremas, por ende
los axiomas que se eligen muchas veces dependen de los teoremas que se quieren
demostrar. La siguiente es una lista de algunos de los axiomas més conocidos:

Nombre Axioma

K O(a — ¢) = (Oa — O).
T Ooa — «a.

4 Oa — O0a.

5 oo — Ooa.

B a— Ooa.

Diferentes combinaciones de axiomas dan lugar a diferentes sistemas de légica
modal. El sistema K (llamado asi en honor a Saul Kripke) es el que menos axiomas
utiliza: aparte de los axiomas de la légica proposicional, el sistema K se sirve sélo
del axioma K (no confundir el axioma con el sistema). Por esta misma razén, sin
embargo, el sistema K también es el mas débil de los sistemas, es decir, el que menos
teoremas puede demostrar. Sistemas més fuertes se construyen agregando axiomas a
K. Para detalles vea [1] y [3]. A continuacién hay una tabla con los nombres de los
sistemas mas conocidos y sus axiomas:

Sistema Axiomas

K K
T KT

S4 K, T,d4
S5 K, T,5.
B K T, B

4. Loégicas normales

Definicién 4.1. Una légica es normal si y sélo si K es cerrado bajo necesidad.
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Si I' es un conjunto de féormulas bien formadas, KT denota la logica normal ge-
nerada al agregar los miembros de I' como axiomas adicionales al sistema que genera

K.
Definicién 4.2. Sea A una logica modal, I' C ® y o € ¢. Entonces

1. a es A-derivable de I', I' k5 « si y sélo si existen aq,...,q, € I' tales que
(q A+ Nay,, = a) €A

2. I' es A-consistente si existe al menos un wff no A-derivable de I', y es A-
inconsistente en otro caso.

3. I' es A-maximal si y sé6lo si I' es A-consistente y para cada wf f «, o bien a € T’
o «ael.

Denotamos por Wy a la clase de subconjuntos A-maximales de ®. Para cada o € P,
lap={reW:acz}yparal CO [T [p=(Y{|a|pael}={xeW,:T Czx}.

5. Algebras modales y frame de Kripke

Definicién 5.1. Una algebra modal normal (AM) es una estructura
U= (4,n',1)
que satisface:

1. (A,N,) es un algebra Booleana (AB), y

2. 1 es un operador unario sobre A que satisface: {(aNb) = lanNlb, y 11 =1 donde
1 es un elemento unitario de U.

Ahora consideramos para cada wf f a(py,...,p,) con n variables una funcién po-
linomial n-aria h sobre 4 que puede definirse inductivamente de la siguiente manera:

—_

) hgi(al, Cey ) = a.
2. Y (ay,...,a,) = (A% (ay, ..., a,))"
3. hisglan, ... an) = hi(ay,. .. an) N RG(as, ..., ay).

4. RE (ay,...,a,) = U(h%(ay,. .., a,)).

a es valida en U (U = «) siy sélo si A = 1 (es decir, A toma el valor de 1 para
todos los argumentos en su dominio). Una légica A estd determinada o caracterizada
por la clase C de algebras modales si y sélo si para cualquier o € @, F, « si y sélo si
U E « para todo U € C.

El siguiente resultado establece que toda logica se caracteriza por un algebra
simple.
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Definicién 5.2. Si A es una logica modal, entonces el algebra Lindembaum de A es
la estructura

u/\ = <AA7m7/7l >

definida como sigue:

1. Ay = {||laf|a : @ € @}, donde ||afja = {8 : a = B} y a =5 B. siy sélo si
|_AOé<—>ﬁ.

2. [laffy = [I=alla-
3. Uella) = [[Bala-
4 lalla llglls = flee A Blla-

Una interpretaciéon para un lenguaje modal es un conjunto ordenado de dos ele-
mentos, definido de la siguiente manera:

Definicién 5.3. Una frame de Kripke (K-frame) es una estructura § = (W, R), donde
W es un conjunto no vacio, denominado el conjunto base o portador de §, y R una
relaciéon en W.

Definicién 5.4. Una valuacion V en § es una funciéon que asocia a cada variable p
un subconjunto V' (p) de W.
El dominio de V se extiende a todo ® segun las siguientes condiciones:

l.xeV(anp)siysélosiz e V(a)yxe V().
2. z€V(-a)siysblosiz ¢ Via).
3. z € V(Oa) siy solo si, para todo y, si xRy entonces y € V().
4. x € V(oa) siy sélo si, existe y tal que zRy y y € V().
Definicién 5.5.
1. awesvalida en § (§F | «) siy solo si V(a) = W, para toda valuacién V en §.

2. « es valida en un clase € de frames (€ |= «) si y sélo si para todo § € C se tiene

S Ea.

3. € determina o caracteriza una logica A si y soélo si para todo o € ®, by asiy
sélo si C = a.

Intuitivamente tenemos que W es el conjunto de mundos posibles y que = y y
estan relacionados (xRy) si y sélo si x es un mundo accesible a y.
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Definicién 5.6. Si A es una logica modal normal, el K-frame canénico para A es la
estructura

I8 = (Wa, Ryp),
donde:

1. Wy es la clase de subconjuntos A maximales de ®, y
2. zRysiysflosi{A e d:0OAcz} Cysiysdlosi {0A: A€y} Cux.
La valuacién canénica Vi es definida por Vi(a) =| « |a.

Teorema 5.7. Para todo o € &, V() =| a |5.

La demostracion es por induccién sobre la complejidad de la formula y la definicion
de valuacion canénica.

Definicién 5.8. Un modelo de Kripke para una légica modal es un par 9t = (§, V),
donde:

L. §=(W.R).
2. V es una valuacion en §.

Sea x € §. Por induccién en la construcciéon de ¢ definimos una relacion de verdad

(M, z) = ¢, “ p es verdadera en el mundo x en el modelo M”, tomando:
1. (M, z) =psiysdlosiz e V(p), para cada p variable.
2. (Mz) EpAxsiystlosi (Maz)=ey (M) =X
3. M,z) EpVysiysdlosi (M, z) e o (M) X
4. (M, z) =@ — x sty sélosi (M, z) = ¢ implica (M, z) = x.
5. (M, z) EL.

6. MM = Op siy sélo si (M, y) = ¢ para todo y € W tal que zRy.
7. M, x = —p siy sélosi (M, z) ¥ .

8. M |=op siysolosi (M, y) E ¢ existe y € W tal que zRy.

Si (M, z) ¥ ¢, entonces decimos que ¢ es falsa en el mundo = € 9.

Definicién 5.9. Dos modelos (algebraicos) son semanticamente equivalentes si ellos
validan precisamente las mismas féormulas modales.
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Definicién 5.10. Sea § = (W, R) un frame y z,y € W. Decimos que y es accesible
de x por n > 0 pasos y escribimos zR"y o y € = 1" o x €], si existen puntos (no
necesariamente distintos) z1,..., 2,1 € W, tales que xRz Rz ... Rz, 1 Ry.
Entenderemos 2Ry, y € 1% y € y Lo como = = y.

Observacién 5.11.
1. Si R es transitiva, entonces x R™y implica xRy, para n > 0.
2. Si R es reflexiva, entonces el inverso también se tiene.
Definicion 5.12.
1. Un punto z es llamado reflexivo si z Rx, para tal x, x R"x se cumple para n > 0.
2. Un frame es reflexivo si todos los puntos son reflexivos.

Definicion 5.13. Sea § frame transitivo.
Definimos en W una relacién de equivalencia ~ de la siguiente manera: Para cuales-
quiera z,y € W

x~y sty solosix=1y oxRy yyRx.

Las clases de equivalencia respecto a ~ son llamados cluster. Los cluster que
contienen un punto z se denotaran por C(zx).

Definicién 5.14. El frame cociente de un frame transitivo con respecto a ~, es el

frame (W/ ~, R/ ~), donde:
1. W/ ~={C(z) :z e W}y
2. C(z)R/~C(y) si y sblo si xRy.
Es llamado el esqueleto de § y lo denotamos por p§ = (pW, pR).
Observacién 5.15.
1. Si R es reflexivo, entonces p§ es un orden parcial por pg.
2. Una relacion binaria reflexiva y transitiva es llamada casi-orden.
Distinguimos 2 tipos de Cluster.
1. Un cluster simple consiste de un punto singular reflexivo.

2. Un cluster propio contiene al menos dos puntos reflexivos.
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6. Frames de primer orden

Las conexiones entre algebras modales y frames de Kripke fueron estudiados por
Lemmon en [5], donde se muestra que cada K-frame tiene un algebra modal semanti-
camente equivalente.

Definicién 6.1. Si § = (W, R) es un K-frame entonces § es el dlgebra modal
(2. N, \, lg), donde:

1. 2" es el conjunto potencia de W.
2. N interseccién, \ complementacién.
3. SIS C W, Ig(S)={z e W :Vy(zRy -y € 9)}.

Teorema 6.2. Sea a(pi,...,p,) € P. Entonces para toda valuacion V en §F,
+
hy (V(p1),-.., Vipa)) = V(a).

Demostracion. Por induccién sobre la complejidad de la formula o

Caso 1. a =p;.
+
h (V(p1)s-- o, Vipa)) = Vip).
Supongamos que el teorema se cumple para férmulas de complejidad menor que

Caso 2. a = —f.
Veamos que h3 s(V(p1)s- ., Vipn) = V(=8).
v € WV V) = (5 V(oo V) si v silo si @ ¢
hW(V(pl) Vipn)) =V(B)siy solo six ¢ V( ).
Por lo tanto hg s(V(p1), -, V(PR)) = V(=8).

Caso 3. a = [ A~. .
Veamos que th(V(pl, L Vipn) = V(B AY).
x € hBM(V(pl),...,V(pn)) siy solo si z € hg+(V(p1),...,V(pn)) ANz €
hg(ﬁ(\/(( )),...,V(pn)) siysélosiz € V() ANz € V(y) siysblosiz e
Y

Por lo tanto hg/w(V(pl, L Vipn) = V(B AY).

Caso 4. o = 0.
-
Vefumos que hgﬁ(V(pl), ., Vip
hgﬁ(I/(pl),...,V(pn)) = (hs V(p1),...,V(pn))). Asi verifiquemos que
WS (V(p1), .-, V(pa))) = V(OB).
x € l(hg+(V(p1), ..., V(pn))) st y sélo si, para toda y, si xRy implica que

) = V(Op). Por Definicién 5.1, tenemos que

n)
il
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y € l(hg+(V(p1),...,V(pn))) = V(B), es decir, y € V(B). Por lo tanto, para
todo y, si xRy, entonces y € V(), esto es por Definicién 5.3 que z € V (3).

U
Corolario 6.3. § = « siy sdlo si § = a.

Demostracién. Supongamos que § | «, esto es que para toda V valuacién en g,

se tiene que V(«a) = 1, entonces por Teorema 6.2, se cumple que 1 = V(o) =
K" (V(p1),...,V(pn)). Por lo tanto B3 (V(p1),...,V(pa)) = 1, esto es, §t = a.
De manera analoga se tiene el reciproco. O

Definicién 6.4. Un frame (modal normal) es una estructura
§ = (W,R, P),
donde:
1. (W, R) es un K-frame, y
2. P es una coleccién no vacia de subconjuntos de W que es cerrado bajo
MY g

Una valuacién V en un frame § es una funcién como en la Definicién 5.4 con
el agregado:

3. V(p) € P, para toda variable p.
La condicién 2 garantiza que:

4. V(a) € P, para todo o € .

Definicién 6.5. Si § = (W, R, P) es un frame, entones § es la estructura
<P7 m? \7 l >7

es una algebra modal en virtud de 2 de la definicién anterior.
Un frame § es fuerte si P = 2V

7. Subframes
Definicién 7.1. Si §© = (P,N,\,l ) es una algebra modal y P; C P, entonces se

tiene que §7 = (P1,N,\,1 ) es un dlgebra modal con las mismas operaciones. En este
caso diremos que §, es una subalgebra modal (sub-AM) de .
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Teorema 7.2. Sean § = (W, R, P) y §1 = (W, R, Py) frames con P, C P. Entonces
S EasiysdosiF FE a.

Demostracion. Sean § = (W, R, P) y §1 = (W, R, P;) frames con P, C Py § E «a.
Como P es una coleccién no vacia de subconjuntos de W que es cerrado bajo N, \, lg,
+
entonces §; es una sub-AM de §F, entonces hf — 1 idénticamente sélo si hS = 1,
es decir, §© | a si y sélo si § | a, equivalentemente § = « si y sélo si §+ = a.
Por otro lado, §1 Fay §FE asiysdlosi § E a. O

Definicién 7.3. Sea R una relacién en W. Para cada k£ € N, definimos la relacion
RF C W x W por el esquema inductivo.

1. xR% siy sélo si x = v.
2. xR* 1y siy sélo si existe z : (xRz A zRFy).

Definicién 7.4. Si R C W2, entonces W’ C W es R-hereditaria si y sélo si x € W’
y xRy implican y € W',

Proposiciéon 7.5. La interseccion de una clase de conjuntos R-hereditarios es R-
hereditario.

Demostracion. Sea € = {W' C W : W' es R-hereditario , R C W?}. Queremos ver
que ()€ es R-hereditario, R C W x W. Sea z € ()€ y xzRy. Por demostrar que
y € (€. Como z € €, para toda C € C, se tiene que x € C'y como C es R-
hereditario, entonces para toda C' € €, se tiene que y € C. Por lo tanto y € (€. O

La proposicién anterior nos asegura que, para cualquier W’ C W hay un conjunto
mads pequeno Wx que es R-hereditario y contiene a W,

Teorema 7.6.
Wg = {y: J23k(xz € W' y 2RFy)}.

Demostracion. 2] Sean € = {y : JxTk(x € W'y zR*y)}, 2 € € y zRw. Por demos-
trar que w € C. Como z € C, existen x, k tales que w € w' y zR*z y como zRw,
entonces zR¥1w. Por lo tanto w € €. Asi € es R-hereditario y como W’ C €, enton-
ces Wy C C.

C] Sea W' = {D C W : D es R-hereditario y W’ C D}. Veamos que € C W}. Sea
D C W R-hereditario tal que W’ C D, veamos que € C D. Sea y € C, entonces
existen z € W’ y k > 0 tal que xR¥y y 1tRzRz, ... Rz,_1Ry. Por lo tanto y € D,
asi € C D. Por lo tanto C C W7,. O

Definicién 7.7. Si § = (W, R, P) y §' = (W', R', P') son frames, entonces §’ es un
subframe de § (§' C §) si cumple:

1. W’ es un subconjunto R-hereditario de .
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2. R'=Rn (W x W),
3. PP={W'NnS:Se P}

Teorema 7.8. Si W’ es un subconjunto R-hereditario de W y R' = RN (W' x W),
entonces:

L WA\W'NS) =W nW\S).

2. (W'NS)N(W'NSy) =W n(SnNsy).

3. mp(W'NS) =W N mp(S).

4. (W' N S) =W NIx(S).
Demostracion.

1. Seaa € W'\ (W'NYS), entonces a € W' Aa ¢ W'NS, esdecira € W\(W'\S) =
(WAWHU W\ S), entonces a € W\ W' VvV a e W\ S implicamos que
a €W ANaeW\S. Porlo tanto a € W N (W \ S).

2. 2e (WnS)N(W'NSy) siysélosiz € (W' NS)Ax € (W'NS;) siysélosi (z €
WAz € S)AN(x € W Az € Sp)siysblosi (x € WAz e W)AN(x € SAz € 1)
siyslosiz e WA(xeSAzeS))siystlosize WnN(xeSnzes)

3. Seax € mp/(W'NS), entonces x € W'y xR'y para algin y € W/ NS, entonces
xRy y como y € S, se cumple que = € mg(S). Por lo tanto x € W' Nmpg (S).
Por otro lado, sea © € W/ Nmpg(S), entonces x € W'y x € mg(S), entonces
xRy para algin y € S'y como w’ es R-hereditario entonces y € W’'. Por lo tanto
x €mp (W' NS).

4. Sea x € lp/(W'NYS), entonces x € W'y para todo y se tiene que xR'y, tenemos
que y € W'N S, entonces xRy pues R' = RN (W' x W), asi x € W' N 1x(S).
Por otro lado sea x € W/ N Ig(9), entonces € W'y = € Ig(S), entonces para
toda y se tiene que xRy implica que y € S 'y como W’ es R-hereditario se tiene
quey € W asizRyyy € W'NS, es decir, z € lg(W'NS).

O

Corolario 7.9. Si§ = (W, R, P) es un frame y W C W es R-hereditario, entonces
Sw = (W' R, Py:) es un subframe de §, donde:

1. R=Rn(W x W)y

2. PW/:{WIQSZSEP}.
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Demostracion. Sea § = (W, R, P) un frame y W/ C W tal que W' es R-hereditario.
Por demostrar que §w+ = (W', R, Py/) es un subframe de §, donde R = RN(W'xW’)
y Py ={W’'NS : S € P}. Veamos que se satisface la Definicién 7.7. El inico requisito
que no se satisface inmediatamente es que Fy es un frame, es decir, Py se cerrado
bajo N, \,y lg, pero esto se sigue de Teorema 7.8. O

Corolario 7.10. Sea {§; :i € I} es una coleccion de frames de §, y W' = (,c; Wi.
Entonces st W # (), Fw es un subframe de §.

Demostracion. Veamos que W' es R-hereditario. Sea x € W’y xRy. Por demostrar
que y € W'. Como z € W' = (,.; Wj, entonces para todo i € I se tiene que v € W; y
como para cada ¢ € [ se tiene que W; es R-hereditario y ademas x Ry se tiene que para
cada ¢ € I se cumple que y € W;. Por lo tanto y € N;c;W;, asi W’ es R-hereditario. En
virtud del Corolario 7.9, se tiene que Fw+ = (W' = Nie;W;, R, Py/) es un subframe
de §. O

El Corolario 7.10 afirma en efecto que la interseccién de subframes es un subframe,
por lo que cada W' C W tiene un subframe mas pequeno de § que lo contiene. Este
subframe es Fy, y es llamado el subframe de § generado por W'. Si W' = {z}
entonces SW& lo escribiremos como §, el subframe generado por x.

Teorema 7.11. Si §F C §, a(pr,...,pn) € P, y S1,...,5, € P,
WSS (W' NSy, .., W' NS, =W Nhi (S,....5,).
Demostracion. Haremos induccién sobre la complejidad de a.

Caso 1. a=p;,i=0,1,... (d&tomo), entonces

WIS, WNS,) = WS,
Por otro lado,
W'NhS (Sy,....S) = W'NS.
Por lo tanto A8 (W' N Sy,..., W' NS8,) = W' N A (S, .., ).

Supongamos ahora que el teorema se cumple para féormulas de complejidad
menor que «.
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Caso 2. a = —3, entonces
B (WASy,... WS, = [h (W AS,..., WS,
= Wy (Si,....S))
= [WA\WUW\ RS (Si,....S)]
= W\ S (Si...,5)
= W N[k (Sh,.... S
= W'NhS5(S1,....S,).

Caso 3. a = [ A 7, entonces

B WS, W'NS,) =

BAYy

W RS (Sh,..., Su)] N

W' N hS" (S, ..., Sn)]

= W Nk (Sy,.... )N
W37 (S1, ..., S,)]

= W NhS (Sh,...,5).

BNy

Caso 4. o = Of, entonces
Veamos que hgg(W/ﬂSl, S =N hg;(sl, ...,5n), por la Definicién 5.1
es equivalente a probar lo siguiente:

Lo lhS (WA Sy, ., W 08 = W A Lg(hS (S, .., Sh)).

Sea z € lp [hg,+(W’ NSy, ..., W' NS,), entonces = € W' y zR'y implica
que y € hg/+(W’ N Sy,...,W' N S,) v por hipdtesis esto ultimo es igual a
w'n hgl(Sl, ...S,), entonces y € W'y y € hg+(51, ...,Sy) vy como xRy se
tiene que zRy. Por lo tanto x € W' N lR(hg+)(Sl, cey S

Por otro lado sea z € W' N lR(hg(Sl, ...,5)), entonces x € W'y x € lg(hg).
Ahora sea z € W'N lR(hg+(Sl, ...,Sn)), entonces x € W'y

T € lR(hg+(Sl, ..., Sp)), entonces x € W' C Wy xRy, entonces y € hg+(51, ceeySh)
y como W’ es R-hereditario, entonces

y € W'n hg(Sl ...,Sy), entonces por hipdtesis inductiva, y € hg/+(W' N
Si,...,W'NS,). Asix € lR(hg/+(W’ NSy,...,W'nNsS,)). Por lo tanto

WS (WS, .., S.) = W AKSH(S, ..., Sh).
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]
Corolario 7.12. Si§ C§ y § F «, entonces §' | a.

Demostracién. Como § = asiy sélosi § | a, es suficiente probar que §© | a sdlo si
Ft o Sig T ¥ aentonces, existen T}, ..., T, € P’ tales que h§/+(T1, T #F W
Por inciso 3 de la Definicién 7.7, para 1 < ¢ < n existen S; € P tales que T; = W'N.S;.
Por lo tanto, por el Teorema 7.11,

W' £ (T T = S (W'NS,,...,W NS,
W' NhS (Sy,...,5,).

Entonces W/ N RS (Sy,...,S,) # W', ast W' & h3(Sy,...,S,) pues de lo contrario
W AR (Sy,....8,) =W £ W' CW.
Por lo tanto h3(Sy,...,S,) # W, asi " ¥ a. O

En contexto de K-frames, tenemos el siguiente caso especial del Teorema 7.11.

Teorema 7.13. Sea V' una valuacion en (W, R), W' CW y sea (Wg, R') el sub-K-
frame generado por W' (Wp, como se definic en el Teorema 7.6 y R = RN(WpxWFp) ).
Definimos Vi, por Viy/(p) = W, NV (p), todas las variables p, Entonces Viy: (o) =
WirNV(a), todo a € ®.

La funcién Vi se llamara la valuacion derivada de (generada por) V.

8. Homomorfismos

El hecho de que los subframes preservan una propiedad de validez (Corolario
7.12) puede, en efecto, establecerse indirectamente a partir de la preservacién de las
identidades polinémicas en homomorfismos de algebras. En efecto, por la Definicion
7.7y el Teorema 7.8 si §' C §, entonces la funcién S — W’'NS es un homomorfismo de
algebras modales de §* en §F. Hay otras construcciones algebraicas que preservan las
identidades (subdlgebras) y, como veremos, cada una de ellas estd asociada con una
construccion de frame en particular. En esta seccidén, se muestra que la estructura de
la preservacion de las funciones entre los frames estan vinculados con las subédlgebras
modales.

Definicién 8.1. Si § = (W, R, P) y § = (W', R', P’) son frames, una funcién Q :
W — W' es un homomorfismo de frames de § a §’ si y sélo si

1. xRy sélo si Q(z)R'Q(y).
2. Q(z)R'z s6lo si Jy(xRy y Qy) = z).
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3. S € P sélosi Q71(S) € P, donde Q71(S) = {x € W : Q(x) € S}.

Si Q es sobreyectiva (i.e. Q(WW) = W), entonces § es una imagen homeomorfa
de § (escribimos § < §).
Q es un encaje si y sélo si es inyectivo y satisface

4. Se P=3T € P(Q(S)=9W)NT).

Si Q es biyectiva y Q7! es un homomorfismo, entonces Q es un isomorfismo,
en cada caso § y §' son isomorfos (§F = §').

Un isomorfismo puede alternativamente describirse como un encaje sobreyectivo.
Note que un homomorfismo biyectivo necesariamente no es un isomorfismo, es decir, si
P # 2% entonces la funcién identidad de (W, R, 2") a (W, R, P) es un homomorfismo
biyectivo cuya inversa no satisface la condicién 3 de la Definicién 8.1.

Teorema 8.2. 5i Q : § — § es un homomorfismo de frames, entonces para S, T C
w'.
1 QW' 8) =W\ Q7H(S).
2. 1(SmT) “HS)yn o YT).
“H(mp(S)) =mg(Q7).

4- Q7 (Ir (9)) = Ir(Q71(9)).

Demostracion.
1.
HWN\S) = {reW:Q(x) e W\ S}
{zx eW:Q(z) e W AQ(z) ¢ S}
= {xEW Qz) e W'tn{x e W:Q(x) ¢ S}
= o' (W) N (QN(9))
= W\Q 1(9)
2.

1SNT) = {zeW:Q(x)eSNT}
= {zeW:Q(x) e SAQ(x) e T}
= {zeW: Q(:c)ES}ﬂ{xEW:Q(:c)ET}
— 9 (s)NQN(T)
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3. Sea € Q7' (my(S)) entonces Qz) € my(S), luego Q(z)R z para algin
z € S, entonces existe y tal que Ry y Q(y) = z. Por lo tanto y € Q71(S). Por
ende x € mp(Q71).

Por otro lado sea x € mz(Q71(9)), entonces xRy y para algun y tal que y €
Q-1(S), es decir, Ry y Q(y) € S. Y por definicién Q(x)R'Q(y), asi Q(z) €
m g (S). Por lo tanto 2 € Q7 (m ) (S).

QN (I (8) = QW' \ my(9))
= W\Q  (mr(Q7(9))
= W\mgp(Q7'(9))
= Lr(Q7Y(9)).

O

Teorema 8.3. Sean Q : § — §' un homomorfismo y §o = (Wq, R, Pg) el subframe
de §' generado por Q(W'). Entonces:

1. Q es una imagen homeomorfa de § bajo Q, y
2. §o = 3§ st Q es un encaje.
Demostracion.

1. Notamos que Q(W) es un conjunto R'-hereditario. En efecto, supongamos que
z € QW) yzR'y. Veamos que paray € Q(W) existe w; € W tal que Q(w;) = .
Como z € W, entonces existe w; € W tal que Q(w;) = = y 2Ry, entonces
Q(w;)R'y, asf existe wy € W tal que w; Rwy y Q(wsy) = y entonces y € Q(W).
Por lo tanto Q(W) es R-hereditario, asi Q es una funcién sobre Fq. Ahora si
S € Py, entonces existe T € P': S = Q(W) N T, entonces

Q-1(S) = 9 YQW)NT)
= o Y(Q(W))NQNT)
= Wna YT
= Q9 NT)eP.

Finalmente tenemos que xRy, implica Q(x)R Q(y).

2. Si Q es inyectiva, entonces (Q71)~! = Q implica por definicién de encaje tenemos
que, dada S € P, se cumple que (271)71(S) = Q(S) € Py por lo que Q7! es un
homomorfismo. Esto, junto con (1), nos da que Q es un isomorfismo entre § y

So.
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O

Teorema 8.4. SiQ : § — § es un homomorfismo, a(py,...,p,) € P, ysiSy,..., S, €
P, entonces QY (R (Sy,...,S,)) = A3 (Q71(Sy),...,Q71(S,)).

Demostracion. Por induccién de la longitud de .

Caso 1. a = p;, entonces ,
Q7N (hE T (S1y.. ., Sn)) = Q7N(S).
Por otro lado
BE(Q7H(SY), -, 27H(Sw) = 97H(S)).
Supongamos que el Teorema se vale para féormulas de complejidad menor que

Q.

Caso 2. a = =3, entonces
QLSS (S1,. ., 80) = QY W\KS (Sh,.. ., Sn)
W\ QL (RS (Sh,..., Sh))

— WA\KST(Q(S)), ..., Q71S,)
+
= BSOS, QS,).

Caso 3. a = 8 A 7, entonces

Q‘l(hgfy(sl,...,sn)) = QYRS (S, ,Sp) N (RS (S, .., Sp)
_ '+ _ !
_ ng(hgl(Sl,. ,Sn)l)mQ 1(h§+(51, ,Sn))
hﬁ+(Q‘ (S1),...,Q74(S,))N
h§+(Q*1(Sl),. L, Q71(S,))
= K5, (Q7H(Sh), .., Q7H(Sy)).

Caso 4. o = O[3, entonces
Veamos que

Q! (hizg (S1,- - 8n)) = hE5(Q7(S1), -, Q71 (S)
Por Definicién 5.1 verifiquemos los siguiente

Q™ (L (hS 7 (Shv- ., Sn)) = Lr(AS (Q7H(S1), ..., Q7 (S).

Q7 (L (B (S1,-,80)) = Le(Q7M (RS (S1,...,5.))
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O
Corolario 8.5. 51§ <X§ y § E «, entonces § |~ «a.

Demostracion. Sea Q : § — § homomorfismo.
Por demostrar h3 " (S, ...,S,) = W'

W (Sh,...,S,)

U
@)

(
= Q(h§(Q7 (S, 50)
= QW)
= W
Por lo tanto W' C hi’*(sl, ...,Sn). Por otro lado, por definicién tenemos que
RS (Sy,...,S,) CW'. Ast B3 " (Sy,...,S,) =W O

Corolario 8.6. Cualesquiera dos frames isomorfos son semdnticamente equivalentes.

Demostracién. Sea Q : § — § isomorfismo de frames.
Por demostrar que § = a si y sélosi § = a.
Supongamos que § | «. Queremos ver que F E a. Bastard ver que § | a entonces

" = a. Por demostrar que h§/+(51, ..., Sy) = W'. Esto se sigue del Corolario 8.5.
Ahora si § E a. Por demostrar que § = «a. Consideremos P = Q7' : §F — §

homomorfismo. Verifiquemos que h3" (Sy,...,S,) = W.
RS (Sy,....S,) 2 PP hE)(Sy,....5)
= P(RS (P7Y(S)),..., P7(SW)))
W.
Por otro lado se tiene que h§+(51, ..., Sp) € W, esto por definicién. Por lo tanto
h3T(Sy,...,S,) =W. O

Teorema 8.7. Si § esta encajado en §', entonces §' = a implica que § = .

Demostracion. Sean § = ay Q: § — § un encaje. Entonces por el Teorema 8.3,
se tiene que §o C 5 y §o = §. Por otro lado, por Corolario, 7.12 como Fq C F y
§ = a, entonces Fo = o y como o = F por Corolario 8.6, entonces § = av.

O

Definicién 8.8. Si Q : § — § es un homomorfismo de frames, entonces Q1 : F+ —
ST es definida por Q7(S) = Q7!(S), para todo S € P'.
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Teorema 8.9.

1. QF es un homomorfismo de dlgebras modales.

2. QF es inyectivo si Q es sobre.

3. Q% es sobre si Q es un encage.

4. QF es un homomorfismo de dlgebras modales si Q es un isomorfismo de frame.
Demostracion.

1. Por demostrar:

a) QN(SNT)=9"(S)NQ*(S)NQ*(T),

b) QT(\S) =\27(9),
¢) QF(mp(S)) = ma(Q*(S)).

Se sigue de la Definicién 8.8 y el Teorema 8.2.

2. Supongamos que Q es sobre. Por demostrar que Q" es inyectivo. Sean S, T € P’
tales que Q*(S) = Q7 (T). Como Q*(S) = QF(T") por Definicién 8.8, se tiene
que Q71(S) = Q7I(T), entonces Q(Q71(S)) = Q(Q (7)) y como Q es sobre, se
tiene que S =1T.

3. Supongamos que Q es un encaje. Por demostrar que QF es sobre. Sea S € Py
como Q es encaje, entonces existe 7' € P’ tal que Q(5) = Q(W) N T'. Notamos
que S C Q7! Siz e Q7I(T), entonces Q(z) € TNQ(W) = Q(S), asi para algin
y € S se tiene que Q(x) = Q(y). Pero Q es inyectivo, entonces x = y. Por lo
tanto Q1(T)(S), es decir, Q7 (T) = S.

4. Se sigue de 1-3.

9. Inmersion de CPI en S4

Uno puede notar la cercania de C'PI y S4 cuando se piensa en la implicacion
intuicionista como implicacién necesaria y notar la semejanza de los modelos. Godel
vio la conexion mucho antes de la existencia de modelos de Kripke al senalar que la
interpretacion de O como la nocién intuitiva de probabilidad. El construyo la siguiente
traslacion 1" de IPC en S4.

Definicién 9.1. (Traslacién de Godel) Para toda p variable intuicionista y para
cualesquiera ¢ y ¢ férmulas intuicionistas,
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=
~

p) =

o
S~

(

(L) =

3. T(p A1) =T(p) AT ().

4. T(p V) =T(p) VT (¥).
(

5. T(p =) = T(p) = T(¥).

Los conectivos Intuicionistas son transformados por 71" en las correspondientes
Clasicas, pero se entienden ahora en el contexto de demostrabilidad.

Sea M = (F, V) un modelo modal en un frame casi-ordenado F.
Definimos en el esqueleto p§ de § una valuacién intuicionista pV' por tomar, a cada
variable intuicionista p,

V(p) = {C(z) - (M, ) |= Op},

pV (p) es upward closed.

Decimos que el modelo p9t = (pg, pV') es el esqueleto de el modelo 9.
Inversamente, si M = (pF, U) es un modelo intuicionista basado en un esqueleto de
un frame-casi ordenado § = (W, R), entonces tomando a cada variable intuicionista

p
Vp)={zeW: (N C(z)) F p}

obtenemos un modelo modal 9 = (§, V) cuyo esqueleto es (isomorfo a 91). En par-
ticular, si todos los clusters en § son simples y ademés § es isomorfo a p§, entonces
el modelo 9 es también isomorfo a su esqueleto .

Lema 9.2. (del Esqueleto) Para cada modelo M de ldgica modal basado en un frame
casi-ordenado, todo punto x en M y cada formula intuicionista p,

(PN, C(x)) = ¢ siy sdlo si (M, z) |=T(p).

Demostracion. Sean 99 un modelo de légica modal basado en un frame casi-ordenado
y x en 9. Haremos induccién sobre la complejidad de la férmula .

Caso 1. ¢ = p atomo, entonces

(P, C(z)) Ep siysolosi Clz)e V(p)
siy sdlo si (M, x) = Op.

Por otro lado (9, z) = T'(p) = Op.
Supongamos que el teorema se cumple para férmulas de complejidad menor que

@.
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Caso 2. p = V x, entonces

(09, €(x)) | 6V X si g sdlo si (o9, €(x)) b= 6 o (M, €(x) - X
siy solo si (Mz) =Y o (M) = x
siy solo si (M, z) =YV x.

Caso 3. ¢ =¥ A x, entonces

(P9, C(z)) = Ax siy solo s (pIN, €(x)) =1
y (P, €(z)) = x
sty solo si (M, z) =

y (M, z) |= x
siy solo si (M, z) =1 Ax.

Caso 4. p =1 — x, entonces

(PN, C(x)) ¥ @ siy solo st existey € x 1
(P9, C(y)) = ¥ y (v, C(y)) ¥ x

sty solo si existe y € x T

(M, y) = T@) y (M, y) ¥ T(x)
(

. Y)
siy solo si (M ,x) FO(T() = T(x))
siy sélo st (M, x)E T — x
siy sélo si (M, x) ¥ T(p).

0

Corolario 9.3. Para cada frame casi-ordenado § y cada formula intuicionista ¢,

pS = ¢ siy solo si§ = T(p).
Teorema 9.4. La traslacion de Godel es un encaje de CPI a S4.

Demostracion. Deseamos probar que, para toda férmula intuicionista ¢
w € CPI siy solo si T(p) € S4.

Supongamos que T'(¢) ¢ S4. Entonces existe un frame casi-ordenado § tal que § ¥
T(¢). Por el Corolario 9.3, pF ¥ ¢ y asi ¢ ¢ CPI. Inversamente, supongamos que
¢ ¢ CPI. Entonces, existe un frame intuicionista finito § refutando ¢ y como un
frame modal es isomorfo a su esqueleto. Por el corolario anterior, § ¥ T'(¢), de esto
se sigue que T'(p) ¢ S4. O

Matemaéticas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 5, paginas 87-108



José Arrazola Ramirez, Ivan Martinez Ruiz,
108 Miguel Pérez Gaspar, Rubén Vélez Salazar

Bibliografia
[1] A. Chagrov and M. Zakharyaschev, Modal Logic, Oxford University Press, (1997).
[2] B. F. Chellas, Modal Logic an Introduction, Cambridge University Press, (1980).
[3] N. B. Cocchiarella and M.A. Freud, Modal Logic, Oxford University Press, (2008).
[4] R. Goldblatt, Mathematics of Modality, CSLI Lecture Notes No. 43, (1993).

[5] E. J Lemmon, Semantics for Modal Logic I, Journal Symbolic Logic 31 ,46-
65,(1966).

[6] E. N. Zalta, Basic Concepts in Modal Logic, Center for the Study of Language
and Information Stanford University, (1995).

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

arrazola@fcfm.buap.mx
imartinez@fcfm.buap.mx
miguetux@hotmail.com
ruvelsa@yahoo.com

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 5, paginas 87-108



Probabilidad






Matemadticas y sus Aplicaciones 3, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN: 978 607 487 659 8.

Capitulo 6

Analisis de procesos de decisién de Markov con
horizonte aleatorio

Hugo Adan Cruz Suarez, Rocio Ilhuicatzi Roldan
FCFM-BUAP

Resumen

Se considera un modelo de control de Markov con espacios de estados y
acciones de Borel con funcién de costo no acotada. Se analiza el problema
de Decision de Markov con criterio de rendimiento el costo total esperado
y horizonte aleatorio cuya distribucién de probabilidad es conocida. Para
este problema se plantea la ecuacién de optimalidad y se proporciona
un teorema que permite garantizar la existencia de una politica éptima
estacionaria. Los resultados obtenidos son aplicados a un problema de tipo
Lineal-Cuadratico con incertidumbre en el horizonte.

1. Introducciéon

El problema de Decision de Markov se estudia generalmente con horizonte fini-
to y cuando éste es suficientemente grande se considera como horizonte infinito. Sin
embargo, aun después de haber determinado el tipo de horizonte del problema cabe
la posibilidad de que factores externos obliguen a concluir el proceso antes de lo es-
perado. Podria considerarse de forma mas correcta incertidumbre en el horizonte. En
Savings and Consumption with an Uncertain Horizon (véase [2]) se analiza un proble-
ma de consumo-inversion utilizando un modelo de control de Markov con horizonte
aleatorio, siendo el principal objetivo estudiar el consumo inicial respecto a diferentes
distribuciones del horizonte; aqui se considera sélo el caso en que la distribucién de
probabilidad del horizonte tiene soporte finito. En Markov Decision Processes with
Random Horizon (véase [3]) se analiza el problema de Decisién de Markov con hori-
zonte aleatorio en el caso no homogéneo, con espacio de estados numerable y costo
acotado, proporcionando un algoritmo que permite hallar una politica 6ptima o e-6pti-
ma para el caso de soporte infinito, dando como ejemplo una aplicaciéon a sistemas de
inventarios. De forma mas general nosotros analizamos el Problema de Decision de
Markov con horizonte aleatorio considerando espacios de estados y acciones de Borel
con costo no acotado estableciendo un resultado que, bajo ciertas condiciones, ga-
rantiza la existencia de una politica éptima estacionaria. Finalmente se ejemplifica la
teoria desarrollada en un problema de tipo Lineal-Cuadrético con horizonte aleatorio.
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2. Teoria Basica

2.1. Modelo de Control de Markov
Un modelo de control de Markov es una quintupla
(X, A {A(x) |z € X},Q,¢)
donde

(a) X es un espacio de Borel, llamado espacio de estados;
(b) A es un espacio de Borel, llamado espacio de acciones;

(¢) {A(z) | x € X} es una familia de subconjuntos no vacios A(x) de A medibles,
donde A(z) denota el conjunto de controles o acciones admisibles cuando el
sistema esta en el estado x € X, y con la propiedad de que el conjunto de pares
admisibles estado-accion:

K:={(z,a) |z € X,a € A(x)}
es un subconjunto medible de X x A.

(d) @ es un kernel estocastico sobre X dado K llamado ley de transicién. Es decir,
es una funcién @ (- | -) tal que @ (- | k) es una medida de probabilidad sobre
X para cada k € Ky Q(B]-) es una funcién medible sobre X para cada
B e B(X).

(e) ¢: K — R es una funcién medible, llamada funcién de costo por etapa.

2.2. Politicas

Sea (X, A, {A(x) | v € X},Q,c) un modelo de control de Markov. Para cada
t=0,1,... se define el espacio H; de historias admisibles hasta el tiempo ¢ como

HO = X,

Ht::KtXX:KXHt,L

parat=1,2, ...
Un elemento arbitrario h; de H;, el cual es llamado una ¢t —historia admisible o
simplemente t-historia, es un vector de la forma

h’t = (.T(], Ag, - oy T—1, A1, .Tt),

con (z;,a;) € Kparai=0,1,...;t—1yz, € X.
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Definicién 2.1. Una politica de control es una sucesion © = {m,t = 0,1,...} de
kérneles estocdsticos m; sobre el conjunto de control A dado H; tal que

¢ (A('It)| ht) = 1,
htth,tIO,l,...

Definicién 2.2. Sea ® el conjunto de todos los kérneles estocésticos ¢ tales que
¢ (A(x)| x) =1 para todo x € X, y sea IF el conjunto de todas las funciones medibles
f: X — Atal que f(z) € A(x) para todo z € X. Las funciones en F son llamadas
selectores de la multifuncién x — A(z).

El conjunto de todas las politicas es denotado por II y podemos tener entre otras:

» Politicas Deterministas Markovianas, si existe una sucesién {f;} de fun-
ciones f € T tal que m(- | hy) estd concentrada en fi(x;) € A(z;) para todo
hy € Hy, t=0,1,2..., es decir

m(C' | hy) = Ic[fi(x)] para todo C' € B(A).

= Politicas Deterministas Estacionarias, si existe una funcién f € [F tal que
(- | he) esta concentrada en f(x;) € A(x;) para todo hy € H;, t=0,1,2...

2.3. Construccion candnica del espacio de probabilidad

Sea (€2, F') el espacio medible que consiste del espacio muestral canénico € :=
Hy, = (X x A)*® y F la g-algebra producto correspondiente. Los elementos de (2
son sucesiones de la forma w = (xg, ag, r1,a,...) con r; en X y a; en A para toda
t=0,1,2,...Las proyecciones z; y a; de €2 a los conjuntos X y A son llamados estado
y accion, respectivamente.

Sea m = {m} una politica de control arbitraria y p una medida de probabilidad
arbitraria sobre X, referida como la “distribucion inicial”. Entonces por el teorema de
lonescu-Tulcea (véase [1], p. 178), existe una tinica medida de probabilidad P] sobre
(22, F) concentrada en Hy, es decir, P(Hy) = 1. Ademds, para todo B € B(X),
CeBAyheH,t=01,...

Pl(xy € B) = u(B),

Pi(a; € C| hy) = m(C | hy),

P;;(l’t+1 - B | ht,a,t) = Q(B | $t,at).

La tltima ecuacién manifiesta la propiedad de Markov.
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2.4. Funcion de rendimiento u objetivo

Sea (X, A, {A(x) | x € X},Q,c) un modelo de control de Markov, para dicho
modelo definimos los siguientes criterios de rendimiento, dichos criterios son usados
para medir la calidad de cada una de las politicas de operacion.

= Costo Total Esperado.

Sean m € Il y x € X. El costo total esperado con horizonte finito N se define

por
N-1

J(m,x) == EJ Z c(we,ar) +en(zn)|

t=0

donde ¢y es una funcion medible llamada funcién de costo terminal.

s Costo Total Esperado Descontado.

Sean m € Il y x € X. El costo total esperado descontado a horizonte infinito se
define por

V(m, x) = E} Z ale(zy, ar),
t=0

donde « € (0,1) es llamado factor de descuento.

2.5. Problema de decision de Markov

Se considera el modelo de control de Markov (X, A, {A(z) | x € X},Q,c) y se
supone que se desea minimizar, por ejemplo; la funcién de rendimiento con horizonte
finito N dada por

N-1
J(m,x) := EI Zc(xt,at) +eny(zn)|, mell, xz € X.
=0

Se define la funcién de valor éptimo como

J(z) ;= inf J(m,x), v € X.

mwell

El problema de control éptimo o de decision de Markov consiste en encontrar una
politica 7* € II tal que
J(r*z) = J(x), e X.

El principal método de solucién a este problema es Programacion Dindmica.
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2.6. Programacion Dinamica.

El siguiente teorema nos presenta un procedimiento iterativo para resolver un pro-
blema de control con horizonte finito y cuya funcién objetivo o criterio de rendimiento
es el costo total esperado.

Teorema 2.3. Sean Jy, Ji, ..., Jn las funciones definidas por
In(x) == en(x),
yparat=N—1,N—2 ..0,
Ha) =i [e(o0) + [ sty | .0)] 1)
x X

Suponga que estas funciones son medibles y que, para cada t = 0,1,...,N — 1, existe
un selector f, € F tal que

Ji(x) = ez, fi) + /X Ji(y)Qdy |z, fy), xze€X, t=0,1,..,N—-1. (2)

Entonces la politica determinista Markoviana ©™ = {fo f1,..., fn—1} es dptima y la
funcion de valor éptimo J* es igual a Jy, es decir,

J(x) = Jo(z) = J(r*,x), ze€X.

Demostracion. Véase [1] p. 24. O

Como puede observarse una de las condiciones del Teorema 2.3 es la suposicién
de selectores medibles. Dicho supuesto puede comprobarse directamente en cada ite-
racién o bien bajo ciertas caracteristicas del modelo de control. A continuacién se
enuncian algunas condiciones para garantizar la existencia de selectores medibles.

Condiciones I
(a) El conjunto de controles admisibles A(x) es compacto para todo = € X.

(b) EI costo por etapa ¢ satisface que: ¢(x,-) es semicontinuo inferiormente sobre
A(z) para cada x € X.

(¢) La funcién v'(z,a) := [, v(y)Q(dy | x,a) sobre K satisface cualquiera de las
siguientes dos condiciones:

(cl) v'(z,-) es semicontinuo inferiormente sobre A(x) para cada x € X y cada
funcion continua y acotada v sobre X;

(c2) v'(x,-) es semicontinuo inferiormente sobre A(x) para cada x € X y cada
funcién medible y acotada v sobre X.
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Condiciones 11

(a) A(z) es compacto para todo z € X y la multifuncién x — A(x) es semicontinua
superiormente.

(b) El costo por etapa c¢(z,-) es semicontinuo inferiormente sobre A(z) para cada
x € X y acotado por abajo.

(c) La ley de transicién () satisface alguna de las condiciones siguientes:

(c1) débilmente continuo, esto es v'(x,-) es continua y acotada sobre K para
cada funcion continua y acotada v sobre X;

(c2) fuertemente continuo, esto es v'(z, -) continua y acotada sobre K para cada
funciéon medible y acotada v sobre X.

Condiciones IIT

(a) El costo por etapa ¢ es semicontinuo inferiormente, acotado por abajo e inf-
compacto sobre K.

(b) La ley de transiciéon @ es

(b1l) débilmente continuo, o

(b2) fuertemente continuo

Para problemas con horizonte infinito y funcion de rendimiento el costo total
esperado descontado consideremos lo siguiente.

Definicién 2.4. En un modelo de control de Markov una funcién medible v : X — R
es solucion a la ecuacion de optimalidad de costo a-descontado si ésta satisface que

v(z) = min [c(x,a) +a /X u(y)Q(dy | x,a)] L zEX.

A(x)

Suposicion 1 El costo por etapa ¢ es semicontinuo inferiormente, no negativo e
inf-compacto sobre K.

Suposicién 2 Q es fuertemente continuo, es decir v'(z) = [, v(y)Q(dy | x,a) es
continua y acotada sobre K para cada funcion medible y acotada v sobre X.
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Suposicién 3  Existe una politica 7 tal que V (7, z) < oo para cada = € X.
La familia de todas las politicas que satisfacen la suposicién 3 se denota por I1°.

Teorema 2.5. Sea (X, A, {A(x) | z € X},Q,c) un modelo de control de Markov.
Considere que las suposiciones 1, 2 y 3 se cumplen. Entonces

(a) La funcion de valor dptimo a-descontado V' es la minima solucion a la ecuacion
de optimalidad de costo a-descontado, es decir,

V(z) = min [c(x,a) + a/X V(y)Q(dy | x,a)] , reX, (3)

A(z)

y si u es otra solucion a la ecuacion de optimalidad de costo a-descontado,
entonces u > V.

(b) Existe un selector f, € F tal que

V(z) = cle, f.) + / V(y)Qdy | 2, 1) (4)

X

y la politica determinista estacionaria f2° es optima a-descontada; inversamen-
te, si f° € llpg es dptima a-descontada entonces satisface (4).

(c) Sim* es una politica tal que v(7*,-) es una solucion a la ecuacion de optimalidad
de costo a-descontado y satisface que

lm o"E"V (7%, 2,) =0, 7 € II°, z € X,

n—oo
entonces V(r*,-) = V(-); por lo tanto m*es dptima a-descontada.

(d) Si existe una politica dptima a-descontada, entonces es estacionaria determi-
nista.

Demostracion. Véase [1] p. 50. O

Para hallar la funcién de valor éptimo, en este caso, se utiliza iteracién de valores,
esto es, se consideran las funciones de valores iterados definidas como

Vi) =i |e(o0) + 0 [ Vist)Qlay | .0)]

reXyn=123,..,conVy=0,y

V(z) = lim V,(z), ze€X.

n—o0
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3. Planteamiento del Problema

Consideremos el modelo de control de Markov (X, A,{A(z) | z € X},Q,¢c) con
horizonte de planeacion 7, donde 7 se supone que es una variable aleatoria con dis-
tribucién de probabilidad P(t =t) = f;, t = 0,1,2,...,T, donde T puede ser finito o
infinito. Definamos como criterio de rendimiento el costo total esperado de la siguiente
manera;

JT (7, x) = EZc(xt,at), rell, ze X,
t=0
y la funcién de valor 6ptimo como
JT(x) == infren (7, x), x € X.
Asi, el problema de decision de Markov consiste en encontrar una politica 7* € II tal

que
JT(r*x)=J"(x), € X.

Supongamos ademds que 7 es independiente del proceso {(zy,a;)}. Bajo este su-

puesto
c(xy, ap) | 7')]

o)
0

&

JT(mx) =

&5
-~
I

i
=)

I
M=
/~
3
S

t

M=
[M] =

ET c(xy, ar) f

~+
I
3
i

!
3
]~

P c(zy,ay), well, zeX,
t

Il
o

donde P, =7, fi = P(T > t). De esta manera, el problema de decisién de Markov
con horizonte aleatorio 7 y funcién objetivo el costo total esperado es equivalente a
un problema de decision de Markov con horizonte finito, cuya funcién objetivo es no
homogénea.

Primero se analizard el caso T' < +00,.

Teorema 3.1. Sean Jy, Jy, ..., Jry1 las funciones definidas por

JT_H(I‘) =0
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yparat=T,T —1,..,0,
) i=in | Pt + [ )@y | 0] 5)
z X

Bajo cualquier blogue de condiciones I, I o III, para cada t = 0,1,...,T, existe un
selector f, € F tal que en fi(z) € A(x) se alcanza el minimo en (5) para todo x € X;
esto es

Ji(x) = Pie(z, f) + /X J1()Qdy |z, f), zeX, t=0,1,...T. (6)

Entonces la politica determinista Markoviana 7 = { fo f1, ..., fr} es dptima y la fun-
cion de valor optimo J™ es igual a Jy, es decir,

J(x)=J (", x) = Jo(x), =zelX.

Demostracion. Sea m = {m;} una politica arbitraria y definamos

T
Cy(m,x) .= E" ZPnc(xn,an) |z, =2|, t=0,1,...T,
n=t

Cria(m, @) == E™ [erp1(zr11) | 2740 = 7] = 0.

Obsérvese que
JT(m,x) = Co(m, x), (7)

y demostremos primero que paratodox € X'y t=0,1,....,T+1
Cy(m,x) > Ji(x)

yconm=rm"

Ci(r*, z) = Ji(z).
Realizando induccién hacia atras, tenemos que parat =1 + 1
Cri(m,z) = 0= Jpy(x).
Luego, supongamos que para algin ¢t =7T,7T —1,...,0
Cipi(myz) > Jpa(z) Ve X.
Ahora,

Ci(m,z) = E7

T
Ptc(xta a't) + Z PnC(fEn, an) | Ty = ZL‘]

n=t+1

= [ |petea+ [ Gty 2.0 miaa ),
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y por la hipotesis de induccion

Clr) = [ [Pewa)t [ hawQ] 0] na s
> min [Ptc(:c,a)vL/

Az) « Jer1(y)Q(dy | z, a)m(da | :c)} .

Por lo tanto Cy(w,xz) > Ji(z). Por otro lado, si Cyq(m,z) = Jiii(x) Vo € X con
m =m*, m(- | hy) es la medida de Dirac concentrada en f;(x;), entonces se mantiene
la igualdad en los cdlculos previos obteniendo Cy(m, x) = Jy(x). Luego, si Cy(m,z) >
Ji(x), en particular para t = 0, usando (7), se tiene que

JT(m,x) > Jo(x)

y para ™ =T7"

JT(m* x) = Jo(x).

Observacion 3.2. Haciendo el cambio

Ji(x)
Vi(z) = ,
r)=—p
podemos reescribir la ecuacién de programacién dindmica dada en (5) de la siguiente
forma equivalente

Vite) = it e, + a0 [ Vialw)Qay [ .0)]. (®)
T X
donde P
L
Qy = Pt .

Obviamente el caso T < oo resulta ser no complicado. El caso interesante es
cuando la distribucién del horizonte 7 tiene soporte infinito, esto es cuando T = oo.
Sea

Vi(m,x) = EZc(sct,at)
=0

= E}Y Pe(w,a), nell, xe€X
t=0

VT(z) = ;relgv (m,x), v € X.

En la siguiente seccion se daran condiciones sobre la distribucién de 7 que permiten
resolver el problema de Decision de Markov correspondiente.
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4. Resultado Principal

Para cada n = 1,2, ..., definamos

Vi(m, x):= E;TZPt c(xy,ap), mell, x e X.

t=0

Por el teorema de la convergencia monotona

Vi(r,x) = lim V] (r,x), mell, z e X.

n—oo

Mas adelante se probara que, bajo ciertas condiciones también

Vi(z) = lim V] (z), x€X,
n—o0
donde
Vi(e) =V (r" z) = in%VnT(ﬂ,x), xz e X.
S

Observacién 4.1. V7 (x) se obtiene mediante la ecuacién de programacion dindmica

Vo (x) = 0;
Vi) = i o) b [ VWQUy 2] 1=120n
r X

de acuerdo con el Teorema 3.1 y la Observacion 3.2.

Retomemos las suposiciones del Teorema 2.5 para nuestro problema, estas son:

Suposicién 1 El costo por etapa ¢ es semicontinuo inferiormente, no negativo e
inf-compacto sobre K.

Suposicién 2 Q es fuertemente continuo, es decir v'(z) = [, v(y)Q(dy | z,a) es
continua y acotada sobre K para cada funcion medible y acotada v sobre X.

Suposicién 3  Existe una politica 7 tal que V7 (7, x) < oo para cada x € X.

Ademas consideremos la siguiente suposicion.
Suposicién 4 o, < ayyq paracadat =0,1,2,... y sea o = limy_, . 4.

Lema 4.2. Seau yu,, n =1,2,3, ... funciones semicontinuas inferiormente, acotadas
por abajo e inf-compactas sobre K. Si u, T u, entonces

lim minu,(z,a) = minu(z,a), =eX.
n—s00 Afz) Az)
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Demostracion. Véase [1] p. 48. O

Definicién 4.3. Sea M(X)" el cono de funciones medibles no negativas sobre X.
Para cada u € M(X)*, Tu es el operador sobre X definido como

Tu(zx) := I/Ill(g)l [c(w,a) + d/Xu(y)Q(dy | z,a)|, z€X.

Lema 4.4. Bajo la Suposicion 1, para cada w € M(X)", Tu € M(X)t y ademds
existe un selector f € F tal que

Tu(z) = ofz, f) + / W()QUy| x. ),  xEX.

X

Demostracion. Véase [1] p. O

Lema 4.5. Considere que las Suposiciones 1, 2 y 4 se cumplen. Siu € M(X)" es
tal que uw > Tu entonces u > V7.

Demostracion. Sea u € M(X)T que satisface u > Tu y, de acuerdo al Lema 4.4; sea
f € F tal que

u(e) > el £)+ [ )@y | o), ve X
b's
[terando esta desigualdad obtenemos

-1
E l’t,

t=0

+a"Blu(z,), ¥Yn>1, v€X,

donde
Elu(z,) = / W()Q"(dy | 2, ),

siendo Q"(- | =, f) el kernel de transicién de n pasos del proceso de Markov {z,}
cuando se usa f*°. Usando el hecho de que oy < a para cadat=0,1,2,....

—_

n—

Z c(z, ) > g apqc(w, f) = ZPtCSUf
=0

t

Il
o

por lo tanto

n—1

ZPtC<$L’, f)

t=0

u(z) > B! +a'Elu(x,), Yn>1, z€X.
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Luego, como u es no negativa

u(z) > EJ

n—1
ZPtc(a:, f)] , Vn>1 e X.
t=0

Haciendo n — oo y de la definicién de V7™ se obtiene
u(z) 2 V7(f,x) 2 V' (x).
O

Lema 4.6. Si las Suposiciones 1-4 se cumplen, entonces V,, T+ V™ y V7 satisface la
ecuacion de optimalidad

VTi(z) = c(x, f) + d/ Vi(y)Qdy | z, ), z¢€X.

X

Demostracion. Como c es no negativo

n

Vi(x) = i%f Vi(m,x) < ﬂrl[f Vi(m,x)=V"(z), Yn>1, z € X,

es decir

Vi) <V7(z), VYn>1, ze€X. 9)

Ademés, el operador Tu = wu es mondtono, esto es, si u,u’ € M(X)" y u > o
entonces Tu > Twu' y por lo tanto, para n > 1 las funciones de valores iterados
forman una sucesién no decreciente en M (X)", lo cual implica V" 1 V* para alguna
funcién V* € M(X)*. Esto a la vez, por el teorema de la convergencia mondtona,
implica u,, T u, donde

umwwww@+m/wwwmuwm

X

wn@:dam+d/vwwmw|aw

X

y de acuerdo al Teorema 3.3.5 (ii) en [1], se tiene que u y wu, son semicontinuas e
inf-compactas sobre K. Asi por el lema 4.2

Vi=lmV =lmTV, ,=TV",
esto es V* satisface V* = T'V*. Resta probar que V* = V7™ Por el lema 4.5, V* = TV*

implica V* > V7™ La desigualdad contraria se obtiene de (9) y del hecho de que
| 0 VA O
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Teorema 4.7. Suponga que las Suposiciones 1, 2, 3 y 4 se cumplen. Entonces

(a) La funcion de valor VT satisface la ecuacion de optimalidad

‘ﬁ@%:mmidaw+&éywaMMxﬁﬂ,xEX, (10)

a€A(z
y st u es otra solucion a la ecuacion de optimalidad, entonces u > V7.

(b) Eziste un selector f. € F tal que f.(x) € A(x) logra el minimo en la ecuacion
(10) para todo x € X, es decir,

V() = cle, f.) + @ /X VT ()QUdy | 7, 1), (1)

y la politica determinista estacionaria f>° es optima.

Demostracion.

(a) Del lema 4.6 se tiene que V7 satisface la ecuaciéon de optimalidad (10) y del
lema 4.5 para u = Tu, entonces u > V7.

(b) La existencia del selector f, € F que satisface (11) se garantiza por el Lema 4.4.
Ahora, iterando (11) se muestra que

V(a) > B

n—1
ZPtc(a:, f*)] Vn>1, xe€X.
t=0

Haciendo n — oo y de la definicién de V7 se obtiene
Vi) = V7(f22), z€X.

Adems3s
VTi(z) <V7'(m,z), Vmrell

En particular
V() < VI(fF, x).

Asi
VT("L‘) = VT( foax)’ reX

y por lo tanto f2° es 6ptima.
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Observacién 4.8. En la literatura existen resultados andlogos al del teorema ante-
rior, en ellos se supone que oy = & para cada t = 0, 1, .... En este caso el problema de
horizonte aleatorio se reduce al problema descontado con factor de descuento av = a.
El ejemplo conocido en el que sucede lo anterior es cuando el horizonte tiene distri-
buciéon geométrica con parametro p, obteniéndose oy, =1 —p, t =0,1,2, ...

Teorema 4.9. Para cadan =0,1,2,... VT <V, y V7(z) =V (z).

Demostracion. La prueba se realiza por induccion y es una consecuencia directa de
los resultados desarrollados previamente. O

Ejemplo 4.10. Considere un problema lineal cuadratico, esto es, el modelo de control
de Markov con X = A = A(x) = (—o00,00), c(r,a) = qz* +ra®> y Flry,ar) =
yxy + fa; + &, donde {&} es una sucesién de variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas tales que E[&] = 0y Var[&] = E[€7] = 02 con horizonte

aleatorio 7 cuya distribucién es de tipo Logaritmica, es decir, f = P(1 = k) =
G 0<p<l k=123,

Para resolver este problema se verificaran principalmente las suposiciones 3 y 4
del Teorema 4.7 y se aplicard el Teorema 4.9 (las suposiciones 1 y 2 evidentemente se

cumplen).
Para verificar la suposicion 4 se tiene que,
_ Pa
t P,
_ 1 - 22:1 Jr
1— 22;11 fk
- 1 O{’f
Zk:t fk
_(a-p)’
o tlnp
= 1= 0o (1—p)k
k=t klnp
_ . (d=py
- o (1—p)tti
tEj:O ti]
1
- 1-—
oo (1—p)J
th:O t+z;
- - 0 1—p)7
Zj:o (1+pl)
Por lo tanto
v=1i 1 L 1
a=Ilmao =1—- == =1-—p
t=oo Zj:o(l —p)
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Ahora se verificard que oy < ay41 para cadat =0,1,2, ... Esto es, se debe probar que

1 1
l—-——<1-

oo (I-p)J — oo (1=p)i’
Zj:o 1+% Zj:o 1+ J

o equivalentemente que,
S s (12)
= 1+1 1+ 5

Como para cada j =0, 1,2, ... se satisface que

1 1
<
1417 14 &

t+1

entonces se cumple (12), verificando asi la suposicién 4. Para verificar la suposicién
3, consideremos la politica estacionaria m = (—%x, —%x, —%x, ...) v &y = x. Al aplicar

la dindmica tenemos que
Ty = vxo+ Bag + &o :7x—ﬁ%x+§0 =&o

X2 yo1 + Bay + & = v&o —5%50‘1‘51 =&
r3 = YIp+ Pagy + & =76 —5%51‘1‘52 =&

Ty = YT+ Bar—1 + &1 = V&2 — 5%&—2 + &1 =&

Luego

Viim z) = E;FZPt c(xy, ar)

= E7) P (qxf +ra})

= (q+r%)02§:ﬂ,

como P, > 0y limy_,oo 2 T = & < Lentonces ) . P, < oo. Por lo tanto V, (7, z) < oo
para la politica m = (—%x, —%x, —%:p, ).

Finalmente, de acuerdo al Teorema 4.9, la soluciéon de este problema coincide con
la solucién del problema descontado con factor de descuento & (véase [1] p. 70), esto
es

V(z) =Ca*+ D
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y
___akC
Jx) = r+ dﬁsz’
donde
oot a(ry? 4 ¢B%) + /1% — 2ra(ry? — q%) + & (r* + ¢8?)
B 28° + 32
y e
g
D=
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Capitulo 7

Un estudio de la incidencia de ciclones en México
via procesos auto-recursivos de orden uno

Hugo Adan Cruz Suarez, Lourdes Pérez Amaro,
Victor Hugo Vazquez Guevara
FCFM-BUAP

Resumen

En este Capitulo se presenta un estudio sobre la teoria de martingalas
a tiempo discreto, asi como su aplicacion en los procesos auto-recursivos
de orden uno. Se presentan simulaciones computacionales con datos ar-
tificiales para ilustrar los resultados teodricos discutidos. Posteriormente
se discute el uso de la teoria estudiada en el modelado y prediccion del
numero de ciclones que han impactado a México en el periodo 1970-2011,
la informacion pertinente fue extraida de la pagina web del Servicio Me-
teorolégico Nacional.

1. DMartingalas a tiempo discreto

Existen varias aprobaciones para el término martingala. Una de ellas hace re-
ferencia a un tipo de proceso estocastico que basicamente cumple la identidad
E (X1 Xo = x0, Xy = 21, ..., X, = x,,) = x,,. En otras palabras, esta igualdad signi-
fica que el estado promedio del proceso al tiempo futuro n + 1 es el valor del proceso
en su ultimo momento observado, es decir, z,. Esto es, se trata de una ley de mo-
vimiento aleatorio que es equilibrada pues en promedio el sistema no se mueve del
ultimo momento observado. A estos procesos también se les conoce como procesos
de juegos justos pues si se considera una sucesion infinita de apuestas sucesivas y si
X, denota el capital de uno de los jugadores al tiempo n, entonces la propiedad de
martingala establece que el juego es justo pues en promedio el jugador no pierde ni
gana en cada apuesta. Parte de la motivacién para el estudio de este tipo de procesos
fue demostrar la inexistencia de estrategias ventajosas en este juego de apuestas. El
concepto de martingala fue incorporado a la teoria de la probabilidad por Paul Levy,
y buena parte de su desarrollo inicial fue realizado por Joseph Doob.

Las demostraciones de todos los resultados presentes en este capitulo pueden ser
encontradas en [2].
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Emplearemos las siglas c.s. para referirnos a casi seguramente y las siglas i.i.d.
para referirnos a independiente e idéndicamente distribuida.

Antes de dar la definicion de Martingala, enunciemos las siguientes definiciones:

Definicién 1.1. Una sucesién de o-algebras {F,,,n € N} sobre el espacio muestral,
Q, tal que

FICFCF3C...CF,C..CTF
es llamada una filtracion.

Donde F,, representa nuestro conocimiento acerca del experimento aleatorio hasta
el tiempo n. Asi, F, contiene a todos los eventos A, tal que al tiempo n es posible
decir si el evento A ha ocurrido o no.

Definicién 1.2. Una sucesién de variables aleatorias {X,,,n € N} es adaptada a
una filtracién {F,,,n € N} si X,, es F,-medible y una sucesién de variables aleatorias
{X,,n € N} es previsible a una filtracion {F,,n € N} si X,, es F,_;-medible para

cadan=1,2,...

Definicién 1.3. Una variable aleatoria X : {2 — R es integrable si:
E(|X]) :/ | X|dP < oo.
Q

Como ya se menciond, el concepto de martingala describe un juego justo, lo cual
se observa en la tercera condicion de la siguiente nocion.

Definicién 1.4. Una sucesién de variables aleatorias {X,,,n € N} es llamada mar-
tingala con respecto a una filtracién {F,,n € N} si:

1. {X,,n € N} es integrable,
2. {X,,n € N} es adaptada a {F,,n € N} y

3. Para cadan=1,2,...
E(Xp1|Fn) = X, cs. (1)

Cuando en lugar de (1) se cumple la desigualdad F (X,.1|F,) > X, c.s., enton-
ces el proceso es una submartingala y si F (X,41|F,) < X, c.s., entonces es una
supermartingala.
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2. Martingalas de cuadrado integrable

Definicién 2.1. Una variable aleatoria X : {2 — R es de cuadrado integrable si:
E(1X)?) = / | XPdP < oo.
Q

Como paso preliminar para enunciar algunos resultados asintéticos sobre martin-
galas a tiempo discreto, es necesario definir lo que se entendera de aqui en adelante
como el proceso creciente de una martingala.

Definicién 2.2. Sea {X,,,n € N} una martingala de cuadrado integrable. A la suce-
sién {(X),,n € N} definida por

<X>0:O y

para toda n > 0
<X>n+1 =F [(Xn—l—l - Xn)2|?n} + <X>

se le llama proceso creciente asociado a {X,,,n € N}.

n

= Ley de los grandes nimeros

La ley de los grandes nimeros para martingalas generaliza la ley de los grandes
nimeros para las variables aleatorias independientes e integrables. Denotamos por

(X)_ = lim (X)

o0 n—oo n

Teorema 2.3. (Primera ley de los grandes nimeros)
Sea {X,,n € N} una martingala de cuadrado integrable y sea {(X),,n € N} su pro-
ceso creciente. Entonces

1. sobre {(X)_ < oo}, {X,,n € N} converge c.s. hacia una variable aleatoria X
de cuadrado integrable.

2. sobre {(X), = oo}, tenemos que

nhﬁrroloﬁ =0 c.s.

n

Antes de enunciar la segunda ley de los grandes nimeros denotemos a

(X) (X),  AX),

o n+l
=" Xt

donde { f,,,n € N} es adaptada a {F,,,n € N} con 0 < f,, < 1.

n_
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Teorema 2.4. (Sequnda Ley de los grandes nimeros)
Sea {X,,n € N} una martingala de cuadrado integrable y sea {(X),,n € N} su pro-
ceso creciente. Si (X), — oo c.s., tenemos para todo v > 0 que

(é; ) =0 ((log (X),)™") ey que

n

s Teorema del limite central

El teorema del limite central para las variables aleatorias independientes y de
cuadrado integrable se generaliza también a un teorema de limite central para mar-
tingalas.

Teorema 2.5. Sea {X,,,n € N} una martingala de cuadrado integrable y sea
{{X),,,n € N} su proceso creciente. Sea {a,,n € N} una sucesion determinista, posi-
tiva, creciente hacia infinito. Supongamos que:

1. Eziste un limite determinista £ > 0 tal que

X 2y

G,

2. La condicion de Lindeberg se satisface, es decir, para todo € > 0

1 n
- E [|AXk|2[(|AXk|2€M)|3"k,1] 20 cuando n — oco.
" k=1

Entonces,
1

NG

Ademds, si £ > 0, tenemos que

X, % N(0,¢) cuando n — oo.

X 1
\/@ﬁ 4N (0, Z) cuando n — oo.

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 7, paginas 129-142



Un estudio de la incidencia de ciclones en México via procesos auto-recursivos
de orden uno 133

3. Procesos auto-recursivos

Los procesos auto-recursivos desempenan un papel central en la modelacion de
numerosos fenémenos concretos.

Consideremos el proceso auto-recursivo de orden uno
Mn+1 = eMn + Ent1,

donde el estado inicial My es elegido arbitrariamente y la sucesion {e,,n € N} esi.i.d.,
centrada (Ele,41|F,] = 0) y de varianza 02 > 0 (Elg,41%F.] = 0?). Supongamos
ademads que My y {&,,n € N} son independientes. Este proceso constituye una de las
ma&s simples series de tiempo. Su estudio tedrico depende de la tricotomia [0 < 1,
|0] =1y |6] > 1. El proceso sera estable si |#| < 1, inestable si |#| = 1 y explosivo
si || > 1. En los tres casos, estimamos los pardmetros desconocidos 6 y o2 al tiempo
n mediante

0 _ Y opey MMy
n n—1
i—o Mj;

(2)

3

(Mg — Op_1 My_1)?. (3)

k=1

Consideremos la siguiente sucesion de variables aleatorias

Xn = Z Mkflé‘k.
k=1

donde X,, es una martingala, con proceso creciente

(X), = D Bl(Xx— X 1)’|Fra] =0 > M.

k=1 k=1

Ademas, tenemos la siguiente relacién:

Como consecuencia de la Primera Ley de los Grandes Nuimeros para martingalas
tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.1. Sean S, = > ,_ M} y V, = S,/n, tal que, en el caso estable,

2

Vi, — L c.s., donde { = 1%92 ,
' ), o
7 n o __ g
L
entonces, tenemos que N
0, =0 cs. 72— 0o cs. (4)
/ X
Vn(, — 6) = \/ﬁﬁaz 4N (0,1—6%) cuando n — oo. (5)

4. Aplicacién del proceso auto-recursivo

4.1. Datos de los ciclones que han impactado a México

Ciclon tropical es un término meteorolégico usado para referirse a un sistema de
tormentas caracterizado por una circulacion cerrada alrededor de un centro de baja
presién y que produce fuertes vientos y abundante lluvia.

El término “tropical” se refiere tanto al origen geografico de estos sistemas, que
se forman casi exclusivamente en las regiones tropicales del planeta, como a su for-
macién en masas de aire tropical de origen marino. El término “cicléon” se refiere a la
naturaleza ciclénica de las tormentas, con una rotacién en el sentido contrario al de
las agujas del reloj en el hemisferio norte y en el sentido de las agujas del reloj en el
hemisferio sur.

Oficialmente, la “entrada en tierra” se produce cuando el centro de una tormenta
(el centro del ojo, no su extremo), alcanza tierra. Naturalmente, las condiciones de
tormenta pueden sentirse en la costa y en el interior mucho antes de la llegada. En
realidad, para una tormenta moviéndose hacia el interior, las areas de entrada en
tierra experimentan la mitad de la misma antes de la llegada del centro del ojo.

Los aspectos destructivos de los ciclones tropicales, que marcan su intensidad, se
deben principalmente a cuatro aspectos: viento, oleaje, marea de tormenta y lluvia.

Las tormentas que alcanzan fuerza tropical reciben un nombre, para ayudar a la
hora de formular demandas del seguro, ayudar a advertir a la gente de la llegada de
una tormenta y ademds para indicar que se trata de fendmenos importantes que no
deben ser ignorados. Estos nombres se toman de listas que varian de regién a region
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y son renovadas. Cada afno, los nombres de tormentas que hayan sido especialmente
destructivas (si ha habido alguna) son “retirados” y se eligen nuevos nombres para
ocupar su lugar.

Los efectos de un ciclon tropical también tienen un efecto positivo, traen consigo
lluvias para las cosechas de temporada y proporcionan agua para el llenado de presas
que permiten el abastecimiento de agua a las ciudades, el riego en zonas semidridas
y la generacion de energia eléctrica. Una presa llena, puede funcionar hasta por mas
de un ano.

En México el Servicio Meteorologico Nacional se encarga de captar, procesar e
interpretar dichos datos con la finalidad de mantener informados a los centros de
prevencién y autoridades, asi como a la poblacion sobre el surgimiento, trayectoria
de desplazamiento, avance y otras caracteristicas de los huracanes.

Entre los meses de mayo a noviembre, en México se presentan en promedio 23
ciclones tropicales con vientos mayores a 63 km/h. Del orden de 14 ciclones tropicales
ocurren en el océano Pacifico y 9 en el Golfo de México y el mar Caribe. De ellos 4
inciden cada ano sobre territorio nacional o se acercan a menos de 100 km, 2 desde
el Pacifico y 2 desde el Atlantico.

Es importante conocer el nimero de ciclones tropicales que entran a México cada
ano, asi como sus consecuencias y aplicar acciones para disminuir el riesgo por efectos
de estos, tanto en los estados costeros como en algunos del interior pues, por ejem-
plo, se han presentado ciclones devastadores, como el caso de Gilbert, en el golfo de
México en 1988, el cual provocd muertes principalmente en la ciudad de Monterrey
(ciudad no costera del estado de Nuevo Ledn) y pérdidas econémicas considerables
en la zona de Canctin, Quintana Roo. En el primer caso, el rio Santa Catarina sobre-
paso su capacidad total, y en el segundo, el fuerte oleaje, mas la accion de la marea
de tormenta, removié la arena de las playas de Cancun. Otro caso importante fue
en 1997 cuando aparecié en el océano Pacifico el huracan Pauline, que provocé la
muerte de varios cientos de personas en la costa de los estados de Oaxaca y Guerrero,
resultando danado principalmente el puerto de Acapulco, donde se produjeron flujos
de escombros y de lodo, producto de las intensas lluvias que dejé a su paso el huracan
sobre la zona montafniosa cercana.

Es por ello que estamos interesados en estudiar sobre dicho tema. El estudio es-
tadistico que se desarrolla en esta investigacion trata sobre el niimero de ciclones que
han impactado a México cada ano y comprende 2 periodos, el primero de 1970-2011
y el segundo de 1990-2011. Los datos que se presentan en la Figura 1 fueron extraidos
de la pagina del Servicio Meteorolégico Nacional: http://smn.cna.gob.mx/

Matemadticas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 7, paginas 129-142



136 Hugo Adén Cruz Suérez, Lourdes Pérez Amaro, Victor Hugo Vazquez Guevara

T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010

Figura 1: Nimero de ciclones que han impactado a México

Denotaremos a M; como el nimero de ciclones observados en el i-ésimo ano a
partir de 1970; es decir, 1 =1,2,...,42 y a Miﬁ como el niimero de ciclones observados
en el -ésimo ano a partir de 1990; es decir, ©: = 1, 2, ..., 22. Por lo tanto, el tamano de
la muestra para M, es 42 y para M, es 22.

De las ecuaciones (2) y (3) obtenemos las siguientes expresiones recursivas para
estimar los pardmetros 0 y o2 al tiempo n = 42 y n = 22.

o 1 N
0; = 0,1 + 5 M, (M; —0;_1M;_1) y
i—1
~2 1 ~2 1 n 2
oi=(1-+ (57.,) + ;(M, —0;M;_,) (6)

donde 7 > 2, é\l =0y o2 =M
Cabe sefialar que M; toma los valores de M, y M, segiin sea el caso.

Hemos utilizado el software estadistico R para la estimacién de los pardmetros
anteriores, ver el comportamiento de € y predecir el nimero de ciclones en el ano
2012. Ademads de estimar los pardmetros con datos artificiales y comprobrobar (5).

En la Figura 2 observamos las estimaciones de los pardmetros 6 y o2 cuando

tenemos n = 42 datos y en la Figura 3 observamos las estimaciones de los parametros
cuando tenemos n = 22 datos.

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 7, paginas 129-142



Un estudio de la incidencia de ciclones en México via procesos auto-recursivos

de orden uno

137

Estimacién de 6

15

1.0

0.5

35

30

25

20

15

10

Estimacion de ¢

Figura 2: Estimacién de los parametros

Estimacién de 6

15

1.0
1

0.5
1

0.0

Estimacion de ¢*

Figura 3: Estimacién de los pardmetros

En la siguiente tabla presentamos el ultimo valor de los pardametros.

n

n =42 n =22
6,, | 0.8818898 | 0.9124204
o2 | 6.221792 | 6.585502

Observamos que para ambos casos |§n| < 1, por lo tanto el proceso es estable.

Recientemente, Bercu B. y Proia F. (ver [1] Teorema 5.6) consideraron que las
variables aleatorias €1, €9, ... pueden estar correlacionadas mediante un proceso auto-

recursivo de orden uno:

Ent+1 = PER + Vn—l—h

en donde |p| < 1y V41 es una sucesién de variables aleatorias i.i.d., centrada y de
varianza positiva. En este marco obtuvieron una prueba basada en la estadistica de
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Durbin-Watson para contrastar las hipdtesis

Hy:p=po contra Hi:p # po,

en donde pg es un valor fijo. Se consider6 py = 0 y se verificé que la sucesion ¢, es i.i.d.

Para el presente trabajo, primero estimamos los valores de los residuos en cada
instante 7, mediante la siguiente expresion:

& = M; — 0,M;_,,
donde i > 2y & = M,

Utilizando la prueba de Bercu B. y Proia F. ya mencionada, obtenemos que para
n = 42, rechazamos la hipdtesis nula, es decir, £y, &, ..., €42 no son independientes, sin
embargo para n = 22, no rechazamos la hipdtesis nula, asi, tenemos independencia
de 1,25, ...,E99. Por lo tanto cosideraremos los datos del ntimero de ciclones que im-
pactaron a México desde 1990.

Luego, con la prueba Anderson-Darling no rechazamos la hipétesis nula que nos
dice que los residuos siguen una Distribucién Normal, con un nivel de significancia
igual a 0.01, y observamos dicho comportamiento en la Figura 4.

0.8

0.6

0.4
I

0.2

\
|

Figura 4: Distribucién de los residuos

Ademsds con la prueba t-Student no rechazamos la hipétesis de media cero, con
un nivel de significancia igual a 0.05, entonces los residuos tienen media cero.

Podemos decir que € ~ N(0,53,).

Ahora, gracias a que conocemos la distribucién de €, es posible predecir (con fines
comparativos) el nimero de ciclones en el afio 2012, mediante
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M3 = 522M22 + ¢,
donde € ~ N(0,53,).

Asi tenemos que el numero de ciclones que impactaron a México en el afio 2012
segin el modelo presentado es 7, sin embargo el Servicio Meteorologico Nacional
infomé que fueron 6 a través de la pagina: http://www.conagua.gob.mx/.

Ahora, consideraremos las primeras diferencias de nuestros 22 datos para tener un
proceso estacionario, como se muestra en la Figura 5.

T T T T
5 10 15 20

Figura 5: Primeras Diferencias

_ Luego en la Figura 6 observamos la estimacion de los pardmetros 6 y o2, donde
01 = —0.6331361 y 75, = 4.412827

Estimacion de 6 Estimacion de 6°

0.0
5
I

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2
I I
2
I

-1.0

-1.2

T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20

Figura 6: Estimacién de los pardmetros con Primeras Diferencias

y tenemos que |§21| = | —0.6331361| < 1, asi el proceso es estable.
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Luego con la prueba de Bercu B. y Proia F., no rechazamos la hipdtesis nula, es
decir, obtenemos independencia de £y, €, ..., €21 y con la prueba de Anderson-Darling
tampoco rechazamos nuestra hipotesis nula y por lo tanto podemos decir que los resi-
duos siguen una distribucion Normal, observando dicho comportamiento en la Figura

7

00 01 02 03 04 05 06 07

-4 -2 0 2 4

Figura 7: Distribucién de los residuos con Primeras Diferencias

Ademas con la prueba t-Student no rechazamos nuestra hipdtesis nula que nos
dice que los residuos tienen media cero.

Podemos decir por lo tanto que € ~ N(0,53,).
Ahora, nuestra prediccién estard dada por

Mas = Dag + Moy,
donde  Dqy = 9/2\1D21 +e y e~ N(0,53,).
Llegamos a que el nimero de ciclones que impactaron a México en el ano 2012

fueron 9, con primeras diferencias, sin embargo, como ya lo habifamos mencionado, el
Servicio Meteorologico Nacional infomé que fueron 6.

4.2. Datos artificiales

Nuestros datos artificiales estaran dados por el proceso auto-recursivo de orden
uno

Mn = «9Mn,1 + €n
donde g, ~ N(0,0?), al igual que M;.

Consideremos 6 = 0.3 y 0 = 2, y obtenemos 30000 observaciones del proceso M,,.

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 7, paginas 129-142



Un estudio de la incidencia de ciclones en México via procesos auto-recursivos
de orden uno 141

De las ecuaciones recursivas (6) estimamos los pardmetros 6 y o2, observando una
mejor estimacién conforme n crece, como lo muestra la Figura 8.

Estimacion de 6 Estimacion de ¢

0.5

0.4

0.3

0.2

0.0
1
2
1

-0.1
1

T T T T T T T T T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Figura 8: Estimacién de los pardmetros

Luego, obtenemos que fg000 = 0.300324 y T30000 = 2.023835. Por lo tanto corro-
boramos las convergencias (4).

Finalmente, hacemos 1000 realizaciones de f30000: 810000s 020000+ - 02020, v defini-
mos
V/30000[8%0000 — -3
Zp = 30000 — 3 para k = 1,2, ...,1000.
1—(.3)?
Luego, representamos el siguiente histograma de Z;, Zs, ..., Z1000
- | i ——

Figura 9: Distribucién de Z

observando que Z aproximadamente tiene una distribucién Normal estandar como se
esperaba.
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Conclusiones

Mediante el uso de la teoria basica de Martingalas y de los procesos auto-recursivos fue
posible modelar el comportamiento del niimero de ciclones que impactaron a México
de 1990 a 2011, con la finalidad de predecir el niimero de ciclones en el ano 2012.

Anexando el nimero de ciclones que realmente hubo en el ano 2012, pronosticamos
de manera analoga el nimero de ciclones para el ano 2013 y 2014. Asi, pronosticamos
5 ciclones para el ano 2013 y 2014 sin diferencias y con diferencias pronosticamos 7
ciclones para el 2013 y 6 para el 2014.

Ademas, mediante el uso de simulaciones computacionales, algunos de los resultados
referentes a la estimacién de los parametros del modelo auto-recursivo de orden uno
(convergencia c.s. y Teorema de limite central para martingalas) fueron ilustrados.

Bibliografia

[1] Bercu, Proia, A sharp analysis on the asymptotic behavior of the Durbin- Watson
statistic for the first order autoregresive process, ESAIMPS, Vol. 16, 2012.

[2] Pérez Amaro, Procesos auto-recursivos de orden uno, su relacion con las martin-
galas y su aplicacion en la prediccion de ciclones en México, Tesis de Licenciatura,
2013.

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

hcruz@fcfm.buap.mx
200514126@alumnos.fcfm.buap.mx
vvazquez@fcfm.buap.mx

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 7, paginas 129-142



Matemadticas y sus Aplicaciones 3, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN: 978 607 487 659 8.
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Resumen

En la valuacién de opciones se entiende que el valor de un call europeo con
una barrera de tipo down-and-out depende de la barrera. En este trabajo
se analiza la valuacion de una opcion barrera simple del tipo down and
out.

1. Introduccion

Actualmente los procesos que surgen dentro de las bolsas de valores modernas son
muy diversos y complejos. La teorfa moderna de las mateméticas financieras [9], las
cuales pretenden describir estos procesos y predecir su direccion, se finca en los logros
y por supuesto de la experiencia de més 300 anos de teoria de la probabilidad, asi como
de otras ramas de las matematicas, sin excluir la ayuda de las computadoras dotadas
con un software sofisticado.

La matematica financiera es uno de los campos de mas rapido desarrollo en el campo
del mundo moderno banquero y corporativo. La creciente sofisticacién de los produc-
tos financieros ha propiciado un fuerte impetu para este desarrollo, debe ser claro que
nadie que trabaje en los mercados de valores puede prescindir de sus métodos.

El objetivo principal de las matematicas financieras es la construccién e investigacion
de los modelos matematicos de los procesos que representan los mercados financieros.
Su importancia yace en que estos modelos se emplean en el diseno de diferentes tipos
de estrategias de inversion. Para que un modelo matematico sea funcional, se debe
tomar en cuenta con suficiente precision las caracteristicas més relevantes de los pro-
cesos financieros involucrados, pero a la vez debe ser lo suficientemente sencillo para
admitir una investigacién matematica a fondo y una implementacién computacional
efectiva. Como consecuencia ningin modelo por si s6lo podra ser adecuado para todas
las posibles aplicaciones que se originan en los mercados financieros.
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2. Tipos de Opciones

Las opciones pueden dividirse en dos clases amplias: Opciones Call (compra) y Op-
ciones Put (venta).

Definicién 2.1. Un Call es un valor que le da a su dueno el derecho de comprar un
nimero fijo de acciones de una empresa especificada, en un precio especificado, en un
momento permitido hasta una fecha especificada.

Definicién 2.2. Un Put es un contrato que le da a su tenedor el derecho de vender
un numero fijo de acciones de una empresa especificada, en un precio especificado, en
un momento permitido hasta una fecha especificada.

Se debe senalar que el valor que puedan tener las opciones dependen de otro valor, que
corresponde a la accién o bien subyacente, y a las cuales se les conoce como derivados
financieros.

La opcién mas conocida y popular, la cual es méas sencilla de analizar, es la opcion
europea. Para una opcion europea, la fecha de vencimiento T y el precio de ejercicio
K estan dados de antemano. En particular, el tenedor no puede ejercer la opcién con
anterioridad a la fecha de vencimiento. Igual que para la mayoria de las opciones,
tienen sus versiones put y call. Un put europeo normalmente se compra cuando el
tenedor cree que el precio de la accién bajara.

Las opciones han existido en una forma u otra durante muchos anos, por ejemplo,
para proveer protecciéon en negocios, de la protecciéon agricola. Sin embargo, hace
varias décadas eran instrumentos financieros poco conocidos, puesto que los contratos
de opciones generalmente eran concertados en circunstancias improvisadas (ad hoc),
haciéndolos bastante costosos.

La opcion europea como ya se dijo anteriormente es la opciéon més popular, pero
existen otras que también son utilizadas muy frecuentemente. Una de éstas es la
llamada opcién americana que difiere de la europea en que puede ejercerse en cualquier
momento antes de la fecha de vencimiento T'; el precio de ejercicio K nuevamente
tiene un valor pre-especificado. Las opciones americanas estan entre las opciones
mas populares en los mercados financieros porque el tenedor de la opcién tiene la
oportunidad de ejercer su derecho cuando lo desee (hasta la fecha T') y esto puede
reflejarse en el valor de la opcion.

La opcion asidtica le da al tenedor el derecho de comprar (para un call) o de vender
(para un put) las acciones subyacentes al precio que es el promedio del precio de la
accion hasta la fecha de vencimiento especificada T'. Las opciones asiaticas comparten
con las europeas la caracteristica de que no pueden ser ejercidas antes de la fecha de
vencimiento 7.

Las opciones asiaticas son populares en algunos mercados de “commodities”. Esto
debido a que si una firma piensa comprometerse a comprar o vender una cantidad
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grande de mercancias en el futuro, entonces es atractivo basar la operacién en algin
tipo de precio promedio.

Las opciones lookback le dan al tenedor el derecho de vender o de comprar (segin
sea un put o un call) a un precio igual al méximo o minimo del precio de la accién
hasta la fecha establecida T'.

Las opciones digitales (6 binarias) son un contrato cuya liquidacién depende del activo
subyacente. Las opciones digitales mas simples son cash or nothing y asset or nothing.
Un ejemplo particular de una opcién digital es la llamada opcién supershare (S.9).
La liquidacién de una opcién supershare al final del periodo es

S
SST - _T[{K1<ST<K2} (1)

K,
para constantes positivas K; < Kos.
Aplicando el procedimiento de la demostracién del Teorema 1.8 dado en [10], se puede
describir el modelo de la siguiente manera,

25 4 102S29 55 4 r S22 S5 =0 S>0t<T,

852 $$

SS(S,T) = ¢ Ky, < S < Ky,
5SS (0,t) =0 t<T,
SS(S,t) =0 S — o0, t<T;

y su solucién, es el precio de la opcion supershare;

S5(5,t) = %(N(gl) — N(g2)),
donde 2
() 4+ DT —t)
91 = oVT —t
y

Los mercados financieros actualmente también trabajan con opciones barreras [6, 11,
12] , las cuales se pueden ejercer si durante la vida de la opcién el precio de la accién
subyacente es siempre mayor (o siempre menor) que cierto valor X, (la barrera) o
alternativamente, si esta barrera se alcanza durante la vida de la opcién. A diferencia
de las opciones de tipo europeo, el valor del derecho contingente de una opcion barrera
no esta dado por ninguna funcién que dependa del precio final de la accién solamente,
también depende de toda la historia bursatil.

Ademas de lo anterior, las opciones barreras son opciones que dependen de las tra-
yectorias. Una opcién que depende de la trayectoria es una opciéon cuyo pago no solo
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depende del precio del bien subyacente al expirar; si no que también depende de la
historia pasada.

Las opciones barreras difieren de las opciones vainilla en que parte del contrato de la
opcion se activa si el precio del bien subyacente, S, alcanza una cierta barrera, B, en
un tiempo anterior a expirar. El derecho a ejercer la opcién puede ser abandonado
en ésta barrera, una barrera out, o la opcién solo existe si el precio del bien cruza un
cierto valor, una barrera in. Las opciones barrera pueden ser un put o un call y son
clasificadas como sigue:

= Sube y sale (up-and-out): La opcién caduca sin valor si el precio de la accién
sube hasta la barrera S = Xj (i.e., la barrera es alcanzada desde abajo) antes
del dia del vencimiento.

» Baja y entra (down-and-in): La opcién caduca sin valor a menos que la barrera
S = X sea alcanzada desde arriba antes del vencimiento.

» Baja y sale (down-and-out): La opcién caduca sin valor si el precio de la accién
cae hasta la barrera S = X, (i.e., la barrera es alcanzada desde arriba) antes
del vencimiento.

= Sube y entra (up-and-in): La opcién caduca sin valor a menos que la barrera
S = Xj sea alcanzada desde abajo antes del vencimiento.

Frecuentemente una rebaja es permitida, por lo que el tenedor de la opcién recibe un
monto especificado si la barrera es alcanzada, en el caso de barreras out o no cruzadas
en el caso de barreras in.

Una de las caracteristicas por las cuales las opciones barreras son populares es por
que tienen menor costo que las opciones vainilla; esto es por que las opciones vainilla
suponen una vista mas precisa de la direcciéon del mercado. Es por esto que en este
trabajo nos ocuparemos de estas opciones con una barrera.

Existen mucho tipos diferentes de opciones con barreras (barrera europea, barrera
americana, barrera asidtica, etc.), segtn el tipo de pago.

Se debe senalar que en la literatura de mateméticas financieras [4, 5, 7, 8, 9, 14, 15]
tratan principalmente sobre la valuacion de las opciones mas comunes: las europeas
y las americanas. Recientemente, al menos en el marco tedrico, surge el estudio de la
valuacién de opciones barreras [11], las cuales solo se han modelado con un activo. Es
importante notar que en la mayoria de los textos elementales no se toca a profundidad
el tema de las opciones barreras. Germén [3] deriva el precio de una opcién con dos
barreras de tipo knock-and-in. En textos tales como Wilmott, et al. [10] presentan un
enfoque unificado para modelar derivados financieros, como ecuaciones diferenciales
parciales asi como también expone porqué la teoria de las ecuaciones diferenciales
parciales son de las mejores aproximaciones para modelar problemas financieros, asi
como también muestran técnicas de modelacion. Pelsser [1] obtiene una férmula para
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la evaluacién de una opcién con dos barreras utilizando la transformada de Laplace.
Fusai et al., [2] proponen una solucién analitica para el precio de una opcién barrera
discreta, reducen el problema de valuacién a una ecuacion de Wiener-Hopf que puede
ser resuelta analiticamente, todo esto dentro del marco de Black-Scholes. Poulsen
[13], utiliza un resultado de reflexién para dar demostraciones simples de férmulas
de valuacién para opciones con una barrera con cero rebaja en el modelo de Black-
Scholes.

Para valuar y proteger derivados de seguridad es necesario e importante tener un
buen modelo de distribuciéon de probabilidad del producto subyacente. El modelo
mas famoso de tiempo continuo es el célebre modelo de Black-Scholes el cual utiliza
la distribucién normal para ajustar los precios de las acciones subyacentes.

3. Valuacion de una opcién call europeo con ba-
rrera en el marco de Black-Scholes

En esta seccién se trabaja con la opcion supershare con una barrera del tipo down-
and-out. Se sabe que al expirar el contrato de la opcién, su pago estd dado por (1),
siempre que S no se encuentre por debajo de la barrera X,. Si S alcanza X entonces
la opcién pierde su valor. Por supuesto el supershare down-and-out cuesta menos que
el correspondiente supershare, pues se tiene el riesgo adicional del knock-out con la
pérdida prematura de la prima (la cual se paga al inicio cuando se firma el contrato).
Bajo las suposiciones usuales del modelo de Black-Scholes, se tiene una férmula
explicita para el valor justo de esta opcién. Solo se considerara en detalle el caso
en donde la barrera inferior se coloca debajo del precio strike de la opcién, K > X|.
Supdngase que estamos por arriba de la barrera, el precio de la opciéon S > X en
el tiempo t y que se tiene un call down-and-out. Suponiendo que en el siguiente
tiempo infinitesimal la barrera no es tocada, se puede aplicar el analisis de cobertura
de Black-Scholes para mostrar que el valor de la opcion supershare con una barrera
SSpao(S,t) satisface la ecuacién de Black-Scholes [12]

9SSpao 1 9?SSpao

5 + 50252 + rSLSSDAO

052 XS —T’SSDAO:O. (2)

Por supuesto esta ecuacion solo se cumple para Xy < S < o0o. La opcién vale cero

para S < Xj.
La condicién final para la ecuacién (2) es

S
SSDAO (57 T) = Fil{K1<ST<K2} (3)

para Xy < S < o0.
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La segunda condicién de frontera se aplica en S = Xj i.e., si S alcanza X, entonces
la opcion expira sin valor; esto se traduce en la siguiente condicién

SSDAO (Xo,t):O,t<T (4)

y por ultimo
SSpao (S,t) ~ S cuando S — +oo. (5)

Esto completa la formulacion del problema de la opcién supershare con una barrera.
Ahora, supongamos que Ky > X,. Haciendo los cambios de variable

r

S = K", 7= 5 SSpao (S,t) :Kle“”ﬁTu(x,T), (6)

1 /2r K
()[:—5(?—1), B:O[Zln<71),

en el problema (2)-(5) tenemos la siguiente ecuacién de difusién

N[
Q

donde

ou  O%*u
E:@ T>O, IL'1<IL', (7)
con la condicién inicial e
e 11—«
u(z,0) = K, ~Tto<a<ka} (8)
la condicion de frontera
u(zy,7) =0 9)
y la condicién de suavidad
u(z, 1) — ell=e=hr, (10)

En adelante, denotaremos con

X K
I = In <?1) s k’LQ =In <%)
1 1

Para resolver este problema utilizaremos el método de imagenes, el cual se describe
en la siguiente seccién.

4. Método de las Imagenes

Siu(x,7) es una solucién de la ecuacién de la difusién, entonces u (£x +¢,7) (c € R
una constante) también son soluciones de la ecuacién de la difusién.
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Sea, u (x,7) la solucién del problema usual (sin barreras) es decir, del problema
ou 0*u
= = = >0 eR 11
or 02 | ¥ (11)
u(r,0) = g(z) (12)
u(z,7) — 0 cuando = — —0o0 (13)
u(x, ) — elmeehr, (14)

Introduzcamos

uy(z, 7) = up(x, 7) — up(2x9 — 7, 7),

X

con rg = In (7

uy(z,0)

2) . Entonces u; (z, 7) satisface (7).
Para verificar (8), se tiene que para x > x

uo(z,0) — up(2z9 — x,0)
9(z) — g(2xo — x)
g9(z).

Para verificar la condicién (9), se tiene que

uy (g, T)

uo (w0, T) — ug (229 — o, T)

0.

Por tltimo, para verificar (6) vemos lo siguente.
Si z — 400 entonces (2zg — x) — —oo. Luego ug (2x9 — z,7) — 0y cuando x — +00

tenemos

uy (z,7)

Asi,

uo (z,7) — ugp (229 — ,7)
N 6(1—04)9:—ﬁ7'.

uy (z,7) = ug (x,7) — up (229 — 2, 7)

(xo < 0) tenemos

es la solucién del problema (7)-(10) cuando ug es solucién del problema (7)-(10).

5. Cambio de Variables Inversos

Realizando los cambios de variables inversos

1
x = lni,T = —0*(T —t),SSpao(S,t) = Ke** P uy(z, 1),
Ky 2
con
= —l(m —1),8= —1(m+ 1)2
a=—3 b= .
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Aqui,
SSpao(S,t) = S51(S,t) — S5,(S, 1),

donde
SSl(x,t) = SS(S,t)

es el precio de una opcion supershare,

200 —x = QZn% — ani1
Xo2 K
= 2t
X2
= anlos
y T < 2z — x corresponde a S & %3
SSpao(sy = S9(S,t) — 0 K20ty (2 — 1, 7)

2r

Ke® \ X2
= SS5(S,t) — <K€m) SS <§,t) ,
conm = P

Asi, obtenemos el valor de una opcién supershare con una barrera

0, sis <0,
55pao0 = { SS(S,t) — (Xi)lm SS (%t) .
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Capitulo 9

Analisis de la mortalidad causada por la viruela y
las ventajas de la inoculacién como medida de
prevenciéon

Araceli Flores Solis, Francisco Solano Tajonar Sanabria
FCFM-BUAP

Resumen

En este trabajo se analiza una aplicacién de la estadistica a un proble-
ma real de epidemiologia el cual se cita en la memoria de D. Bernoulli
presentado en la Academia de Ciencias de Parfs en 1760. Se presentan
los argumentos planteados por Bernoulli sobre la inoculacién como una
medida preventiva contra la viruela. Se comparan las Tablas realizadas
por Bernoulli y las que se construyen usando los paquetes Mathematica y
Matlab.

1. Introducciéon

Uno de los problemas que siempre ha padecido una poblacion es el enfrentarse a las
enfermedades epidémicas, tales como la viruela y recientemente la influenza (HINT).
Este tipo de enfermedades son de tipo viral y su contagio solo se puede dar de per-
sona a persona. Ademas, los gobiernos en su afan de atender este tipo de epidemias
siempre han implementado politicas de campanas de vacunacion, no obstante, siem-
pre han surgido preguntas tales como: En caso de que la poblacién en general sea
vacunada contra la viruela (variola mayor), ;Los beneficios de la vacunacién masiva
son mayores que los riesgos?, ; Cudntas muertes se producen como resultado de una
campana de vacunaciéon masiva contra la viruela?, ;Pueden los modelos matematicos
de vacunacion contra la viruela ser utilizados para determinar la politica de salud?,
etc., ([1]). Aunque la viruela se declaré erradicada por la organizacién Mundial de
la Salud en 1979, estas preguntas han sido recientemente discutidas, basadas en la
premisa de que la viruela pueda ser utilizada como un arma de bioterrorismo. Por
lo cual, una serie de analisis se ha publicado recientemente sobre el uso de modelos
matematicos para tratar de determinar la respuesta de salud piiblica mas efectiva
en caso de un ataque. Se debe senalar que estas mismas preguntas también fueron
discutidas en el siglo XVIII ([1] y [7]).
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El objetivo es realizar un analisis del trabajo presentado por Daniel Bernoulli en 1760
ante la Real Academia de Ciencias de Paris ([1] y [7]). Senialando que bajo los mismos
supuestos que us6 Bernoulli, se construyen las tablas de mortalidad en el estado con
viruela y en el estado sin viruela. Haciendo uso de los paquetes de Mathematica y de
Matlab, respectivamente, se obtuvieron resultados muy cercanos.

El presente trabajo se ubica dentro del andlisis de supervivencia. En los tltimos anos,
el analisis de supervivencia ha desarrollado importantes aplicaciones, en muchas areas,
dentro de las que destacan, estudios médicos, biolégicos, en particular, los que estan
relacionados con estudios quirtdrgicos, con el cancer, con el desarrollo de enfermedades
([2],[3] ¥ [6]). Ademés, existen aplicaciones que determinan el tiempo de falla en ma-
quinaria, la durabilidad de electrodomésticos, la resistencia de materiales al calor, las
cuales se pueden abordar en el contexto de la teoria de confiabilidad. Como se puede
observar, para este tipo de aplicaciones, la variable de interés es el tiempo transcurri-
do hasta que se observa un suceso, que puede ser, la muerte, la aparicion de un tumor,
la recurrencia de enfermedades, dejar de fumar, falla de maquinaria, entre otros. A
este tiempo, cominmente se le llama tiempo de supervivencia o tiempo de falla.

2. La Viruela e Inoculacion

La viruela fue una enfermedad devastadora en la Europa del siglo XVIII. La tasa de
poblacién crecié de manera excesiva haciendo mas facil la propagacion de la enferme-

dad.

La viruela fue considerada como la mas terrible de todas las muertes, se estimaba
que entre el 10 y 30 por ciento de todos los pacientes con viruela en una poblacion
no vacunada podia morir, mientras que aquellos que sobrevivian estaban excentos de
secuelas y con frecuencia sufrian de ceguera. La tasa de supervivencia era en particular
baja para los ninos.

La viruela es una enfermedad infecciosa y muy contagiosa de origen viral. El periodo
de incubacién del virus es de 7 a 19 dias, pero generalmente se extiende de 10 a 14
dias, este inicia con fiebres repentinas, dolor de cabeza, nauseas, etc. Luego de dos a
cuatro dias de fiebre comienza a disminuir, produciendose la erupcion, caracterizada
por la aparicién de manchas rojas sobre la piel que se convierten en vesiculas, después
en pustulas llenas de pus, dolorosas, densas y redondas para acabar formando costras.
Estas manifestaciones aparecen primero en la mucosa de la boca y faringe, luego en
la cara y extremidades, para pasar por iltimo al tronco y a las palmas de las manos
y pies. Las costras aparecen alrededor del octavo o noveno dia de evolucién de la
enfermedad, la piel del paciente se cubre con grandes y abultadas pustulas que a
menudo dejan un llamativo hueco sobre la piel, y el aspecto fisico del sobreviviente
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espantoso.

Alrededor de la segunda década del siglo XVIII, el método de inoculacién que provenia
de Asia, habia llegado a los paises europeos.

La inoculacién consistia en introducir un hilo de seda impregnado de pus que era
tomado de una pustula de viruela de alguien que sufriese la enfermedad, se preparaba
al paciente a inocular con una dieta blanda y con una ligera incision hecha en el
brazo, se le aplicaba a la persona a inocular, el hilo era retirado al cabo de dos dias
y se aislaba a la persona durante una semana, justo hasta que un breve acceso de
fiebre junto con una erupcién local marcaba la aparicién de la enfermedad artificial.
El procedimiento era arriesgado ya que la persona inoculada corria el riesgo de morir
a causa de la enfermedad, este método prevalecié hasta que E. Jenner (1749-1823)
descubrié la vacuna como método mucho menos arriesgado.

3. El trabajo de Daniel Bernoulli

El 30 de abril de 1760, Daniel Bernoulli (1700-1782), di6 lectura ante la Real Academia
de Ciencias de Paris, su memoria titulada, ESSAI D’'UNE NOUVELLE ANALYSE
De la mortalité cauféo par la petite Vérole, des avantages de I'Inoculation pour la
prévenir. La cual fue publicada hasta 1765.

Bernoulli dice haber compuesto su memoria sobre la mortalidad de la viruela a pe-
ticién de Maupertuis (1698-1759) matemadtico, astrénomo, bidlogo francés, con im-
portantes trabajos en genética, que le habia confiado su proyecto de exponer en una
misma tabla los dos estados de la humanidad, uno tal como es efectivamente y otro
tal como seria si se pudiese eliminar la viruela de todo el género humano.

En la memoria de Bernoulli se presenta la primera doble tabla de vida decreciente de
la historia de la ciencia, proponiendo para ello un modelo matematico del comporta-
miento de la viruela en una poblacién.

La gran debilidad de este trabajo fue la falta de datos empiricos. El tinico dato cons-
tatado con el que Bernoulli contaba es la proporciéon de la mortalidad de la viruela
sobre el total de muertes, considerando todas las edades: “Esta constatado por una
larga serie de observaciones que la viruela se lleva a la décimo tercera o décimo cuar-
ta parte de la generacion”. Es decir, parte del supuesto constatado que, la suma de
todas las muertes de viruela hace alrededor de %3 del total de las muertes, es decir,
100 sobre su generacién de 1300. Bernoulli toma como base de su cédlculo la tabla de
mortalidad establecida por el astrénomo inglés Halley (Tabla 1), la cual se public6 en
1693 y esta basada en los registros de nacimientos y muertes de la ciudad de Breslau
durante los anos de 1687 a 1691. Para la preparacion de esta tabla se asumié que la
poblacién de Breslau habia permanecido estable (por ejemplo, el niimero total de la
poblacién al igual que la edad y el género no cambian en decadas), y naturalmente
no fue del todo correcta, debido a que la tabla de mortalidad resultante fue imprecisa.
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x Y x Y x Y x Y x Y x Y
1 || 1000 || 15 || 628 || 29 || 539 || 43 || 417 || 57 || 272 || 71 || 131
2 855 || 16 || 622 || 30 || 531 || 44 || 407 || 58 || 262 || 72 || 120
3 798 || 17 || 616 || 31 || 523 || 45 || 397 || 59 || 252 || 73 || 109
4 760 || 18 || 610 || 32 || 515 || 46 || 387 || 60 || 242 || 74 || 98
) 732 || 19 || 604 || 33 || 507 || 47 || 377 || 61 || 232 || 75 || 88
6 710 || 20 || 598 || 34 || 499 || 48 || 367 || 62 | 222 || 76 || 78
7| 692 || 21 || 592 || 35 || 490 || 49 || 357 || 63 || 212 || 77 || 68
8 680 || 22 || 586 || 36 || 481 || 50 || 346 || 64 || 202 || 78 || 58
9 670 || 23 || 579 || 37 || 472 || 51 || 335 || 65 || 192 || 79 || 49
10 || 661 || 24 || 573 || 38 || 463 || 52 || 324 || 66 || 182 || 80 || 41
11 ]| 653 || 25 || 567 || 39 || 454 || 53 || 313 || 67 || 172 || 81 || 34
12 ]| 646 || 26 || 560 || 40 || 445 || 54 || 302 || 68 || 162 || 82 | 28
13 || 640 || 27 || 553 || 41 || 436 || 55 || 292 || 69 || 152 || 83 || 23
14 || 624 || 28 || 546 || 42 || 427 || 56 || 282 || 70 || 142 || 84 || 20

Tabla 1: Registro de Nacimientos y Muertes de Breslau, Halley.

Bernoulli conoce esta tabla a través del autor aleman Siissmilch (1741) que supone
habia partido de una generacién de 1238 ninos, estimacién del niimero de nacimientos
en Breslau para el periodo considerado, y de los que sobreviven 1000 a la edad de un
ano. Bernoulli tenia presente las tablas de Buffon, publicadas en 1749, que daban una
mortalidad infantil mucho més elevada, entonces, toma como punto de partida a la
edad de cero anos, una cifra arbitraria de 1300 ninos, intermedia entre las estimaciones
de Buffon y Stissmilch.

4. El Modelo de Daniel Bernoulli

El problema planteado es encontrar una féormula que permita obtener, a partir de la
tabla de mortalidad en el estado natural y con viruela una tabla de mortalidad del
estado sin viruela.

Bernoulli se preguntaba si las tablas de vida disponibles en esa época reflejaban la
mortalidad de la poblacién, tomando en cuenta todas las causas de muerte incluyendo
la viruela y jcomo pueden estas tablas cambiar, si la vacunacion es obligatoria, y las
muertes por viruela fuesen totalmente eliminadas?, con esto, Bernoulli plantea dos
principios:

1. En tanto no se haya tenido la viruela, se corre continuamente el mismo riesgo
de tenerla.
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2. El riesgo de morir de viruela cuando se es atacado, es el mismo en toda edad.

Ante la falta de datos empiricos, Bernoulli se ve en la necesidad de introducir hipotesis,
para poder realizar sus calculos y construir su tabla. Asume que nadie puede pade-
cer viruela méas de una vez en la vida, e introduce dos proporciones que considera
constantes para las diferentes edades:

1. La proporcién anual de los que adquieren la viruela entre aquellos que nunca la
han tenido es

1
)

n

es decir, de cada n individuos que no han tenido viruela uno la padece en el
plazo de un ano.

2. La proporcion anual de muertes entre aquellos que enferman de viruela es

1

9

m

es decir, de cada m individuos que enferman de viruela en el mismo ano, uno
de ellos fallece de esta enfermedad.

De acuerdo con lo anterior, la probabilidad de que un individuo que hasta el momento
no ha padecido viruela, muera de esta enfermedad en el plazo de un ano, es el producto
de las dos anteriores, esto es

1

nm
Bernoulli trata de obtener una férmula , que bajo supuestos razonables proporcione
el nimero “s” de personas que no han tenido viruela, de una edad “x” en funcion
de dicha edad y del ntimero “y” de supervivientes. Ademas , argumenta lo siguiente:

Los supervivientes s, que no han tenido viruela decrecen por
1. Aquellos que cogen (o adquieren) la viruela (muriendo o no de ello).
2. Aquellos que mueren de otras causas sin haber tenido viruela alguna vez.

Para un elemento de tiempo dx el decrecimiento de s es —ds (ds y dy, son intrinse-
camente negativos debido a que s y y son decrecientes, y el signo menos, es entonces
necesario para convertirlos en nimeros positivos).

El ntimero de atacados por viruela es

sdx

n
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Mientras que el nimero de aquellos que mueren de viruela es

sdx

nm

El ntimero total de muertes por todas las causas en un tiempo dzr es —dy.
Por tanto, el nimero de muertes por otras causas distintas a la viruela es

-dy-sdx
nm

Pero este nimero relaciona a y personas, mientras que al formar una ecuacion para s

hemos referido el ntimero de muertes por otras causas entre s, esto es, con

muertes.

d
~om)

S

Entonces el decremento en un tiempo dx del niimero de individuos que no han pade-
cido la viruela es igual a la suma de los afectados por la misma en ese tiempo, mas

los que han fallecido por otras causas distintas de la viruela:

nm

n y

ds — sdx N (—dy — de)s.

Por tanto,
sdy —yds  ydr  dz

s2 sn nm
Observemos que (1) es igual a

d —d _ sdz
e (=dy — o)

nm

—ds =
s o= ()
ds B ydx+n<—nmggb—sdx)
s ny
—nmdy — sd
—nyds = sydx+5( nmdy — sdz)
m
2d
—nyds = sydxr — sndy — o4
m
d 2d
sdy — yds — syde  s°dx
n nm
sdy —yds  ydr dx
52  sn nm’
Tomando a
_Y
r=-,
s
se tiene,
dr — sdy —2 yals7
s
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luego,

sdy — yds de  dx
<z = — r— = —
2 n - nm

nmrdx — ndx

S

n?m
mrdx — dx

I

nm
por consiguiente,
mrdr — dx
dr = ——,
nm
luego,
nmdr = mrdx —dx
= (mr—1)dz.
Asi,
nmdr
dr = ) 2
* mr — 1 2
Integrando (2) se obtiene
nln(@ - 1) =x+c¢, (3)
s

donde ¢ es una constante por deteminar. Tomando a z = 0, y = s, y sustituyendo
estos valores en (3), obtenemos

c=nln(m —1).

Tomemos nuevamente a (3) y sustituyendo el valor de ¢, que hemos encontrado,
tenemos

my

nln(? —1) = xz+nin(m-1)
n<zn(% D) —in(m—1)) = z
my _q T
In( m—1 ) = n’

tomando exponenciales en ambos lados, se tiene que

my _

w1 = )
% = (m—l)exp(%)—i—l
my = [(m—Deap(>) +1ls.
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entonces, la formula buscada es:

_ my
5= (m-1)exp(%) +1 (4)

Bernoulli supuso que m y n eran conocidos (él estimaba a ambos parametros alrededor
de 8) y que eran independientes de z.
Al sustituir en (4) los valores de m = n = 8, se obtiene

8y
= ) D
° Texp(g) +1 (5)

Esta tltima ecuacién, es simplemente niimerica y nos da las condiciones para calcular
el valor de s para cada una de las edades. A continuacién, se explica como se cons-
truyé cada una de las columnas, para la tabla en estado natural y estado varioloso
de Bernoulli (Tabla 2).

La primera columna muestra las edades por anos cumplidos y sera denotado por la
variable z, iniciando en 0, que corresponde a la edad de nacimiento.

La segunda columna muestra el nimero de personas que siguen vivos en cada edad.
Esta columna se basa en la tabla de mortalidad de Halley y estos ntiimeros son deno-
tados por la variable y.

La tercera columna muestra el niimero de personas que atin no han tenido viruela,
este nimero se calcula mediante la ecuacion (5).

La cuarta columna muestra el nimero de personas que ya han tenido la viruela, se
han recuperado y no han muerto de cualquier otra enfermedad y se expresa como y—s.

La quinta columna muestra el nimero de aquellos que contrajeron la viruela en ese
ano, por tanto %s, pero para mayor exactitud se toma para s la media entre los valores
para ese ano y el anterior, es decir, % * w

La sexta columna muestra el nimero de personas que mueren de viruela durante el
ano, es decir, una octava parte de la quinta columna.

La séptima columna muestra la suma de todos los que han muerto de viruela, desde

el nacimiento hasta completar cada ano de vida.
La octava columna muestra el niimero de todas las demés enfermedades, aparte de

la viruela durante cada ano. Asi, cada nimero de esta columna es la diferencia entre
las muertes totales del ano anterior, que sabemos de la segunda columna, y los que
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han muerto de viruela durante el mismo ano, es decir, y,_1 — ¥, — columna 6.

Como se puede observar graficamente, los valores que se obtuvieron en la Tabla 3 y
Tabla 4, son muy cercanos, entonces podemos utilizar cualquiera de las dos. Para este
trabajo, se utiliza la tabla que se construyo con la rutina de Matlab.

Una contribucién importante de este trabajo es la construccién de la misma tabla
obtenida por Bernoulli, pero ahora, senalando que los calculos se realizaron de forma
manualmente con Mathematica, la cual se muestra en la Tabla 3.

Es claro que al realizar los calculos manualmente resulta complicado la construccién
de la tabla, por esta razén, se tuvo que recurrir a la elaboracion de una rutina en
Matlab, la cual nos proporciona valores muy cercanos a la Tabla 3, en menos tiempo
Tabla 4.

Es de interés en este trabajo, llevar a cabo una comparacién de la tabla construida
por Bernoulli y la tabla que se construye usando Matlab. Como se puede notar del
grafico, los resultados son muy cercanos.

Muchos problemas han sido tomados para evaluar la ganancia que se podria obtener
de la inoculacién si se realizara en general, y la ventaja para cada individuo que fue
inoculado. Para esto, Bernoulli dijo: He decidido por tanto, que el tinico camino a
tomar es determinar, para la misma generaciéon de 1300 nifios recién nacidos, lo que
seria el niumero de supervivientes al final de cada ano si la totalidad de esta genera-
cién fuese liberada de la viruela o lo que es lo mismo, nadie murié de ella. Dada esta
determinacion serd suficiente comparar los resultados con la segunda columna de la
Tabla 2 para ver a simple vista la relacion entre estas dos formas de vida. Entonces la
forma en que podemos proceder a preparar esta nueva tabla (Tabla 5), conformando-
nos con un registro de la situacién, ano tras ano, como de hecho, estamos obligados
a hacer ya que no temenos listas de mortalidad semestral que podriamos utilizar con
una mejor exactitud.
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Edad Sobrevivi. | Sin Con Viruela | Muertes | Suma Muertes
anos seguin viruela | viruela | por ano | de de otras
Halley viruela | muertes | causas

por cada
ano ano

0 1300 1300 0 0 0 0 0

1 1000 896 104 137 17.1 17.1 283

2 855 685 170 99 12.4 29.5 133

3 798 571 227 78 9.7 39.2 47

4 760 485 275 66 8.3 47.5 30

5 732 416 316 56 7.0 54.5 21

6 710 359 351 48 6.0 60.5 16

7 692 311 381 42 5.2 65.7 12.8

8 680 272 408 36 4.5 70.2 7.5

9 670 237 433 32 4.0 74.2 6

10 661 208 453 28 3.5 T 5.5

11 653 182 471 24.4 3.0 80.7 5

12 646 160 486 21.4 2.7 83.4 4.3

13 640 140 500 18.7 2.3 85.7 3.7

14 634 123 511 16.6 2.1 87.8 3.9

15 628 108 520 14.4 1.8 89.6 4.2

16 622 94 528 12.6 1.6 91.2 4.4

17 616 83 533 11.0 1.4 92.6 4.6

18 610 72 538 9.7 1.2 93.8 4.8

19 604 63 541 8.4 1.0 94.8 5

20 598 56 542 74 0.9 95.7 5.1

21 592 48.7 543 6.5 0.8 96.5 5.2

22 586 42.5 543 5.6 0.7 97.2 5.3

23 579 37 542 5.0 0.6 97.8 6.4

24 572 32.4 540 4.4 0.5 98.3 6.5

Tabla 2. Tabla de Bernoulli para el estado natural y varioloso.
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Edad Sobrevivi. | Sin Con Viruela | Muertes | Suma Muertes
anos segun viruela | viruela | por ano | de de otras

Halley viruela | muertes | causas
por cada
ano ano

0 1300 1300 0 0 0 0 0

1 1000 895.652 | 104.348 | 137.228 | 17.1535 | 17.1535 | 282.9

2 855 684.81 | 170.19 | 98.7789 | 12.3474 | 29.5009 | 132.653
3 798 570.767 | 227.233 | 78.4736 | 9.8092 | 39.3101 | 47.1908
4 760 484.808 | 275.192 | 65.9734 | 8.24668 | 47.5568 | 29.7533
5 732 415.976 | 316.024 | 56.229 | 7.03738 | 54.5942 | 20.9626
6 710 359.062 | 350.938 | 48.4399 | 6.05498 | 60.6492 | 15.945
7 692 311.149 | 380.851 | 41.8882 | 5.23602 | 65.8852 | 12.764
8 680 271.62 | 408.38 | 36.4231 | 4.55288 | 70.4381 | 7.44712
9 670 237.573 | 432.427 | 31.8246 | 3.97807 | 74.4162 | 6.02193
10 661 207.924 | 453.076 | 27.8436 | 3.48045 | 77.8967 | 5.51955
11 653 182.113 | 470.887 | 24.3773 | 3.04716 | 80.9439 | 4.95284
12 646 159.645 | 486.355 | 21.3599 | 2.66998 | 83.6139 | 4.33002
13 640 140.086 | 499.914 | 18.7332 | 2.34165 | 85.9556 | 3.65835
14 634 122.862 | 511.138 | 16.4343 | 2.05428 | 88.0099 | 3.94572
15 628 107.705 | 520.295 | 14.4104 | 1.8013 | 89.9112 | 4.1987
16 622 94.3794 | 527.621 | 12.6303 | 1.57878 | 91.39 4.42122
17 616 82.6703 | 533.33 | 11.0656 | 1.3832 | 92.7732 | 4.6168
18 610 72.3884 | 537.612 | 9.69117 | 1.2114 | 93.9846 | 4.7886
19 604 63.3646 | 540.635 | 8.48456 | 1.06057 | 95.0452 | 4.93943
20 598 55.449 | 542.551 | 7.42585 | 0.928231| 95.9734 | 5.07177
21 592 48.5087 | 543.491 | 6.49736 | 0.81217 | 96.7856 | 5.18783
22 586 42.4259 | 543.574 | 5.68341 | 0.710427| 97.496 | 5.28957
23 579 37.0329 | 541.967 | 4.96618 | 0.620772| 98.1168 | 6.37923
24 572 32.3167 | 539.683 | 4.33435 | 0.541794| 98.6586 | 6.45821

Tabla 3. Tabla para el estado natural y varioloso utilizando Mathematica.
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Edad Sobrevivi. | Sin Con Viruela | Muertes | Suma Muertes
anos seguin viruela | viruela | por ano | de de otras
Halley viruela | muertes | causas
por cada
ano ano
0 1300 1300 0 0 0 0 0
1 1000 895.65 | 104.35 | 137.23 | 17.154 | 17.154 | 282.85
2 855 684.81 | 170.19 | 98.779 | 12.347 | 29.501 | 132.65
3 798 570.77 | 227.23 | 78.474 | 9.8092 | 39.31 47.191
4 760 484.81 | 275.19 | 65.973 | 8.2467 | 47.557 | 29.753
5 732 415.98 | 316.02 | 56.299 | 7.0374 | 54.594 | 20.963
6 710 359.06 | 350.94 | 48.44 6.055 60.649 | 15.945
7 692 311.15 | 380.85 | 41.888 | 5.236 65.885 | 12.764
8 680 271.62 | 408.38 | 36.423 | 4.5529 | 70.438 | 7.4471
9 670 237.57 | 432.43 | 31.825 | 3.9781 | 74.416 | 6.0219
10 661 207.92 | 453.08 | 27.844 | 3.4804 | 77.897 | 5.5196
11 653 182.11 | 470.89 | 24.377 | 3.0472 | 80.944 | 4.9528
12 646 159.65 | 486.35 | 21.36 2.67 83.614 | 4.33
13 640 140.09 | 499.91 18.733 | 2.3416 | 85.955 | 3.6584
14 634 122.86 | 511.14 | 16.434 | 2.0543 | 88.01 3.9457
15 628 107.71 | 520.29 | 14.41 1.8013 | 89.811 | 4.1987
16 622 94.379 | 527.62 | 12.63 1.5788 | 91.39 4.4212
17 616 82.67 533.33 | 11.066 | 1.3832 | 92.773 | 4.6168
18 610 72.388 | 537.61 | 9.6912 | 1.2114 | 93.984 | 4.7886
19 604 63.365 | 540.64 | 8.4846 | 1.0606 | 95.045 | 4.9394
20 598 55.449 | 542.55 | 7.4259 | 0.92823 | 95.973 | 5.0718
21 592 48.509 | 543.49 | 6.4974 | 0.81217 | 96.785 | 5.1878
22 586 42.426 | 543.57 | 5.6834 | 0.71043 | 97.496 | 5.2896
23 579 37.033 | 541.97 | 4.9662 | 0.62077 | 98.116 | 6.3792
24 572 32.317 | 539.68 | 4.3343 | 0.54179 | 98.658 | 6.4582

Tabla 4. Tabla en el estado natural y varioloso con rutina en Matlab.
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Figura 1: Comparacién de Tablas en Mathematica y Matlab.
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Figura 2: Comparacion de la Tabla de Bernoulli y Matlab.

Por otro lado, la sexta columna (Tabla 2), muestra que la viruela se llevé a 17 nifos
durante el primer ano de vida, de modo que sin la enfermedad, habria 1017 en lugar de
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1000 (col. 2) que alcanzarian la edad de un ano. Entonces, al tomar en cuenta que si
133 (col. 8) mueren durante el segundo ano fuera de los 1000 vivos al inicio del mismo,
135.3 moriran de los 1017, de manera que 881.7 siguen vivos y alcanzan el tercer ano,
veamos de la tabla que si hay 855 que llegan al tercer ano en el estado natural en
el que la viruela se produce, y que si hay 881.7 en el estado en el cual se elimina
la viruela. La tabla precedente muestra también, que durante el curso del tercer ano
todas las enfermedades, excepto la viruela se lleva a 47 personas. Tenemos que decir,
que si mueren 47 de los 855, jcuantos moriran de los 881.77, nos encontramos que
son 48.4, que tenemos que restar de los 881.7 para encontrar el siguiente niimero, que
por lo tanto es 833.3. En general, podemos continuar con la lista de los niimeros que
estamos determinando, reduciendo el tltimo niimero determinado por § r, tomando
para ¢ los nuimeros sucesivos de la segunda columna de la Tabla 2, para r los de
la octava columna y para p el término anterior de la nueva lista, ya que el niimero
de personas que mueren cada ano de todas las enfermedades, excepto de viruela, sin
duda es proporcional al nimero de personas que viven a esta edad, cualquiera que
sea la proporcién entre los que ya han tenido la viruela y los que atin no han tenido.

Edad Estado | Estado | Diferencia| Edad Estado | Estado | Diferencia

por natural | no 0 por natural | no 0

anos y varioloso| ganancia | anos y varioloso| ganancia
varioloso varioloso

0 1300 1300 0 13 640 741.1 74.1

1 1000 1017.1 | 171 14 634 709.7 75.7

2 855 881.8 26.8 15 628 705.0 77.0

3 798 833.3 35.3 16 622 700.1 78.1

4 760 802.0 42.0 17 616 695.0 79.0

5 732 779.8 47.8 18 610 689.6 79.6

6 710 762.8 52.8 19 604 684.0 80.0

7 692 749.1 57.2 20 598 678.2 80.2

8 680 740.9 60.9 21 592 672.3 80.3

9 670 734.4 64.4 22 586 666.3 80.3

10 661 728.4 67.4 23 579 659.0 80.0

11 653 722.9 69.9 24 572 651.7 79.7

12 646 718.2 72.2 25 565 644.3 79.3

Tabla 5. Tabla de Bernoulli con valores aproximados para el estado sin viruela.

Haciendo uso de los supuestos de Bernoulli, se realiza en Matlab una nueva rutina
para la construccion de la Tabla 6, para el estado sin viruela, considerando los datos
que se han obtenido en la tabla anterior (Tabla 4).
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Figura 3: Comparacién de Bernoulli y Matlab en estado varioloso.

De la gréfica (Figura 3) podemos concluir que los resultados obtenidos en ambas ta-
blas, son muy préximos.

Al construir la Tabla 5, Bernoulli descuida el hecho de que algunos de estos supervi-
vientes podrian morir en ese afio de otras enfermedades, esto mismo lo rectificé Du-
villard en su trabajo (1806).

Por otro lado, Bernoulli observé que con todo lo anterior, era posible obtener una
expresion, que relacionara los supervivientes de las dos tablas. Como habia expuesto
antes, el numero de muertes en el periodo de tiempo dx es -dy y la mortalidad de la

viruela que es fj—z, tenemos que la mortalidad total para el estado libre de viruela es
—dy— 32 con respecto a una poblacién de y individuos. Por tanto, para una poblacién

nm
de z supervivientes en estado no varioloso podemos escribir

d
—dz = —E(dy + H)
Y nm
d d d
dz _dy | sde
z y  nmy
o bien,
dz dy  sdx
z y  nmy
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Edad Estado | Estado | Diferencia| Edad Estado | Estado | Diferencia
por natural | no 0 por natural | no 0
anos y varioloso| ganancia | anos y varioloso| ganancia

varioloso varioloso
0 1300 1300 0 13 640 713.45 | 71.587
1 1000 1017.1 17.1 14 634 708.98 | 73.455
2 855 882.23 | 27.225 15 628 704.2 74.979
3 798 833.41 | 35.406 16 622 699.14 | 76.198
4 760 802.19 | 42.187 17 616 693.85 | 77.144
5 732 779.91 | 47.913 18 610 688.34 | 77.849
6 710 762.78 | 52.779 19 604 682.64 | 78.339
7 692 748.92 | 56.924 20 598 676.77 | 78.639
8 680 740.77 | 60.768 21 592 670.75 | 78.769
9 670 734.12 | 64.123 22 586 664.59 | 78.749
10 661 727.99 | 66.99 23 579 657.15 | 78.594
11 653 722.45 | 69.453 24 572 649.6 77.601
12 646 717.59 | 71.587 25 565 641.95 | 76.948

Tabla 6. Tabla de valores aproximados para el estado sin viruela con rutina en Matlab .

Sustituyendo (4) para un s dado, tenemos que

observemos que

dz dy 1, (m—1en

z

1

W T o e ©)

R (m —1)en

1+ (m

—Denn 7 1+ (m—1)en

Integrando la expresion (6), tenemos

JlE
z )

por propiedades de la integral se tiene

IE
Z

Por otro lado, tomemos

du = —1)en—
u (m—1)e —

/d / —1e dx
1+ ( —1enn

u = 14+ (m—1)en
dz
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entonces,

/ (m —1)en dx du

1+ (m—1)en n u
= lnu+c,
donde
d d
Inz+c—(lny+c) = /_z_/_y
z )
Y NS T
B n
r
n

Asi, la integral nos da

ln§ - % — (1 + (m —1)en)dz +c, (7)

Dado que y = 2z cuando x = 0, entonces ¢ = Inm. Tomando exponencial en ambos
lados de (7), tenemos

g = ea:p(% —In(1 4 (m — 1)en))exp(inm)
S exp(E —In(1+ (m—1)ex))m
y n
z e‘nm
Yy exp(in(1 4 (m —1))en)
z enm
y 1+ (m—1)en
Asi,
men
= 1. 8
: 1+(m—1)eﬁy (®)

Atn cuando Bernoulli, no construye la tabla en el estado sin viruela con la expresién
exacta (8), es importante llevar a cabo la construccién de la misma, y con una nueva
rutina en Matlab, se obtuvo la Tabla 7.
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Edad Estado | Estado | Diferencia| Edad Estado | Estado | Diferencia
por natural | no 0 ganan- || por natural | no 0 ganan-
anos y varioloso| cia anos y varioloso| cia
varioloso varioloso

0 1300 1300 0 13 640 711.42 | 71.416

1 1000 1014.9 | 14.907 14 634 707.02 | 73.02

2 855 879.31 | 24.313 15 628 702.33 | 74.328

3 798 830.46 | 32.462 16 622 697.37 | 75.374

4 760 779.31 | 39.313 17 616 692.19 | 76.19

5 732 777.15 | 45.146 18 610 686.8 76.802

6 710 760.13 | 50.134 19 604 681.23 | 77.234

7 692 746.41 | 54.407 20 598 675.51 | 77.507

8 680 738.34 | 58.34 21 592 669.64 | 77.642

9 670 731.78 | 61.775 22 586 663.65 | 77.653
10 661 725.73 | 64.725 23 579 656.42 | 77.424
11 653 720.27 | 67.27 24 572 649.1 77.098
12 646 715.48 | 69.479 25 565 641.69 | 76.687

Tabla 7 Tabla de valores exactos para el estado sin viruela con rutina en Matlab .

1300 T
Numérico
- Exacto
1200 | B
1100 b
1000} .
900 g

800 - ¥ *

700 i

600 I I I I
[0}

Anos

Figura 4: Comparacién de los valores exactos y numéricos.

Se puede observar del gréfico (Figura 4) que los valores obtenidos por la expresién
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aproximada y exacta son muy cercanos.

Se hace notar que nuestra ecuacién (8) da los mismos valores que los valores apro-
ximados. Sin embargo, si las pequenas diferencias que existen pudieran causar difi-
cultad, tendriamos que tomar solamente los valores que se arrojan con la ecuacién

(8).
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Capitulo 10

El n-ésimo hiperespacio suspension de un continuo

Luis Alberto Guerrero Méndez, David Herrera Carrasco,
Maria de Jesus Lépez Toriz, Fernando Macias Romero
FCFM-BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Un hi-
perespacio es una familia de subconjuntos de X con alguna propiedad
particular. En este capitulo estudiamos el n-ésimo hiperespacio sus-
pension de un continuo y revisamos algunas propiedades conocidas de
éste.

1. Introduccion

Una parte de la Topologia esté dedicada al estudio de los espacios métricos compactos
y conexos, de hecho a los espacios con estas caracteristicas les llamamos continuos,
los primeros libros modernos que exponen esta teoria son [18] y [19]. El n-ésimo
hiperespacio suspension de un continuo es una herramienta de la teoria de los conti-
nuos que nos permite obtener informacion del continuo y viceversa, en relaciéon con
esto, ultimamente se han obtenido resultados de D. Herrera-Carrasco, A. Illanes,
F. Macias-Romero, F. Vazquez-Juérez [8]; D. Herrera-Carrasco, M. de J. Lépez, F.
Macias-Romero [9]; S. Macias [14]; V. Martinez-de-la-Vega [16].

El material de este capitulo esta dividido en cinco secciones. En la Seccion 2 recorda-
mos algunas propiedades basicas de los espacios cociente. La Seccién 3 esta dedicada
a revisar qué es un hiperespacio de un continuo, se retoman algunas propiedades basi-
cas de ciertos hiperespacios de continuos que nos sirven para probar algunas de las
propiedades del n-ésimo hiperespacio suspensién de un continuo. La Seccién 4 es para
recordar algunas propiedades de la dimensién. En la Seccion 5 vemos algunas propie-
dades del n-ésimo hiperespacio suspension de un continuo. Vemos, por ejemplo, que
un continuo X es localmente conexo si y sélo si el n-ésimo hiperespacio suspension
de un continuo es localmente conexo, vea el Teorema 5.6. También revisamos que
si X es un continuo de dimensién finita, entonces es equivalente que C,(X) tenga
dimension finita a que HS,(X) tenga dimension finita, vea el Teorema 5.11. De he-
cho, si la dimensién de C,,(X) es finita o la dimensién de H.S,(X) es finita, entonces
estas dimensiones coinciden, vea el Corolario 5.12. Se prueba también que H.S,(X)
contiene una n-celda, vea el Teorema 5.14.
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2. Espacios cociente

Para definir el n-ésimo hiperespacio suspensién de un continuo iniciamos con algunas
propiedades bésicas de la teoria de los espacios cociente. Los resultados que presenta-
mos aqui son la herramienta para probar que el n-ésimo hiperespacio suspension de un
continuo es un continuo. Los conceptos no definidos en este capitulo son considerados
como en el libro de Teorfa de los Continuos de Nadler [19].

Teorema 2.1. 5i X es un espacio topoldgico, Y un conjunto no vacio y g: X — Y
una funcion suprayectiva, entonces

T,={U CY:g ' (U) es abierto en X}
es una topologia para Y.

Demostracion. Sean Uy, U € T,. Como g (U3 NUs) = g~ (Uy) N g~ H(Us), tenemos
que g~ *(U; N Uy) es abierto en X. Luego, Uy NUs € T,,.

Ahora, sea U C T,. Luego, para cada U € U, tenemos que g~ '(U) es abierto en X.
Como g (Uyey U) = Uyey 971 (U), tenemos que g (Uyey U) es abierto en X. Asi,

Uven U € Ty
Ademéds, como g *(0) =0y g7' (V) = X, tenemos que 0,Y € T,. Por lo tanto, T, es
una topologia para Y. O

La topologia T, del Teorema 2.1 tiene un nombre especial, como vemos a continuacion.

Definicién 2.2. Sean X un espacio topolégico, Y un conjunto no vacioy g : X — Y
una funcién suprayectiva. La topologla T, = {U C Y: g~ '(U) es abierto en X} es
conocida como la topologia cociente sobre Y inducida por la funciéon g.

Dados X un espacio topoldgico, Y un conjunto no vacio y g : X — Y una funcion
suprayectiva, notemos que la funcién g es continua con la topologia T,. Ademas, si T
es una topologia para Y con la que g resulta ser continua, entonces T C Tj.

Definicién 2.3. Un espacio topoldgico Y es un espacio cociente de un espacio
topoldgico X si existe una funcién suprayectiva g : X — Y tal que T, coincide con la
topologia de Y. En tal caso, la funcién g se llama funcién cociente.

Teorema 2.4. Sean X y Y espacios topologicos. Las proposiciones siguientes son
equivalentes:

(1) El espacio Y es un espacio cociente de X.

(2) Existe una funcion suprayectiva y continua g : X — Y tal que U es abierto en
Y siy sélo si g ' (U) es abierto en X.
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(8) Existe una funcion suprayectiva y continua g : X — 'Y tal que E es cerrado en
Y siy solo si g7 H(E) es cerrado en X.

Demostracion. Veamos que (1) implica (2). Por hipdtesis existe una funcién suprayec-
tiva g : X — Y tal que T, coincide con la topologia de Y. Tenemos que g : X — Y es
una funcién continua con la topologia T, para Y. Ahora, si U es abierto en Y, entonces
g~ H(U) es abierto en X. Reciprocamente, si g~'(U) es abierto en X, entonces U € T,.
Luego, U es abierto en Y.

Veamos que (2) implica (3). Por hipdtesis existe g : X — Y una funcién suprayectiva
y continua. Sea E C Y. Supongamos que E es un cerrado en Y. Luego, Y — E es abierto
en Y. Asi, g7 }(Y — E) es abierto en X. Notemos que g~ (Y —F) = g }(Y)—¢g Y(E) =
X — g7 (E). Es decir, g}(F) es un cerrado en X. Reciprocamente, supongamos que
g '(E) es un cerrado en X. Luego, X — g !(F) es abierto en X. Como X — g }(F) =
g (Y — E), tenemos que g~ (Y — E) es abierto en X. As{, Y — E es abierto en Y.
Luego, E es cerrado en Y.

Para ver que (3) implica (1), supongamos que existe una funcién suprayectiva y
continua g : X — Y. Sea Ty la topologia de Y. Veamos que Ty = T,. Sea U € Ty.
Como Y —U es cerrado en Y, por hipétesis, g~ (Y —U) es cerrado en X. Notemos que
g 'Y -U)=g ' (Y)—g ' (U) =X —g ! (U). Luego, g~ *(U) es abierto en X. Por lo
tanto, U € T,. Ahora, sea U € T,. Asi, g~ }(U) es abierto en X. Luego, X — g *(U) es
cerrado en X. Como X — g~} (U) = g7 (Y — U), tenemos que g~ (Y — U) es cerrado
en X, por hipétesis Y — U es cerrado en Y. Luego, U es abierto en Y. Por lo tanto,
U e Ty. O

A continuacién mostramos condiciones necesarias para obtener una funcién cociente.

Teorema 2.5. Sean X y Y espacios topologicos. Si g : X — Y es una funcion
suprayectiva, continua y abierta o cerrada, entonces g es una funcion cociente.

Demostracion. Sea Ty la topologia de Y. Como Ty es una topologia para Y con la
cual g es continua, tenemos que Ty C T,. Supongamos que g es abierta. Veamos que
T, C Ty. Sea U € T,. Luego, g '(U) es abierto en X. Como g es abierta, tenemos
que g(g~*(U)) es abierto en Y. Por otro lado, como ¢ es suprayectiva, tenemos que
g(g7H(U)) = U. Asi, U es abierto en Y. Luego, T, C Ty. Por lo tanto, T, = Ty.

Ahora, supongamos que g es cerrada. Sea U € T,. Luego, g~ (U) es abierto en X. Asi,
X —g 1 (U) es cerrado en X. Como g es cerrada, tenemos que g(X —g~(U)) es cerrado
en Y. Por otro lado, como g es suprayectiva, tenemos que g(X — g 3(U)) =Y — U, es
decir, Y — U es cerrado en Y. Asi, U es abierto en Y. Luego, T, C Ty. Por lo tanto,
T, = Jy. Asi, g es una funcién cociente. O

Observemos que no toda funcién cociente es cerrada.
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Ejemplo 2.6. En cualquier producto de espacios topolégicos ], ., X4, cada factor
X4, es un espacio cociente del producto [],.; X4, porque cada funcién proyeccion
75 [[,es Xa — X3 es continua, suprayectiva y abierta, vea el Capitulo 6 de [2].
Asi, cada funcién proyeccién mg es una funcién cociente. En particular, m; : R* — R
es una funcién cociente. La funcién m no es cerrada porque si consideramos A =
{(z,2): > 0}, tenemos que A es cerrado en R? y m(A) = (0,00) no es cerrado en
R.

Ejemplo 2.7. Como toda funcién continua de un espacio compacto en un espacio de
Hausdorff es cerrada, por el Teorema 2.5, toda funcién continua y suprayectiva de un
espacio compacto en un espacio de Hausdorff es una funciéon cociente. En particular,
toda funcién continua y suprayectiva entre continuos es una funcion cociente.

Teorema 2.8. Sean X,Y y Z espacios topologicos y g : X — Y una funcion su-
prayectiva. Si la topologia de Y coincide con la topologia Ty, entonces una funcion
f:Y — Z es continua si y solo st foqg: X — Z es continua.

Demostracion. Sea f :Y — Z una funcién continua. Como g : X — Y es una funcién
cociente, tenemos que g es continua. Luego, fog: X — Z es continua.

Reciprocamente, supongamos que fog: X — Z es continua y sea V' un abierto en Z.
Luego, (fog)~'(V) es abierto en X. Como (fog) (V) =g *(f~4V)), tenemos que
f71(V)) € T,. Por hipétesis, T, coincide con la topologia Y. Luego, f~(V) es abierto
en Y. Por lo tanto, f es continua. O

El resultado siguiente nos proporciona una topologia para una particion de un espacio
topoldgico.

Teorema 2.9. Si X es un espacio topologico y P es una particion de X, entonces

Ty = {u CP: U U es un conjunto abierto en X}
Ueu

es una topologia para P.

Demostracion. Como |JypU = X y X es abierto en X, tenemos que P € Tp.
También notemos que ) C Py Uy U = 0. Como 0 es abierto en X, tenemos que
0 e Ty

Ahora, sean A, B € Tp. Veamos que ANB € Tp. Como (J 44 Ay Uges B son abiertos
en X, tenemos que (UAGA A) N (UB€B B) es abierto en X. Notemos que

(U (ys)- e

Ast, Ugeans C es abierto en X. Por lo tanto, AN B € Tp.
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Sean A, € Ty, para o € J. Veamos que |, ; Aq € Tp. Para cada a € J, tenemos que
Usen, A es abierto en X. Luego, U,c; (Usen, A) es abierto en X. Notemos que

U(Ua)- U e

acJ \A€A. CGUQEJAQ

Asi, UCeU A C' es abierto en X. Por lo tanto, . ; Aa € Tp. O

aed

Enseguida recordamos el nombre de la topologia T y del espacio (P, Tp) que aparecen
en el Teorema 2.9.

Definicién 2.10. Sean X un espacio topoldgico y P una particion de X. El espacio
topolégico (P, Ty) es un espacio de descomposicién de X y la topologia Tp es la
topologia de descomposicion.

Ejemplo 2.11. Sean X = {(z,y) € R*: 22 + > < 1} y P = {{(z,y)}: 2* + ¢y <
1} U {{(z,y): 2* + y* = 1}}. El espacio (P, Ty) es un espacio de descomposicién de
X. De hecho, (P, Ty) es homeomorfo a una esfera, vea la Seccién 22 de [17].

Definicién 2.12. Sean X un espacio topoldgico y P una particién de X. La funcion
natural de X sobre P es la funcién ¢ : X — P definida por ¢(x) = P,, donde P, es
el tinico elemento de la particién que contiene al punto x.

Sean X un espacio topoldgico y P una particién de X. Notemos que si U C P, entonces

W ={reX:q@)eW={zeX:PeUW= ] P

PelU

Asi, si U es abierto en P, tenemos que |Jj;o U es abierto en X. Luego, ¢~ '(U) es
abierto en X. Por lo tanto, la funciéon natural ¢ es continua.

Notemos que dado un espacio de descomposicién (P, T») de un espacio topologico X,
la topologia T es la topologia mas grande tal que la funciéon natural es continua.

Ademas, notemos que ¢ es suprayectiva. De hecho, ¢ es una funcién cociente como lo
establece el resultado siguiente.

Teorema 2.13. Todo espacio de descomposicion de un espacio topologico X es un
espacio cociente de X.

Demostracion. Sea (P, Tp) un espacio de descomposiciéon de un espacio topolégico X.
Veamos que la funcién ¢ : X — P satisface que T, = Tp. Como ¢ es una funcién
continua y suprayectiva con la topologia T, tenemos que T C T,. Por otro lado, si
U € TJ,, por la definicién de la topologia T,, tenemos que ¢~!(U) es abierto en X.
Como ¢ H(U) = Upey U, tenemos que [y U es abierto en X. Asi, U € Tp. Luego,
T, C T. Por lo tanto, T, = T5. Asi, (P, 1) es un espacio cociente de X. O
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Sean X y Y espacios topoldgicos, para una funcién cociente g : X — Y, consideramos
la coleccién

Py={9'(y):yeY}.

Notemos que P, es una particiéon de X. Ademas, P, con la topologia de descomposicion
T, es un espacio topolégico homeomorfo a Y, demostramos este hecho a continuacion.

Teorema 2.14. Todo espacio cociente de un espacio topologico X es homeomorfo a
un espacio de descomposicion de X.

Demostracion. Sean Y un espacio cociente de un espacio topologico X y g: X — Y
una funcién cociente. Consideremos el espacio de descomposicién dado por la particion
P, =1{97'(y): y € Y}, que ¢: X — P, es la funcién natural y h estd definida para
todo y € Y por h(y) = g '(y). Veamos que el diagrama siguiente conmuta.

X—97 .y
N
j)g

Para esto, sean * € X y y = g(x). Luego, = € g~ (y). Asi, q(z) € g7 (y) y h(g(z)) =
h(y) = g '(y). Asi, para todo x € X, tenemos que q(x) = h(g(z)), es decir, ¢ =
h o g. Como g es continua, tenemos que h o g es una funcién continua. Veamos que
h es biyectiva. Para esto, sean y;,42 € Y con y; # ys. Luego, g7 (y1) v g7 (y2)
son elementos diferentes de P,. Asi, h(y1) # h(y2). Ademas, si E € P,, entonces
E = g71(y) para algtin y € Y. Luego, h(y) = g *(y) = E. Por lo tanto, h es inyectiva
y suprayectiva. Por el Teorema 2.8, tenemos que h es una funciéon continua. Ahora,
probemos que h es una funcién abierta. Para esto, primero notemos que si U C Y,
entonces h(U) = q(¢g~(U)). También, ¢ '(q(¢*(U))) = ¢ *(U). Como Ty = T,
tenemos que si U es abierto en Y, entonces g~ (U) es abierto en X. Asi, ¢~ (q(¢~*(U)))
es abierto en X. Como en la prueba del Teorema 2.13, tenemos que T, = T, . Luego,
q(g7'(U)) € Tp,. Finalmente, como h(U) = ¢(g~(U)), tenemos que h(U) € Tp,. Asi,
h es una funcién abierta. Por lo tanto, h es un homeomorfismo. O

En seguida dos lemas ttiles para probar el Teorema 2.17.

Lema 2.15. Sean X un espacio topologico compacto y'Y un espacio topolégico de
Hausdorff. Si f : X = Y es una funcion continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea A un cerrado en X. Como X es compacto, tenemos que A es
compacto. Luego, f(A) es compacto en Y. Como Y es de Hausdorff, tenemos que
f(A) es cerrado en Y. Asi, f es una funcién cerrada. O
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Lema 2.16. Todo espacio topologico regular con base numerable es metrizable.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico regular con base numerable. Por [6, Teo-
rema 1.26], tenemos que X es homeomorfo a un subespacio del producto topolégico
112, L;, donde I; = [0,1]. Como [[%, I; es metrizable [17, Teorema 20.5], tenemos
que X es metrizable. O

Teorema 2.17. Sean X un espacio métrico compacto y 'Y un espacio topoldgico de
Hausdorff. Si f : X — Y es una funcion continua y suprayectiva, entonces Y es
metrizable.

Demostracion. Sea B una base numerable para X. Para cada subconjunto finito £
de B, sea Ex =Y — f(X —J; . L). Como B es un conjunto numerable, el conjunto
P = {E;: £ es un subconjunto finito de B} es numerable. Notemos que para cada
subconjunto finito £ de B, tenemos que X —|J, ., L es cerrado en X. Por el Teorema
2.15, tenemos que f es cerrada. Luego, para cada subconjunto finito £ de B, tenemos
que E es abierto en Y. Ahora, sean U un abierto en Y y p € U. Como f es continua,
tenemos que f~!({p}) es cerrado en X y f~1(U) es abierto en X. Luego, f~*({p})
es compacto. Ademéds, f~'({p}) C f~1(U). Como B es una base para X, existe un
conjunto finito £, de B tal que f~'({p}) C Uree, L C f~YU). Si p ¢ Eg, entonces
p € f(X=Upeg L), asi, existe v € X —J, . L tal que f(x) = p, es decir, z € f~'(p)
pero f~({p}) C Upres, L: esto es una contradiccion. Por lo tanto, p € E. Como
ULE%L C f~YU), obtenemos que E; C U. Asi, p € E; C U, con lo que P es una
base numerable para Y. Como f es continua, tenemos que Y es compacto. Ademas,
como Y es de Hausdorff, tenemos que X es normal, en particular X es regular. Asi,
por el Teorema 2.16, tenemos que Y es metrizable. O

Teorema 2.18. Un espacio de descomposicion (P, Ty) de un espacio métrico com-
pacto X es metrizable si y solo si (P, Ty) es de Hausdorff.

Demostracion. Si (P, Tp) es metrizable, obviamente (P, Tp) es de Hausdorff. Ahora,
supongamos que (P, Tp) es de Hausdorff. Como la funcién natural ¢ : X — P es
continua y suprayectiva, por el Teorema 2.17, tenemos que (P, Tp) es metrizable. [

Teorema 2.19. Un espacio de descomposicion (P, Typ) de un continuo X es un con-
tinuo sty solo si (P, Tp) es de Hausdorff.

Demostracion. Si (P,Tp) es un continuo, tenemos que es metrizable. Luego, (P, Ty)
es de Hausdorff. Ahora, supongamos que (P, T) es de Hausdorff, por el Teorema 2.18,
tenemos que (P, Tp) es metrizable. Como la funcién natural ¢ : X — P es continua, y
la compacidad y la conexidad son invariantes topoldgicos, tenemos que P es compacto
y conexo. Asi, (P, Tp) es un continuo. O

Definicién 2.20. Sea X un espacio topoldgico. Una particion P de X es semicon-
tinua superior si para cada P € P y para cada U abierto en X con P C U, existe
un abierto Ven X con P CV talquesi A€ Py ANV # (), entonces A C U.
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Definicién 2.21. Sea (P, T5) un espacio de descomposicién de un espacio topolédgico
X. Un subconjunto A de X es P-saturado si existe € C P tal que A = J, e C.

Observacién 2.22. Dado un espacio de descomposicién (P, Tp) de un espacio to-
pologico X, consideremos la funcién natural ¢ : X — P. Para cada B C P, tenemos
que ¢~ (B) es P-saturado porque ¢~ (B) = Upes B-

Teorema 2.23. Sea (P,Tp) un espacio de descomposicion de un espacio topologico
X. Un subconjunto A de X es P-saturado si y sélo si A= q~(q(A)).

Demostracion. Supongamos que A es P-saturado. Luego, existe C C P tal que A =
Ucee C- Asi, q(A) = {q(z): = € A} = C. Por lo tanto, ¢ '(¢(A)) = ¢ '(C) =

Ucee € = A.
Reciprocamente, supongamos que A = ¢ *(q(A)). Como ¢(A) C P, tenemos que
¢ *(q(A)) es P-saturado. Asi, A es P-saturado. O

Teorema 2.24. Sea (P,Tp) un espacio de descomposicion de un espacio topologico
X. S1V es un conjunto abierto en X y P-saturado, entonces q(V') es abierto en P.

Demostracion. Como V es P-saturado, por el Teorema 2.23, tenemos que V = ¢~ (q(V)).
Luego, ¢ (q(V)) es abierto en X. Como ¢ !(q(V)) = Uwegory We tenemos que
Uweqqy W es abierto en X. Luego, q(V') es abierto en P. O

Teorema 2.25. Sean X un espacio topoldgico y (P, Tp) un espacio de descomposicion
de X. Entonces las condiciones siquientes son equivalentes.

(1) La particion P es una descomposicion semicontinua superior.
(2) La funcién natural q : X — P es cerrada.

(3) Si P € P yU es abierto en X con P C U, entonces eziste un abierto V en X
tal que V' es P-saturado y P C V C U.

Demostracion. Veamos que (1) implica (2). Sea C' un cerrado en X. Veamos que
g (P — q(C)) es abierto en X. Sea p € ¢~ (P — ¢q(C)). Luego, q(p) € P — q(C).
Veamos que ¢(p) C X —C. Supongamos, por el contrario, que existe y € ¢(p)NC. Como
y € q(y), tenemos que ¢(y) N q(p) # 0. Luego, q(p) = q(y) € q(C). Esto contradice el
hecho de que ¢(p) € P — ¢(C). Por lo tanto, ¢(p) C X — C. Ahora, como X — C es
abierto en X y P es una descomposicion semicontinua superior, existe un abierto V'
en X con q(p) C Vtalquesi Pe Py PNV # (), entonces P C X — C. Notemos
que si x € V, entonces ¢(x) € Py q(x) NV # ). Luego, ¢(x) C X — C. Veamos que
q(V)C P—q(C). Sea Z € q(V). Luego, existe r € V tal que Z = ¢(r). Supongamos,
por el contrario, que ¢(r) € ¢(C). Luego, existe y € C tal que ¢(r) = q(y). Asi,
y € C'Ngq(r). Luego, q(r) ¢ X — C. Por lo tanto, r ¢ V. Esto es una contradiccién.
Asi, q(V) € P —q(C). Luego, V C ¢ (P — q(C)). Como p € q(p) C V, tenemos que
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q (P — q(C)) es abierto en X. Por la Observacién 2.22, tenemos que ¢~ (P — ¢(C))
es P-saturado. Por el Teorema 2.24, tenemos que q(¢~* (P — ¢(C))) es abierto en P.
Como ¢ es suprayectiva, tenemos que ¢(q~ (P —¢(C))) = P — q(C). Asi, P — q(C) es
abierto en P. Por lo tanto, ¢(C') es cerrado en P.

Veamos que (2) implica (3). Sean P € P y U un abierto en X con P C U. Como
X —U es cerrado en X y q es cerrada, tenemos que ¢(X — U) es cerrado en P. Luego,
P — q(X — U) es abierto en P. Como ¢ es continua, tenemos que ¢~ (P — ¢(X — U))
es abierto en X. Sea V = ¢~ !(P — ¢(X — U)). Por la Observacién 2.22; el conjunto
V' es P-saturado. Veamos que P C V C U. Sea x € P. Como P € P, tenemos que
q(z) = P. Como P C U, tenemos que q(x) ¢ q¢(X — U). Asi, q(z) € P — q(X = U).
Luego, z € ¢ (P — q(X — U)). Por lo tanto, P C V. Ahora, veamos que V C U.
Sea t € ¢ (P — q(X — U)). Asi, q(t) = D, para algin D € P — ¢(X — U). Luego,
D ¢ q(X —U). Luego, D C U, es decir, q(t) C U. Por lo tanto, t € U. Asi, V C U.

Veamos que (3) implica (1). Sean P € P y U un abierto en X con P C U. Por
hipétesis, existe un abierto V en X tal que V' es P-saturadoy P C V C U. Sea A € P
tal que ANV # (. Como V es P-saturado, existe € C P tal que (Joce C = V. Asi,
A C Ugee C = V. Por lo tanto, A C U. O

Teorema 2.26. Sea X un espacio topologico tal que los conjuntos singulares son
cerrados en X. St P es una descomposicion semicontinua superior de X, entonces
todo elemento de P es cerrado en X.

Demostracion. Sean P € P, x € Py q: X — P es la funcién natural. Por hipétesis,
{z} es cerrado en X, por (2) del Teorema 2.25, tenemos que g({z}) es cerrado en
P. Notemos que g({z}) = {¢q(x)} = {P}. Luego, {P} es cerrado en P. Como ¢ es
continua, tenemos que ¢ ({P}) es cerrado en X. Ademds, P = ¢ }({P}). Asi, P es
cerrado en X. O

Teorema 2.27. §i P es una descomposicion semicontinua superior de un espacto
métrico compacto, entonces (P, Tp) es metrizable.

Demostracion. Sean X un espacio métrico compacto. Veamos que (P, Tp) es un es-
pacio de Hausdorff. Sean Py, P, € P con P; # P,. Por el Teorema 2.26, tenemos que
P, y P, son cerrados en X. Como P, NP, = () y X es normal, existen conjuntos
ajenos y abiertos Uy y Us en X tales que P, C Uy y P, C Uy. Como P es semiconti-
nua superior, por (3) de Teorema 2.25, existen abiertos V] y V5 en X tales que para
cada i € {1,2}, tenemos que P, C V; C U; y V; es P-saturado; sea = € P;; luego,
q(z) € q(P;) C q(V;); notemos que q(z) = P;; asi, P; € q(V;). Por el Teorema 2.24,
tenemos que ¢(V1) vy ¢q(V3) son abiertos en P. Como Uy NU; = () y V; C U, tenemos
que V1NV, = . Por el Teorema 2.23, tenemos que ¢~ *(q(V1)) = Vi y ¢ H(q(V2)) = Va.
Luego, q(V1) Nq(Va) = 0. Asi, (P, Tp) es de Hausdorff. Por el Teorema 2.18, tenemos
que (P, Tp) es metrizable. O
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Teorema 2.28. Si P es una descomposicion semicontinua superior de un continuo,
entonces (P, Typ) es un continuo.

Demostracion. Sea X un continuo y ¢ : X — P es la funcién natural. Como ¢
es continua, y la compacidad y la conexidad son invariantes topoldgicos, tenemos
que P es compacto y conexo. Ademds, por el Teorema 2.27, tenemos que (P, Tp) es
metrizable. Asi, (P, Tp) es un continuo. O

Teorema 2.29. 51 X es un espacio topologico, A un conjunto cerrado en X y P =
{{z}: z € X — A} U{A}, entonces P es una descomposicion semicontinua superior

de X.

Demostracion. Sean P € P y U un abierto en X con P C U.

Caso I. Supongamos que P =A. Sean V=UyQ € Ptalque QNV #0. Si Q = A,
entonces Q C U; si @ = {z}, para algiin x € X — A, entonces z € V, es decir, Q C U.
Caso II. Supongamos que P = {z}, para algin x € X —A. Tomemos V = UN(X —A).
Sea Q € P tal que Q NV # (. Notemos que Q # A, pues de lo contrario, si Q = A,
entonces ANV 0y ANV =ANUN (X —A)) =0. Asi, tenemos que Q = {y},
para algin y € X — A. Como {y} NV # (), se sigue que y € U, y asi Q C U. Por lo
tanto, P es una descomposiciéon semicontinua superior de X. ]

3. Hiperespacios
En esta seccién revisamos el concepto de hiperespacio de un continuo, asi como al-
gunas propiedades de algunos hiperespacios de continuos que ocupamos en lo que

sigue.

Dados un continuo X y n € N, consideremos los hiperespacios siguientes de X.

2% = {A C X: A es no vacio y cerrado en X},

F.(X)={A C X: A esno vacio y tiene a lo mas n puntos}

Ch(X) ={A C X: A es cerrado, no vacio y tiene a lo mas n componentes}.

Por ejemplo en el libro de Nadler [19, 4.2], se prueba que 2% es metrizable. La métrica
que se define para 2% se conoce como métrica de Hausdorff. Como F,(X) y C,(X)
son subconjuntos de 2%, tenemos que F,(X) y C,(X) también son metrizables. De
hecho, a F,(X) vy a C,(X), considerados con la métrica de Hausdorff, se les conoce
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como el n-ésimo producto simétrico de X y el n-ésimo hiperespacio de X,
respectivamente.

Ahora vemos que para un continuo, la topologia inducida por la métrica de Hausdorft
en 2% se puede describir mediante los conjuntos abiertos del continuo X. Para esto
necesitamos la siguiente notacion.

Si X es un continuo, m € Ny Uy, ..., U, son subconjuntos de X, definimos

(Uyy...,Up) = {AGQX: AC UUi y para cada i € {1,...,m}, AﬁUi#Q}.

i=1

El siguiente teorema nos muestra una base para la topologia de 2%.

Teorema 3.1. [11, Teorema 1.2] Si X es un continuo, entonces
B={({U,...,Up):meNyU,..., U, son abiertos en X}

es una base para una topologia de 2.

A la topologia generada por B se le conoce como la topologia de Vietoris.

Dado un continuo X, el conjunto (U, ..., Un)c,(x) denota la interseccion del conjunto
abierto (U, ..., Uy), con la topologia de Vietoris, con el hiperespacio C,,(X).

La topologia generada por la métrica de Hausdorff coincide con la topologia de Vie-
toris. Enunciamos a continuaciéon este hecho como un lema.

Lema 3.2. [11, Teorema 3.1] Sea X un continuo. La topologia de Vietoris y la topo-
logia generada por la métrica de Hausdorff en 2% son iguales.

En seguida un resultado que nos ayuda a probar que el n-ésimo producto simétrico
de un continuo es un continuo.

Teorema 3.3. [10, 2.3] Sean X un continuo y n € N. La funcion g : X" — F,(X)
definida para cada (xq,...,x,) € X™ por

g(z1,... xn) ={x1,...,2n}
es suprayectiva y continua.

Teorema 3.4. Si X es un continuo y n € N, entonces F,,(X) es un continuo.
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Demostracion. Como el producto finito de espacios compactos es compacto y el pro-
ducto finito de espacios conexos es conexo, tenemos que X" es compacto y conexo.
Como la conexidad y la compacidad son invariantes bajo funciones continuas, por
el Teorema 3.3, tenemos que F,(X) es conexo y compacto. Asi, F,,(X) es un conti-
nuo. U

Teorema 3.5. Si X es un continuo y n € N, entonces C,(X) es un continuo.

Demostracion. Sea f: C(X)" — C,(X) la funcién definida, para cada (A, ..., A4,)
e C(X)", por f((A,...,A,)) =, Ai. En [18, (1.48)] se prueba que la funcién f es
continua. Es claro que la funcién f es suprayectiva. En [15, 1.8.5] se prueba que C(X)
es compacto. En [18, (1.13)] se prueba que C'(X) es conexo. Como el producto finito
de espacios compactos es compacto y el producto finito de espacios conexos es conexo,
tenemos que C'(X)" es compacto y conexo. Como la conexidad y la compacidad son
invariantes bajo funciones continuas, tenemos que C,,(X) es conexo y compacto. Asi,
C,(X) es un continuo. O

Definicién 3.6. Sean X un espacio topoldgico y Y C X. Una retraccién es una
funcién continua r : X — Y tal que, para todo y € Y, r(y) = y. En este caso,
consideramos que Y es un retracto de X.

Definicién 3.7. Un espacio métrico X es un retracto absoluto si X es un retracto
de todo espacio métrico Z que contiene a X como un subespacio cerrado.

Definicién 3.8. Un espacio topoldgico X es localmente conexo en p € X si y sélo
si para todo conjunto U abierto en X con p € U, existe un conjunto V abierto en X
tal que V' es conexo y p € V C U. Si X es localmente conexo en cada uno de sus
puntos decimos que X es localmente conexo.

A continuacién vamos a ver lo que significa que un espacio topoldgico sea conexo en
pequeno en un punto.

Definicién 3.9. Un espacio topoldgico X es conexo en pequeno en p € X si para
cada vecindad N de p existe una vecindad G de p tal que G es un conjunto conexo y
G C N.

Es claro que si el espacio X es localmente conexo en el punto p, entonces X es
conexo en pequeno en p, sin embargo, el reciproco no es cierto [21, 27.15, pag. 201].
Globalmente hablando, dichos conceptos son idénticos como se enuncia en el siguiente
teorema.

Teorema 3.10. [6, Teorema 1.48] Un espacio topoldgico X es conexo en pequeno en
cada uno de sus puntos si y solo st X es localmente conexo.

Teorema 3.11. [22, Théoréme 1] Si X es un continuo localmente conexo yn € N,
entonces Cp,(X) es un retracto absoluto.
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Teorema 3.12. [18, 1.49] Sea X un continuo. Si C es un subcontinuo de 2% tal que
CNC(X) #0, entonces Joee C s un subcontinuo de X.

Teorema 3.13. Un continuo X es localmente conexo si y sélo si para cada n € N,
tenemos que C,,(X) es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Por el Teorema 3.11, tene-
mos que C,(X) es un retracto absoluto. Por [1, 2.6, pag. 101], se obtiene que C,,(X)
es localmente conexo.

Reciprocamente, supongamos que C,(X) es localmente conexo. Sean x € X y U un
abierto en X con z € U. Como C,,(X) es localmente conexo, existe un conjunto conexo
y abierto V en C,,(X) tal que {z} € V C cle, (x)(V) C (U)c,(x)- Sea (Vi, ..., Vi) x)
un basico tal que {z} € (Vi,...,Vi)c,x) € V. Sean V = ('L, V; y y € V. Luego,
{v} € Vi,.... Vi) enxy- Ast, {y} € cle,x)(V). Por lo tanto, y € UVGclcn(X)(V)V
Como {z} € clg,(x)(V), por el Teorema 3.12, tenemos que UVeclcn(X)(V) Ve C(X).
Luego, z,y € UVEClCn(X)(V) V C U. Asi, X es conexo en pequeno en x. Por el Teorema
3.10, tenemos que X es localmente conexo. O

Teorema 3.14. [13, Teorema 3.4] Si X es un continuo no degenerado y n € N,
entonces C,,(X) contiene una n-celda.

De hecho, el amable lector puede encontrar una prueba detallada del Teorema 3.14
en la tesis de Betsy Christian Cuevas Martinez [3].

Teorema 3.15. [14, Lema 5.1] Sean X un continuo y n € N. Si C,(X) — F,,(X) es
localmente conexo, entonces X es localmente conezxo.

4. Dimension

Esta seccién la dedicamos a la nocién de dimensién, vemos la definicién y propiedades
basicas que nos seran de ayuda en la prueba de varios resultados de la Seccién 5.

Comenzamos con la definicién de dimensién de un espacio métrico separable.

Definicién 4.1. Sea X espacio un espacio métrico separable. La dimensién de X,
denotada por dim[X] es un entero mayor o igual a —1 o infinito, denotado por oo. La
definicion de dimension se da inductivamente como sigue:

(1) dim[X] = —1 si y sélo si X = 0.

(2) Sean n € NU {0} y x € X. Se dice que la dimensién de X en x es menor o
igual que n, denotado por dim,[X] < n, si para cada abierto V en X con z € V
existe un abierto U en X tal que z € U C V y diml[frx(U)] <n — 1.
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(3) Sea n € NU {0}. Entonces dim[X]| < n si y sélo si para todo = € X, tenemos
que dim,[X] < n.

(4) Sea n € NU{0}. Entonces dim[X]| = n si y sélo si para cada x € X, tenemos
que dim,[X] <ny dim[X] >n — 1.

(5) dim[X] = oo si y sélo si para cada n € NU {0} tenemos que dim[X] > n.
La dimensién es un invariante topolégico y enunciamos este hecho como un teorema.

Teorema 4.2. Sean X yY espacios métricos separables yn € NU{—1,0}. Si X es
homeomorfo a Y y dim[X] = n, entonces dim[Y]| = n.

Demostracion. La prueba la hacemos por induccién sobre dim[X]. Sea h : X — Y
un homeomorfismo.

Si dim[X] = —1, entonces X = (). Como [ es suprayectiva, tenemos que Y = h(X) =
h(0) = 0. Asf, dim[Y] = —1.

Veamos que si dim[X] = n, entonces la dim[Y] = n. Sean y € Y y U un abierto en
Y tal que y € U. Como h es suprayectiva, existe = € X tal que f(z) = y. Como h
es continua y y € U, tenemos que h™!(U) es abierto en X tal que z € h=!(U). Como
dim[X] = n, existe V abierto en X tal que x € V. C h™1(U) y dim[frx(V)] < n — 1.
Luego, h(x) € h(V) C h(h~1(U)). Como h es biyectiva, tenemos que h(h=1(U)) = U.
Asi, y € h(V) C U. Como h es una funcién abierta, tenemos que h(V') es abierto en Y.
Como dim[frx (V)] < n—1y hla,v) : frx (V) = h(frx(V)) es un homeomorfismo, por
hipétesis de induccién, obtenemos que dim[h(frx(V))] < n — 1. Como h(frx(V)) =
fry (h(V)), tenemos que dim[fry (h(V))] < n — 1. Asi, dim[Y] < n.

Resta ver que dim[Y] > n — 1. Supongamos que dim[Y] < n — 1. Por hipétesis
de induccién, obtenemos que dim[X] < n — 1. Esto es una contradicciéon porque
dim[X] = n. Asi, dim[Y] > n — 1. Por lo tanto, dim[Y] = n. O

Teorema 4.3. [20, 3.2] Teorema del Subespacio. Sea X un espacio métrico se-
parable. Si'Y es un subespacio de X y dim[X] < n, entonces dim[Y] < n.

Teorema 4.4. Teorema de Suma Finita. [20, 6.1] Sea X un espacio métrico
separable. SiY y Z son subespacios de X, entonces dim[Y UZ] < 14+dim[Y]|+dim[Z].

Recordemos que un subconjunto A de un espacio topologico X es F, si A se puede
escribir como la uniéon numerable de cerrados en X.

Teorema 4.5. Teorema de Suma para Espacios n-Dimensionales. [20, 7.1]
Sea X un espacio métrico separable. Si X es union numerable de subconjuntos de X
tales que son F, y de dimension menor o igual que n, entonces X tiene dimension
menor o igual que n.
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Corolario 4.6. Sea X un espacio métrico separable. Si X es union numerable de con-
jJuntos cerrados en X de dimension menor o igual que n, entonces X tiene dimension
menor o igual que n.

Demostracion. Como todo conjunto cerrado es Fy, el resultado se sigue del Teorema
4.5. O

Teorema 4.7. Sean X un espacio métrico separable y'Y y Z subespacios de X de
dimension menor o igual quen. St X =Y UZ yY es cerrado en X o Z es cerrado
en X, entonces la dimension de X es menor o igual que n.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Y es cerrado en X. Lue-
go, X —Y es abierto en X. Como en un espacio métrico todo conjunto abierto es
un conjunto F, [5, pdg. 76], tenemos que X — Y es un conjunto F,. Notemos que
X -Y C Z. Luego, dim[X — Y] < dim[Z]. Por el Teorema 4.3, tenemos que la dimen-
sién de X —Y es menor o igual que n. Por el Teorema 4.5, tenemos que (X —Y)UY
tiene dimensién menor o igual que n. Asi, X tiene dimensién menor o igual que n. [

Corolario 4.8. Sean X un espacio métrico separable y'Y un subespacio de X. Si
la dimension de 'Y es menor o igual que n y p € X —Y, entonces la dimension de
Y U{p} es menor o igual que n.

5. El n-ésimo hiperespacio suspension

En esta seccion retomamos algunas propiedades del n-ésimo hiperespacio suspension
de un continuo; por lo que comenzamos enunciando su definicion.

Definicién 5.1. Sean X un continuo y n € N. El n-ésimo hiperespacio suspen-
sién de un continuo, que denotamos por H.S, (X), es el espacio de descomposicién de
C,(X) dado por

HS,(X)={{A}: Ac C(X) - F,(X)}U{F,(X)}.
Dado un continuo X y n € N, denotamos en este caso particular por
¢y : Cn(X) = HS,(X)
a la funcién natural. Al punto ¢% (F,(X)) lo denotamos por F¥.

Notemos que para un continuo X se tiene que F,(X) C C,(X) C 2%, para cada
n € N.

Teorema 5.2. El n-ésimo hiperespacio suspension de un continuo es un continuo.

Matemadticas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 10, paginas 175-195



Luis Alberto Guerrero Méndez, David Herrera Carrasco,
190 Maria de Jesus Lépez Toriz, Fernando Macias Romero

Demostracion. Sean X un continuo y n € N. Por el Teorema 3.4, tenemos que F,,(X)
es un subconjunto compacto de C,(X). Por el Teorema 3.5, tenemos que C,,(X) es
un continuo. Luego, C,,(X) es de Hausdorff. Asi, F,,(X) es un cerrado en C,,(X). Por
el Teorema 2.29, tenemos que H .S, (X) es una descomposicién semicontinua superior.
Luego, por el Teorema 2.28, tenemos que HS,,(X) es un continuo. O

La conexidad local se preserva bajo funciones continuas, suprayectivas y cerradas.
Este hecho se enuncia a continuacion.

Teorema 5.3. [2, (2.E.7)] Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X es localmente
conezo, f : X — Y es una funcion continua, suprayectiva y cerrada, entonces Y es
localmente conezo.

Como toda funcién continua de un espacio compacto en un espacio de Hausdorff es
cerrada, tenemos el resultado siguiente.

Corolario 5.4. La propiedad de ser un continuo localmente conexo es invariante bajo
funciones continuas.

Teorema 5.5. Si X un continuo y n € N, entonces HS,(X) —{F¢} es homeomorfo
a Cp(X) — Fo(X).

Demostracion. Consideremos la funcién natural ¢% : C,(X) — HS,(X). Sea

definida para cada A € C,,(X) — F,,(X) por h(A) = ¢%(A). Como ¢% es una funcién
continua, tenemos que h es continua. Veamos que h es biyectiva. Sean A, B € C,(X)
tales que h(A) = h(B). Luego, {A} = {B}. Asi, A = B. Por lo tanto h es inyectiva.
Como ¢% (F, (X)) = {F%}, tenemos que h es suprayectiva. Asi, h es biyectiva.

Ahora, veamos que h es abierta. Sea U un abierto en C,,(X) — F,,(X). Luego, ¢% (U) =
{¢%(C): C e U} = {{C}: C € U}. Como U?quz(u) P =UcadC} = U, tenemos que
¢%(U) es abierto en HS,,(X). Por lo tanto, h : C,(X) — F,(X) — HS,(X) — {F%}
es un homeomorfismo. O

Como comentamos en la Introduccion, el n-ésimo hiperespacio suspensién de un con-
tinuo nos da informacion sobre el continuo mismo, y viceversa, en este sentido se tiene
el resultado que sigue.

Teorema 5.6. Un continuo X es localmente conexo si y solo si para cada n € N,
tenemos que HS,(X) es localmente conezxo.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Como ¢'% (Cr, (X)) = HS,(X),
por el Teorema 3.13 se tiene que C,(X) es localmente conexo; y por el Corolario 5.4,
tenemos que H.S,(X) es localmente conexo.
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Reciprocamente, supongamos que H.S, (X) es localmente conexo. Como HS,(X) —
{F%} es abierto en HS, (X), por [12, Teorema 3, pag.230], tenemos que HS,(X) —
{F%} es localmente conexo. Por el Teorema 5.5, tenemos que C,(X) — F,(X) es
homeomorfo a HS,(X)— {F¢}. Luego, C,(X) — F,(X) es localmente conexo. Por el
Teorema 3.15, tenemos que X es localmente conexo. O

Teorema 5.7. [19, 5.5] Si X es un continuo no degenerado, entonces X contiene un
subcontinuo propio y no degenerado. Ademds, si A es un subcontinuo propio de X y
U es abierto en X tal que A C U, entonces existe un subcontinuo B de X contenido
en U tal que AC B y B # A.

Teorema 5.8. [5, 4.13, pag. 72] Sea X un espacio topoldgico. Un subespacio D de
X es denso en X siy sdlo siintx(X — D) = .

Teorema 5.9. Si X es un continuo y n € N, entonces F,,(X) es denso en ninguna
parte en Cy(X).

Demostracion. Notemos que, por el Teorema 3.4, F,,(X) es cerrado en C,,(X). Por el
Teorema 5.8, basta probar que C,(X) — F,(X) es denso en C,(X).
Sea U un conjunto no vacio y abierto en C,(X). Veamos que UN (C,,(X) — F,(X)) #

(). Sean Uy,...,U,, conjuntos no vacios y abiertos en X, con m < n, tales que
(U, ..., Up)n C U
Por la normalidad de X, para cada i € {1,...,m}, existe un abierto V; en X tal que

Vi C clx(V;) C U;. Para cada i € {1,...,m}, sea C; una componente de V; en Uj.
Note que clx(C;) C clx(V;). Como clx(C;) es un subcontinuo propio de X contenido
en U;, por el Teorema 5.7, existe un subcontinuo B; de X contenido en U; tal que
Sea A = |J*, B;. Notemos que A es un cerrado en X y que A tiene a lo més n
componentes. Asi, A € C,(X).

Como B; es no degenerado, tenemos que A tiene cardinalidad no finita. Luego, A ¢
F.(X).

Notemos que paracadai € {1,...,m}, tenemos que ANU; # (0. Ademés, A C J*, U.
Asi, A € (Uy,...,Up)n. Por lo tanto, A € (Uy,...,Upn)n N (Ch(X) — F(X)) C
UN(Cp(X) = Fo(X)). Asi, UN (C(X) — F.(X)) # 0. Por lo tanto, C,(X) — F,,(X)
es denso en C,(X). O

El siguiente resultado se debe a Sergio Macias [14, Teorema 3.6].

Teorema 5.10. Sea X un continuo. Si la dimension de C,(X) es finita, entonces
dim[C,,(X)] = dim[H S,,(X)].

Demostracion. Por el Teorema 5.5, tenemos que C,,(X) — Fn( ) es homeomorfo a
HS,(X)—{F%}. Por el Teorema 4.2, tenemos que dim[C,, (X )—F,(X)] = dim[H S, (X )—
{F%}]. Ademas, por el Corolario 4.8, tenemos que dim[H S,,(X)—{F%}] = dim[H S, (X)].
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Luego, dim[C,(X) — F,(X)] = dim[HS,(X)]. Por el Teorema 5.9, tenemos que
F,(X) es denso en ninguna parte en C,(X). Como Cy(X) = (Cr(X) — F(X)) U
F,(X), tenemos que dim[C,(X)] = dim[C,(X)) — F,(X)]. Luego, dim[C,,(X)] =
dim[H S, (X)]. O

Teorema 5.11. Sea X un continuo de dimension finita. Entonces la dimension de
Cn(X) es finita si y solo si la dimension de HS,(X) es finita.

Demostracion. Supongamos que la dimensién de C,,(X) es finita. Por el Teorema 5.10,
tenemos que dim[C),(X)] = dim[H S, (X)]. Asi, la dimensién de HS,,(X) es finita.

Reciprocamente, supongamos que la dimensién de HS,,(X) es finita y que la dimen-
sién de C,(X) no es finita. Como C,,(X) = (C,,(X) — F,,(X))UF,(X), por el Teorema
4.4, tenemos que dim[C,,(X)] < 1+dim[C,,(X) — F,,(X)] + dim[F,,(X)]. De la prueba
de [4, Lema 3.1], se sigue que dim[F,,(X)] < n(dim[X]). Por hip6tesis como dim[X]
es finita, tenemos que dim|[F},(X)] es finita. Luego, dim[C),(X) — F,,(X)] no es finita.
Esto es una contradiccién porque por el Teorema 5.5, tenemos que C,,(X) — F,,(X) es
homeomorfo a HS,,(X) — {F%} y por el Teorema 4.3, tenemos que HS, (X) — {F¥%}
tiene dimensién finita. Por lo tanto, la dimensién de C,(X) es finita. O

Corolario 5.12. Sea X un continuo de dimension finita. Si la dimension de C,,(X)
es finita o la dimension de HS,(X) es finita, entonces dim[C,,(X)] = dim[H S,,(X)].

Demostracion. Sila dimensién de C,,(X) es finita, por el Teorema 5.10, tenemos que
dim[C,,(X)] = dim[H S,,(X)].

Supongamos que la dimensién de HS,,(X) es finita. Por el Teorema 5.11, tenemos
que la dimensiéon de C,(X) es finita. Luego, por el Teorema 5.10, tenemos que
dim[C,,(X)] = dim[H S,,(X)]. O

El teorema siguiente nos sirve para probar que HS,(X) contiene n-celdas.

Teorema 5.13. [7, Teorema 1.63] Sean X un espacio métrico, V' una n-celda en X
y U un abierto en X. Sip € UNintx(V), entonces eziste una n-celda J en X tal que
pE lntx(J) cJcC Uﬂlntx(V)

Teorema 5.14. Si X es un continuo no degenerado y n € N, entonces HS,(X)
contiene una n-celda.

Demostracion. Por el Teorema 3.14, tenemos que C, (X ) contiene una n-celda £. En la
prueba del Teorema 3.14, ver Teorema 3.4 de [13], se tiene que LN(C,, (X)—F,(x)) # 0.
Por el Teorema 5.13, existe una n-celda W tal que W C £ N (C,,(X) — F,(X)). Asi,
W C Cn(X) — F.(X). Luego, ¢%(W) C ¢%(Ch(X) — F,.(X)). Por el Teorema 5.5,
tenemos que ¢% (W) C HS,(X) — {F%}. Notemos que ¢%(W) es una n-celda. Como
HS,(X)—{F¢} C HS,(X), tenemos que HS,(X) contiene una n-celda. O

Antes de ver otras propiedades del n-ésimo hiperespacio suspensién recordemos las
siguientes definiciones.
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Definicién 5.15. Una grafica finita es un continuo que se puede escribir como
una unién finita de arcos tales que cualesquiera dos, o son ajenos o se intersectan
solamente en uno o en ambos puntos extremos.

Dado un continuo X, sean
G(X) = {p € X : p tiene una vecindad G en X tal que G es una grafica finita},
AM = {X: X es un continuo y G(X) es denso en X},

M ={X € AM: X tiene una base local § tal que para cada U € 5, U N G(X)
es COnexo}.

Definicién 5.16. Un continuo X es casi enrejado si X € AM y es enrejado si
X eM.

Para concluir este capitulo mencionamos un par de resultados en relaciéon con todo
esto, los cuales se han probado recientemente; uno de ellos se debe a David Herrera
Carrasco, Alejandro Illanes, Fernando Macias Romero y Francisco Vazquez Juarez.

Teorema 5.17. [8, Teorema 3.2/ Sean n € N y X wuna grdfica finita. Si Y es un
continuo tal que HS,(X) es homeomorfo a HS,(Y), entonces X es homeomorfo a Y.

Por otro lado, en [9], David Herrera Carrasco, Maria de Jesis Lépez Toriz y Fernando
Macias Romero, probaron el resultado siguiente:

Teorema 5.18. [9, Teorema 3.3/ Sean n € N y X un continuo enrejado. Si'Y es un
continuo tal que HS,(X) es homeomorfo a HS,(Y), entonces X es homeomorfo a Y.
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Capitulo 11

El n—ésimo hiperespacio suspension de graficas
finitas

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero,
Francisco Vazquez Juarez
FCFM-BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico con mas de un punto, compacto y co-
nexo. Una grafica finita es un continuo que se puede escribir como uniéon
finita de arcos tales que cualesquiera dos de ellos, son ajenos o se intersec-
tan solamente en uno o en ambos puntos extremos. Dados un continuo X
y n un numero natural, sean C,(X) el hiperespacio de los subconjuntos
cerrados en X, no vacios, con a lo mas n componentes y F,,(X) el hiper-
espacio de los subconjuntos no vacios de X con a lo mas n puntos, ambos
considerados con la métrica de Hausdorff. Sea HS,,(X) el espacio cociente
C,(X)/F,(X) que es obtenido de C,,(X) identificando F,,(X) en un punto,
dicho espacio lo consideramos con la topologia cociente. En este capitu-
lo, vamos a estudiar de forma minuciosa, para n > 3, parte del articulo
que aparece en la referencia [10], dicho articulo relaciona una propiedad
importante entre las graficas finitas X y su hiperespacio HS,(X).

1. Introduccion

A principios de siglo dentro de la topologia general, mas precisamente, dentro de la
teoria de los continuos e hiperespacios surge la rama de unicidad de hiperespacios; el
presente trabajo pertenece a dicha rama. Cabe mencionar que existe una recopilacion
en [24] de todos los articulos de investigacién vinculados con la unicidad de hiperes-
pacios obtenidos desde el ano 2000 hasta el 2012. En el citado articulo también se
mencionan varios problemas abiertos de la unicidad de hiperespacios.

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico con mas de un punto, compacto
y CONexo.

Definicién 1.2. Un arco es un espacio topoldgico homeomorfo al intervalo cerrado
[0,1]. Dado un arco A, sean f : [0,1] - A un homeomorfismo, f(0) =py f(1) = ¢.
Notemos que si g : [0,1] — A es otro homeomorfismo, tenemos que {g(0),g(1)} =
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{f(0), f(1)}. Los puntos p y ¢ son los puntos extremos de A. Una curva cerrada
simple es un espacio topolégico homeomorfo a S, donde S' = {(z,y) : 2* +y* = 1}.
Una grafica finita es un continuo que se puede escribir como unién finita de arcos
tales que cualesquiera dos de ellos, son ajenos o se intersectan solamente en uno o en
ambos puntos extremos.

Los siguientes continuos denotados por X, X5, X3 v Xy son ejemplos de graficas

finitas.
X1 X2
X3 Xy

Definicién 1.3. Dado un continuo X, un hiperespacio de X es una colecciéon de
subconjuntos de X que satisfacen propiedades especificas.

Dado X un continuo, uno de los hiperespacios es el siguiente:

2X = {A C X : A es cerrado y no vacio}.
Con el fin de dotar a 2% de una métrica, veamos el concepto de nube.

Definicién 1.4. Sean X un espacio métrico compacto con métrica d, e > 0y A € 2.
La nube de A de radio € es el conjunto

N(e,A) = {z € X : existe a € A tal que d(a,z) < €}.
Teorema 1.5. [29, Teorema 4.2, pdg. 53] Si X es un espacio métrico compacto con
métrica d, entonces la funcion Hy : 2% x 2% — [0,00) definida, para cada (A, B) €
2X % 2% por

Hy(A,B)=inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(e, A)}

es una métrica para 2%

Por tanto, si X es un espacio métrico compacto con métrica d, entonces la pareja
(2%, Hy) es un espacio métrico y la funcién Hy se le conoce como la métrica de
Hausdorff inducida por d.
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Dados X un continuo y n € N, otros hiperespacios de X son los siguientes.
Cn(X)={A € 2% : Atiene a lo mds n componentes} y
F,(X) = {A €2X : A tiene a lo més n puntos}.

Dado que C,,(X) y F,(X) son subconjuntos de 2%, los hiperespacios C,,(X) y F,,(X)
también tienen la topologia inducida por la métrica de Hausdorft. Los hiperespacios
Cy(X) y F,(X) son conocidos como el n-ésimo hiperespacio de X y el n-ésimo pro-
ducto simétrico de X, respectivamente. Cuando n = 1, escribimos C'(X) en lugar de
C1(X) y C(X) es conocido como el hiperespacio de los subcontinuos de X.

Dados X un continuo y n € N, consideramos el espacio cociente C,(X)/F,(X) el
que es obtenido de C,,(X) identificando F,(X) en un punto, dicho espacio lo consi-
deramos con la topologia cociente y lo denotamos por H.S, (X ). Este espacio cociente
fue introducido en [26] y bautizado con el nombre de n-ésimo hiperespacio suspensién
de X. El simbolo ¢% denota la proyecciéon natural ¢% : C,(X) — HS,(X) y F¥
denota el elemento g% (F,,(X)).

Si dos continuos X y Y son homeomorfos, entonces cada hiperespacio de X, por
ejemplo, C,,(X), F,(X) o HS,(X), es homeomorfo al hiperespacio correspondiente
de Y. En general, la implicacién inversa no es verdadera, esto es, puede ocurrir que dos
espacios no homeomorfos tengan el mismo hiperespacio; por ejemplo, los hiperespacios
de los subcontinuos de la circunferencia unitaria S*, C(S'), y del intervalo unitario
0,1], C([0,1]), respectivamente, son homeomorfos, vea [22, Ejemplos 3.1 y 3.2]. Sin
embargo, cuando la implicacion inversa es verdadera se dice que X tiene hiperespacio
unico, esto lo establecemos en la siguiente:

Definicién 1.6. Para un continuo X y n € N, sea H(X) alguno de los hiperes-
pacios C,,(X), F,,(X) o HS,(X). Un continuo X tiene hiperespacio tnico 3 (X)
si para cualquier continuo Y tal que H(X) es homeomorfo a H(Y"), entonces X es
homeomorfo a Y.

Ejemplo 1.7. Los continuos [0, 1] y S! no tienen hiperespacio tinico C([0,1]) y C'(S1),
respectivamente.

Estamos interesados en conocer clases de continuos X que tengan hiperespacio tinico
H(X), de manera natural surge la pregunta siguiente.

Problema 1.8. Dado un continuo X. jBajo qué propiedades el continuo X tiene
hiperespacio tinico H(X)?
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Ya se conocen algunos resultados relacionados con esta cuestion, para comentar al-
gunos necesitamos de la siguiente notacion:

G ={X : X es una grafica finita}.

Hasta el momento se han publicado los siguientes resultados respecto a la unicidad
de hiperespacios (a)-(0).

(a) Si X €3G ynoesun arcoy no es una curva cerrada simple, entonces X tiene
hiperespacio inico C(X), vea [1, Teorema 1] y [7, Teorema 9.1].

(b) Si X € G, entonces X tiene hiperespacio unico Ca(X), vea [20, Teorema 4.1].

(¢) Si X € G, entonces X tiene hiperespacio inico C,,(X) para cada n € N—{1,2},
vea [21, Teorema 3.8].

(d) SiX €9, nmeNyY esun continuo tal que C,,(X) es homeomorfo a Cy,(Y),
entonces X es homeomorfo a'Y, vea [21, Corolario 3.9].

(e) SiX € Gyn €N, entonces X tiene hiperespacio inico F,(X), vea [6, Corolario
5.9].

Una dendrita es un continuo localmente conexo sin curvas cerradas simples. Cabe
mencionar que existen muchas caracterizaciones de una dendrita, puede consultarlas
en [8]. En la siguiente clase de dendritas vamos a considerar la nocién de punto
extremo que aparece en la Definicién 2.3.

D = {X : X es una dendrita cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado}.
Para conocer propiedades sobre la clase D puede consultar [5], [30] y [15].

(f) Si X € D yno es un arco, entonces X tiene hiperespacio unico C(X), vea [9,
Teorema 10]. Ademds, si X es una dendrita y X ¢ D, entonces X no tiene
hiperespacio inico C(X), vea [3, Corolario 4.9].

(g) Si X € D, entonces X tiene hiperespacio uinico Co(X), vea [17, Teorema 13] y
[23, Teorema 3.1] .

(h) Si X € D, entonces X tiene hiperespacio unico C,(X) para cada n € N—{1,2},
vea [13, Teorema 5.7].

(i) Si X € D yn e N-—{2}, entonces X tiene hiperespacio unico F,(X), vea [2,
Teorema 5.2] y [11, Teorema 3.7].

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 11, paginas 197-214



El n—ésimo hiperespacio suspensién de graficas finitas 201

Considerando el concepto de punto ordinario que se encuentra en la Definicion 2.3,
damos otra clase de dendritas:

O = {X : X es una dendrita cuyo conjunto de puntos ordinarios es abierto}.

(4) Si X € O, entonces X tiene hiperespacio inico Fy(X), vea [19, Teorema 8§].

Una dendrita local es un continuo tal que cada uno de sus puntos tiene una vecindad
que es una dendrita. Sea

LD = {X : X es una dendrita local tal que cada uno de sus puntos

tiene una vecindad que estd en D}.

(k) Si X € LD yno es un arco y no es una curva cerrada simple, entonces X tiene
hiperespacio inico C(X), vea [4, Teorema 5.1].

(1) Si X € LD,n,m € N—{1,2}, Y es un continuo y C,(X) es homeomorfo a
Cn(Y), entonces X es homeomorfo a Y, vea [14, Teorema 5.6].

Dado un continuo X, sea
G§(X) = {p € X : p tiene una vecindad 7" en X tal que T" es una gréfica finita}.

Un continuo X es casi enrejado si el conjunto §(X) es denso en X. Un continuo casi
enrejado X es enrejado si tiene una base de vecindades (3 tal que para cada elemento
U € B, tenemos que U N G(X) es conexo.

Sean

AM = {X : X es casi enrejado} y M ={X : X es enrejado}.
Notemos que G, D, LD C M, vea [18, Teorema 6.

(m) St X € M yn € N— {1}, entonces X tiene hiperespacio tinico Cy,(X). Si
X eMy X noesun arco y no es una curva cerrada simple, entonces X tiene
hiperespacio unico C(X), vea [18, Teorema 37].

(n) Si X € AM, localmente conexo yn € N—{1,2,3}, entonces X tiene hiperespacio
unico F,(X), vea [16, Teorema 4.3].

(0) Si X e M yn €N, entonces X tiene hiperespacio unico HS,(X), vea [12].
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El propésito principal de este capitulo es probar el siguiente resultado, vea [10, Teo-
rema 12].

Teorema 3.3 Si X es una grdfica finita y n € N —{1,2}, entonces X tiene hiperes-
pacio unico HS,(X).

Nuestra contribucion consiste en realizar los detalles de las pruebas de los resultados
necesarios para la demostracion de dicho teorema.

Cabe mencionar que los resultados (a)-(0) fueron reunidos en el articulo expositorio
[24], donde se hizo una exposicién general del drea de unicidad en hiperespacios hasta
antes del ano 2012.

2. Preliminares

En esta seccion presentamos los conceptos de dimensién, arco libre, arco libre maximal
y ciclo y, después damos algunos resultados que involucran dichos conceptos. También
vamos a considerar algunos subconjuntos de H.S,,(X), ellos nos van a ayudar a obtener
el Teorema 3.3, el objetivo principal de este trabajo. Vamos a iniciar con los conceptos
y notaciones que vamos a utilizar durante el desarrollo de este trabajo.

Sean Z un espacio topoldgico y A un subconjunto de Z, los simbolos cl(A), fr(A)y A°
denotan la cerradura de A, la frontera de A y el interior de A en Z, respectivamente.
La cardinalidad de un conjunto A se representa por |A|. Como es usual, los simbolos
0, N, y R, representan el conjunto vacio, los ntiimeros naturales y los niimeros reales,
respectivamente. Un espacio topoldgico es no degenerado si tiene mas de un punto.
De hecho, todos los conceptos no definidos aqui serdn tomados como en [29].

Definicién 2.1. Sean X un espacio topolégico regular, n € NU {0} y = € X. La
dimensién de X, denotada por dim[X], es un entero mayor o igual que —1.

(1) dim[X] = —1 si y sélo si X = 0.
(2) La dimensién de X en z es menor o igual que n, denotado por dim,[X] < n, si

para cada abierto V en X con x € V existe U abierto en X tal quex €e U C V
y dim[frx(U)] <n— 1.

(3) dim[X] < n siy sélo si para todo € X, tenemos que dim,[X] < n.

(4) dim[X] = n siy sélo si para cada z € X, tenemos que dim,[X]| < ny dim[X] >
n—1.

En la siguiente definicién ocupamos los simbolos R y ¢ que denotan la cardinalidad
de los ntmeros naturales y la cardinalidad de los niimeros reales, respectivamente;
mientras que para efectos de orden de un punto pensemos simplemente que w es un
simbolo.
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Definicién 2.2. Sean X un espacio topoldgico, p € X y n € NU {Xy, ¢}. El punto p
es de orden menor o igual que n en X, se denota por ord(p, X) < n, si para cada
subconjunto abierto V en X tal que p € V, existe U un subconjunto abierto en X
tal que p € U C V y |frx(U)| < n. El punto p es de orden n en X, denotado por
ord(p, X) = n, si ord(p,X) < ny ord(p,X) £ « para cualquier & < n. El punto p
es de orden w en X, denotado por ord(p, X) = w, si para cada subconjunto abierto
V en X tal que p € V, existe U un subconjunto abierto en X tal quep e U C V' y
| frx(U)| es finita, pero ord(p, X) ¢ N.

Se puede clasificar los puntos de un espacio topoldgico de la siguiente manera.

Definicién 2.3. Sean X un espacio topoldgico y p € X. El punto p es un punto
extremo de X, si ord(p, X) = 1. El conjunto de todos los puntos extremos de X es
denotado por F(X). El punto p es un punto ordinario de X, si ord(p, X) = 2. El
conjunto de todos los puntos ordinarios de X es denotado por O(X). El punto p es un
punto de ramificacién de X si ord(p, X) > 3. El conjunto de todos los puntos de
ramificacién de X es denotado por R(X). Notemos que X = E(X) U O(X) U R(X).

En [28, Teorema 2.4], la autora obtiene una férmula para calcular la dimensién de
Ch(X) en A € C,(X), donde X es una grafica finita; esta férmula la establecemos en
el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Si X es una grdfica finita, A € C,,(X) yn € N, entonces
dima[Cr(X)] = 2n 4+ 3 gx)nalord(p, X) — 2).
Los resultados que estén probados en este capitulo originalmente aparecen en [10].

Teorema 2.5. Sean X una grdfica finita,n € Ny A € Cp(X)—F,(X). Si ANR(X) #
0, entonces dimgn (4)[HS,(X)] > 2n + 1.

Demostracion. Dado que C,,(X) — F,(X) es un subconjunto abierto en C,(X), te-
nemos que dimy[Cy,(X)] = dima[C,,(X) — F,(X)]. Luego, por el Teorema 2.4, in-
ferimos que dimx[C,(X) — F,(X)] > 2n + 1. Dado que ¢%|c, (x)-F,(x) @ Cn(X) —
Fo(X) — HS(X) — {Fg} es un homeomorfismo, dimgn a)[HS,(X) — {F%}] >
2n + 1. Como HS,(X) — {F%} es un subconjunto abierto en HS,,(X), concluimos
que dimgn (4)[H S (X)] > 2n + 1. O

Teorema 2.6. Sean X una grdfica finita tal que R(X) # 0 yn € N. Entonces, para
cada subconjunto abierto W en HS,,(X) tal que F§ € U, tenemos que dim[U] > 2n+1.
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Demostracion. Sea U un subconjunto abierto en HS,,(X) tal que F§¢ € U y pon-
gamos V = (¢%) ' (U). Notemos que V es un subconjunto abierto en C,(X). Fijemos
un punto p € R(X). Dado que {p} € V, podemos elegir un arco A contenido en
X tal que p € Ay A € V. Por tanto, ¢%(A) € U y por el Teorema 2.5, inferimos
que 2n + 1 < dimgn (4)[H S, (X)]. Como dimgy (4)[HS,(X)] < dim[U], tenemos que
dim[U] > 2n + 1. O

Dados una grafica finita X y n € N, sean

M, (X)={AeC,(X):A¢C,1(X)y ANR(X) =0}, donde n > 2,

L,(X)={A € C,(X) : A tiene una vecindad M en C,,(X) tal que M es una
2n-celda} y
HL,(X)={A € HS,(X) : A tiene una vecindad M en HS,(X) tal que M es una
2n-celda}.

El siguiente resultado aparece en [21, Lema 3.5] y nos ayuda a probar el Teorema 2.8.
Teorema 2.7. Si X es una grifica finita y n > 3, entonces M,,(X) = L£,(X).

Teorema 2.8. Sean X una grdfica finita y n € N. Si R(X) # 0 on > 3, entonces

Demostracion. Dado que ¢%|c, (x)-F,(x) : Cn(X) = Fo(X) = HS,(X) — {F%} es un
homeomorfismo y C,,(X) — F,(X) vy HS,(X) — {F%} son subconjuntos abiertos en
Cn(X) y HS,(X), respectivamente, inferimos que ¢% (£, (X) — F,(X)) = HL,(X) —
{F%}. Enseguida consideramos los dos casos que aparecen en la hipdtesis:

Caso 1. Sea R(X) # 0.

Por el Teorema 2.6, tenemos que HL,(X)—{F¢} = HL,(X). Por tanto, ¢% (£, (X)—
Fo.(X)) = HL,(X).

Caso 2. Sea R(X)=0yn > 3.

Veamos que Fy§ ¢ HL,(X). Supongamos lo contrario, es decir, F§ € HL,(X). Sea
M una vecindad de F% en HS,(X) tal que M es una 2n-celda. Fijemos un punto
p € X. Luego, (¢%)'(M) es una vecindad de {p} en C,(X). Elegimos un elementos
A € C,(X) tal que A tiene exactamente n— 1 componentes no degeneradas y ¢’y (A) €
Me. Por tanto, existe una 2n-celda N tal que ¢ (A) € N°y F'} ¢ N. Por consiguiente,
(¢%)"1(N) es una 2n-celda que contiene A en su interior en C,(X). Esto contradice
al Teorema 2.7. Asi que F¥ ¢ HL,(X). Por tanto, HL, (X) — {F¢} = HL,(X) v
P (Ln(X) — Fo(X)) = 3L, (X). 0
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Dados una grafica finita X y n € N, sean
D(X)={AeCp(X): A¢ L,(X) y A tiene una base B de vecindades en
C,(X) tal que para cada U € B, dimU < 2n y U N L,(X) es arco conexo} y
HD,(X)={Ae€ HS,(X): A¢ HL,(X)y A tiene una base B de vecindades en

HS,(X) tal que para cada U € B, dimU < 2n y UN HL,(X) es arco conexo}.

El siguiente resultado estd en [21, Lema 3.6] y es til para probar el Teorema 2.10.

Teorema 2.9. Si X es una grdfica finita yn > 3, entonces D,,(X) ={A e C,(X): A
es conezo y AN R(X) = 0}.

Teorema 2.10. Sean X una grifica finita y n € N.

(1) Sin >3, entonces HD,(X) —{F¢} ={¢%(A) € HS,(X): Aec C(X)—-F,(X)
y ANR(X) =0}.

(2) Sin >3y R(X)#0, entonces HD,(X) = {¢%(A) € HS,(X): A€ C(X) —
F.(X) y AN R(X) = 0}

Demostracion. Probemos (1). Sea B = ¢%(A) € HD,(X) — {F%}. Por tanto, A €
Co(X) — F(X) y dimy[C,(X)] = dimp[H S, (X)] < 2n. Por el Teorema 2.5, tenemos
que AN R(X) = (. Dado que B ¢ HL,(X), deducimos que A ¢ L,(X). Sea B
una base de vecindades de B en HS,(X) como en la definiciéon de HD,,(X). Pode-
mos suponer que FY ¢ U, para cada U € B. Por el Teorema 2.8, para cada U € B,
inferimos que (¢%) ™ (U N HL, (X)) = (g%)~ (W) N (gx) ™ (HLa (X)) = (¢%) " (W)N

(L(X)—F (X)) = (¢%) " (UW)NL,(X). Luego, el conjunto (¢%)~H(U)NL,(X) es arco
conexo. Por tanto, {(¢%)~'(U) : U € B} es una base de vecindades de A en C,,(X) que
satisface la definicién de D,,(X). Por el Teorema 2.9, inferimos que A € C(X). Por lo
que HD, (X) — {F}} C {44(4) € HS,(X): A€ C(X) ~ F,(X) y AN R(X) = 0}.

La otra contencién se puede probar con argumentos similares.

Probemos (2). En este caso R(X) # (. Por el Teorema 2.6, deducimos que F% ¢
HD,,(X). Por tanto, (2) se obtiene de (1). O

Definicién 2.11. Sean X un continuo y J un arco contenido en X con puntos
extremos p y ¢. Se dice que J es un arco libre en X, si J — {p, ¢} es abierto en X.
Se dice que J es un arco libre maximal, si J es un arco libre en X que es maximal
respecto a la inclusion. Un ciclo S en X es una curva cerrada simple con a lo mas
un punto de ramificacion de X.
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Dados una gréfica finita X y n € N, sean
Ag(X)={J C X : J es un arco libre maximal en X o J es un ciclo en X}y

HEL(X)={A € HS,(X) : dimu[HS,(X)] = 2n}.
Teorema 2.12. Sean X una grifica finita y n € N. Tenemos que

(1) Si R(X)#0 yn >3, entonces las componentes de HD,,(X) son los conjuntos
de la forma q%((J°), NC(X)) — {F%}, donde J € Ag(X).

(2) Si R(X) # 0 yn €N, entonces las componentes de HE, (X)) son los conjuntos
de la forma ¢%((J7, ..., Jo)n) — {F%}, donde Jy, ..., Jpn € As(X) ym <n.

Demostracion. Probemos (1). Por el Teorema 2.10, deducimos que HD,(X) =
Hex (), N C(X)) — {F%} : J € As(X)}. Dado que los conjuntos de la forma
g% ((J°), N C(X)) — {F%}, donde J € Ag(X), son abiertos en HD, (X), conexos y
ajenos por pares, concluimos que ellos son las componentes de HD,,(X).

Probemos (2). Por el Teorema 2.4, inferimos que dim4[C,(X)] = 2n si y sélo si
AN R(X) = (. Por el Teorema 2.6, tenemos que F¥ ¢ HE,(X). Con todo esto, la
prueba de (2) se obtiene. O

3. Teoremas principales

Con los resultados expuestos en la seccién anterior estamos cerca de presentar nuestro
resultado principal, para ello necesitamos el siguiente resultado no menos importante.

El siguiente resultado esta en [25, Teorema 14.6] y lo utilizamos para probar la Afir-
macién 2 del Teorema 3.2.

Teorema 3.1. Si X es un espacio métrico compacto y A, B € C(X) tales que A C B
y A # B, entonces existe una funcion continua o : [0,1] — C,(L) tal que a(0) = A,
a(l) =B ya(s) Calt), si s <t.

Teorema 3.2. Sean X y Y grdficas finitas tales que R(X) # 0 # R(Y), n > 3 y
sea h : HS,(X) — HS,(Y) un homeomorfismo. Si para cada J € Ag(X), existe
Jn € As(Y) tal que h(gx ((J°)n N C(X)) = {F5}) C g7 ((Jp)n) y As(Y) = {Jn: J €
As(X)}.

(A) Para cada J € Ag(X), tenemos que h(q%((J)n) —{F%}) = ¢ ((Jp)n) — {Fy},

(B) La asociacion J — Jy, es una biyeccion entre Ag(X) y Ag(Y),
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(C) WF%) = Fy.

Ademds, si también suponemos que: (1) si J es un ciclo, entonces Jy, es un ciclo
y (2) si J es un arco libre maximal tal que |J N R(X)| = 1, entonces Jy, es un
arco libre mazximal tal que |J, N R(Y')| = 1, entonces X es homeomorfo a Y.

Demostracion. Por el Teorema 2.12 (2), las componentes de HE, (X) son los con-
juntos de la forma ¢% ((J7,...,J5)n) — {F%}, donde Jy,..., J,, € As(X)y m < n.
Dado J € Ag(X), el conjunto h(qg%((J°),) — {F%}) es una componente de HE, (V).
Tomamos dos subarcos distintos A y B de J°. Por tanto, h(q%(A)),h(¢%(B)) €
(g% ((J°)n) — {F%}). Podemos suponer que h(q%(A)) # Fy. Por hipdtesis, infe-
rimos que h(q%(A)) € ¢ ((J3)) — {Fy}. Asi, h(¢%(A)) pertenece a los conjuntos
(g% ((J°)n) —{F%}) v ¢¢((J})) — {F}}. Dado que estos dos conjuntos son compo-
nentes de HE, (Y), deducimos que h(¢%((J°),) — {F%}) = ¢ ((J3)n) — {F}}. Esto
prueba (A).

Probemos (B). Supongamos que J, L € Ag(X) son tales que J, = L. Por (A) de este
teorema, deducimos que h(gx ({(/°)n) = {Fx}) = h(gx ((L%)n) = {Fx}). Por lo tanto,
a%((J)n) — {F%} = ¢%((L°)n) — {F%}. Si A es un arco tal que A C J°, entonces
0L (A) € GL({L)) — {FL}, asi existe B € (L), — Fa(X) tal que g3 (4) = g3 (B).
Luego, A = B € (J°),N{(L°), y 0 # A C J°N L°. Esto implica que J = L. Esto
prueba (B).

Probemos (C). Para demostrar que h(F%) = F}}, primero veamos que {F¥} =
N{clus, ) (@% ((J°)n) — {F%}) « J € Ag(X)}. Sea J € Ag(X). Dado que ca-
da elemento de la forma {p}, donde p € J° puede ser aproximado por elemen-
tos en (J°), — F,(X), inferimos que {p} € cle,(x)((J°)n — F.(X)). Esto implica
que F} € clys,(x)(a%((J°)n) — {F%}). Supongamos que existe un elemento B €
N{elis, o0 (7)) — 1) : 7 € As(X)} — {F{}. Fijemos Jy € As(X). Luego,
existe una sucesion {A4,,}>°_, de elementos en (J3), tal que lim ¢% (A4,,) = B. Podemos
suponer que lim A, = A para algﬁn A€ (Jo)nNCy(X). Como B # F¢y ¢%(A) = B,
obtenemos que A € C,,(Jy) — F,,(Jo). Asi, A tiene una componente no degenerada y
A C Jy. Esto implica que ANJ5 # 0. Dado que R(X) # 0, existe J € Ag(X) tal que
J # Jy. Con un argumento anélogo, existe D € C,(J) — F,(J) tal que ¢% (D) = B.
Dado que B # F¥, tenemos que A = D. Por tanto, J;NJ # (). Esto es una contradic-
cién, de esto concluimos que {Fg¢} = (N{clus,(x)(@%((J)n) — {F%}) : J € As(X)}.

Con argumentos similares probamos que {Fy'} = ({clus,v)(a% ((K°)n) — {F}}) :
K e .As(Y)} Asi,

h({Fx}) = ﬂ{CIHSn(Y)(hJ( X () —{Fx})) - J € Ag(X)} =

(Helas, o (g7 ((Ti)n) —{Fy}) - J € Ag(X)} =
Melms, o) (g7 ((K)n) = {F7}) : K € As(Y)} = {Fy}.
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Concluimos que h(F%) = Fy. Esto completa la prueba de (C).

Vamos a probar que X es homeomorfo a Y. Dado A € C,(X) — F,(X), notemos
que q¢%(A) # F%. Por tanto, h(¢%(A)) # F{ y existe un unico elemento D, €
Cn(Y) — F(Y) tal que h(q%(A)) = ¢y (D). Notemos que la asociacion A — Dy
es un homeomorfismo entre los conjuntos C,,(X) — F,,(X) y C,(Y) — F,(Y). Luego,
dlmA[Cn<X)] = d1mq;((,4) [HSn(X)] = dlmh(q;((A))[HSn<Y)] = dimDA [Cn(Y)]

Dado J € Ag(X), sea K,,(J, X) = cle, x)({(J)n) — Fn(X).

Afirmacién 1. Sea J € Ag(X). Tenemos que

(2) Kn(Jn, Y) = {Da € Co(Y) — Eu(Y) : A € Ko, X))},

(b) {dim[C(X)] : A € K, (J, X)} = {dimp[C(Y)] : B € Ky(Jn, YY)},
(¢) [JNR(X)| = [/ N R(Y)],

(d) si A € K, (J, X), entonces |[ANR(X)| =|DaNR(Y)|.

Para probar la Afirmaciéon 1 (a), sea A € K,(J,X). Luego, existe una sucesion
{An )0 en (J°), — F,(X) tal que A = lim A,,. Dado que h(¢%({(J°),) — {F%}) =
@y ((J5)n) — {Fy}, para cada m € N, inferimos que Dgy,, € (Jp), — F,(Y) y Da €
Kn(Jp,Y). Esto prueba la inclusién D. La prueba de la otra contencién es andlo-
ga. La propiedad (b) se obtiene de (a). Para probar (c), es suficiente observar que,
por el Teorema 2.4, deducimos que [{dim4[C,(X)]: A € K,,(J, X)}| > 3 si y sélo si
[JNR(X)| = 2y {dimu[Cr(X)]: A€ K, (J,X)}| = 2 siy sélosi|JNR(X)| =
1. Finalmente, demostremos (d). Sea A € X, (J,X). Si |[ANR(X)| = 2, enton-
ces |JN R(X)| = 2. Por tanto, |[J,NR(Y)| = 2y, por el Teorema 2.4, inferimos
que dimy[C,(X)] = max{dimg[C,(X)] : E € K,(J,X)}. Luego, dimp,[C,(Y)] =
max{dimg[C,(Y)] : B € K, (Jn,Y)}. Esto implica que |[DoNR(Y)| = 2. Simi-
larmente, si |[D4 N R(Y)| = 2, entonces |ANR(X)| = 2. Si [ANR(X)| = 0, por el
Teorema 2.4, tenemos que 2n = dimx[C,(X)] = dimp,[C,(Y)]. Aplicando de nuevo
el Teorema 2.4, obtenemos que |D4 N R(Y)| = 0. Anédlogamente, si |[D4 N R(Y)| =0,
entonces |[AN R(X)| = 0. Por dltimo, si |[AN R(X)| = 1, entonces |[Dy N R(Y)| ¢
{0,2}. Por tanto, |D4 N R(Y')| = 1. Esto completa la prueba de la Afirmacién 1.

Afirmacién 2. Si J € Ag(X) y v € JN R(X), entonces el conjunto K(v, J) = {A €
Kn(J, X): AN R(X) = {v}} es arco conexo.

Para demostrar la Afirmacién 2, sea A € XK, (J, X) tal que AN R(X) = {v}. En el
caso que J es un arco, es sencillo mostrar que existe un subarco L de J tal que A C L
y LNR(X) = {v}. Por el Teorema 3.1, existe una funcién continua « : [0,1] — C,(L)
tal que a(0) = A, a(l) = Ly a(s) C a(t), si s < t. Notemos que Ima C K,,(J, X) y
a(s) N R(X) = {v} para cada s € [0, 1]. Dado que el conjunto {/N : N es un subarco
de J y NN R(X) = {v}} es arco conexo, obtenemos que K(v,.J) es arco conexo.
Ahora supongamos que J es un ciclo en X. Identificamos J con la circunferencia
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unitaria S en R? y v con el punto (1,0). Sea e : [0,1] — S! definida por e(t) =
(cos(27t),sen(27t)). Sea A = Ay U---U A,, donde Ay,..., A, son las componentes
diferentes de A. Supongamos que v € A;. Sir <no (r=n=1y A = J),
entonces para cada s € (0,1], el conjunto B(s) = e({sx : x € e }(A)}) pertenece a
K (v, J). Notemos que la asociacién s — B(s) es continua y B(1) C e([0, 3]). Como
e([0,1]) € K(v,J) y e([0, 1]) es un subarco de J, ahora podemos completar la prueba
de este caso como lo hicimos en el caso que J es un arco. Sir=n>1lo(r=n=1y
A; es un subarco de J), como A € K, (J, X), v no estd en el interior como variedad
de A;. Por tanto, podemos suponer que existe sy € [0,1) tal que A C e(][0, so]). Dado
que ¢([0, so]) € K(v,J) y el conjunto ([0, sg]) es un subarco de J, de nuevo podemos
completar la prueba de este caso como lo hicimos en el caso que J es un arco. Esto
completa la prueba de la Afirmacién 2.

Dado v € R(X), sea J € Ag(X) tal que v € J. Sea K(v,J) como en la Afirmacion
2 ysea A € K(v,J). Por la Afirmacion 1, inferimos que Dy € K, (Jp,,Y) v existe un
tnico punto v,(A) € R(Y) N D 4. Notemos que v, (A) € Jp.

Veamos que v;,(A) no depende de A y, de hecho no depende de la eleccién de J. Esto
es, si K € Ag(X), E € K(v, K), entonces v;,(A) = vp(E). En orden para probar esto,
tomemos J, K, Ay E como se han descrito. Tomemos un subarco A; de J tal que
Ay # J y v es un punto extremo de A;. Observemos que A; € K(v, J). Similarmente,
existe By € K(v, K) tal que E es conexo. Por la Afirmacién 2, los conjuntos K(v, J) y
K (v, K) son arco conexos. Por tanto, existen funciones continuas a4 : [0, 1] — K(v, J)
y ag 1 [0,1] = K(v, K) tales que aa(0) = A, aa(l) = Ay, ag(0) = By, ag(l) = E.
Esto implica que existe una funcién continua ayg : [0, 1] — C(A; U E}) tal que ap(0) =
Ay, ap(l) = Ey y paracadat € [0,1], ap(t) NR(X) = {v} vy ap(t) ¢ F,(X). Definimos
a:[0,1] - C(A U E)UX(v, J) UX(v, K) por

aa(3t), si0<t<q,
at) =< aBt—1), sii<t<2
ap(3t—2), siz<t<1

Notemos que a(0) = A, a(1) = E, a es una funcién continua y para cada t € [0, 1],
a(t) N R(X) = {v}. Sea ig el orden de v en X.

Por el Teorema 2.4, para cada t € [0, 1], deducimos que

2n < 2n + (io — 2) = dima(t) [Cn(X)] = dimq}(a(t))[HSn(X)] =
dimp gy (aqey)) [H S0 (V)] = dimgp )1 (a(gz (a(y)) [Cn(Y)]-

Definimos T = {t € [0,1] : vi(A4) € (¢§) ' (h(g%(a(t))))}. Notemos que T es un
subconjunto cerrado de [0,1] y 0 € T. Probemos que T = [0, 1]. Supongamos lo
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contrario, es decir, T" # [0,1]. Sea R una componente de [0,1] — T". Luego, t, =
inf R € T y existe una sucesion {r,,}>>_, de elementos de R tal que limr,, = .
Supongamos que el orden de el punto de ramificacion v,(A) en Y es j. Asi, 7 > 3.
Aplicando de nuevo el Teorema 2.4, tenemos que (¢5) "' (h(q% (a(t)))) intersecta R(Y)
para cada t € [0, 1]. Dado que el conjunto R(Y") es finito, podemos suponer que existe
w € R(Y) tal que w € (¢&) 1 (h(qg%(a(rn)))), para cada m € N. Esto implica que

& ()" (h(g (0(tr)))). Dado que dimg)-1rag o [Cal¥)] = 20+ (io — 2) ¥
el tnico punto de ramificacién de Y en (qy) Yh(g%(A))) = (¢8)(h(g%(a(0)))) =
D4 es vp(A), por el Teorema 2.4, el orden de v,(A) en Y es ig. Por tanto, j =
ip. Dado que r; ¢ T, tenemos que v,(A) ¢ (¢)~ (h(q&( ( 1)))), vy asi vh(A) #
w. Sea jo > 3 el orden de w en Y. Como wv,(A),w € (¢§) " (h(g%(a(ty)))), por el
Teorema 2.4, deducimos que dimgn)-1(a(gn (a(to))) [Cn(Y)] > 2n + (o — 2) + (jo —
2) > 2n + (igp — 2), una contradiccién. Esto completa la prueba de que T' = [0, 1].
Asi, para cada ¢ € [0, 1], inferimos que v, (A) € (¢&) ' (h(¢%(c(t)))). Procediendo
como en las lineas previas, es posible mostrar que para cada t € [0, 1], v,(A) es el
tinico punto de ramificacién de Y en el conjunto (¢)~(h(q%(a(t)))). Como v, (E) €
(@)L (Mg (E))) = (¢&) *(h(g%(a(1)))), concluimos que v,(A) = v, (E). Por tanto,
vp(A) no depende de la eleccién de J ni de A.

2n
(t

A partir de ahora, simplemente escribimos vy, en lugar de v,(A). De esta manera,
tenemos una funcién ¢ : R(X) — R(Y) definida por ¢(v) = v,. Notemos que ¢
satisface la siguiente propiedad:

Si v es un punto de ramificaciéon de X en J, donde J € Ag(X), entonces ¢(v) es un
punto de ramificaciéon de Y en J;, de Y, donde J), € Ag(Y).

Por (b) y (c), las graficas finitas X y Y satisfacen condiciones simétricas. Por tanto,
definimos una funcién ¢! : R(Y) — R(X) con un procedimiento similar. Esto es,
¢! puede definirse como sigue. Dado w € R(Y), sea K € Ag(Y) tal que w € K.
Sea J € Ag(X) tal que K = J,,. Sea B un arco tal que B C K, B # K, w es un
punto extremo de B. Luego, existe un unico elemento A € C,,(J,) tal que ¢%(A) =
h= (g (B)) y ¢ (w) es el tnico punto en AN R(X). Notemos que ¢! es la funcién
inversa de . Notemos que ¢ también tiene la siguiente propiedad:

Un punto de ramificacién v de X estd en J de X, con J € Ag(X) siy sélo si el punto
de ramificacién ¢(v) de Y estd en J, de Y, con J, € Ag(Y).

Sea J € Ag(X) tal que |J N R(X)| = 1. Por hipétesis (2), si J es un arco, entonces .J,
es un arco. Por otra parte, si J € Ag(X) tal que |[JNR(X)| =1y J, es un arco, por
hipétesis (1), J no es un ciclo. Asi, J es también un arco. Por tanto, si J € Ag(X)
y |J N R(X)| = 1, entonces J es un arco si y sélo si J, es un arco. Similarmente,
obtenemos que si J € Ag(X) satisface que |J N R(X)| = 1, entonces J es un ciclo si
y sélo si J, es un ciclo.
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Ahora podemos extender ¢ a un homeomorfismo entre X y Y. Tomamos J € Ag(X).
En el caso que |J N R(X)| = 2, tenemos que J es un arco. Sean u y v los puntos
extremos de J. Asi, {u,v} = JN R(X). Dado que J;, es un arco con puntos extremos
o(u) y ¢(v) podemos considerar un homeomorfismo ¢ : J — Jj tal que p;(u) = p(u)
y @s(v) = ¢(v). En el caso que |J N R(X)| = 1, supongamos que J N R(X) = {w},
sabemos que J, N R(Y) = {p(w)}. Si J es un arco, sabemos que w es un punto
extremo de J y p(w) es un punto extremo del arco J,. Por tanto, podemos tomar
un homeomorfismo ¢y : J — Jj, tal que ¢ (w) = p(w). Finalmente, si J es un ciclo,
dado que J, es un ciclo tal que p(w) € Jy, existe un homeomorfismo ¢y : J — J), tal

que @ (w) = p(w).

Por tanto, podemos tomar una extensién comun ¢ de las funciones ¢; (donde J €
Ag(X)). Notemos que ¢ es un homeomorfismo entre X y Y. Esto completa la prueba
del teorema. O

Concluimos el capitulo con nuestro resultado principal que aparece a continuacion.

Teorema 3.3. Sean X wuna grdfica finita y n > 3. S1'Y es un continuo tal que
HS,(X) es homeomorfo a HS,(Y), entonces X es homeomorfo a Y, es decir, X
tiene hiperespacio inico HS,(X).

Demostracion. Sea Y un continuo tal que HS,(X) es homeomorfo a HS,(Y). Dado
que X es una grafica finita, por [27, Teorema 3.2], Y también es una gréfica fini-
ta. Sea h : HS,(X) — HS,(Y) un homeomorfismo. Supongamos que R(X) # 0.
Sea A € C,(X) — F,(X) tal que ANR(X) # 0 ysea B € Cp(Y) — F,(Y) tal
que h(q%(A)) = ¢ (B). Por el Teorema 2.4, inferimos que 2n < dimu[C,(X)] =
dimg[C,(Y)]. Aplicando de nuevo el Teorema 2.4, obtenemos que BN R(Y") # (). Por
tanto, R(Y') # 0. De esto, tenemos que R(X) # () si y sélo si R(Y') # 0.

Vamos a verificar que X, Y y h satisfacen la hipotesis del Teorema 3.2.

Dado que h es un homeomorfismo, notemos que h(HL, (X)) = HL,(Y). Esto implica
que h(HD, (X)) = HD,(Y). Aplicando el Teorema 2.12 (1) obtenemos que para cada
J € Ag(X), existe Jy € Ag(Y) tal que (g% (%), N C(X)) — {FE}) = g (5} N
CY)) —A{F}} C ¢ ((J5)n) — {F}}. Notemos que la asosiacién J — J, entre Ag(X)
y Ag(Y) es una biyeccion. Por el Teorema 3.2, inferimos que h(F}) = Fy.

Sea J € Ag(X) tal que |J N R(X)| = 1. Veamos que si J es un arco, entonces .J;, es un
arco (y, por simetria, la implicacién inversa también se cumple). Supongamos que J
es un arco con puntos extremos v y p, donde v € R(X). Sea A un subarco de J tal que
p € Aywv¢ A Por la definicién de Jj, tenemos que h(¢%({(J°), N C(X)) — {F%}) =
& (J))n) NC(Y) — {Fy}. Si J, no es un arco, entonces Jy, es una curva cerrada
simple. Sean D = ¢%(A) y E = h(D). Por tanto, E € ¢} ({J3), N C(Y)) — {Fy}.
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Entonces existe B € (J7), NC(Y) — Fi(Y) tal que ¢3(B) = E. Notemos que B es un
subarco no degenerado de J,. Por el Teorema 2.4, inferimos que 2n = dim[C,,(X)] =
dimp[HS,(X)] = dimg[HS,(Y)] = dimp[C,(Y)]. De nuevo, por el Teorema 2.4,
BN R(Y) = . Por [25, Ejemplo 5.2], se sigue que B tiene una vecindad M en
(J2)nNC(Y) C C(Jy) tal que M es una 2-celda, que contiene a B en su interior como
variedad y M N F1(Y) = 0. Por tanto, ¢ (M) es una 2-celda, y es una vecindad de
Een ¢¢((J5),NC(Y)) —{Fy} y contiene E en su interior como variedad. Dado que
h(F%) = F, (¢%) " (h~ (g% (M))) es una vecindad de A en (J°), N C(X) — F1(X) C
C(J) que es una 2-celda y tiene el elemento A en su interior como variedad. Esto
contradice a [25, Ejemplo 5.1] y completa la prueba de que Jj es un arco.

Como una consecuencia del hecho que probamos en el parrafo anterior, obtenemos
que si J € Ag(X) satisface |J N R(X)| = 1, entonces J es un ciclo si y sélo si J, es
un ciclo. Por tanto, por el Teorema 3.2, concluimos que X es homeomorfo a Y. O
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Capitulo 12

Algunas propiedades de los espacios topoldgicos
linealmente ordenados

Manuel Ibarra Contreras, Armando Martinez Garcia
FCFM-BUAP

Resumen

En este capitulo veremos que en la clase de los espacios topoldgicos lineal-
mente ordenados se cumplen equivalencias entre propiedades topoldgicas
que no se satisfacen en la clase de todos los espacios topoldgicos, por
ejemplo: el ser secuencial, primero numerable y ser de Frechet. También
probaremos que la clase de los espacios ordenados tiene otras propiedades
topoldgicas interesantes.

1. Introducciéon

Como es costumbre, N y R denotardan a los conjuntos de niimeros naturales y reales,
respectivamente. Recordemos que un conjunto X esta linealmente ordenado si existe
una relaciéon < en X con las siguientes propiedades:

1. Siz<yyy< z, entonces = < z,
2. Si x < y, entonces es falso que y < x,

3. Six#y, entonces r <yoy< .

Cuando sucede lo anterior a < se le acostumbra llamar orden lineal sobre X y a la
pareja ordenada (X, <) conjunto linealmente ordenado.

Sea (X, <) un conjunto linealmente ordenado. Una cortadura de X es una pareja
(A,B)con AC X, BC X talesque: X = AUBysiz € Ayy € B, entonces = < y.
Una cortadura (A, B) es trivial si A=0 o B =1, y es propia o interior st A # 0y
B0,

Sea (X, <) un conjunto linealmente ordenado y (A, B) una cortadura. Diremos que:
1. (A, B) es un salto si A tiene ultimo elemento y B tiene primer elemento,

2. (A, B) es un hueco interior si A no tiene 1ltimo elemento y B no tiene primer
elemento, y
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3. (A, B) es hueco extremo izquierdo (derecho) si A =0, B # () y B no tiene
primer elemento (A # (), A no tiene tltimo elemento y B = ().

Es claro que si (X, <) tiene hueco extremo izquierdo (derecho), entonces X no tiene
primer elemento (no tiene tdltimo elemento). En lo que sigue, siempre que se escriba
que u es un hueco de X, se entendera que u es un hueco interior, un hueco extremo
izquierdo o un hueco extremo derecho.

Diremos que (X, <) es continuamente ordenado si no tiene saltos ni huecos interiores,
pudiendo tener huecos extremos, es decir, no tener ni primero ni tltimo elemento como
es el caso de R con el orden usual.

Dados a,b € X con a < b, los conjuntos:

(a.b)={r € X:a<z<b},

(¢,b)={r € Xz <b},

(a,—)={reX:a<a}y
() =X

seran llamados intervalos abiertos.
Dados a,b € X con a < b, los conjuntos:

la,b] ={z € X :a <z <b},
(b ={reX:x<b}y
la,—)={z € X :a <z}

seran llamados intervalos cerrados.

Es facil ver que (X, <) tiene un salto si y sélo si existen elementos a,b € X tales que;
a<by (a,b) =0. Dado x € X diremos que z tiene un salto a la izquierda
(derecha) si existe a € X tal que a < z y (a,z) = () (si existe b € X tal que x < by
(x,0) =0).

Es conocido que la familia de intervalos abiertos satisface la siguiente propiedad (ver

[6])-

Lema 1.1. Sea (X, <) un conjunto linealmente ordenado. Entonces la familia
B ={I C X : 1 esun intervalo abierto de X}

es base para una topologia en X la cual serd denotada como 7.

Este resultado nos permite dar la siguiente definicion.
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Definicién 1.2. Un espacio topolégico X es un espacio topoldgico linealmente or-
denado si su topologia esta generada por un orden lineal < en X. En este caso,
denotaremos a este espacio como (X, 7).

Del Lema 1.1 tenemos que la familia
B ={I C X : I es un intervalo abierto de X}
es una base para esta topologia.

Recordemos que un conjunto 7' es transitivo si para cada b € T, a € b implica que
a € Ty que a es un numero ordinal si v es un conjunto transitivo y esta bien ordenado
por la relacion de pertenencia; a cualquier niimero ordinal « se le puede ver como el
conjunto de todos sus elementos, es decir, &« = {0 : 0 es un numero ordinal y 0 € a};
un numero ordinal « es limite si para cada £ < «a existe un ntimero ordinal v tal que
¢ < v < a; si un numero ordinal no es limite diremos que es un ordinal sucesor.
También recordemos que un numero ordinal x es un numero cardinal si para cada
a < K, a no es equipotente con k, es decir, no hay funcién biyectiva alguna entre o y
k. El Lector interesado en ampliar su conocimiento en este tema puede consultar [3].
Para terminar esta introduccién demos algunos ejemplos de espacios topoldgicos li-
nealmente ordenados y una propiedad sencilla pero importante sobre ellos.

Ejemplo 1.3. Sea X = (R, 7.) donde < es el orden usual en R y 7 es la topologia
inducida sobre R por <. Este espacio resulta ser el espacio de los niimeros reales con
su topologia usual. Es claro que R no tiene ni primero ni tultimo elemento, de donde
se sigue que R tiene huecos extremos.

Ejemplo 1.4. Sea X = [ x I con I = [0,1] C R con el siguiente orden lineal:
(x1,y1) <i (T2,y2) si 1 < T2 0 1 = T2 ¥ Y1 < Yo, donde < es el orden usual
en R (este orden es llamado el orden lexicogréfico). Entonces (X, 7.,) es un espacio
topoldgico linealmente ordenado, al cual llamaremos Cuadrado Lexicografico.

Ejemplo 1.5. Para cualquier nimero ordinal «, (a,7-), donde < es la relacién de
pertenencia, es un espacio topoldgico linealmente ordenado.

Observacion 1.6. Es claro que si (X, 7.) es un espacio topolégico linealmente orde-
nado, entonces X — {z} = (+—,2) U (z, =) para todo x € X de donde se sigue que
X es un espacio T;. Ahora, dados z,y € X tales que x < y, si existe z € X tal que
x < z <y, entonces (<, 2) y (z,—) son dos conjuntos abiertos en X ajenos tales
que T € (<, 2) vy y € (z,—); si no existen puntos entre x y y, los intervalos (<, y) y
(x,—) son abiertos ajenos tales que x € (+—,y) y y € (z,—). Por lo tanto, X es Tb.
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2. Normalidad

Otra de las propiedades importantes que satisface todo espacio topoldgico linealmente
ordenado es la de ser colectivamente normal tal y como demostraremos a continuacién
(ver [7]). Para ello son necesarias algunas definiciones y un resultado que veremos
enseguida. De este tltimo tendremos, en particular, la normalidad de todo espacio
topologico linealmente ordenado.

Definicién 2.1. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A = {A,} ¢ una familia de
subconjuntos de X.

1. A es localmente finita si para cada x € X existe U € 7 tal que z € U y
Hse S:UNA; #0} <w.

2. A es discreta si para cada x € X existe U € T tal que x € U y
[{s€S:UNA,#0}| < 1.

Claramente toda familia discreta es localmente finita. También es un resultado conoci-
do que si A es una familia localmente finita de subconjuntos de un espacio topolégico

X, entonces clx (UA) = U{clx(A) : A € A} (ver [2]).

Lema 2.2. Sean (X,7.) un espacio topoldgico linealmente ordenado y una familia
discreta A = {{xs}}ses de subconjuntos singulares de X. Entonces existe una familia
{Us}ses de conjuntos abiertos de X tales que las siguientes propiedades se satisfacen:

1. UsNUg =0 para cada s,s* € S con s # s*;
2. para toda s € S, x4 € U.

Demostracion. Como la familia A es discreta, para cada s € S podemos elegir un
intervalo I tal que x;, € I, y para todo t € S\ {s}, x; ¢ I,. Recordemos que
I, = (as,bs), Is = (as,—) o Iy = (<, bs) para algunos a,, bs € X. Construyamos la
familia de abiertos {Us}ses con las propiedades enunciadas. Sea s € S.

1. Si z4 es un punto aislado de X, entonces definamos U = {z,}.

2. Supongamos que xs no es un punto aislado de X. Consideremos el correspon-
diente I, entonces existen ag, by € X tales que I; = (as,bs), Iy = (as,—) o
I, = (+,bs). Notemos que si existe t € S tal que x;, < 2y y Iy N1 # (), entonces
I no es de la forma (a5, —). En los otros casos afirmamos que A, = {r € S :
xs < 2,y I;N I, # (0} tiene cardinalidad 1. En efecto, si existen 71,75 € S tales
que x, < xpy, IsN I, #0, 2y < 2. v [,N 1., # 0, entonces para x,, < T, se
tiene que I,, = (ary, bry), Iy = (Gry, —) 0 I, = (+,b,,) v dado que I;N 1, # 0,
cualquiera de los tres casos implica que x,, € I, lo cual es una contradiccion.
El caso z,, < z,, se trata en forma similar.
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Anélogamente, se demuestra que si existe t € S tal que z; < z, y I, NI, # 0,
entonces By ={re€ S:x, <x,yI,NI. #(} tiene cardinalidad 1.

Vamos a considerar el caso en que A, y By tienen cardinalidad 1. Entonces
I, = (as, bs) ya que si I, = («,b,), entonces By, = ) y si I, = (as, —), entonces
Ay = (). Analicemos los siguientes casos.

a) Supongamos que z no tiene un salto a la derecha ni a la izquierda. Para
t € A, se tiene que z, < 2y y I, NI, # (), entonces existen a;, b; € X tales
que Iy = (ag, by), I; = (ay,—) 0 Iy = (<=, b;); como xgs < x4, si [; = («, by),
se tiene que xs € I}, lo cual no puede ser, asi que I; # («, b;); para los dos
casos restantes, dado que I, N I; # (), se tiene que z, < a; < b,. Ahora,
para r € B, se tiene que z, < x, y que I, NI, # () lo cual implica que
existen a,,b. € X tales que I, = (a,,b.), I, = (a,,—) o I, = (+,b,).
Observemos que, como z, < zs, I, # (a,,—) ya que en caso contrario se
tendria que x5 € I, lo cual no puede ser. Para los casos en que I, = (a,, b,)
o I, = (+,b,) se tiene que as < b, < x; y dado que ya habiamos obtenido
que xs < a; < by, definimos a Uy como el intervalo (b, a;).

b) Si x4 tiene un salto a la derecha, entonces I, = (as, bs) y [zs,b5) # 0, ya
que en caso de que [z, bs) = 0, I, = (a4, x;] lo cual implica que A, = 0,
que contradice nuestra suposicion. Por lo tanto, siguiendo la construccién
del caso a), definimos U = (b, a;).

c¢) Si x4 tiene un salto a la izquierda se hace una construccion similar a b).

Otros casos son tratados analogamente.

La familia {U,} .4 asi construida cumple con lo requerido y, por lo tanto, queda
probado el lema. O

Definicién 2.3. Un espacio topolégico T1, (X, 7), es colectivamente normal si y sélo
si para toda familia discreta {F;}, ¢ de subconjuntos cerrados de X existe una familia
{US}SGS de subconjuntos abiertos de X tal que F, C U, para todos € Sy U,NU; = ()
para todo s # t.

Teorema 2.4. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado, entonces X
es colectivamente normal.

Demostracion. Sea {F,}, . una familia discreta de subconjuntos cerrados de X.
Deseamos probar que existe una familia {Us}, ¢ de subconjuntos abiertos de X tal
que

1. Sis,s* € Sy s#s* entonces Us N Uy = ()

2. para toda s € S, F, C U,.
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Para probarlo, definamos para cada s € S
Wy =U{(a,b) : a,b € Fy y (a,b) N (U{Fs : s* # s}) =0}

y observemos que W,NW,- = () si s # s*. En efecto, si y € W, NW,-, entonces existen
as,bs € Fy v ag, by € Fy« tales que

) as <y <bsyag <y < bg;

ii) (as,bs) N(U{Fs 1 s* #5}) =0y (ag,be) N (U{F, : s* #t}) =0.

Dado que {F.}, .o es una familia discreta tenemos que a; # ag, lo cual impli-
ca que a; < Qg O que ag < ag. Sl ay < ag-, entonces ag € (ag,bs), es decir
(as,bs)N(U{Fs : s* # s}) # 0 lo cual es una contradiccién. Andlogamente si ag < as.
Por lo tanto W, N W = 0.

Ahora probaremos que {W,} o es una familia discreta. Para ello sea x € X. Si
x € U{W,: s € S}, entonces W es abierto y no intersecta a ningtin Wy« con s* # s,
por lo tanto existe una vecindad de x in X (a saber Wy) que intersecta a lo més
un elemento de la familia {W,}, .o Siz € X \ U{W, :s € S}, entonces sea I, un
intervalo que contiene a x y que intersecta a lo mas a un Fj, digamos Fj,; veamos
que I, intersecta a lo més a Wy,. Supongamos que I, N Wy # () para algin s # s,
entonces [, N Fy # (); en efecto, si y € W, N I, entonces y # z pues x ¢ Wy y por
tanto @ < y < b para algun a,b € F; y y € I, y esto implica que a € [, o b € I,; si
a¢l,ybé¢ I, comoy € (a,b)NI,, entonces I, C W, y por tanto z € Wy, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto a € I, N F, 0o b € I, N Fy, es decir I, N Fy # () lo cual
es una contradiccion a la eleccién de I,. De aqui se sigue que [, intersecta a lo mas
a W,,. Por lo tanto {W,} ¢ es una familia discreta.

Ahora lo que haremos sera probar que para cada s € S, Fs N clx(U{Ws : s* # s})
= 0.

Supongamos que existen s € Sy y € Fy Nelx(U{Ws : s* # s}). Entonces y € F;
yy € U{clxWs : 5" # s} pues {W,} s es localmente finita. Entonces existe s* # s
tal que y € clxWg. Como y € Fj, existe un intervalo abierto I tal que y € [y
FenN1I =10.Sea z € I N W,. Entonces existen a,b € F, tales que z € (a,b) y
(a,b) N Fy = (). En particular, y ¢ (a,b). Podemos suponer, por ejemplo, que y < a.
Como y,z € I, se tiene que a € I N Fy«, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
FoNelxy(U{Ws : s* # s}) = 0.

Ahora probaremos que F = {{z} : 2 € U{F;\ W, : s € S}} es una familia discreta.
Sea z € X.

1. Si z no es punto de acumulacion de U{F;\ W;:s € S}, entonces existe una

vecindad V' de z tal que (V \ {z}) N (U{F;\ W, :s€ S}) =0.

2. Si z es punto de acumulacién de U{F; \ W; : s € S}, entonces todo intervalo I,
que contiene a z cumple con |(I,N(U{F; \ W, : s € S})| > Ry. Como {F}, g es
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discreta existe un intervalo abierto I’* de X que contiene a z y tal que intersecta
a lo mas a un F,. Entonces se puede cumplir que:

a) IFN(U{F;\ W5 :s€S}) =0 en cuyo caso obtenemos una contradiccién
con lo que estamos suponiendo de z.
o bien,

b) existe sg € S tal que se cumple que |(IX*N(Fs, \Wy,)| > Noy XN Fe =)
para todo s* # s¢; en este caso sean xy, xa, x3 € [ N (Fy, — Wy, ) tales que
z3 € (21, 72), entonces existe s} # so tal que (21, 22) N Fyr # 0 (pues si no
fuera asi tendriamos que (z1,22) N (U{Fs : s* # s0}) =0 y asi (x1,22) C
W, v por tanto obtendriamos que x5 € Wy, N (Fs, \ Wy, ), pero esto es una
contradiccién ya que de aqui se sigue que I7* N Fyr # (). Por lo tanto, este
caso no puede ocurrir.

Entonces hemos probado que {{z}: 2z € U{F;\ W :s € S}} es una familia discre-
ta. Por lo tanto, del Lema 2.2 tenemos que existe una familia de conjuntos abiertos
{Uy : w0 € U{F,\ W, : s € S}} tal que Uy NU, = () para cualesquiera x # y y x € Uy
para todo x € U{F;\ W, :s € S}

Finalmente, definamos U; = W, U A, donde Ay = U{U; :x € Fs\ Wb N (X \ elx U
{Ws : s* # s}). Claramente Fs; C Uy para cada s € S. Resta probar que para cada
s # s* U,NUg = () y para ello serd suficiente probar que para toda s # s*, A,N Ay =

y WeNAg = 0. Pero si s # s*, A,N Ay = 0 ya que U con z € F, \ Wy y U, con
y € Fy \ Wy son ajenos. Ahora sea z € Ay, entonces z € X \ clx U{W, : t # s*}
lo cual implica que z € X y z ¢ clx {UW; 1t # s*} = U{clxW; : t # s*}, es decir
z & clxW; para todo t # s*, por tanto z ¢ W; para todo t # s*. Por consiguiente,
A N W, = 0 para todo s # s*. Por lo tanto, {U,}, g es la familia buscada. O

Del Teorema 2.4 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.5. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado, entonces
X es normal.

Antes de enunciar el resultado siguiente daremos una definicién.

Definicién 2.6. Un espacio topolégico X es perfectamente normal si X es normal y
todo subconjunto cerrado de X es un conjunto Gy.

La prueba del siguiente teorema puede ser consultada en [2](Teorema 2.1.6).

Teorema 2.7. La propiedad de ser perfectamente normal es una propiedad here-
ditaria.
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3. Primero Numerable

Es bien conocido que todo espacio topoldgico primero numerable es un espacio de
Frechet y que todo espacio de Frechet es un espacio secuencial, y que no necesaria-
mente un espacio secuencial es un espacio primero numerable (ver Teorema 1.6.14 y
Ejemplos 1.6.18 y 1.6.19 de [2]). En esta seccién probaremos que en la clase de los
espacios topoldgicos linealmente ordenados estos tres conceptos coinciden (ver [8]).

Definicién 3.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.
1. X es primero numerable si cada x € X tiene una base local numerable.

2. X es de Frechet si para todo A C X se tiene que: x € clx A si y sélo si existe

una sucesion {w,}, .y de puntos de A que converge a x.

3. X es secuencial si para todo A C X con A # clx A existen una sucesion {z, }, .y
de puntos de A y un punto z € X tales que: {z,}, .y que converge azy x ¢ A.

Teorema 3.2. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado y secuencial,
entonces X es primero numerable.

Demostracion. Sea x € X. Sino existen saltos a la izquierda de =, como = € clx (<, x)
podemos elegir una sucesién {an}, .y de elementos en (<, ) tal que lim{a,} = =.
En efecto, si suponemos que para cualquier sucesién convergente {a,}, .y tal que
{a, :n € N} C (+,z) se tiene que lim{a,} # z, entonces tendriamos que (<, z) es
un conjunto no cerrado en donde toda sucesién convergente tiene su limite en (+—, z)
lo cual contradice la secuencialidad de X. Analogamente si no existen saltos a la
derecha de x, como « € clx(x, =) podemos elegir una sucesion {b,}, .y de elementos
en (z,—) tal que lim{b,} = x. Por lo tanto, si x no tiene saltos ni a la izquierda ni
la derecha tales sucesiones existen, de donde se sigue que la familia {(a,,b,) : n € N}
es una base local en z.

En el caso que X tenga un salto a la izquierda de x pero no a la derecha existen

a € X y una sucesién {b,},y tales que:

{b, :n e N} C (z,—), (a,z) =0 y lim{b,} = =,
entonces la familia {(a,b,)}, .y es una base local numerable en . Andlogamente, si
X tiene un salto a la derecha de x y no tiene saltos a la izquierda de x la obtencion
de la base es similar al caso anterior.
Finalmente si X tiene un salto a la derecha e izquierda de x existen a,b € X tales
que:

a<wz<b (a,) =0y (z,b) =0

por lo tanto {(a, b)} es una base numerable en x. Por tanto, X es primero numerable.
U
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Del Teorema 3.2 y las observaciones hechas al inicio de esta seccién tenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 3.3. Si (X,7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado, las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es primero numerable;

2. X es de Frechet;

3. X es secuencial.

4. Conexidad y compacidad

El objetivo de esta seccion es estudiar los conceptos de compacidad, conexidad y otras
propiedades que estan relacionadas con aquéllos en la clase de los espacios linealmente
ordenados. Recordemos primero algunas definiciones bésicas.

Definicién 4.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

1. Una familia {A,}, 4 de subconjuntos abiertos de X es una cubierta abierta de

Xsi X =U{A;:s€ S}

2. Una cubierta {A; : s € S*} de subconjuntos abiertos de X es una subcubierta
abierta de otra cubierta abierta A de X si para cada s € 5%, A, € A.

3. X es un espacio compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta
finita.

Definicién 4.2. Sean (X, 7.) un espacio topoldgico linealmente ordenado y A C X.
A es un conjunto acotado superiormente (acotado inferiormente) si existe a* € X tal
que a < a* para todo a € A (a* < a para todo a € A).

Teorema 4.3. Sean (X, 7.) un espacio topoldgico linealmente ordenado y A C X. Si
A no es acotado superiormente, entonces X no es compacto.

Demostracion. Como A C X no es acotado superiormente para cada r € X existe
un p(z) € A tal que = < p(z).
Consideremos la siguiente cubierta abierta de X:

U={(+,2):ze X}
Entonces U no tiene ninguna subcubierta finita. En efecto, para cada familia finita

{(=, ;) i €{1,...,n}}

consideremos x=max{z; : i € {1,..,n}}, entonces existe p(x) € A tal que
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p(z) ¢ U{(+,z;) i €{1,....,n}}

de donde se sigue el resultado deseado. O
De manera similar al Teorema 4.3 se prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.4. Sean (X, 7.) un espacio topoldgico linealmente ordenado y A C X. Si
A no es acotado inferiormente, entonces X no es compacto.

Teorema 4.5. Sea (X, 7.) un espacio topolégico linealmente ordenado. X es com-
pacto si y sdlo si para todo A € X con A # (), A tiene supremo e infimo.

Demostracién. Supongamos que X es compacto y que existe A C X, A # ) tal que
A no tiene supremo o no tiene infimo. Trataremos el caso en que A no tiene supremo
(cuando A no tiene infimo se trata de manera similar). Asi que supongamos que A
no tiene supremo. Tenemos los siguientes casos:

1. Si A no esta acotado superiormente, entonces, por el Teorema 4.3, X no es
compacto, lo cual es una contradiccién.

2. Si A esté acotado superiormente, consideremos el siguiente conjunto

S ={y € X : y es cota superior de A}.

Notemos que S no puede tener infimo pues si existiera yo € X tal que yo =
inf S, entonces yy =sup A, que contradice nuestra suposicion. No es dificil probar
que la familia

U={(+,a):ac A} U{(y,—):y €S}

es una cubierta abierta de X que no tiene subcubierta finita alguna. Por lo
tanto, X no es compacto, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, no puede suceder que X sea compacto y que exista A C X, A # 0y
que A no tenga supremo o no tenga infimo.

Para probar la suficiencia sean U, una cubierta abierta de X y y(0) el primer elemento
de X.

Consideremos el conjunto:

S={y € X :[y(0),y) se puede cubrir por una familia finita de U}.

Matematicas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 12, paginas 215-236



Algunas propiedades de los espacios topolégicos linealmente ordenados 225

Por hipétesis podemos considerar a=sup S. Entonces existe U € U tal que a € U,
por lo tanto existe un intervalo [, € B tal que a € I, C U.

Si I, = (a,b), entonces a < a < b, lo cual implica que a € Sy que (a, b) = () ya que si
z € (a, b), entonces z € S contradiciendo la definicién de a. De aqui se sigue que b € S
lo cual también es imposible. Por lo tanto I = (a,—) para alguna a < a. Entonces
[4(0), a) puede ser cubierto por un nimero finito de elementos de U y (a,—) C U.
Por lo tanto, X se puede cubrir por una cantidad finita de elementos de U, es decir,
X es compacto. O

De los Teoremas 4.3, 4.5 y 4.4 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.6. Sea (X, 7.) un espacio topoldgico linealmente ordenado. Entonces X
es compacto si y solo si X no tiene huecos.

Ejemplo 4.7. 1) La recta real R con la topologia inducida por el orden usual de R
no es compacto pues R no tiene supremo ni infimo.

2) El Cuadrado Lexicografico (X, 7, ), es un espacio compacto. Para probarlo conside-
remos A C X, con A # (). Mostraremos que A tiene supremo e infimo en X.
Consideremos a=sup(P(A)) donde P(A) es la primera proyecciéon de A sobre I. Si
a € P(A) consideremos D = {y € [0,1] : (a,y) € A} y B=sup D.

Afirmamos que (a, §)=sup A. En efecto, («, 3) es cota superior de A puessi (z,y) € A,
entonces r < a, es decir, * < @ 0 x = a. Si z < a, entonces (z,y) <; (a, ) y si
x = «, entonces (z,y) € D y por tanto y < [ es decir (z,y) <; (o, 5).

Ahora, si (s,t) € X es cota superior de A, entonces para todo (x,y) € A se tiene que
(z,y) <; (s,t), esdecir, x < sox = syy <t. Siparatodo (z,y) € A, x < s, entonces
a < s pues a=sup (P(A)) y por lo tanto (o, 5) <; (s,t). Si existe (zg,yo) € A tal que
ro = S, entonces yp < t. Como zg < «, s < «; por lo tanto, s = «. Bastara probar
que f < t. Sea y € D, entonces (a,y) € A, es decir, (a,y) <; (s,t); como a = s,
entonces y < t lo cual implica que t es cota superior de D, de donde 5 < t.

En el caso que a ¢ P(A), sea f = 0 y probemos que («,0) es el supremo de A.
Como para todo (z,y) € A se tiene que x < «, entonces (x,y) <; («,0) para todo
(x,y) € A. Ahora, si (r,t) es una cota cuperior de A, entonces (z,y) <; (r,t) para
todo (z,y) € A lo cual implica que = < r para todo (z,y) € A, lo que nos dice que r
es cota superior de P(A). Por lo tanto, a < r de donde se sigue que (a,0) <; (r,0) y,
dado que (r,0) <; (r,t) se tiene que («,0) <; (1, 1)

Por lo tanto, («a, §)=sup A.

Andlogamente se obtiene el infimo de A. Del Teorema 4.5 se sigue que el Cuadrado
Lexicogréfico es compacto.

Ahora, otras dos nociones fundamentales estudiadas en topologia son los conceptos
de conexidad y conexidad local.

Definicién 4.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.
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1. X es conexo si no existen subconjuntos abiertos no vacios A, B C X tales que
X=AUByAnB=4.

2. X es localmente conexo si para cada x € X y cada vecindad V' de z, existe una
vecindad conexa C' de x tal que C' C V.

Definicién 4.9. Sea (X, 7.) un espacio topoldgico linealmente ordenado.

1. Y C X es denso en X en el sentido del orden si para todo x,y € X, tales que
r <y existe z € Y tal que z € (z,y);

2. Y C X es convexo si para todo x,y € Y tales que x < y se tiene que (z,y)x C Y
(donde (z,y)x es el intervalo abierto en X);

3. X es continuamente ordenado si no tiene saltos ni huecos interiores.

Teorema 4.10. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado, entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. X es conexo,
2. X es continuamente ordenado.

Demostracion. Supongamos que X no es continuamente ordenado, entonces X tiene
una cortadura (A, B) tal que (A, B) es un salto o (A, B) es un hueco interior.

Si (A, B) es un salto consideremos a x como el ultimo elemento de A y a y como el
primer elemento de B. Entonces X = (+—,y) U (z,—) lo cual nos dice que X no es
conexo.

Si (A, B) es un hueco interior, como X = AUB, ANB =0y Ay B son abiertos no
vacios, entonces X no es conexo.

Supongamos ahora que X no es conexo. Entonces existen abiertos no vacios A, B de
X talesque X = AUBy ANB = (. Sean x € A, y € By, sin pérdida de generalidad,
supongamos que = < y. Como X es continuamente ordenado se tiene que [z,y] es
compacto y dado que (A N [z,y]) C [z,y] es no vacio existe z € X tal que z=sup
(AN[z,y]). Como A es cerrado y X no tiene huecos se tiene que z € A lo cual implica
que z ¢ By, dado que X no tiene saltos, existe z; € X tal que z; ¢ Bconz < 23 <y
(en efecto, si (z,y) C B tendriamos que z € B). Asi, existe z; ¢ AU B lo cual es una
contradicciéon. Por lo tanto, X es conexo. O

Teorema 4.11. Si (X, 7.) es un espacio topolégico linealmente ordenado y conero,
entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Como X es conexo, por el Teorema 4.10, X es continuamente ordena-
do. De aqui se sigue que todo intervalo de X también lo es. Ahora, six € X y V es
una vecindad de x, entonces existe un intervalo I, tal que x € I, C V e I, es conexo.
Esto prueba que X es un espacio topoldgico localmente conexo. O
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Recordemos la siguiente definicién.

Definicién 4.12. Un espacio topoldgico Hausdorff (X, 7) es localmente compacto si
para cada x € X y cada vecindad V de x existe una vecindad compacta K de x con
la propiedad de que x € K C V.

Observacién 4.13. Notemos que en un espacio topolégico linealmente ordenado y
conexo X se satisface que para cada a,b € X tales que a < b, el intervalo cerrado
[a, b] es compacto.

De la Observacién 4.13 y los Teoremas 4.11 y 4.5 se sigue el teorema siguiente.

Teorema 4.14. Sea (X, 7-) un espacio topoldgico linealmente ordenado conexo, en-
tonces

1. X es localmente compacto.
2. Si X tiene primer y ultimo elemento, entonces X es compacto.

Es conocido que si X es un espacio topoldgico secuencialmente compacto, enton-
ces X es numerablemente compacto, que todo espacio numerablemente compacto es
seudocompacto y que no necesariamente un espacio numerablemente compacto es se-
cuencialmente compacto (ver [2], Teoremas 3.10.20 y 3.10.30). En lo que resta de esta
seccion probaremos que en la clase de los espacios topoldgicos linealmente ordenados
estos tres conceptos coinciden. Primero enunciaremos las definiciones correspondien-
tes y un lema que nos permitira obtener el resultado deseado.

Definicién 4.15. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

1) X es numerablemente compacto si X es un espacio Hausdorff y toda cubierta
abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

2) X es seudocompacto si es un espacio Tychonoff y toda funcién continua de X en
R es acotada.

3) X es secuencialmente compacto si es un espacio Hausdorff y toda sucesiéon de
puntos de X tiene una subsucesion convergente.

El siguiente resultado es el Teorema 3.10.21 de [2].

Lema 4.16. Si (X, 1) es un espacio topoldgico seudocompacto normal, entonces X
es numerablemente compacto.

Teorema 4.17. Si (X,7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado y nume-
rablemente compacto, entonces X es secuencialmente compacto.

Matemadticas y sus Aplicaciones 3, Capitulo 12, paginas 215-236



228 Manuel Ibarra Contreras, Armando Martinez Garcia

Demostracion. Supongamos que X no es secuencialmente compacto. Entonces existe
una sucesion s = {z, }n,en sin subsucesiones convergentes. Mostraremos que existe
una subsucesiéon de s creciente o una subsucesion de s que es decreciente:

Si no existe M; € N tal que para toda n € N, x,, < x),, entonces construimos una
sucesion creciente de la siguiente manera: sea x,,, = x1, entonces existe ny, € N tal
que 1 < Tp,; definamos x,,, = Z,,. En general, ya que se tiene definido z,,, , existe
ni+1 € N tal que @, < 7, ; definamos z,, ., = 7,,,, . Entonces {Zm, }ren es una
subsucesion creciente de s.

Si existe M; € N tal que para toda n € N, x,, < xp,, entonces sea x,,, = x,; ahora
bien, si no existe N; € N tal que para todo n € N, xy, < z,,, entonces, de manera
analoga al caso anterior, podemos construir una subsucesiéon decreciente de s; si no
es éste el caso, es decir, si existe N; € N tal que para todon € N, xy, < x,, entonces
definamos ,,, = xn;.

En general, si no existe My, € N\ {M,; : i € {1,2,-- -, k}} tal que para toda n €
N\{M; :ie{1,2,---,k}}, x, < xp,,,, entonces, como en el primer caso, construimos
una subsucesion creciente de s; en caso de que esto no suceda, sea Ty, = Tiy,,;
ahora, si tenemos que no existe Ny € N\ {N; :i € {1,2,--- k}} tal que para toda
n € N\{N;:i€{1,2,---,k}}, vn,,, < x,, entonces construimos de manera anéloga
al primer caso, una subsucesion decreciente de s. Finalmente, si existe N1 € N con
tal propiedad, entonces elegimos a xp,,, = Ty,

Si el proceso anterior es finito, obtenemos una subsucesién creciente o bien una
decreciente de s. Si es infinito, obtenemos dos subsucesiones de s, {Zy, }xespar ¥
{Zm, } i es impar, Creciente y decreciente, respectivamente.

Sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que la subsucesion de s que se obtuvo,
{Tm, }ren, es creciente. Consideremos ahora el conjunto C' = {¢ € X : ¢ es cota
superior de {2, }ren}. Probaremos que C' es un conjunto abierto. Si existiera ¢ € C'
tal que para cualquier intervalo I, con ¢ € I, I. € C, entonces ¢ = sup {zy,, : k €
N}, lo cual implicarfa que {x,, }ren converge a ¢, contradiciendo el hecho de que
ninguna subsucesiéon de s converge. Por lo tanto, C' es un conjunto abierto en X.
Por consiguiente, la familia de conjuntos abiertos {(<—, z,,, ) : K € N} U {C} es una
cubierta abierta numerable de X que no tiene subcubierta finita alguna. Por lo tanto,
X no es numerablemente compacto. O

Ahora si, ya podemos enunciar y probar el resultado que habiamos anunciado previa-
mente.

Teorema 4.18. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es secuencialmente compacto;
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2. X es numerablemente compacto;
3. X es seudocompacto.

Demostracion. Seré suficiente ver que (3) implica (2) y que (2) implica (1). Ahora
(3) implica (2) se sigue del Corolario 2.5 y el Lema 4.16 y que (2) implica (1) se sigue
del Teorema 4.17. O

Ahora, si (X,7.) es un espacio topolégico linealmente ordenado conexo, con hueco
extremo izquierdo w y hueco extremo derecho v, éste es localmente compacto. Si
podemos elegir sucesiones {@,}, .y ¥ {¥n},en decreciente y creciente respectivamente
tales que:

neN

21 < Y1, {Tn},ey cOnverja a uy {yn}, oy converja a v,
entonces al definir para cada n € N, X,, = [z, y,] obtenemos que
X =U{X, :neN}

Por lo tanto, X es un espacio o-compacto el cual es localmente compacto. Asi, X
es un espacio de Lindelof (ver [2], pdgina 195). Con el argumento anterior hemos
probado el siguiente teorema.

Teorema 4.19. Si (X, 7.) es un espacio topolégico linealmente ordenado conexo con
hueco extremo izquierdo u y hueco extremo derecho v y existen sucesiones {Tn}, . Y
{yn}neN decreciente y creciente respectivamente tales que:

1 < Y1, {@n},en converja a u y {yn},en converja a v,
entonces X es compacto si y solo si X es numerablemente compacto.
De los Teoremas 4.18 y 4.19 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.20. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado conexo con
)y 1<

hueco extremo izquierdo u y hueco extremo derecho v y existen sucesiones {Tn}, oy ¥

{yn}neN decreciente y creciente respectivamente tales que:

1 < Y1, {@n},en converja a u y {yn}, ey converja a v,
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X es compacto;
2. X es secuencialmente compacto;

3. X es seudocompacto.
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5. Paracompacidad

Se sabe que todo espacio fuertemente paracompacto es paracompacto, que todo espa-
cio paracompacto es metacompacto, que todo espacio metacompacto es metalindelof,
y que no necesariamente estos cuatro conceptos son equivalentes en general (ver [2],
seccién 5.3). En esta seccién probaremos que en la clase de los espacios topolégicos
linealmente ordenados estos cuatro conceptos son equivalentes. En seguida daremos
las definiciones correspondientes y algunos resultado que nos permitan probar lo que
hemos anunciado.

Definicién 5.1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, A y B familias de subconjuntos
de X.

1. A es estrelladamente finita (numerable) si para cada A* € A,

HAeA: ANA* 4D} < w (S w).

2. A es localmente finita si para cada ¢ € X existe U € 7 con z € U y tal que
HAeA:UNA#D} <w.

3. Para cada x € X se define el orden de z en A, denotado por ord(z, A), como
la cardinalidad del conjunto {A € A : x € A}, es decir,

ord(z,A) =|{Aec Az e A}l

4. A es puntualmente finita (puntualmente numerable)si para cadaz € X, ord(z, A) <
w (S w)

5. Parax € X, la estrella de x con respecto a la familia A es el conjunto, st(z, A) =

U{AeA:xe A}
6. B es un refinamiento de A si para cada B € B existe un A € A tal que B C A.

Se sigue de la Definicién 5.1 que toda familia A de conjuntos abiertos estrelladamente
finita es localmente finita, que toda familia localmente finita es puntualmente finita
y que toda familia puntualmente finita es puntualmente numerable.

Definicién 5.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

1. X es fuertemente paracompacto si toda cubierta abierta de X tiene un refina-
miento abierto que es estrelladamente finito.

2. X es paracompacto si toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto
localmente finito.
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3. X es metacompacto si toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto
que es puntualmente finito.

4. X es metalindeldf si toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto
puntualmente numerable.

5. X es submetacompacto si toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto
G =U{9, : n € N} tal que para cada n € N, G es cubierta abierta de X y para
cada z € X existe n € N tal que 1 < ord(z,G,) < w.

6. X es subparacompacto si toda cubierta abierta tiene un refinamiento cerrado
o-discreto.

Observaciéon 5.3. Es claro de la Definicién 5.2 y del comentario previo a ésta que si
X es fuertemente paracompacto, entonces X es paracompacto, que todo espacio pa-
racompacto es metacompacto y que cualquier espacio metacompacto es metalindelof.

Definicién 5.4. Sean X un conjunto y A = {A,}, .y una familia de subconjuntos de
X.

1. Si Ag, Ay« € A, una cadena de As a As es una sucesion finita de elementos
de A, A, As, ... A, tal que 51 = 5, s, = s* y A, N A,,,, # 0 para cada
ie{1,2,...k—1}

2. Diremos que la familia A esta conectada si para cada par de elementos A,, Ay €
A existe una cadena de A; a Ag«.

3. Una subfamilia B C A es conectada mazimal si B no es subconjunto propio de
alguna subfamila conectada de A.

4. Las componentes de A se definen como las subfamilias conectadas maximales.

Observacién 5.5. Toda familia A de subconjuntos de X se descompone en la union
de sus componentes. Ademas si A; y Ay son componentes distintas de A se tiene que

(UA1) N (UAy) = 0.

Teorema 5.6. Si (X, 7-) es un espacio topoldgico linealmente ordenado y A es una
familia conectada de subconjuntos convexos de X, entonces existen sucesiones de pun-
tos x1, To, ... YY1, Yo, ... de UA finitas o infinitas tales que:

1. 1 =y y para todo k € N, xp < X1 Y Y1 < Yk,

2. para todo k € N, xyyq & st(xg, A) v yrs1 & st(y, A);

3. para todo k € N, st(xy, A) N st(zgs1, A) # 0 y st(ye, A) N st(yer1, A) # 0;
4. (U{st(xy, A): k€ N}) U (U {st(xg, A) : k € N}) = UA.
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Demostracion. Sean r un buen orden en UA y ¥ el r primer elemento de UA. Conside-
remos st(yy,A). Si existen puntos que <-precedan a y; en UA \ st(y;, A) consideremos
el r-primer elemento de éstos, tal que yo ¢ st(yi, A) y st(ya, A) N st(ys, A) # 0; esto
es posible hacerlo dada la conectividad de la familia: si u € UA \ st(y1, A) con u < y,
entonces existe A € A tal que u € A. Consideremos B € A tal que B C st(y;, A),
entonces existe, Ay, ...A, € A tal que A, = A, A, = By A;N A1 # () para
i€ {l,2,...,s—1}. Por lo tanto existe ko € {1,2,...,s — 1} tal que Ay, 11 C st(y1,A)
y Apo N (UAN st(yr,A)) # 0; sea z € Ag, N (UA\ st(y1,A)), entonces obtenemos que
st(z,A) Nst(y, A) 0y z & st(ys, A).

Inductivamente, si y1, 9o, ..., Yy han sido definidos de esta manera, sea y1, si es que
existe, el r-primer elemento de UA tal que;
a) Yrt1 < Yk,

b) yk+1 & styr, A) y

c) st(yps1, A) N st(yp, A) # 0.

Ademas, observemos que este proceso inductivo estd indicado efectivamente por N:
si existiera y,, € UA tal que

1) Yoo < yr para todo k € N,

i) Yoo & st(yx, A) para todo k € Ny

i) st(Yoo, A) N (U{st(yr, A) : k € N}) #0,

entonces existe k € N tal que st(yg, A) N st(Yoo, A) # 0; consideremos un elemento y
de esta interseccion; entonces existen A;, Ay € A tales que y,yr € A1 ¥ U, Yoo € As.
Si yp < y, entonces (Yoo,y) C Ag por ser Ay convexo y esto implica que yry1 €
(Yoo, y) C Ag. Por tanto yri1,¥s € Ao lo cual implica que Yo, € st(yxi1,A) lo
cual contradice a (ii). Por consiguiente, la sucesién {y;} la podemos indicar por N.
Finalmente consideremos z; = y; y de manera andloga elijamos una sucesién {xy}
tal que

a) Tp < Tgat,

b) xpy1 ¢ st(xg, A),

¢) st(zg, A) N st(zgy1,A) # 0 para todo k € N.

Claramente estas sucesiones cumplen las propiedades requeridas. O

Corolario 5.7. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado y A es una
familia conectada puntualmente numerable de subconjuntos convexros de X, entonces
existe una familia numerable B C A tal que UB = UA.

Demostracion. Se sigue del hecho de que para cada k € N, st(xy, A) y st(yx, A), que
aparecen en (4) del Teorema 5.6, contienen solamente una cantidad numerable de
elementos de A. O

Teorema 5.8. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es fuertemente paracompacto.
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2. X es metalindelof.

Demostracion. (1) implica (2) es valido siempre. Para probar (2) implica (1) conside-
remos a U, una cubierta abierta de X y A un refinamiento abierto puntual numerable
de A. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los elementos de A son con-
VeXOS.

Sea A = U{C, : @ € I} donde cada C, es una componente de A; de la Observacién
5.5 y el Corolario 5.7 tenemos que:

i) (UC,) N(UC) =0 sia#p

ii) para cada o € I existe una subcoleccién numerable D, = {O(a,n) : n € N} tal
que UD, = UC,.

Entonces se sigue que H,, = {O(a,n) : « € I} es una familia de conjuntos ajenos dos
a dos y por tanto H = U{H, : n € N} es un refinamiento abierto estrelladamente
numerable de U de donde, por el Teorema 5.3.10 de [2], se sigue que X es fuertemente
paracompacto. 0

De aqui obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.9. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado, entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. X es fuertemente paracompacto.
2. X es paracompacto.
3. X es metacompacto.
4. X es metalindelof.
La prueba del siguiente resultado se puede encontrar en [1].

Teorema 5.10. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

1. X es paracompacto.
2. X es colectivamente normal y subparacompacto.
3. X es colectivamente normal y metacompacto.
4. X es colectivamente normal y submetacompacto.
Que junto con el Teorema 2.4 nos proporcionan el siguiente teorema.

Teorema 5.11. Si (X,7.) es un espacio topolégico linealmente ordenado, entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:
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1. X es paracompacto.
2. X es submetacompacto.
3. X es subparacompacto.

También se sabe que todo espacio numerablemente compacto y paracompacto es
compacto (Teorema 5.1.20 de [2]) asi que, si aplicamos los Teoremas 5.9 y 5.11,
obtenemos los siguientes corolarios.

Corolario 5.12. Sea (X, 7-) un espacio topoldgico linealmente ordenado. Si X es
numerablemente compacto, entonces son equivalentes las siquientes afirmaciones.

1. X es compacto.

2. X es fuertemente paracompacto.
3. X es metacompacto.

4. X es metalindelof.

Corolario 5.13. Sea (X, 7-) un espacio topoldgico linealmente ordenado. Si X es
numerablemente compacto, entonces son equivalentes las siquientes afirmaciones.

1. X es compacto.
2. X es submetacompacto.
3. X es subparacompacto.

Es conocido (Teorema 5.1.18 de [2]) que todo espacio paracompacto es un espacio
normal sin que la implicacion reciproca sea necesariamente verdadera; sin embargo,
en la clase de los espacios topoldgicos linealmente ordenados perfectamente normales
se da esta ultima implicacion, que es lo que demostraremos a continuacion. Antes
enunciamos una definicién y algunos resultados que necesitaremos.

Definicién 5.14. Sean 2 un ordinal limite y S C Q.
1. S es cofinal en € si para cada o < () existe s € S tal que a < s.

2. La cofinalidad de €2, denotada por cof), es el minimo cardinal s tal que §2
tiene un subconjunto cofinal de cardinalidad .

3. S es un conjunto estacionario en €) si para cada subconjunto cofinal cerrado C
de Q, tenemos que SN C # ().

Los siguientes resultados estdn demostrados en [5].
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Teorema 5.15. Sea (X,7.) un espacio topoldgico linealmente ordenado. Las si-
guientes propiedades son equivalentes.

1. X no es paracompacto.

2. Para algun ordinal 2 con cof§2 = ) > w algun subconjunto estacionario de w
es homeomorfo a un subconjunto cerrado de X.

3. Para algin ordinal §2 con cofQ) > w algin subconjunto estacionario de w es
homeomorfo a un subconjunto cerrado de X.

Teorema 5.16. Sea S un subconjunto estacionario de un ordinal Q2 con cof () > w
y sea T un subconjunto cofinal cerrado en el subespacio S. Entonces T es también
estacionario en ). En particular, el conjunto de puntos no aislados del subespacio S
es estacionario.

Teorema 5.17. Si (X, 7.) es un espacio topoldgico linealmente ordenado y perfecta-
mente normal, entonces X es paracompacto.

Demostracion. Por los Teoremas 2.7 y 5.15 es suficiente probar que si €2 es un ordinal
con cofQ) >wy S CQesun subconjunto estacionario de €2, entonces S no puede ser
perfectamente normal. Con este fin consideremos el conjunto 7" de puntos no aislados
de S el cual es no vacio y cerrado en S y supongamos que 7' es un subconjunto Gy
de S, es decir, T =N{SNU, :n € N}, donde cada U, es un conjunto abierto de
para cada n € N. Ahora, supongamos que para todo t € T', se tiene que (t,—) C U,,
entonces existe v; € (t,—) tal que v; ¢ U,. Probemos que C = {v;:t € T'} es co-
final en €). Si no fuera asi tendriamos que existe 2, € () tal que v; < 2, para toda
t € T. Sea A C Q cofinal cerrado; como, por el Teorema 5.16, T" es estacionario y
B = {x € A: 2 <z} es cofinal cerrado en Q, BNT # (). Si t € BN T, entonces
zo < t < v; contradiciendo el hecho de que v; < zy para toda t € T'. Por lo tanto, C' es
cofinal. Adem4ds, tenemos que clxC N'T = () ya que si y es un punto de acumulacién
de C'y y € U,, entonces existe I, intervalo tal que y € I, C U, y esto implica que
{vi} NU, # 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto cIxC NT = (), pero esto no
puede ser pues T es estacionario.

Resumiendo: existe t, € T tal que [t,,—) C U, para cada n € N. Por otro la-
do, dado que cofw > w existe t; € T N (N{[tn,—) : n € N} pues Q es numera-
blemente compacto y por tanto N{[t,, —): n € N} es un conjunto cofinal cerrado
y T es estacionario. Entonces [t;,—) C U, para toda n € N y esto implica que
SN[t,—) cN{SNU,:n €N} =T.Pero esto es imposible ya que si t5 es el primer
elemento de S mayor que tq, entonces {to} = (t1,t2 + 1) N S es un conjunto abierto
en S asi que ty ¢ T'y to € SN [t,—). Por tanto T no es un conjunto G5 de S y por
consiguiente S no es perfectamente normal, lo cual queriamos probar. O

De los Teoremas 5.9, 5.11 y 5.17 tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 5.18. Si (X, 7-) es un espacio topoldgico linealmente ordenado y perfecta-
mente normal, entonces son equivalentes las siquientes afirmaciones:

1. X es fuertemente paracompacto.
2. X es metacompacto.

3. X es metalindelof.

4. X es submetacompacto.

5. X es subparacompacto.

Finalmente, agradecemos a los revisores sus comentarios y sugerencias ya que permi-
tieron mejorar sustancialmente una versién preliminar de este capitulo.
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