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Presentación

La Academia de Matemáticas de la Facultad de Ciencias Físico Matemá-
ticas (FCFM) de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla (BUAP) se
complace en presentar esta obra, fruto de una estrecha colaboración académica
y un compromiso sostenido con la excelencia. Durante más de dos décadas,
nuestra comunidad �profesores y estudiantes por igual� ha impulsado el
desarrollo de las �International Conferences on Mathematics and its Applica-
tions� (CIMA), consolidándolas como un foro anual de referencia internacional
en el ámbito de las matemáticas contemporáneas.

La presencia constante de destacados investigadores de diversos países en
estas conferencias no solo ha enriquecido nuestro quehacer académico, sino
que ha servido de catalizador para la edición de este volumen. Este libro es,
en esencia, un testimonio del vigor y el entusiasmo del comité organizador
emanado de la Academia de Matemáticas, cuyo motor principal ha sido la
pasión por la disciplina y la voluntad de compartir los avances generados en
nuestra labor diaria.

El contenido de esta obra se articula a través de capítulos organizados
por secciones temáticas, cubriendo diversas áreas de las matemáticas puras
y aplicadas. Con el �n de garantizar el rigor cientí�co y la relevancia de los
resultados expuestos, cada contribución ha sido sometida a un estricto proceso
de arbitraje por pares.

Deseamos expresar nuestro profundo agradecimiento a los revisores y
dictaminadores, cuya labor desinteresada, profesionalismo y generosidad inte-
lectual han sido fundamentales para mantener los estándares de calidad de
esta serie. Asimismo, extendemos un reconocimiento especial a Felipe de Jesús
Aguilar Romero y a Leonardo Ramírez Aparicio por su dedicada labor en la
coordinación editorial, así como a Kevin Águila Méndez por su indispensable
apoyo técnico en la preparación de este libro 27.
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Con�amos en que las páginas que siguen brinden al lector no solo cono-
cimiento especializado, sino también la motivación necesaria para continuar
avanzando en la exploración cientí�ca.

Fernando Macías Romero
David Herrera Carrasco

Academia de Matemáticas, FCFM
Benemérita Universidad Autónoma de Puebla

Editores
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Matemáticas y sus aplicaciones 27, Textos Cientí�cos, Fomento Editorial
de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, ISBN:
978-968-9744-30-6

Capítulo 1

Apuntes alrededor de la Fórmula de Frullani

Jhonatan Saúl López Beltrán, Francisco Javier Mendoza
Torres

FCFM, BUAP

Resumen

Este capítulo tiene como punto de partida la fórmula que desarrolló G.
Frullani en 1821. Se hace una prueba de la versión dada a conocer por L.
Cauchy en �Exercises de Mathématiques� de 1827, la cual fue exhibida
sin demostración por este famoso matemático. Además, se desarrolla una
cantidad su�ciente de ejemplos y derivaciones de esta fórmula. También se
incluye una prueba y un ejemplo de la llamada versión clásica formulada
en 1949 por A. Ostrowski.

1 Introducción

Al consultar algunas tablas de integrales que son empleadas en cálculos
matemáticos de algún tipo, se observa que algunas de ellas tienen fuerte
relación con lo que actualmente se conoce como Fórmula Integral de Frullani,
la cual, según J. Edwards [6], Giuliano Frullani se la presenta a Giovani Plana
en 1821. Esta a�rma que, para a y b positivos, se satisface que

Z 1

0

f (ax) � f (bx)
x

dx =
�

l��m
x!0

f (x)
�

ln
•

b
a

‹
: (1)

En 1823, en sus �Oeuvres completes�, Louis Cauchy también hace mención
de la fórmula (1). En el artículo �Exercises de Mathématiques� de 1827 [5],
Cauchy publica la siguiente fórmula como el resultado (66) de la sección �Sur
la transformation des fonctions�

Z 1

0

f (ax) � f (bx)
x

dx = [f (1) � f (0)] ln
� a

b

�
; a; b > 0: (2)

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Jhonatan Saúl López Beltrán, Francisco Javier Mendoza Torres

En la fórmula (2), f (1 ) denota el límite def (x) cuando x tiende a in�nito y
f (0) el límite de f(x) cuando x tiende a cero por la derecha.

De acuerdo a A. Ostroswki [13], en 1828, Frullani publica la fórmula (1)
en su obra �Sopra Gli Integrali De�niti�, en donde agrega la siguiente nota:
�Este resultado lo comuniqué a Geovani Plana en 1821. Posteriormente, en la
revista de la Escuela Politécnica del año 1823, ví una demostración debida a
Cauchy, la cual se deduce de principios muy diferentes a los anteriores.�

En [5], Cauchy escribió la fórmula mencionada, pero sin demostración y
de forma marginal. Nos dimos a la tarea de buscar la demostración de este
resultado, pero desafortunadamente no encontramos la referencia adecuada. Es
muy probable que la prueba esté publicada en la literatura matemática, pero
nosotros no hemos tenido acceso a ella. Así que una aportación de los autores
de este artículo es presentar una demostración del resultado de Cauchy.

En 1922, J. Edwards menciona: �la forma más general (2) se debe al
profesor E. B. Elliot� [6, 7].

El resultado de Cauchy se ha generalizado reemplazando los límitesf (0)
y f (1 ) por valores medios adecuados. En 1949, K. Iyengar fue el primero
en dar a conocer una fórmula de este tipo [10, 11]. De acuerdo a Alexander
Ostrowski, la prueba de Iyengar es incorrecta, sin embargo, su resultado es
verdadero [12]. En la misma referencia, se hace el comentario de que, en 1949,
A. Ostrowski mejoró el teorema, expresándolo de la siguiente forma, la cual se
considera la versión clásica [2]:

Si f es Lebesgue integrable en (0; +1) y los siguientes límites existen

m(f) = l��m
x!0 +

x
Z 1

x

f (t)
t2

dt; M(f ) = l��m
x!1

1
x

Z x

1
f (t) dt; (3)

entonces, para a y b positivos, se satisface la igualdad
Z 1

0

f (ax) � f (bx)
x

dx = (M(f) � m(f )) ln
� a

b

�
: (4)

A. Ostrowski hace mención de que este resultado era difícil y que su
prueba la daría a conocer en otro momento. El teorema fue demostrado por R.
Agnew en 1951 y la demostración desarrollada por Ostrowski fue publicada en
1976 [13]. F. Tricomi y A. Ostrowski han generalizado esta fórmula de varias
formas [13, 14, 15].

La fórmula central de este artículo tiene aplicaciones en otras áreas de la
matemática, que a la vez pueden ser aplicadas a otras ciencias. En el artículo

Matemáticas y sus aplicaciones 27, Capítulo 1, páginas 5-24



Apuntes alrededor de la Fórmula de Frullani 7

�Properties and Applications of some Distributions derived from Frullani's
integral� del año 2017 [3], R. Baker emplea una distribución de supervivencia
en la Fórmula de Frullani y, al permitir que el logaritmo del cociente de
los factores de escala se distribuya uniformemente en un rango �nito, da
como resultado una clase de distribuciones de cola larga relacionadas con las
distribuciones de barra. Además, ilustra la utilidad de la Fórmula de Frullani
en el análisis de supervivencia.

Este Capítulo 1 está organizado de la siguiente forma.
En la Sección 2, se enuncian algunos resultados que son de importancia

en la demostración de la fórmula propuesta por L. Cauchy.
En la Sección 3, se desarrolla una prueba de la proposición de L. Cauchy.

Como ya lo mencionamos, no tuvimos acceso a una prueba especí�ca de este
resultado, a pesar del comentario hecho por Arias De Reyna en [2].

En la Sección 4, se presenta una demostración de la llamada forma clásica.
En la última sección, se presentan algunos ejemplos en los cuales se aplica

directamente la fórmula (2). También se exhibe un ejemplo para el cual no
se puede aplicar dicha fórmula directamente, pues el límite de la función en
cuestión cuandox tiende a in�nito, no existe. Por lo que se hace uso de la
versión clásica de A.Ostrowski.

2 Preliminares

De�nición 2.1. Sea f una función real, de�nida para (x; t ) tal que x � a y
� � t � �. Suponga que, para cada t 2 [�; �], la integral impropia

F (t) =
Z +1

a
f (x; t) dx

existe. Se dice que esta converge uniformemente en [�; � ] si para cada
� > 0 existe un númeroM (� ) positivo (que no depende det) tal que sic � M (� ),
entonces �

�
�
�F (t) �

Z c

a
f (x; t) dx

�
�
�
� < �:

Existen distintos criterios para probar que una integral es convergente
uniformemente en el sentido impropio de Riemann, como el siguiente.

Matemáticas y sus aplicaciones 27, Capítulo 1, páginas 5-24



8 Jhonatan Saúl López Beltrán, Francisco Javier Mendoza Torres

Teorema 2.2 ([ 4], Criterio de Cauchy). Suponga que para cadat 2 [�; � ]
la integral impropia F (t) =

R1
a f (x; t ) dx existe. Entonces, la convergencia es

uniforme en [�; � ] si y solo si para cada� > 0 existe un númeroN (� ) tal que
si b � c � N(�) y t 2 [�; �], entonces

�
�
�
�

Z b

c
f (x; t) dx

�
�
�
� < �:

Se pueden encontrar distintos teoremas que nos proporcionan condiciones
para poder realizar el cambio en el orden de integración en integrales dobles,
uno es el Teorema de Fubini, no siendo el único. A continuación se enuncia un
teorema que permite hacer dicho cambio.

Teorema 2.3 ([ 4], Teoremas 33.6 y 33.7). Seag una función continua en
(x; t) para x � a, t 2 [�; �]. Supóngase que

G(x) =
Z +1

a
g(x; t) dx (5)

converge uniformemente con respecto at 2 [�; � ]. EntoncesG es continua
en [�; �], y Z �

�
G(t) dt =

Z 1

a

Z �

�
g(x; t) dt dx:

Esto es Z �

�

Z 1

a
g(x; t) dx dt =

Z 1

a

Z �

�
g(x; t) dt dx:

3 Prueba de la versión de Cauchy

Cuando L. Cauchy presentó por primera vez la fórmula (1) en 1823, no
sabía que G. Frullani ya había hecho un trabajo previo sobre ella. Incluso,
cuando en 1827 Cauchy vuelve a hacer mención de la fórmula pero ahora
con un ligero cambio, seguía sin saber que Frullani había sido el primero en
abordarla. Esta �nueva versión� es la más conocida y aceptada, también es
la que da pie a la que hoy se conoce como la versión clásica, que como se
mencionó anteriormente, el responsable de este hecho fue A. Ostrowski. La
prueba presentada a continuación emplea los Teoremas 2.2 y 2.3.

Matemáticas y sus aplicaciones 27, Capítulo 1, páginas 5-24



Apuntes alrededor de la Fórmula de Frullani 9

Teorema 3.1. Sea f : (0; 1 ) �! R tal quef 0(x) es continua, y sean 0< a; b.
Si f (0) y f (1) existen, entonces

Z 1

0

f (bx) � f (ax)
x

dx = [f (1) � f (0)] ln
•

b
a

‹
: (6)

Demostración. Primero se veri�ca que la integral
R1

0 f 0(xt ) dx es uniforme con
respecto at 2 [a; b] � (0; 1 ). Sean 0< a < b . Por el Teorema Fundamental
del Cálculo, se tiene que

Z 1

0
f 0(xt) dx =

f(1) � f (0)
t

: (7)

Además, si a2 > a 1 > 0,
Z a2

a1

f 0(xt)dx =
f(a 2t) � f (a 1t)

t
: (8)

Como l��m x!1 f (xt ) = f (1 ), para t 2 [a; b] �jo. Entonces, dado � > 0,
existe N(�) > 0 tal que si xt � N(�),

jf (xt) � f (1)j <
�
2

: (9)

Por otro lado, si a2 > a 1 > 1
aN(�), entonces ta2 > ta 1 > t

sN(�) > N(�):
Por (9) se tiene que

jf (a 2t) � f (1)j <
�
2

y jf (a 1t) � f (1)j <
�
2

:

Así,

jf (a 2t) � f (a 1t)j
t

�
jf (a 2t) � f (1)j

a
+

jf (a 1t) � f (1)j
a

<
2�
2a

=
�
a

:

Esto es, sia2 > a 1 > 1
aN (� ), entonces, de (8), se tiene que para todo

t 2 [a; b],
�
�
�
�

Z a2

a1

f 0(xt) dx
�
�
�
� <

�
a

:

Matemáticas y sus aplicaciones 27, Capítulo 1, páginas 5-24



10 Jhonatan Saúl López Beltrán, Francisco Javier Mendoza Torres

Por el criterio de Cauchy, la integral impropia en (7) es uniforme.
Aplicando el Teorema 2.3 se tiene

Z 1

0

f (bx) � f (ax)
x

dx =
Z 1

0

Z b

a
f 0(xt) dt dx

=
Z b

a

Z 1

0
f 0(xt) dx dt

=
Z b

a

f (1) � f (0)
t

dt

= (f (1) � f (0)) ln
•

b
a

‹
:

4 La Forma Clásica

Presentamos la demostración de la Forma Clásica de la Integral de Frullani.
Este teorema se puede encontrar propuesto como ejercicio en [1].

Teorema 4.1. Si f es Riemann integrable sobre [a; b] y los siguientes límites
existen

A = l��m
x!0 +

x
Z 1

x

f (t)
t2

dt; B = l��m
x!1

1
x

Z x

1
f (t) dt;

entonces, para b > a > 0, se satisface la igualdad
Z 1

0

f (ax) � f (bx)
x

dx = (B � A)Ln
� a

b

�
: (10)

Demostración. Sea g(x) =1
x

Rx
1 f (t) dt con x > 0. Primero veamos que

Z 1

1

f (ax) � f (bx)
x

dx = BLn
� a

b

�
+

Z b

a

f (t)
t

dt: (11)

Matemáticas y sus aplicaciones 27, Capítulo 1, páginas 5-24



Apuntes alrededor de la Fórmula de Frullani 11

Observemos que
Z 1

1

f (ax) � f (bx)
x

dx = l��m
T !1

Z T

1

f (ax) � f (bx)
x

dx

= l��m
T !1

–Z T

1

f (ax)
x

dx �
Z T

1

f (bx)
x

dx

™

:

Haciendo el cambio de variablet = ax y t = bx respectivamente, tenemos
que

Z T

1

f (ax)
x

dx =
Z aT

a

f (t)
t

dt y
Z T

1

f (bx)
x

dx =
Z bT

b

f (t)
t

dt:

Por lo tanto
Z T

1

f (ax)
x

dx �
Z T

1

f (bx)
x

dx =
Z aT

a

f (t)
t

dt �
Z bT

b

f (t)
t

dt

=
Z b

a

f (t)
t

dt +
Z aT

b

f (t)
t

dt �
Z bT

b

f (t)
t

dt

=
Z b

a

f (t)
t

dt �
Z bT

aT

f (t)
t

dt:

(12)

Integrando por partes tenemos
Z b

a

f (x)
x

dx =
•

1
x

Z x

1
f (t) dt

˜ �
�
�
�

b

a

+
Z b

a

1
x2

• Z x

1
f (t) dt

‹
dx

= g(x)
�
�b

a
+

Z b

a

g(x)
x

dx

= g(b) � g(a) +
Z b

a

g(x)
x

dx:

Análogamente
RbT

aT
f(x)

x dx = g(bT ) � g(aT ) +
RbT

aT
g(x)

x dx: Como

Matemáticas y sus aplicaciones 27, Capítulo 1, páginas 5-24



12 Jhonatan Saúl López Beltrán, Francisco Javier Mendoza Torres

l��m x!1 g(x) = B, entonces

l��m
T !1

g(bT ) = B y l��m
T !1

g(aT ) = B:

Ahora, sea� > 0. Entonces existex0 2 R tal que para cadax > x 0

tenemos que jg(x) � Bj < � equivalente a B � � < g(x) < B + �.
Así, para cada T tal que aT > x0, se tiene que

Z bT

aT

B � �
x

dx <
Z bT

aT

g(x)
x

dx <
Z bT

aT

B + �
x

dx ,

, (B � �)Ln(x)
�
�bT

aT
<

Z bT

aT

g(x)
x

dx < (B + �)Ln(x)
�
�bT

aT

, (B � �)Ln
•

b
a

‹
<

Z bT

aT

g(x)
x

dx < (B + �)Ln
•

b
a

‹

, ��Ln
•

b
a

‹
<

Z bT

aT

g(x)
x

dx � BLn
•

b
a

‹
< �Ln

•
b
a

‹
:

Como � se tomó arbitrariamente, vemos que a
RbT

aT
g(x)

x dx lo podemos
aproximar a BLn

�
b
a

�
tanto como queramos tomando unT lo su�cientemente

grande. De aquí que

l��m
T !1

Z bT

aT

g(x)
x

dx = BLn
•

b
a

‹
:

Por lo tanto

l��m
T !1

Z bT

aT

f (x)
x

dx = B � B + BLn
•

b
a

‹
= BLn

•
b
a

‹
:

Entonces, tomando el límite en (12) se tiene que

l��m
T !1

–Z b

a

f (t)
t

dt �
Z bT

aT

f (t)
t

dt

™

=
Z b

a

f (t)
t

dt � l��m
T !1

Z bT

aT

f (t)
t

dt

=
Z b

a

f (t)
t

dt + BLn
� a

b

�
:
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Por lo tanto se cumple (11).
Seah(x) = x

R1
x f (t)t �2 dt. Vamos a repetir el procedimiento anterior para

probar que
Z 1

0

f (ax) � f (bx)
x

dx = ALn
•

b
a

‹
�

Z b

a

f (t)
t

dt (13)

por lo que se omiten algunos detalles técnicos. Integrando por partes
tenemos que

Z bT

aT

f (x)
x

dx =

–

�x
Z 1

x

f (t)
t2

dt

™�
�
�
�

bT

aT

+
Z bT

aT

‚ Z 1

x

f (t)
t2

dt

Œ

dx

= �h(x)
�
�bT

aT
+

Z bT

aT

1
x

x

‚ Z 1

x

f (t)
t2

dt

Œ

dx

= h(aT ) � g(bT ) +
Z bT

aT

h(x)
x

dx:

Sabemos que l��mx!0 + x
R1

x f (t)t �2 dt = A, entonces

l��m
T !0 +

h(bT ) = A y l��m
T !0 +

h(aT ) = A:

Ahora, sea� > 0. Entonces, existex0 2 R tal que para cadax0 > x > 0
tenemos que jh(x) � Aj < � equivalente a A � � < h(x) < A + �.

Así, para cada T > 0 tal que bT < x0, se tiene que
Z bT

aT

A � �
x

dx <
Z bT

aT

h(x)
x

dx <
Z bT

aT

A + �
x

dx ,

, ��Ln
•

b
a

‹
<

Z bT

aT

h(x)
x

dx � ALn
•

b
a

‹
< �Ln

•
b
a

‹
:

Como� se tomó arbitrariamente, vemos que a
RbT

aT
h(x)

x dx lo podemos apro-
ximar a ALn

�
b
a

�
tanto como queramos tomando unT > 0 lo su�cientemente

pequeño. De aquí que

l��m
T !0 +

Z bT

aT

h(x)
x

dx = ALn
•

b
a

‹
:
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Notemos que
Z 1

0

f (ax) � f (bx)
x

dx = l��m
T !0 +

Z 1

T

f (ax) � f (bx)
x

dx

= l��m
T !0 +

–Z 1

T

f (ax)
x

dx �
Z 1

T

f (bx)
x

dx

™

:

Haciendo el cambio de variablet = ax y t = bx respectivamente, tenemos
que

Z 1

T

f (ax)
x

dx =
Z a

aT

f (t)
t

dt y
Z 1

T

f (bx)
x

dx =
Z b

bT

f (t)
t

dt:

Por lo tanto
Z 1

T

f (ax)
x

dx �
Z 1

T

f (bx)
x

dx =
Z a

aT

f (t)
t

dt �
Z b

bT

f (t)
t

dt

=
Z bT

aT

f (t)
t

dt �
Z b

a

f (t)
t

dt:

Finalmente, tomando el límite tenemos

l��m
T !0 +

–Z 1

T

f (ax)
x

dx �
Z 1

T

f (bx)
x

dt

™

= �
Z b

a

f (t)
t

dt + l��m
T !0 +

Z bT

aT

f (t)
t

dt

= ALn
•

b
a

‹
�

Z b

a

f (t)
t

dt:

Por lo tanto se cumple (13).
Sumando (11) y (13) tenemos

Z 1

0

f (ax) � f (bx)
x

dx =
Z 1

1

f (ax) � f (bx)
x

dx +
Z 1

0

f (ax) � f (bx)
x

dx

= BLn
� a

b

�
+ ALn

•
b
a

‹

= BLn
� a

b

�
� ALn

� a
b

�

= (B � A)Ln
� a

b

�

(14)
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donde

A = l��m
x!0 +

x
Z 1

x

f (t)
t2

dt; B = l��m
x!1

1
x

Z x

1
f (t) dt:

5 Ejemplos

Los siguientes resultados son obtenidos mediante la aplicación directa
del Teorema 3.1. Los ejemplos 1 a 11 son ejercicios propuestos o resultados
publicados en [9].

1. Siendo f(x) = e �x , se tiene que f(0) = 1 y f(1) = 0: Entonces
Z 1

0

e�ax � e �bx

x
dx = [f (0) � f (1)] ln

•
b
a

‹

= [1 � 0] ln
•

b
a

‹

= ln
•

b
a

‹
:

(15)

2. La elección de la función f(x) = e�qx �e �px

x con p; q > 0 satisface que

f(1) = l��m
x!1

e�qx � e �px

x
= l��m

x!1

�qe �qx + pe�px

1
= l��m

x!1
�qe �qx + l��m

x!1
pe�px

= �q(0) + p(0) = 0

y que

f(0) = l��m
x!0

e�qx � e �px

x
= l��m

x!0
�qe �qx + l��m

x!0
pe�px = �q(1) + p(1) = p � q:

Por lo que
Z 1

0

•
e�aqx � e �apx

ax
�

e�bqx � e �bpx

bx

‹
dx
x

= [f (0) � f (1)]Ln
•

b
a

‹

= [(p � q) � 0]Ln
•

b
a

‹

= (p � q)Ln
•

b
a

‹
:

(16)
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Note que también se puede escribir como
Z 1

0

•
e�aqx � e �apx

a
�

e�bqx � e �bpx

b

‹
dx
x2

= (p � q)Ln
•

b
a

‹
:

3. Si f (x) = x
1�e �x exp(�ce x ), entonces

f(1) = l��m
x!1

x
1 � e �x

exp(�ce x ) =
•

l��m
x!1

1
1 � e �x

‹ �
l��m

x!1
xe�ce x

�
= l��m

x!1

x
ecex :

Por L'Hopital

l��m
x!1

x
ecex = l��m

x!1

1
ecex cex

= 0;

es decir, f (1) = 0. Por otro lado,

f (0) = l��m
x!0

x
1 � e �x

exp(�ce x ) =
•

l��m
x!0

x
1 � e �x

‹ �
l��m
x!0

e�ce x
�

= (1)(e �c ) = e �c :

De aquí que
Z 1

0

•
ax

1 � e �ax
exp(�ce ax ) �

bx
1 � e �bx

exp(�ce bx)
‹

dx
x

=
Z 1

0

aexp(�ce ax )
1 � e �ax

�
bexp(�ce bx)

1 � e �bx
dx

= [f (0) � f (1)] ln
•

b
a

‹

= [e �c � 0] ln
•

b
a

‹

= e �c ln
•

b
a

‹
:

4. Sea f (x) = tan �1 (x). Teniendo quef (0) = l��m x!0 tan �1 (x) = 0 y
f(1) = l��m x!1 tan �1 (x) = �

2 . Se sigue que
Z 1

0

tan �1 (ax) � tan �1 (bx)
x

dx = [f (0) � f (1)] ln
•

b
a

‹

= [0 �
�
2

] ln
•

b
a

‹

=
�
2

•
� ln

•
b
a

‹‹

=
�
2

ln
� a

b

�
:

(17)
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5. Con la elección de la función f(x) = Ln(a + be�x ) tenemos que

f(0) = l��m
x!0

Ln(a + be �x ) = Ln(l��m
x!0

a + be�x ) = Ln(a + b)

y

f (1) = l��m
x!1

Ln(a + be �x ) = Ln( l��m
x!1

a + be�x ) = Ln(a):

Así,

Z 1

0

Ln(a + be �px ) � Ln(a + be �qx )
x

dx = [f (0) � f (1)]Ln
•

q
p

‹

= [Ln(a + b) � Ln(a)]Ln
•

q
p

‹

= Ln
•

a + b
a

‹
Ln

•
q
p

‹

= Ln
•

a
a + b

‹
Ln

•
p
q

‹
:

(18)

6. La función f(x) = (1 + a=x) x satisface que

Z 1

0

€
1 + a

qx

Šqx
�

€
1 + a

px

Špx

x
dx = [f (0) � f (1)]Ln

•
p
q

‹

= [1 � e a]
•
Ln

•
p
q

‹˜

= [ea � 1]
•
�Ln

•
p
q

‹˜

= [ea � 1]Ln
•

q
p

‹
:

(19)

Esto ya que

f(1) = l��m
x!1

(1 + a=x) x = l��m
x!0 +

(1 + t)
a
t =

•
l��m

x!0 +
(1 + t)

1
t

˜ a

= ea
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y

f(0) = l��m
x!0 +

� x + a
x

� x

= l��m
x!0 +

(x + a) x

xx
=

l��m x!0 + (x + a) x

l��m x!0 + xx

=
1

l��m x!0 + eln(x x )
=

1
el��m x!0 + xln(x)

=
1

el��m x!0 +
ln(x)
1=x

=
1

el��m x!0 +
1=x

�1=x 2

=
1

el��m x!0 + �x =
1
1

= 1:

7. Si f (x) = ab ln(1 + x)=x, se cumple que

f(0) = l��m
x!0

ab ln(1 + x)
x

= ab l��m
x!0

1
x + 1

= ab

y

f(1) = l��m
x!1

ab ln(1 + x)
x

= ab l��m
x!1

1
x + 1

= 0:

Así,
Z 1

0

•
ab ln(1 + ax)

ax
�

ab ln(1 + bx)
bx

‹
dx
x

=
Z 1

0

•
b ln(1 + ax)

x
�

a ln(1 + bx)
x

‹
dx
x

=
Z 1

0

b ln(1 + ax) � a ln(1 + bx)
x2

dx

= [f (0) � f (1)] ln
•

b
a

‹

= [ab � 0] ln
•

b
a

‹

= ab ln
•

b
a

‹
:

(20)

8. Si f (x) = a+be �x

cex +g+he �x , se tiene que

f(0) = l��m
x!0

a + be�x

cex + g + he �x
=

a + b
c + g + h
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y que

f(1) = l��m
x!1

a + be�x

cex + g + he �x
=

a + 0
1 + g + 0

=
a
1

= 0:

Por lo que
Z 1

0

•
a + be�qx

ceqx + g + he �qx
�

a + be�px

cepx + g + he �px

‹
dx
x

= [f (0) � f (1)]Ln
•

p
q

‹

=
•

a + b
c + g + h

� 0
˜

Ln
•

p
q

‹

=
a + b

c + g + h
Ln

•
p
q

‹
:

(21)

9. Sea f(x) =
€

x+p
x+q

Šn
. Debido a que

f(1) = l��m
x!1

•
x + p
x + q

‹ n

=
•

l��m
x!1

x + p
x + q

‹ n

= 1n = 1

y

f(0) = l��m
x!0

•
x + p
x + q

‹ n

=
pn

qn
=

•
p
q

‹ n

:

Se tiene
Z 1

0

€
ax+p
ax+q

Šn
�

€
bx+p
bx+q

Šn

x
dx = [f (0) � f (1)]Ln

•
b
a

‹

=
••

p
q

‹ n

� 1
˜

Ln
•

b
a

‹

=
•
1 �

•
p
q

‹ n ˜
Ln

� a
b

�
:

(22)

10. Seaf (x) = e�x cos(x). Note quef (0) = l��m x!0 e�x cos(x) = (1)(1) = 1
y f(1) = l��m x!1 e�x cos(x) = 0. Entonces

Z 1

0

e�ax cos(ax) � e �bx cos(bx)
x

dx = [f (0) � f (1)]Ln
•

b
a

‹

= [1 � 0]Ln
•

b
a

‹

= Ln
•

b
a

‹
:

(23)
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11. Tomando f(x) = e �x sen(x) se tiene que

f(0) = l��m
x!0

e�x sen(x) = (1)(0) = 0 y f(1) = l��m
x!1

e�x sen(x) = 0:

De aquí que
Z 1

0

e�ax sen(ax) � e �bx sen(bx)
x

dx = [f (0) � f (1)] ln
•

b
a

‹

= [0 � 0] ln
•

b
a

‹

= 0:

(24)

12. Como l��m x!1 cos(x) no existe, no se puede aplicar directamente la
Fórmula de Frullani. Se usará la versión dada a conocer por A. Ostrowski en
1949, recordando que esta es la conocida �versión clásica�.

Sean A = l��m x!0 + x
R1

x
f(t)
t2 dt y B = l��m x!1

1
x

Rx
1 f (t) dt. Se tiene que

A = l��m
x!0 +

x
Z 1

x

cos(t)
t2

dt = l��m
x!0 +

x

‚

�
cos(t)

t

�
�
�
�

1

x

�
Z 1

x

sen(t)
t

dt

Œ

= l��m
x!0 +

–

�xcos(1) + cos(x) � x
Z 1

x

sen(t)
t

dt

™

:

Sabiendo que [8], para toda x > 0, existe un M > 0 tal que
�
�
�
�

Z x

0

sen(t)
t

dt
�
�
�
� � M:

Se tiene que para cualquier x > 0
Z 1

x

sen(t)
t

dt

también es acotada. Entonces

l��m
x!0 +

x
Z 1

x

sen(t)
t

dt = 0:

Por lo tanto

A = l��m
x!0 +

�xcos(1) + cos(x) � x
Z 1

x

sen(t)
t

dt = �0(cos(1)) + 1 � 0 = 1:
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Ahora

B = l��m
x!1

1
x

Z x

1
cos(t) dt = l��m

x!1

1
x

[sen(t)]
�
�
�
�

x

1

= l��m
x!1

•
�sen(x)

x
+

sen(1)
x

‹
:

Como �1 � sen(x) � 1, entonces, para x 6= 0, �1
x � sen(x)

x � 1
x .

Entonces

B = l��m
x!1

•
�sen(x)

x
+

sen(1)
x

‹
= 0:

Por tanto, sustituyendo en (4) y teniendo en cuenta queA = m(f ) y
B = M(f), tenemos que

Z 1

0

cos(ax) � cos(bx)
x

dx = [B � A] ln
� a

b

�

= [0 � 1] ln
� a

b

�

= ln
•

b
a

‹
:

(25)

La relación (25) se puede encontrar en [9] como 3.784.1.
Del resultado 12 se siguen los siguientes dos resultados.
13.

Z 1

0
sen

•
(b � a)x

2

‹
sen

•
(b + a)x

2

‹
dx
x

=
1
2

ln
•

b
a

‹
: (26)

La igualdad anterior se debe a que

sen
•

a + b
2

‹
sen

•
a � b

2

‹
=

cos(b) � cos(a)
2

;

por lo que
Z 1

0
sen

•
(b � a)x

2

‹
sen

•
(b + a)x

2

‹
dx
x

=
Z 1

0

cos(ax) � cos(bx)
2

dx
x

=
1
2

ln
•

b
a

‹
:

(27)

Note que en la última igualdad se aplica el resultado 12.

Matemáticas y sus aplicaciones 27, Capítulo 1, páginas 5-24



22 Jhonatan Saúl López Beltrán, Francisco Javier Mendoza Torres

14.
Z 1

0
sen(px)sen(qx)

dx
x

=
1
2

ln
•

p + q
p � q

‹
: (28)

Dicha relación se obtiene teniendo en cuenta que

cos(px � qx) = cos(px)cos(qx) + sen(px)sen(qx) (29)

cos(px + qx) = cos(px)cos(qx) � sen(px)sen(qx); (30)

y restando (30) a (29) se obtiene 2sen(px)sen(qx), por lo que

Z 1

0
sen(px)sen(qx)

dx
x

=
Z 1

0

cos((p � q)x) � cos((p + q)x)
2x

dx

=
1
2

ln
•

p + q
p � q

‹
:

(31)

Note que en la última igualdad se aplica el resultado 12.

6 Conclusión

En nuestra exposición hicimos notar que no solo son importantes las
expresiones (2) o (4) de la Fórmula de Frullani, sino también las que se derivan
de ella, tales como las de los ejemplos que se presentaron, los cuales satisfacen
diferentes condiciones. Cuando puede ser aplicada, la fórmula nos provee de
e�ciencia a la hora de resolver problemas, obteniendo de manera rápida y
precisa soluciones a determinados problemas. Es importante mencionar que
esta fórmula tiene algunas aplicaciones en otras ciencias relacionadas con la
matemática, por ejemplo, en la física y la estadística [3].
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Resumen

En el presente trabajo se aplica la metodología de los modelos Box-Jenkins
y redes neuronales, usando datos semanales de una serie de tiempo de
la radiación solar los cuales se pueden observar en forma grá�ca en la
Figura 1, la escala en que están los valores de los datos es Watt por

metro cuadrado
W
m2 . Los datos con los que se cuentan empiezan desde la

primera semana del año 2020 hasta la última semana del año 2022. Se
utilizó una base de datos de la estación meteorológica UTP ubicada en
la zona norte del municipio de Puebla. La información fue obtenida del
sistema nacional de información de la calidad de aire (SINAICA) de la
Secretaría del Medio Ambiente y Recursos Naturales, y fue procesada
en el paquete computacional Python. La metodología seguida para la
construcción del modelo SARIMA, se ajustó a los pasos sugeridos por
Box-Jenkins: estacionariedad, identi�cación del modelo, estimación de
parámetros, diagnóstico y pronóstico, por otro lado en la parte de redes
neuronales se utilizó una red neuronal recurrente.
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Figura 1: Serie de tiempo datos promediados semanalmente de la radiación
solar del municipio de Puebla.

1 Introducción

La radiación solar es aquella energía emitida por el Sol a través de un
conjunto de ondas electromagnéticas y de la cual depende la vida en la Tierra.
Además de determinar las dinámicas y tendencias atmosféricas y climatológicas,
hace posible la fotosíntesis de las plantas, entre otros procesos [2]. Teniendo en
cuenta la variabilidad de la radiación solar, una posible forma de conocer los
valores a futuro consiste en elaborar pronósticos con�ables del comportamiento
de esa variable.

Para lograr un pronóstico de una serie de tiempo, existe una amplia gama
de investigaciones sobre distintos métodos de predicción, fundamentalmente
estadísticos, entre los que destacan los modelos SARIMA o modelo autorre-
gresivo estacional integrado de promedio móvil multiplicativo los cuales han
sido ampliamente estudiados y utilizados en pronósticos en el ámbito de las
�nanzas y la economía debido a que son altamente e�cientes en manejar series
de datos como por ejemplo en pronóstico de precios del tomate en México,
pero dado que en la realidad la linealidad es muy difícil de encontrar no
parece ser muy razonable asumir de antemano que una serie de tiempo en
particular, es generada por un proceso lineal, cuando en el mundo real los
sistemas son regularmente no lineales. Debido al comportamiento no lineal
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que presentan algunos pronósticos, las redes neuronales arti�ciales, son un
excelente candidato para la predicción de esta estimación. Una característica
importante en las redes neuronales arti�ciales empleadas en los pronósticos, es
que los datos no deben de ser analizados para probar el supuesto de tendencia
o estacionalidad en la serie de tiempo previo a la realización del pronóstico
[3], esto les da una gran ventaja sobre los modelos tradicionales de series de
tiempo.

2 Radiación Solar

El Sol

El Sol es la estrella que pertenece a nuestro Sistema Solar. Su origen
al igual que la Tierra fue un conjunto de gases incandescentes que al girar
vertiginosamente provoco que los gases más pesados se fueran al centro y los
más livianos al exterior. El astro solar es una gigantesca bola de gas a la que
la Tierra, al igual que el resto de cuerpos del Sistema Solar, se encuentra
íntimamente ligada. Se pueden tener pequeños cambios en las propiedades
físicas del Sol y esto causar efectos enormes en el clima y la vida en nuestro
planeta.

Este gran astro se formó aproximadamente hace 4,650 millones de años y
se puede decir que tiene combustible para 5,000 millones más. Actualmente el
Sol se encuentra en la fase de plena actividad, en la que seguirá quemando
hidrógeno de manera estable unos 5,000 millones de años más [4].

Radiación Solar

La radiación solar la podemos de�nir como el �ujo de energía que recibimos
del Sol en forma de ondas electromagnéticas que permite la transferencia de
energía solar a la super�cie terrestre. Estas ondas electromagnéticas son de
diferentes frecuencias y aproximadamente la mitad de las que recibimos están
entre los rangos de longitud de onda de 0.4 [�m ] y 0.7 [�m ], y pueden ser
detectadas por el ojo humano, constituyendo lo que conocemos como luz visible,
ver Figura 2. De la otra mitad, la mayoría se sitúa en la parte infrarroja del
espectro y una pequeña parte en la ultravioleta [4].
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Figura 2: Espectro de radiación electromagnética solar.

Unidades de medida de la radiación solar

Las cantidades de radiación son expresadas generalmente en términos de
exposición radiante o irradiancia, siendo esta última una medida del �ujo de
energía recibida por unidad de área en forma instantánea como energia/área-
tiempo y cuya unidad es el Watt por metro cuadrado (W=m2). Un Watt es
igual a un Joule por segundo.

Irradiancia Solar

La irradiancia solar es la potencia por unidad de área recibida del Sol en
forma de radiación electromagnética medida en el rango de longitud de onda
del instrumento de medición.

Medición de la radiación solar

La radiación solar se mide con distintos propósitos, uno de ellos es fundamental
para una buena plani�cación, diseño e implementación de un proyecto de
aplicación solar. Para la medición de la radiación solar existen diversos instru-
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mentos, siendo los más comunes las celdas fotovoltaicas y los piranómetros
(Figura 3) [5].

Los piranómetros absorben la radiación solar por medio de termocuplas
que convierten el calor en voltaje eléctrico proporcional a la radiación. La
celda fotovoltaica en tanto, es un pequeño panel de silicio conectado a una
resistencia que genera una corriente proporcional a la radiación [5].

Figura 3: Instrumentos para la medición de la radiación solar.

3 Conceptos básicos de series de tiempo

En este apartado se presenta una somera introducción teórica de la metodo-
logía Box-Jenkins y series de tiempo.

Series de tiempo

Primeramente, de�namos que es una serie de tiempo. Una serie de tiempo
es una sucesión cronológica de observacionesX t , en la que cada una de ellas
corresponde a una variable aleatoria distinta, y la ordenación de la sucesión de
observaciones es esencial para el análisis de esta. Más aún una serie de tiempo
X t es un proceso estocástico donde el índice está relacionado con el tiempo
[6].

En general en una serie de tiempo, no existen limitaciones para el lapso a
medir, puede medirse en minutos, días, meses, años, etcétera. Lo único que
se requiere es un punto de inicio y un punto �nal. Entre estos dos puntos se
toman las mediciones; el tiempo transcurrido entre cada medición se considera
constante y se conoce como periodo, en tanto su valor es llamado frecuencia.

Las series de tiempo se examinan con la esperanza de hallar algún patrón.
Con el objeto de identi�car dicho patrón, muchas veces es conveniente pensar
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que la serie de tiempo consta de varios componentes, los cuales son los
siguientes:

ˆ Tendencia. La tendencia se re�ere al desplazamiento hacia arriba o
hacia bajo que caracteriza a las series de tiempo con relación a un
periodo de tiempo. Esta re�eja el crecimiento o declinación de extensa
duración en las series de tiempo. La tendencia puede ser lineal y no
lineal [7].

ˆ Ciclo. El ciclo se re�ere a los movimientos hacia arriba o hacia abajo
alrededor de los niveles de tendencia. Estas �uctuaciones tienen una
duración que varía dependiendo del problema a estudiar [7].

ˆ Variaciones estacionales. Las variaciones estacionales son patrones
periódicos en una serie de tiempo que se completa dentro de un periodo
anual que se repiten cada año [7].

ˆ Fluctuaciones irregulares. Las �uctuaciones irregulares son movimien-
tos erráticos que siguen un patrón indeterminado o irregular [7].

Estacionalidad y estacionariedad

Para el análisis de una serie de tiempo es importante conocer si la serie
cuenta con estacionalidad y estacionariedad.

La estacionalidad sugiere que ciertas tendencias aparecerán de forma cíclica.
Por ejemplo, las temperaturas suben y bajan según las horas del día y los
meses del año. Estos son dos ejemplos distintos de patrones estacionales que
observamos en nuestra vida, el cambio durante el día y el cambio durante un
año completo.

En cuanto a la estacionariedad, una serie es estacionaria si es estable a lo
largo del tiempo. Esto se re�ere a que la media, la varianza y la autocorrelación
se mantienen constantes, lo que signi�ca que los posibles valores en cada tiempo
se mantienen constantes. Formalmente:

1. E [X t ] = cte.

2. Var [X t ] = cte.

3. Cov(X t+k ; X t ) = Cov(X s+k ; X s); 8 t; s; k 2 T (conjunto de índices).
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Función de autocorrelación (FAC) y función
autocorrelación parcial (FACP)

Por lo general cuando se hace un análisis estadístico se supone la existencia
de independencia entre las variables aleatorias. Sin embargo, en las series de
tiempo existen ciertas correlaciones entre las observaciones, en otras palabras,
que los cambios que sufre una de las variables afectan en la otra. Las funciones
de autocorrelación contienen la información de la dependencia temporal de un
proceso estocástico que se utiliza para generar un patrón y posteriormente, un
modelo que re�eje el comportamiento de la serie de tiempo que nos permitirá
generar pronóstico del comportamiento futuro.

ˆ Función de autocorrelación (FAC). La función de autocorrelación propor-
ciona la autocorrelación para cualquier retraso que consideremos. La
alternativa sería encontrar manualmente la correlación entre nuestros
datos originales y múltiples retrasos de sí misma.

ˆ Función autocorrelación parcial (FACP). La autocorrelación mide la
similitud entre una serie temporal y unas versiones anteriores de sí
misma. Sin embargo, los coe�cientes también capturan efectos de los
momentos anteriores de manera indirecta. Por indirecta nos referimos
a todos los demás canales a través de los cuales los datos del pasado
afectan a los datos actuales. Si deseamos determinar sólo la relación
directa entre la serie de tiempo y su versión retrasada, necesitamos
calcular la autocorrelación parcial.

Modelos estacionarios

Los modelos de series tiempo se descomponen en dos partes: la parte
sistemática y la parte aleatoria. La parte sistemática es la parte predecible
constituida por la serie de tiempo, mientras que la parte aleatoria es la parte
donde sus valores no tiene relación alguna o dependencia entre sí. Usualmente
cuando se construye un modelo estadístico el problema es formular la parte
sistemática

1. Medias Móviles de orden q; MA(q).
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Estos procesos representan fenómenos cuyos eventos producen un efecto
inmediato que dura lapsos de tiempo cortos. Se de�ne como:

X t = a t � � 1at�1 � � � � � � qat�q ; (1)

donde aj � RB(0; � 2) para j = t � q; : : : ; t:

2. Autoregresivos de orden p AR(p).

Expresa aX t en función de su pasado hasta el retardot � p más un
factor aleatorio al tiempot, independientes e idénticamente distribuidos:

X t = � + � 1X t�1 + � 2X t�2 + � � � + � pX t�p + � t ; (2)

donde �j � RB(0; � 2).

3. Medias Móviles de Autoregresivos, ARMA(p; q).

La combinación de los procesos deAR(q) y MA (p) da como resultado a
los procesos mixtos a los cuales se les denomina como ARMA(p,q) y los
cuales se de�nen como sigue:

X t = � 1X t�1 + � � � + � pX t�p + � t � � 1at�1 � � � � � � q� t�q (3)

donde fX tg es estacionaria y f�tg � RB(0; � 2).

Modelos no estacionarios

ARIMA

El modelo ARIMA permite describir un valor como una función lineal de
datos anteriores y errores debidos al azar. Es decir, debe contener todos los
elementos necesarios para describir el fenómeno. Box y Jenkins recomiendan
como mínimo 50 observaciones en la serie temporal.

Este modelo se denomina Modelo Autorregresivo Integrado de Me-
dias Móviles de orden (p,d,q) o ARIMA(p,d,q) con p el orden del polinomio
autorregresivo estacionario,d el orden de integración yq el orden del polinomio
de medias móviles.

El modelo se representa de forma matemática con la siguiente ecuación:

� p(B)� dX t = � + � q(B)� t ; (4)
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donde � p(B ) y � q(B ) son polinomios en el operador de retardos �nitos de
orden p y q, y � d es el operador diferencia de orden d.

Modelos multiplicativos

Cuando trabajamos con datos de periodicidad inferior al año (mensuales,
semanales, diarios, etc.), suele darse el factor estacional, y deberán analizarse
las correlaciones entre los mismos meses, semanas, etc. de años sucesivos.

SARIMA

Un modelo SARIMA incorpora factores estacionales en un modelo multipli-
cativo. Una notación abreviada para el modelo esSARIMA (p; d; q)(P; D; Q)s,
(p; d; q) es la parte no estacional y (P; D; Q) es la parte estacional [8].

p denota el número de términos autorregresivos,d el orden de diferenciadas
no estacional,q el número de términos de la media móvil invertible,P denota
el número de términos autorregresivos, D el orden de diferencia estacionales,
Q el número de términos de la media móvil invertible estacional ys es la
ventana de tiempo del patrón estacional [9]. Este modelo plantea una ecuación
general y selecciona aquella que cumpla inicialmente con la estacionariedad,
estacionalidad y genere ruido blanco en los errores del modelo proyectado, tal
como se muestra en la siguiente ecuación:

� P (B s)� p(B)r D
s r dX t = � + � Q(B s)� q(B)� t : (5)

donde:

ˆ � p(B), es el operador del proceso autorregresivo de orden p.

ˆ � q(B), es el operador del proceso de promedio móvil de orden q.

ˆ � P (B s), es el operador estacional autorregresivo de orden P .

ˆ � Q(B s), es el operador estacional de promedio móvil de orden Q.

ˆ r d, es el componente de diferencia de orden d.

ˆ r D
s , es el componente de diferencia estacional de periodo s y orden D.

ˆ � t , es un proceso de ruido blanco Gaussiano [8] [10].
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Metodología Box-Jenkins

Identi�cación de Modelos de Series de Tiempo: Una Introducción a la
Metodología Box-Jenkins [11].

Al analizar una serie de tiempo, surge la pregunta fundamental: ¾qué tipo
de proceso estocástico subyacente está generando los datos? ¾Se trata de un
proceso AR puro, un proceso MA puro, un proceso ARMA o un proceso
ARIMA? En cada caso, es crucial determinar los parámetros especí�cos del
modelo, como el valor de p para un proceso AR, el valor de q para un proceso
MA, o los valores de p, d y q para un proceso ARIMA.

La Metodología Box-Jenkins: Una Herramienta para la Identi�cación de
Modelos.

La metodología Box-Jenkins es una herramienta estadística ampliamente
utilizada para responder a estas preguntas. Desarrollada por los estadísticos
George E. P. Box y Gwilym Jenkins, esta metodología proporciona un enfoque
sistemático para identi�car y estimar modelos de series de tiempo.

Aplicación de la Metodología Box-Jenkins.
La metodología Box-Jenkins implica varios pasos, incluyendo:

1. Análisis de la estacionariedad: determinar si la serie de tiempo es estacio-
naria o no. 2. Identi�cación del modelo: utilizar grá�cos y estadísticas para
determinar el tipo de modelo que mejor se ajusta a los datos. 3. Estimación
de parámetros: estimar los parámetros del modelo seleccionado. 4. Validación
del modelo: veri�car si el modelo es adecuado para los datos.

Conclusión:
La metodología Box-Jenkins es una herramienta poderosa para identi�car

y estimar modelos de series de tiempo. Al seguir un enfoque sistemático,
los analistas pueden determinar el tipo de proceso estocástico subyacente
y estimar los parámetros del modelo, lo que les permite tomar decisiones
informadas y precisas.

El método considera cinco pasos:

1. Estacionariedad. La estacionariedad está principalmente relacionada
con la estabilidad de una serie. Este concepto es de gran importancia
para la metodología Box-Jenkins ya que en caso de que los datos no se
comporten de manera estable a lo largo del tiempo, es necesario aplicar
una transformación a la serie para llevarla a ello. Existen algunas formas
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para conocer si una serie es estacionaria: por medio del grá�co de la
serie, por medio de la función de autocorrelación simple y por la prueba
de Dickey-Fuller.

2. Identi�cación. Es decir, encontrar los valores apropiados de p, d y q.
La función de autocorrelación y la función de autocorrelación parcial
ayudan en esta labor.

3. Estimación. Tras identi�car los valores apropiados dep y q, la siguiente
etapa es estimar los parámetros de los términos autorregresivos y de
promedios móviles incluidos en el modelo. Algunas veces, este cálculo se
efectúa mediante mínimos cuadrados simples, pero otras hay que recurrir
a métodos de estimación no lineal (en parámetros). Como esta labor se
lleva a cabo ahora a través de rutinas en diversos paquetes estadísticos,
en la práctica no es preciso preocuparse por los desarrollos matemáticos
de la estimación [11].

4. Diagnóstico. Después de seleccionar un modelo particular y de estimar
sus parámetros, tratamos de ver si el modelo seleccionado se ajusta a los
datos en forma razonablemente buena, pues es posible que exista otro
modelo que también lo haga. Es por esto que el diseño de modelos con
la metodología Box-Jenkins es un arte más que una ciencia; se requiere
gran habilidad para seleccionar el modelo correcto. Una simple prueba
del modelo seleccionado es ver si los residuales estimados a partir de
este modelo son de ruido blanco [11].

5. Pronóstico. Una razón de la popularidad del proceso de construcción de
modelos con la metodología Box-Jenkins es su éxito en el pronóstico.
En muchos casos, los pronósticos obtenidos por este método son más
con�ables que los obtenidos por otros modelos, en particular en el caso
de pronósticos de corto plazo [11].

4 Conceptos básicos de redes neuronales

Machine learning

El machine learning es una rama de la inteligencia arti�cial que permite
que las máquinas aprendan sin la necesidad de ser programadas para ello. Una
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habilidad indispensable para hacer sistemas capaces de identi�car patrones
entre los datos para hacer predicciones. Esta tecnología está presente en
un sinfín de aplicaciones como las recomendaciones de Net�ix o Spotify, las
respuestas inteligentes de Gmail o el habla de Google Home y Alexa [12].

El machine learning ha avanzado de forma exponencial durante los últimos
20 años, y es responsable de crear programas capaces de derrotar a jugadores
humanos en distintos juegos para lograr esto es, en concreto, el `aprendizaje
por refuerzo'que es una de las cuatro clasi�caciones de estilos de aprendizaje
en función de la salida esperada y del tipo de entrada [12]:

1. Aprendizaje supervisado.

2. Aprendizaje no supervisado.

3. Aprendizaje semisupervisado.

4. Aprendizaje por refuerzo.

Aprendizaje profundo

El aprendizaje profundo es un tipo de técnica de machine learning que se
basa en el cerebro humano. Los algoritmos de aprendizaje profundo analizan
los datos con una estructura lógica similar a la que utilizan los humanos. El
aprendizaje profundo utiliza sistemas inteligentes, denominados redes neurona-
les arti�ciales, para procesar información por capas. Los datos �uyen desde
la capa de entrada a través de varias capas de redes neuronales �profundas�
ocultas antes de llegar a la capa de salida. Las capas adicionales ocultas
permiten un aprendizaje mucho más e�caz que el de los modelos estándar de
machine learning [13].

Redes Neuronales Arti�ciales

Las Redes neuronales Arti�ciales su nombre y estructura están inspirados
en el cerebro humano, imitando la forma en que las neuronas biológicas se
envían señales entre sí [14]. Se puede crear una red neuronal arti�cial simulando
una red de neuronas modelo en una computadora. Al aplicar algoritmos que
imitan los procesos de las neuronas reales, podemos hacer que la red aprenda
a resolver muchos tipos de problemas. Una neurona arti�cial se denomina
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unidad de umbral y su comportamiento se ilustra en la Figura 4. Recibe
entradas de otras unidades o fuentes externas, pesa cada entrada y las suma.
Si la entrada total está por encima de un umbral, la salida de la unidad es
uno, de lo contrario es cero. Por lo tanto, la salida cambia de 0 a 1 cuando la
suma total ponderada de las entradas es igual al umbral.

Figura 4: Comportamiento de una Neurona Arti�cial.

Entonces las redes neuronales arti�ciales consisten en un conjunto de
neuronas o nodos interconectados (véase la Figura 5). Mediante el ajuste de
los pesos de los nodos, se puede obtener el rendimiento especí�co o deseado
para un determinado conjunto de entradas. Los pesos se ajustan mediante un
algoritmo de aprendizaje y a este proceso se llama entrenamiento o aprendizaje.

Figura 5: Ejemplo de Red Neuronal Arti�cial.
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Redes Neuronales recurrentes

En la práctica, las Redes neuronales simples tienen una capacidad limitada
para aprender dependencias a más largo plazo. Los Redes neuronales común-
mente se entrenan a través del algoritmo backpropagation, en la que pueden
experimentar un problema de gradiente de �desaparición� o �explosión� [15].
Estos problemas hacen que los pesos de la red se vuelvan muy pequeños o
grandes, lo que limita la efectividad en aplicaciones que requieren que la red
aprenda relaciones a largo plazo, por ejemplo, en la series de tiempo.

Figura 6: Red LSTM.

Para superar este problema usaremos redes neuronales recurrentes pun-
tualmente redes LSTM, las cuales usan puertas adicionales para controlar qué
información en la celda oculta se exporta como salida y al siguiente estado
oculto. Las puertas adicionales permiten que la red aprenda relaciones a largo
plazo en los datos de manera más efectiva. La menor sensibilidad al intervalo de
tiempo hace que las redes LSTM sean mejores para analizar datos secuenciales
que las Redes neuronales simples [15]. La arquitectura de un bloque LSTM
generalmente tiene una celda de memoria, una puerta de entrada (input gate),
una puerta de salida (output gate) y una puerta de olvido (forget gate), como
se muestra en la Figura 6.

Donde X t representa la entrada,ht el estado oculto,ct el estado de la
celda, f la puerta de olvido,g la memoria de la celda,i la puerta de entrada
y o la puerta de salida.
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5 Análisis del caso de estudio con la metodología
de Box-Jenkins

En la Figura 1 se muestra el grá�co de la serie de tiempo de la radiación solar
del municipio de Puebla, es posible observar que la serie presenta estacionalidad,
al parecer no hay presencia de tendencia o no es muy visible, note que la
serie no oscila alrededor de cero, además note que la variabilidad parece ser
constante. Se realizaron transformaciones para estabilizar la varianza usando
la función de transformación propuesta por Box-Cox, además de realizar una
transformación aplicando logaritmos, se analizaron las respectivas grá�cas
de las series con los datos transformados, además de sus respectivas FAC y
FACP, en el análisis no se observó gran diferencia comparadas con la serie
original. Por lo que se decidió trabajar con los datos originales de la serie.

Dado que resulta una buena práctica, cuando se analiza una serie de
tiempo usando la metodología de Box-Jenkins, el veri�car si la serie es al
menos débilmente estacionaria, se gra�caron las funciones FAC y FACP de la
serie de tiempo de la radiación solar del municipio de Puebla, tales funciones
se presentan en la Figura 7. Obsérvese que la FAC se corta con rapidez y se
extingue en forma sinusoidal amortiguada, y en cuanto a la FACP es posible
observar que esta se extingue a partir del primer rezago y de nuevo vuelve a
ser signi�cativo en los rezagos 6, 35, 36, 39 y 44, lo cual puede ser atribuido a
la estacionalidad de la serie.

En la Figura 8 se puede observar una sucesión de grá�cas de cajas y bigotes,
las cuales representan grá�camente los datos agrupados de las semanas 1 de
cada uno de los años observados, los datos agrupados de las semanas 2 y así
sucesivamente hasta los datos agrupados de las semanas 52 de cada uno de
los años observados. De tal manera que como el año contiene 52 semanas se
construyeron 52 grá�cas da cajas y bigotes, una para cada agrupación.
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Figura 7: FAC y FACP de la serie original.

Figura 8: Grá�ca de cajas y bigotes de la serie de tiempo de la radiación solar.
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Ahora bien, regresando de nuevo a las autocorrelaciones, estas indicarían
que se trata de una serie estacionaria, para veri�car esto se decidió realizar la
prueba de estacionariedad Dickey-Fuller.

En la Tabla 1 se muestran los resultados de la prueba Dickey-Fuller y el
contraste de hipótesis, donde resulta que la hipótesis nula se rechaza a cualquier
nivel de signi�cancia, en este trabajo se tomará un nivel de signi�cancia del
5 %. De acuerdo con los resultados de la prueba, la serie resulta ser estacionaria,
además de que es estacional.

Cuadro 1: Prueba de estacionariedad para la serie.

E. de p. V. c. al 1 % V. c. al 5 % V. c. al 10 %

-4.11776 -3.4744 -2.8809 -2.5770

Como se busca el mejor modelo y el más sencillo entonces se decidió realizar
una diferencia regular a la serie original y una diferencia estacional (con s=52)
a la serie diferenciada regularmente, ver Figura 9.

Figura 9: Serie de tiempo con una diferencia regular y una diferencia estacional.

Gra�cando las FAC y FACP de la serie con una diferencia regular y la
FAC y FACP de la serie diferenciada estacionalmente, resulta lo siguiente, ver
Figuras 10 y 11.
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Las FAC y FACP dadas en la Figura 10 son de ayuda para de�nir los
órdenes dep y q para el modelo que describa la serie de tiempo en la parte no
estacional. Obsérvese que en la Figura 10, la FAC tiene una espiga sobresaliente
en el primer rezago y después se extingue. Por lo que q puede tomar el valor
de 0 ó 1.

Para la FACP se tienen 2 espigas sobresalientes, una en el primer rezago
donde en esta se corta y la otra espiga que sobresale es en el 14 rezago. Por lo
que el valor de p puede ser 0, ó 1. Así, se propuso un modeloARIMA (1; 1; 1)
para la parte no estacional.

Por otro lado, se analizó laFAC y FACP del grá�co en la Figura 11.
Obsérvese que, la FAC tiene una espiga sobresaliente en el primer rezago, y se
corta, después sobresalen 4 espigas más, pero son muy pequeñas. Por lo que
el valor de Q puede ser igual a 0 ó 1.

Figura 10: FAC y FACP de la serie con una diferencia regular.
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Para la FACP se tienen 6 espigas sobresalientes en los primeros seis rezagos
y se corta a partir del rezago 6, después sobresalen las espigas 9 y 10 pero
estos son muy pequeños al igual que las espigas 5 y 6. Por lo que el valor de P
puede ser 0, 1, 2, 3 ó 4. Así, se propuso un modelo para la parte estacional
con s = 52, de la formaARIMA (1; 1; 0)52. En resumen, el modelo propuesto
es ARIMA(1; 1; 1)(1; 1; 0)52.

Figura 11: FAC y FACP de la serie con una diferencia regular y una diferencia
estacional.

Se propusieron otros 3 modelos con la ayuda de la paquetería pdmarima
de Python. Los resultados se muestran en la Tabla 2. Luego de observar los
resultados obtenidos de acuerdo al criterio de Akaike y BIC, el modelo a
elegir fue elARIMA (1; 1; 1)(1; 1; 0)52, ya que, éste toma el valor más pequeño
conforme a los criterios.

La validación del modelo es una parte importante para evidenciar la
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idoneidad del mismo. Para el análisis de residuos, se hizo uso de las herra-
mientas: .plot_diagnostics() de la paqueteria pmdarima de Python, para la
comprobación de normalidad de los residuos.

En la Figura 12 se puede ver el diagnóstico del modelo. Obsérvese que en la
primera imagen de la Figura 12 se muestran los residuales estandarizados del
modelo, donde se observa que están distribuidos de forma aleatoria alrededor
del cero, sin mostrar tendencia, por lo que se consideran independientes. En la
segunda imagen se muestra que su la distribución de los residuales se asemeja
a una distribución normal estándar, es decir que tiene una media de 0 y una
desviación estándar de 1.

Y por último en la cuarta imagen, la FAC de los residuales se asemeja
a la FAC de un ruido blanco, por lo que parece que se está ante un modelo
adecuado.

Figura 12: Diagnóstico del modelo.
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Cuadro 2: Diferentes modelos propuestos.

Modelos propuestos.

Modelo. AIC BIC

ARIMA(2; 0; 2) 1416.567 1434.905

ARIMA(0; 1; 1)(2; 0; 0) 52 1415.580 1427.779

ARIMA(1; 0; 0)(1; 1; 0) 52 956.414 964.376

ARIMA(1; 1; 1)(1; 1; 0) 52 952.448 963.026

6 Análisis del caso de estudio con Redes
Neuronales

Se comenzó con un análisis del sistema que ha de utilizar esta red neuronal,
así como la división de los datos para el conjunto de datos de entrenamiento
y los datos de prueba de la red. El modelo que se decidió utilizar es un
modelo secuencial y para la división de los datos, el conjunto de datos de
entrenamiento consiste de datos desde la primera semana del año 2020 hasta
la última semana del mes de mayo del año 2022 y para los datos de prueba
consisten desde la primera semana del mes de junio del año 2022 hasta la
última semana del año 2022.

Una vez ya teniendo dividido los datos, estos datos fueron normalizados
para optimizar el aprendizaje de la red neuronal. Una vez conseguido, se
procedió a diseñar la red neuronal con sus respectivas capas de entrada, salida
y en capas ocultas, en la Tabla 3 se da un resumen del diseño de la red
neuronal.

Teniendo desarrollada la red neuronal, se entrenó con el primer conjunto
de datos para su optimización de parámetros como de estructura interna para
encontrar el modelo óptimo mediante RMSE (Error cuadrático medio). Se
utilizó el optimizador ADAM, la función de costo RMSE (error cuadrático
medio) y un total de 100 épocas para el aprendizaje de la red.
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Cuadro 3: Resumen del diseño de la Red Neuronal.

Modelo secuencial.

Capa (Tipo). Forma de salida. Parametros

LSTM (None, 52, 200) 161600

LSTM (None, 200) 320800

DENSE (None, 1) 201

Ya entrenada la red, esta debe ser validada para certi�car que es capaz
de funcionar con valores no vistos antes, mediante el conjunto de parámetros
validados. En la Figura 13 se muestran distintos resultados de tres redes
neuronales, seleccionando la última ya que se acoplaba mejor a los datos de
prueba.

Figura 13: Resultados de distintas redes neuronales.

7 Comparación de la metodología Box-Jenkins
y Redes Neuronales

En este trabajo, tal como se mencionó, se abordan el uso de dos metodo-
logías para generar pronósticos, la primera es la metodología Box-Jenkins el
cual generó un modeloARIMA (1; 1; 1)(1; 1; 0)52 y en la segunda se utilizó
una red neuronal recurrente.
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En la Tabla 4 y Figura 14, Se muestran los resultados obtenidos para cinco
semanas con las dos metodologías, seleccionándose el de menor error relativo.
(véase la Tabla 5), siendo en este caso el de Redes neuronales.

Cuadro 4: Resultados.

Pronósticos obtenidos para 2023

Periodo Dato real Box-Jenkins RNA

08-01-2023 195.08 157.41 171.04

15-01-2023 187.60 148.78 177.33

22-01-2023 187.72 173.11 184.65

29-01-2023 197.75 195.58 198.25

05-02-2023 211.30 206.63 216.73

Figura 14: Comparación de resultados en forma grá�ca.

Cuadro 5: Errores relativos.

Errores Relativos

Periodo Error relativo B-J Error relativo RNA

08-01-2023 0.193104 0.12321

15-01-2023 0.206932 0.05477

22-01-2023 0.077848 0.01635

29-01-2023 0.011009 -0.0025

05-02-2023 0.022111 -0.0257
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8 Conclusiones

Como conclusión a lo expuesto anteriormente, se puede decir que ambas
metodologías son buenas ya que generan un pronóstico bastante adecuado a
la realidad. Pero existen diferencia entre la metodología de Box Jenkins y la
utilización de redes neuronales para pronósticos: entre ellas se destacan que
para trabajar con redes neuronales no es necesario probar ninguna distribución
en los datos de origen, estos pueden o no tener correlación. Lo anterior se
cumple porque las Redes Neuronales Arti�ciales aprenden sobre sus mismos
datos y su propio comportamiento dando una gran ventaja, sin embargo no se
puede dejar de lado la metodología que hay detrás de cada una de estas, ya
que la metodología Box-Jenkins cuenta con respaldo más sólido desde el punto
de vista matemático y las Redes Neuronales Arti�ciales son aún un método
un tanto descriptivo ya que para poder llegar a un pronóstico adecuado, se
tuvieron que hacer varios modelos para así determinar al mejor.

El presente trabajo queda abierto para un posible análisis complementario
que ayude a mejorar los pronósticos vistos anteriormente, esto es, como realizar
otro tipo de análisis alternativo para complementarlo de la mejor manera o
incluso realizar otro diseño de red neuronal.
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Resumen

Las re�exiones son transformaciones geométricas elementales, pero tienen
consecuencias importantes; por ejemplo, son necesarias para el estudio
geométrico de las transformaciones de Möbius. En este capítulo de divul-
gación se enuncian varios teoremas y resultados relacionados con estas
transformaciones. Se muestra que estas funciones forman un grupo de
transformaciones de�nidas en el plano euclidiano, donde cada una de
ellas está generada por composiciones �nitas de re�exiones con respecto a
líneas o circunferencias.
Se estudiará la geometría y se introducirán las primeras nociones para
estudiar la dinámica de las transformaciones de Möbius elementales, a
saber, traslaciones, rotaciones y homotecias. Estas transformaciones se-
rán clasi�cadas como parabólicas, elípticas e hiperbólicas en la notación
clásica.

1 Re�exiones

Este capítulo de divulgación está basado en los libros [1], [2], [3], [4], [5] y
[6]. Se denotará conL a una línea recta cualquiera del plano euclidiano,C a
una circunferencia con centro en un puntoO 2 R2 y con radio r > 0; y AB es
la longitud del segmento de recta que va de A a B.
Una re�exión con respecto a una rectaL es una transformaciónRL : R2 �!
R2 de�nida por; RL (P) = P0 tal que el segmentoPP0 es ortogonal a la línea
L y es bisecado por esta línea, es decir,L es mediatriz dePP0, véase la
Figura 1.
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Figura 1: Re�exión con respecto de L

Observación 1.1. De la geometría clásica dos rectasL y L 0 pueden ser
paralelas o bien pueden intersectarse; dependiendo de esto, la composición
de�nirá dos tipos distintos de transformaciones elementales del espacio enR2.

1. Si P 2 L , entonces RL (P ) = P .

2. SeaId : R2 �! R 2 la transformación identidad. Si de�nimos la compo-
sición como:

R2
L := R L � R L = Id

entonces todos los puntos deR2 son puntos �jos, lo que implica queRL

es una involución.

3. De la propiedad anterior se sigue queRL es invertible y que su inversa
es R�1

L = R L .

Observar lo siguiente: Otras re�exiones importantes del plano euclidiano
R2 son las re�exiones respecto a circunferencias.

De�nición 1.2. Dada una circunferencia C con centro O y radio r , Se
llama inversión geométrica o re�exión respecto de la circunferencia C
en R2 a la función RC : R2 n fOg �! R 2 tal que si P 2 R2 n O, entonces
P0 = RL (P) 2 R 2 el único puntoP0 que está sobre el rayo

�!
OP y satisface la

siguiente relación:
OP � OP0 = r 2:

A P 0 se le llama el inverso de P respecto a C .
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A la circunferenciaC se le llama circunferencia de la inversión; a su
centro O, centro de la inversión, y a r 2, potencia de la inversión.

Para la construcción del inverso geométrico de un punto mediante la
inversión circular RC : R2 n fOg �! R 2, dado un puntoP 6= O y su imagen
P0 = R C (P ), se presentan los siguientes dos casos:

Caso 1. Si P es exterior a la circunferencia de inversión C .
Se traza desdeP una recta tangente aC, denotando porT al punto de
tangencia. Luego, se traza la perpendicular al segmentoOP que pasa por
T; el pie de esta perpendicular es el puntoP0, inverso deP. En efecto,
dado que el4OTP es rectángulo enT y el 4OP 0T es rectángulo enP0,
ambos comparten el ángulo en el vérticeO. Por el criterio de semejanza
ángulo-ángulo (AA), se tiene que 4OTP � 4OP 0T , de donde:

OP0

OT
=

OT
OP

=) OP � OP 0 = (OT) 2 = r 2

Caso 2. Si P es interior a la circunferencia de inversión C .
Se traza porP la recta perpendicular al segmentoOP, la cual interseca
a C en un punto T. Posteriormente, se construye la recta tangente a
la circunferencia enT. El punto donde esta tangente interseca al rayo
�!
OP es el puntoP0, inverso deP. En este caso, la semejanza se justi�ca
de forma análoga al caso anterior: el4OTP 0 es rectángulo enT y su
altura relativa a la hipotenusa es TP , lo que garantiza que:

OP � OP0 = (OT) 2 = r 2

Observación 1.3. De acuerdo con la de�nición anterior se puede observar:

(i) Si OP > r, entonces OP0 < r.

(ii) Si OP < r, entonces OP 0 > r.

(iii) Si OP = r, entonces OP 0 = r. Esto es , C es invertible bajo RC :

(iv) Como 0P0 = r 2

OP , si P tiende a cero. Es decir: siOP tiende a in�nito.
Si OP tiende a in�nito, entonces OP0 tiende a cero. Entonces, si se
añade aR2( o a C) un punto al que se le llamará �punto al in�nito� y se
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denotará por1 , así, se puede considerar el dominio y el codominio de
RC por R2 [ f1g , de tal manera queRC (0) = 1 y queRC (1 ) = 0, es
decir, RC : R2 [ f1g �! R 2 [ f1g , lo cual resulta un función biyectiva.

De la misma manera que las re�exiones con respecto a líneas, las re�exiones
con respecto a circunferencias tienen las siguientes propiedades.

Proposición 1.4.

1. La circunferencia de inversiónC queda �ja bajo RC , es decir, siP 2 C ,
entonces RC (P ) = P (C es invariante puntual bajo RC ).

2. La función RC es una involución, es decir, R2C = Id.

3. La función RC es invertible y su inversa es R�1C = R C .

De ahora en adelante, se denotará porR una re�exión con respecto a una
línea o a una circunferencia. Para especi�car qué tipo de re�exión es, se usará
la notación RL para las re�exiones con respecto a una línea yRC para las
re�exiones con respecto a una circunferencia.

2 Re�exión con respecto de una recta

Teorema 2.1. La re�exión respecto a una recta L es una colineación; es
decir, la imagen de cualquier recta ` bajo RL es también una recta 0̀.

Demostración. Sea ` una línea.

Caso 1. Si ` es paralela aL , entonces todo puntoP 2 ` se re�eja en
un punto RL (P) = P0, el cual equidista deL . El lugar geométrico que
describen los puntosP0 2 R2 para cadaP 2 ` es una líneà 0, la cual es
paralela a L , véase la Figura 2.

Figura 2: Re�exión de una línea con respecto de L

Matemáticas y sus aplicaciones 27, Capítulo 3, páginas 55-89



Re�exiones y el grupo de Möbius 59

Caso 2. Si ` interseca aL , entonces seaP el punto de intersección, como
ya se sabeRL (P) = P, por la Proposición 1.4P es un punto �jo; sean
Q 2 `n fPg; Q 0 = RL (Q) y `0 :=

 !
PQ0. Si R 2 ` y R0 = RL (R), entonces

L es mediatriz del segmentoRR0. SeaM es punto medio deRR0 tal
que \RPM �= \R 0PM y por razones análogas el\QPM �= \Q 0PM ,
véase la Figura 3.

Figura 3: Re�exión de una línea que interseca a L

Así, \R 0PM �= \RPM �= \QPM �= \Q 0PM porqueR 2
 !
PQ, por lo

que R0 2 ` 0, asíRL (`) � ` 0 y viseversaRL (`0) � ` , luego`0 = R2
L (`0) �

RL (`), así `0 � R L (`), por todo lo anterior se concluye què0 = RL (`).

Para poder hacer el análisis de la re�exión de una línea con respecto a una
circunferencia, se necesita el siguiente resultado. Se hará uso de la notación]
para denotar un ángulo.

Teorema 2.2. Sea C una circunferencia en el plano euclidiano, con centro
en O y radio r , si P; Q 2 R2 tal queO; P; Q no son colineales;P0 = RC (P) y
Q0 = RC (Q) son los respectivos inversos de los puntosP y Q con respecto de
la circunferencia C, entonces]OP 0Q0 = ]OQP y ]OQ 0P0 = ]OPQ . Véase
Figura 4.

Figura 4: Re�exión de P y Q
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Demostración. Como P0 = R C (P ) y Q0 = R C (Q)

OP � OP0 = r 2 = OQ� OQ 0

OP� OP0 = OQ� OQ 0

OP
OQ0

=
OQ
OP0

:

Esto implica que los triángulos4OPQ y 4OQ 0P0, son semejantes. Por lo que
se tiene el resultado.

Teorema 2.3. La re�exión RC de una línea con respecto de una circunferencia
C con centro O y radio r, es una línea o una circunferencia.

Demostración. Sea L una línea, se analizarán los siguientes casos:
Caso 1. Si L es ajena aC, entonces se traza la línea ortogonal aL tal que
pasa porO e interseca aL en un punto Q. SeaP 6= Q un punto arbitrario
de L , aplicando la re�exión RC se tiene que,RC (P) = P0 y RC (Q) = Q0, de
ahí que 4OPQ y 4OQ 0P0 son semejantes por el teorema anterior.
Como el ángulo\OQP es recto, entonces\OP 0Q es recto también, así que
P0 está en la circunferenciaD , con diámetroOQ0 de esta manera se tiene que
RC (L ) � D . Observar que en la imagen del punto al �in�nito� con respecto
de la re�exión RC es el punto O.
Por un argumento análogo y también usando el Teorema 2.3, se tieneRC (D) �
L . Por (2) de la Proposición 1.4 se tiene queD = R2

C (D) � R C (L ), por
tanto D = R C (L ). También, L = R C (D).

Figura 5: Re�exión de una línea con respecto de C

A continuación se enuncia dos casos particulares:
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Caso 2. Si L es tangente enP a C, comoRC (P) = P, RC (L ) = D , donde
D es la circunferencia con diámetroOP. Por lo tanto RC (L ) = D, véase la
Figura 6.

Figura 6: Re�exión de una línea con respecto de C

Caso 3. Si L interseca a la circunferencia C en los puntos P y Q, entonces
L se re�eja en una circunferenciaD que pasa porO; P y Q puesto que
RC (P ) = P y R C (Q) = Q. Así R C (L ) = D, véase la Figura 7.

Figura 7: Re�exión de una línea con respecto de C

Caso 2. Por de�nición, si P 2 R2 n f 0g y P0 = RC (P), entonces son colineales,
así que siL pasa por el centroO de la circunferenciaC, entoncesP 2 L si
y solo si P0 2 L . Por lo tanto, R C (L ) = L , véase la Figura 8.
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Figura 8: Re�exión de una línea con respecto de C

Corolario 2.4. Las líneas paralelas que no pasan por el centro de la circunfe-
rencia de re�exión C, se re�ejan en circunferencias que son tangentes en el
centro de re�exión, véase la Figura 9.

Figura 9: Re�exión de dos líneas con respecto de C

Demostración. SeanL y m líneas paralelas que no pasan por el centro de
C. Por el teorema previo, se tiene queRC (L ) = CL y RC (m) = Cm , donde
CL y Cm son circunferencias que pasan por el centro deC. Como L y m
son paralelas, se puede suponer que se intersecan en el punto al in�nito1. De
acuerdo con la Observación 1.3,RC (1 ) = O, por lo que se concluye queCL

y Cm no se intersecan en otro punto salvo enO. Por lo tanto, CL y Cm son
tangentes en O.

1Por convención se supondrá que dos líneas paralelas cualesquiera en el plano se intersecan
en el punto al in�nito 1.
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