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Capitulo 1

Apuntes alrededor de la Féormula de Frullani

Jhonatan Satl Lépez Beltran, Francisco Javier Mendoza
Torres
FCFM, BUAP

Resumen

Este capitulo tiene como punto de partida la formula que desarrolld G.
Frullani en 1821. Se hace una prueba de la version dada a conocer por L.
Cauchy en “Exercises de Mathématiques” de 1827, la cual fue exhibida
sin demostracién por este famoso mateméatico. Ademas, se desarrolla una
cantidad suficiente de ejemplos y derivaciones de esta formula. También se
incluye una prueba y un ejemplo de la llamada version clasica formulada
en 1949 por A. Ostrowski.

1 Introduccion

Al consultar algunas tablas de integrales que son empleadas en célculos
matematicos de algiin tipo, se observa que algunas de ellas tienen fuerte
relacion con lo que actualmente se conoce como Formula Integral de Frullani,
la cual, segtn J. Edwards [6], Giuliano Frullani se la presenta a Giovani Plana
en 1821. Esta afirma que, para a y b positivos, se satisface que

[ (gn(?) o

X

En 1823, en sus “Oeuvres completes”, Louis Cauchy también hace mencion
de la formula (1). En el articulo “Exercises de Mathématiques” de 1827 [5],
Cauchy publica la siguiente formula como el resultado (66) de la seccion “Sur
la transformation des fonctions”

/wwm: [f(00) = £(0)] In (%) a,b>0. (2)

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Jhonatan Saul Lopez Beltran, Francisco Javier Mendoza Torres

En la formula (2), f(oc) denota el limite de f(z) cuando x tiende a infinito y
£(0) el limite de f(x) cuando z tiende a cero por la derecha.

De acuerdo a A. Ostroswki [13], en 1828, Frullani publica la formula (1)
en su obra “Sopra Gli Integrali Definiti”, en donde agrega la siguiente nota:
“Este resultado lo comuniqué a Geovani Plana en 1821. Posteriormente, en la
revista de la Escuela Politécnica del ano 1823, vi una demostracion debida a
Cauchy, la cual se deduce de principios muy diferentes a los anteriores.”

En [5], Cauchy escribié la formula mencionada, pero sin demostracion y
de forma marginal. Nos dimos a la tarea de buscar la demostracion de este
resultado, pero desafortunadamente no encontramos la referencia adecuada. Es
muy probable que la prueba esté publicada en la literatura matematica, pero
nosotros no hemos tenido acceso a ella. Asi que una aportacion de los autores
de este articulo es presentar una demostraciéon del resultado de Cauchy.

En 1922, J. Edwards menciona: “la forma mas general (2) se debe al
profesor E. B. Elliot” [6, 7|.

El resultado de Cauchy se ha generalizado reemplazando los limites f(0)
y f(o0) por valores medios adecuados. En 1949, K. Iyengar fue el primero
en dar a conocer una férmula de este tipo [10, 11|. De acuerdo a Alexander
Ostrowski, la prueba de Iyengar es incorrecta, sin embargo, su resultado es
verdadero [12]. En la misma referencia, se hace el comentario de que, en 1949,
A. Ostrowski mejor6 el teorema, expresandolo de la siguiente forma, la cual se
considera la version clasica [2]:

Si f es Lebesque integrable en (0, +00) y los siguientes limites existen

~ lim x/ JO g M) = 1im 2 [ pwa @)

=0 I 1

entonces, para a y b positivos, se satisface la igualdad

/Ooowdx:(]w(f)—m(f))ln<%>_ (4)

A. Ostrowski hace mencién de que este resultado era dificil y que su
prueba la darfa a conocer en otro momento. El teorema fue demostrado por R.
Agnew en 1951 y la demostracion desarrollada por Ostrowski fue publicada en
1976 [13]. F. Tricomi y A. Ostrowski han generalizado esta formula de varias
formas [13, 14, 15].

La formula central de este articulo tiene aplicaciones en otras areas de la
matematica, que a la vez pueden ser aplicadas a otras ciencias. En el articulo

Matem&ticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 1, paginas 5-24



Apuntes alrededor de la Férmula de Frullani 7

“Properties and Applications of some Distributions derived from Frullani’s
integral” del ano 2017 [3|, R. Baker emplea una distribucion de supervivencia
en la Formula de Frullani y, al permitir que el logaritmo del cociente de
los factores de escala se distribuya uniformemente en un rango finito, da
como resultado una clase de distribuciones de cola larga relacionadas con las
distribuciones de barra. Ademas, ilustra la utilidad de la Formula de Frullani
en el analisis de supervivencia.

Este Capitulo 1 esta organizado de la siguiente forma.

En la Secciéon 2, se enuncian algunos resultados que son de importancia
en la demostracion de la férmula propuesta por L. Cauchy.

En la Secciéon 3, se desarrolla una prueba de la proposicion de L. Cauchy.
Como ya lo mencionamos, no tuvimos acceso a una prueba especifica de este
resultado, a pesar del comentario hecho por Arias De Reyna en [2].

En la Seccioén 4, se presenta una demostracion de la llamada forma clasica.

En la dltima seccion, se presentan algunos ejemplos en los cuales se aplica
directamente la formula (2). También se exhibe un ejemplo para el cual no
se puede aplicar dicha féormula directamente, pues el limite de la funcién en
cuestion cuando x tiende a infinito, no existe. Por lo que se hace uso de la
version clasica de A.Ostrowski.

2 Preliminares

Definicion 2.1. Sea f una funcion real, definida para (x,t) tal que x > a y
a <t < (. Suponga que, para cada t € [a, (], la integral impropia

F(t) = +OO f(z,t)dz

a

existe. Se dice que esta converge uniformemente en |«, 3] si para cada
e > 0 existe un nimero M (€) positivo (que no depende det) tal que si c > M(e),
entonces

< €.

'F(t) - /acf(:c,t) da

Existen distintos criterios para probar que una integral es convergente
uniformemente en el sentido impropio de Riemann, como el siguiente.

Matem&ticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 1, paginas 5-24



8 Jhonatan Saul Lopez Beltran, Francisco Javier Mendoza Torres

Teorema 2.2 ([4], Criterio de Cauchy). Suponga que para cada t € [, 5]
la integral impropia F(t) = faoo f(z,t)dx existe. Entonces, la convergencia es
uniforme en [a, B] si y solo si para cada € > 0 existe un nimero N(€) tal que
sib>c>N(e) ytela,p], entonces

‘/cbf(x,t)dx

Se pueden encontrar distintos teoremas que nos proporcionan condiciones
para poder realizar el cambio en el orden de integracion en integrales dobles,
uno es el Teorema de Fubini, no siendo el tinico. A continuacién se enuncia un
teorema que permite hacer dicho cambio.

< €.

Teorema 2.3 (|4], Teoremas 33.6 y 33.7). Sea g una funcion continua en
(x,t) para x > a, t € |, B]. Supdngase que

Gla) = / et da (5)

converge uniformemente con respecto at € [a, ). Entonces G es continua

en [a, ], y
/OCBG(t)dt:/aoo/jg(x,t)dtdx.

B oo o rp
// g(a:,t)dxdt:/ /g(m,t)dtdw.

3 Prueba de la version de Cauchy

FEsto es

Cuando L. Cauchy present6 por primera vez la formula (1) en 1823, no
sabia que G. Frullani ya habia hecho un trabajo previo sobre ella. Incluso,
cuando en 1827 Cauchy vuelve a hacer menciéon de la féormula pero ahora
con un ligero cambio, seguia sin saber que Frullani habia sido el primero en
abordarla. Esta “nueva version” es la mas conocida y aceptada, también es
la que da pie a la que hoy se conoce como la versiéon clasica, que como se
mencioné anteriormente, el responsable de este hecho fue A. Ostrowski. La
prueba presentada a continuacién emplea los Teoremas 2.2 y 2.3.

Matem&ticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 1, paginas 5-24



Apuntes alrededor de la Férmula de Frullani 9

Teorema 3.1. Sea f : (0,00) — R tal que f'(z) es continua, y sean 0 < a, b.
Si f(0) y f(oo) existen, entonces
b
). )

[t

X

Il
B
3

|
—
—~
=

3

7~ N\
|

Demostracion. Primero se verifica que la integral [~ f/(xt) dx es uniforme con
respecto a t € [a,b] C (0,00). Sean 0 < a < b. Por el Teorema Fundamental
del Calculo, se tiene que

t

Ademaés, si as > a; > 0,

/a2 f/(xt)dx _ f(a2t> ; f(a1t> ) (8)

Como lim,_, f(2t) = f(c0), para t € [a,b] fijo. Entonces, dado € > 0,
existe N(e) > 0 tal que si xt > N(e),

[Fat) = J(0)] < 5. (9)

Por otro lado, si az > a; > £N(¢), entonces tas > ta; > 1N (e) > N(e).
Por (9) se tiene que

[Flazt) = f(o0)] < 5 y |Fat) = f(o0)| < .
Asi,
flast) = flat)] _ |f(ast) = F(0)] |, If{at) = flo0)| _ 26 _ €
t - a a 2a  a

Esto es, si a; > a; > TN(e), entonces, de (8), se tiene que para todo

t € |a,b],
/a2 f'(xt) dx

Matem&ticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 1, paginas 5-24
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10 Jhonatan Saual Lopez Beltran, Francisco Javier Mendoza Torres

Por el criterio de Cauchy, la integral impropia en (7) es uniforme.
Aplicando el Teorema 2.3 se tiene

/ fbx / /f (xt) dt dx
:/ab/ooof’(xt)dxdt
:/abf(OO)t—f(O)dt

4 La Forma Clasica

Presentamos la demostracion de la Forma Clésica de la Integral de Frullani.
Este teorema se puede encontrar propuesto como ejercicio en [1].

Teorema 4.1. Si f es Riemann integrable sobre [a,b] y los siguientes limites
existen

1 x
= lim :L’/ () dt, B=1lim — [ f(t)dt

z—0t =00 T Jq

entonces, para b > a > 0, se satisface la igualdad

/wwd;ﬁ:@_mm (%) (10)

Demostracion. Sea g(z) = * f1 t)dt con x > 0. Primero veamos que
[0 o (2) 1 [ "
1 x

Matem&ticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 1, paginas 5-24



Apuntes alrededor de la Férmula de Frullani 11

Observemos que

/faac dm—%ﬂ{}o/ flaz) = f(bz)
:T@;[/ fcwc /fbm ]

Haciendo el cambio de variable ¢t = ax y t = bx respectivamente, tenemos

a b
/T—f(a‘”>dx: 1) y /T—f(bx)dx: I
1 T a t 1 T b t
Por lo tanto

/Tﬂzx)dzx—/Tﬂz:") v = aT@dt— bT@dt

a b

a 13 b t t

b

:/"&dt_ AN
a t aT t

(12)

Integrando por partes tenemos

/ab@dx: E/le(ﬂdt} :+/ab%</le(t)dt) da

(x)!i—i—/b@dx
—g(b)—g(a)—l—/ @dc&

Anélogamente f:f { (;) dx = g(bT) — g(aT) + [ o g(gf dz. Como

Matem&ticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 1, paginas 5-24



12 Jhonatan Sail Lopez Beltran, Francisco Javier Mendoza Torres

lim, o g(z) = B, entonces

lim ¢g(bT) =B Y lim g(aT) = B.

T—oo T—o00

Ahora, sea ¢ > 0. Entonces existe g € R tal que para cada = > xg
tenemos que |g(z) — B| < € equivalente a B — € < g(z) < B + €.
Asi, para cada T tal que aT > xg, se tiene que

bT bT bT
B — B
/ _de</ Mm/ Bte o
aT X aTl X aT X

& (B—e)Ln(x)|" < /bT 9) 4 < (B + €)Ln(z)["

aT T T aT

T g(x)

<:>(B—6)Ln<g) </QT 7d$<(B+6)Ln(§>

bT
< —eln (9) < / M dz — BLn <E) < eln (é) .
a o T a a

) o T
Como € se tomo6 arbitrariamente, vemos que a faT @ dx lo podemos
aproximar a BLn (b) tanto como queramos tomando un 7" lo suficientemente

grande. De aqui qu?a
bT
lim / Mdz = BLn (é) )
T—o0 aT x a
" f(x)

lim —d:c:B—B—l—BLn(é):BLn(é).

T—o00 aT X a a

Por lo tanto

Entonces, tomando el limite en (12) se tiene que

, ") IO NI ()
lim [/a Tdt— ] Tdt] —/aj Tdt_ hHolo ] Tdt

T—o00 T T— T

:/ab@dHBLn(%).

Matem&ticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 1, paginas 5-24



Apuntes alrededor de la Férmula de Frullani 13

Por lo tanto se cumple (11).
Sea h(r) = x f f(t)t~2dt. Vamos a repetir el procedimiento anterior para

probar que
/f“‘” >dx_AL /f dt (13)

por lo que se omiten algunos detalles técnicos. Integrando por partes

tenemos que
;Tf [ /f dt +/bT(/f dt)

= —h(z)|.0. + /le (/f dt)

— h(aT) — g(bT) + / M)

T i

dzx.

Sabemos que lim,_,o+ = fxl f(t)t~2dt = A, entonces

TlgglJr h(bT) = A Yy lim h(aT) = A.

T—0t+

Ahora, sea € > 0. Entonces, existe xg € R tal que para cada xqg >z >0
tenemos que |h(z) — A| < € equivalente a A — e < h(z) < A+ e.
Asi, para cada T' > 0 tal que bT < xg, se tiene que

b4 bT bT
/ A Edm</ @dx</ A+€dx(:)
aT z aT x aT x
b7
& —eln (9) </ de—ALn <é> < eln <9>
a o T a a

bT h(z)
Como € se tomd arbitrariamente, vemos que a f - ) dx 1o podemos apro-

ximar a ALn ( ) tanto como queramos tomando un 7" > 0 lo suficientemente
pequeno. De aqui que

bT
lim / Mal:/z::ALn (9) )
T—0+ J,p a

Matem&ticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 1, paginas 5-24




14 Jhonatan Sail Lopez Beltran, Francisco Javier Mendoza Torres

Notemos que

/faa: m:hm/faw )
T—50+
:Tli%[/fax /fbx ]

Haciendo el cambio de variable ¢ = ax y t = bx respectivamente, tenemos

/Tlf(zx)dx:/a;@dt Yy /Tlf(zx) r = b;@dt

Por lo tanto

Tlf(;‘x)dx—/;f(z‘”)dx:/a;@dt—/b;@dt

I g [0
, Tdt_/a Tdt.

Finalmente, tomando el limite tenemos

bT
[/f‘”” /fbm dt] /f dt + lim O
T—>0+ T—0t J,r 1
b

9) _ / £ 4.

a o Ut
Por lo tanto se cumple (13).
Sumando (11) y (13) tenemos

/fax bxd_/ flax) — b:r;d+/fa:c f<bx)d:£

— BLn <b> + ALn (2)

ana($) -0 )
= (B—A)Ln (3)

Matem&ticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 1, paginas 5-24



Apuntes alrededor de la Férmula de Frullani 15

donde

1 x
= lim :L’/ () dt, B=1lim — [ f(t)dt

z—0t =00 T Jq

5 Ejemplos

Los siguientes resultados son obtenidos mediante la aplicacién directa
del Teorema 3.1. Los ejemplos 1 a 11 son ejercicios propuestos o resultados
publicados en [9].

1. Siendo f(x) = e 7, se tiene que f(0) =1y f(oo) = 0. Entonces

[T b= 10 - st0) 0 (2)

L iam() "

b
= In (—)
a

2. La eleccion de la funcion f(z) = con p,q > 0 satisface que

eI — Pt —qe” 1 + pe™P*
f(oo) = lim —— = lim q tp = lim —qe™* + hm n pe —pr
T—00 x T—+00 1 T—00

= —4(0) +p(0) = 0

Y que
—qr __ ,—pT
£(0) =i " i e i pe = —g(1) 4 (1) =p— g
Por lo que

Lé“(eWi;e”“_eb”éfb”>ézzLﬂm—f@mum(é>

a

(-0~ (2) (0

=(—qln (g) :
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Note que también se puede escribir como

© [ pmaqr _ o—apr e—bqa: _ 6—bpz> dzr <b)
- — =(p—q)Ln(-).
/0 < a b x? (p—aq)Ln a

3. Si f(x) = —=ewp(—ce”), entonces

1 @
. , o T\ __ 3 g —C€ J— !
$o) = Jim =" —eap(—oe”) = (Jim = =) (Jim ee ) = Jim =
Por L’Hopital
x
Iim — = lim —— =0,
T—o00 € z—00 ¢ ce”

es decir, f(oco) = 0. Por otro lado,

seap(—ce®) = (ygg) : _xex) (iig(l) e—ce”) = ()(e) ="

f(0) = lim

x—0 — e~

De aqui que

/ (Lexp(—cew) - b—mbexp(—celm)) dv
0 N x

1 —e 1—e"
o0 _ .,ar b _ obx
_ / aexp(—ce™)  bexp(—ce™) i
0 1 - 67‘”” 1 - eibx

b
=e % In (—) )
a

4. Sea f(r) = tan™'(z). Teniendo que f(0) = lim, ,otan *(z) =0y
f(00) = lim,_,o tan™'(z) = 5. Se sigue que

> tan~1(ax) — tan~'(bx)
J

% DO
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5. Con la eleccion de la funcion f(x) = Ln(a + be™™) tenemos que

f(0) = lim Ln(a + be™™) = Ln(lim a + be™™) = Ln(a + b)
x—0 z—0

f(oo) = lim Ln(a+ be™™) = Ln(lim a + be™ ™) = Ln(a).

T—00 T—00

Asi,

dz = [1(0) — f(o0)]Ln

/°° Ln(a + be ") — Ln(a + be™9")
0 T

T IR
~——

6. La funcion f(x) = (14 a/x)"* satisface que

PO 0 o

X

Esto ya que

=

f(oo) = lim (1 +a/z)® = lim (1+1)7 = {h’rggr(l—i-t) r =e?

T—00 z—0t
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T x 1, .
f(0) = lim <$+a> ~ lm (z+ a) _ fm,_o+ (7 + a)

z—0t T z—0t x® limm*)(]#’ x®

1 1 1

BRT: BT - 1
hmx_>0+ eln(z®) elim, o+ zln(z) 611m$*>0+ ?}2)

1 1 1 1
o 11 1/x — lim + —T - I -
e 1m0+ _1/1‘2 € z—0

7. 851 f(x) = abln(l + x)/z, se cample que

_oabln(l+x) B
f(0) = lim ——"—— = ablim ~=— = ab
' bin(l+ z)
abin(l+x
Asi,
/°° (ab In(1+azx) abln(l +bx)) dx
0 ax bz x
_/°° (bln(l—i—am‘) B aln(l—i—bx)) dx
o x x x
0 1 — 1
:/ bin(l+ ax) 2aln( +bx)dx
’ o (20)
= [(0) ~ f(oe))in (2)
= [ab — 0] In (9>
a
b
=ablin (—)
a
8. 51 f(z) = %7 se tiene que
i a—+ be™ " a+b
f(0)=1 =

1m =
a0 ce® +g+he™ c+g+h
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y que
a—+be ™ a+0 a
— 1, e —_ :0
(o) o '+ g+ he® oot g+0 oo
Por lo que
OO a + be 9* a + beP® ) dr (p)
_ ar B n (P
/0v (Ceqx—{—g—i—he—qf Cepm_i_g_i_he—pa: T [f(O) f(OO)] n q
b
[t ()
C+g+h q
__atbd . (22)
c+g+h q
(21)
9. Sea f(z) = <§i+§>n. Debido a que
f(c0) = lim (x“’) _ (h’m ”3“’) _1n—1
r—00 \ T + ¢ z—00 T +
y n
, r+p p" p\"
0) =1 ( ) :_:<_) _
Se tiene

/oOo <%>n B <Zi—i§>n dz = [f(0) — f( )1Ln <b)

10. Sea f(x) = e *cos(z). Note que f(0) = hmgﬁoe Teos(z) = (1)(1) =1
y f(00) = lim, o € “cos(x) = 0. Entonces

/Ooo e~ cos(azx) ; e Y cos(bx) dz = [(0) — f(c0)|Ln (é)

— [ —0]Ln (g) (23)
).
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11. Tomando f(x) = e “sen(z) se tiene que
f(0) =lime “sen(z) = (1)(0) =0 y f(oo) = lim e “sen(z) = 0.

z—0 T—00

De aqui que

/"O e~%sen(ax) — e " sen(br) g
0 x

v = [1(0) ~ 7o) n (%)

Cosom(t) @
=0.

Q|

12. Como lim,_,, cos(x) no existe, no se puede aplicar directamente la
Formula de Frullani. Se usara la version dada a conocer por A. Ostrowski en
1949, recordando que esta es la conocida “version clé,sica

Sean A = lim,_,g+ fxl ft(t) dt y B =1im, o = [} f(t) dt. Se tiene que

! t t 1 1
A= lim a:/ COS()dt: lim _cos(?) _/ sen(l) gt
z—0* T t2 z—0t t z T t
1
t
—zcos(1) 4 cos(x) — x/ 367;( ) dt] ‘
Sabiendo que [§8], para toda = > 0, existe un M > 0 tal que

[ a) <3

Se tiene que para cualquier x > 0

1
t
[y

1

= lim
z—0t

también es acotada. Entonces

lim z sen( ) dt = 0.

z—0t z

Por lo tanto

1
t
A= lim —xcos(1) + cos(x) — ZB/ sen(t) dt = —0(cos(1)) +1—-0=1.

z—0+ t
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Ahora
1 [ 1 z _ 1
B = 1lim — cos(t) dt = lim —[Sen(t)] — lim ( sen(x) 4 Sen( )) '
T—00 U 1 T—00 U 1 r—00 X €T

Como —1 < sen(z) < 1, entonces, para z # 0, =% < *@) < 1

Entonces )
B— lim (—sen(m) N sen( )) _o

T—00 xT Xz

Por tanto, sustituyendo en (4) y teniendo en cuenta que A = m(f) y
B = M(f), tenemos que

/0°° cos(ax) ; cos(bx) d = (B — Al In (Z)
—[0-1] In (Z) (25)
ft)

La relacion (25) se puede encontrar en [9] como 3.784.1.
Del resultado 12 se siguen los siguientes dos resultados.

13.
[ e (B e (B50) B2 L (B) o

La igualdad anterior se debe a que
won (a ;L b) won <a - b) _ cos(b) — cos(a)

2 2 ’
por lo que

oosen M sen (b+a) > cos(az —cos(bx)d_
[ oen (B ) sen (B / :
Ju)

Note que en la ultima igualdad se aplica el resultado 12.

(27)
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14.

/000 sen(px)sen(qx) d?x = % In (%) : (28)

Dicha relacion se obtiene teniendo en cuenta que
cos(pr — qx) = cos(px)cos(qr) + sen(px)sen(qx) (29)

cos(px + qx) = cos(px)cos(qr) — sen(px)sen(qx), (30)

y restando (30) a (29) se obtiene 2sen(px)sen(qx), por lo que
= d o _ _
/ sen(px)sen(qr) @w _ / cos((p — q)x) — cos((p + @)x) i
0 0

x 2z
(5
=_In|——].
2 pP—q

Note que en la dltima igualdad se aplica el resultado 12.

6 Conclusion

En nuestra exposiciéon hicimos notar que no solo son importantes las
expresiones (2) o (4) de la Formula de Frullani, sino también las que se derivan
de ella, tales como las de los ejemplos que se presentaron, los cuales satisfacen
diferentes condiciones. Cuando puede ser aplicada, la féormula nos provee de
eficiencia a la hora de resolver problemas, obteniendo de manera rapida y
precisa soluciones a determinados problemas. Es importante mencionar que
esta formula tiene algunas aplicaciones en otras ciencias relacionadas con la
matemaética, por ejemplo, en la fisica y la estadistica [3].
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Resumen

En el presente trabajo se aplica la metodologia de los modelos Box-Jenkins
y redes neuronales, usando datos semanales de una serie de tiempo de
la radiacién solar los cuales se pueden observar en forma gréfica en la
Figura 1, la escala en que estan los valores de los datos es Watt por

%4 .
metro cuadrado —. Los datos con los que se cuentan empiezan desde la
m

primera semana del afio 2020 hasta la dltima semana del afio 2022. Se
utiliz6 una base de datos de la estacién meteorolégica UTP ubicada en
la zona norte del municipio de Puebla. La informacion fue obtenida del
sistema nacional de informacion de la calidad de aire (SINAICA) de la
Secretaria del Medio Ambiente y Recursos Naturales, y fue procesada
en el paquete computacional Python. La metodologia seguida para la
construccion del modelo SARIMA, se ajusté a los pasos sugeridos por
Box-Jenkins: estacionariedad, identificaciéon del modelo, estimacién de
pardmetros, diagnéstico y pronostico, por otro lado en la parte de redes
neuronales se utilizé6 una red neuronal recurrente.
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Serie de tiempo de datos semanales (2020-2022)

260
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Semana
Figura 1: Serie de tiempo datos promediados semanalmente de la radiacion
solar del municipio de Puebla.

1 Introduccion

La radiacion solar es aquella energia emitida por el Sol a través de un
conjunto de ondas electromagnéticas y de la cual depende la vida en la Tierra.
Ademés de determinar las dinamicas y tendencias atmosféricas y climatologicas,
hace posible la fotosintesis de las plantas, entre otros procesos |2]. Teniendo en
cuenta la variabilidad de la radiacion solar, una posible forma de conocer los
valores a futuro consiste en elaborar pronésticos confiables del comportamiento
de esa variable.

Para lograr un pronostico de una serie de tiempo, existe una amplia gama
de investigaciones sobre distintos métodos de prediccion, fundamentalmente
estadisticos, entre los que destacan los modelos SARIMA o modelo autorre-
gresivo estacional integrado de promedio moévil multiplicativo los cuales han
sido ampliamente estudiados y utilizados en pronésticos en el ambito de las
finanzas y la economia debido a que son altamente eficientes en manejar series
de datos como por ejemplo en pronodstico de precios del tomate en México,
pero dado que en la realidad la linealidad es muy dificil de encontrar no
parece ser muy razonable asumir de antemano que una serie de tiempo en
particular, es generada por un proceso lineal, cuando en el mundo real los
sistemas son regularmente no lineales. Debido al comportamiento no lineal

Matematicas y sus aplicaciones 27, Capitulo 2, paginas 27-52



Analisis de la radiacion solar en el municipio de Puebla usando la
metodologia de Box-Jenkins y redes neuronales artificiales 29

que presentan algunos pronodsticos, las redes neuronales artificiales, son un
excelente candidato para la prediccion de esta estimacion. Una caracteristica
importante en las redes neuronales artificiales empleadas en los prondsticos, es
que los datos no deben de ser analizados para probar el supuesto de tendencia
o estacionalidad en la serie de tiempo previo a la realizacion del prondstico
[3], esto les da una gran ventaja sobre los modelos tradicionales de series de
tiempo.

2 Radiacion Solar

El Sol

El Sol es la estrella que pertenece a nuestro Sistema Solar. Su origen
al igual que la Tierra fue un conjunto de gases incandescentes que al girar
vertiginosamente provoco que los gases mas pesados se fueran al centro y los
més livianos al exterior. El astro solar es una gigantesca bola de gas a la que
la Tierra, al igual que el resto de cuerpos del Sistema Solar, se encuentra
intimamente ligada. Se pueden tener pequenios cambios en las propiedades
fisicas del Sol y esto causar efectos enormes en el clima y la vida en nuestro
planeta.

Este gran astro se formé aproximadamente hace 4,650 millones de anos y
se puede decir que tiene combustible para 5,000 millones més. Actualmente el
Sol se encuentra en la fase de plena actividad, en la que seguird quemando
hidrégeno de manera estable unos 5,000 millones de afios més [4].

Radiacion Solar

La radiacion solar la podemos definir como el flujo de energia que recibimos
del Sol en forma de ondas electromagnéticas que permite la transferencia de
energia solar a la superficie terrestre. Estas ondas electromagnéticas son de
diferentes frecuencias y aproximadamente la mitad de las que recibimos estan
entre los rangos de longitud de onda de 0.4 [um| y 0.7 [um], y pueden ser
detectadas por el ojo humano, constituyendo lo que conocemos como luz visible,
ver Figura 2. De la otra mitad, la mayoria se sitiia en la parte infrarroja del
espectro y una pequenia parte en la ultravioleta [4].
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ULTRAVIOLETA LUZ VISIBLE INFRARROJO

400 700

SCNGITUD DE CHOA [N

100 280 315

Figura 2: Espectro de radiaciéon electromagnética solar.

Unidades de medida de la radiaciéon solar

Las cantidades de radiacién son expresadas generalmente en términos de
exposicion radiante o irradiancia, siendo esta tltima una medida del flujo de
energia recibida por unidad de &rea en forma instantanea como energia/area-
tiempo y cuya unidad es el Watt por metro cuadrado (1W/m?). Un Watt es
igual a un Joule por segundo.

Irradiancia Solar

La irradiancia solar es la potencia por unidad de area recibida del Sol en
forma de radiacion electromagnética medida en el rango de longitud de onda
del instrumento de medicion.

Medicion de la radiacidon solar

La radiacion solar se mide con distintos propositos, uno de ellos es fundamental
para una buena planificaciéon, diseno e implementacion de un proyecto de
aplicacion solar. Para la medicion de la radiacion solar existen diversos instru-
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mentos, siendo los mas comunes las celdas fotovoltaicas y los piranémetros
(Figura 3) [5].

Los piranémetros absorben la radiacion solar por medio de termocuplas
que convierten el calor en voltaje eléctrico proporcional a la radiacion. La
celda fotovoltaica en tanto, es un pequeno panel de silicio conectado a una
resistencia que genera una corriente proporcional a la radiacion [5].

Figura 3: Instrumentos para la medicién de la radiacién solar.

3 Conceptos basicos de series de tiempo

En este apartado se presenta una somera introduccion teérica de la metodo-
logia Box-Jenkins y series de tiempo.

Series de tiempo

Primeramente, definamos que es una serie de tiempo. Una serie de tiempo
es una sucesion cronologica de observaciones X, en la que cada una de ellas
corresponde a una variable aleatoria distinta, y la ordenacion de la sucesion de
observaciones es esencial para el analisis de esta. Més atin una serie de tiempo
X; es un proceso estocastico donde el indice esta relacionado con el tiempo
6].

En general en una serie de tiempo, no existen limitaciones para el lapso a
medir, puede medirse en minutos, dias, meses, anos, etcétera. Lo inico que
se requiere es un punto de inicio y un punto final. Entre estos dos puntos se
toman las mediciones; el tiempo transcurrido entre cada medicién se considera
constante y se conoce como periodo, en tanto su valor es llamado frecuencia.

Las series de tiempo se examinan con la esperanza de hallar algtn patrén.
Con el objeto de identificar dicho patréon, muchas veces es conveniente pensar
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que la serie de tiempo consta de varios componentes, los cuales son los
siguientes:

e Tendencia. La tendencia se refiere al desplazamiento hacia arriba o
hacia bajo que caracteriza a las series de tiempo con relacién a un
periodo de tiempo. Esta refleja el crecimiento o declinacion de extensa
duraciéon en las series de tiempo. La tendencia puede ser lineal y no
lineal [7].

e Ciclo. El ciclo se refiere a los movimientos hacia arriba o hacia abajo
alrededor de los niveles de tendencia. Estas fluctuaciones tienen una
duracion que varia dependiendo del problema a estudiar [7].

e Variaciones estacionales. Las variaciones estacionales son patrones
periddicos en una serie de tiempo que se completa dentro de un periodo
anual que se repiten cada ano |7].

e Fluctuaciones irregulares. Las fluctuaciones irregulares son movimien-
tos erraticos que siguen un patrén indeterminado o irregular [7].

Estacionalidad y estacionariedad

Para el analisis de una serie de tiempo es importante conocer si la serie
cuenta con estacionalidad y estacionariedad.

La estacionalidad sugiere que ciertas tendencias apareceran de forma ciclica.
Por ejemplo, las temperaturas suben y bajan segun las horas del dia y los
meses del ano. Estos son dos ejemplos distintos de patrones estacionales que
observamos en nuestra vida, el cambio durante el dia y el cambio durante un
ano completo.

En cuanto a la estacionariedad, una serie es estacionaria si es estable a lo
largo del tiempo. Esto se refiere a que la media, la varianza y la autocorrelacion
se mantienen constantes, lo que significa que los posibles valores en cada tiempo
se mantienen constantes. Formalmente:

1. E [X;] = cte.
2. Var [X,| = cte.

3. Cov(Xytk, Xt) = Cov(Xsyr, Xs), Vi,s,k €T (conjunto de indices).
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Funcion de autocorrelacion (FAC) y funcién
autocorrelacion parcial (FACP)

Por lo general cuando se hace un analisis estadistico se supone la existencia
de independencia entre las variables aleatorias. Sin embargo, en las series de
tiempo existen ciertas correlaciones entre las observaciones, en otras palabras,
que los cambios que sufre una de las variables afectan en la otra. Las funciones
de autocorrelacion contienen la informaciéon de la dependencia temporal de un
proceso estocastico que se utiliza para generar un patréon y posteriormente, un
modelo que refleje el comportamiento de la serie de tiempo que nos permitira
generar pronostico del comportamiento futuro.

e Funcion de autocorrelacion (FAC). La funcion de autocorrelacion propor-
ciona la autocorrelacion para cualquier retraso que consideremos. La
alternativa seria encontrar manualmente la correlacion entre nuestros
datos originales y miiltiples retrasos de si misma.

e Funcion autocorrelacion parcial (FACP). La autocorrelacion mide la
similitud entre una serie temporal y unas versiones anteriores de si
misma. Sin embargo, los coeficientes también capturan efectos de los
momentos anteriores de manera indirecta. Por indirecta nos referimos
a todos los demas canales a través de los cuales los datos del pasado
afectan a los datos actuales. Si deseamos determinar sélo la relacion
directa entre la serie de tiempo y su version retrasada, necesitamos
calcular la autocorrelacion parcial.

Modelos estacionarios

Los modelos de series tiempo se descomponen en dos partes: la parte
sistematica y la parte aleatoria. La parte sistematica es la parte predecible
constituida por la serie de tiempo, mientras que la parte aleatoria es la parte
donde sus valores no tiene relaciéon alguna o dependencia entre si. Usualmente
cuando se construye un modelo estadistico el problema es formular la parte
sistematica

1. Medias Moviles de orden g, MA(q).
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Estos procesos representan fenémenos cuyos eventos producen un efecto
inmediato que dura lapsos de tiempo cortos. Se define como:

Xt = ay — Glat,l — = 9qat,q, (1)
donde a; ~ RB(0,0%) para j =t —gq,...,t.

2. Autoregresivos de orden p  AR(p).

Expresa a X; en funcién de su pasado hasta el retardo ¢t — p méas un
factor aleatorio al tiempo ¢, independientes e idénticamente distribuidos:

Xe =0+ 01 Xem1 + 02 Xo o+ -+ $p Xy p + €, (2)
donde €¢; ~ RB(0,0?).

3. Medias Moviles de Autoregresivos, ARM A(p, q).

La combinacion de los procesos de AR(q) y M A(p) da como resultado a
los procesos mixtos a los cuales se les denomina como ARMA(p,q) y los
cuales se definen como sigue:

Xe=1 Xp1+ -+ 0pXi—p+ e — a1 — - — 014 (3)
donde {X;} es estacionaria y {;} ~ RB(0,0?).

Modelos no estacionarios

ARIMA

El modelo ARIMA permite describir un valor como una funciéon lineal de
datos anteriores y errores debidos al azar. Es decir, debe contener todos los
elementos necesarios para describir el fenomeno. Box y Jenkins recomiendan
como minimo 50 observaciones en la serie temporal.

Este modelo se denomina Modelo Autorregresivo Integrado de Me-
dias Moviles de orden (p,d,q) o ARIMA(p,d,q) con p el orden del polinomio
autorregresivo estacionario, d el orden de integracion y ¢ el orden del polinomio
de medias moviles.

El modelo se representa de forma matematica con la siguiente ecuacion:

®,(B)AYX, = 6 + 0,(B)e, (4)
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donde ©,(B) y ©,(B) son polinomios en el operador de retardos finitos de
orden p vy ¢, y A? es el operador diferencia de orden d.

Modelos multiplicativos

Cuando trabajamos con datos de periodicidad inferior al ano (mensuales,
semanales, diarios, etc.), suele darse el factor estacional, y deberan analizarse
las correlaciones entre los mismos meses, semanas, etc. de anos sucesivos.

SARIMA

Un modelo SARIMA incorpora factores estacionales en un modelo multipli-
cativo. Una notacion abreviada para el modelo es SARIM A(p,d, q)(P, D, Q)s,
(p,d,q) es la parte no estacional y (P, D, Q) es la parte estacional [8].

p denota el nimero de términos autorregresivos, d el orden de diferenciadas
no estacional, ¢ el niimero de términos de la media maévil invertible, P denota
el namero de términos autorregresivos, D el orden de diferencia estacionales,
@ el nimero de términos de la media moévil invertible estacional y s es la
ventana de tiempo del patron estacional [9]. Este modelo plantea una ecuacion
general y selecciona aquella que cumpla inicialmente con la estacionariedad,
estacionalidad y genere ruido blanco en los errores del modelo proyectado, tal
como se muestra en la siguiente ecuacion:

Dp(B*)¢p(B)VIVIX, = 6 + Og(B°)0,(B)e. (5)
donde:
e ¢,(B), es el operador del proceso autorregresivo de orden p.

e §,(B), es el operador del proceso de promedio mévil de orden g.

$p(B?), es el operador estacional autorregresivo de orden P.

O©¢(B?), es el operador estacional de promedio movil de orden Q.

V¢, es el componente de diferencia de orden d.

VP es el componente de diferencia estacional de periodo s y orden D.

e ¢, es un proceso de ruido blanco Gaussiano [8| [10].
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Metodologia Box-Jenkins

Identificacion de Modelos de Series de Tiempo: Una Introduccion a la
Metodologia Box-Jenkins [11].

Al analizar una serie de tiempo, surge la pregunta fundamental: ;qué tipo
de proceso estocastico subyacente esta generando los datos? ;Se trata de un
proceso AR puro, un proceso MA puro, un proceso ARMA o un proceso
ARIMA? En cada caso, es crucial determinar los parametros especificos del
modelo, como el valor de p para un proceso AR, el valor de q para un proceso
MA, o los valores de p, d y q para un proceso ARIMA.

La Metodologia Box-Jenkins: Una Herramienta para la Identificacion de
Modelos.

La metodologia Box-Jenkins es una herramienta estadistica ampliamente
utilizada para responder a estas preguntas. Desarrollada por los estadisticos
George E. P. Box y Gwilym Jenkins, esta metodologia proporciona un enfoque
sistemético para identificar y estimar modelos de series de tiempo.

Aplicaciéon de la Metodologia Box-Jenkins.

La metodologia Box-Jenkins implica varios pasos, incluyendo:

1. Analisis de la estacionariedad: determinar si la serie de tiempo es estacio-
naria o no. 2. Identificacion del modelo: utilizar graficos y estadisticas para
determinar el tipo de modelo que mejor se ajusta a los datos. 3. Estimacion
de parametros: estimar los parametros del modelo seleccionado. 4. Validacion
del modelo: verificar si el modelo es adecuado para los datos.

Conclusion:

La metodologia Box-Jenkins es una herramienta poderosa para identificar
y estimar modelos de series de tiempo. Al seguir un enfoque sistematico,
los analistas pueden determinar el tipo de proceso estocéstico subyacente
y estimar los parametros del modelo, lo que les permite tomar decisiones
informadas y precisas.

El método considera cinco pasos:

1. Estacionariedad. La estacionariedad esta principalmente relacionada
con la estabilidad de una serie. Este concepto es de gran importancia
para la metodologia Box-Jenkins ya que en caso de que los datos no se
comporten de manera estable a lo largo del tiempo, es necesario aplicar
una transformacion a la serie para llevarla a ello. Existen algunas formas
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4

para conocer si una serie es estacionaria: por medio del grafico de la
serie, por medio de la funcién de autocorrelacion simple y por la prueba
de Dickey-Fuller.

. Identificacion. Es decir, encontrar los valores apropiados de p, d y q.

La funcién de autocorrelacion y la funcion de autocorrelacion parcial
ayudan en esta labor.

. Estimacion. Tras identificar los valores apropiados de p y ¢, la siguiente

etapa es estimar los pardmetros de los términos autorregresivos y de
promedios moviles incluidos en el modelo. Algunas veces, este calculo se
efectiia mediante minimos cuadrados simples, pero otras hay que recurrir
a métodos de estimacion no lineal (en parametros). Como esta labor se
lleva a cabo ahora a través de rutinas en diversos paquetes estadisticos,
en la practica no es preciso preocuparse por los desarrollos mateméticos
de la estimacion [11].

. Diagnéstico. Después de seleccionar un modelo particular y de estimar

sus parametros, tratamos de ver si el modelo seleccionado se ajusta a los
datos en forma razonablemente buena, pues es posible que exista otro
modelo que también lo haga. Es por esto que el diseno de modelos con
la metodologia Box-Jenkins es un arte méas que una ciencia; se requiere
gran habilidad para seleccionar el modelo correcto. Una simple prueba
del modelo seleccionado es ver si los residuales estimados a partir de
este modelo son de ruido blanco [11].

. Pronéstico. Una razon de la popularidad del proceso de construccion de

modelos con la metodologia Box-Jenkins es su éxito en el pronéstico.
En muchos casos, los pronoésticos obtenidos por este método son mas
confiables que los obtenidos por otros modelos, en particular en el caso
de pronosticos de corto plazo [11].

Conceptos basicos de redes neuronales

Machine learning

El machine learning es una rama de la inteligencia artificial que permite

que las maquinas aprendan sin la necesidad de ser programadas para ello. Una
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habilidad indispensable para hacer sistemas capaces de identificar patrones
entre los datos para hacer predicciones. Esta tecnologia esta presente en
un sinfin de aplicaciones como las recomendaciones de Netflix o Spotify, las
respuestas inteligentes de Gmail o el habla de Google Home y Alexa [12].

El machine learning ha avanzado de forma exponencial durante los tltimos
20 anos, y es responsable de crear programas capaces de derrotar a jugadores
humanos en distintos juegos para lograr esto es, en concreto, el ‘aprendizaje
por refuerzo’que es una de las cuatro clasificaciones de estilos de aprendizaje
en funcion de la salida esperada y del tipo de entrada [12]:

1. Aprendizaje supervisado.
2. Aprendizaje no supervisado.
3. Aprendizaje semisupervisado.

4. Aprendizaje por refuerzo.

Aprendizaje profundo

El aprendizaje profundo es un tipo de técnica de machine learning que se
basa en el cerebro humano. Los algoritmos de aprendizaje profundo analizan
los datos con una estructura logica similar a la que utilizan los humanos. El
aprendizaje profundo utiliza sistemas inteligentes, denominados redes neurona-
les artificiales, para procesar informacion por capas. Los datos fluyen desde
la capa de entrada a través de varias capas de redes neuronales “profundas’
ocultas antes de llegar a la capa de salida. Las capas adicionales ocultas
permiten un aprendizaje mucho mas eficaz que el de los modelos estandar de
machine learning [13].

’

Redes Neuronales Artificiales

Las Redes neuronales Artificiales su nombre y estructura estan inspirados
en el cerebro humano, imitando la forma en que las neuronas biologicas se
envian senales entre si [14]. Se puede crear una red neuronal artificial simulando
una red de neuronas modelo en una computadora. Al aplicar algoritmos que
imitan los procesos de las neuronas reales, podemos hacer que la red aprenda
a resolver muchos tipos de problemas. Una neurona artificial se denomina
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unidad de umbral y su comportamiento se ilustra en la Figura 4. Recibe
entradas de otras unidades o fuentes externas, pesa cada entrada y las suma.
Si la entrada total esta por encima de un umbral, la salida de la unidad es
uno, de lo contrario es cero. Por lo tanto, la salida cambia de 0 a 1 cuando la
suma total ponderada de las entradas es igual al umbral.

X ———  w Z o(-) y

Xas —— W3

Funcién
Entradas Pesos Sumatoria de Salida
activacion

Figura 4: Comportamiento de una Neurona Artificial.

Entonces las redes neuronales artificiales consisten en un conjunto de
neuronas o nodos interconectados (véase la Figura 5). Mediante el ajuste de
los pesos de los nodos, se puede obtener el rendimiento especifico o deseado
para un determinado conjunto de entradas. Los pesos se ajustan mediante un
algoritmo de aprendizaje y a este proceso se llama entrenamiento o aprendizaje.

Capa de Capa Capa de
entrada oculta salida

Figura 5: Ejemplo de Red Neuronal Artificial.
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Redes Neuronales recurrentes

En la préctica, las Redes neuronales simples tienen una capacidad limitada
para aprender dependencias a més largo plazo. Los Redes neuronales comiin-
mente se entrenan a través del algoritmo backpropagation, en la que pueden
experimentar un problema de gradiente de “desaparicion” o “explosion” [15].
Estos problemas hacen que los pesos de la red se vuelvan muy pequenos o
grandes, lo que limita la efectividad en aplicaciones que requieren que la red
aprenda relaciones a largo plazo, por ejemplo, en la series de tiempo.

Olvido Actualizacion Salida

Ct-1 w Ct
ojolo

Nt ht

Xt

Figura 6: Red LSTM.

Para superar este problema usaremos redes neuronales recurrentes pun-
tualmente redes LSTM, las cuales usan puertas adicionales para controlar qué
informacion en la celda oculta se exporta como salida y al siguiente estado
oculto. Las puertas adicionales permiten que la red aprenda relaciones a largo
plazo en los datos de manera mas efectiva. La menor sensibilidad al intervalo de
tiempo hace que las redes LSTM sean mejores para analizar datos secuenciales
que las Redes neuronales simples [15]. La arquitectura de un bloque LSTM
generalmente tiene una celda de memoria, una puerta de entrada (input gate),
una puerta de salida (output gate) y una puerta de olvido (forget gate), como
se muestra en la Figura 6.

Donde X, representa la entrada, h; el estado oculto, ¢; el estado de la
celda, f la puerta de olvido, ¢ la memoria de la celda, i la puerta de entrada
y o la puerta de salida.
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5 Analisis del caso de estudio con la metodologia
de Box-Jenkins

En la Figura 1 se muestra el grafico de la serie de tiempo de la radiacién solar
del municipio de Puebla, es posible observar que la serie presenta estacionalidad,
al parecer no hay presencia de tendencia o no es muy visible, note que la
serie no oscila alrededor de cero, ademas note que la variabilidad parece ser
constante. Se realizaron transformaciones para estabilizar la varianza usando
la funciéon de transformacion propuesta por Box-Cox, ademés de realizar una
transformacion aplicando logaritmos, se analizaron las respectivas graficas
de las series con los datos transformados, ademéas de sus respectivas FAC y
FACP, en el analisis no se observo gran diferencia comparadas con la serie
original. Por lo que se decidi6 trabajar con los datos originales de la serie.

Dado que resulta una buena practica, cuando se analiza una serie de
tiempo usando la metodologia de Box-Jenkins, el verificar si la serie es al
menos débilmente estacionaria, se graficaron las funciones FAC y FACP de la
serie de tiempo de la radiacion solar del municipio de Puebla, tales funciones
se presentan en la Figura 7. Obsérvese que la FAC se corta con rapidez y se
extingue en forma sinusoidal amortiguada, y en cuanto a la FACP es posible
observar que esta se extingue a partir del primer rezago y de nuevo vuelve a
ser significativo en los rezagos 6, 35, 36, 39 y 44, lo cual puede ser atribuido a
la estacionalidad de la serie.

En la Figura 8 se puede observar una sucesion de graficas de cajas y bigotes,
las cuales representan graficamente los datos agrupados de las semanas 1 de
cada uno de los anos observados, los datos agrupados de las semanas 2 y asi
sucesivamente hasta los datos agrupados de las semanas 52 de cada uno de
los anos observados. De tal manera que como el ano contiene 52 semanas se
construyeron 52 gréaficas da cajas y bigotes, una para cada agrupacion.
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Figura 7: FAC y FACP de la serie original.

Diagrama de cajas semanal de la radiacion del municipio de Puebla
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Figura 8: Grafica de cajas y bigotes de la serie de tiempo de la radiacion solar.
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Ahora bien, regresando de nuevo a las autocorrelaciones, estas indicarian
que se trata de una serie estacionaria, para verificar esto se decidi6 realizar la
prueba de estacionariedad Dickey-Fuller.

En la Tabla 1 se muestran los resultados de la prueba Dickey-Fuller y el
contraste de hipotesis, donde resulta que la hipotesis nula se rechaza a cualquier
nivel de significancia, en este trabajo se tomara un nivel de significancia del
5 %. De acuerdo con los resultados de la prueba, la serie resulta ser estacionaria,
ademas de que es estacional.

Cuadro 1: Prueba de estacionariedad para la serie.

E.dep. [V.c.al1% | V.c.al5% | V.c. al 10%
-4.11776 -3.4744 -2.8809 -2.5770

Como se busca el mejor modelo y el mas sencillo entonces se decidi6 realizar
una diferencia regular a la serie original y una diferencia estacional (con s=52)
a la serie diferenciada regularmente, ver Figura 9.

Diferencia regular y estacional de datos promediades semanalmente (2020-2022)

100

Radiacién Solar

—100

2021-01 2021-04 2021-07 2021-10 2022-01 2022-04 2022-07 2022-10 2023-01
Semana

Figura 9: Serie de tiempo con una diferencia regular y una diferencia estacional.

Graficando las FAC y FACP de la serie con una diferencia regular y la
FAC y FACP de la serie diferenciada estacionalmente, resulta lo siguiente, ver
Figuras 10 y 11.
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Las FAC y FACP dadas en la Figura 10 son de ayuda para definir los
ordenes de p y g para el modelo que describa la serie de tiempo en la parte no
estacional. Obsérvese que en la Figura 10, la FAC tiene una espiga sobresaliente
en el primer rezago y después se extingue. Por lo que q puede tomar el valor
de 06 1.

Para la FACP se tienen 2 espigas sobresalientes, una en el primer rezago
donde en esta se corta y la otra espiga que sobresale es en el 14 rezago. Por lo
que el valor de p puede ser 0, 6 1. Asi, se propuso un modelo ARIMA(1,1,1)
para la parte no estacional.

Por otro lado, se analiz6 la FAC y FACP del grafico en la Figura 11.
Obsérvese que, la FAC tiene una espiga sobresaliente en el primer rezago, y se
corta, después sobresalen 4 espigas mas, pero son muy pequenas. Por lo que
el valor de QQ puede ser igual a 0 6 1.

Autocorrelation

w8 PSUUUIR 00 X PN X 2, d S SPRE d J PPP |
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Partial Autocorrelation

Figura 10: FAC y FACP de la serie con una diferencia regular.
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Para la FACP se tienen 6 espigas sobresalientes en los primeros seis rezagos
y se corta a partir del rezago 6, después sobresalen las espigas 9 y 10 pero
estos son muy pequenios al igual que las espigas 5 y 6. Por lo que el valor de P
puede ser 0, 1, 2, 3 6 4. Asi, se propuso un modelo para la parte estacional
con s = 52, de la forma ARIMA(1,1,0)s55. En resumen, el modelo propuesto
es ARIMA(1,1,1)(1,1,0)50.

Autocorrelation

i Illhrl' r.rT -ITI' T[!n. I'lT.”n-_ [-Tl‘.-Tr | SN IS
Illl 4 l“-“l." ln“‘I.II"I.I,ll.IIJI [FIFLI]™ 1)

Partial Autocorrelation
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Figura 11: FAC y FACP de la serie con una diferencia regular y una diferencia
estacional.

Se propusieron otros 3 modelos con la ayuda de la paqueteria pdmarima
de Python. Los resultados se muestran en la Tabla 2. Luego de observar los
resultados obtenidos de acuerdo al criterio de Akaike y BIC, el modelo a
elegir fue el ARIMA(1,1,1)(1,1,0)52, ya que, éste toma el valor mas pequeno
conforme a los criterios.

La validacion del modelo es una parte importante para evidenciar la
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idoneidad del mismo. Para el analisis de residuos, se hizo uso de las herra-
mientas: .plot_ diagnostics() de la paqueteria pmdarima de Python, para la
comprobaciéon de normalidad de los residuos.

En la Figura 12 se puede ver el diagnostico del modelo. Obsérvese que en la
primera imagen de la Figura 12 se muestran los residuales estandarizados del
modelo, donde se observa que estan distribuidos de forma aleatoria alrededor
del cero, sin mostrar tendencia, por lo que se consideran independientes. En la
segunda imagen se muestra que su la distribucion de los residuales se asemeja
a una distribucién normal estandar, es decir que tiene una media de 0 y una
desviacion estandar de 1.

Y por ultimo en la cuarta imagen, la FAC de los residuales se asemeja
a la FAC de un ruido blanco, por lo que parece que se esta ante un modelo
adecuado.

Standardized residual Histogram plus estimated density
05
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oy 02
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Figura 12: Diagnostico del modelo.
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Cuadro 2: Diferentes modelos propuestos.

Modelos propuestos.
Modelo. AIC BIC
ARIMA(2,0,2) 1416.567 | 1434.905
ARIMA(0,1,1)(2,0,0)50 | 1415.580 | 1427.779
ARIMA(1,0,0)(1,1,0)50 | 956.414 | 964.376
ARIMA(1,1,1)(1,1,0)52 | 952.448 | 963.026

6 Analisis del caso de estudio con Redes
Neuronales

Se comenzd con un anélisis del sistema que ha de utilizar esta red neuronal,
asi como la division de los datos para el conjunto de datos de entrenamiento
y los datos de prueba de la red. El modelo que se decidi6 utilizar es un
modelo secuencial y para la division de los datos, el conjunto de datos de
entrenamiento consiste de datos desde la primera semana del ano 2020 hasta
la dltima semana del mes de mayo del ano 2022 y para los datos de prueba
consisten desde la primera semana del mes de junio del afio 2022 hasta la
ultima semana del ano 2022.

Una vez ya teniendo dividido los datos, estos datos fueron normalizados
para optimizar el aprendizaje de la red neuronal. Una vez conseguido, se
procedid a disenar la red neuronal con sus respectivas capas de entrada, salida
y en capas ocultas, en la Tabla 3 se da un resumen del diseno de la red
neuronal.

Teniendo desarrollada la red neuronal, se entren6 con el primer conjunto
de datos para su optimizacion de pardmetros como de estructura interna para
encontrar el modelo 6ptimo mediante RMSE (Error cuadréatico medio). Se
utilizo el optimizador ADAM, la funcion de costo RMSE (error cuadratico
medio) y un total de 100 épocas para el aprendizaje de la red.
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Cuadro 3: Resumen del disefio de la Red Neuronal.

Modelo secuencial.

Capa (Tipo). | Forma de salida. | Parametros
LSTM (None, 52, 200) | 161600
LSTM (None, 200) 320800
DENSE (None, 1) 201

Ya entrenada la red, esta debe ser validada para certificar que es capaz
de funcionar con valores no vistos antes, mediante el conjunto de pardmetros
validados. En la Figura 13 se muestran distintos resultados de tres redes
neuronales, seleccionando la ultima ya que se acoplaba mejor a los datos de
prueba.

Figura 13: Resultados de distintas redes neuronales.

7 Comparacion de la metodologia Box-Jenkins
y Redes Neuronales

En este trabajo, tal como se mencioné, se abordan el uso de dos metodo-
logias para generar prondsticos, la primera es la metodologia Box-Jenkins el

cual gener6é un modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,0)52 y en la segunda se utilizo
una red neuronal recurrente.
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En la Tabla 4 y Figura 14, Se muestran los resultados obtenidos para cinco
semanas con las dos metodologias, seleccionandose el de menor error relativo.
(véase la Tabla 5), siendo en este caso el de Redes neuronales.

Cuadro 4: Resultados.

Pronésticos obtenidos para 2023
Periodo | Dato real | Box-Jenkins | RNA
08-01-2023 | 195.08 157.41 171.04
15-01-2023 | 187.60 148.78 177.33
22-01-2023 | 187.72 173.11 184.65
29-01-2023 | 197.75 195.58 198.25
05-02-2023 | 211.30 206.63 216.73

Datos reales vs Red Neuronal Artificial vs Box-Jenkins

2023-01-09 2023-01-13 2023-01-17 2023-01-21 2023-01-25 20230129 2023-02-01 2023-02-05
Tiempo

Figura 14: Comparacién de resultados en forma gréfica.

Cuadro 5: Errores relativos.

Errores Relativos
Periodo Error relativo B-J | Error relativo RNA
08-01-2023 0.193104 0.12321
15-01-2023 0.206932 0.05477
22-01-2023 0.077848 0.01635
29-01-2023 0.011009 -0.0025
05-02-2023 0.022111 -0.0257
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8 Conclusiones

Como conclusién a lo expuesto anteriormente, se puede decir que ambas
metodologias son buenas ya que generan un pronéstico bastante adecuado a
la realidad. Pero existen diferencia entre la metodologia de Box Jenkins y la
utilizacion de redes neuronales para pronosticos: entre ellas se destacan que
para trabajar con redes neuronales no es necesario probar ninguna distribucion
en los datos de origen, estos pueden o no tener correlaciéon. Lo anterior se
cumple porque las Redes Neuronales Artificiales aprenden sobre sus mismos
datos y su propio comportamiento dando una gran ventaja, sin embargo no se
puede dejar de lado la metodologia que hay detras de cada una de estas, ya
que la metodologia Box-Jenkins cuenta con respaldo més sélido desde el punto
de vista matemaético y las Redes Neuronales Artificiales son atin un método
un tanto descriptivo ya que para poder llegar a un pronéstico adecuado, se
tuvieron que hacer varios modelos para asi determinar al mejor.

El presente trabajo queda abierto para un posible analisis complementario
que ayude a mejorar los prondsticos vistos anteriormente, esto es, como realizar
otro tipo de analisis alternativo para complementarlo de la mejor manera o
incluso realizar otro diseno de red neuronal.
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Reflexiones y el grupo de Mobius

Agustin Contreras Carreto, Patricia Dominguez Soto y
Lizbeth Rojas Martinez

FCFM, BUAP

Resumen

Las reflexiones son transformaciones geométricas elementales, pero tienen
consecuencias importantes; por ejemplo, son necesarias para el estudio
geométrico de las transformaciones de Mobius. En este capitulo de divul-
gacién se enuncian varios teoremas y resultados relacionados con estas
transformaciones. Se muestra que estas funciones forman un grupo de
transformaciones definidas en el plano euclidiano, donde cada una de
ellas esta generada por composiciones finitas de reflexiones con respecto a
lineas o circunferencias.

Se estudiara la geometria y se introduciran las primeras nociones para
estudiar la dindmica de las transformaciones de Mébius elementales, a
saber, traslaciones, rotaciones y homotecias. Estas transformaciones se-
ran clasificadas como parabolicas, elipticas e hiperbélicas en la notacién
clasica.

1 Reflexiones

Este capitulo de divulgacion esté basado en los libros [1], [2], [3], [4], [5] ¥

[6]. Se denotara con £ a una linea recta cualquiera del plano euclidiano, € a
una circunferencia con centro en un punto O € R? y con radio r > 0; y AB es
la longitud del segmento de recta que va de A a B.
Una reflexién con respecto a una recta % es una transformacion Ry : R?2 —
R? definida por; Ry (P) = P’ tal que el segmento PP’ es ortogonal a la linea
% y es bisecado por esta linea, es decir, .Z es mediatriz de PP’, véase la
Figura 1.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 55



Agustin Contreras Carreto, Patricia Dominguez Soto y Lizbeth Rojas
56 Martinez

Figura 1: Reflexion con respecto de .Z

Observacion 1.1. De la geometria clasica dos rectas £ y £ pueden ser
paralelas o bien pueden intersectarse; dependiendo de esto, la composicion
definird dos tipos distintos de transformaciones elementales del espacio en R2.

1. 8i P € Z, entonces Ry(P) = P.

2. Sea Id : R? — R? la transformacion identidad. Si definimos la compo-
s1c10n como:

R?(Z:RgORf:[d

entonces todos los puntos de R? son puntos fijos, lo que implica que Ry
es una tnvolucion.

3. De la propiedad anterior se sigue que Ry es invertible y que su inversa
es R;} = Re.

Observar lo siguiente: Otras reflexiones importantes del plano euclidiano
R? son las reflexiones respecto a circunferencias.

Definicion 1.2. Dada una circunferencia € con centro O y radio r, Se
llama inversion geométrica o reflexion respecto de la circunferencia €
en R? a la funcion Ry : R*\ {O} — R? tal que si P € R*\ O, entonces
P' = Ry (P) € R? el uinico punto P' que estd sobre el rayo O? y satisface la
siguiente relacion:

OP-OP' = r2.

A P’ se le llama el inverso de P respecto a 6 .
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A la circunferencia % se le llama circunferencia de la inversion; a su
centro O, centro de la inversién, y a 72, potencia de la inversion.

Para la construccion del inverso geométrico de un punto mediante la
inversion circular Ry : R? \ {O} — R? dado un punto P # O y su imagen
P" = Ry(P), se presentan los siguientes dos casos:

Caso 1. Si P es exterior a la circunferencia de inversién %.

Se traza desde P una recta tangente a %, denotando por 7" al punto de
tangencia. Luego, se traza la perpendicular al segmento O P que pasa por
T'; el pie de esta perpendicular es el punto P’, inverso de P. En efecto,
dado que el AOTP es rectangulo en Ty el AOP'T es rectangulo en P,
ambos comparten el angulo en el vértice O. Por el criterio de semejanza
angulo-angulo (AA), se tiene que AOTP ~ AOP'T, de donde:

OP  OT

~ . / 2 _ )2
o7 = op — OP-OP'=(0T)*=r

Caso 2. Si P es interior a la circunferencia de inversion % .

Se traza por P la recta perpendicular al segmento O P, la cual interseca
a % en un punto 7T'. Posteriormente, se construye la recta tangente a
la circunferencia en 7T'. El punto donde esta tangente interseca al rayo

O‘l‘>j es el punto P, inverso de P. En este caso, la semejanza se justifica
de forma anéloga al caso anterior: el AOT P’ es rectangulo en Ty su
altura relativa a la hipotenusa es T'P, lo que garantiza que:

OP-OP' = (0T)* =*

Observacion 1.3. De acuerdo con la definicion anterior se puede observar:
(1) St OP > r, entonces OP' < r.
(i) Si OP < r, entonces OP' > r.

(i1i) Si OP =r, entonces OP' = r. Esto es , € es invertible bajo Ry.

(iv) Como OP' = O’"—QP, st P tiende a cero. Es decir: st OP tiende a infinito.
St OP tiende a infinito, entonces OP’ tiende a cero. Entonces, si se

anade a R?( 0 a C) un punto al que se le llamard “punto al infinito” y se
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denotard por oo, asi, se puede considerar el dominio y el codominio de
Ry por R? U {0}, de tal manera que Ry (0) = 00 y que Ry(00) =0, es
decir, Ry : R*2U{oc} — R?2U{o0}, lo cual resulta un funcion biyectiva.

De la misma manera que las reflexiones con respecto a lineas, las reflexiones
con respecto a circunferencias tienen las siguientes propiedades.

Proposicion 1.4.

1. La circunferencia de inversion € queda fija bajo Ry, es decir, si P € €,
entonces Rg(P) = P (€ es invariante puntual bajo Ry ).

2. La funcion Ry es una involucion, es decir, RZ = Id.

3. La funcion R¢ es invertible y su inversa es R%l = Re.

De ahora en adelante, se denotara por R una reflexiéon con respecto a una
linea o a una circunferencia. Para especificar qué tipo de reflexion es, se usara
la notacion Ry para las reflexiones con respecto a una linea y Ry para las
reflexiones con respecto a una circunferencia.

2 Reflexién con respecto de una recta

Teorema 2.1. La reflexion respecto a una recta £ es una colineacion; es
decir, la imagen de cualquier recta { bajo Ry es también una recta (.

Demostracion. Sea ¢ una linea.

Caso 1. Si / es paralela a .Z, entonces todo punto P € ¢ se refleja en
un punto Ry (P) = P’ el cual equidista de .Z. El lugar geométrico que
describen los puntos P’ € R? para cada P € ¢ es una linea ¢, la cual es
paralela a .Z, véase la Figura 2.

W\

Figura 2: Reflexiéon de una linea con respecto de &
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Caso 2. Si / interseca a .Z’, entonces sea P el punto de interseccion, como
ya se sabe Ry (P) = P, por la Proposicién 1.4 P es un punto fijo; sean
Qe l\{P},Q =Rs(Q)yl = PHQ’ SiRely R = Ry (R), entonces
£ es mediatriz del segmento RR'. Sea M es punto medio de RR' tal
que ZRPM = Z/R'PM y por razones anélogas el ZQPM = /Q'PM,
véase la Figura 3.

Figura 3: Reflexion de una linea que interseca a &

Asi, /R'PM =~ /RPM =~ /QPM = /('PM porque R € PO, por lo
que R € 0’ asi Ry({) C 'y viseversa Rg(¢') C £, luego ¢/ = R%({') C
Ry (0), asi ¢/ C Ry(¢), por todo lo anterior se concluye que ¢/ = Ry (/).

]

Para poder hacer el anélisis de la reflexién de una linea con respecto a una
circunferencia, se necesita el siguiente resultado. Se hara uso de la notacion £
para denotar un angulo.

Teorema 2.2. Sea € una circunferencia en el plano euclidiano, con centro
en O y radio r, si P,Q € R? tal que O, P,Q no son colineales; P' = Ry (P) y
Q' = R(Q) son los respectivos inversos de los puntos P y Q) con respecto de
la circunferencia €, entonces LOP'Q)' = LOQP y £L0Q'P' = LOPQ. Véase

Figura 4.

Figura 4: Reflexiéon de Py @
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Demostracion. Como P’ = Ry(P)y Q' = R4 (Q)

OP-OP' =r*=0Q-0Q
OP-OP' = 0Q-0Q’
oP  0Q
oQ  orP"

Esto implica que los triangulos AOPQ y AOQ'P’, son semejantes. Por lo que
se tiene el resultado. ]

Teorema 2.3. La reflexion Ry de una linea con respecto de una circunferencia
€ con centro O y radio r, es una linea o una circunferencia.

Demostracion. Sea £ una linea, se analizaran los siguientes casos:

Caso 1. Si .Z es ajena a %, entonces se traza la linea ortogonal a .Z tal que
pasa por O e interseca a .Z en un punto (). Sea P # () un punto arbitrario
de %, aplicando la reflexion Ry se tiene que, Ry(P) = P’y Ry (Q) = Q', de
ahi que AOPQ y AOQ' P’ son semejantes por el teorema anterior.

Como el angulo ZOQP es recto, entonces ZOP'Q) es recto también, asi que
P’ esta en la circunferencia 2, con diametro OQ' de esta manera se tiene que
R4 (%) C D. Observar que en la imagen del punto al “infinito” con respecto
de la reflexion Ry es el punto O.

Por un argumento anélogo y también usando el Teorema 2.3, se tiene Ry (D) C
Z. Por (2) de la Proposicion 1.4 se tiene que D = RZ(D) C Ry (Z), por
tanto D = Ry (.Z). También, £ = Ry(D).

Figura 5: Reflexion de una linea con respecto de &

A continuacién se enuncia dos casos particulares:
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Caso 2. Si .Z es tangente en P a €, como Ry (P) = P, Ry(Z) = D, donde
D es la circunferencia con didmetro OP. Por lo tanto R¢(.Z) = D, véase la
Figura 6.

Figura 6: Reflexion de una linea con respecto de &

Caso 3. Si .Z interseca a la circunferencia € en los puntos P y @), entonces
% se refleja en una circunferencia D que pasa por O, P y () puesto que
Ry(P) =Py Ry(Q) = Q. Asi Ry(Z) = D, véase la Figura 7.

Figura 7: Reflexiéon de una linea con respecto de &

Caso 2. Por definicion, si P € R*\ {0} y P’ = Ry(P), entonces son colineales,
asi que si .Z pasa por el centro O de la circunferencia %, entonces P € . si
y solo si P' € Z. Por lo tanto, Ry (£) = £, véase la Figura 8. ]
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Figura 8: Reflexiéon de una linea con respecto de &

Corolario 2.4. Las lineas paralelas que no pasan por el centro de la circunfe-
rencia de reflexion €, se reflejan en circunferencias que son tangentes en el
centro de reflexion, véase la Figura 9.

Figura 9: Reflexion de dos lineas con respecto de €

Demostracion. Sean £ y m lineas paralelas que no pasan por el centro de
% . Por el teorema previo, se tiene que Ry (¥) = Cy y Rg(m) = C,,, donde
Cy y C,, son circunferencias que pasan por el centro de . Como £ y m
son paralelas, se puede suponer que se intersecan en el punto al infinito!. De
acuerdo con la Observacion 1.3, Ry (00) = O, por lo que se concluye que Cy
y C,, no se intersecan en otro punto salvo en O. Por lo tanto, C¢ y C,, son
tangentes en O. ]

IPor convencion se supondra que dos lineas paralelas cualesquiera en el plano se intersecan
en el punto al infinito co.
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3 Reflexiones de circunferencias

Teorema 3.1. La reflexion de una circunferencia con respecto de una recta
Z es una circunferencia.

Demostracion. Sea € una circunferencia con centro en O y radio r, se anali-
zaran los siguientes casos.

Caso 1. Si % no interseca a £ y teniendo en cuenta que Ry (0O) = O,
entonces para cada punto P € % se sigue que Rg(P) = P’; y como Ry
es una isometria, todos los puntos P’ equidistan al punto O’, por lo que el
lugar geométrico que describen los puntos P’ € R? para cada P € € es una
circunferencia €’ que no interseca a .Z; véase la Figura 10.

Figura 10: Reflexion de una circunferencia con respecto de .

Lo anterior es cierto; si Oy € £ es el punto medio del segmento OO’
entonces OOy = 040" v PPy = Py P, donde Py es el punto medio del
segmento PP’ por lo que POy = O4P' vy, por lo tanto, OP = O'P’; por
el criterio lado-lado-lado, el tridngulo AOPO ¢ es congruente al tridngulo
ANO'P'O y; véase la Figura 11.

Figura 11: Reflexion de una circunferencia con respecto de .
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Caso 2. Si % interseca a £ en los puntos P y @, por definicion Ry (P) = P
v Rz (Q) = Q; sea R’ € R?, describe una circunferencia que interseca a £ en
Py Q); véase la Figura 12. O

Figura 12: Reflexion de una circunferencia con respecto de &

Se dice que dos o més circunferencias son concéntricas cuando sus centros
tienen la misma posicion.

Teorema 3.2. La reflexion Ry de un circunferencia cualquiera D con respecto
de € una circunferencia con centro en un punto O y radio r > 0, es una linea
0 una circunferencia.

Demostracion. Sea D una circunferencia, se analizaran los siguientes casos.

Caso 1. Si D no interseca a %, entonces se trazan dos lineas .2, % desde el
centro O de la circunferencia % tal que interseca a D en los puntos P,(Q, R
y S. Sean Ry(P) = P', R¢(R) = Ry Ry(S) = 5, los puntos imagen con
respecto a Ry y sea a = LSPQ vy = £QRS, por el resultado que enuncia
que un cuadrilatero es ciclico si, solo si cualesquiera dos angulos opuestos
son suplementarios se tiene, JPQRS es un cuadrilatero ciclico, luego si
LOS'R' =Py £P'Q'Q = «, se sigue que LR'QP’' + £P'S'R' = 180°, porque
a + 8 son suplementarios y sus suplementos también lo son, por el resultado
enunciado antes sobre cuadrilatero, se tiene que C1P'S’R'Q)" es un cuadrilatero
ciclico. Por lo tanto la reflexion Ry (D) = D', con D’ una circunferencia que
contiene a P',Q’', R’ y S’. Observe que D’ no pasa por el centro de &, véase
la Figura 13.
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Figura 13: Reflexion de una circunferencia con respecto de &

Caso 2. Si D es tangente en el exterior a € en el punto P, por un argumento
similar al caso 1, se tiene que Ry (D) = D’ tangente en el interior a ¢ en el
punto P, véase la Figura 14.

/

N

Figura 14: Reflexién de una circunferencia con respecto de &

Caso 3. Si D interseca a % en los puntos P y () pero no por O, entonces ()
se refleja en una circunferencia D', es decir, Ry (D) = D’ la cual interseca a €
en los puntos P y @, véase la Figura 15.

Figura 15: Reflexiéon de una circunferencia con respecto de €

Caso 4. Véase la Figura 16, si D pasa por el centro O de &, por el Teorema
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2.3 y la Proposicion 1.4 inciso (ii), se tiene que

Re(L) =D

Ry (R¢ (L)) = Re(D)
1d(£) = R#(D)

& = R¢(D)

B oz <
Figura 16: Reflexién de una circunferencia con respecto de &

Caso 5. Si D interseca a € en los puntos P y (), entonces, por el teorema
2.3 y la Observacion 1.3, la imagen Ry (D) = D’ es una circunferencia que
también interseca a ¢ en Py Q).

Caso 6. Si D es una circunferencia concéntrica con %, sean P un punto
cualquiera en Dy OP = S el radio de D, entonces Ry (P) = P’, por lo
anterior se tiene;

OP-OP' = r?
S-OP' =1?
2
r
P =—_.
0 S

Es decir, P esta sobre una circunferencia de radio % ; véase la imagen 17.

Figura 17: Reflexiéon de una circunferencia con respecto de €
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Caso 7. Si D esta contenida en %, que es tangente a % en un punto P en el
exterior de &, por el Caso 2 de esta prueba, se tiene que Ry (D’) = D, donde
D’ es una circunferencia en el exterior de %, la cual es tangente en un punto
P; entonces

Ry (R4(D')) = Re(D)
1d(D') = R¢(D)
D' = Ry (D).

Asi, D bajo la reflexiéon Ry es una circunferencia en el exterior de €, pero es
tangente a €.

Caso 8. Si la circunferencia D estd contenida en el interior de %, no es
concéntrica con esta y contiene al centro de inversiéon O. Por el teorema 2.3 y
la Observacion 1.3, su imagen bajo Ry es una recta .. Dado que la inversion
es una involucion, es decir, Ry o Ry = Id, se cumple la siguiente relacion:

Re(D) = &
R¢(R¢(D)) = Ry ()
(Ry o Ry)(D) = Ry (L)
14(D) = Re(2)

D = Re(2).

Por lo tanto, se concluye que la imagen de la recta £ bajo la inversion es la
circunferencia D.
Caso 9. Si D es una circunferencia, que pasa por el centro O de € y por un
punto P en € por el teorema 2.3 y la Observacion 1.3, entonces
Ry(Z) =D
Ry (R4 (X)) = Ry
1d(%) = R¢(D)
Z = Ry(D).
]
Observacion 3.3. Si en la demostracion del teorema previo Caso 1, el cuadri-
latero LJPQRS en la circunferencia D en sentido contrario de las manecillas

del reloj, a su imagen OP'S'R'Q’ en la circunferencia D' se le recorre en
sentido de las manecillas del reloj.
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4 Reflexiones y angulos

Teorema 4.1. (i) Si dos lineas { ym se intersecan, entonces sus reflexiones
con respecto de £ también se intersecan y forman el mismo dngulo que
el comprendido entre £ y m.

(ii) Si dos circunferencias C y D se intersecan, entonces sus reflexziones
con respecto de & también se intersecan y con el mismo dngulo que el
comprendido entre C y D.

Demostracion. (i) Por el teorema 2.1 se sigue que Ry (¢) =0y Ry(m) =m/

con ¢, m rectas. Sea P el punto de interseccion de las lineas ¢ y m, por otro
lado Ry (P) = P’ es el tnico punto tal que es interseccion de las lineas ¢ y
m'.

Sean « el dngulo que forman ¢ y m, () un punto en ¢ y R un punto en
my Rg(Q) = Q, Ry(R) = R, como Ry es una isometria, se sigue que
QR=QR, PR= PRy PQ = P'Q’, luego por el criterio lado-lado-lado, el
tridngulo APQR es congruente al triangulo AP'R'()’, de ahi que, L RP(Q) es
congruente con £ R'P'()’, véase la Figura 18.

¢ z ¢

m m

Figura 18: Reflexion de dos lineas intersectadas con respecto de .

(1) Se tienen los siguientes casos:

Caso 1. Si C interseca a D en solo un punto P, entonces por el teorema 3.1
se sigue que Ry (C) = C'y Ry (D) = D’ son circunferencias; como P € C y
P € D, por lo que Ry(P) = P’ es el tnico punto de ambas circunferencias,
es decir, PP € C'y PP € D' (Si Q' € C'NTD’, entonces existe Q € C N D, tal
que Ry (Q) = Q' por tanto Q € CND = {P}. Asi, Q = P). Luego trazando
la recta {o.0, que pasa por los centros de ambas circunferencias, trazando
la tangente ¢p a C y D por el punto P, por lo que el dngulo entre las lineas
Lo.0p Y £p es un angulo recto. Por la primera parte del teorema se sigue que el
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angulo entre las rectas Ry ((o.0p) = glO’c,O;), vy Ry(lp) = {5, también forman
un angulo recto.

En pocas palabras las tangentes a C' y D’ en el punto P’ coinciden, la cual es
perpendicular a E’Oé/ oy, véase la Figura 19.

NN

Figura 19: Reflexion de dos circunferencias que se intersectan con respecto de

€

Caso 2. Si C interseca a D en dos puntos Py @, se sigue que Ry (C) = ('
y Ry(D) = D', como P,QQ € Cy P,Q € D, se tiene que Rg(P) = P’y
Ry (Q)=Q tal que P, €C'y P,Q €D

Se trazan las lineas tangentes {¢ v fp a C y D respectivamente en el punto
P, luego se traza la recta que pasa por los centros de las dos circunferencias, la
cual se denotara por; ¢o.0,, de ahi que la recta £p,0, interseca a {¢ como a {p
en los puntos A y B respectivamente y también forman un édngulo 6 entre las
rectas {p y {¢ y un angulo « entre las rectas o0, ¥ {c, por ultimo un agulo ~y
entre las lineas ¢p.0,, y {p, por el teorema 2.1, cada recta es enviada bajo R
en otra recta, es decir, Ry ({o.0p,) = %éfob/’ Ry(le) =Llp y Ry(lp) = 05,
por la primera parte de este teorema se sigue que los dngulos entre las rectas;
6/0’0,033, y Uy es 7, 6/0’0,033, y {pr es o, por ultimo ¢, y U, es 6, por lo que £,
y U son rectas tangentes a C' y D’ en el punto P respectivamente, por una
razonamiento similar se concluye el resultado para el punto ). Se tiene el
resultado. ]

Teorema 4.2. Si dos rectas ¢ y m se intersecan en un punto distinto del
centro de inversion, entonces el dngulo de interseccion en ese punto es igual
al dngulo de interseccion de las circunferencias reflejadas en el reflejado del
punto de interseccion, véase la Figura 20.
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Figura 20: Reflexion de dos lineas intersectadas con respecto de &

Demostracion. Sean rectas £ y m que se intersecan en un punto P # O y sea
~ el angulo de la interseccion de las rectas, entonces la recta ¢ se refleja en una
circunferencia, es decir, Ry (¢) = C, la cual pasa por O, de manera analoga
para la recta m se tiene que Ry (m) = C,, la cual también pasa por el origen.
Sean P’ = Ry (P) tal que P' € C'y P’ € D' y « el angulo formado entre las
dos circunferencias en el punto P’ (el formado por las paralelas tangentes a C’
y D' en O o en P'). Trazando la tangentes ¢ y m’ a C' y D’ en el punto O,
son paralelas a £ y m respectivamente. El angulo formado entre ¢/ y m/, es
decir, a es el mismo que el formado entre £ y m.

O

Observacion 4.3. (a) Los resultados anteriores muestran que las reflexiones
preservan dngulos.

(b) El angulo en el vértice P' va en direccion contraria al dngulo en el vértice
P’ es decir, si o se orienta de { a m, entonces o se orienta en sentido
contrario, de m a (.

Proposicion 4.4. Una circunferencia C que interseca a la circunferencia
de inversion € se refleja en otra circunferencia que pasa por los puntos de
interseccion y con el mismo dngulo.

Demostracion. Observe que los puntos de interseccion Py () de C y € quedan
fijos bajo la reflexion Ry, luego por el teorema 3.2, se tiene, Ry (C) = C’, con
C’' una circunferencia que pasa por los puntos Ry(P) = P’y Rg(Q) = @,
luego por el teorema 4.1 C' y € preservan el mismo angulo que C y %. ]

Corolario 4.5. 5% dos circunferencias C y D se intersecan en un punto P,
entonces se reflejan conservando el dngulo de interseccion.

Demostracion. Por el teorema 4.2 y la proposicion previa se sigue el resultado.
O

Matematicas y sus aplicaciones 27, Capitulo 3, paginas 55-89



Reflexiones y el grupo de Mdbius 71

Dos circunferencias se dicen ortogonales si son secantes en un punto
comun (de interseccion) y sus tangentes respectivas son perpendiculares. Notar
que, por la propiedad de que el radio al punto de tangencia es perpendicular
a la tangente, la definiciéon es equivalente a decir que sus radios respectivos en
uno de los puntos de intersecciéon son perpendiculares.

Teorema 4.6. Una circunferencia C ortogonal a €, se refleja en si misma,
véase la Figura 21.

Figura 21: Reflexiones y ortogonalidad

Demostracion. Se tiene que Ry (C) = C' pasa por los puntos de interseccion
R4(P) =Py Rg(Q) = @, por lo que la reflexion Ry conserva el angulo, por
lo que C se refleja en si mismo, ]

Teorema 4.7. 5i C es ortogonal a € con centro O y radio r, entonces cada
rayo que parte de O interca a C en dos puntos P y @, los envia en sus puntos
de reflexion. St C es una circunferencia que pasa por un punto y su respectivo
punto de reflexion, entonces C es ortogonal a € .

Demostracion. Por el teorema previo, si ¢ y C son dos circunferencias ortogona-
les, entonces Ry (C) = C, esto implica que todo rayo que parte de O in-

terseca a C en P de ahi que su punto de reflexion es Ry (P) = P’, el cual esta
sobre el mismo rayo, véase la Figura 22.

Figura 22: Reflexiones y ortogonalidad
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Si P' = R¢(P) y C es una circunferencia que pasa por los puntos Py P’ e
interseca a ¢ en un punto @, entonces OP - OP' = 12, como OQ = r, se sigue
que OQ es tangente a C en el punto @, por lo tanto € y C son ortogonales. [J

5 Reflexiones de circunferencias coaxiales

Se han mencionado algunos resultados sobre las reflexiones con respecto
a una linea o una circunferencia. Por lo que en esta seccién se analizaré el
comportamiento de la reflexiéon con respecto a circunferencias que pertenecen
a las diferentes familias coaxiales.
Para el siguiente analisis, se definird a .% como la familia de circunferencias
coaxiales que intersecan en dos puntos, siendo C y C' dos circunferencias de
dicha familia.
Sea G la familia ortogonal a .%, se analizaran los siguientes casos.

Caso 1. Si se refleja a C con respecto a C’, entonces Re(C') = C”
pertenece a la familia de .% ya que los puntos de interseccién A y B
quedan fijos bajo la reflexion Re, por la Observacion 1.2, véase la Figura
23.

Figura 23: Reflexion de C con respecto a C'.

Caso 2. La circunferencia C” que biseca el angulo formado por las
circunferencias C y C' cumple que Rev(C) =C'y Ren(C') =C con C y ('
en la familia ¢, debido a que R¢r es inyectiva, véase la Figura 24

Figura 24: Reflexién de Cncon respecto a C y C'.
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Caso 3. Si C es un elemento de la familia .# y D es algun elemento de la
familia ortogonal a ¢, entonces, por el teorema 4.6, se tiene Rp(C) = C;
véase la Figura 25.

Figura 25: Reflexion de C con respecto de la familia ¢.

Caso 4. Si se refleja a un elemento de la familia ¢ con respecto a otro
miembro de su misma familia, entonces por el teorema 3.2, Caso 1, se
refleja en otro miembro de ¢, puesto que es una familia ajena, véase la

Figura 26.

Figura 26: Reflexion de la familia ¢ con respecto de si misma.

Caso 5. Si se refleja un elemento de la familia 4 con respecto a un
miembro C de .#, entonces se refleja en si mismo, esto se sigue por el
teorema 4.6; véase la Figura 27.

Figura 27: Reflexion de C de la familia ¢ con respecto de la familia .%.
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Con base en todo lo anterior, se pueden definir las transformaciones de
Mobius en el plano Euclidiano.

Definiciéon 5.1. Una transformacion de Mobius euclidiana general en
R2, es una composicion finita de reflexiones con respecto de lineas o circun-
ferencias. Al conjunto de todas las transformaciones de Mébius euclidianas
generales se denotard por Mob(R?).

Teorema 5.2. El conjunto de todas las transformaciones de Mabius Mob(R?)
forman un grupo con la composicion.

Demostracion. Cerradura. Si My, My € Mob(R?) tal que M; = Rgo---oR; y
My = Rlyo---oR}, entonces M; o My = Rgo---oRy o (Ryo---oR}) € Mob(R?).

Asociativa. Si My, My, M3 € Mob(R?), entonces (M o My) o M3z = M, o Mo
M3 == Ml o) (MQ O Mg)

Elemento neutro. La transformacion Id : R? — R? es una transformaciéon de
Méobius euclidiana general definida por: Id := R?, donde R es una reflexion
de linea o de una circunferencia.

Elemento inverso. Si M € Mob(R?), entonces existe M’ € Mob(R?) tal que
Mo M = M oM = Id. Se denota a M’ como M~! y se llama inversa de M.
Observe que si M es la composicion Rgo---oR;, entonces M ! = Rjo--- Rg.

Asi,(Mob(R?),0) es un grupo. O

A partir de ahora, las circunferencias y lineas con el punto al infinito seran
llamadas solo circunferencias.

Teorema 5.3. (i) Las transformaciones de Mobius euclidianas generales,
envian circunferencias en circunferencias.
(i1) Las transformaciones de Mdbius euclidianas generales conservan dngulos.

Demostracion. Para (i), por los Resultados 1.3 y 2.1 y el teorema 5.2 se sigue
el resultado. Para (ii), por la primera parte de este teorema y por el teorema
4.1, se sigue el resultado. [
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6 La accion de Mobius euclidiano Mob, (R?)

Transformaciones de Mobius elementales

En esta seccion se realizara la descripcion de tres tipos elementales de
transformaciones de Mdébius, las cuales se expresan en términos de traslaciones,
rotaciones y homotecias. Estas transformaciones ya se analizaron de manera
individual en el plano complejo, pero en el plano euclidiano son muy sencillas
de entender y también tienen la propiedad de que sus composiciones definen
otras transformaciones; sin embargo, sus propiedades geométricas son méas
intrincadas que las elementales.

Antes de describir estas transformaciones, se daran algunas definiciones gene-
rales que ayudaran a describir las propiedades dinamicas de dichas transfor-
maciones.

Sea F': R? — R? una transformacion de Mobius y P un punto en R2. Se
define la n-ésima iteracion de F' como F" := Fo---oF, con n en los enteros.
Esto es, componer F' con ella misma n veces. Obsérvese que si n < 0, como F
es invertible, entonces F" = F~lo... o~

Definicién 6.1. La drbita hacia adelante de un punto P € R? bajo F es el
conjunto:

Op(P) :={F"(P):n e NU{0}}.

Transformaciones parabdlicas

Sean .Z y ¢ dos lineas paralelas en R?. La transformacion 7' : R? — R?, de-
finida como la composicion de las reflexiones Ry con Ry, se llama parabélica.
Estoes T := Ryjo Ry.

Bajo esta transformacion, a un punto P € R? se le asocia un punto
P" =T(P) € R? el cual resulta de trasladar a P en la direccion ortogonal a
las lineas dadas a partir de P. Observe que, si Ry(P) =Py Ry(P') = P”",
entonces la magnitud del segmento PP” es el doble de la distancia entre £ y
¢, debido a que las reflexiones son isometrias; véase la Figura 28.
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<z ¢

Figura 28: Transformacién parabdlica

Sea £’ la reflexion de .Z con respecto a £. Si las dos lineas .Z y ¢ son
verticales y estan separadas por la distancia % Si se denota la composicion Ry
oRy por T, en este caso, el desplazamiento de cualquier punto P € R? se da
en la direccion horizontal y perpendicular a £ y ¢ con una distancia de una
unidad.

La transformacion Ty se puede describir como T1(P) = P + 1, donde 1 es
la magnitud de un segmento fijo perpendicular a .Z y ¢, determinado por
las lineas . y .Z’. Ademas, T es invertible y su inversa esta dada por;
7Y (P)=P—1.

La imagen de .Z bajo T; es .Z’. A la region determinada por las lineas
Z y Z'(sin incluir las lineas) se le llamard un dominio (o region)
fundamental para la accién de la transformacion 7 en R2.

Intuitivamente, por la accién de T; en R? se referira a la forma en que T}
“mueve” a los puntos en R? a través de sus érbitas. Cada elemento de la érbita
de un punto P € R?\ {T7"(.£) : n € Z} esta en una tnica “franja” determinada
por la region fundamental al aplicarle T} reiteradamente, véase la Figura 29.

£ 7'

Figura 29: Region fundamental de una transformacion parabdlica

Sea .7 = {I7(Z) : n € Z} la familia de rectas verticales determinada
como las imégenes de .Z bajo iteraciones de 77, se tiene que .% es invariante
(como familia) bajo la accion de T7.

Si m es una recta ortogonal a .Z, entonces m es invariante bajo la accion de
T\ v m es ortogonal a todos los miembros de .%; esto implica que la familia
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G :={m:m L Z} es invariante bajo la accion de T} y es precisamente la
familia ortogonal de .%, véase la Figura 30.

N

F

Figura 30: Familias invariantes bajo una transformacion parabdlica

Las lineas paralelas se intersectan en el punto al infinito; entonces, estas
familias ¢ y .# son familias de “circunferencias’ coaxiales tangentes, donde
una familia es ortogonal a la otra y se intersecta en el punto al infinito. Estas
familias de “circunferencias” que se intersectan en cualquier otro punto ) € R?
corresponden exactamente a las familias de circunferencias coaxiales tangentes;
véase la Figura 31.

Figura 31: Familias coaxiales tangentes .%, ¢ y sus ejes radicales

7 Transformaciones elipticas

Si las lineas .Z y ¢ se intersecan en un punto O € R2. La transformacion
R : R? — R? definida como la composicion de las reflexiones Ry y Ry se
llama eliptica. Esto es, R := Rjo R.

Esta transformacion asocia a cada punto P de R? a un punto
P" = R(P) € R?, el cual resulta de rotar a P alrededor de O un angulo igual
al doble de la magnitud del angulo determinado por las lineas .Z y ¢; véase la
Figura 32.
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Figura 32: Transformacion eliptica

Supodngase que entre .Z y ¢ se forma un dngulo de g al intersecarse en O.

Si P es un punto que no esta en .2 y «, el angulo entre .Z y W es tal que
Ry envia P en P’y el angulo entre £ y OP’ es también a. Si Ry (P') = P”

y el angulo entre m/ := OP’ y ¢ es 3, entonces el angulo entre m” := OP”
y ¢ también es 5. En suma, ZPOP" = 2a 4+ 26 = 2(a + ) = 0, es decir,
R;0 Ry es una rotacion a la que se denotara por; Ry. En resumen, todo punto
P € R? rota un angulo # con respecto a O. Mas atn, las imagenes de P bajo
iteraciones de Ry estan sobre la circunferencia con centro O y radio OP.

Observacion 7.1. Es importante saber, si 0 := con p y q coprimos,

2pm
q
entonces las drbitas de los puntos en R? bajo las iteraciones de Ry son finitas
por lo que es posible determinar una region fundamental para la accion de Ry.
FEs decir, si 0 = am y a ¢ Q, entonces las orbitas de los puntos son infinitas y
densas® en las circunferencia que las contiene. Por lo que en este caso no es

posible determinar una region fundamental.

Supodngase que 6 = 2%”, para algin ¢ > 1, y se denotara por £’ a la imagen
de Z bajo Ry. Como las érbitas de los puntos en R? son finitas de acuerdo
con la observacion previa, se sigue que el sector circular determinado por las
lineas .Z y £’ es una region fundamental para la accion de la transformacion
Ry en R?; véase la Figura 33.

2Intuitivamente, el concepto de densidad se puede interpretar como que los puntos de
las orbitas “llenan” la circunferencia que las contiene.
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& o
@)

<4

Figura 33: Reflexion fundamental de una transformacion eliptica

Sea .7 :={R}(ZL) :n € Z} la familia de rayos que parten de O determina-
da por las imagenes de .Z bajo iteraciones de Ry, por lo que .# es invariante
(como familia) bajo la accion de Ry.

Si C es una circunferencia con centro en O, entonces C es invariante bajo
la accion de Ry y C es ortogonal a todos los miembros de %, por lo que la
familia de circunferencias ¢4 := {C : C es una circunferencia con centro en O}
es invariante bajo la accion de Ry y es la familia ortogonal de .7 ; véase la

Figura 34.

Figura 34: Familias invariantes bajo una transformacion eliptica

Observacion 7.2. Las lineas que pasan por O se estdn intersecando en
el punto al infinito, entonces estas familias son familias de circunferencias
coaxiales mutuamente ortogonales. Esto es, la familia F corresponde a una
familia coaxial secante que se interseca en los puntos O e oo y la familia ¢ es
la respectiva familia coaxial de circunferencias ajenas ortogonales a la familia
a F, véase la Figura 35.

Matematicas y sus aplicaciones 27, Capitulo 3, paginas 55-89



Agustin Contreras Carreto, Patricia Dominguez Soto y Lizbeth Rojas
80 Martinez

Figura 35: Familias coaxiales .% y ¢

Transformaciones hiperbdlicas

Sean C y D dos circunferencias concéntricas en R? con centro en O y
r,r’ sus radios, respectivamente, tales que r < r’. La transformacion H :
R?\ {O} — R?\ {O} definida como la composicion de las reflexiones Re y
Rp se llama hiperbélica. Esto es, H := Rp o Re.

A un punto P € R? se le asocia, bajo esta transformacién, un punto
P" = H(P) € R?, el cual resulta de trasladar a P un segmento cuya magnitud
es proporcional al cuadrado del cociente de los radios ( 7"7/)2 > 1y en la misma
direccion que OP; véase la Figura 36.

Figura 36: Transformacién hiperbolica

Sea C' = Rp(C); las circunferencias C y D son concéntricas y de radios a y
1 respectivamente, con 0 < o < 1. Se define a A := é y a esta transformacion
se le denotara por H,. En este caso, cualquier punto P € R? se desplaza
en la direcciéon OP al punto A - OP. Se puede describir a la transformacion
Hy como H)(P) = A-OP. Ademas, H, es invertible y su inversa esta dada
precisamente por Hy ' (P) = () - P.
La imagen de C bajo Hy es C'. El anillo determinado por las circunferencias C
y C’ es una regién fundamental para la accion de la transformacion Hy en R?;
véase la Figura 37.
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Figura 37: Region fundamental de una transformacion hiperbolica

Sea .Z := {H}(C) : n € Z} la familia de circunferencias concéntricas con
C determinada por las imagenes de C bajo iteraciones de Hy, por lo que .# es
invariante(como familia) bajo la accion de H,.
Si ¢ es un rayo que parte de O, entonces ¢ es invariante bajo la accion
de H, y es ortogonal a todos los miembros de .%#, con lo que la familia
¢ := {{ : { rayo que parte de O} es invariante bajo la accion de H) y es la
familia ortogonal a .7 ; véase la Figura 38.

Figura 38: Familias invariantes bajo una transformacion hiperbélica

Observacion 7.3. Las lineas que pasan por O también se estdan intersecando
en el punto al infinito, entonces estas familias son familias de circunferencias
coaziales secantes. La familia .F corresponde a un familia coazial ajena y la
familia & corresponde a una familia de circunferencias coaxial secante en los
puntos O e oo (basta unir sus rayos opuestos), véase la Figura 39.

Figura 39: Familias coaxiales .% y ¢
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Transformaciones loxodromicas

Se le llama transformacion loxodrémica a la composiciéon de una trans-
formacion eliptica Ry con una transformacion hiperbolica Hy. Esto es, Ly g :=
HA e} RQ.

Una transformacion loxodrémica asocia a un punto P € R? un punto
P" = Ly4(P) € R? que resulta de expandir el segmento OP por un factor
A > 1 en la misma direccion que OP y de rotar P’ un édngulo 6 con respecto a
O. Observe que:

L)\ﬁ = Rg @) H)\ = HA o Rg.

Figura 40: El punto P expandido A y rotaciéon 6

Véase la imagen 40, si a partir del punto P” repetimos el proceso de rotar
el angulo # y expandir un factor A, se obtiene otro punto en el plano, el cual
se puede volver a expandir A y rotar . Habiendo realizado este proceso varias
veces, se puede observar que cada punto del plano tiene una orbita contenida
en una trayectoria espiral.

Accién de subgrupos elementales

Teorema 7.4. Si una reflevion R : R? — R? invierte la orientacion de
los angulos, entonces una composicion par de transformaciones de Mobius
euclidiana general conserva la orientacion de los dngulos.

Si se consideran tnicamente las composiciones pares de transformaciones
de Mobius generales como subconjunto de todas las transformaciones de
Mobius generales, entonces es un grupo de transformaciones; en efecto, la
composicion de un nimero par de transformaciones es otra transformaciéon par,
por lo cual la operaciéon de composicion es cerrada y, por el teorema previo,
las transformaciones pares preservan la orientacion; por tanto, pertenecen al
subconjunto; por el mismo argumento, alli se encuentra la transformaciéon
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identidad y la inversa de una transformacion dada. Este grupo se llamaré el
grupo de Mébius euclidiano y se denotara por Mob, (R?).

Definicién 7.5. Una accion de subgrupo de transformaciones, de Mdbius
euclidianas sobre el espacio de euclidiano R?, se define por

p: Moby(R?) x R? — R?, definida por p(v, P) = - P :=~(P), donde P es
un punto de R* y v € Mob, (R?), satisface lo siguiente:

(i) Id- P = P, para todo P € R?.
(ii) (yo71)- P = 72- (71 P), para todo 1,2 € Mob, (R?) y para todo P € R?.

En este sentido, se dice que Mob, (R?) actta(por la izquierda) en R?; se
supondré que I" es un subgrupo de Mob, (R?) “discreto” (es decir, para cada
PeTl,{P}=ANT,donde A es un abierto en R?).

Definicién 7.6. Sea p € R?, se llama 6rbita de P bajo la accion de I' como
Or(P)=1TI-P;={y(P)lyeI}.

La orbita de P es un subconjunto discreto del plano formado por la imagen
de P bajo los distintos elementos de I'. Por lo que se puede definir la relacion
~ en R? como; P ~ @ si y solo si existe v € I" tal que Q = v(P); mas atn, ~
es una relacion de equivalencia.

En este caso, la relacion de equivalencia definida a través de las d6rbitas de la
accion del grupo Iy la clase de equivalencia de un punto P, bajo esta relacion,
corresponde a la orbita de P bajo la acciéon de I'. Por lo cual, las I'- érbitas
determinan una particiéon de R? en subconjuntos ajenos; serdn denotadas por
R?/I" al conjunto de todas las 6rbitas de puntos en R? bajo la accion de I, es
decir,

R?/T" :={Or(P) : P € R?*}

En general, R?/I" es distinta de R?; asi, la accion del subgrupo I" de Mob, (R?)
permite definir otros espacios como; 7 : R?> — R?/I" definido por 7(P) =
Or(P).

Definicion 7.7. Sea P € R?, se llama estabilizador(subgrupo de isotro-
pta) de P como

Stab(P) =Ip:={a €I :a(P)=P}.

Mas ain, Stab(P) C I' es un subgrupo.
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8 Subgrupos parabdlicos

Definicién 8.1. Sea o un elemento en Mob, (R?), se llama subgrupo ele-
mental al subgrupo generado por el elemento o y se denotard por
I':={a™:n €Z}. La I'- drbita o simplemente orbita de un punto P € R?,
bajo la accion de I’ es el conjunto Op(P) := {a"(P) : n € Z} y ademds
cotncide con la orbita de P bajo iteraciones de a.

Sean ¢ : R?> — R? la transformacion definida por ¢(P) = P+ 1y
Iy :={¢" :n € Z}. A la region determinada por las lineas verticales .2 y .2’
(distantes entre ellas una unidad) se denotara por D, véase la Figura 41.

2 2z

Figura 41: Region fundamental de una transformacion parabdlica

Definicion 8.2. Se llama a Dr region fundamental de la accion de I, en R
No es dificil ver que Dy cumple con:
(i) La orbita de P no tiene puntos de acumulacién en R?.

)
(ii) La orbita de P interseca a D exactamente en un punto.
(iii) Si n # m, entonces ¢"(Dr) N ¢™(Dr) = 0.

(iv) Si 2 :=Dr UL UL, entonces R? =, ., ¢"(2).

Observacion 8.3. 1. El inciso (i) se refiere al hecho de que la orbita de P es
discreta.

2. La descomposicion del espacio euclidiano descrita en el inciso (i) es llamada
“teselacion”; en otras palabras, es una descomposicion de R? en franjas que
se yuxtaponen lateralmente a lo largo de las lineas verticales las cuales son
trasladados de la region fundamental bajo la accion Iy, véase la imagen 42.
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Figura 42: Teselacion generada por un subgrupo parabélico

Se denotara a Xy al espacio de dérbitas correspondientes a la accion de Iy
en R?, es decir, X, = B La region fundamental Dp tiene un tnico punto
¢ I,

en cada orbita de los puntos de R? que no estdn en {¢"(.£) : n € Z}; mas
aun, si @) € O(P), entonces O(Q) = O(P) € X,. Los puntos de las lineas
frontera .Z y £’ se “identifican” en el espacio cociente; es decir, si P € .Z,
entonces T'(P) € "y O(P) = O(T(P)). Esta relacion indica que cada uno
de los puntos de .Z y &’ esta superpuesto, por lo que estos puntos coinciden
en el espacio de orbitas. Por lo tanto, existe una correspondencia uno a uno
entre el espacio de ¢rbitas Xy y un cilindro recto; véase la Figura 43.

Figura 43: Identificacion entre el espacio de o6rbitas y un cilindro recto

9 Subgrupo eliptico

Para estos subgrupos, se hara la convenciéon de que 6§ = 27”, para algun
entero k > 1, y sean Ry : R? — R? definidas por Ry(P) = AP, con A matriz
definida y I'g, := (Ry : n € Z) = (A" : n € Z). En este caso, una region
fundamental Dy para la acciéon I'r, en R? esta determinada por el sector a
través de los rayos que parten del punto O, el cual es la interseccion de las
lineas . y .Z’, las cuales forman un angulo 6 entre ellas; véase la Figura 44.
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< 9
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4

Figura 44: Region fundamental de una transformacion eliptica

Asi, la region fundamental Dy de estos subgrupos cumple las siguientes
propiedades: Sea P € R?

(i) La orbita de P es discreta en R?; es decir, la 6rbita es finita (porque es

una rotaciéon con angulo de la forma 2?”), ademas, O es un punto fijo de

Ry.
(ii) La orbita de P interseca a D exactamente en un punto.

(iii) Sea Z := Dr U fr*(Dr); por lo cual R? = J, ., R (2).

Figura 45: Region fundamental de un subgrupo eliptico

Se denotara por Xpg, el espacio de orbitas correspondiente a la accion de I'g,
en R?. Notar que el punto O permanece fijo bajo la acciéon de I'g,; es decir,
Ry(O) = O por tanto, Ry(O) = O para cada n € Z, la o6rbita del cero es el
conjunto de un solo punto; los demés puntos en Dy representan un tnico punto
en Xp,, v los puntos de la frontera de Dy se identifican en el espacio cociente
de la siguiente manera; si P,Q y P # () estan en fr(Dr), se identifican si y
solo si Ry(P) = Q. es decir, existe una correspondencia uno a uno entre el
espacio de orbitas Xp, y un cono; véase la Figura 46.

3Es la frontera

Matematicas y sus aplicaciones 27, Capitulo 3, paginas 55-89



Reflexiones y el grupo de Mdbius 87

/////2 ﬁ&

Figura 46: Correspondencia uno a uno entre el espacio de érbitas Xp, y un
cono.

Subgrupos hiperbélicos

Sea Hy : R?*\ {0} — R?\ {O} definida por Hy(P) =X-Pcon A > 1y
I'y, == {HY} :n € Z}. En este caso, una region fundamental Dy para la acciéon
de 'y, en R? es el anillo cuya frontera es la union de la circunferencia C y C’,
de radios A y 1 respectivamente, donde C = H,(C'); véase la Figura 47.

Figura 47: Region fundamental de una transformacion hiperbolica

Sea P € R? tal que;

(i) La orbita de P no tiene puntos de acumulaciéon en R? \ {O}; es decir, la
orbita de P es discreta en R? \ {O}.

(ii) La orbita de P interseca a D en un solo punto. Se sigue de la definicién
de dominio fundamental.

(iii) Sin # m, entonces HY(Dr) N H(Dr) = () (inmediato del inciso (i7)).

(iv) Si 2 :=DrUCUC, entonces R?* =, ., HY(Z); véase la Figura 48.
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Figura 48: Teselacion generada por un subgrupo hiperbdlico

Sea Xy, el espacio de orbitas asociado a la accion de Iy, en R?; por otro lado
los puntos de las circunferencias frontera C y C’ se identifican en el espacio
cociente, es decir, existe una funciéon en la cual hay una correspondencia uno
a uno entre el espacio de 6rbitas Xp, y un toro; véase la Figura 49.

)R

A )

Dr

Figura 49: Familias coaxiales .% y ¢
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Capitulo 4

Un estudio sobre la contractibilidad

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero,
David Rodriguez Hernandez
FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo se estudian algunas propiedades de espacios contractiles
y retractos (absolutos y de vecindad) en el contexto de espacios métricos
no vacios y separables. Se estudian estos conceptos sobre espacios tales
como los continuos, dendritas y esferas, empleando técnicas clasicas de
la teoria de espacios contréctiles y retractos. A saber, demostramos que
todo retracto de un espacio contréctil es contractil y también que la esfera
S™ no es contractil; ademas, se prueba que los espacios contractiles son
conexos por trayectorias.

1 Introduccién

La teoria de retractos y el estudio de los espacios contractiles surgieron en
el marco del desarrollo de la topologia algebraica y la topologia general. Sus
fundamentos se remontan a los trabajos de Henri Poincaré (1854-1912),
quien introdujo el concepto de homotopia para formalizar las “deformaciones
continuas” de los espacios, nociéon que constituye el nicleo de la teoria de
retractos. Posteriormente, en la década de 1920, L.E..J. Brouwer (1881-1966)
demostro su célebre teorema del punto fijo, estableciendo un vinculo profundo
entre la topologia y el anélisis funcional; este hito fue decisivo para motivar el
estudio sistematico de propiedades estructurales como la contractibilidad.
Este capitulo tiene como objetivo profundizar en los espacios contréctiles
y las diversas nociones de retracto en el contexto de la topologia general. De
manera especifica, se examinan los conceptos de retractos absolutos (AR),
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retractos de vecindad (NR) y retractos de vecindad absolutos (ANR),
todos ellos definidos sobre espacios métricos separables no vacios.

En la exposicion de los resultados, se incluyen demostraciones detalladas
que emplean las técnicas fundamentales de la teoria. No obstante, para aquellos
teoremas cuya complejidad requiere un desarrollo teérico més extenso, se ha
optado por referir al lector a la bibliografia especializada correspondiente.

2 Preliminares

A continuacion, se presenta la notacion de algunos términos que hemos
convenido utilizar a lo largo de este trabajo.

e Por R y N denotamos el conjunto de ntimeros reales y el conjunto de
ntmeros naturales, respectivamente.

e B"(r) denota la bola cerrada de radio r en R".
e S" denota la esfera unitaria en R™"*1,

e Si X y Y son espacios, denotamos C'(X,Y’) como el espacio de funciones
continuas de X en Y.

e Si X y Y son espacios topologicos, A C X,y f: X — Y una funcion.
La funcion f |4 denotara la funcion restringida al subespacio A.

También tengamos en consideracion lo siguiente:

e Decimos que un conjunto es no degenerado. si dicho conjunto tiene
mas de un punto.

e Decimos que un conjunto es numerable si es finito o si tiene cardinalidad
igual a la del conjunto N.

e Se entiende que un subconjunto D de un espacio métrico X es denso
en X si cada subconjunto abierto y no vacio en X intersecta a D.

e Decimos que un espacio topolégico X es separable si este contiene un
subconjunto denso y numerable.
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Para este estudio, entenderemos un espacio como un espacio métrico, no
vacio y separable.

El siguiente lema es 1til en este estudio como argumento para un par de
pruebas.

Lema 2.1. /2, Teorema (1.F.6)] (Lema de pegado de funciones). Sean
A y B subconjuntos cerrados de un espacio topologico X. Sea 'Y un espacio
arbitrario y supongamos que f: A —=Y y g: B —Y son funciones continuas
tales que [ |anB = g |ang. Entonces, la funcion h: AU B —'Y definida, para
cada v € AU B, por

h(x) f(x), s? r € A,
g(x), siz € B,
es continua.

Definicion 2.2. Sea £ un espacio vectorial real. Una norma sobre L es una
funcion ||.|| : £ — [0,00) que tiene las siguientes propiedades.

o |l +yll < llz][ +[lyll para todo x,y € L
o |[tz|| = |t|||x|| para todot e R yx € L
o ||z||=0siysdlosiz=0

Nota: Si ||.|| es una norma sobre un espacio vectorial X, la funcion
d: X x X — R dada por d(z,y) = ||z — y|| define una métrica sobre X.

Definicion 2.3. Sean L un espacio vectorial métrico, separable y no vacio,
y C un subconjunto no vacio de L. Se dice que C es un conjunto convexo
st para cualesquiera dos elementos ¢y y ¢1 de C, se tiene que el conjunto
{(1=t)cg+tey:t€]0,1]} C C.

Definicion 2.4. Sean L un espacio vectorial, métrico, separable y no vacio
y A un subconjunto no vacio de L. Llamamos envoltura convera de A al
conjunto

conv(A) = m{C’ :ACC, con C convexo}.

e notese que la envoltura convexa de A es el subconjunto convero mds
pequeno que contiene a A
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Obsérvese que si X es un espacio que es compacto, C'(X,R) puede ser
dotado de una estructura de espacio vectorial, definiendo la suma y el producto
por escalar de manera puntual. A saber, si f € C(X,R), podemos definir
I|.I| - C(X,R) = [0,00) por ||f|| = sup{|f(x)| : + € X} como su norma
(no es dificil comprobar que, en efecto, es una norma); en consecuencia,
d: C(X,R) x C(X,R) — [0,00) dada por d(f,g) = ||f — g|| define una
métrica en C'(X,R).

Lema 2.5. /9, Lema (1.2.3.)] Para cada espacio (X, d) que es compacto, existe
un encaje isométrico i : X — C(X,R) tal que:

(1) i(Y') es cerrado en conv(i(Y)) para cada Y C X,
(i) i(X) C{f € C(X,R) - [|f]] < diam(X)}.

Teorema 2.6. [9, Teorema(1.4.15.)(Teorema de extension de Dugundji)] Sea
L un espacio vectorial normado. Para cada espacio X, cada subespacio cerrado

A de X y toda funcion continua f : A — L , existe una funcion continua
F: X — L tal que F |a= f y F(X) C conv(f(A)).

Teorema 2.7. [9, Corolario(1.4.14.)(Teorema de extension de Tietze)] Sean
X wun espacio y A un subconjunto cerrado de X. Si f : A — [0,1] es una
funcion continua, entonces existe una funcion continua F : X — [0, 1] tal que

Fla=f.

Lema 2.8. /9, Corolario(1.4.15)(Lema de Urysohn)] Sea X un espacio tal
que, para cualquier A y B, subconjuntos cerrados de X y ajenos, existe una
funcion continua o : X — [0, 1] tal que a(A) = {0} y a(B) = {1}.

Teorema 2.9. [9, Teorema(1.4.18)] Todo espacio X se puede encajar en el
cubo de Hilbert ().

Definicion 2.10. Sea X un conjunto no vacio y sea f: X — X una funcion
se dice que © € X es un punto fijo de f si f(x) = z.

Ejemplo 2.11. Es fdcil verificar que la funcion f : R — R definida por
f(x) = x* — 2z tiene como puntos fijos a 0y 5.

Ejemplo 2.12. De igual forma es fdacil verificar que f : R — R definida por
f(z) = x + 5 no tiene puntos fijos.
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Definicion 2.13. Se dice que un espacio topologico X tiene la propiedad
del punto fijo si cada funcion continua f: X — X, tiene un punto fijo.

Ejemplo 2.14. [0, 1] tiene la propiedad del punto fijo. En efecto, sean f: [0,1]
— [0, 1] una funcion continua, A ={z € [0,1]: 2 < f(x)} y B={z €[0,1] :
x > f(x)}. Observe, [0,1] = AUB y, que A y B son subconjuntos cerrados
de [0,1], ademds 0 € A y 1 € B. Entonces, como [0,1] es un conexo, existe
xg € AN B, es decir zg € A y xg € B por lo que xo < f(xg) y xo > f(x0) ¥y
en consecuencia f(xg) = Tg.

Ejemplo 2.15. S™ no tiene la propiedad del punto fijo. En efecto, consideremos
la funcion f: S™ — S™ dada por f(x) = —x. Esta funcion manda cada punto
x de la esfera S™ a un punto diametralmente opuesto —x, a saber si f es vista
como una transformacion lineal, se afirma que f es continua. y como x es
siempre distinta de —zx, se tiene que f(x) # x para cada x € S™. por tanto S™
no tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 2.16. [9, Teorema(3.5.2.)(Teorema del punto fijo de Brouwer)] Sea
f:[0,1]™ = [0,1]™ una funcion continua, entonces [ tiene un punto fijo.

Observacion: Es importante mencionar que la propiedad del punto fijo
se preserva bajo homeomorfismos. Claramente, el teorema previo nos dice que
[0,1]™ tiene la propiedad del punto fijo. Ademas, se sabe que B™ y [0, 1]" son
homeomorfos, por lo que B" tiene la propiedad del punto fijo.

3 Continuos

La primera definicion formal de continuo fue propuesta en 1883 por G.
Cantor (1845-1918) y nos dice que un continuo se define como un subconjunto
cerrado, denso en sf mismo y conexo en un espacio euclidiano. No obstante,
esta nocion surgié como resultado de investigaciones previas sobre objetos
tales como las curvas y lineas geométricas, cuyas propiedades dominaban el
interés matemaético de esa época (Ver en [1, pag. 225-226]).

Sin embargo, la nocién actual de continuo se formalizé en el siglo XX con los
trabajos de Borel, Hausdorff, Urysohn, Alexandroff y Fréchet.

Para esta parte, comenzaremos con la nocién de un continuo, daremos
algunos ejemplos clasicos de estos y hablaremos un poco de como construir
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continuos a partir de algunos ya dados.

Definicion 3.1. Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no
vacio. Ademds si X es un continuo yY C X se dird que Y es un subcontinuo
de X, st también Y es un continuo.

Nota: Con los puntos anteriores y dado que cada espacio métrico compacto
es separable; véase en [3, pag. 62-63], se tiene que los continuos son separables.

Ejemplo 3.2. Sean a,b € R, donde a < b, el intervalo [a,b] es un continuo
porque [a,b] es conexo y compacto.

Ejemplo 3.3. Sea X = {(z,y) € R? : d((0,0), (z,y)) = 1} donde d es la
métrica usual de R%. X es la circunferencia unitaria y es un continuo.

Ejemplo 3.4. Si W = {(z,sen(3)) € R? : 0 < z < 1}, entonces X = clg2(W)
es un continuo, llamado la curva sinoidal del topdlogo. Obsérvese que

X=Wu{(0,y) e R*: -1 <y <1}.

Teorema 3.5. La union de dos continuos es un continuo si su interseccion
es distinta del vacio.

Demostracion. Sean X; y X, dos continuos en un espacio métrico X,
tales que X; N Xy # (). Queremos probar que Y = X; U X, es un continuo.
Para esto, obsérvese que Y # (), ya que X; # 0 y Xy # (), también Y es
compacto, pues la unién finita de compactos es compacto. Para probar la
conexidad, supongamos, por el contrario, que Y no es conexo; entonces existen
abiertos Uy V de X, talessque UNY £ 0, VNY #0, (UNY)N(VNY) =0y
Y cUUV. Dado que X; es conexoy X; CY C UUYV, se tiene que X; C U
o X1 C V; andlogamente, Xo C U 0 Xy C V. Sea p € X7 N Xs, sin pérdida de
generalidad, supongamos que p € U; entonces X1 C U y Xy C U, de donde se
deduce Y = X1 U X5 C U; entonces VNY = (), lo cual es una contradiccion vy,
por tanto, Y es conexo. Finalmente, al ser Y C X, restringiendo la métrica
de X a Y, se tiene que Y es un espacio métrico. Asi, Y es un continuo. O

Definicion 3.6. Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo
[0, 1].
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Sea A un arco. Para cualquier homeomorfismo f: [0, 1] — A, se tiene que
{p,q} = {f(0), f(1)}. Por esto, los puntos extremos del arco A son p y gq.
Podemos decir que A es un arco de p a g o de g a p.

El intervalo [0, 1] es un continuo; asi, un arco también es un continuo.

Definiciéon 3.7. Una curva cerrada simple es un espacio topologico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria.

Definicion 3.8. Un espacio métrico X es localmente conexo en p € X, si
para cada vecindad V' de p existe un subconjunto abierto y conexo U de X tal
quep € U C V. Se dice que X es localmente conexo si es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

e Si en la definicion de continuo agregamos al espacio métrico la conexidad
local, tenemos lo que se conoce como un continuo localmente conexo.

Ejemplo 3.9. Un arco, una curva cerrada simple y una 2—celda (Espacio
homeomorfo a B%(r)) son ejemplos de continuos localmente conezos.

Ejemplo 3.10. Considere P = ([0,1] x 0) U (A x [0,1]), donde A= {+ :n €
N} U {0}. Conocemos a P como el Peine, a saber, P es un continuo que no
es localmente conexo.

Definicion 3.11. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

Ejemplo 3.12. Sean A, = {r(cos 72, sens-) : 0 < r <z} definamos a

F,, = U,enA,. Este continuo es una dendrita, y es llamada F,, o también, en
ocastones, el punto peludo.
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4 Contractibilidad

Antes de comenzar con la definicion de contractibilidad, es necesario hablar
del concepto de homotopia en esta parte. Podemos pensar de manera intuitiva
en la homotopia como una deformacién continua de funciones continuas, donde
una funcion se transforma gradualmente en otra sin “romper” su continuidad.
Formalmente, tenemos:

Definicion 4.1. Sean X e Y espacios topologicos y f,qg: X — Y funciones
continuas. Diremos que f y g son homotopicas si existe una funcion continua
H: X x[0,1] =Y tal que para cada x € X se tiene que H(z,0) = f(z) y
H(xz,1) = g(x).

e Usualmente denotamos por f ~ g, cuando f y g son homotdpicas.

e La funcion H es llamada homotopia.

Ejemplo 4.2. Sean f,g : R — R funciones definidas como f(x) = = y
g(z) = 0. A saber, f y g son homotdpicas ya que si consideramos la funcion
H : R x [0,1] — R definida por H(z,t) = (1 — t)x se tiene que H es
continua y ademds para cualquier © € R, H(z,0) = (1 = 0)x =z = f(z) y
H(z,1)=(1—-1)x =0=g(x) de donde f ~ g.

Ejemplo 4.3. Sean f,g: R — R? funciones definidas como f(x) = (z,2°) y
g(x) = (x,€"). A saber f y g son homotdpicas ya que si consideramos la funcion

Matemadticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 4, paginas 93-113



Un estudio sobre la contractibilidad 101

H:R x [0,1] — R? definida por H(x,t) = (x, (1 — t)z* + te®) se tiene que H
es continua y ademds para cualquier x € R, H(z,0) = (z,(1—0)z + (0)e*) =
(r,0%) = f() y H(z,1) = (z, (1~ 1) 4 (1)) = (2,¢%) = g(x) de donde
f=g.

Ejemplo 4.4. Sea B"(r) ={Z € R": ||Z|| < r} y sean f,g: B"(r) — B"(r)
definidas como siguen f(Z) = y g(¥) = 0. f y g son homotdpicas pues si
consideramos la funcion H : B™(r) x [0,1] — B"™(r) definida por H(Z,t) =
(1 — t)@ se tiene que H es continua y ademds para cualquier © € B™(r) se
tiene que H(Z,0) = (1—0)f =7 = f(Z) y H(# 1) = (1 - 1)Z =0 = g(Z) de
donde f ~ g.

| <
0.

En el siguiente teorema verificamos que ~ es una relaciéon de equivalencia
en el conjunto de las funciones continuas entre X e Y.

Teorema 4.5. 5i X e Y son espacios topologicos y f,g,h: X — Y funciones
continuas, se verifica lo siguiente:

(1) f =,
(ii) Si f ~ g, entonces g >~ f,
(ii1) Si f ~ gy g=~h, entonces f ~ h.

Demostracion. (i) Para este caso, bastara con tomar H : X x [0,1] = Y
definida por H(x,t) = f(x); claramente, H es continua, pues f lo es. Ademas,
H(z,0) = f(z) y H(z,1) = f(x), de donde f ~ f.

(ii) Si f ~ g se tiene que existe una homotopia H : X x [0,1] — Y tal
que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z), definamos H* : X x [0,1] — YV
como H*(z,t) = H(x,1 —t); se sigue que H* es continua, del hecho de
que H es continua. Ademas, H*(z,0) = H(z,1 —0) = H(z,1) = g(x) y
H*(z,1) = H(z,1—1) = H(x,0) = f(x), de donde g ~ f.

(iii) Ahora supongamos que f ~ g y g ~ h; entonces existen homotopias
Hy,Hy: X x [0,1] = Y tales que:

Hy(z,0) = f(z) Hy(x,1) = g(x)

Hy(z,0) = g(x) Hy(x,1) = h(x)
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. Luego, definamos H* : X x [0,1] — Y como sigue:

Hy(z,2t) si 0<t<3
H*(x,t) =
Hy(z,2t—1) si 2 <t<1

Observemos que si t = 3, se tiene que H;(z,2t) = Hy(z,1) = g(z) y Ha(x, 2t —
1) = Hy(x,0) = g(x); por lo que, por el Lema de pegado de funciones H*(x,t),
esta bien definida y ademaés es continua. Méas atn, H*(z,0) = H;(z,2(0)) =
Hi(z,0) = f(x) y H*(x,1) = Ha(x,2(1) — 1) = Hs(x,1) = h(z); de donde
f~h. O

Definiciéon 4.6. Sea X un espacio topologico. Diremos que X es contrdctil
st la funcion identidad Idx es homotopica a una funcion constante c,, para
algin xq € X. Es decir, X es contrdctil si existe una funcion continua H :
X x [0,1] = X, llamada homotopia, tal que para todo x € X :

H(z,0)=z y H(z,1)= .

Ejemplo 4.7. El ejemplo 4.2 nos dice que R es contrdctil, mientras que el
ejemplo 4.4 nos dice que cualquier bola de radio r de R™ es contrdctil

Definicion 4.8. Sea X un espacio y A un subespacio no vacio de X. Se dice
que A es un retracto de X, si existe una funcion continua r : X — A tal que
r(a) = a para todo a € A.

e La funcion r es llamada retraccion.

e Claramente X es un retracto de si mismo, considerando Idx : X — X
como retraccion.

Teorema 4.9. Sea X un espacio y A un subespacio no vacio de X. Si A es
un retracto de X, entonces A es cerrado de X.

Demostracion. Supongamos que A es un retracto de X ysear: X — A
una retraccion; en caso de que A = X ya acabamos, pues claramente A
serfa cerrado. Asi, supongamos que A # X. Sea xo € X \A; obsérvese que
r(xo) # xo y T(x0) € A; luego deben existir dos abiertos de X, digamos Uy y
Vo, tales que xg € Uy, r(xg) € Vo y Uy N Vy = 0. Luego, como 7 es continua, se
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tiene que r~(Vp) es un abierto de X tal que 2y € r~'(Vp), ya que r(zq) € V.
A continuacion, consideremos Wy = Uy N r~1(V}); notar que Wy es abierto
en X con zy € Wy. Ademas, nétese que Wy C Uy y Wy C r~1(1}), de donde
r(Wy) C Vo; como Uy NV = 0, se tiene que Wy Nr(Wy) = 0. Supongamos que
WonNA#Dyseaac WyNA;entonces a € Wy ya€ Aporloquer(a)=ay
asi r(a) € Wy; entonces a € WyNr(Wy), lo cual es una contradiccion, entonces
debe suceder que Wy C X\ A y por tanto X\ A abierto, con lo que concluimos
que A es un cerrado en X. 0

Teorema 4.10. Un subespacio A de un espacio X es un retracto de X si y
solo si, para cada espacio Y y cada funcion continua f: A — Y existe una
funcion continua F : X —'Y tal que F |a= f.

Demostracién.[=] Sea A un retracto de X y r : X — A una retraccion.
Sean Y un espacioy f: A — Y una funcién continua; consideremos F' = for,
a saber, F' es continua y cumple que, para cualquier a € A, F(a) = f(r(a)) =
f(a), por lo que F |4= f.

Ahora supongamos que para cada espacio Y y cada funcién f: A =Y
existe una funcion continua F' : X — Y tal que F' [4= f. Si en particular
consideramos Y = Ay f = Ida, debe existir F': X — A tal que F |4= Ida;
entonces, para cada a € A, F(a) = Ida(a) = a, por lo que F es una retraccion
y, por lo tanto, A es retracto de X. O

Teorema 4.11. 5i X es un espacio contrdctil y A un retracto de X, entonces
A es contrdctil.

Demostracion. Sean X un espacio contractil y A un retracto de X. Sea
r : X — A una retraccion. Como X es contréctil, existe o € X y una
homotopia H : X x [0,1] — X tal que H(z,0) =2 y H(x,1) = xy para cada
z € X. Definamos F': A x [0,1] — A por F(a,t) = (r o H)(a,t) para cada
a € A, a saber, I esté bien definida, es continua y es tal que para cada a € A,

F(a,0) = (roH)(a,0) =7(H(a,0)) =7r(a) =a

F(a,1) = (ro H)(a,1) =r(H(a,1)) = r(zg) € A.

Por tanto, A es contractil. 0
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Lema 4.12. Sea X un espacio que tiene la propiedad del punto fijo; si A es
un retracto de X, entonces A tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Como A es un retracto de X, existe r : X — A retraccion.
Sea g : A — A una funciéon continua cualquiera y definamos f : X — X como
f = gor, por la manera en que f estid definida, se tiene que f es continua.
Luego, como X tiene la propiedad del punto fijo, debe existir g € X tal
que f(xg) = g, es decir, que g(r(xg)) = x; obsérvese que g(r(xg)) € A;
por lo que g € A; entonces r(xg) = xo y asi se tiene que g(zg) = x. de
donde g tiene un punto fijo y, por lo tanto, A tiene la propiedad del punto fijo.o

El teorema 4.11 nos dice que todo retracto de un contractil es contractil;
por tal hecho no podemos ignorar como estos dos conceptos se relacionan. En
la literatura sobre retractos, también aparecen los siguientes conceptos.

Definicion 4.13. Sea X wun espacio, y A un subespacio mo vacio de X.
Diremos que A es un retracto de vecindad de X si existe un abierto U de
X tal que A C U y A es un retracto de U.

Ejemplo 4.14. S' es un retracto de vecindad de R?, basta con considerar
como U = R?\{(0,0)}, claramente S' C U y obsérvese que r : U — S*
definida como r(x) = ﬁ es una retraccion. De manera similar se puede

demostrar que en general S™ es un retracto de vecindad de R™ .

Definicion 4.15. Sea X un espacio, diremos que X es un retracto absoluto,
si para cada espacio Z y cada encaje h : X — Z tal que h(X) es un subconjunto
cerrado de Z se tiene que h(X) es un retracto de Z

Ejemplo 4.16. El intervalo [0,1] y R, son retractos absolutos, ver la observa-
cion del teorema 4.30

Definicion 4.17. Diremos que un espacio X es un extensor absoluto si
para cada espacio Z vy cada subconjunto cerrado y mo vacio A de Z y toda
funcion continua f : A — X existe una funcion continua F : Z — X tal que

Fla=f.

Definicion 4.18. Diremos que un espacio X es un retracto de vecindad
absoluto si para cada espacio Z y cada encaje h : X — Z tal que h(X) es un
subcongunto cerrado de Z, se tiene que h(X) es un retracto de vecindad de Z.
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Definiciéon 4.19. Diremos que un espacio X es un extensor de vecindad
absoluto si para cada espacio Z, cada subconjunto cerrado y no vacio A de Z
y toda funcion continua f: A — X, existen un subconjunto abierto U de Z
tal que A C U y una funcion continua F': U — X tal que F 4= f.

De las definiciones previas, es claro que si un espacio es retracto absoluto,
entonces es retracto de vecindad absoluto; también es claro que si un espacio
es extensor absoluto, entonces es extensor de vecindad absoluto. A saber, sobre
estas tltimas, los siguientes teoremas nos dicen que las propiedades de ser
extensor absoluto y extensor absoluto de vecindad son invariantes topolédgicas.

Teorema 4.20. Sean X e Y espacios homeomorfos, si X es un extensor
absoluto, entonces Y también lo es.

Demostracion. Dado que X y Y son homeomorfos, entonces existe
h : X — Y homeomorfismo. Sean Z un espacio cualquiera, A un subconjunto
cerrado y no vacio de Z y f : A — Y una funciéon continua. Obsérvese
que h~'o f : A — X es una funciéon continua y, como X es un extensor
absoluto, existe una funcién continua E : Z — X tal que E [4= h™'o f.
asi, convenientemente definamos F': Z — Y como F' = h o E; claramente F
es continua, y si a € A, F(a) = (ho E)(a) = h(E(a)) = h((h"' o f)(a)) =
h(h=(f(a))) = f(a), de donde F |4= f y, por lo tanto, Y es un extensor
absoluto. O

Teorema 4.21. Sean X e Y espacios homeomorfos, si X es un extensor de
vecindad absoluto, entonces Y también lo es.

Demostraciéon. Dado que X y Y son homeomorfos, existe h : X — Y
homeomorfismo. Sean Z un espacio cualquiera y A un subconjunto cerrado
y no vacio de Z, y f : A — Y continua. Obsérvese que h™'o f : A — X
es una funcién continua y dado que X es un extensor de vecindad absoluto,
existen U abierto de Z con A C U y una funcién continua G : U — X tal que
G |a=h7'o f. Asi, definamos F : U — Y como F : ho G} es claro que F es
continua y, ademés, sia € A, F(a) = (hoG)(a) = h(G(a)) = h((h"'o f)(a)) =
h(h=(f(a))) = f(a), de donde F |4= f y, por lo tanto, ¥ es un extensor de
vecindad absoluto. O

Teorema 4.22. [8, Teorema 3.13] Sea X un espacio. X es un retracto absoluto
sty solo si X es un extensor absoluto. Mds aun, X es un retracto de vecindad
absoluto st y solo si X es un extensor de vecindad absoluto.
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Teorema 4.23. Sean X e Y espacios homeomorfos, si X es un retracto
absoluto, entonces Y también lo es.

Demostraciéon. Supongamos que X es un retracto absoluto; luego, por
el teorema 4.22, tenemos que X es un extensor absoluto Como X es homeo-
morfo a Y, el teorema 4.20 nos garantiza que Y es un extensor absoluto, y
nuevamente, por el teorema 4.22, Y es un retracto absoluto. o

Teorema 4.24. Sean X e Y espacios homeomorfos, si X es un retracto de
vecindad absoluto, entonces Y también lo es.

Demostraciéon. De manera similar al teorema previo, supongamos que
X es un retracto de vecindad absoluto; luego, por el teorema 4.22, tenemos
que X es un extensor de vecindad absoluto y, como X es homeomorfo a Y,
el teorema 4.20 nos garantiza que Y es un extensor de vecindad absoluto.
Nuevamente, por el teorema 4.22, Y es un retracto de vecindad absoluto.

Teorema 4.25. Sean X un espacio vectorial normado, C' un subconjunto
convexo de X, entonces C' es un retracto absoluto.

Demostracion. Obsérvese que, dado que C es convexo, se tiene de
antemano que C' = conv(C'). Ahora bien, consideremos Z un espacio y
f : C — Z un encaje para el cual f(C) es un subconjunto cerrado de
Z; queremos ver que f(C') es un retracto de Z. A saber, dado que f es
un encaje, se tiene que f~' : h(C) — C es una funcién continua. Luego,
por el teorema 2.6 (de extension de Dugundji), existe una funcién continua
F:Z — C=conv(C)tal que F |ycy= [y F(Z) C conv(f(C)). Definamos
r=fol:Z — f(C). es claro que 7 es continua; méas aun, si f(c) € f(C) se
tiene que r(f(c)) = (f o F)(f(c)) = f(F(f(c))) = f(f7'(f(c))) = f(c), por lo
cual r es una retraccion. Luego, f(C') es un retracto de Z y se concluye que
C' es un retracto absoluto. O

Teorema 4.26. Sea X un espacio. St X es un retracto de vecindad absoluto
y U un subconjunto abierto, no vacio de X, entonces U es un retracto de
vecindad absoluto.
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Demostracion. Consideremos Z un espacio y h : U — Z un enca-
je tal que h(U) es un cerrado de Z. Obsérvese que al ser h un encaje,
h=' : h(U) — U C X es una funcién continua. Ahora bien, por hipote-
sis X es un retracto de vecindad absoluto y por el teorema 4.22 tenemos que
X es un extensor de vecindad absoluto, de donde deben existir un subcon-
junto abierto V' de Z tal que h(U) C V y una funcion continua F': V' — X
tal que F' )= h=1. Luego, dado que U es abierto de X, se tiene que
F~Y(U) es abierto de V' y como V C Z tenemos que F~!'(U) abierto de
Z con h(U) ¢ F~}(U) C V. Asf consideremos r : F~! — h(U) dada por
r(u) = (ho F)(u), claramente r es continua y si h(ug) € h(U) se tiene que
r(h(ug)) = (ho F)(h(uo)) = M(F(h(uo))) = h(h™(h(uo))) = h(uo) por lo
que h(U) es un retracto de F~1(U) y asi concluimos que U es un retracto de
vecindad absoluto. O

Teorema 4.27. Sea X un retracto absoluto y A un retracto de X, entonces
A es un retracto absoluto.

Demostracion. Como A es un retracto de X, existe una retraccion
r: X — A. Sean Z un espacio y h : A — Z un encaje tal que h(A) es
cerrado en Z. Como h es un encaje, tenemos que h~' : h(A) — A es conti-
nua y dado que X es retracto absoluto, el teorema 4.22 nos dice que X es
extensor absoluto, por lo que existe una funcién continua F' : Z — X tal
que F |p4y= h™'. Definamos r* : Z — h(A) como r* = hor o F; notese
que r* es continua. ademas, si h(a) € h(A) r*(h(a)) = (horo F)(h(a)) =
h(r(F(h(a)))) = h(r(h=(h(a)) = h(r(a)) = h(a), de donde r* es retraccion
y en consecuencia r(A) es un retracto de Z y, por tanto, A es un retracto
absoluto. O

Teorema 4.28. Sea X un retracto de vecindad absoluto y A un retracto de
X, entonces A es un retracto de vecindad absoluto.

Demostracion. Como A es un retracto de X, existe una retraccion
r: X — A Sea Z un espacioy h : A — Z un encaje tal que h(A) es un
cerrado de Z. Queremos ver que h(A) es un retracto de vecindad de Z. Para
esto, notese que, como h es un encaje, se tiene que h™1 : h(A) - A C X es
una funcién continua. Luego, al ser X un retracto de vecindad absoluto, el
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teorema 4.22 nos garantiza que X es un extensor de vecindad absoluto, por lo
que existen un subconjunto abierto U de Z tal que h(A) C U y una funcion
continua F': U — X tal que F' |,(4y= h™'. Definamos r* : U — h(A) como
r* =horoF, asaber, r* es continua y es tal que si h(a) € h(A), r*(h(a)) =
(horo F)(h(a)) = h(r(F(h(a)))) = h(r(h="(h(a)))) = h(r(a)) = h(a) por lo
que r* es una retraccion. Luego, h(A) es un retracto de vecindad de Z y, por
lo tanto, A es un retracto de vecindad absoluto. O

Teorema 4.29. Sea X un retracto de vecindad absoluto y A un retracto de
vecindad de X, entonces A es un retracto de vecindad absoluto.

Demostracion. Como A es un retracto de vecindad de X, existen un
abierto U de X tal que A C U y una retraccion r : U — A. Consideremos Z
un espacio y h : A — Z un encaje tal que h(A) es un cerrado de Z. Luego
h=': h(A) = A C X es una funcién continua y como X es un retracto de
vecindad absoluto, el teorema 4.22 nos dice que X es un extensor de vecindad
absoluto, asi deben existir un abierto V' de Z tal que h(A) C V' y una funcion
continua F' : V' — X tal que F )= h=!' y dado que U abierto de X se
implica que F~1(U) es un abierto de V y por transitividad abierto de Z
tal que h(A) C F~1(U). Defininimos G : F~(U) — h(A) como G =ro F,
notese que G es continua y ademaés si h(a) € h(A), G(h(a)) = (ro F)(h(a)) =
r(F(h(a))) = r(h"*(h(a))) = r(a) = a = h™'(h(a)), de donde G |5(4= h™*
por lo que A es un extensor de vecindad absoluto y por el teorema 4.22
tenemos que A es un retracto de vecindad absoluto. O

o

Teorema 4.30. Sea { X, },en una sucesion de espacios. H X,, es un retracto
n=1

absoluto st y solo si X,, es un retracto absoluto para cada n € N

[e.9]

Demostracion.[= ] Primero supongamos que H X, es un retracto abso-

n=1
00

luto, consideremos para cada m € N, 7, : H X,, — X,, la funciéon proyeccion.

n=1

Luego sean z/ € X, para cadan € Ny h, : X, — HX” dada por
n=1

B () = (2, ., @0, 1, T, 20,44, -..) Para cada m € N. Obsérvese que h,, es
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un encaje el cual induce un homeomorfismo entre X, y h,,(X,,). Definimos

oo
T H X, = hn(X,,) dada por r = h,, o m,, a saber r es una retraccion de
n=1

donde h,,(X,,) es un retracto de H X, vy por el teorema 4.27 se tiene que

n=1
X, es un retracto absoluto para cada m € N y asi por el teorema 4.23 X, es

un retracto absoluto para cada m € N.
Ahora supongamos que X,, es un retracto absoluto para cada n € N.

Consideremos Z un espacio y h : H X, — Z un encaje tal que h <H Xn>

n=1 n=1

es un subconjunto cerrado de Z, como h es un encaje, tenemos que:

ht:h (ﬁxn> —>ﬁXn
n=1 n=1

es una funcién continua y considerando para cada n € N a 7, nuevamente
como la funcién proyeccion, tenemos que:

Wnoh_1:h<HXn> — X,
n=1

es una funciéon continua.

Como X, es un retracto absoluto para cada n € N, sabemos por el teorema
4.22 que X,, es un extensor absoluto para cada n € N, de donde para cada
n € N existe una funciéon continua F), : 7 — X, tal que

-1
Bl = Mo h

Sea F': Z — h (ﬁ Xn>, definida por F(z) = (Fi(z), Fa(2), ..., Fi(2), ...),

n=1

[o.¢]
claramente I’ es continua, ademas si a € h (H X, |, se tiene que F'(a)

n=1

(Fi(a), Fa(a), ..., Fy(a),...) = ((m1oh~Y(a), (a0 h~)(a), ..., (mioh~Y)(a), ...)

h~'(a), de donde F |h(HOO_1Xn>: h=!y asi H X, es un extensor absoluto y

n=1
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[e.e]

nuevamente por el teorema 4.22 se tiene que H X,, es un retracto absuluto.q

n=1
Observacion: R es un espacio convexo en si mismo y a R se le puede dar

estructura de espacio vectorial normado, luego el teorema 4.25 garantiza que R
es un retracto absoluto. De manera similar siendo I convexo y subconjunto de
R, se tiene que I es retracto absoluto, sumado a esto, este teorema previo tiene
como consecuencia que el cubo de Hilbert Q, [0, 1]", R™ y R* son retractos
absolutos.

Corolario 4.31. Para todo n € N se tiene que S™ es retracto de vecindad
absoluto.

Demostracion. Por la observacion del teorema anterior, tenemos que
R™*! es un retracto absoluto, lo que implica que R™ es un retracto de vecindad
absoluto, en el ejemplo 4.14 vimos que S™ es un retracto de vecindad de
R™! luego el teorema 4.29 nos dice que S™ debe ser un retracto de vecindad
absoluto. O

Teorema 4.32. Sea X un espacio. Entonces X es contrdactil si y solo si para
cada espacio Y y cada funcion continua f: X — Y se tiene que f ~k con k
constante.

Demostracién.[= ] Supongamos que X es contractil, entonces existe una
homotopia H : X x[0,1] — X tal que H(z,0) =2y H(z,1) = xo con 29 € X.
Luego, consideremos Y un espacio y f: X — Y una funcién continua y sea
H* : X x[0,1] — Y dada por H*(z,t) = (f o H)(x,t), como f y H son
continuas, se sigue que H* es continua, ademas H*(z,0) = (f o H)(z,0) =
J(H(z,0) = f(z) €Y v B*(2,1) = (f 0 H)(,1) = f(H(z,1)) = f(z0) =
con k-constante, de donde f ~ k.

Como para cada espacio Y y cada funciéon continua f : X — Y se tiene
que f ~ k, en particular, tomando Y = X y f = Idx se cumple que Idx ~ k
con k constante y de ahi que X es contractil. O

Teorema 4.33. Sea X un espacio. Si X es contrdctil, entonces X es conexo
por trayectorias.

Demostraciéon. Sea X un espacio contréctil, entonces existe una homo-
topia H : X x [0,1] — X tal que para cualquier x € X, H(z,0) = x y
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H(z,1) =9 con xy € X. Sean p,q € X,y a: [ — X una funcion definida
como:

H(p,2t) si 0

IA
~
IA
N[ +—=

a(t) =
H(q,2-2t) si $<t

IN

L,

por el Lema 2.1 de pegado de funciones se afirma que « esta bien definida y
es continua. Luego, obsérvemos que «(0) = H(p,0) = py a(1) = H(q,0) = q,
de donde, existe una trayectoria de p a ¢ en X, por lo que X es conexo por
trayectorias. O

Este resultado previo nos da una manera de descartar espacios que no son
contractiles; tomemos de ejemplo a S°. Como sabemos, S° = {—1,1}, el cual
no es conexo por trayectorias, luego S° no es contractil.

Definicion 4.34. Sean X e Y espacios. Diremos que X es contrdctil con
respecto a Y si para toda funcion continua f : X — Y se tiene que f ~ k
para k-constante.

e Obsérvese que esta definiciéon nos provee una manera diferente de escribir
el teorema 4.32.

Teorema 4.35. Sea X un espacio. Entonces X es contrdactil si y solo si es
contrdctil con respecto a 'Y para todo espacio Y .

Como ya hemos observado, si X es un retracto absoluto, se implica que X
es un retracto de vecindad absoluto; el reciproco no se cumple necesariamente.

para esto, debemos pedirle a X algo més.

Teorema 4.36. [9, Corolario 1.6.7] Sea X un espacio, entonces X es un
retracto absoluto si y solo si X es un retracto de vecindad absoluto contrdctil.

Ejemplo 4.37. En [7, Teorema 16(pig 344)] se muestra que las dendritas
ron retractos absolutos, luego por el teorema 4.36 se tiene que toda dendrita

es contrdactil.

Teorema 4.38. Para todo n € N se tiene que S™ ' no es un retracto de B"
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Demostracion. Supongamos que pasa lo contrario, es decir, que S"! es
un retracto de B™; como lo indicamos en la observacion del teorema 2.16, B”
tiene la propiedad del punto fijo. Luego, por el teorema 4.12, S™~! debe tener
la propiedad del punto fijo, lo cual es una contradicciéon al ejemplo 2.15 por lo
tanto, S no es un retracto de B". O

Teorema 4.39. Para todo n € N se tiene que S"~ ! no es contrdctil.

Demostracién. Previamente verificamos que S° no es contractil. Supon-
gamos, por el contrario, que S™ es contréctil; por el corolario 4.31 tenemos
que S™ es retracto de vecindad absoluto y, entonces, por el teorema 4.36, S
es retracto absoluto. en particular, S™ puede ser encajado en B"*! de donde
debe existir r : B"*! — S" retraccion, lo cual es una contradiccion.
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Capitulo 5

Funciones especiales sobre continuos:
propiedades y relaciones

Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo se estudian tipos especiales de funciones definidas sobre
continuos, analizando sus propiedades y comportamientos. Entre ellas se
destacan las funciones monétonas, cuasi-monétonas, débilmente monéto-
nas, ligeras, abiertas y confluentes. Cada tipo de funcién se presenta con
ejemplos ilustrativos, y se discuten sus propiedades fundamentales, asi
como las relaciones entre ellas, proporcionando una comprension clara de
su papel en el estudio de los continuos.

1 Introduccion

Las propiedades que describen el comportamiento de las funciones continuas
entre continuos son herramientas clave para comprender la estructura del
espacio y las interacciones entre sus elementos. En este contexto, las nociones
de funciones monoétonas, ligeras, confluentes, abiertas, cuasi-mondétonas y
débilmente mondtonas cobran gran relevancia, ya que permiten caracterizar
como las funciones se comportan bajo restricciones de continuidad y las
propiedades topologicas del dominio.

Este capitulo esta basado esencialmente en el Capitulo 13 del libro Continuum

Theory: An Introduction de Sam B. Nadler, Jr. (véase [7]). Uno de los resulta-
dos centrales del capitulo se enuncia en la secciéon 3, donde se muestra que
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toda funcién continua entre espacios compactos puede descomponerse como la
composicion de una funciéon monoétona y una funcion ligera (véase el Teorema
3.10). Esta descomposicion permite analizar funciones complejas a partir de
componentes con propiedades mas manejables y bien comprendidas. Ademas,
se profundiza en el estudio de funciones monotonas, ligeras, abiertas y conflu-
entes, mostrando, por ejemplo, que toda funcion abierta es confluente (véase
el Teorema 3.20), al igual que toda funcién mondtona (véase el Teorema 3.21).
Estos resultados revelan como ciertas propiedades topologicas se preservan o
se inducen mediante condiciones especificas sobre las funciones.

La Seccion 4 esta dedicada al analisis de las implicaciones logicas entre
distintas clases de funciones: débilmente monétonas, cuasi-monoétonas, con-
fluentes y abiertas (véase el Teorema 4.5). Se examina coémo se relacionan
entre si, qué condiciones permiten pasar de una clase a otra, y cuéles son las
diferencias esenciales entre ellas. Asimismo, se estudian las propiedades de
las composiciones entre funciones de estas clases, identificando cuando dichas
composiciones conservan o alteran las propiedades originales (véase el Teorema
4.14). En la Seccion 5 se presenta el concepto de grado de multicoherencia y se
muestra la utilidad de los resultados previos, al establecer bajo qué condiciones
y para qué tipos de funciones se preserva la unicoherencia entre continuos
(véase el Corolario 5.6).

2 Preliminares

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Dado
un continuo X denotaremos por d a la métrica de X. Dadoa € X y ¢ > 0,
la bola con centro en a y de radio ¢, se denota por Bx(a,e) = {z € X :
d(xz,a) < e}. Si A es un subconjunto de X, los simbolos clx(A), intx(A)
y Fry(A) denotan la cerradura de A, el interior y la frontera de A en
X, respectivamente. El diAmetro de A en X se define como didm (A) =
sup{d(z,y) : x,y € A con = # y}. A su vez, Idx denotara la funcion identidad
de X en X. La cardinalidad de un conjunto A se representa por |A|. A su vez,
todos los subconjuntos de R"™ son considerados con la topologia euclidiana.
Un hiperespacio de X es una coleccion especifica de subconjuntos de X.
En este trabajo se hace mencion del hiperespacio 2¥ = {4 Cc X : A #
) y A esun cerrado de X} con la métrica de Hausdorff (véase |7, Teorema
4.2]).
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Sean X un espacio topolégico y p € X. El espacio X es localmente
conexo en p si para cada conjunto abierto U en X tal que p € U, existe un
conjunto abierto y conexo V en X tal que p € V C U. Si X es localmente
conexo en cada uno de sus puntos decimos que X es localmente conexo.
Decimos que X es totalmente disconexo, si cada subconjunto conexo en X
tiene a lo mas un elemento.

A continuacién enunciamos algunos resultados, bastante conocidos, que
seran citados en este trabajo.

Lema 2.1. [7, Lema 7.11] Sea X un espacio métrico, compacto y totalmente
disconexo. Entonces, para cada € > 0 existen Ky, ..., K,, conn € N, subconjun-
tos compactos, no vacios y mutuamente disjuntos en X tales que didm (K;) < €

=1

Lema 2.2. [1, Corolario 7.8] Sean X un espacio topoldgico compacto y'Y un
espacio de Hausdorff. Si f : X — Y es una funcion continua entonces, f es
una funcion cerrada.

Lema 2.3. [7, Lema 3.22](Lema de Transgresion.) Sean X,Y,Z espacios
topologicos, f : X — Y wuna funcion cociente y g : X — Z wuna funcion
continua. Si g es constante en cada subconjunto de X de la forma f~1({y}),
para cada y € Y (es decir, |(go f~Y)(y)| = 1 para toda y € Y ) entonces la
funcién (go f1) 1Y — Z es continua.

Teorema 2.4. [7, Teorema 5.2/(Teorema del Cable Cortado) Sean X un
espacio métrico compacto, A, B subconjuntos cerrados en X . St ningun subcon-
gunto conexo en X intersecta a A, B simultdaneamente, entonces existen X, Xo
subconjuntos cerrados en X tales que, X1 N Xy =0, A C X, BC Xy y
X =X1UX,.

Funciones continuas sobre espacios localmente conexos

Las funciones continuas definidas sobre espacios continuos localmente conexos
presentan propiedades interesantes que enriquecen el analisis topologico. En
esta seccion, exploramos algunas de estas propiedades, que resultan fundamen-
tales para el desarrollo de los resultados que se presentaran mas adelante en
el capitulo.
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Lema 2.5. Sean X,Y continuos, f: X — Y una funcion continua yy €Y.
Si U es un subcongunto abierto en X tal que f~'({y}) C U, entonces existe
r >0 tal que f~1(By(y,7)) C U.

Demostracién. Supongamos que no existe r > 0 tal que f~(By(y,r)) C U.
Luego, para todo n € N, existe x, € X tal que z,, € f~}(By(y,=)) \ U. Es
decir, f(x,) € By(y,+), pero z, ¢ U.

Dado que X es un continuo, podemos suponer que la sucesion {x, }%; es
convergente, es decir, existe z € X tal que limz,, = z. De la continuidad de
f, se tiene que lim f(x,) = f(z). Como cada f(x,) € By(y, %), se sigue que
f(z)=y.

Dado que f~'({y}) C U, se concluye que z € U. Esto implica que existe
N € N tal que xn € U, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, existe r > 0
tal que f~*(By(y,r)) C U. O

Teorema 2.6. Un espacio topoldgico X es localmente conexo si y solo si las
componentes de subconjuntos abiertos en X son abiertas en X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean A un subcon-
junto abierto en X y C' una componente de A. Para cada ¢ € C, existe V,
un subconjunto abierto y conexo en X tal que ¢ € V, C A. Como C' es una
componente de A y V. es conexo, V, C C' para cada ¢ € C, luego U V.=C.

ceC
Dado que C es la unién de conjuntos abiertos entonces concluimos que C' es

abierto.

Supongamos que cada componente de cada subconjunto abierto en X es
abierto en X. Sean x € X y V un subconjunto abierto en X, tal que x € V,
dado que V' es un subconjunto abierto en X entonces sus componentes son
abiertas y conexas. Sea C' la componente de U tal que z € C, por lo que C' es
abierta y conexa, tal que C' C V. Esto termina la demostracion. O

Lema 2.7. Sean X wun continuo localmente conexo y Y wun continuo. Si
f: X =Y esuna funcion continua y suprayectiva, entonces Y es localmente
CONETO.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto en Y y C una componente
conexa de U. Vamos a probar que C es un subconjunto abierto en Y. Note
que f71(C) C U{K : K es una componente de f~(U) y KN f~1(C) # 0}.
Sea K una componente de f~}(U) tal que K N f~1(C) # (. Supongamos
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que K ¢ f71(C), es decir, f(K) ¢ C. Note que, f(K) es un subconjunto
conexo, contenido en U, por ende f(K)U C es un subconjunto conexo en U
que contiene propiamente a C, lo cual contradice el hecho de que C' es una
componente conexa de U. Por lo tanto f~1(C) = |J{K : K es una componen-
tede f7HU) y KN f~1(C) # 0}.

Como f es continua, se cumple que f~'(U) es un subconjunto abierto en
X. Dado que X es localmente conexo, se cumple que todas las componentes de
J7Y(U) son subconjuntos abiertos en X. Por ende, f~!(C) es un subconjunto
abierto en X. Luego, X \ f~1(C) es un subconjunto cerrado en X. Como f
es continua, por el Lema 2.2 se cumple que f es una funciéon cerrada. Asi,
f(X\ f71(C)) =Y \ C es un subconjunto cerrado de Y, por ende, C' es un
subconjunto abierto en Y. Esto implica que Y es localmente conexo. O

Teorema 2.8. [7, Teorema 8.14[(Hahn-Mazurkiewicz) Todo continuo local-
mente conexo es la imagen continua del intervalo cerrado [0, 1].

3 Funciones monétonas y ligeras

En esta seccion se presentan las definiciones de funciéon monétona y funcion
ligera, junto con una importante equivalencia para la definiciéon de funcion
monotona (véase el Teorema 3.2). Es crucial abordar el concepto de descom-
posiciéon semicontinua superior, ya que resulta esencial para la demostracion
del Teorema 3.10. Este teorema, de gran relevancia, establece que una funcién
continua y suprayectiva puede descomponerse como la composiciéon de una
funciéon monotona y una funcién ligera. Finalmente, culminamos demostrando
que todo continuo localmente conexo puede ser representado como la imagen
continua de [0, 1] (véase el Teorema 3.12).

Definicion 3.1. Sean X y Y espacios topologicos. Una funcion f: X — Y es
mondtona si f es suprayectiva, continua y f~ ({y}) es un subconjunto conezo
en X para cada y € Y. Las funciones inyectivas, crecientes o decrecientes, son
ejemplos de funciones reales que son mondtonas.

Lema 3.2. Sean X un espacio métrico compacto y 'Y un espacio métrico. Si
f: X =Y es una funcion continua y suprayectiva, entonces f es mondtona
si y solo si fH(E) es un subconjunto conexo en X, para todo E subconjunto
conexo en Y .
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Demostracion. Seay € Y, como {y} es un subconjunto conexo en Y, entonces
f*({y}) es un subconjunto conexo en Y. Por lo tanto, f es monotona.

Supongamos que f es monotona y que existe £ subconjunto conexo en Y
tal que f~1(F) es disconexo. Por ende, podemos tomar U, V' dos subconjuntos,
no vacios en X, tales que f[Y(E) =U UV, clx(U)NV =0y Unclx(V).
Dado y € E, como f es mon6tona, se cumple que f~({y}) es un subconjunto
conexo en X. Por ende, f'({y}) CU o f'({y}) C V.

Definamos los siguientes conjuntos, M = {y € E : f'({y}) Cc U} y
N={yeE: f'{y}) € V}. Note que E = M UN. Dado que U # 0,
entonces existe rg € U tal que yo = f(z¢) € E. De esto que, f~({yo})NU # 0,
esto implica que f~'({yo}) C U, por ende yy € M, es decir, M # ). Con
argumentos anélogos, se prueba que N # (). Como E es conexo, se debe cumplir
que cly (M)NN # (0 o M Necly(N) # (). Supongamos sin perder generalidad
que cly (M)N N # (. Sea y € cly (M) NN # (). Entonces, existe {y;}32; una
sucesion de elementos de M, que converge a y. Dado que y € N, se cumple
que f7'({y}) € V. A su vez, como y; € M se cumple que f~!({y;}) C U.
Dado que f es suprayectiva podemos tomar x; € f~'({y;}) para cada i € N.
Asi, tenemos {z;}$°, una sucesion contenida en U. Como X es compacto,
podemos suponer que existe x € clx(U) tal que {z;}3°, converge a x. Como f
es continua entonces lim f(x;) = f(z), dado que f(z;) = y;, entonces f(z) =y,
es decir, z € f~1({y}) C V, esto implica que clx(U) NV # 0, lo cual es una
contradiccion. Por ende, f~!(E) es conexo.

O]

Definicién 3.3. Sean X, Y espacios topoldgicos. Decimos que una funcion
[ X = Y esligera, si f es suprayectiva, continua y f~'({y}) es un
subconjunto totalmente disconexo en X para cada y € Y.

La funcion f : [0,47] — [—1, 1] definida por f(z) = sen(z) es una funcion
ligera. Ya que para cada y € [—1,1], se cumple que f~'({y}) es finito.

Y
1

-1

=
vw 3\/«

De hecho, [/ ({y})| = 4 para cada y € (=1,1) \ {0}, [f'({1})] = 2 =
=Dy 0N =5
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Definicion 3.4. Una descomposicion D, de un espacio topologico X es una
familia de subconjuntos no vacios de X ajenos entre si tales que UD = X.
Se define la funcién cociente qx : X — D como qx(x) = D, donde D es el
unico elemento en D tal que x € D.

Consideremos a la familia (D) = {U C D : ¢ (U) es abierto en X}. El
espacio (D, 7(D)) es conocido como el espacio cociente de X, y 7(D) se
conoce como la topologia cociente. Se suele denotar a dicho espacio por X /D.
Note que con la funcion cociente qx : X — X/D es continua.

St un subconjunto en X es la union de una subcoleccion de D se le dird
D-saturado. Note que, para todo C C D se cumple que 7~ (C) es D-saturado.

Definicion 3.5. Sean X un espacio topologico y D una descomposicion de
X. Decimos que D es semicontinua superior (scs) si para cada elemento
D € D y cada abierto U de X tal que D C U, existe V abierto en X tal que
D CV ypara cada W € D tal que W NV # () se cumple que W C U.

Lema 3.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, D una particion de X y qx la
funcion cociente. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) D es semicontinua superiormente,
(2) qx es una funcion cerrada,

(3) si DeD,U€crt,yD CU, entonces existe V € 7 tal que D CV C U
y es D-saturado.

Demostracion. Veamos que (1) implica (2). Sean C' un conjunto cerrado en X
y 7 € ¢ (D\ qx(C)), note que qx(z) € D\ gx(C). Veamos que gx(x)NC = {.
Supongamos por el contrario, que y € gx(x) N C, entonces gx(x) N qx(y) #
y asi, ¢x () = gx(y) y por lo que gx(x) € gx(C), lo cual es una contradiccion,
todo esto por como esta definida gx .

Tenemos entonces que ¢x(x) C X \ C. Como X \ C es abierto y D
semicontinua superiormente, existe V € 7 con ¢x(x) C V tal quesiv € V|
entonces gx(v) C X \ C. Supongamos que ¢x(v) € gx(C), entonces gx(v) =
qx(y) para algin y € C'y asi, y € qx(v) N C, entonces gx(v) € X \ C, lo
cual contradice la definicion de v. Por lo tanto, gx (V) C D\ gx(C). Luego,
€V Cqx'(D\ qx(0)) y se sigue que es abierto. Por lo tanto D \ ¢x(C) es
abierto. Finalmente, como ¢y es la funcién cociente, se sigue que ¢x(C) es
cerrado en D.
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Veamos que (2) implica (3). Sean D € Dy U € 7 tal que D C U. Considere
V =g (D\ gx(X \U)). Notemos que V es abierto puesto que gx es cerrada y
D c V C U. Para ver que V es D-saturado, veamos que V = |J(D\ gx (X \U)).
Sea v € V, entonces v € qx(V) € D\ ¢x (X \U) yasiv € | J(D\ ¢x(X \ U)).
Por otro lado, si v € |J(D \ gx(X \ U)), existe A € D\ qx(X \ U) tal que
v € A. Luego, qx(v) = A, es decir, v € ¢ (D \ qx (X \ U)), y por lo tanto se
cumple (3). Finalmente, se sigue de la definicién que (3) implica (2). O

Lema 3.7. Sea X un espacio topologico Ty. Si D una descomposicion semicon-
tinua superior de X, entonces D es una particion cerrada de X.

Demostracion. Sea D € D. Dado x € D, como {x} es un subconjunto cerrado,
por el Lema 3.6 se cumple que gx({z}) = {D} es un subconjunto cerrado de D.
De la continuidad de gx se cumple que ¢ (¢x({7})) = D es un subconjunto
cerrado de X. Esto termina la demostracion. O

Lema 3.8. Sea X un espacio métrico compacto y D una descomposicion semi
continua superior de X . Sea

C={C C X :C es una componente de algin D € D}.

Entonces, C es una descomposicion semicontinua superior de X.

Demostracion. Sea C' € C y U un subconjunto abierto en X tal que C' C U.
Sea D € D tal que C' C D. Por el Lema 3.7 se cumple que D es compacto.
Dado que C, DN (X \ U) son subconjuntos cerrados de D, y como C' es una
componente de D, no existe un subconjunto conexo que los intersecte a ambos,
entonces por el Teorema 2.4 existen Fi, Fy subconjuntos cerrados de D (y por
ende en X) talesque D=FiUF,, FiNF,=0yC C F;, DN (X\U) C F>.
Dado que D = (DNU)U (DN (X \U)), se cumple que F; C U. Luego, como
X es un espacio normal, existe G un subconjunto abierto en X tal que F} C G,
cx(G)CUycdx(G)NF=0.Asi, 1) CCGy2)GCU.

Afirmacion 1. Fry(G)N D = (.

Sea = € Frx(G). Supongamos que € D = F; U Fy. Entonces, dado que
zr € cx(G) y clx(G) N F, = 0, se cumple que x € F;. Esto implica que
r € Gy como G es abierto entonces = ¢ clx(X \ G). Lo cual contradice que
z € Frx(G). Por lo tanto, Frx(G) N D = 0.

Sea H = X \ Frx(G). Note que H = GU (X \ clx(G)). Por la Afirmacion
1 se cumple que D C H y como H es abierto, del hecho de que D es una
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descomposicién semicontinua superior, existe W un subconjunto abierto en X
talque D C W'y

SiAeDy ANW # 0, entonces A C H. (3)

Sea V =W NG. Note que V' es un subconjunto abierto en X. A su vez,
por 1) C' C Gy dado que C' C D C W, se cumple que C' C V.

Afirmacion 2. Si ' € Cy C'NV # (), entonces C' C U.

Sea C" € C tal que C"NV # (). Tomemos D’ € D tal que C’ es componente
de D'. Esto implica que D' NV # (), en particular, D' N W # (). Entonces, por
(3) se cumple que D’ C H. Por ende, C' C H =G U (X \ clx(G)). Dado que,
C' NV # () se cumple que C"' NG # (). De la conexidad de C” se debe cumplir
que C" C G. Finalmente, de 2) se tiene que C' C G C U.

Con la demostracion de la Afirmacion 2 se termina la prueba del Lema, ya
que se satisface la Definicion 3.5. [

Teorema 3.9. [7, Teorema 3.21] Sean X un espacio métrico compacto y Y
un espacio métrico. Si f : X — Y es una funcion continua y suprayectiva,
entonces, la coleccion

Dy ={f"{y}):yeY},

es una descomposicion semicontinua superior de X, y Dy es homeomorfo a
Y. Inversamente, cualquier descomposicion semicontinua superior de X es un
espacio métrico compacto, que es la imagen continua de X.

Teorema 3.10. Sean X,Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Entonces existen, M un espacio métrico
compacto, m : X — M una funcion mondtona suprayectiva, yl: M —'Y una
funcion ligera suprayectiva tal que f =1om.

Demostracion. Sean Dy = {f~*({y}) : y € Y}, por el Teorema 3.9 se tiene que
D es una descomposiciéon semicontinua superior. Consideremos M = {C' C X :
C' es una componente de algin f~'({y}) € D;}. Por el Lema 3.8 se cumple
que M es una descomposicién semicontinua superior, que es homeomorfa a Y.
Por ende M es un espacio métrico compacto.

Definamos m : X — M por la funciéon cociente, es decir, m = qx. Por
ende, m es continua y m(z) = C, donde C' es el unico elemento de M tal que
xr € C.Sea z € M, luego m™!(z) = C,, de esto que existe y, € Y tal que C, es
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componente de f~!({y.}). Note que f(m~'(z)) = {y.}. Esto se cumple para
cada z € M. Definamos [ : M — Y por [(z) = y, para cada z € M. Donde v,
cumple que f(m~(2)) = {y.}.

Note que la funcién m es monétona. Sea z € M, luego m~({z}) = C.,
donde C, es componente de f~!({y.}). Esto implica que, m~*({z}) es un
subconjunto conexo en X para cada z € M. Ademas, m(X) = M, es decir, m
es suprayectiva.

Para cada © € X, [(m(2)) = Ym(z), donde Yy cumple que f(m™*(m(z)))
= {Ym@}, es decir, f({z}) = {Ym@}- Esto implica que, [(m(x)) = f(x).
Por lo tanto, f = [ o m. Luego, para cada y € Y se cumple que f~'({y}) =
m~ ("' ({y})). Por otra parte, dado y € Y consideremos C, una componente
de f~'({y}). De esto que, C, € M y como f(m *(C,)) = f(C)) = {y},
entonces [(Cy) = y. Por ende, [ es suprayectiva. Resta probar que [ es ligera.
Note que |(f om™')(z)| = 1 para todo z € M, entonces por el Lema 2.3 se
cumple que [ es continua. Sean y € Y y K una componente de [~!({y}), por
el Lema 3.2 se cumple m~'(K) es un subconjunto conexo en X. Entonces,
como K C I*({y}) se cumple que m~'(K) ¢ m~'(I"'({y})) = f~({y}).
Asi, existe C' € M tal que m™!(K) C C. Dado que m es la funcién cociente,
se cumple que m~'(K) es M-saturado. Por lo tanto, C C m™(K), decir,
m~(K) = C. Esto implica que K = {C}, por ende [ es ligera. Esto concluye
la demostracion. N

Teorema 3.11. [7, Proposicion 8.22] Si'Y es un continuo con mds de un
elemento y f :[0,1] = Y es una funcion mondtona y suprayectiva, entonces
Y es un arco.

Teorema 3.12. Todo continuo no degenerado localmente conezo, es la imagen
continua de una funcion ligera del intervalo cerrado [0, 1].

Demostracion. Sea Y un continuo no degenerado, localmente conexo. Por el
Teorema 2.8, existe f : [0,1] — Y, una funcién continua y suprayectiva. Luego,
por el Teorema 3.10 existen M un espacio métrico compacto, m : [0,1] — M
una funciéon monétona y suprayectiva, y [ : M — Y una funcién ligera y
suprayectiva, tal que f =1 om. Dado que m es continua, se cumple que M
es conexo, por ende M es un continuo. Dado que Y es no degenerado y [ es
suprayectiva, se cumple que M es no degenerado. Asi, por el Teorema 3.11 se
cumple que M es un arco. Por ende, existe h : [0,1] — M un homeomorfismo.
Consideremos la funcion ¢ : [0,1] — Y definida por, g = [ o h. Note que, g
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es una funciéon continua. Dado y € Y, g7 ({y}) = h ("' ({y})), como [ es
ligera 71 ({y}) es un subconjunto totalmente disconexo, dado que h es un
homeomorfismo se cumple que A~1(I7*({y})) es un subconjunto totalmente
disconexo. Por lo tanto, g es una funciéon ligera. Esto finaliza la demostracion.

[

Funciones Confluentes y Abiertas

A continuacion, presentaremos las definiciones de funciéon confluente y
funcion abierta, acompanadas de algunos ejemplos ilustrativos. El objetivo
principal de esta seccion es exponer las relaciones clave entre estas dos clases
de funciones, proporcionando una vision méas profunda de su interaccion y sus
propiedades en el contexto de espacios métricos y compactos.

Definicion 3.13. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion continua vy
suprayectiva f : X — Y es confluente si para cada B subcontinuo de Y y
para cada A componente de f~1(B) se cumple que f(A) = B.

Es siguiente resultado nos da informacion de las funciones confluentes
sobre continuos localmente conexos. El cual serd de utilidad mas adelante.

Teorema 3.14. [7, Teorema 13.22] Sean X un continuo, Y un continuo
localmente conexo y f : X — Y wuna funcion confluente. Si U es cualquier

subconjunto abierto y conexo en'Y y H es cualquier componente de f~(U),
entonces f(H) =U.

Ejemplo 3.15. La funcion tienda es una funcion confluente. Esta se define
como:

f(x):{x’ 0<z <1,

2—x, 1<ax<2.

Note que para todo subcontinuo B de [0,1], el conjunto f~(B) tiene a lo
mds dos componentes Ay y As, tal y como se ilustra en la Figura 1. A su vez,
la imagen bajo f de estas componentes son iguales al continuo B.

Definicién 3.16. Sean X, Y espacios topoldgicos. Una funcion continua
f: X =Y esabierta, si es suprayectiva y para cada subconjunto abierto U
en X se cumple que f(A) es un subconjunto abierto en'Y.
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Ay Ao

Figura 1: Funciéon Tienda

Un resultado conocido para funciones abiertas es el Teorema 3.17, el cual
nos da una gran variedad de ejemplos de funciones abiertas.

Teorema 3.17. [/, Teorema 1.4.18] Sean X,Y espacios topoldgicos y [ :
X — Y wuna funcion biyectiva. Entonces, f es abierta si y solo si f es un
homeomorfismo.

Teorema 3.18. [7, Teorema 15.5] Sean X, Y espacios métricos compactos y
f: X =Y una funcion continua y suprayectiva. Entonces, f es una funcion
abierta si y solo si para toda sucesion {y;}2, convergente en Y, tal limy; =y

oo

se cumple que la sucesion {f~({y:})}32, converge a f~1({y}) en 2.

Lema 3.19. Sean X,Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion abierta.
Si Z C Y, entonces la funcion g : f~H(Z) — Z definida por g(z) = f(x) es
una funcion abierta.

Demostracion. Claramente g es una funciéon suprayectiva. Sea U un subcon-
junto abierto en f~(Z), por lo que existe V' un subconjunto abierto en X tal
que U =V N f71(Z). Luego, g(U) = f(V)N Z. Dado que f es una funcion
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abierta, se cumple que f(V') es un subconjunto abierto en Y, por ende g(U)
es un subconjunto abierto en Z. Por lo tanto, g es una funcion abierta. [

Teorema 3.20. Sean X,Y espacios métricos y compactos. St f: X — Y es
una funcion abierta, entonces f es una funcion confluente.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcion abierta. Supongamos que f no
es confluente. Entonces, existe un subcontinuo B de Y y A una componente
de f7Y(B) tal que f(A) # B. Dado que f(A) C B, existe b € B tal que
f7H{b}) N A = 0. De la continuidad de f se cumple que A es un subconjunto
cerrado en X y f~1({b}) es un subconjunto cerrado en X. Dado que f~*({b}) C
YB)y f~'({d}) N A = 0, se cumple que ningiin subconjunto conexo en
f~Y(B) intersecta a A, f~1({b}) simultaneamente. Luego, por el Teorema 2.4
existen G, H subconjuntos cerrados en X tales que f~'(B) = (GN f~(B))U
(HAf(B), GAHN [ (B) =0, AC GNf(B)y f- ({b}) € HN ' (B).

Note que GN f~!(B) es un subconjunto abierto y cerrado de f~!(B). Como
G N f~Y(B) cerrado en X entonces f(G N f~1(B)) es cerrado en B. Por el
Teorema 3.19, la funcion g : f~!(B) — B es abierta. Por ende, g(GN f~1(B))
es un subconjunto abierto en B, es decir, f(G N f~}(B)) es un subconjunto
abierto y cerrado de B. Como G N f~!(B) # () entonces f(G N f~1(B)) # 0.
Note que b ¢ f(G N f~Y(B)), por ende f(GN f~'(B)) # B. Esto contradice
la conexidad de B. Esto concluye la demostracion. ]

Teorema 3.21. Sean X,Y espacios métricos y compactos. St f: X — Y es
una funcion mondtona y suprayectiva, entonces f es confluente.

Demostracion. Sea B un subcontinuo de Y. Por el Lema 3.2 se cumple que
f71(B) es un subconjunto conexo en X. Luego, dado que f es suprayectiva,
se cumple que f(f~*(B)) = B. Por ende, f es confluente. O

4 Funciones débilmente monétonas y cuasi-
monotonas

En esta secciéon, presentamos las definiciones de funciones débilmente
monoétonas y cuasi-monotonas. Analizamos su relacion entre si, y con funciones

mondtonas y confluentes. También se incluyen ejemplos y contraejemplos que
ilustran dichas implicaciones. Examinamos cémo la propiedad de ser localmente
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conexo facilita la existencia de maés relaciones entre estos tipos de funciones.
Finalmente, concluimos con el Teorema 4.18, en el cual se demuestra bajo
qué condiciones una funciéon cuasi-monétona puede descomponerse como la
composicion de una funcién mondtona y una funcion ligera y abierta. Antes,
unos resultados que seran usados en esta seccion.

Lema 4.1. Sea X un espacio topologico conexo. Si Ay, ..., An son subcontinuos

n
en X, tales que UAi = X, entonces existe | € {1,...,n} tal que UAZ- es un
i=1 i#l
subcontinuo de X.
Demostracion. Por induccién matematica. Para n = 2. En este caso se cumple
que X = A; U A; para algunos A; y A, subcontinuos de X, basta tomar [ = 1,
entonces U A; = Ay, el cual es un subcontinuo de X. Supongamos que para
i#1
cualquier familia de n elementos se cumple el resultado. Sean Aq, ..., 4,1
n+1

subconjuntos cerrados y conexos en X, tales que U A; = X. Como X es

i=1
conexo, existe j € {1,....n+ 1} — {n + 1} tal que 4,1 N A; # 0. Entonces,
A" = A,11 UA; es un subconjunto conexo en X. Note que la coleccion
{A1, .., Ani1, Ay — {An41, A;} tiene n elementos y la union de la coleccion
es igual a X. Por la hipotesis de induccion, existe un elemento de la coleccion,
que puede ser removido y la uniéon sigue siendo igual a X. Si ese elemento es
distinto de A’ se tiene lo deseado. Si el elemento es igual a A’ de la conexidad
de X se tiene que podemos remover A; o A, y la unién sigue siendo igual a
X, es decir, [ € {n + 1, j}. Esto termina la demostracion. O

Lema 4.2. Sea X un espacio topoldgico. Si U es un subconjunto abierto y
C' es un subconjunto conexo tal que CNFrx(U) =0 y CNU # 0, entonces
ccUu.

Demostracion. Si U = X, el resultado se cumple. Supongamos que U # X.
Note que X = U UFrx(U) Uintx(X — U). Supongamos que C ¢ U. Dado
que C NFry(U) = 0, entonces C = (CNU) U (CNintx(X — U)). Como
U,intx (U) son subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios, en X, obtenemos
que C' es disconexo, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, C' C U. O

Definicion 4.3. Sean X,Y continuos y f : X — Y una funcion. Decimos que
f es débilmente mondtona si f es continua, suprayectiva y para cualquier
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subcontinuo B de Y, tal que inty (B) # 0, y cualquier componente A de
f~YB) se cumple que f(A) = B.

Definicion 4.4. Sean X,Y continuos y f : X — Y wuna funcion. Decimos
que f es cuasi-mondtona si f es continua, suprayectiva y para cualquier
subcontinuo B de Y, tal que inty (B) # 0, se cumple que f~*(B) tiene un
numero finito de componentes y la imagen bajo f, de cada componente es igual
a B.

El siguiente resultados es concecuencia directa de las definiciones.

Teorema 4.5. Sean X,Y continuos y f : X — Y wuna funcion. Se cumple lo
stguiente:

e Si [ es mondtona, entonces f es cuasi-mondtona,
e Si f es cuasi-mondtona, entonces f es débilmente mondtona,
e Si f es confluente, entonces f es débilmente mondtona.

Note que la funcién tienda del Ejemplo 3.15, es una funcion cuasi-monétona
que no es monétona. A continuacién presentamos un ejemplo de una funcién
que es débilmente mondtona que no es cuasi-mondtona.

Ejemplo 4.6. Sea n € N, consideremos X, = {(z,2) € R* : z € [0,1]} y

Xo={(z,0) e R*: x € [0,1]}. Sea X = U Xpn. El continuo X es conocido
n=0
como el abanico armdnico. Consideremos la funcion f: X — [0,1] definida

por f(x,y) = x, es decir, la funcion f proyecta su primera coordenada sobre
Xo.

f=(B)

~

Figura 2: Funcion f.
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Sea B un subcontinuo del intervalo [0, 1] tal que intjo;(B) # 0, como se
representa en la Figura 2. Note f~1(B) esta determinado por los segmentos
en color rojo del abanico armoénico X, tal y como se muestra en la Figura
2. Sean S,, C X, dichos segmentos, para cada n € NU {0}. De la definicion
de f se tiene que f(S,) = B, por ende, f es débilmente monotona. Ademaés,

fYB) = U S, dado que S, N S,, = () siempre que n # m, concluimos que
n=0
f no es cuasi-monotona.

Ejemplo 4.7. Se presenta una funcion que es débilmente mondtona pero no
es confluente. Sea X la cerradura en R? del conjunto T = {(z, sen(2)) € R? :
z € (0,1]}, conocido como la curva del topdlogo, el cual esta representado en
la Figura 3.

Figura 3: Continuo X.

Consideremos D = {(07 _1)7 (07 1)} U {{<'T7 y>} : (xvy) €X \ {(07 _1)7 (07 1)}}
una descomposicion de X. Sea Y = X/D y qx : X = Y la funcion cociente,
recuerde que esta funcion es continua y suprayectiva. Por [7, Teorema 3.10/

tenemos que Y es un continuo, el cual estd representado en la Figura 4.
Digamos que Dx = {(0,—1),(0,1)} € Y.
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Figura 4: Continuo Y.

Sean Vi = {(0,y) € R* : y € [-1,—3]}, Vo = {(0,y) € R? 1 y € [3,1]}
y B = qx(V1) U gx(Va). Note que qx (Vi) es un arco que une a los puntos
{(0,—3)}, Dx y qx(Va) es un arco que une a los puntos {(0,3)}, Dx; respec-
tivamente. Ademds, qx (V1) Nqx(Va) = Dx. Por lo tanto, B es un continuo en
Y. Sin embargo, las componentes de q)}l(B) son Vi y Vs, las cuales cumplen
que qx (V1) # B # qx(Va), por ende gx no es confluente.

Sean L = {(0,y) € R* : y € [-1,1]} y S = qx(L). Note que S es la
circunferencia de la Figura 4 en color rojo. Para B un subcontinuo de Y tal
que inty (B) # 0 se cumple que BN S =0 0 S C B, por ende, ¢ (B) es un
continuo de la forma {(z,sen(2)) € R* : x € [a,b]}, con a,b € (0,1], o bien,
LU{(z,sen(2)) € R? : x € (0,b]} para algin b € (0,1], respectivamente. En
ambos casos, gy (B) es conexo y ademds, qx(qx (B)) = B. Por lo tanto, qx
es débilmente mondtona, mds aun, qx €s cuasi-mondtona.

Teorema 4.8. Sean X un continuo, Y un continuo localmente conexo y f :
X =Y una funcion. Si f es débilmente mondtona, entonces f es confluente.

Demostracion. Sea f : X — Y una funciéon débilmente monétona. Supon-
gamos que f no es confluente, es decir, existe B un subcontinuo de Y y A
una componente de f~1(B) tal que f(A) # B. Dado que f(A) C B, existe
b € B tal que f~'({b}) N A = ). Como A componente de un subconjunto
cerrado, se cumple que A es un subconjunto cerrado en X, por ende A es
compacto. A su vez, dado que f es continua, se cumple que f~1({b}) es
un subconjunto cerrado en X, por ende es compacto. Luego, existen U,V
subconjuntos abiertos y disjuntos en X, tales que A C Uy f~1({b}) C V.
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Luego, por el Lema 2.5 existe r > 0 tal que f~*(By(b,r)) C V. Dado que Y
es localmente conexo, existe C' un subconjunto abierto, conexo y no vacio en
Y tal que C C cly(C) C By(b,r). Sea Z = B Ucly(C), Note que Z es un
subcontinuo de Y, ademas dado que C' C Z, se cumple que Z tiene interior
no vacio. Note que f~1(Z) = f~YB)U f~(cly(C)) y f(cly(C)) C V, por
ende A es una componente de f~!(Z). Como f es débilmente mono6tona, se
cumple que f(A) = Z, esto implica que B C f(A), es decir, f~1({b}) N A # 0,
lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, f es confluente. [

El siguiente resultado, es consecuencia de los Teoremas 4.8 y 4.5.

Corolario 4.9. Sean X un continuo, Y un continuo localmente conexo y
f: X =Y una funcion. Si f es cuasi-mondtona, entonces f es confluente.

Teorema 4.10. Sean X un continuo localmente conexo, Y un continuo y
f: X =Y una funcion. Si f es débilmente mondtona, entonces f es cuasi-
mondotona.

Demostracion. Por el Lema 2.7 se cumple que Y es localmente conexo. To-
memos B un subcontinuo propio de Y tal que inty (B) # ). Sea y € inty (B),
como B es localmente conexo, existe U un subconjunto abierto y conexo en Y,
tal que, y € U C inty(B). Como f es débilmente mondtona, se cumple que si
C es una componente de f~1(B), entonces f(C) = B. Por lo que, existe ¢ € C
tal que f(c) =y, por ende, f~({y}) N C # (. Esto para cada componente de
f7H(B).

De la continuidad de f, se tiene que f~1(U) es un subconjunto abierto en X,
como X es localmente conexo, por el Lema 2.6, se cumple que las componentes

de X son subconjuntos abiertos en X. Digamos que f~! U K;, donde

K; es una componente de f~'(U). Como f~'({y}) € f~1(U) y f’l({p}) es
un subconjunto compacto en X se cumple que existe K1, ..., K, componentes

de f71(U) tal que f~'({y}) C UK Dado que f~'(U) C f~'(B), existe C;

una componente de f~1(B) tal que K; C C;. Puesto que, f~'({y}) intersecta
a todas las componentes de f~1(B), podemos concluir que f~!(B) tiene una
cantidad finita de componentes. ]

El siguiente resultado es consecuencia de los Teoremas 4.5, 4.10 y el
Corolario 4.9.
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Corolario 4.11. Sean X,Y continuos localmente conexos y f : X — Y
una funcion suprayectiva. Entonces, f es confluente si y solo si f es cuasi-
monaotona.

El siguiente resultado es consecuencia de los Teoremas 3.20, 4.5 y 4.10.

Corolario 4.12. Sean X un continuo localmente conexos, Y un continuo y
f: X =Y una funcion. Si f es una funcion abierta, entonces f es cuasi-
mondtona.

Teorema 4.13. Sean X,Y continuos localmente conexos y f : X — Y una
funcion ligera y suprayectiva. Entonces, f es una funcion cuasi-mondtona i
y solo si f es una funcion abierta.

Demostracion. Sea f una funcién ligera y suprayectiva. Si f es una funciéon
abierta, por el Corolario 4.12, se cumple que f es una funcién cuasi-mondtona.
Supongamos que f es una funcién cuasi-monétona. Veamos que f es una
funcion abierta. Sea U un subconjunto abierto en X y y € f(U). Tomemos
reUn f~'{y}) ye >0 tal que Bx(z,e) CU.

Dado que, f es ligera se cumple que f~!({y}) es un subconjunto compacto
y totalmente disconexo en X. Por el Lema 2.1 existen K4, ..., K,, subconjuntos
compactos, no vacios y mutuamente disjuntos en X tales que didm (K;) < ey

Yy} = UKZ" Sea j € {1,...,n}, tal que z € K}, note que K; C Bx(z,¢).

Como XZ els un espacio métrico compacto, existen Uy, ..., U,, subconjuntos
abiertos y mutuamente disjuntos, en X, tales que K; C U; para cada 7 y
clx (Us) Nelx(U;) = 0 cuando s # t. Consideremos V' = Bx(x,¢) N U;. Note
que x € V C U(*). Supongamos que Frx (V)N f~1({y}) # 0. Como Bx(z,¢) y
U; son subconjuntos abiertos se cumple que Frx (V') C Frx(Bx(z,¢))NFrx (U;).
Sea p € Frx (V)N f~1({y}). Entonces, existe | € {1,...,n} tal que p € Kj.
Ademas, d(x,p) = €, por lo que p ¢ K, es decir, K; # K. Como p € Frx(U;),
se cumple que p € cl(U;), esto implica que cl(U;)NK; # 0, es decir, cl(U;)NU,; #
0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, Frx (V) N f~1({y}) = 0. Esto
implica que, y € Y\ f(Frx(V)). Sea C, la componente de Y\ f(Frx(V)) que
contiene a y. Por el Lema 2.2 se cumple que f es una funcién cerrada, asi
FY'\ f(Frx(V))) es un subconjunto abierto en Y. Luego, por el Teorema 2.6,
se cumple que C), es un subconjunto abierto en Y.

Como f(z) = y, se cumple que z € f~(C,). Sea K la componente de
f74(C,) tal que z € K. A su vez, por el Corolario 4.11 se cumple que f es
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una funcion confluente. Asi, por el Teorema 3.14 se cumple que f(K) = C,,.
Dado que, C, C (Y'\ f(Frx(V))) se cumple que K NFrx (V) = . Por (x) se
cumple que x € K NV, es decir, KNV # (). Luego por el Lema 4.2 se cumple
que K C V. Nuevamente por (x) se tiene que:

C,=f(K)C f(V)cU.

Dado que y € Cy y C, es un subconjunto abierto de Y, podemos concluir
que f(U) es un subconjunto abierto en Y. Por lo tanto, f es una funcion
abierta. [

Teorema 4.14. Sean X,Y y Z continuos, f: X =Y, g:Y — Z funciones
continuas y suprayectivas. St h = go f, entonces se cumple lo siguiente:

(1) Si f y g son funciones confluentes, entonces h es una funcion confluente.
(2) Si h es una funcion confluente, entonces g es una funcion confluente.

Demostracion. Para (1). Sea B un subcontinuo de Z y A una componente de
h=Y(B) = f~'(¢7'(B)). Debemos probar que h(A) = B. Note que A C X. De
la continuidad de f se tiene que f(A) es un subconjunto conexo en g~ '(B).
Sea K la componente de g~!(B) tal que f(A) C K. De esto que A C f~1(K).
Ademas, f~Y(K) C f~'(¢7"(B)) = h™!(B). Dado que A es una componente
de h™'(B), entonces A es una componente de f~(K).

Como g es una funciéon confluente, se cumple que g(K) = B. A su vez,
de la continuidad de g se tiene que g~!(B) es un subconjunto cerrado de Y,
por lo tanto, al ser K una componente de ¢g~'(B), se cumple que K es un
subconjunto cerrado de Y. Por ende, K es un subcontinuo de Y. Dado que f
es una funcion confluente, se cumple que f(A) = K. Asi, h(A) = (go f)(A) =
9(f(A)) = g(K) = B. Esto implica que h es una funcion confluente.

Para (2). Sea B un subcontinuo de Z y K una componente de g~'(B).
Queremos probar que g(K) = B. Note que g(K) C B, por lo que resta probar
que B C g(K). Sea C' una componente de f~'(K). Luego C' C f~}(K) C
Y9 Y(B)) = h™}(B). Por ende, existe @ una componente de h~'(B) tal que
C' C Q. Dado que h es una funcion confluente, tenemos que h(Q)) = B. Como @
es conexo, de la continuidad de f, se cumple que f(Q) es un subconjunto conexo
en Y. Puesto que Q C h™1(B) = f~!(g7'(B)), entonces f(Q) C g (B). A su
vez, como C' C @, se tiene que f(C) C f(Q), dado que f(C) C K, se cumple
que f(Q)N K # (). De la conexidad de f(Q) se cumple que f(Q) C K. Asi,
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h(Q) = g(f(Q)) C g(K), es decir, B C g(K). Por lo tanto, g(K) = B. Esto

prueba que g es una funcién confluente. O

Corolario 4.15. Sean X un continuo localmente conexo, Y, Z continuos y
f: X =Y, g:Y — Z funciones continuas y suprayectivas. St h = go f,
entonces se cumple lo siguiente:

(1) Si f y g son funciones cuasi-mondtonas, entonces h es una funcion
cuasi-mondotona.

(2) Si h es una funcion cuasi-mondtona, entonces g es una funcion cuasi-
monaotona.

Demostracion. Para (1). Por el Teorema 2.7, se cumple que Y, Z son continuos
localmente conexos. El Corolario 4.11 implica que f y g son funciones confluen-
tes. Luego, por (1) del Teorema 4.14, se cumple que h es una funcion confluente.
Nuevamente, por el Corolario 4.11 se cumple que h es una funcién cuasi-mono-
tona.

Para (2). Del Corolario 4.11 tenemos que h es una funcion confluente.
Luego, por el Teorema 4.10, se tiene que g es una funcién confluente. Asi, por
el Corolario 4.11 se cumple que g es una funcién cuasi-monétona. O]

Corolario 4.16. Sean X un continuo localmente conexo, Y, Z continuos y
f: X =Y, g:Y — Z funciones continuas y suprayectivas. St h = go f,
entonces se cumple lo siguiente:

(1) Si f y g son funciones débilmente mondtonas, entonces h es una funcion
débilmente mondtona.

(2) Si h es una funcion débilmente mondtona, entonces g es una funcion
débilmente mondtona.

Demostracion. Para (1). Por el Teorema 2.7, se cumple que Y y Z son con-
tinuos localmente conexos. Luego, el Teorema 4.10 implica que f y g son
funciones cuasi-mondtonas. Asi, por (1) del Teorema 4.15, se cumple que h es
una funcién cuasi-monotona. Por lo tanto, del Teorema 4.5 tenemos que h es
una funciéon débilmente monoétona.

Para (2). Por el Teorema 4.10 se cumple que A es una funcion cuasi-mono-
tona. Luego, el Teorema 4.15 implica que g es una funciéon cuasi-monotona. Asi,
por el Teorema 4.5 concluimos que ¢ es una funciéon débilmente monétona. [
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Ejemplo 4.17. A continuacion, veremos que la parte (1) del Teorema 4.16
no se cumple para continuos no localmente conexos. Consideremos X como el
abanico armdnico, union R = {(z, —x) € R? : z € [0, 1]}, esto se muestra en
la figura 5. Sea Y el abanico armonico, tal y como se muestra en el Ejemplo
3.15. También, consideremos Z como el intervalo cerrado [0, 1].

g / 3
\é E— é 0 1
A
X Y

Figura 5: Composicion de f y g.

Note que, X y Y son continuos que no son localmente conexos. Sea g :
X =Y definida como:

(l’ ) _ (l',y), SZ.; Yy >0
Y= (x,0), si,y<0.

Es decir, g proyecta todos los segmentos sobre el segmento Xy. A su vez,
consideramos f : Y — Z como f(x,y) = x. Note que, f,g son continuas y
suprayectivas. Por el Ejemplo 3.15, se cumple que f es una funcion débilmente
mondtona.

Veamos que g es una funcion débilmente mondtona. Sea Ly = {(z,0) €
R?:z € [0,1]} y B un subcontinuo de Y tal que inty(B) # 0. Si BN Ly =0,
entonces g~1(B) es una copia homeomorfa de B, es decir, g~*(B) es conero.
Por otro lado, st BN Ly # 0, podemos considerar xo = max{z € [0,1] : (z,0) €
B}. De esta manera, g~'(B) = BU {(z,—x) € R* : x € [0,z0]}. Note que,
g Y (B) es conexo. Por lo tanto, g~ (B) tiene un nimero finito de componentes
siempre. Ademds, en ambos casos se cumple que g(g~(B)) = B. Asi, podemos
concluir que g es una funcion cuasi-mondtona y por ende débilmente mondtona.

Finalmente, consideremos fog : X — Z. Veamos que fog no es débilmente
mondtona. Para ello, consideremos B = [%, %] Note que, B es un subcontinuo
de Z, tal que inty (B) # (). El continuo B y las componentes de (f o g)~'(B)
se tlustran en la Figura 6.
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Fon) i(B) .
g I o
N P ]
7
Y
X

Figura 6: Continuo B y sus preimagenes.

Una componente de (f o g)~*(B) es el conjunto C = {(x,—z) e R?* : x €
13,31} Pero, (fog)(C) = [3,3]. Es decir, (f o g)(C) # B. Esto implica que
la funcion f o g no es débilmente mondtona.

Teorema 4.18. Sean X,Y continuos localmente conexos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Entonces, [ es cuasi-mondtona si y solo si
existen M es un continuo, f1 : X — M una funcion mondtona y suprayectiva,

y fo: M —Y una funcion ligera, abierta y suprayectiva tales que f = fy 0 fs.

Demostracion. Supongamos que existen M es un continuo, f; : X — M una
funcién mondtona y suprayectiva, y fo : M — Y una funcién ligera, abierta y
suprayectiva tales que f = fy o fy. Por el Teorema 4.5 se cumple que f; es una
funciéon cuasi-mondtona. Del Teorema 2.7 se cumple que M es un continuo
localmente conexo. Luego, por el Corolario 4.12 se tiene que fy es una funcién
cuasi-monotona. Finalmente, por el Teorema 4.15 podemos concluir que f es
una funciéon cuasi-monétona.

Supongamos ahora que f es una funcion cuasi-monétona. Por el Teorema
3.10, existen M un espacio métrico compacto, f; : X — M una funciéon
mondétona y suprayectiva, y fo : M — Y una funcién ligera y suprayectiva
tal que f = fy o fi. Dado que f; es una funcién continua y suprayectiva se
cumple que M es un continuo localmente conexo. A su vez, del Teorema 4.15,
tenemos que f es una funcién cuasi-mondtona. Finalmente, segtin el Teorema
4.13, fy es una funcién abierta. Esto concluye la demostracion. O

En el Teorema 4.18, se puede reemplazar la hipotesis de que f es una
funcion cuasi-mondtona por la condiciéon de que f sea una funcion abierta,
confluente y débilmente mono6tona. Esta sustitucion se justifica por el Corolario
4.12, el Corolario 4.11 y el Teorema 4.10, respectivamente.

Corolario 4.19. Una propiedad topologica es invariante bajo funciones cuasi-
mondtonas, confluentes o débilmente mondtonas entre continuos local-
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mente conexos, si y solo si la propiedad es invariante bajo funciones mondtonas,
ligeras y abiertas entre continuos localmente conexos.

Concluimos esta secciéon, enunciando un resultado interesante, que es conse-
cuencia de los resultados mostrados en esta seccion.

Teorema 4.20. [7, Teorema 13.31] Sean X un arco (o una grdfica finita), Y
un continuo no degenerado y f : X — Y wuna funcion suprayectiva. Si f es
una funcion cuasi-mondtona, confluente o débilmente mondtona, entonces Y
es un arco (o una grdfica finita). También, si X es una curva cerrada simple,
entonces Y es un arco o una curva cerrada simple.

5 Grado de Multicoherencia

En esta seccion final, se introduce el concepto de grado de multicoherencia
de un continuo, el cual fue propuesto y estudiado por Samuel Eilenberg en
[5]. Analizamos como se comporta este valor bajo funciones cuasi-monotonas,
monoétonas, confluentes y abiertas. El resultado mas relevante de esta seccion
es el Corolario 5.6, que establece las condiciones bajo las cuales se preserva la
unicoherecia entre continuos, con funciones que cumplen con ciertas propieda-

des.

Definicion 5.1. Sea X un continuo y consideremos la familia
C ={(A,B) : A, B son subcontinuos de X y AUB = X}.
Para cada (A, B) € C, definimos r(A, B) como
r(A,B) = |{C : C es una componente de AN B}| — 1.

Si AN B tiene un nimero infinito de componentes, decimos que (A, B) = o0.
Entonces, el grado de multicoherencia de X, denotado por r(X), se define
como:

r(X) = sup{r(A, B) : (A, B) € C},
o bien r(X) = oo, dependiendo de si el conjunto {r(A,B) : (A,B) € C} es

acotado superiormente o no.
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Definicion 5.2. Sea X un continuo, decimos que X es unicoherente si para
cada par de subcontinuos A, B en X tales que X = AUB se cumple que AN B
es conexo. Note que un continuo X es unicoherente si y solo si r(X) = 0.

Note que si X es un arco, entonces r(X) = 0.

A su vez, si X es una curva cerrada simple entonces, r(X) = 1.

Si consideramos a X como la theta grafica, entonces r(X) = 2.

Teorema 5.3. Sean X,Y continuos. Si f : X — Y es una funcion cuasi-mo-
notona, entonces r(Y) < r(X).

Demostracion. Sean A, B subcontinuos de Y tales que Y = A U B. Vamos
a probar que: a) r(A4, B) < r(X). Supongamos que inty (A) = (). Seay € Y,
note que para todo 7 > 0 se cumple que By (y,7) € A, y dado que Y = AU B,
entonces By (y,r) N B # (), es decir, y € cly(B) = B. Esto implica que B =Y.
Luego, AN B = A, es decir, r(A, B) =0 < r(X). Por ende, se cumple (a). Si
inty (B) = (), se llega al mismo resultado.

Supongamos que inty(A) # 0 y inty(B) # 0. Como f es una funcién
cuasi-mon6tona, se cumple que f~'(A) y f~'(B) son subconjuntos cerrados
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en X que tienen una cantidad finita de componentes, tales que la imagen
bajo f, de cada componente es igual a A o B, respectivamente. Sea F =
{K1,...; Kpny Ky 1, ..., Ky }, donde K; es una componente de f~1(A), para cada
i € {1,...,m} y K; es una componente de f~!(B), para cadai € {m+1,...,n}.
Entonces, f(K;) = A para cada i € {1,...,m} y f(K,;) = B para cada
j € {m+1,...,n}. Como f es una funcién suprayectiva, se cumple que
FHAUfY(B) = X, porende, | JF = X.Porel Lema4.1, existe l € {1,...,n}
tal que U K; es un subcontinuo en X. Sea C' = UK“ note que C', K; son
il i#l

dos subcontinuos en X tales que C'U K; = X, entonces r(C, K;) < r(X). Es
decir, para probar (a), basta con probar que: (b) r(A, B) < r(C, K)).

Para ello probaremos que: (¢) f(K;NC) = AN B ya que, de la continuidad
y sobreyectividad de f se cumpliria que, por cada componente de A N B
existe una componente de C'N K, esto implicarfa (b). Supongamos sin perder
generalidad que K; es una componente de f~!(A), es decir, I € {1,...,m}. Por
ende, K; N K; = (), para todo i € {1,...,m} — {l}. De esto se tiene que:

K,NC=Kn (Um)
il
= Jxin K3)
il
= |J minK)
i=m+1

C f Y ANB).

Por lo tanto, f(K;NC) C ANB. Seay € AN B, como f(K;) = A, existe
r € K tal que f(x) =y. Esto implica que x € f~1(B), por lo que existe una
componente de f~!(B) que tiene a z, es decir, existe j € {m + 1,...,n} tal
que x € K. Dado que, | # j y X = C'U K, se cumple que « € C. Por ende,
re KiNCasiy = f(z) € f(K;NC). Por lo tanto, AN B C f(K;NC). Con
esto, hemos probado (c¢), lo cual implica (b). Luego, r(A, B) < r(C, K;) <
r(X). Como A, B se tomaron de forma arbitraria, podemos concluir que

r(Y) <r(X). O

Corolario 5.4. Sean X un continuo unicoherente y'Y un continuo. Si f :
X =Y es una funcion cuasi-mondtona, entonces Y es unicoherente.
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El Corolario 5.5 es consecuencia de los Teoremas 4.5, 5.3 y del Corolario
5.4.

Corolario 5.5. Sean X,Y continuos y f : X — Y wuna funcion suprayectiva.
Si f es una funcion mondtona, entonces r(Y) < r(X). En particular, si X es
unicoherente, entonces Y es unicoherente.

Finalmente, el Corolario 5.6 es consecuencia de los Teoremas 2.7, 5.3 y los
Corolarios 4.11, 4.12 y 5.4.

Corolario 5.6. Sean X un continuo localmente conexo y 'Y un continuo. Si
existe f: X =Y wuna funcion abierta o confluente, entonces r(X) < r(Y).
En particular, si X es unicoherente, entonces Y es unicoherente.
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Capitulo 6

Un repaso a los limites inversos: teoria basica y
ejemplos

Jestis Fernando Tenorio Arvide, Raymundo Velasco
Vasquez, Cenobio Yescas Aparicio’

Instituto de Fisica y Matematicas
Universidad Tecnolbgica de la Mixteca

Resumen

En este capitulo presentamos una breve introducciéon a la teoria de limites
inversos, priorizamos el desarrollo de ciertos ejemplos, analizamos las
principales propiedades topologicas preservadas por esta operacién y nos
enfocamos en demostrar condiciones bajo las cuales un limite inverso sea
no vacio. Lo anterior con la finalidad de que el escrito pueda servir de
bibliografia de consulta para quienes deseen iniciarse en la teoria basica
de los limites inversos.

1 Introduccion

En matematicas, el conocimiento de las diversas técnicas y herramientas
que subyacen en cada area resulta ser fundamental. En topologia general,
algunas herramientas usuales suelen denominarse «operaciones topologicasy,
las cuales tienen el objetivo de estudiar el comportamiento de alguna propiedad
topologica sobre algtn espacio dado. Operaciones comunes son, por ejemplo, el
producto de espacios topologicos, imagen bajo una funcién continua, uniones o
sumas topoldgicas. Otra de las operaciones bastante empleada es la denominada

T Autor para correspondencia. Este trabajo fue realizado con el apoyo del programa de
Estancias Posdoctorales por México por parte de CONAHCYT (actualmente SECTHTI),
octubre de 2023 a septiembre de 2025.
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operacion de limite inverso. En el ano de 1929, P. Alexandroff en [1| da el
primer indicio de lo que posteriormente S. Lefschetz definiria como limite
inverso en [7|, donde describe que Alexandroff, estudiando espacios métricos,
obtuvo cierta sucesion de complejos simpliciales que con ayuda de proyecciones
especiales «aproximan» a espacios métricos compactos, gestando asi la nocién
de limite inverso. De esta forma, desde su aparicion, los limites inversos
pasaron a ser objeto de estudio de la comunidad matematica, se empezaron
a estudiar las propiedades topologicas usuales (compacidad, ser Hausdorff,
metrizabilidad, etc.) bajo dicha operacién. No estd demas mencionar que
la definicion de limite inverso se puede ver de manera categorica (en este
sentido lo «topologico» no hace restrictiva la definicion). De hecho, en algunas
areas como el algebra (ver [2]) o el anélisis (ver [3]), se ha adecuado el
concepto de limite inverso, donde lo topolégico no es la parte principal y se
han obtenido resultados exitosos de estudio. La conveniencia de la operacion
topologica de limite inverso continiia bastante presente en la actualidad,
se siguen estudiando diversas propiedades topologicas (recientes o no tan
recientes), ya sea para mostrar su preservacion (invarianza) o bien en la
generacion de algin contraejemplo. Asi, dada la importancia en la topologia
de los limites inversos, en este trabajo presentamos una breve introducciéon
a esta teoria. Priorizamos el desarrollo de ciertos ejemplos, analizamos las
principales propiedades topolégicas preservadas por un limite inverso y nos
enfocamos en demostrar condiciones bajo las cuales un limite inverso sea
no vacio. Consideramos que uno de los aportes principales del escrito es la
seleccion y presentacion, en la medida de lo posible detallada, de resultados
que se encuentran dispersos en la literatura, unificAndolos tanto en temas
como en notacion y estilo. Todo esto con la intenciéon de que el escrito sirva
de bibliografia de consulta para quienes deseen conocer los hechos basicos de
esta teoria.

2 Preliminares

En esta seccion, con la finalidad de hacer el trabajo lo mas autocontenido
posible, enunciamos parte de la notaciéon y resultados en teoria de conjuntos
y topologia general que empleamos. Si el lector requiere conocer con mayor
detalle sobre estos preliminares le recomendamos los textos [5, 6, 9|. Para
la lectura de este trabajo se requieren nociones de topologia basica o lo
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equivalente a un curso basico de topologia general.

Para el conjunto vacio usamos la notacion (). Dado un conjunto A, al
conjunto potencia de A lo denotamos como P(A). Con [A]<* (respectivamente
[A]=%) representamos la familia de subconjuntos finitos (respectivamente nume-
rables) de A. Como es usual, R indica el conjunto de los ntiimeros reales y
N el conjunto de los nimeros naturales. Dada una funciéon f: A — B y un
subconjunto C' C A, denotamos y definimos la funciéon f restringida a C' como
fle : € = B tal que f|,(x) = f(z), para todo z € C.

Por otro lado, recordemos que si X es un espacio topologico, a los ele-
mentos de X se les denomina conjuntos abiertos. Como ejemplos esenciales
de topologias sobre un conjunto encontramos la discreta, la indiscreta y la
cofinita. Recordamos esta tltima a continuacion.

Ejemplo 2.1. Para un conjunto no vacio X, la topologia cofinita sobre X la
denotamos y definimos como Teop = {A C X | X \ A es finito} U {0}.

Uno de los hechos fundamentales en topologia es el siguiente. Dado un
espacio topologico (X, 7), una subfamilia B de 7 es una base para 7 si para
cada x € X y para cada U € 7 con x € U, existe B € B tal que x € B C U.
Si B es una base para 7, a sus elementos se les llama conjuntos bésicos de la
topologia 7.

Ahora bien, si X es un conjunto arbitrario, la forma de generar una
topologia sobre X a partir de una familia de subconjuntos de X es como sigue.

Definicion 2.2. Sean X es un conjunto no vacio y B C P(X). Se dice que B
es base para alguna topologia T sobre X, si se cumplen las condiciones:

a) X =UB.

b) Para cualesquiera By, By € B y x € By N By, existe By € B tal que
T € Bg - Bl N BQ.

A 7 se le llama topologia generada por la base B.

La siguiente nocién, que usamos en el escrito sin mencion explicita, también
es un hecho interesante respecto a la topologia de un conjunto. Si (X, 7) es un
espacio topologico y A C X, entonces la coleccion 74 = {UNA|U € 7} es
una topologia para A y se le llama la topologia heredada para A o la topologia
de subespacio.
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Para los fines de nuestra exposicion, requerimos recordar que un espacio
topologico X es compacto si toda cubierta abierta de X admite una subcubierta
finita. Més atin, una caracterizacion bastante conocida de la compacidad es la
siguiente.

Teorema 2.3. Sea X un espacio topologico. Se tiene que X es compacto
st y solo si cada familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de
interseccion finita tiene interseccion no vacia.

A su vez, tenemos en cuenta las siguientes nociones. Dados los espacios
topologicos X y Y y una funcion f : X — Y, se dice que f es continua en X
si para todo subconjunto abierto V en Y, f71(V) es un subconjunto abierto
en X. Ademas, f es una funcion abierta (cerrada) si para cada subconjunto
abierto (cerrado) A de X, f(A) es un subconjunto abierto (cerrado) de Y.
Finalmente, decimos que h es un homeomorfismo de X a Y si h es continua,
biyectiva y h~! es continua. Si existe un homeomorfismo de X a Y, decimos
que X es homeomorfo a Y .

Pasamos ahora a recordar una de las nociones primordiales para entender
los limites inversos, a saber, los conjuntos dirigidos.

Definicion 2.4. Sea A un conjunto no vacio. Se dice que A es un conjunto
dirigido si hay una relacion binaria < en A que satisface

a) (Reflexividad) X < A, para todo X € A.

b) (Transitividad) Para A\, Ao, A3 € A, st Ay < Ag y Ao < A3, entonces
A < As.

¢) (Anti-simetria) Para M\, Ao € A, st A\p < Ao y Ay < Aq, entonces \; = Ag.

d) (Direccion) Si M1, Ay € A, entonces existe algin A3 € A tal que A\ < A3
Y A2 < As.

Notemos que las condiciones a), b) y ¢) de la Definiciéon 2.4 indican que
< es un orden parcial en A. Veamos los siguientes ejemplos de conjuntos
dirigidos, de los cuales no es dificil verificar su veracidad.

Ejemplo 2.5.

i) El conjunto N con el orden usual de R es un conjunto dirigido.
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i1) St X es un conjunto no vacio, entonces P(X) es un conjunto dirigido
con el orden de la contencion de conjuntos. En particular, [X]<% y [X]=¥
son conjuntos dirigidos con el orden de la contencion.

A partir de la parte d) de la Definicion 2.4, esto es la condicion de direccion
en un conjunto dirigido, obtenemos lo siguiente.

Proposiciéon 2.6. Si A es un conjunto dirigido y F un subconjunto finito de
A, entonces existe N € A tal que A < N, para todo X € F.

Demostracion. Sean A un conjunto dirigido y £’ un subconjunto finito de A.
Pongamos F' = {1, g, ..., A\, }. Dados Ay, Ay € F', por definiciéon de conjunto
dirigido existe #; € A tal que \;, Ay < ;. Aplicando nuevamente la definicién
para A3y [, existe B € A tal que A3, 81 < (5. Por transitividad del conjunto
dirigido, tenemos que Ay, Ay < (5. Siguiendo esta idea, de manera inductiva
obtenemos la existencia de X € A tal que A, Ag, ..., A\, < N. O

La nocién de conjunto dirigido permite definir el siguiente concepto de red.

Definicion 2.7. Una red en un conjunto X es una funcion P : A — X,
donde A es algun conjunto dirigido.

Si P es una red en un conjunto X y A € A, al elemento P()\) € X lo
denotamos por x,. Hacemos mencion de «la red {z)} ea» sin hacer mencion
explicita de la funcion P, a menos que sea requerido. Como es conocido, la
definicion de red permite extender la de sucesion y la de convergencia de una
sucesion a un sentido més general.

Definicion 2.8. Sean A un conjunto dirigido y {x)}rea una red en un espacio
topoldgico X. Se dice que {x\}rea converge a v € X (indicado por x\ — x),
st para todo conjunto abierto U que contiene a x, existe algin \g € A tal que
para todo A € A con XA > g, se tiene que x\ € U.

No es dificil notar que dadas una red {z)} ca en un espacio X y una
funcion f : X — Y, tenemos que {f(z))}rea es una red en Y. De esto
obtenemos la conocida caracterizacién mediante redes de la continuidad de
una funcion.

Teorema 2.9. Sean X y Y dos espacios topologicos y f : X — Y una funcion.
Se tiene que f es continua en X si y solo si para todo x € X y para cualquier
red {xx}rea en X tal que x) — x en X, se cumple que f(xy) — f(z) en Y.
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La otra nocién fundamental para poder entender la definicion de limite
inverso es la de topologia producto. Para ello recordamos el concepto de
producto cartesiano arbitrario el cual, gracias al Axioma de Eleccion, podemos
asegurar que es no vacio cuando consideramos una familia infinita de conjuntos
no vacios (vea |6, Teo. 8.5|).

Definicion 2.10. Sean I un conjunto no vacio y {X, | @ € I} una familia de
conjuntos no vacios. El producto cartesiano de los conjuntos X, es definido y
denotado por:

HXa ={z: I = Upes Xo | () € X, para cada o € T} .

acl

Para cada B € I, la funcion mg: []
llamada proyeccion del producto ||
de Hael Xa'

wer Xa = Xp definida por mg(x) = x(B) es
act Xa al factor Xg o la 3-ésima proyeccion

En la practica, si € [],.; Xa, a x se le suele pensar y utilizar como
* = (Ta)aer, Y €N consecuencia, la imagen de z bajo la S-ésima proyeccion se
escribe como mz(x) = .

Notacion 2.11. Para el caso cuando se tiene un espacio X tal que X, = X,
para cada o € I, al elemento de [],.; Xo tal que todas sus coordenadas sean
igual a z, para algin z € X, lo denotamos por (2)aecr. Ast, To((2)acr) = 2.

Sigue ahora asociar una topologia al producto. Como es sabido, la topologia
inmediata a asociar es la topologia de la caja (vea |9, Cap. 8|). Sin embargo,
en algunas situaciones resulta no ser tan «practica», por lo que en su lugar, la
topologia que se suele ocupar es la que esta definida a través de la siguiente
base.

Definiciéon 2.12. Sean I un conjunto no vacio y {(Xa,7a) | @ € I} una
familia de espacios topoldgicos. La topologia producto o topologia de Tychonoff

en el producto cartesiano [, .; Xo es la generada por la base:

{m 7 U,) | F € 1™ y U, € 7o, para cada o € F}

acl
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No es complicado verificar que efectivamente esta familia cumple las condi-
ciones de la Definicion 2.2.

Dado que las funciones proyecciéon son muy importantes en los espacios
producto, enunciamos las Proposiciones 2.13 y 2.14 y el Teorema 2.15 para la
visualizacion de algunas de sus propiedades principales. Las demostraciones
de estos resultados se pueden consultar en [9].

Proposicion 2.13. Sea {X, | a € I} una familia no vacia de espacios
topoldgicos. Para todo B € I, se tiene que la funcion wg : [[ c; Xa = Xp €s
continua, sobreyectiva y abierta.

ael

Proposicion 2.14. Sean X un espacio topologico, {X, | a € I} una familia
no vacia de espacios topologicos y f : X — [[.e; Xa una funcion. Se tiene
que f es continua si y solo si mgo [ es continua, para todo 3 € I.

La Figura 1 brinda una idea mas clara de la Proposicion 2.14.

f
X > [Loer Xa

w& %

Xp

Figura 1: Composiciéon de las funciones g y f.

El siguiente es un resultado que caracteriza la convergencia de una red en
un espacio producto.

Teorema 2.15. Sean {X, | « € I} una familia no vacia de espacios topold-
gicos y {xa}rea una red en [], ., Xo. Se tiene que xy — x € [[,c; Xa sty
solo si para todo € I, se cumple que la red {mg(xx)}ren en Xz es tal que

m(22) = m(x).

Los resultados que siguen exponen el comportamiento de los espacios
producto en relacion a algunas propiedades topoldgicas clasicas. Respecto a
los axiomas de separaciéon en un espacio producto, contamos con la siguiente
equivalencia.
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Teorema 2.16. Sea {X, | o € I} una familia no vacia de espacios topoldgicos.
Dado i € {1,2,3,3%}, se tiene que [[.c; Xa €s T; si y solo si Xg es T;, para
cada B € 1.

acl

De manera analoga a lo garantizado para los axiomas de separacion,
tenemos lo correspondiente al caso de los axiomas de numerabilidad.

Teorema 2.17. Sea {X,, | n € N} una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Se tiene que

(i) Tl,en Xn es primero (segundo) numerable si y solo si para cada n € N,
X, es primero (sequndo) numerable.

(i4) [L,en Xn es metrizable si y solo si para cada n € N, X, es metrizable.
Finalmente, recordemos el siguiente resultado importante de la topologia.

Teorema 2.18 (Teorema de Tychonoff). Sea {X, | a € I} una familia no
vacia de espacios topoldgicos. Se tiene que Hael X, es un espacio compacto si
y solo st X, es un espacio compacto, para cada o € 1.

3 Limites inversos: definicién y ejemplos

Una vez que en la Seccién 2 hemos expuesto entre otros temas algunas
propiedades de los conjuntos dirigidos y de espacios producto, tenemos la
herramienta basica para atender el concepto principal de este trabajo.

Definicion 3.1. Un sistema inverso o espectro inverso es una tercia confor-
mada por un conjunto dirigido A, una familia de espacios {X, | « € A} y
una familia de funciones continuas {p2 : X5 — Xo | @, € A y a < B} que
cumple lo siguiente:

a) p% es la funcion identidad en X,, para cada o € A; 'y
b) pg Opg = pl siempre que o < [ < .

Un sistema inverso lo denotamos por (X,,p?, A), donde a las funciones
p? se les llama funciones enlace o de ligadura. La composicion enunciada en la
parte b) de la Definicién 3.1 indica que para o < < 7, el diagrama de la
Figura 2 conmuta.
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Figura 2: Composicion de las funciones enlace.

Aunque la nocién de limite inverso aparece por primera vez en [1] en el afio
de 1929, la definicién que enunciamos aqui es la que se considera actualmente
en la literatura y es presentada formalmente por S. Lefschetz en 1931 en su
articulo [7].

Definicién 3.2. El limite inverso de un sistema inverso (Xo,p2,A) se define
como

@(Xompg7A> = {(xa)aEA € H Xa ‘ st a0 < 5, p§<x,3) = :L‘a} .

acA

Notacion 3.3. Dado o € A, denotamos por p, la a-ésima proyeccion del
producto [], A Xao restringida a @(Xa,pg, A), esto es, po = 7Ta|lim(X DAY
iy [e3) g 5]

Observemos el siguiente hecho que involucra las funciones enlace con las
proyecciones restringidas al limite inverso.

Proposicion 3.4. Si (X,,p2, A) es un sistema inverso, entonces p? ops = pq,
para cada o, B € A con o < 5.

Demostracion. Sea © = (To)aea € I'£1<Xa,pg, ). Se cumple que (p? o
ps)(x) = pP(ps(x)) = pP(x5) = 2o = palx). De esta manera obtenemos
que pj) © pg = Pa- O

El siguiente lema es de gran ayuda al momento de trabajar con limites
inversos, pues muestra una forma especial de visualizarlos.

Lema 3.5. Sea (X,,p2, A) un sistema inverso. Para cada 8 € A, sea Ag =
{(za)aca € Tloea Xa | PE(25) = x4, para o < B}. Se cumple la igualdad

Hm(Xa, pgs A) = Naea Ao
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Demostracion. Probamos la igualdad por contencion de conjuntos. Para esto,
primero tomemos = = (Z4)aca € @(Xa,pg, A). Para ver que x esta en la
interseccion de los conjuntos A, tomemos f € A. Al estar x en el limite
inverso, tenemos que p?(z3) = z,, para todo o < . De donde, z € Ag. As,
z € (e Ao, Por lo que @(Xa,pg,A> C Naea Aa- Ahora tomemos z €
Noca Aa vy o, B € A tales que a < . Como & = (74)aea € Ag, tenemos que
P2 (xp) = 1. Asi,z € @(Xa,pg, A) y por lo tanto () ,cp Aa € @(Xa,pg, A).
Asi, se tiene la igualdad deseada. ]

Por otra parte, la construccion de limites inversos es relativamente sencilla,
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6. Sean X un espacio y A un conjunto dirigido arbitrarios.
Para cada o € A, definimos X, = X. Ademds, para o, € A con > «
tomemos p° igual a la funcion identidad. De esta manera obtenemos un sistema
inverso (X, p2, A). Veamos ahora que el limite inverso del sistema inverso
(X o, P2, A) es homeomorfo a X. Para ello analizamos el comportamiento de
los elementos del limite inverso. Sea (Ty)acn € @(Xa,pg,A). Fijemos un
a € Ay comparémoslo con un B € A arbitrario. Por ser A un conjunto
dirigido, existe v € A tal que o, 5 < . Por un lado, por la definicion de
limite inverso, py(v,) = xp y pl(r,) = Ta; por otro lado, sabemos que las
funciones las establecimos como la identidad. Asi, py(z.) = ©, y pl(v,) = @,
En consecuencia o, = x5. Como [ lo tomamos arbitrario, existe x € X tal
que T, = x, para todo o € A, es decir, (Zo)aca = (¥)aea (vea la Notacion
2.11). Definimos h : @(Xa,pg, A)Y — X como h((2)aca) = x. No es dificil
mostrar que h es un homeomorfismo.

Las dos proposiciones siguientes nos proporcionan formas de generar limites
inversos mas interesantes, en cierto sentido, més interesantes de lo que se
muestra en el Ejemplo 3.6. Estos resultados fueron tomados de [4, Seccion
1.2] y aqui presentamos las demostraciones detalladamente.

Proposicion 3.7. Para cualquier familia de espacios {Z; | i € 1}, donde
I es un conjunto no wvacio, existe un sistema inverso (Xa,pg,A> tal que

@(Xa,pg, A) es homeomorfo al producto [[,.; Z;.

Demostracion. Primero veamos la manera de generar el sistema inverso. Consi-
deremos A = [I]<¥ con la relaciéon de contencion de conjuntos. Por el Ejemplo
2.5-(77), tenemos que A es un conjunto dirigido. Para cada o € A, sea
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Xo =[l;cq Zi- Ademas, dados a, 3 € A tales o < 3, definimos las funciones

5 X5 — X, como p2((2:)ics) = (%i)ica, para todo (7;)ics € Xs. Notemos
que las funciones p? resultan continuas a consecuencia de que las proyecciones
usuales 7, son continuas. Veamos que las funciones p? son funciones enlace,
es decir, que se cumplen las condiciones a) y b) de la Definicion 3.1.

a) Sean a € Ay (2;)ica € Xo. Se cumple que p&((2i)ica) = (2i)ica, pPOr lo
que pS es la funcién identidad.

b) Ahora tomemos o, 3,7y € A con a < <7y (2;)iey € Xy. Se cumple
que p_(p((zi)iey) = Pal(xi)ies) = (x ) = Pi(#1)iey). De donde,
paoph =

Con ello, (X,,p? A) es un sistema inverso. Veamos ahora que @(Xa, P2 A)
es homeomorfo al producto [[,.; Z;. Para ello, para cada i € I, sea a; = {i},
y definamos la funcién h : lgl( Xo, P2, A) — [Lic; Zi como h((xa)aeA) =
(mi(za,))icr, para cada (Tq4)aen € @1( X,,p2, A). Debemos demostrar que
h es un homeomorfismo. Primero veamos que h es inyectiva. Tomemos dos
elementos (4)aca; (Ya)aca € @( o P2, A) tales que (T0)aea # (Ya)aca-
Esto quiere decir que existe 3 € A tal que x5 # yg. Por la construccion de
X3, existe j € B tal que mj(xs) # m;(ys). En consecuencia (m;(z4,))icr #
(7:(Ya, ) )ier vy por la definicion de h se sigue que h((Za)aca) 7 h((Ya)aea)-
Ahora probemos que h es sobreyectiva. Tomemos (2;)ic; € [[,; Zi- Para cada
a € A definamos el elemento z, = (2;)ica € Xo. Tomando a, f € A con a < 3,
tenemos que p2(xg) = p5((2)ies) = (2i)ica = Ta. De esta manera (24 )aea €
W (Xa, pg, A) ¥ h((2a)aea) = (Ti(2a,))ier = (21)ier- Lo que verifica que h es
sobreyectiva. Veamos que h es continua, para ello utilizamos la caracterizacion
dada en el Teorema 2.9. Sea A un conjunto dirigido y consideremos una
red {(2))aca}rca en L( Xo, P2, A) tal que (20)aea = (Ta)aca, para algin
(Ta)aea € Hm(X. o P2, A). Debemos verificar que A((2))aea) — M((Ta)acn),
esto es (m;(x))))ier — (m(:rai))iel. Por la convergencia de {(2})aeatrea ¥
la continuidad de las funciones proyeccion, tenemos que para todo ¢ € I,
Th = T, es decir, m(x)) — mi(z,,). Como esto se cumple para todo
i € I, obtenemos que (m;(z.))ier — (mi(2a,))ics. Por lo tanto, h es continua.
Notemos que la inyectividad de h garantiza la existencia de h~!. Mostremos
que h™! es continua. Para esto tomemos una red {(z})icr}rea en [Lic; Zi tal
que (2)ier = (2i)ier, para algin (2;)ier € [[;c; Zi. Ya que h es biyectiva, para
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todo A € A, existe un tnico ())aea € L w P2, A) tal que h=((2))ier) =
(2})aen- De igual forma para (Zl)ze], existe un tinico (xa)aeA € Im(X,, p3, A)

tal que h71((2:)ier) = (Ta)aca. Como (2

) — z;, para cada i € I, por el
Teorema 2.15 (2)ica = T2 — (2i)ica = Ta, para cada a € A. Aplicando
nuevamente el Teorema 2.15, tenemos que (2))aca — (Ta)aca. Por lo que h~?
es continua. Asi, queda verificado que h es un homeomorfismo y de esta forma

se demuestra que l'&l(Xa,pg, A) es homeomorfo a ], , Z;. O

Culminamos esta seccion mostrando que al igual que en la Proposicion
3.7, en el siguiente resultado encontramos otra idea clara de generar limites
inversos.

Proposicion 3.8. Sean X un espacio topoldgico infinito y A C P(X) tal que
para A, B € A, existe C' € A con C C AN B. Se tiene que existe un sistema
inverso (X 4,p%, A) con la propiedad de que @(XA,pﬁ, A) es homeomorfo a

NA.

Demostracion. No es dificil verificar que A es un conjunto dirigido con el
orden de la contencién inversa. Ahora, para cada A € A, sea X, = A.
Construyamos las funciones enlace. Tomemos A, B € A con A < By definamos
p% : Xp — X4 como la funcién inclusion. Por la forma en que definimos pf,
tenemos el sistema inverso (X4, p%, A). Veamos ahora que @(X 4,05, A) es
homeomorfo a () A. Primero analizamos la naturaleza de los elementos en
@(XA,pE,A). Para ello tomemos (74)aca € @(XA,pE,A) y A, B € A.
Por ser A un conjunto dirigido, existe C' € A tal que A, B < C'. Por definicién
de limite inverso p§(z¢) = 24 v p%(2¢) = 2. Por otro lado, por definicién
de funcién enlace tenemos que p§(r¢) = z¢ v p§(zc) = r¢. En consecuencia
x4 = zp. Dado que A y B los tomamos arbitrarios, existe x € [ A tal
que (r4)aea = (z)aea (recuerde la Notacion 2.11). Tomando en cuenta lo
anterior, definamos la funcién A : @(XA,pE, Ay — N A, como h((z)aen) = x,
para cada x € 1&1()( 4,p5, A). Probemos que h es un homeomorfismo. Para
mostrar la inyectividad de h, tomemos (z)aca, (¥)aeca € @(XA,pf, A) tales
que (z)aea # (Y)aea. De esta manera x # y, por lo que h((z)aca) #
h((y) aea). Por otro lado, si 2 € (A, tenemos que () sea € Hm(Xa, p3, A)
y h((x)aea) = x, por lo que h es sobreyectiva. Ahora mostramos que h
es continua. Sea {(7)eatrea una red en @(XA,pf, A), donde A es un

conjunto dirigido, y supongamos que (2*)aca — (7)4ca, para algin (z)aca €
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Hm (X4, pf, A). Debemos mostrar que h((v*)aca) — h((7)aea), es decir,
2> — . Sin embargo, esta convergencia se obtiene de manera inmediata por el
Teorema 2.15. Asi, h es continua. Dada la biyectividad de h, sabemos que A"
existe y que bt (VA — Um(X 4, p4, A). Ademas, h™'(z) = (7)aea, para
cada z € (| A. Afirmamos que h~! es continua. En efecto, tomemos una red
{2*}rea en () A tal que 2* — x, para algiin x € () A. Nuevamente aplicando el
Teorema 2.15, obtenemos que (%) aca — () aca, es decir, A= (a*) — h™!(z).
De donde, h™! es continua. Asi, h es un homeomorfismo y por lo tanto
@(XA,pf, A) es homeomorfo a [ A. O

4 La topologia de un limite inverso

En esta seccion incluimos algunos resultados generales del comportamiento
topologico de los limites inversos. De hecho, en vista de que el limite inverso
m(X,,p2, A) es un subespacio de [I.ca Xa, este hereda la topologia del
producto topologico. El siguiente hecho muestra una base para el limite inverso,
cuyos conjuntos abiertos basicos resultan mas convenientes de trabajar que
abiertos de alguna otra base. Dicho resultado fue tomado de [4, Prop. 1.2.1].
Recordemos que p, = WQ|L£H (x..pf Ay (vea la Notacion 3.3).

Teorema 4.1. Dado un sistema inverso (X, p2, A, se tiene que la familia:
{p.'(Us) | a € A y U, es un abierto en X, }
forma una base para la topologia del subespacio @(Xa,pg, A).

Demostracion. Sea © = (To)aca € @(Xa,pg,A> y G = @(Xa,pg,A> N
Nacr Ta ' (Ua) un subconjunto abierto basico de Im(X,, pj, A) tal que z € G,
donde F' € [A]<“. Por la Proposicion 2.6, existe f € A tal que > «, para
todo o € F'. Por la continuidad de las funciones enlace, Us = (,cp(2) " (Ua)
es un subconjunto abierto de Xz, ademés de que x3 € Ug. Dado o € F', por la
Proposicion 3.4 tenemos que pgl o(p?)~! = p; 'y por definicion de p,, se cumple
que p;H(Uy,) = @(Xa,pﬂ A)Nr Y (U,). Con ello, se obtiene que pgl(Ug) =
NaerPs' ((2)7'Ua)) = Naerpa' (Ua) = Mm(Xa, g, A) N Ve 7o (Ua).
Asi, tenemos que pgl(Uﬁ) = (. Notemos que x € pgl(UB). De este modo dicha
familia es una base. [

Matemédticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 6, paginas 143-166



Jests Fernando Tenorio Arvide, Raymundo Velasco Vasquez, Cenobio
156 Yescas Aparicio

El siguiente teorema garantiza condiciones suficientes para que un limite
inverso sea un conjunto cerrado.

Teorema 4.2. Sea (X,,p? A) un sistema inverso. Si para cada o € A, X,
es un espacio de Hausdorff, entonces @(Xa,pg, A) es un subespacio cerrado

de HaGA Xa‘

Demostracion. Veamos que ([ [,cx Xa) \@(Xa,pg, A) es un conjunto abierto.

a€A
Tomemos = = (74 )aca € ([[oen Xa) \@(Xa,pg, A), esto quiere decir que
existen ay, By € A tales que Sy > a, y v, = pg‘; (28,) # Ta,- Como X,
es de Hausdorff, existen dos subconjuntos abiertos U, y U(’l0 de X, tales

que zo, € Uy, T,

a0 € Usy Y Usy NU, = 0. Dado que pgg es una funcion
continua, Vg, = (pgg)*l(UééO) es un subconjunto abierto de Xpg, tal que zg, €

Vs,- Notemos que W = 7r;01(U ) N s, '(Vs,) es un subconJunto abierto de
[I,ca Xa que contiene a . Supongamos que W N L( D2, A) # 0y sea
Y= Ya)aca € W N l&n( Ol,pa, A). Por un lado, por ser y € L( Xo, P2, A) y
a, < By, se cumple que p? (ygo) = Ya,- Por otro lado, como y € W, se sigue
que y € ﬂ;()l(U%) Yy E g, '(V3,), esto quiere decir que yo, € Ua, ¥ Ys, € V-
Asi, pgg (Ys0) = Yo, € U(;O y de esta manera y, € U, N U,;O, lo cuél es una
contradiccion, puesto que Uy, NU, (’XO = (). Concluimos que Wﬂ@(Xa, pPA) =
0. Con esto tenemos que W C (I, Xa) \Hm(Xa, p, A), es decir, [T,en Xa\
Hm (X, p?, A) es un subconjunto abierto del producto ]

L(Xa,pa, A) es un subconjunto cerrado de ||

aen Xao- Por lo que
Xa. O

aEA

Cuando los espacios de un sistema inverso no son de Hausdorff no podemos
asegurar que el limite inverso sea cerrado. Esto lo podemos observar en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3. Sean A un conjunto dirigido no numerable y X, = N bajo la
topologia indiscreta, para cada o € A. Es claro que cada X, no es de Hausdorff.
Ahora, para cada o < B, sea f2: X5 — X, la funcion identidad. Veamos

que L( oy P2, A) es un subconjunto no vacio de [I.ca Xa que no es cerrado.

Para esto, notemos que por el Ejemplo 3.6, @(Xa,pg, AY = {(2)aen | r € N}
es homeomorfo a N. Luego, dado que en este caso la topologia producto
de [[,ea Xa coincide con la topologia indiscreta, @(Xa,pg,A) no es un
subespacio cerrado.

Matemédticas y sus aplicaciones 27, Capitulo 6, paginas 143-166



Un repaso a los limites inversos: teoria basica y ejemplos 157

En vista de que el limite inverso es un subespacio del producto, los siguientes
resultados se obtienen de manera inmediata.

Proposicion 4.4. Sean (X,,p2, A) un sistema inverso e i € {1,2,3,33}. Si
X, esT;, para todo o € A, entonces @(Xa,pg, A) es T;.

Demostracion. Seai € {1,2,3,33} y {X, | @ € A} una familia de espacios T;.
Por el Teorema 2.16 tenemos que Il,ca X, es T;. Luego, dado que la propiedad
de ser T; se preserva a subespacios, concluimos que l&n(Xm Pl AYes T, O

Los siguientes dos resultados se restringen a considerar sistemas inversos
cuando su conjunto dirigido es N.

Proposicion 4.5. Sea (X, p", N) un sistema inverso. Si X, es primero
(segundo) numerable, para todo n € N, entonces @(Xn,p?,l\w es primero

(segundo) numerable.

Demostracion. Por el Teorema 2.17-(i), se obtiene que Il,enX,, es primero
(segundo) numerable y dado que los axiomas de numerabilidad son preser-
vados bajo subespacios, obtenemos que @(Xn, pir,N) es primero (segundo)
numerable. [

Proposicion 4.6. Sea (X,,p",N) un sistema inverso. Si X, es un espacio
metrizable, para cada n € N, entonces @(Xn,pﬁ, N) es un espacio metrizable.

Demostracion. Dado que cada X,, es metrizable, por el Teorema 2.17-(ii),
tenemos que [ [, .y Xn es metrizable y dado que la metrizabilidad se hereda a
subespacios, tenemos que I/£1<Xn, p,N) también es metrizable. [

Terminamos la seccion con un teorema fundamental de los limites inversos,
a saber la preservacion de la compacidad en estos espacios.

Teorema 4.7. Sea (X,,p2,A) un sistema inverso. Si X, es un espacio
compacto y Hausdorff, para cada o € A, entonces @(Xa,pg, A) es un espacio
compacto.

Demostracion. Dado que para todo a € A, X, es compacto, del Teorema
Tychonoff (vea Teorema 2.18) tenemos que [],.o Xa es compacto. También,
tenemos que como cada X, es un espacio de Hausdorff, por el Teorema 4.2,
@(Xa, p?, A) es un subespacio cerrado del producto. Asf, al ser l’&l(Xa, P2 A)
un subespacio cerrado de un espacio compacto, tenemos que @(Xa, P2 A)
es compacto. O
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5 Cobémo evitar un limite inverso vacio

En la préctica, dado un sistema inverso arbitrario, su limite inverso puede
resultar vacio. Mostramos esto a continuacion detallando un ejemplo propuesto
en [8].

Ejemplo 5.1. Para cada n € N, consideremos X,, = N con la topologia
cofinita Teo (vea el Ejemplo 2.1), y para cada n,m € N con n < m definamos
la funcion p* : X, — X,, dada por p*(k) = k + (m —n), para cada k € X,,.
Se tiene que (X,,p",N) es un sistema inverso cuyo limite inverso es vacio.
En efecto, primero demostremos que (X,,p,N) es efectivamente un sistema
inverso. Veamos que para cadan, m € N conn < m, p* es continua. Para esto,
tomemos un subconjunto abierto bdsico A de X,,. En vista de que (p™)~1(A) =
{a—(m—n)|aec A\{keN|k<m-—n}}ydequep esinyectiva, se tiene
que (p™)~1(A) posee complemento finito, pues A tiene complemento finito; ast,
p"(A)™! € Tp. Es decir, la preimagen de A es subconjunto abierto de X,,.
Por lo tanto, tenemos que pl' es una funcion continua. Ahora, notamos que
las funciones plt' cumplen las condiciones para ser de enlace:

a) Seann € N yz € X,,. Tenemos que pl(x) =x+ (n —n) = x. Asi, pl
es la funcion identidad.

b) Dados m,n,l € N tales que | < n < m yz € X,,, se cumple que
] o pp)(x) = pi'(pp'(x)) = Pz + (m —n)) =z +(m—n)+(n—1) =
z+ (m—1)=p"(x).

De esta manera, las funciones p* son de enlace y con ello concluimos que
(X, P, N) es un sistema inverso.

Por otro lado, mostremos que l’&n(Xn,pﬁ,N) = (0. Procedamos por con-
tradiccion, supongamos que @(Xn,pzl,l\w # 0 y tomemos © = (x,)nen €
@(Xa,pg,A>. Para toda n € N, por definicion de limite inverso tenemos
que p"(x,41) = . Ademds, por definicion de funcion enlace se cumple que
pﬁ“(wnﬂ) = Tpi1 + 1. De esta manera x4 = x, — 1, y reescribimos x como
(x1,x1—1,21—2,21—3,...). Se sigue que paran € N, z,, = x1—n+1. Dado que
x1 € N, tenemos que x,, 12 = v1—(x1+2)+1 = —1. Luego, x4,12 ¢ N= X, 1o
lo cual es una contradiccion. En conclusion, l’&n(Xn,pZL, N) = 0.

El siguiente resultado brinda condiciones bajo las cuales se garantiza que
un limite inverso siempre seré vacio. Es un ejercicio propuesto en la seccion
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de limites inversos de [5] y aqui presentamos su solucion con los detalles
necesarios.

Proposicion 5.2. Sean I un conjunto no numerable y A = [I]<% con el
orden de la contencion de conjuntos. Consideremos la familia de espacios
topoldgicos {(Xa,7a) | @« € A} donde X, = {f : @« = N | f es inyectiva}
tiene la topologia discreta para cada o € A. Dados o, € A con o C f3,
consideremos las funciones p2 : X5 — X, tales que p2(f) = fl,. Se cumple lo
siquiente:

(i) La terna (Xo,p2,A) es un sistema inverso.

(i4) Las funciones p° son sobreyectivas.
(131) @(Xa, BOA)Y = 0.

Demostracion.
(i) Es claro que las funciones p” son continuas. Ahora veamos que cumplen
los incisos a) y b) de la Definicion 3.1.

a) Para cada o € Ay f € X,, tenemos que p3(f) = f|, = f, por lo que
pS es la funcion identidad.

b) Ahora, si o, 3,7 € A con o C f C vy f € X, entonces (pf o p})(f) =
pa(flg) = flo = Pa(f)-

Por lo tanto, tenemos que las funciones p? son enlace. Como A es un conjunto
dirigido, queda definido el sistema inverso (X,, p?, A).

(#7) Ahora demostremos que las funciones enlace son sobreyectivas. Tomemos
o, € A con a C . Para ver que p? es sobreyectiva tomemos g € X,.
Veamos que existe [ € Xj tal que p2(f) = f|, = g. Tengamos en cuenta que
a C By como ambos son conjuntos finitos, obtenemos que 5\ o € A; también
se cumple que g(«) esta acotado superiormente en N. Definamos la funcion
f: B8 — N tal que
f) = g(z) si z€f\a,
! n. si x¢f\a,
donde cada n, es un Gnico nimero para x en N tal que este es mayor al

supremo de g(«). De esta manera f : § — N es inyectiva y se cumple que
fl, = g. Esto es, p? es sobreyectiva.
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(#4) Mostremos que L( o P2, A) = (). Supongamos lo contrario y tomemos
f = (fa)aca € L a0, P2, A). Ahora, consideremos la funciéon h : [ — N
definida como h(zr) = f{z3(x) para todo x € I. Veamos que h es inyectiva.
Para ello tomemos z,y € I con  # y. Por un lado, como {z} C {z,y},
de las hipotesis iniciales tenemos p{m’y} (flewy) = f{x,y}‘{ ) Por otro lado,

por propiedades del limite inverso p {z’y}( Jrawy) = fiay- Se sigue que fr )
coincide con fi;3 en {x}, esto es fi;,1 (%) = fiz1(2). Bajo un razonamiento
analogo, obtenemos que fr; 1 (y) = fiy3(y). Por lo que evaluando h en z,
h(z) = flay() = floy (@) ¥ M(Yy) = flo3(y) = frayy(y). Por la eleccion de f,
tenemos que fr, 1 € Xz Por lo que fi, ) es inyectiva y se cumple que
h(z) # h(y), asi h es inyectiva. Esto quiere decir que hemos encontrado una
funcién inyectiva de I a N. Lo que significa que la cardinalidad de I es menor
o igual a la cardinalidad de N, pero I es no numerable, por lo que se tiene una
contradiccion. Por lo tanto, concluimos que @( o, P2, A) = (). Con todo, se
concluye la demostracion. ]

Es de poco interés cuando un limite inverso es vacio. De esta forma surge la
inquietud de saber condiciones necesarias para asegurar que éste sea distinto de
vacio. Con la intencion de atender este problema, hemos incluido los Teoremas
5.7y 5.8, los cuales fueron tomados del articulo [8] y los presentamos a detalle.
Previo a esto, requerimos la siguiente teoria auxiliar.

Definicién 5.3. Dado un sistema inverso (X, p2, A), decimos que (Y, g2, A)
es un subsistema de (Xo,p?,A) si estd indexado por el mismo conjunto A,
cada Y, es un subconjunto de X, y g~ = pg}y . 81 cada Y, es cerrado decimos

que (Y,, g2, A) es subsistema cerrado.

Notemos que, por definicion, todo sistema inverso es un subsistema inverso
de si mismo. Ademas, tenemos el siguiente resultado que no es dificil de
verificar.

Lema 5.4. Para un sz’stema inverso (X, p2, A), la familia de todos los subsis-
temas cerrados (Y,, g2, A) de (X4, p2, A) tales que Y, # 0 estd parcialmente
ordenado por el orden <is dado por (Zo, h2 A) <is (Yo, g2, A) siy solo si
(Zo, B3, A) es un subsistema cerrado de <Ya,ga, A).

Ahora, recordemos el siguiente resultado muy conocido.
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Lema 5.5 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio
en el que toda cadena tiene una cota inferior contiene al menos un elemento
manimal.

Lema 5.6. Para un sistema inverso (X,,p2, A) donde cada X, es com-
pacto y cada p? es una funcion cerrada, se cumple que la familia de to-
dos los subsistemas cerrados (Ya, g2, A) de (X,,p?, A) tales que Y, # 0 y
@(Xa,pg,A> = l'&l(Ya,gg,A> admite un elemento minimal bajo el orden
dado por <;s

Demostracion. Sea € la familia de todos los subsmtemas cerrados (Y, g2, A)
de (X,,p?, A) tales que Y, # 0 y Jm (X, D2, A) = L(Ya,ga,A). Notemos
que € es una familia no vacfa, pues el mismo (X,,p2, A) es un elemento de
% . Ademas, por el Lema 5.4, la familia € esta parcialmente ordenada. Ahora
veamos que se cumple la hipotesis requerida en el Lema de Zorn (Lema 5.5)
para % . Para esto tomemos una cadena C en % y demostremos que C tiene una
cota inferior en . Para cada (Y,, g2, A) € €, sea Sy giny ={Ya e A}
Asi, para cada @ € A definimos el conjunto

= ﬂ{Ya | Y, es el a-ésimo elemento de Sy y H € C}.

Notemos que L, es cerrado en X, puesto que es una intersecciéon de conjuntos
cerrados. Se tiene que L, es un conjunto no vacio. En efecto, dado que C
es una cadena, toda interseccion finita de los Y, es no vacia y como X, es
compacto, por el Teorema 2.3, tenemos que L, # (). Ahora, dados o, 8 € A
con a < 3 es fécil corroborar que p?(Lg) C L,. De esta forma, podemos definir

la funcion 18 = pg‘ Ly Asi, tenemos que (L, %, A) es un subsistema cerrado

de (X,,p2, A). Para demostrar que (L,, 12, A) se encuentra en ¢ resta probar
que Hm(L, B A) = @(Xa,pg,A). No es dificil ver que @(LQ,ZE,A) C
L(Xa, P2, A) Para demostrar que se cumple la otra contencién, tomemos
T € L a0, P2, A). Por la definicién de € tenemos que x € @(Ya,gg, A),
para todo (Y, ga, A) € C. En consecuencia, para cada a € A, x, € L,.

Ahora tomemos «, 3 € A tales que a < 8. Luego, tenemos que 15(z3) =
p?(x5) = x,, para todo x5 € Lg. Por lo tanto, = € Hm(Lq, 15, A) y se cumple
la igualdad deseada. Asi, (L, 12, A) € € y claramente es cota inferior de C.
Por el Lema de Zorn, existe un elemento minimal en %, bajo el orden dado
por <. O
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Teorema 5.7. Sea (X,,p°, A) un sistema inverso donde cada X, es compacto
y cada p? es una funcion cerrada. Se tiene que existe un subsistema cerrado
(Lo, 18, AY de (Xo,p2, A) que cumple las siguientes condiciones:

(a) Ly es compacto y no vacio, para todo o € A,

(b) 18 es cerrada y sobreyectiva, para todo o < f3; y
(€) lm (Lo, 18, A) = lin (X, pf. A).

Demostracion. Sea (Lg, 12, A) el elemento minimal garantizado en el Lema
5.6. Notemos que (L, %, A) cumple con los incisos (a), (¢) y parcialmente
con (b). Esto es, resta demostrar que las funciones enlace [ son sobreyectivas,
es decir, que I%(Lg) = L,, para todo a, 3 € A tales que 3 > a.

Afirmacién 1. Para a € A, la familia {I’(Ls) | 8 > a} tiene la propiedad de
interseccion finita. En efecto, tomamos (1, ..., 3, € A arbitrarios con f5; > «,
para todo ¢ € {1,...,n}. Por la Proposicién 2.6 tenemos que existe v € A tal
que y>ay~y>p;, paratodoi e {l,...,n}. Seany, € L, ei e {l,...,n}
Asi, tenemos que I (y,) € I7(L,) = 12:(1} (L,)) C 15:(Lg,), y de esta manera

R(yy) € ﬂie{l,...,n} 13 (Lg,)-

En vista de la Afirmacién 1, como L, es compacto, por el Teorema 2.3
tenemos que ({I2(Ls) | B > a} es diferente del vacio. Asi, para cada o € A,

sea Zo = (WI2(Lg) | B> a.

Afirmacion 2. Para cada a € A, Z, es compacto. En efecto, puesto que
I5(Lg) es un subconjunto cerrado de L, y ademés la interseccién infinita de
subconjuntos cerrados es un subconjunto cerrado, obtenemos que Z, es un
conjunto cerrado de L. Asi, ya que Z, C L, C X,, X, es compacto y Z, es
cerrado, tenemos que Z, es compacto.

La Afirmacién 2 permite considerar el sistema (Z,, h? A}, donde hf = lg! 2o
para todo o, f € A con 8 > a.

Afirmacién 3. Para o, 8 € A con 8 > «, 18(Zs) C Z,. En efecto, simplemente
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notemos que:

12(Zs) = ((IH(Ly) [ v > BY)
C (L, | v > B}
C (]{lW | v > a}

De esta manera, la Afirmaciéon 3 indica que (Z,, hZ?, A) es un subsistema
cerrado de (L, 1%, A) y de (X4, p?, A), donde cada Z, # ().
Afirmacion 4. Se cumple la igualdad im(Z,, 3, A) = L( w8, A). En
efecto, por un lado tenemos que 1&1 ZayhB,A) C L Y., g7, A); para la otra
contencion, sea ¥y = (Yo )aca € L o a,A) Dado a € A, se cumple que
15(y5) = Ya, para todo 3 € A con 3 > «a. Por lo tanto, y, € ({IZ(La) | 8 >
a} = Za, y ast hi(ys) = 95(ys) = Ya- En conclusion, y € Um(Z,, h3, A), por
lo que L (Zo, W2, A) @(LQ,ZQ,A).
Por la Afirmacion 4 obtenemos que (Z4, h?, A) es un subsistema cerrado de
(X, P2, A) tal que L w2 A) = L(Za,hg,A> Dada la minimalidad
de <La,l§,A> v que (Zy, h2,A) <is (La, 12, A), tenemos que (Z,, h2, A) =
(Lo, 12, A). Por lo tanto, Z, = L, para todo a € A.

Ahora veamos que [%(Lg) = L, tomamos «, 3 € A con o < 3. Hemos visto
que [’(Lg) C Lg. Por otro lado, L, = N{IX(L,) | v > a} C I%(Lg). As,
I5(Lg) = La, lo que quiere decir que [? es sobreyectiva. De esta manera
queda demostrada la existencia de un subsistema inverso que cumple con las
propiedades (a), (b) y (¢). O

El siguiente resultado brinda una solucion a la inquietud sobre conocer
condiciones que garantizan limites inversos no vacios. La demostracion de este
hecho emplea el Teorema 5.7, el cual reduce de manera significativa la prueba.

Teorema 5.8. Sea (X, p?, A) un sistema inverso donde, para todo o € A,
X, es compacto y de Hausdorff. Si cada funcion enlace es cerrada, entonces

m(Xa,pg, A) # 0.

Demostracion. Por el Teorema 5.7, tenemos que existe un subsistema cerrado
(Zo, h8,A) de (X,,p2,A), donde cada Z, es compacto y h? es cerrada y
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sobreyectiva tal que

@(Xaapfu A> = @(Zaa hfn A>

Para cada a, 5 € A con a < 3 definimos el siguiente conjunto:

Ag = {(2a)aea € H Z | h§(25) = Za}-

acA

Veamos que cada A? es no vacio. Para esto tomemos o, 3 € A con a < 3y
un elemento arbitrario z, € Z,. Dado que h? es sobreyectiva, existe z5 € Z3
tal que hf(z3) = z,. De esta manera, claramente podemos elegir z € [T, Za
tal que m(2) = 23 ¥ Ta(2) = 2,. Por lo que tenemos que z € AP y en
consecuencia A2 # ().

Ahora veamos que la familia {A? | a,8 € A tales que a < 3} tiene
la propiedad de intersecciéon finita. Para esto tomemos aq, 51, ..., ap, B, €
A arbitrarios con a1 < fi,...,q, < [, y veamos que ﬂie{lmn} Ag # ).
Para cada ¢ € {1,...,n} sea z,, € Z,,. Asi, para i € {1,...,n}, de la
sobreyectividad de la funcion b, existe zg, € Zs, tal que hi(z3,) = za,. De
esta manera podemos elegir z € [ . Za tal que mg,(2) = 25, ¥ Ta,(2) = 2za,,
para todo i € {1,...,n}. Asi tenemos que z € ﬂie{l,...,n} Agl y se sigue que
{AZ | o, B € A tales que a < 3} tiene la propiedad de interseccion finita.
Demostremos que cada A? es un subconjunto cerrado. Tomemos a, 3 € A
tales que & < By @ = (Za)aea € [Loea Za \ AL, ast hf(z5) # x4. Pongamos
2!, = h2(x3). Dado que Z, C X, y X, es de Hausdorff, tenemos que Z, es
de Hausdorff. Por lo que existen dos subconjuntos abiertos U y U’ de Z,,
tales que x, € U, z,, € U' y UNU’' = (. Por la continuidad de h, tenemos
que zg € V = (hE)~1(U’). Se sigue que x € W = 7' (V) N7, (U), donde
W es un subconjunto abierto basico del producto. Hay que demostrar que
W N A8 = (). Supongamos que WN A2 # 0y tomemos y = (Yo )aca € W N AL,
Por un lado, y € A%, es decir, h2(yz) = y,. Por otro lado, como y € W,
tenemos que y, € U y ys € V. Esto implica que hZ(yz) = yo € U’, lo cual
es una contradiccion, puesto que U N U’ = (). Por lo tanto, W N A% =0 y
W C (IT.en Za) \ AZ. Se concluye que ([],ca Za) \ A es abierto, es decir,
AP es cerrado.

Finalmente, como cada Z, es compacto, por el Teorema de Tychonoff (vea
Teorema 2.18) tenemos que [[,cx Zo €s compacto. Més atn, como cada AP
es cerrado, por el Teorema 2.3 tenemos que [, <5 A8 £ (). Ahora, por el Lema
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3.5, obtenemos que (), 5 Al = Hm(Z,, h2, A). De donde Ym(Z hS, A) £ ().

(6] o)

En conclusion, @(Xa,pg, A) #£ (. O
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Capitulo 7

Clasificacion de conjuntos de no corte

Mauricio Esteban Chacén Tirado, Augusto César Piceno
Cabrera
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Resumen

En la literatura se han estudiado diversos tipos de puntos y conjuntos con
interior vacio cuyos complementos son conexos, tales como puntos coloca-
mente conexos, puntos/conjuntos de no corte débiles, puntos/conjuntos
que no estorban, puntos/conjuntos orilla, etc. Ampliamos ese estudio
de la siguiente manera: considerando un continuo X, clasificamos a los
conjuntos A € 2% que cumplen que X — A es conexo, segtn el grado
de conectividad del complemento de A. Cuando nos restringimos a los
conjuntos con interior vacio, estas clasificaciones coinciden con las ya
conocidas de conjuntos de no corte con interior vacio.

1 Introduccion

Uno de los principales temas de interés en topologia es poder determinar
si un espacio es conexo, y, cuando un espacio X es conexo, es interesante
determinar cuan fuertemente conectado estd X. En el caso de los continuos,
se han estudiado varios tipos de puntos y conjuntos cuyos complementos
son conexos, y también se ha investigado cierto grado de conectividad de
estos complementos. Uno de los trabajos mas relevantes en este sentido fue
publicado por R.L. Moore [§], donde se demuestra la existencia de puntos de
no corte en cualquier continuo. Otro resultado importante relacionado con
el grado de conectividad del complemento de un punto en un continuo es el
obtenido por R. H. Bing [1]|, que establece que para cualquier punto de un
continuo metrizable no degenerado, hay un subconjunto denso propio y conexo
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por continuos que contiene ese punto. Algunos de los articulos que se pueden
consultar sobre el tema son [3], [4], [5], [6], [9], [11] ¥ [12].

Este escrito contiene 4 secciones. En la Secciéon 2, proporcionamos las
definiciones que utilizaremos a lo largo del mismo. En particular, definimos
grados de conectividad, que denominamos Q1 a Q7, y Qo, siendo Q1 el mas
fuerte y Q7 el méas débil. Algo que deseamos enfatizar es la uniformidad de
las definiciones para clasificar el grado de conectividad de un espacio, lo que
hace que algunos resultados sean directos.

En la Seccion 3, para cada grado de conectividad, consideramos el hi-
perespacio de conjuntos cerrados cuyos complementos tienen ese grado de
conectividad, exploramos las relaciones entre esos hiperespacios, cuyos ele-
mentos denominamos conjuntos no cortantes. Proporcionamos condiciones
para asegurar cuando un complemento que es Q7 implica también que es Q1.
Ofrecemos herramientas para descubrir nuevos conjuntos no cortantes a partir
de otros.

En la Seccion 4, profundizamos en la investigacion de los tipos de funciones
que preservan conjuntos no cortantes bajo su imagen o preimagen.

2 Definiciones y notaciéon

En este articulo, todos los espacios son métricos. El conjunto N representa
los enteros positivos. Dado un subconjunto A de un espacio X, la cerradura y
el interior de A se denotan por clx(A) y intx (A), respectivamente, y omitimos
el subindice cuando no creemos que exista riesgo de confusiéon respecto a
nuestro espacio. Un mapeo es una funcion continua. Un continuo es un espacio
compacto y conexo con mas de un punto.

Un espacio métrico compacto X es indescomponible si cada subcontinuo
de X tiene interior vacio. Se dice que un continuo X es irreducible respecto a
A C X si ningtn subcontinuo propio de X contiene A. Se dice que un continuo
X es irreducible si X es irreducible respecto a p, ¢ para algunos p,q € X, en
cuyo caso decimos que X es irreducible entre p y q. Un espacio Y es conezo
por continuos si cualquier par de puntos esta contenido en un continuo X C Y.
Sea St = {z e R? : ||z|| = 1}.

Dado un espacio no vacio X y n € N, consideramos los siguientes hiperes-
pacios de X, dotados con la métrica de Hausdorft:
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2X — {A C X : A es no vacio y compacto},
M(X) ={A € 2% : A tiene interior vacio},
Co(X) = {A € 2% : Atiene a lo sumo n componentes},

Dy(X) = {A € 2% : A tiene dimensién 0},

F,(X) ={A € 2% : Atiene a lo sumo n elementos}.

Los elementos de C}(X) = C(X) se llaman subcontinuos de X. Claramente
F1(X) es homeomorfo a X.

Para una coleccion finita X, ..., X,, de subconjuntos de X, definimos
(X1,...,X,,) como el conjunto {4 €2¥: AC X;U...UX,, yANX,; #
() para cada i € 1,...,m}.

Se sabe que si Xi,...,X,, son subconjuntos cerrados de X, entonces
(X1,...,X,) es cerrado en 2% y que la coleccién de todos los subconjuntos
de la forma (Uy, ..., U,), donde Uy, ..., U, son subconjuntos abiertos de X,
es una base para la topologia de 2% (ver [7]).

El objetivo de la siguiente definicién es introducir el grado de conectividad
de un espacio.

Definiciéon 2.1. Dado un espacio no vacio X, decimos que X es:

1. Q1 si existe b € X, tal que para cada x € X, existe un continuo D C X
tal que x € int(D) y € D.

2. Q2 si existe b € X tal que, para cada v € X, existe un continuo D C X
tal quex € D ybe D.

3. Q3 si para cada v € X, y para cada conjunto abierto no vacio U de X,
existe un continuo D C X tal que x € D y DNU # .

4. Qo si existe b € X tal que para cada conjunto abierto no vacio U de X,
existe un continuo D C X tal que b € int(D) y U Nint(D) # 0.

5. Q4 si existe b € X, tal que para cada conjunto abierto no vacio U de X,
existe un continuo D C X tal que b€ D y DNU # ().
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6. Q5 si para cada familia finita U de conjuntos abiertos no vacios conteni-
dos en X, existe D € C(X) tal que DNU # 0, para cada U € U.

7. Q0 si para dos conjuntos abiertos no vacios Uy, Uy de X, existe D € C(X)
tal que DNUy # (0 # DN Us.

8. Q7 st X es conexo.

Nota 2.2. Claramente, para cada m € {1,...,5}, ser Qm implica ser Q(m +
1). Ademds, ser Q1 implica ser Qo, y ser Qo implica ser Q4. En la figura
siguiente, se representa lo que se ha expuesto aqui.

5 " .
Q5 I Q6 Q7

Figura 1: Relaciones entre grados de concctividad.

Observe que en la Figura 1, se indica que no hay relaciéon entre Qo y Q3.
Los contraejemplos para este hecho son el Ejemplo 3.2 para Qo Q3 y un
solenoide diadico perforado para Q3 #-Qo. Por otro lado, no pudimos probar
o negar Q2 =Qo. Una pregunta relacionada con esto es la Pregunta 3.1.

Las siguientes definiciones se proporcionan para clasificar conjuntos basados
en el grado de conectividad de sus complementos. La mayoria de ellas son
generalizaciones de las presentadas en [3] y [5].

Definicion 2.3. Dado un espacio métrico compacto no degenerado X, se dice
que un elemento A € 2% es:

1. conjunto de conexidad colocal de X siempre que A =X o X — A sea

Q1;
2. conjunto de no corte débil de X siempre que A =X o X — A sea Q2;

3. conjunto no estorbador de X st A=X o X — A es 3;
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4. conjunto que no bloquea abiertos de X siempre que A =X 0o X — A sea

Qo;

d. conjunto que no estorba débilmente de X siempre que A=X o X — A

sea Q4;

6. conjunto orilla de X siempre que A =X 0o X — A sea Q5;
7. congunto no centro fuerte de X siempre que A =X o X — A sea Q6.

Consideramos los siguientes subespacios de 2%, estos son llamados hiperes-
pacios de conjuntos no cortantes de X:

1. CC(X)={A € 2% : Aesun conjunto de conexidad colocal de X };

2. NWC(X)={A € 2% : Aesun conjunto de no corte débil de X};

3. NB(X)={A € 2% : A esun conjunto no estorbador de X};

4. NBO(X) = {A € 2% : A es un conjunto que no bloquea abiertos de X };
5. NB*(X) = {A € 2%¥ : A es un conjunto que no estorba débilmente de X };
6. S(X)={A€2¥: Aesun conjunto orilla de X };

7. NSC(X)={A € 2% : A es un conjunto no centro fuerte de X};

8. NC(X)={Ae€2¥: X — A es conexo}.

Nota 2.4. Para un continuo X, de acuerdo con nuestras definiciones y las
definiciones P1, P2, P3, P}, P5 dadas en [3], p es un punto P1 siy solo si
X —{p} es QI; p es un punto P2 si y solo si X — {p} es Q2; p es un punto
P3 si y solo si X — {p} es Q4; p es un punto P4 si y solo si X — {p} es QI,
y p es un punto P5 siy solo si X — {p} es Q6.

Nota 2.5. Los conjuntos NWC(X), NB(Fy(X)), NB*(F1(X)), S(X), NC(X)

definidos en [5], coinciden con los conjuntos NWC1(X) N M(X), NB;(X)N
M(X), NBI(X)NM(X), S1(X)NM(X) y NC1(X)NM(X), respectivamente.
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3 Propiedades de conjuntos no cortantes

Esta seccidon presenta varios resultados clave en el contexto de hiperespacios
de conjuntos de no corte de continuos. Estos resultados establecen relaciones
entre diferentes familias de conjuntos de no corte.

El siguiente teorema es inmediato de la Nota 2.2.

Teorema 3.1. Dado un continuo X, se cumplen las siguientes condiciones:

1. CC(X) c NWC(X) € NB(X) C NB*(X) Cc S(X) C NSC(X) C
NC(X); y

2. CC(X) Cc NBO(X) C NB*(X).

El siguiente ejemplo muestra que la inclusion NBO(X) C NB(X) es falsa
en general.

Ejemplo 3.2. El abanico arménico es el conjunto ([0, 1] x {0}) U (U{(=, £) :
r € [0,1],n € N}), considerado como un subespacio de R%. Sea X el abanico
armonico y sea A = {(3,0)}. Entonces, A€ NBO(X) y A ¢ NB(X).

A partir del Ejemplo 3.2 y 1 del Teorema 3.1, sabemos que existen continuos
X tales que NWC'(X) # NBO(X). Lo que no sabemos es lo siguiente:

Pregunta 3.1. ;Euxiste un continuo X tal que NWC(X) ¢ NBO(X)?

Nota 3.2. Los ejemplos (P2\ P1), (P4\ P3), (P5\ P4) y (P6\ P5) presen-
tados en [3] satisfacen que CC(X) C NWC(X), NB*(X) C S(X), S(X) €
NSC(X) y NSC(X) C NC(X) respectivamente. Mientras que los ejemplos
a) y b) de la Observacion 3.3 de [5] satisfacen que NWC(X) C NB(X) y
NB(X) € NB*(X) respectivamente. Adicionalmente, por el Ejemplo 3.2 y el
Teorema 3.1.1, tenemos que CC(X) C NBO(X). Finalmente, en el caso del
solenoide didadico X, tenemos que NBO(X) C NB*(X).

Es de interés reconocer u obtener nuevos conjuntos no cortantes a partir
de algunos ya conocidos; los Teoremas 3.3 y 3.7 abordan esto.

Teorema 3.3. Sean X un continuo, A € 2% yC € 2% tal queint(A) C C C A.

1. Si A€ NBO(X), entonces C € NBO(X).
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2. Si A€ NB*(X), entonces C € NB*(X).
3. St A€ S(X), entonces C € S(X).

4. Si Ae NSC(X), entonces C € NSC(X).
5. 8iAe NC(X), entonces C € NC(X).

Demostracion. 1. Sea A € NBO(X) yseabe€ X — A que comprueba que
X — A es un espacio Qo. Sea V' un conjunto abierto no vacio de X — C.
Dado que int(A) € C C A, V4 =V — A es un conjunto abierto no
vacio de X — A. Por lo tanto, existe un continuo D C X — A tal que
int(D)NVy # 0y b € int(D), lo que implica que int(D) NV # 0y
b € int(D). Asi, b sirve para comprobar que X — C' es un espacio Qo,
por lo que C' € NBO(X).

2. Sea A € NB*(X),yseabe X — A que comprueba que X — A es un
espacio Q4. Dado que int(A) C C' C A, para cada conjunto abierto no
vacio V.de X —C, V) =V — A # ) es un conjunto abierto de X — A.
Por lo tanto, existe un continuo D C X —A C X —C tal que DNV, # ()
y b € D, lo que implica que DNV # (). Asi, b comprueba que X — C' es
un espacio Q4, por lo que C' € NB*(X).

3. Sea A € S(X) y sea U una familia finita de conjuntos abiertos no vacios
de X — C. Dado que int(A) C C C A, la familia V={U — A: U € U}
es una familia finita de conjuntos abiertos no vacios de X — A. Por lo
tanto, existe D € C'(X — A) tal que DNV # () para cada V € V, lo que
implica que D N U # () para cada U € U. Asi, X — C es un espacio Q5,
por lo que C' € S(X).

4. Sea A € NSC(X) y sean Uy, U, dos conjuntos abiertos no vacios de
X — C. Para cada i € {1,2}, sea V; = U; — A. Tenemos que Vi, V5
son dos conjuntos abiertos no vacios de X — A. Por lo tanto, existe
D e C(X — A) tal que DNV, # () para cada i € {1,2}. Asi, X — C es
un espacio Q6, por lo que C' € NSC(X).

5. Observe que X — A C X —C C X —int(A) = cl(X — A). Por lo tanto,
X — C tiene como méximo el mismo nimero de componentes que X — A.

]
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El Ejemplo 3.4 muestra que el Teorema 3.3 no puede ser extendido a los
conjuntos CC(X), NWC(X)y NB(X).

Ejemplo 3.4. Sea X el circulo de pseudo-arcos y sea f : X — S* la funcion
sobreyeciva, mondtona y abierta tal que la preimagen de puntos son subcon-
tinuos terminales (véase [2]). Como f es sobreyectiva, mondtona y abierta,
para cada v € S*, f~(z) € CC(X) (ver Proposicion 4.3 y Proposicion 4.4), y
ningin subconjunto propio de f~(x) es un elemento de CC(X), de NWC(X)
ni de NB(X).

El siguiente lema nos da una caracterizacion de los elementos en NBO(X).

Lema 3.5. Sea X un continuo y A € 2%. Entonces, A € NBO(X) si y solo si
para cada familia finita no vacia U de conjuntos abiertos no vacios contenidos
en X — A, existe D € C(X — A) tal que int(D)NU # 0 para todo U € U.

Demostracion. Sea A € NBO(X) y sea b € X — A que comprueba que
X — A es un espacio Qo. Sea U = {Uy,...,U,,} una familia finita no vacia
de conjuntos abiertos no vacios contenidos en X — A. Entonces, para cada
ie{l,...,m}, existe D; € C(X — A), tal que int(D;) NU; # 0 y b € int(D;).

Por lo tanto, D = UDi € C(X — A) satisface int(D) NU # () para cada
Ueu. .

Ahora supongamos que A € 2% satisface que para cada familia finita no
vacia Y de conjuntos abiertos no vacios de X — A, existe D € C(X — A) tal
que int(D) NU # () para cada U € U. Si A = X, tenemos A € NBO(X).

Supongamos A # X. Por hipotesis, para la familia {X — A}, existe
D e O(X — A) tal que int(D) N (X — A) # 0. Definamos a(D) = |J{K €
C(X —A): KN D #(}. Observe que si U es un abierto no vacio de X — A,
entonces para la familia {int(D), U} existe un C' € C(X — A) tal que CNU # ()
y CNint(D) # 0, asi C' C «(D), por lo tanto, a(D) es densa.

Ahora, sea b € int(D). Si U es cualquier conjunto abierto no vacio de
X — A, entonces existe un continuo F tal que int(F)NU # @) y un continuo
KcX-—Atalque KND #0# KN ((UANint(F)).

Por lo tanto, DUK UF € C(X — A), BNit(DUKUF) # 0y
int(DUKUF)NU # 0. Asi, b comprueba que X — A es un espacio Qo, por
lo que A € NBO(X). O

El siguiente lema nos da una caracterizacion de los elementos en CC(X).
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Lema 3.6. Sean X un continuo, A € 2. Entonces, A € CC(X) —{X} siy
solo si para cada conjunto abierto U con A C U, existe un conjunto abierto V

tal que ACV CU y X -V e C(X).

Demostracion. Sea A € CC(X) —{X} y sea U un conjunto abierto tal que
ACU.Seabe X — A que comprueba que X — A es un espacio Q1. Para cada
y € X — U, sea D, un continuo tal que y € int(D,), be D, y D, C X — A.
Como X — U es compacto y {int(D,) : y € X — U} es una cubierta abierta
de X — U, existe una subcubierta finita int(D;),...,int(Dy) de X — U. Sea

k
V=(X- U D;) C U, observe que V es un conjunto abierto, ACV C Uy
i=1

k
X-v=JDiecXx).
i=1
Ahora supongamos que A € 2% es tal que para cada conjunto abierto U con
A C U, existe un conjunto abierto V talque ACV CcUy X -V € C(X).
Observe que X — A debe ser conexo. Elige b € X — A. Sean y € X — A,
V, € X — A una vecindad cerrada de y y U = X — (V, U {b}). Dado que
A C U, existe un conjunto abierto V talque ACV CcUy X -V € C(X), lo
que implica que X —V C X — A es un continuo que contiene y en su interior
y también b € X — V. Asi, A € CC(X). O

Teorema 3.7. Sea X un continuo y sean A, C' € 2% tales que C' es una union
de componentes de A.

1. Si A e CC(X), entonces C € CC(X).
2. St Ae NWC(X), entonces C € NWC(X).
3. St Ae NC(X), entonces C € NC(X).

Demostracion. Si A = X, el resultado es inmediato pues A = C. Supongamos
A#X.

1. Sean A € CC(X) y b e X — A que comprueba que X — A es un espacio
Ql.Seaz e X —C.Six e X — A, existe un continuo G' que contiene a
x en su interior tal que b € G. Ahora, supongamos que x € A —C', y sea
D la componente de z en A — C'. Dado que A es compacto, existen dos
conjuntos abiertos U y V talesque C Cc U, D Cc V,UNV =0, A Cc UUV;
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ademas, por el Lema 3.6, podemos suponer que £ = X — (UUYV) es
conexo. Por lo tanto, FUV = X — U € C(X) (Teorema 5.6 de [10]) y
contiene a x en su interior. Asi, existe un continuo G' que contiene a x
en su interior tal que b € Gy b € X — C. Por lo tanto, C € CC(X).

2. Sea A e NWC(X)ybe X — A que comprueba que X — A es un espacio
Q2. Seaxr € X —C.Six e X — A, existe un continuo F' que contiene a x
tal que FF C X — A, y b € F. Ahora, supongamos que z € A — C. Sea D
la componente de A que contiene a x. Dado que A es compacto, existen
dos conjuntos abiertos U y V talesque C C U, D C V,UNV = (),
A C UUYV. Por lo tanto, existe un continuo G tal que D C G C U
(Corolario 5.5 de [10]). Elige » € G — A. Dado que r € X — A, existe
un continuo F' que contiene a r tal que ' C X — Ay b € F. Por lo
tanto, ['U G es un continuo que contiene a x tal que FUG C X —Cy
b € (FUG). En conclusion, b comprueba que X — C' es un espacio Q2,
por lo que C € NWC(X).

3. Sea A € NC(X). Seax € X —C.Sixz e X — A, la componente de
x en X — A esta contenida en la componente de x en X — C. Ahora,
supongamos que z € A— C'. Sea D la componente de A que contiene a x.
Dado que A es compacto, existen dos conjuntos abiertos U y V tales que
CcU,DcV,UnV =0, Ac UUV. Por lo tanto, existe un continuo
G tal que D € G C U (Corolario 5.5 de [10]). Elige r € G — A. Dado
que r € X — A, la componente de r en X — C' contiene a GG y contiene la
componente de 7 en X — A, y la componente de z en X — C' es la misma
que la componente de r en X — C'. Por lo tanto, cada componente de
X — C contiene alguna componente de X — A, asi que C' € NC(X).

]

Los siguientes ejemplos muestran que no podemos generalizar el teorema
anterior a los hiperespacios NB(X), NBO(X), NB*(X), S(X) y NSC(X).

Ejemplo 3.8. Sea Y el solenoide diddico, sea S C 'Y un arco y sea h :
I x {0} — S un homeomorfismo. Define X =Y U, (I xI), A= {p}U( xI)
donde p es un punto de X no en la componente de I x I, y sea C = {p}.
Observe que A € NB(X) yC ¢ NB(X).
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Ejemplo 3.9. Sea Y una compactacion del rayo con el resto S*, sea S C S*
un arco y h : I x {0} — S un homeomorfismo. Define X =Y Uy, (I x I),
A={ptU( xI) dondep e S'— S, yC ={p}. Observe que A € NBO(X),
C' es una componente de A y C' ¢ NSC(X).

4 Propiedades de conjuntos de no corte preser-
vados por funciones continuas

Los resultados presentados aqui destacan como diferentes tipos de mapeos
preservan algunas propiedades de los conjuntos no cortantes.
Comenzamos con un lema.

Lema 4.1. Sea f: X — Y un mapeo sobreyectivo entre continuos. Sty € Y,
y D € 2% son tales que f~(y) C intx(D), entonces y € inty (f(D)).

Demostracion. Sean y € Y, D € 2% y supongamos que f~!(y) C intx(D).
Observe quey € Y — f(X —intx (D)) C f(D)y Y — f(X —intx(D)) es abierto
en Y. Por lo tanto, y € inty (f(D)). O

Proposicion 4.1. Sean f: X — Y un mapeo sobreyectivo entre continuos y
A € 2Y. Los siquientes enunciados son ciertos:

1. Si f~Y(A) € CO(X), entonces A € CC(Y).

2. 8i f~1(A) € NWC(X), entonces A € NWC(Y).
3. Si f[71(A) € NB(X), entonces A € NB(Y).

4. Si f~1(A) € NB(X), entonces A € NBY).

5. 8i f7YA) € S(X), entonces A € S(Y).

6. Si f~1(A) € NSC(X), entonces A € NSC(Y).
7. Si f7YH(A) € NC(X), entonces A € NC(Y).

Demostracion. Observe que las afirmaciones son ciertas si A = Y. Supongamos
que A#Y.
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. Supongamos que f~'(A) € CC(X). Seab € X — f~'(A) que comprueba

que X — f71(A) es un espacio Q1. Sea y € Y — A. Para cada z € f~(y),
existe un continuo D, contenido en X — f~1(A) tal que z € intx(D,) y
b € D,. Por la compacidad de f~!(y), podemos encontrar un ntimero
finito de elementos z1,...,x, € f~'(y) tales que f~*(y) C U, Da,-
Observe que | J;*, D, C X — f~'(A) es un continuo que contiene f~*(y)
en su interior. Por el Lema 4.1, f({J", D,,) CY — A es un subcontinuo
de Y tal que f(b) € f(U, Ds,) y tiene a y en su interior, asi que f(b)
comprueba que Y — A es un espacio Q1, por lo tanto A € CC(Y).

. Supongamos que f~1(A) € NWC(X). Sea b € X que comprueba que

X — f7Y(A) es un espacio Q2,seay € Y — Ay x € f~(y). Dado que
X — f71(A) es Q2, existe un continuo D C X tal que DN f~1(A) = 0,
we Dybe D. Por lo tanto, f(D) CY — A es un continuo, x € f(D)
y f(b) € f(D), asi que f(b) comprueba que Y — A es un espacio Q2, por
lo tanto A € NWC(Y).

Supongamos que f~!(A) € NB(X). Seay € Y — Ay x € f(y).
Sea U C Y — A un conjunto abierto no vacio. Observe que f~!(U) C
X — f71(A) es un conjunto abierto no vacio de X; dado que X — f~1(A)
es Q3 y x & f71(A), existe un continuo D C X — f~!(A) tal que z € D
vy DN f~YU) # 0, asi que f(D) C Y — A es un continuo tal que
f(x) € f(D), (D)NU #0yy= f(x), por lo que y comprueba que
Y — A es un espacio 3, por lo tanto A € NB(Y).

Supongamos que f~1(A) € NB*(X). Sea b € X que comprueba que
X — f71(A) es un espacio Q4. Sea U C 'Y — A un conjunto abierto no
vacio. Observe que f~1(U) C X — f~1(A) es un conjunto abierto no vacio
de X; dado que X — f71(A) es Q4, existe un continuo D C X — f~1(A)
talquebe Dy DN f~HU) # 0, asi que f(D) CY — A es un continuo
tal que f(b) € f(D)y f(D)NU # 0, por lo que f(b) comprueba que
Y — A es un espacio Q4, por lo tanto A € NB*(Y').

Supongamos que f~}(A) € S(X). Sea Uy, ..., U, un ntmero finito de
conjuntos abiertos no vacios contenidos en Y — A. Dado que X — f~(A) es
un espacio Q5 y f~H(Uy),..., fY(U,,) es un ntimero finito de conjuntos
abiertos no vacios contenidos en X — f~!(A), existe un elemento D €
C(X)talque D C X—f~1(A), DNf~Y(U;) # 0 paracadai € {1,...,m},
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por lo tanto f(D) C Y — A es un elemento de C(Y') tal que f(D)NU; # 0
para cada ¢ € {1,...,m}. Asi, Y — A es un espacio Q5, por lo tanto
AeSY).

6. Supongamos que f~1(A) € NSC(X). Sean Uy, U, dos conjuntos abiertos
no vacios contenidos en Y — A. Dado que f~'(U;), f~!(Us) son dos
conjuntos abiertos no vacios contenidos en X — f~1(A) y X — f71(A) es
un espacio Q6, existe un elemento D € C(X) tal que D C X — f~1(A),
DN f~Y(U;) # 0 para cada i € {1,2}, por lo tanto f(D) CY — A es
un elemento de C'(Y) tal que f(D)NU; # 0 para cada i € {1,2}. Asi,
Y — A es un espacio Q6, por lo tanto A € NSC(Y).

7. Supongamos que f~'(A) € NC(X). Dado que Y — A = f(X — f71(A))
y X — f71(A) es conexo, se cumple que Y — A es conexo. Por lo tanto,

Ae NC(Y).
]

En el siguiente ejemplo, mostramos que no es posible extender la Proposi-
cion 4.1 al hiperespacio NBO(X). Un resultado mas débil se presenta en la
Proposicién 4.2.

Ejemplo 4.2. Sean Y el continuo de Knaster, p € Y el extremo de Y, y
a : [0,1) = K un mapeo sobreyectivo tal que «(0) = p, donde K es la
componente de Y que contiene p. Define X = (Y x {0}) U{(a(t),1 —1t):t €
0,1)} CY x[0,1] y sea f : X — Y la proyeccion sobre Y. Entonces f es
un mapeo sobre. Nota que para z € Y — K, f~1(2) = {(2,0)} € NBO(X) y
z ¢ NBO(Y).

Proposicion 4.2. Sean f : X — Y un mapeo sobreyectivo y abierto entre
continuos y A € 2¥. Si f~1(A) € NBO(X), entonces A € NBO(Y).

Demostracion. Supongamos que f~'(A) € NBO(X). Si A =Y, entonces
A € NBO(X). Supongamos A # Y. Seab € X que comprueba que X — f~1(A)
es un espacio Qo. Sea U un conjunto abierto de Y — A. Entonces, existe
DeC(X)talque DC X — f ' (A)ybe Dyint(D)n f~Y(U) # 0. Por lo
tanto, f(D) CY—Ay f(b) € f(D),y dado que f es abierto, int(f(D))NU # 0,
lo que implica que Y — A es un espacio Qo, por lo tanto A € NBO(Y). O
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Proposicion 4.3. Sean f: X — Y un mapeo sobreyectivo y mondtono entre
continuos, y A € 2¥. Las siquientes afirmaciones son ciertas:

1. 81 Ae CC(Y), entonces [~1(A) € CC(X).
2. Si Ae NWC(Y), entonces f~1(A) € NWC(X).
3. St Ae NCO(Y), entonces f~1(A) € NC(X).

Demostracion. Observe que las afirmaciones son ciertas si A = Y. Supongamos
que A#Y.

1. Supongamos que A € CC(Y). Sean b € Y — A que comprueba que Y — A
es un espacio Qly b’ € X —f~1(A) tal que f(b') = b. Seax € X — f~1(A).
Elige D € C(Y) talque D C Y — A, b€ Dy f(x) € inty (D). Por
lo tanto, f~1(D) € X — f~*(A) es un continuo con ¥ € f~Y(D) y
x € intx(f~1(D)). Asi que f71(A) € CC(X).

2. Supongamos que A € CC(Y). Sea b € Y — A que comprueba que
Y — A es un espacio Q2 y b € X — f7!(A) tal que f(¥) = b. Sea
xr € X — f7Y(A). Por las propiedades de b, existe un continuo D C Y — A
tal que f(z) € Dy b € D. Por lo tanto, f~'(D) C X — f~'(A) es un
continuo con z € f~1(D) y b € f~1(D). Asi que f~1(A) e NWC(X).

3. Sea A € NC(Y). Observe que f~1(Y — A) = X — f~1(A) es conexo, por
lo tanto f~!(A) € NC(X).

]

El siguiente ejemplo muestra que el Teorema 4.3 no se sostiene para los hi-
perespacios NB(Y), NB*(Y), S(Y) y NSC(Y). No sabemos si la Proposicion
4.3 se sostiene para NBO(X).

Ejemplo 4.3. Sean Y el solenoide diddico, S CY un arcoy h: I x {0} — S
un homeomorfismo. Tomemos X =Y Uy, (I x I) y definamos f : X — Y
como f(x) =x sixz €Y,y f(z) = h(x1,0) si x = (x1,22) € [ x I. Observe
que f : X — Y es un mapeo sobreyectivo y mondtono. Sin embargo, para

A={h(L,00} € NB(Y) y f'(4) ¢ NSC(X).

Sin embargo, si anadimos a las condiciones del Teorema 4.3 que el mapeo
f: X — Y es abierto, el Teorema 4.3 se sostiene para los otros hiperespacios
de conjuntos no cortantes.
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Proposicion 4.4. Sean f : X — Y un mapeo sobre, abierto y mondtono
entre continuos y A € 2¥. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

1.

Si A€ NB(Y), entonces f~1(A) € NB(X).

2. 8i A e NBO(Y), entonces f~'(A) € NBO(X).

3. Si Ae NB(Y), entonces f~'(A) € NB(X).

4. Si Ae S(Y), entonces f~1(A) € S(X).

5. St Ae NSC(Y), entonces f~1(A) € NSC(X).
Demostracion. Observe que las afirmaciones son ciertas si A = Y. Supongamos
que A#Y.

1. Supongamos que A € NB(Y). Sea (zx € X — f7!(A)). Dado que Y — A

es un espacio Q3, se satisface que para cada conjunto abierto no vacio
U C Y —A, existe un continuo D C Y — A tal que f(x) € Dy DNU # 0.

Ahora, si V. C X — f7'(A) es un conjunto abierto no vacio de X,
entonces f(V) es abierto en Y — A, por lo que existe un continuo D
tal que f(z) € Dy DN f(V) # 0. Asi, f7%(D) € X — f~(A) es un
continuoy f~HD)NV # 0y x € f~1(D). Por lo tanto, X — f~(A) es
un espacio Q3 y f71(A) € NB(X).

Supongamos que A € NBO(Y). Sea b € Y — A que comprueba que
Y — A es un espacio Qo. Sea /' € X — f~(A) tal que f(¥') = b. Considera
un conjunto abierto no vacio U C X — f~'(A). Dado que f(U) CY — A
es no vacio y abierto, existe un continuo D C Y — A tal que b € int(D)
y int(D) N f(U) # 0. Asi, f7Y(D) € X — f~!(A) es un continuo y
v e int(f~(D)) y int(f~1(D)) N U # (. Por lo tanto, X — f~(A) es
un espacio Qo y f71(A) € NBO(X).

Supongamos que A € NB*(Y). Sea b € Y — A que comprueba que Y — A
es un espacio Q4. Sea b’ € X — f~1(A) tal que f(¥) = b. Considera un
conjunto abierto no vacio U C X — f~1(A). Dado que f(U) CY — A
es no vacio y abierto, existe un continuo D C Y — A talquebe Dy
DN f(U) # 0. Por lo tanto, f~1(D) C X — f~!(A) es un continuo y
Ve fY(D)y ffUD)NU # 0. Asi, X — f71(A) es un espacio Q4 y
fY(A) e NB*(X).
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4. Supongamos que A € S(Y). Sean Uy,...,U, un ntmero finito de

conjuntos abiertos no vacios contenidos en X — f~!(A4). Dado que
fy),..., f(Uy) son un numero finito de conjuntos abiertos no va-
cios contenidos en Y — Ay A € S(Y), existe un elemento D € C(Y — A)
tal que DN f(U;) # 0 para cada i € {1,...,m}. Por lo tanto, f~*(D) €
C(X — f71(A)) satisface f~H(D)NU; # () para cada i € {1,...,m}. Asf,
fH(A) € S(X).

Supongamos que A € NSC(Y). Sean Uy, U, dos conjuntos abiertos
no vacios contenidos en X — f~(A). Dado que f(Uy), f(Us) son dos
conjuntos abiertos no vacios contenidos en Y — Ay A € NSC(Y), existe
un elemento D € C(Y) tal que D C Y — Ay Dn f(U;) # 0 para
cada i € {1,2}. Por lo tanto, f~}(D) € C(X), fFY(D)Cc X — f (A y
FYD)NU; # 0 para cada i € {1,2}. Asi, f71(A) € NSC(X).

O
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uno de los referentes editoriales mas importantes de la Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas de la BUAP. Esta obra colectiva reune investigaciones de vanguardia que
reflejan la vitalidad y el rigor de la comunidad matematica contemporanea.
A través de sus capitulos, el lector encontrara un recorrido profundo por diversas
areas del conocimiento:
e Fundamentos y Estructura: Avances en topologia de continuos y teoria de
hiperespacios.
e Herramientas Analiticas: Desarrollos en analisis, probabilidad y geometria.
e Impacto y Sociedad: Aplicaciones practicas en modelacion matematica vy
propuestas innovadoras para la enseinanza de la disciplina.
Cada trabajo incluido en este volumen ha superado un estricto proceso de arbitraje
por pares, asegurando que los contenidos cumplan con los mas altos estandares de
calidad y relevancia cientifica. Mas que una compilacion de articulos, este libro es un
testimonio del intercambio intelectual generado a causa de las conferencias
internacionales CIMA y un recurso indispensable para investigadores, académicos y
estudiantes de licenciatura y de posgrado que buscan comprender y expandir las
fronteras de las ciencias matematicas.
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