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Capitulo 1

Quantum tunnel e ect and re ection using
mathematical models of barriers

Jesus Alonso Arriaga Hernandez 1!, Bolivia Teresa Cuevas
Otahola 2, Cristina Monzerrat Lopez Lépez !, Maria de los
Angeles Pérez-Villegas 2, and Maria Monserrat Morin
Castillo 2
FCFM-BUAP !, FCE-BUAP 2, IA-UNAM 3

Abstract

In this chapter, we analyze particle quantum theory to model di erent
potentials and boundary conditions suitable to simulate the nature of
barriers and potential wells. We study Schrédinger solutions (as di erential
equations) associated with the Hamiltonian modeling the condition of
particles colliding with potential barriers or wells, recalling that a well
is formed between two potential barriers. We consider two symmetric
barriers case with di erent heights, studying their eigenvalues and bound
states. We proved the existence of the solution, the relation between
the model and Hilbert space and the relevance of our results. Our
main motivation is to set the foundations for N-body models in eld
theory and quantum gravity according to general relativity theory under
the Schwarzschild solution, since our models can be applied to complex
systems. We refer to their relation with mass concentrations modeled by
N-body algorithms with large mass densities.

1 Introduction

At the beginning of 20th century, several problems were not able to be
tackled by physical theory, being able to give solution to others. In the latter
cases, those answers were partial, determining certain phenomena, but leaving
without explanation other problems associated to the same phenomenon,

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5
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obtaining a large number of complications instead of solutions. This situation
led to an analysis of the physical-mathematical science, established to break
the conceived idea up to the late 19th century of "physics as science, is a
complete science". These ideas led to a fundamental change in theory, unifying
the phenomena complexity, without leaving anything out from the analysis,
establishing a new physical theory to describe the operation of atomic systems
and elemental particles, called "Quantum Mechanics".

Technological development pushed the boundaries of current physics, and
keeps setting milestones at very deep levels in the scienti c development
with quantum computing, inducing the modi cation of central processing
units (CPU), moving from the bit to the gbit [ 13] in PCs, aiming to be
used in all homes, revolutionizing current computing. The development
of new materials along with solid state physicslpl], is related with the
technological advances and current techniques that allow us to perform atomic
deposition in the creation of new materials, where, once again, quantum
mechanics sets the trends. These techniques of atomic manipulation promise
unimaginable developments of devices at nanometric scales (hanotechnology)
based on barriers and quantum wellsl]. Nowadays, it is possible to build
heterostructures of diverse materials, where electrons move and are distributed
according to the sequence of the potential wells separated by potential barriers.
We highlight from all possible phenomena, those involving electrons as free
particles (subject to potentials of the matter itself); re exive phenomena,
transmutative ones, highlighting tunnel e ect [1, 5].

In this chapter, we study the re ections and tunnel e ect of particles subject
to nite arrays of potential barriers: periodical, symmetrical and asymmetrical,

in addition to model impurities by modifying the symmetry of potentials. We
analyze the basic properties of the di erential operators in several variables
to apply this to solutions of a di erential equation and its physical interpre-
tations in di erent phenomena [6]. We analyze the physical properties of
the wave equations and Hamiltonians, considering di erent potentialslp, 8]
leading to the Planck, Heisenberg and Pauli principles, which lead to build
fundaments of quantum theory and correct the phenomena that variational
classic physics cannot solve, regarding the ultraviolet catastrophe and black
body [14]. We go through such preamble until we obtain the Schrodinger
equation as a wave equation modi ed by potentials under the Hamilton-Jacobi
construction [5]. We enunciate some de nitions to mathematically model the
wave concept, analyzing the Maxwell fundaments to obtain the wave equation

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 1, paginas 5-30



Quantum tunnel e ect and re ection using mathematical models of barriers 7

and subsequently, analyze them from the di erential equations point of view
to give a solution. We focus on d'Alembert solution for a wave operator and
we subsequently, generalize the solution to the d'Alembertian operator, which
generalizes the wave equation model, showing the solution, and relating them
with the Schrodinger equation, in addition to show that such solutions lie
somewhere in the Hilbert spaceH ). Therefore, we model di erent phenomena
with the proper power manipulation, considering suitable boundary conditions
to compute the transfer matrix, which allows us to determine the transmission
and re ection coe cients. We model several con gurations of barriers and
wells with the aim of determining a quantity free particles (N-body), up to a
density we can consider to be large enough in terms of their number and energy.
The latter is related with general relativity theory to set the foundations of a
models under Schwarzschild solution of Einstein equations for large mass and
energy densities deforming space-time.

2 Wave equation

We start by proposing an object with periodical movement?], which is
replicated once a certain parameter moves trough in the domain of a function
invariant to other properties such as maxima and minima,

De nition 2.1. Let f :AlIB be a function whereA; B are ordered sets. If
there exists a parameteil 2A parameter such thatf (x) = f (x + T); for every
x2A, we de ne f as a wave and T the period of f.

Without loss of generality, the mentioned sets can satisifk R " and B R
(with R the set of real numbers). In several phenomena in mathematical
physics, harmonic functions are often confused with period functions. Hence,
we consider the next de nition.

De nition 2.2. Let f:AlB be a continuous and di erentiable function A
is a set of dimensionn). We refer to a function f as a classC"(A)!C "
function if f has continuous partial n-th order derivatives.

To ease De nition 2.2 regarding partial di erential equations we set the partial
derivative @@Xunder the following notation @@X: @ for the sake of simplicity,
which satis es all the properties of di erential operators, such as linearity,
commutativity by a constant, and is equal to zero if we derive a constant

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 1, paginas 5-30
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[6, 15]. Hence, from the latter and De nition 2.2, we are able to de ne the
di erential operator, which is key in variational and di erential calculus in
R", in addition to the directional derivative [6, 15, 2, 10].

De nitioB 2.3. We de ne the vector di erential operator 5 Nabla denoted
by5 = 1, Bi@, wherex = (X1;X2; X3;:::Xn)2A and (Rq; ®2; R; 1118y is the
base of A.

De nition 2.4. A function f that satis es the relation5 ?f = 0; is known
as harmonic function.

52 = s the Laplacian operator and equation 5 *f =0 de nes the Laplace
equation |6, 15, 2, 10]. We can extend tli}p analysis of ordinary di erential
equations by means of the Nabla operator ', a(x)D 'f(x) = g(x) (variable
coe cients a(x) and non-hor]gogeneoug(x) 6 0) to di erential equations in
several variables of the form ., h(x)5 'f(x) = G(x) (variable coe cients
b (x) and non-homogeneous bg(x) 6 0). The most salient examples in

mathematical physics are those related with the wave equation

5200 = f(c) = @)= L@, )

wherev is the wave velocity. Clearly,@ = @ (according to Einstein notation)
and according to De nition 2.1, the solution functions of 1 are waves (according
to d'Alembert theory). In this context, Maxwell formalizes electromagnetic
theory, unifying electric and magnetic phenomena (both as di erentials or
integrals) applying Gauss divergence and Stokes rotational theorents 15].
These equations lead to the application of diverse results in vector calculus
to obtain the wave equations by means of Maxwell equations for an elec-
tromagnetic perturbation (x;t), obtaining (x;t) = Clz@ (x;t), i.e., the
perturbations with electromagnnetic nature are waves with velocities equal
to the light velocity c, which satises c = 1:pﬂ for the electrical per-
mittivity in the vacumm o and magnetic permeability in the vacuum g

[5, 14]. Maxwell theory explained and solved doubts regarding several prob-
lems that were ambiguous to physics, yet including Lagrange, Hamilton and
Jacobi theory [L6, 8]. However, such theory was not capable of explaining
corpuscular problems, black body radiation and ultraviolet catastrophelfl].
Kircho introduced the concept of black body as the ideal radiation emitter.
Therefore, stars and other astronomical bodies (galaxies, clusters, etc.) are

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 1, paginas 5-30
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located far away, but astronomers and cosmologists devised solutions to obtain
measurable parameters and determine their electromagnetic radiation by esti
mating their temperature, chemical composition, velocity, age, size, etd] [
since their radiation resembles that of a Kircho black body. Rayleigh-Jeans
(based on classic physics of variational calculus) explained the emission curve
of black body radiation by means of an expression tting experimental data to
large wavelengths, except for ultraviolet wavelengths; the ultraviolet catastro
phe. Subsequently, Planck and Einstein solved the ultraviolet problem by
perfectly tting a black body to the data, in addition to the relation with the

particle energyE = h = ~! (whereh is the Planck constant, the frequency,
~=h=2 and! = 2 ), setting the starting point of quantum mechanics
[5, 14].

Quantum mechanics breaks all existing paradigms by solving corpuscular and
radiation problems under Hamilton theory obtaining an expression similar to
1, which is Schrddinger equation

2

T vy )= Ay =i gt(x;t): @

2m

3 Schrddinger equation solution

In general, Schrodinger equation (2) can be studied in several ways,
depending on the potentialV in Q, resulting in two di erent ways to analyze
it; a stationary case or time-invariant considering the energy state€( by
@ (x;t) = E (x;t), and the general time-dependent case for the evolution
of wave-like and probabilistic phenomena in quantum mechanics (which in
the majority of cases admit variable separationl] 5, 6, 2] easing the analysis
since (x;t) = R(x)T(t), and moreover, for the potential and performing and
analysis regarding the position and another one with respect to time evolution
[1, 5]). These approaches are general, highlighting from the analysis of a free
particle, which is the base of all the development that is extended to N-body
models (going through the solution of atomic models; He, N, O, etc.) since, it
sets the foundations to generalize potentials and Hamiltoniarf3.
Subsequently, 2 is consequence of 1, and generalizes a large quantity of
phenomena by modeling di erent potentialsV. However, the undulatory
nature of solutions is maintained since they come from a linear equation in

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 1, paginas 5-30
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second-order partial derivatives. Both equations are homogeneous, but, in the
general case, assuming a given event or state independent on the solution we
could have a hon-homogeneous equation given a continuous functgpnA!B
such that @ (x;t) i~@¢ (x;t) = g(x;t), which allows us to build the
de nition for the d'Alembert wave equation. We emphasize on the majority
of time-dependent functions since it is clear that the wave function depends
on spaceA and also on timet, which could easily hold thatt 2 A . However,
we need to take into account that in a bulk of physical phenomena, time could
imply an irreversible process, which could not return to the ground state after
a certain time evolution, although it could return to the ground space state
[1, 5], and hence, De nition 2.1 should be modi ed since the wave could have
period and space and time frequencys,[ 9, 17]. Although the structure of
De nition 2.1 would remain unchanged, we need to introduce a second variable,
where time has constraints and starts in the ground statet € 0), and hence,
t2t =[0; A{] for cases wherd\; > 0, which could be also a supreme &. Thus,
wave functions would be de ned according to De nition 2.1 with periods in
space and timeTx; T;, specifying that the de nition of Planck energy is forh
with  as time frequency $]. Hence, (as continuation of d'Alembert operator
de nition and periods) we consider (under ) Daofg = @fg fg and
refer to it as the d'Alembertian operator. Hence, we are able to de ne the
general form of the wave equation by d'Alembert [6] as follows:

De nition 3.1. Let i  A9B  be classC? functions (with i = 1;2). If
g:A°[0;A {]'B is aC? class function, then, we use the term Wave Equation
regarding the wave (2C?(A°[0; A .])) to refer to

Daf (x;1)g = g(x;1)
x0) = 1x) 3
@ 0)= 2(x)

On the other hand, the di erence between spaces R " and A°can be easily
observed by the construction ofA and the exclusion of the time variable
in A°[0; A (], observing that A°R " | [0;A]R , hencefA°[0;A {Jg R "
[15, 10. Therefore, it is clear that De nition 3.1 generalizes De nition 2.1,
considering 1, allowing mathematical modeling to include boundary conditions
with more freedom, according to the analyzed phenomend,[including in a
clear manner that the solutions of 2 are waves. Moreover, every function

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 1, paginas 5-30



Quantum tunnel e ect and re ection using mathematical models of barriers 11

2C2(A[0;A .]) implies that second partial derivatives are admitted regarding
space variables4) and also second derivatives regarding time variables) (
Therefore, for the solution of 3, we recall that by construction of De nition 2.1,
we start from periodic functions, which implies that the Fourier series of such
functions exist b, 8, 2, 7]. Hence, the Fourier transforms of such functions
also exist Ff (x;t)g ) since functions are C? class functions, which allows
us to obtain the following result.

Proposition 3.2. For a given wave  and functions ; (i =1;2), g of class
C2(A°[0; A {]), 3 has a solution in terms of the time integral transform over
x of an auxiliary function m such thatm(t)R4(x) (where Ry(x) is the space
part before variable separation) and (its Fourier transform isFfm(t)R  4(x)g;
the solution satis es the following

Z t
XD=@¢[m®) 1()]+m®) 2(x)+ . m(t g (x; Dadl: 4)
(Note: In the integral transform, the right end of 4 uses variabldsand dI
since, in the generalization of the process and solution we can, without loss of
generality, apply the line integral and Green problen,[8, 15, 2, 7], given that
the solution method is based on the classical methods of di erential equations:
undetermined coe cients and parameters variation [6].)

Proof. (This proof can be explicitly followed in Logan 121 and Bleecker
et al. [3], where the 1D wave equation is deduced, and subsequently the
corresponding equations for several variables; following the steps for the
d'Alembert solution in a set with the d'Alembertian construction).

By hypothesis, it follows that all  functions are C? class (i, i = 1;2),
and also, we separate and extend the domain #®°[0; A ]. Subsequently,
we recall the term@[m(t) ;(X)] which encompasses two functions. Hence,
AR ", AR "1 t2[0;A{]R andfA°[0;A (Jg R "; we recall that we are
under the R eld, where we can build several things.

Let N (xo;r) be a ball centered atx, with radius r, that is a set inside space
A% which is a metric and normed space sing&®R "' under eld R. Then, if
N(Xo;r) R ", then xo2R"! [10. (Considering the chapter "Schwarzschild
Black Holes and their e ects in a mathematical modeling framework", in this
book). Therefore, sincex2A ° we consider in a similar way, Minkowski cones
in the Schwarzschild results, two regions de ned by N(xr) where

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 1, paginas 5-30
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i2N(X o;1); i6=0
i =0: otherwise '

(5)

(for i = 1;2) interpreting the local nature of ; inside N; and additionaly, we
de ne a second region from the border to the cone

=f(x;t2fA  °[0;A {JQ)jjx X oj<Tr+tg; (6)
satisfying the boundary condition

if g2; g6=0
g =0; otherwise’

(7)

i.e., g is null in region ¢ (complement of ). Without loss of generality, we
recall the d'Alembertian Dofg = @ fg fg (applied to ), which we
can apply the Fourier transform to [6, 15, 12, 3], obtaining

FID Af(x)gg=Ff@ «( (xt)g Ff (x;t)g; (8)
considering the Fourier transform properties [5, 2, 17, 12, 3], in 8, we obtain

FID Af (X1)gg=@ «Ff( (x;t)g Ff (x;t)g: 9)

Subsequently, considering separation variables admitted by: A°[0; A {]'B

we can separate the variables for applying the transform. Clearly, we are
interested in analyzing space variable changes, and for this reason we apply
the transform to x and not overt since operator is de ned in space but not

in time. Thus, regardingF : f (x2A 9!F (w) in the frequency space, it holds

FID Af ()gg=@ «Ff( (x;0))g kwk °Ff (x;)g:  (10)

Recalling 3, we obtain the following reduced version of 10

Ffg(x;)g =@ «F f( (x;0))g kwk  *Ff (x;)g; (11)

10 is reduced to a second order equation with respect tasince the space
variable is a ected by the Fourier propagator under the Fourier transform.
Recalling the conditions (x;0) = 1(x),weobtainFf(x;0)g =Ff 1(X)0;

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 1, paginas 5-30



Quantum tunnel e ect and re ection using mathematical models of barriers 13

and the condition @ (x;0) = »(x), from which, we obtainF f@; (x;0)g =
@F f (x;0)g and hence @:F f (x;0)g=@ Ff »(X)g.

The latter returns the initial conditions for the rst derivative with respect
to t and an initial state with variable coe cients, in addition to the non-
homogeneity byg under the boundary conditions of the cone surfaces and
ball N. Hence, we obtain

sin (tkwk)

F f (x;t)g = cos (tkwk)F f 1(X)g + Ik

Ff o(xX)g+

Ztsin((t kwk) (12)

0 kxk

where, clearly@[sin (tkwk)] = kwkcos (tkwk). Thus, we consider the inverse
Fourier transform, which satis esF ! fFf (x)gg = (X) ;to applyto 12 (i.e.

F L fFf(x;t)gg , in addition to the translation and convolution properties

[6, 12, 3]), obtaining

F fg (x; g dl

YA t
x)=@ (Mm@ 09]+m(D) 2x)+ Om(t hg (x;hdl;  (13)

which restricts the condition Ffm(t)R 4(X)g so that it is necessarily satis ed

that FimtR  4(x)g = T R (w), which is tailored to  ; and . O

At this point, we recall the Fourier transform and series conditionsl] 7], given
that for a solution function of 1 and 3, existsFf g , and hence, the elements
to build the terms of the Fourier series of . From the latter it follows that
there exist orthogonal elements constituting the same wave solution, implying
that a space solution can be determined in 1, which could be straightforwardly
extended to 3, in addition to 2.

De nition 3.3. A pre-Hilbertian space is a vector space V over theK eld
(which could be eithelk = R 0 K = C), provided with a scalar producth ; i
between the elements &f. For such scalar product the following properties
hold:

" Hermiticity: For every x;y2V it follows that hx;yi = hy;xi, since if
K = R, Hermiticity is reduced to the ordinary symmetry (the upper line
denotes the conjugate).

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 1, paginas 5-30
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" Sesquilinearity: For everya 2 K and x;y2V , hax;yi = ahx;yi, in
addition to hx +y; zi = hx; zi + hy; zi.

" De ned positive: For everyx;y2V , hx;xi 0 and hx;xi = 0, if and
only if x =0.

“Ina pre-HiIbertiat& space, a nhorm induced by a scalar product can be
de ned as: kxk = hx;xi

De nition 3.4. A Hilbert space is a pre-Hilbertian space which is in addition
complete regarding the norm induced by the scalar product. This means that
every Cauchy succession in space converges to an element inside the space.
Hence, a Hilbert space is a paifH; h ; i) whereH is a vector space oveK

and h ;4 is a scalar or inner product such thaH is complete with the norm

kxk = hx;xi.

From the latter, the Fourier transform maps a function in the domain (both
space and time variables) into a function with a frequency domain ),
respectively. In the context of Hilbert spaces, the Fourier transform can be
regarded as an unitary operator mapping a Hilbert spade?(K) (the space of
square-integrable functions) into itself 15, 7, 12, 3], as an integral operator
preserving the norm induced by the inner product (as an isomorphism of
Hilbert spaces, implying that it is a linear transformation that preserves the
structure of the Hilbert space).

Corollary 3.5. Since the solutions of both 1 and 3 are waves, the solutions set
of the Schrédinger equation (2) is contained inside the solutions of De nition
3.1 and Proposition 3.2. Hence, we showed that d'Alembert solution for the
d'Alembertian in Proposition 3.2 are elements of a given Hilbert spat¢, and
hence the solutions of Schrodinger equation are elements of a given Hilbert
space.

Proof. The proof is followed in a intuitive and axiomatic way regarding the
de nitions of a pre-Hilbertian (De nition 3.3 and Hilbertian (De nition 3.4))
spaces, since the solutions of the d'Alembertian model in De nition 3.1
have Fourier transforms (i.e., implying the existence of f g ), implying
also that there exist elements to determine the Fourier series of inducing
the orthonormality of those solutions , which leads to 2V with V a pre-
Hilbertian space. Hence, since2C 2(A°[0; A ]) where clearlyA°R "1 and
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[0; A{] R , with the real numbersR a complete set15, 10, 12, 3]. Therefore,
the solutions of Schrodinger equation (2) are elements of a Hilbert space
H. O

4 Free particle and d'Alembert problem: Barri-
ers and Wells

Now, we focus on quantum theory under corpuscular concepts, momentum-
energy (resembling the bases of the momentum-energy tensor in Einstein
equations), Pauli exclusion and Heisenberg principles and Schrddinger solution
in 2.

In order to analyze the free particle case and formulate suitable models, we
start with the 1D erroneous case, which is called erroneous since it is clear that
to perceive or analyze explicitly a solution of Schrodinger equation (2) a 2D
space (bi-dimensional) is required given that both time and space evolution
will be given by the same function. If we intend to extend this case, we
need a 3D space for a free case particle under the action of a 1D eld by the
pair ( ;x ) and pair ( ;t ). However, we recall that to generalize d'Alembert
solution, the function : A°[0;A (]'!B has the capability to allow variable
separation, with a solution in space and time evolution in such solution. Hence,
considering the general case of the wave equation (De nition 3.1) it follows
that in the "free particle” case g(x;t)! 0 which reduces d'Alembert solution
13, also considering the absence of potential¥ (x;t) = 0 in Schrédinger
equation) solving only the case in 1.

In this case, we can consider that variable separation is admittedn(t)Rq(x)
Proposition 3.2), and hence,2H follows that (x;t) = €' (x) is a solution

of 1, and thus

9= L@xHIe (= @K (14

hence, it follows that

it '(x) itt ' 12 : 12
e '(x) = T@e' = (%) vohd 9 ')+ ?(x):o: (15)
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Subsequently, under certain physical conditions, where= , momentum
p follows p = kpk (under the same normk k of H) and h= p sinceE = cp
and cp = !~, we obtain

2 2
W FW=Wr S0=0 16)

Recalling momentum-energy-potential equatioE = p?=2m+ V (x), we obtain
the stationary or independent form [5]

2
'(x) + %—T(E V()X =03 o ) +V (X)'(x) = E'():
(17)
Thus, to consider the free particle we seV = 0. Therefore, 17 solves
d'Alembert problem for a wave in a vibrant string L2, 3] under energy
considerations in the magnitude of the wave vector for V = 0. Hence,

'x)=E %—T'(X) =k Z(x)39) ') +k #(x) = 0; (18)

where '@ 4, which has solution we obtained from the Euler methodLl] 6]
with ' (x) 1" (x) = Ae™, resulting in the characteristic equatiorm?+ k2 = 0
from where we get thatm = ik , leading to two complex solutions (x) =
A% + A,e™™ | after considering the polar form of a complex number (with
'X)2C ) e ' =cos()+isin(), it follows that

'(X) =B 3sin(kx) + B ,cos(kx); (29)

with B; = i(A; A ;) and B, = A; + A,, where clearly' (x) follows all
conditions such that' (x)2H . Hence, by modeling proper conditions ensuring
the string is xed to rigid points in x =0 and x = L, the solution must satisfy
" (x) = 0if x2@O0;L], which allows us to conclude that (x) = Bjsin(kx).
Hence, in order to consider the states, we analyze the cases for whig¢h) =
Bisin(kL) = 0, due to boundary conditions. Thus, for the non-trivial solution
B,16=0 it follows that KL = n with n2Z.

In order to determine the harmonic states of vibration we rst x index n,
and subsequentlyk, representing the magnitude of the wave vectdt =2 =
[5, 2, 9] implying that vibration frequencies or harmonics aré , = n( =L )v;
moreover, we deduce the natural frequency of the string ag = v=2L). Thus,
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KL =n ,!,=n(=L)vand 19, allows us to build a relation with quantization
of E (energy) and the states. This leads to the idea of a Eigenvalues equation
(E), and allows us to re-write 17 as

g , a

o TV 00 =L a0 =E o' a(x); (20)

which determines the eigenvalues af (equivalentto! , o ,) or the eigen-
functions' ,. Subsequently, by solving 20, we can determine the eigenvalues
and eigenfunctions. It is clear thatn enumerates the solutions which could
be continuous, discrete or partially continuous or discrete. For instance, the
solutions of the stationary Schrédinger equation (2) are eigenfunctions of
operator L, with eigenvalues matching the possible energy values, discrete for
an atom, but continuous for a free particle [5].

Hence, without loss of generality, we can set boundary conditions to a di er-
ential equation (Schrodinger, 2), either elliptic or parabolic, according to the
model, for instance Neumann condition®@'=@r 0 (normal derivative equal

to zero) in the boundary regarding the normah to the boundary surface; or
Cauchy conditions xing ' (resembling d'Alembert solution in Proposition
3.2) and @'=@n in the boundary over a closed surface [6, 2, 7].

Barriers and Potential Wells

We start showing a classic potential curve for an analysis of Hamilton
Jacobi and Lagrangians, where we observe the behavior of the wells as eld
attractors under the property of the elements of the set, feeling the action due
to their properties, as a gravitational potential (well), attracting a mass or a
electric potential (which could be a barrier or a well) repelling or attracting a
particle according to its charge [16, 8], as can be seen in Figure 1.
Analogously, we address the problems of 1 and 2 potential barriers, and
subsequently, we take for granted the case of more barriers with the aim of
showing the transmission coe cient and the tunnel e ect.

For the solution of this problem, we separate the barrier region in 3 zones: |,
where the travel of the particle starts, Il, where the particle is subject to the
potential and is transmitted from | to Il, with the probability to be re ected to

[, and, in Ill, where the particle escapes from the potential and is transmitted
to Ill, departing to the complement of the potential region with a probability
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Figure 1. In (a) we show an attractive potential well (attractor) forming a
bound system resulting in a discrete spectrum. In (b), we show a repulsive
potential, producing open orbits and a continuum spectrum. In (c), a classic
curve of e ective potential [16, 8], with potentials for which, both situations
can be illustrated; in the example, for negative energies the spectrum is
discrete, however, for positive energies it is continuum. The notion of orbit
used is the quantum one (Figure obtained from De-La-Pefia) [5]).

of getting trapped in Il. Hence, we properly model the potential inside the
stationary Schrodinger equation 20 (in addition to 20) as

Vo >0, x2[a=2;a=2]
0; x 2[a=2;a=2] '
allowing us to model the solutions (according to the Euler-Lagrange method
[16, 8]), by region, according to Figure 2, determining the interfaces (where

an interface is the imaginary line dividing a region, which in the case of glass
of water, the interface would be glass [1, 5, 9]) obtaining

V (x) = (21)

8 ‘ -
2" (XA +B el x2(1; a=2]
= _ u=ALx+Bek X x2[a=2a72] ;  (22)
" (X) = A ek X+ B ek m X x2[a=2;1)

where by construction of th% model of potenti%Is and regions in 21 and 22
it follows that k, = k;;, =  2mE=~; k, = 2m(E V o)=~ since the
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Figure 2. We show two gures. In (a), we illustrate a potential barrier with
height V; whereas in (b), we show the case of two symmetric potential barriers
with the same height, highlighting that at the center of the two barriers a
potential well V ¢ is formed. In both cases, we show di erent interfaces or
lines, separating and giving place to boundary conditions for each regidsj. [

potential only has nite discontinuities due to the interfaces, and, both the
wave function as well as its rst derivative are continuous (given that2C 2
according to Proposition 3.2) in the points where the potential has nite
discontinuities. Subsequently, considering the boundary conditions in the
interfaces, it must hold that

8
1 [e— | dl — dl
<" 1(X)j, g = i (x)j, 3 x 1) oy x| ) a

23
S 5 =T g, eI CY) g L™ K 2 23)

Mixing conditions in 22 and 23, we obtain two systems of equations with two
equations and two unknown variables, which can be written in matrix form as

. E® | . o E, &
A, _ 1_ 1+ kkl_ll)ef(k| K )i (1 kkl_:)e_l(k T )j Ay ; (24)
B, 2 (1 k|<|_:)el(kl+kn )5 (1+ kkl_ll)el(k k)3 B
, E , _ A _ .E, E
Ayl _ 1_ (1+ %)ef(kn Km)sz (1 %)ef(k Ntk )% A . (25)
B, 2 (1 kIL)el(ku +k ) g (1+ kkl:_:)el(k ok )g B ’

ki

wherek;, could be any complex number (becaud® C ) and is determined
according to the solutions of 22 by Eulerd, 2] (with k; = k;;; ), depending on
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whether the energyE is higher, equal or lower than the potentialV, (height
of the potential barrier (Figure 2 (a)). Substituting (A;, By )" (where in
AT symbol T in the context of matrices denotes the transpose of a matrix)
in 24, we explicitly obtain the linear relation between vector¢A, B, )T and
(A||| B )T given the eXpreSSior(A| B|)T = M(A n B )T. Therefore,
M is the transfer matrix given by
: &
Mll M12

M = ; (26)
MZl M22

where My, = cosh(ak, ) +i 3sinh(ak; ) €', My, = i7sinh(ak,. ), My =
M1, and My, = M1;5. On the other hand, with respect to 26, it follows that
"=(ky=k) (ki=k,)and =(k;=k)+(k =k,). We immediately notice
that the transfer matrix 26 is invariant under time inversions and conserves
the probability ux [ 1, 5]. Thus, the transmission coe cient is given by
T = jdet(M=M 5,)j?, explicitly by considering M in 26, we obtain

T = ! ;
jcosh(ak; ) +i ysinh?(aky )j

(27)

Normalizing the energy to the potential = E=\,, we obtain the following
expression of the transmission coe cient

8
4(1) . H
2 4 (1 )+Senh 2($a) °’ si 0 1

T(O)= ; (28)

.> 4(1) .
4( 1)+Sen 2(&a)’
with $ = P 2m(Vo E) , &= P 2m(E V o) and m = 9:10%103! kg, setting
the phenomenon for electrons with mass values. Subsequently, 28 illustrates
analytically the behavior of the transmission coe cient for an electron-bombar
ded potential barrier (electrons beam). In Figure 3, we show for 1, i.e.,

E <Vy coecient T( ) < 1 implying that a particle has larger probability

of being re ected. However, there is certain probability that the particle is
transmitted through the barrier. This behavior, is a typical feature of the
quantum realm, known as the "Tunnel E ect". Recalling the same equation,
we notice that the thinner the barrier is (smaller a value), the higher will be
the probability of manifesting tunneling (Tunnel E ect), however, it will never

be equal to one. For > 1, it follows that there exist determined energies

si >1
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( n = 2:59) of the particle (such thatT( ) = 1) implying that there is no

re ection and the particle is in resonance. Such resonances occur when the
particle has a wavelength that ensures the width of the barrier is equal to
a semi-integer multiple of such wavelength. Reportedly, the particles with
such energies do not even collide with the barrier (invisibility of the barrier),
but the resonances do not occur when the particle energy is lower than the
potential barrier height.

Figure 3: We show the behavior of the transmission coe cient for a potential
barrier with height V;, [Figure 2 (a)] and width a as function of energy of the
incident particle normalized to the potential height .

For the two barriers case, we perform the same procedure, considering two
symmetric barriers of widtha, separationd and heightV (x) = V,. We proceed
analogously as in the case of one batrrier, solving 20 (from 2) consider ing
di erent sections as the particle (electron) moves forward toward the potential
barriers, crossing di erent interfaces and nally leaves or is transmitt ed
outside the barriers con guration in Figure 2 (b). Subsequently, the modeled
potential V (x) for two symmetric potential barriers corresponds to

Vo +SiX2[X1;Xa][[X 35Xa] .

V)= 0 ,SiX2[Xy;Xa][[X 3iXa]’

(29)
under the considerationx, X 1= X4 X 3 a andxz X » d to obtain
Ri=( 1;x 1]; Ry =[X1;X2], Rz =[X2; X3] and R4 = [ X3; X4]. Hence, solutions

' of Schrodinger equation (2) are at waves traveling to the right and the other
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one to the left. Therefore, the general solution is a linear combination of these
waves (acgording to Euler methodl 6, 2]) following *  (x) = & gkix+ ek ix
with k; = 2m(E V ;)=~(with j =1;2;3;4;5) the magnitude of the vector
wave in thej -th region (R;) (depends on whethelE V ; or E <Vj). From
'(X) we observe that the wave function evaluated in two di erent pointx
and x%in the j -th region di ers in a phase shift in the sense of d'Alembert
[12 3], quanti able by multiplying the function in point x for a diagonal
matrix called propagation matrix P (a method resembling that of ABCD
matrices in photonics [17])

E

o exp(ik; x 0 ) P (30)

1) 0 exp(ik j x)

where x = x° x . Matrix P; propagates the wave from pointx to x°
through a constant potential. Subsequently, we observe the propagation of the
wave function when the potential su ers a nite leap in the interfaces with
continuous derivatives. These conditions of continuity, take the form of

] E! . E 1 CE! .
1 1 gekxe 1 1 a ekax1

: = . 31
ikl ik 1 blelk 1X1 |k2 ik 2 bzelk 2X1 ( )
very common continuity conditions in the methods based on Fourier serie.|
Multiplying by the inverse of the rst matrix on the left side and using the
notation given by '(x) we obtain

11+ 1 &
ta(X1) = 5 % 2t a(xa) =1 a(xa): (32)
ko

2 1
Matrix | 1, allows the propagation of the wave function from regioir; to
region R, through the interface ( nite discontinuity of the potential in x = X3).
If Xo is an arbitrary point in region Ry, using 30 and 32 we can link the wave
function in point xo to the wave function in point x;, immediately after the
interface with

' 17 1+ kygkiax o) (1 Kygik 1kix o)
112P1" 1(X0) = 5 % %

2 (1 t—;)eikl(xlx 0) (1+ t_;)eik X1 X o) ' 1(XO); (33)
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where' »(X1) =1 1,P1" 1(Xo). In position X; in Ry, we can propagate the wave
function ,(x;) up to x, by means of applying matrix P.. At that point, we
can pass through the interface between regiof® and Rz applying matrix

[ 23 through ' 3(x2) =1 23P2" 2(X1). Hence, it means that the rst barrier was
crossed, right after the second interface, linking in R; with ' (x2) in Rg;
subsequently, for the sake of simplicity, we set M= 1 ,3P,l1,P;. Thus, to
continue propagating the electron’() up to region Rs (* (x3)) and multiply

by matrix | 34 to cross the interface betweeiiR; and R4, we have 4(x3) =
134P3 3(X»), located already inx3 on the side of regionR,, we propagate
once again the wave function 4(x3) up to point x4 by applying matrix P 4
and immediately after we multiply by matrix | 45 to cross interfaceRs R s

to obtain ' (Xx4) in region Rs, we set' 5(X4) = 145P4l33P3M 1" 1(Xo). We have
passed through two potential barriers and the transfer matrix corresponding to
the second barrier igVl , | 45P4l34P 3, where we can nally obtain' s(x4) =

M oM 1" 5(Xp). As we showed previously, solutions of 3 (Proposition 3.2)
and 2 (properties inherited to 20) are elements of a given Hilbert space (in
other words, they are Hilbertians) and matriced, P, and thus, M are also
Hilbertians. Therefore, the product of transfer matrices is closed (since the
eld de ned by the Hilbert space is complete, given thatC is built from R
which is complete [15, 10]).

Figure 4 shows the transmission coe cienfl for two potential barriers [see
Figure 2 (b)], as a function of the particle energy normalized to the potential
height ( = E=V,). The separation between barriers isl = 0:6nm and their
width a = 0:4nm (m = m,). We observe that in the region of energies
characteristic of tunneling E < V,) exists an energy of 58/, when the
transmission coe cient is equal to one (we also obtain resonance), which does
not occur in one barrier case. For this energy, the disperser system is invisible.
To understand this resonance energy, we observe Figure 2 (b) since between
two barriers there exists an in nite potential well, where the these potentials
contain a nite number of bound states.

It is clear that this matrix procedure can be extended analogously to an
arbitrary number of potential barriers. Even in the case of asymmetric barriers,
we can simulate doping or alterations between compositions of a given material
[1, 5, 16, 2] or simply, anomalous conditions between the bonds of the matter
itself [11]. We simulate this in our solution by means of modi cations in
the heights, widths, and separation between the barriers. Due to the time
invariance (of the disperser potential, which resemble the vacuum conditions
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Figure 4: Transmission coe cient for two potential barriersV = V, and width
a separated by a distancel = 0:6nm as function of the energy of the incident
particle normnalized to the potential height.

considered by Schwarzschild, see Cap. "Schwarzschild Black Holes and their
e ects in a mathematical modeling framework"), and therefore the condition

of M with inputs My1; M12; Mo1; Mo, whereMy, = Mg and My = My, [1, 5.

In addition, ux conservation implies that the determinant of the transfer
matrix is equal to one @det(M) = 1). Hence, the transmission coe cient is
given by T = jdet(M=M )i i.e., T =j1=M,j°.

By highlighting the zone generated between the barriers in Figure 2 (b) we
observe the formation of a potential well with a sink valu&/ = V o which we
can model as follows

Vo ,SIX2[Xy;Xo][[X 35Xa] .

VOOS 0 six 2 el [ sixel

2.1)

It is widely known that, in quantum mechanics, a potential well contains a nite

number of bound states with de ned parity, alternating them from the ground

state which has even parity 1, 5], and eigenvalues (energies) corresponding

to these states wchMen by the following transcendent equations, where
=E=Voand k= 2mE=~:
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Y P - 1
even states = Tan( Ekd); (34)

odd statesp = P “Cotg( %kd): (35)

Figure 5 shows a graphic solution of the states parity of 34 and 35 for a nite
potential well enclosed between two barriers (with transmission coe cient
shown in Figure 4). We observe that for this well there exists a unique solution
(with even parity) with energy 0:358V,, which is precisely the resonating
tunneling energy for those two barriers. In this unique state for the electron,
the well is a bound state since the well walls have nite size due to the nite
probability of tunneling through barriers, having as a result a probability
density within this type of well with a decay in terms of time. Hence, the
states of wells as the one in Figure 2 (b) formed between the barriers, are not
stationary, and it requires to properly solve 2.

Figure 5: Graphic solution of 34 and 35 for a potential well with height
Vo = 1eV and width a = 0:4nm separated by a distancel = 0:6nm, as a
function of the energy of the incident particle (electron) normalized to the
potential height = E=V .
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5 Re ection coe cient and future work:; conec-
tions

In radiative phenomena of matter in industry and cosmology the atomic
decomposition by emission is always considered by bombardment or due to
the action of a potential B], where a particle accelerated and emitting can
also be considered as emission due to the action of a potential. In this type of
phenomenon, we consider the total probability of possible phenomenon inside
coe cients T (transmission), R (re ection) and A (absorption)

A+T +R=1; (36)

absorption case is practically negligible given the mean life of the electron of
2:210° sec, and hence, if we are in the massive bombardment case, we could
talk about a population in regions in the inner parts of barriers; however,
since we are in one particle case, we can neglect such coe cieRt ( 0), which
reduces 36 R + T =1, and thus, we obtainR =1 T and from expression

T = jdet(M=M ,)j? it follows that R =1 j1=M 5,)j®. Therefore, from 28 it
follows that

8
Senh2($a) I
2 T yrsenh a0 S0 1
T()= S ; (37)
Sen?(&a)

4 ( 1)+Sen 2(&a); si >1

where also$ = P 2m(Vy E) , &= P 2m(E V () and m = 9:10%10°! kg
(electron mass),Vp, = 1eV and the separation between barriers, which this
time would match the well width a = 0:6nm, subject to energy normalization
=E=V 0-
The formulated theory in this chapter can be generalized for the N-barriers
case potential, which can simulate an electron through a N-particles array
with repulsive potentials but, in the interstice, where there are no particles,
attractors are generated causing constructive interference in the electron path
resulting in resonance e ects. We are currently working on this new extended
N-body model with the aim of ensuring that the potentials of the rest of
particles are symmetric or not considering dopindl]. We are also reviewing
several architectures since we could also bombard with n-electrons the barriers
con guration highlighting that in the interstices we would have particles
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(implying that R69€ with mass concentrations and other resonant e ects in
addition to the bound states), which implies some of the models resemble
mass conglomerates and mass density in N-body cosmological models. The
latter is of fundamental interest since in chapter "Schwarzschild Black Holes
and their e ects in a mathematical modeling framework" (also in this book)
we introduce Einstein equations as a Schwarzschild solution, determining
more than one resemblance with the proposal in this chapter, for instance,
vacuum conditions involving the stationary Schrédinger equation (17), where
the considerations of coe cientsR, T and A contribute to the theory whereA
could determine conditions for the mass and density considerations. Hence, we
can highlight the modi cation and conditions for both theories that can solve
similar phenomena, since the masses are larger in Schrédinger considerations
regarding Einstein/Schwarzschild equations. Thus, we should consider that the
wells need to have a larger depth and endure singularities, making equivalences
between di erent tensors (metric, Einstein, and Christo el symbols).

Figure 6: (a) Graphic solution of 37 for a potential well generated by two
adjacent barriers [Figure 2 (b)] with heightV, = 1eV and width a = 0:4nm,
separated by a distancel = 0:6nm, as function of the energy of the incident
particle (electron) normalized to the potential height = E=V,. In (b), we
show the comparison between the re ection (black) and transmission (red)
coe cients.
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6 Conclusions

The aim of this chapter is to show that the solutions of Schrédinger
equation (2) are elements of a Hilbert spacd under the d'Alembert solution,
which generalizes the model of the wave equation, considering the existence
of a norm function, inner product and orthogonality of such solutions due to
the possibility of Fourier transforms. After showing that such solutions are
Hilbertians, we proceed to build di erential models and suitable potentials
that allow us to represent special cases of particles re ection and transmission.
Subsequently, from the solutions we focus on tunnel e ect, which represents
that an incident particle over a potential barrier has a probability depending
on its energy to ensure it crosses freely through space without feeling the
potential in uence.

We set the foundations required to link the research in chapter "Schwarzschild
Black Holes and their e ects in a mathematical modeling framework" (also in
this book) based on Schwarzschild solution for Einstein equations in general
relativity under a tensor analysis to connect quantum mechanics models for n
potentials and extend them to N-body models, to subsequently modify them
and build necessary relations of mass and energy of particles and cosmological
objects suitable for such models; i.e. modeling quantum relativity in N-body
simulations.
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Nacional

Resumen

El objetivo de este trabajo es aplicar el método de portafolios replicantes
para deducir la ecuacion diferencial parcial (EDP) que satisface el precio de
una opcién nanciera de compra o de venta de tipo europeo y determinar

la férmula de valoracién de opciones de Black-Scholes-Merton (BSM). Para
ello se presentan la teoria respectiva y descripciones intuitivas con ejemplos
concretos para facilitar su comprension. La metodologia propuesta muestra
gue mediante la construccién de un portafolio que replica la dinamica de

la opcion, es factible establecer un Gnico precio para la opcion. Asimismo,
se discuten algunas propiedades que se desprenden del andlisis de los
componentes de la formula y sus implicaciones con ejemplos ilustrativos.

1 Introduccidén

En este trabajo se deduce la EDP de Black-Scholes (o de Black-Scholes-
Merton) por el método de portafolios replicatens. La EDP desempefia un papel
fundamental en la teoria moderna de valoracién de productos derivados, en
particular en la valuacion de opciones nancieras desde un enfoque analitico.
Histéricamente, hay dos trabajos publicados previamente en el siglo XIX
gue sentaron las bases de lo que hoy se conoce teoria moderna de valuacién
de opciones, los cuales son: la tesis de Louis Bachelig¢rdel cual hay una
traduccion al inglés y L1]. En este ultimo, el capitulo 17: The History of
Option Pricing and Hedging 12] proporciona una listado detallado de los
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articulos que precedieron &3] 17]. Aqui es pertinente mencionar que er2§], el
autor tomd como base la tesis de Bachelier para la valuacién de warrants. De
esta manera, en3] y de manera independiente eri[], se plante6 y desarrollo

un modelo cuyo supuesto base es que el precio del activo subyacente es guiado
por un movimiento geométrico browniano (MGB), o0 sea, los rendimientos se
distribuyen como una normal con media y varianza escaladas por el tiempo, del
que se desprende una férmula cerrada para la valuacién de opciones europeas.
En reconocimiento a sus contribuciones, Merton y Scholes recibieron el premio
Nobel de Economia en 1997. Una descripcién visual de la historia de la EDP
de BSM esta en [27].

En 2023 se cumplié el 50 aniversario de la publicacién de los articulos
seminales 3, 17], afio en que la revista Willmott Magazine28, 29 publicé dos
numeros con diversos articulos de prestigiados investigadores y practicantes,
los autores expresan sus opiniones sobre el impacto y la precision de este
modelo desde su publicacion a la fecha. Es notable que la formula y sus
variantes, hayan permanecido como el estdndar de la industria en los mercados
de derivados internacionales y en la academia durante mas de cincuenta afios.
A pesar de los supuestos poco realistas que le sustentan, precios de opciones
teoricos calculados con la féormula de Black-Scholes son usados como referencia
previa por los participantes de los mercados de derivados, véase, por ejemplo,
[18]. Hasta cierto punto, el acuerdo de precios puede simplemente re ejar el
hecho de que un mercado es una combinacion de factores tan complejos que
podrian resumirse en la oferta y la demanda de los bienes que circulan en la
economia.

Se dice que en los mercados nancieros, los agentes participantes asumen
riesgos que proceden de las variaciones en precios de activos nancieros, tales
variaciones pueden generar grandes pérdidas con efectos signi catiai. [
Una propuesta de solucion a esto es el desarrollo y aplicacion de derivados
nancieros. Un derivado se de ne como un instrumento nanciero cuyo valor
depende (o se deriva) de los valores de otras variables subyacentes mas simples.
Por lo general, tales variables son precios de activos que se negocian en los
mercados de: capitales, dinero, divisas, energia, materias primas, agricolas,
criptomonedas y recientemente a activos asociados a la exposicion ambiental,
social y de gobernanza (ASG).

En lo que respecta la utilizacion de derivados se encuentran las opciones
nancieras y para su valuacién se deben considerar lo siguiente:
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1. Las opciones estandar o plain vanilla pueden ser de compra (call) o de
venta (put), gue también se distinguen por su manera de ser ejercida,
es decir: estilo europeo o americano. Las de estilo europeo se ejercen
sélo al vencimiento, mientras que las americana se pueden ejercer en
cualquier momento durante la vigencia de la opcion. Ambos tipos de
opciones son listadas tanto en mercados de valores regulados como en
mercados sobre mostrador, conocidos también como mercados Over The
Counter (OTC).

2. En las opciones existen dos posiciones, las cuales indican la postura
que presenta cada una con respecto al contrato: Posicion larga: es la
postura que presenta el comprador (quien paga la prima) de una opcion,
sin importar si ésta es un opcién de compra o de venta. Posicién corta:
es la postura que presenta el emisor o vendedor de la opcion (recibe la
prima) de compra o de venta.

3. Las opciones exoticas o de segunda generacion, son las que impliquen
cambiar una o mas variables de las opciones estandar y se negocian
fundamentalmente en mercados OTC, estas surgen para atender requeri-
mientos concretos de los agentes, en gran medida son acuerdos disefiados
a la medida en cuanto a cantidad, calidad y tipo de subyacente, entre
otros.

En general, los métodos para la valoracion de derivados se clasi can en
analiticos y numéricos. El primero se ocupa en modelar funciones de pago
de opciones con ecuaciones diferenciales parciales (EDP's). En el caso de
métodos numéricos se tiene al método de Monte Carlo, su amplio uso se debe
a que permite encontrar soluciones aproximadas en modelaciéon matematica
gue involucran procesos estocasticos planteados en sistemas de ecuaciones
diferenciales estocasticas [19].

Dentro de los enfoques analiticos se encuentra la valuacién neutral al
riesgo, el cual consiste en considerar la distribucion del subyacente y su
funcion de densidad asociada. En este caso, el concepto de valuacion neutral al
riesgo permite deducir formulas cerradas de valuacion de opciones, tal enfoque
requiere de conceptos de matematicas nancieras, probabilidad, estadistica,
procesos estocasticos, entre otros.

El objetivo de este trabajo consiste en presentar de manera simple, una
deduccién de la EDP de BS mediante el método de portafolios replicantes
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y discutir las propiedades que se desprenden de la interpretaciéon de sus
componentes. Se presentan algunos ejemplos representativos en los que se
veri ca la validez de la EDP para algunos casos. Posteriormente, se presenta el
concepto de valuacion neutral al riesgo, que en su esencia consiste en descontar
con la tasa libre de riesgo la esperanza de la funcién de pago de la opcion,
con el supuesto que la tendencia del proceso subyacente, en este caso un
movimiento geométrico browniano, se sustituye por la tasa libre de riesgo.
Este concepto se utiliza para la deduccién de la formula de Black y Scholes.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera, en la siguiente
seccion se introducen algunos resultados para deducir la EDP de BS, en la
tercera seccion se obtiene la formula de Black y Scholes, se discuten algunas
observaciones respecto al comportamiento de los parametros de la formula y
la condicion de paridad put-call. Se concluye en la cuarta seccién con algunas
extensiones que se pueden consultar en la literatura al respecto.

2 EDP Black Scholes

La EDP de Black y Scholes inici6 a lo que se conoce como la teoria
moderna de las nanzas. Se ha generado una enorme cantidad de articulos de
investigacion y revolucioné la manera en que los participantes de los mercados
de derivados calculan precios de opciones, con supuestos que han sido objeto
de critica y extension hasta la fecha. La EDP se basa en el supuesto que
el precio del activo subyacente se modela con un movimiento geométrico
browniano (MGB) [14]. El método de deduccion es relativamente simple: en
cada instante de tiempo se combinan precios de activos en un portafolio que
reproduce el comportamiento local de un activo contingente, en este caso, una
opcién nanciera, posteriormente ante cambios en los precios de los activos
gue lo componen y la presencia de un mercado en el que se puede prestar y
pedir prestado a una tasa de interés constante continuamente capitalizable, se
obtiene una EDP que satisface el precio de la opcion.

Los supuestos para la deduccién de la EDP de BS son los siguientes:
1. La tasa de interés a todos los plazos es constante;
2. El mercado opera en forma continua;

3. Los costos de transaccion e impuestos son cero;
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4. La accion no paga dividendos;
5. Las ventas en corto del subyacente en cuestion son permitidas;

6. La volatilidad de la accién es conocida y es constante durante la vida
de la opcion.

Bajo estos supuestos, el precio de la opcion dependera unicamente del precio
del activo subyacente, del tiempo y de variables que son constantes conocidas.
De esta manera, la dinamica del precio del subyacere se modela con un
MGB descrito por la siguiente ecuacion diferencial estocastica (EDE):

d
gz dt+ dw t- (1)

En este caso, el parametro de tendencia2 R , es el rendimiento medio
esperado del activo subyacente y> 0 es su volatilidad instantdnea por unidad
de tiempo. El proceso de WienedW; modela las uctuaciones propias del
mercado del subyacente y satisfacdW; N (0;dt), E[dW;] =0y Var[dW,] =
E[(dW;)?] = dt.

SeaB; el precio de un bono que paga $1 al tiemgo= T. Suponga que
la tasa de interés es constante y no hay otros pagos antes del vencimiento,
es decir, es un bono cupdn cero. El precio del bono satisface:

dBt =rB tdt, (2)

En otras palabras,B; = Boe' = €' , después de considerar la condicion de
frontera Bt = 1.

Considere ahora una opcion de compra solf8e El precio de este derivado
es una funcion deS; y t, es decir,f (S;;t) es el precio de la opcién al tiempo
cuando el precio de la accion €5;. Suponga qud es dos veces diferenciable
respecto del precio de una opcion de compra, de venta u otro derivado sobre
S;. El objetivo es determinar una ecuacion que modele el comportamiento de
f(St:t).

Teorema 2.1. Suponga que el precioS; y el bono son descritos pofl) y por
(2), respectivamente, entonces el precio del derivado sobges8tisface:

@f S 1 &f

@t @s 2@ > 3)

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 2, paginas 33-61



38 Ambrosio Ortiz Ramirez, Ana Cecilia Parada Rojas

Demostracion. Considere una estructura en tiempo continuo, en el que se
forma un portafolio compuesto por unidades de una accién y unidades de
un bono con el propésito de que el portafolio coincida exactamente con las
caracteristicas de rendimiento del derivado periodo a periodo. En esta parte
es conveniente enunciar el Lema de It6 [6, 24]:

" of @f 1@ ,., :
@_SSt+ @t-l- é@_$ S dt+ @—Sstth- 4)

Se dice que la ecuacion anterior es un proceso de difusién con tendencia dada
por:

d = @

of @f 1@f 2
@s° 't @t 208

y coe ciente de difusion

Q@f - .
@_Sst.

En seguida se presenta un ejemplo de aplicacion.

Ejemplo 2.2. Sea x la tasa de rendimiento con composicion continua de un
bono cupodn cero que paga $1 al tiempo T. Suponga que X sigue el proceso:

dx =a(x o x)dt+ sxdz;

dondea;x y s son constantes positivas Wiz es un movimiento browniano.
Aplique el Lema de It6 para determinar el proceso seguido por el precio del
bono dado por: B = (Y

Solucién. Véase el apéndice (5).

Sea un portafolio corS; y B que replique el comportamiento del derivado.
En cada instante de tiempot, sean proporciones ; de la accién y! , del
bono, el valor del portafolio es = ! 1S; + ! ,B;. Se deben elegit, y ! , tales
que  replique el valor del derivadd (S;;t). El rendimiento instantdneo en
valor de este portafolio debido s6lo a cambios en precios de los activos que lo
componen esta dado por:

d t — ! 1dS[ + ! ZdBt
=1 1(Stdt+ S tth)+! ertdt
:(l 1St +! ert)dt+! 1Stth (5)
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El objetivo es que el rendimiento del portafolio ; replique el rendimiento de
f , para ello se hace la analogia con coe cientes deterministas asociattog
estocasticos asociados @\, en (5) con los de(4). En primer lugar, con el
coe ciente de dW en estas dos ecuaciones y se obtiene:

@f
!1: —_—
@$s
Ahora, como ;=! 1S +! ,B;:
1
Iy = B_t( ¢ 1 a1S):
Dado que . =f, entonces:
1° of
l,= — f(Syt) —— X
2= 5 f(Su @Ss

al sustituir esta expresion en5) y al coincidir los coe cientes dedt en (4), se
obtiene :

@f 17 ef. @f. . @f 1@f ,.,
@s° e Y @ BT s @' 2@ ¥
Por lo tanto:
of, S 10 252 = rf:

@t @S 2@8%

Obsenaciones.

1. Sif(S;t)= S, entoncesS =0, Si=1y % =0y la ecuacién(3) se

reduce a r§ =rSy, por Io que f(S;t) =S es una solucion a (3).

2. Sea la funciéonf (S;;t) = €, que es un derivado simple d&, se puede
veri car que f satisface (3).

3. En general(3) proporciona una forma de calcular el precio de cualquier
derivado mediante el uso de condiciones de frontera adecuadas. Considere
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una opcion de compra con precio de ejercicko y vencimiento enT.
Denote el precio como C(St) y debe satisfacer que:

c@o;t)=0
C(S;;T) =max(St K;O0):
Analogamente, las condiciones de frontera para una opcién de venta
P (S;t) son:
P@O;t)=0
P(S;T)=max(K S 1;0):
Otros derivados pueden tener diferentes condiciones de frontera. Por
ejemplo, una opcion tipo knock-out se desactiva si el activo subyacente

toca una barrera preestablecida al nivdl, ademas de las condiciones
anteriores, se tiene una condicion de frontera extra

f(S=H;t)=0:

. Con las condiciones de frontera, se puede tratar de resolver la funcfén

a partir de (3). Un problema es que se trata de una ecuacion diferencial
parcial y no hay garantia de que se llegue a una solucion analitica,
excepto en el caso simple de una opcién europea, no se puede encontrar
una formula analitica para la funciorf . En la practica, se usa simulacion
Monte Carlo [5, 10| o métodos numeéricos30] para encontrar una solucion
aproximada.

. Otra manera para obtener la ecuaciéfB8) es como sigue. Considere un

portafolio formado por una posicidén corta en el derivadd , y una
posicién larga en una accién d é. Sea . el valor del portafolio al
tiempo ty f(S¢;t) el precio del derivado. Entonces:

@f
=f+ =5: 6
El cambio del portafolio en el intervalo de tiempo t esta dado
por:
@f
= f+ =S 7
t @s° ! (7)
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Hay que recordar queS; es conducido por un movimiento geometrico
browniano, de modo que:

S
?t = t+ W ts
ademas, de (4), la version en tiempo discreto de o es
° <
@f @f 1@f ,., @f
f= — S+ —+ —— t+ t W
@s” " @ 208 ¥ ' @s®

Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuacidr) y simpli car se

obtiene: of 1@ <
= — =2 %8 t 8
Observe que el componente estocasticdV; se ha eliminado. Debido a

que esta ecuacion no incluye aW,, este portafolio debe ganar la tasa
libre de riesgo durante el tiempo t. De esta manera:

t =1 ¢ f

donde r es la tasa libre de riesgo. De (8) y (6), se obtiene:

ef 1@ ,., . . @f. .
@t+ 208 St t=r f @SSt t.
Por lo tanto:
@f 1 @f

ot 08" 2as S
Es importante sefalar que el portafolio utilizado para obtend3) no es libre
de riesgo de manera inde nida. Es libre de riesgo sélo en un periodo de tiempo
in nitesimalmente pequefio. ConformeS; cambien yt transcurra, @@% también
cambia. Para mantener el portafolio libre de riesgo, se tienen que cambiar
continuamente las proporciones del derivado y de la accién en el portafolio.

Ejemplo 2.3. Sea f el precio de un contrato a plazo (forward) sobre una
accion que no paga dividendos, con precio de entrdgay vencimiento enT.
Su precio al tiempo t esta dado por:

f(St,t):St Ke U . (9)
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Entonces:

@f @f @f
= = K r(Tt) ._:1. = =
@t "° ‘@s 7’ @3

Al sustituir las derivadas anteriores en (3) se obtiene:
rke "9 +rS, =rf;

Asi, la formula de precio paraf dada por (9) es una solucién a la EDP en
(3), por lo tanto, la férmula del precio del contrato a plazo es correcta.

0:

Ejemplo 2.4. Sea L el precio de un contrato que paga al vencimiento el
logaritmo natural del precio del activo subyacente. El precio Black-Scholes del
contrato esta dado por:

L(S;r;; )=e " InS+(r %2) . (10)

dondeS: precio de la accion (subyacente),: tasa de interés libre de riesgo
(constante), : volatilidad del subyacente (constante),: plazo al vencimiento.

(a) Veri que que L satisface la condicion de frontera, es decir:
L(S;r; ;0)=InS:

(b) Veri que que L satisface la EDP modi cada:

@Lsn;) , @USH;) o, 1@LSK ;)
@ @S 2 @S
rL(s;r, ; )=0:

282

Solucion. Véase el apéndice (5).

La EDP tiene implicitos dos aspectos importantes. El primero es el
concepto de valuacion neutral al riesgo, puesto que la EDP no incluye la
tendencia del precio del activo subyacente, la formula de valuacion debe
ser independiente de la tendencia. Por lo tanto, las preferencias individuales
hacia el rendimiento o la tendencia del precio de un activo determinado, no
afectan el precio actual de la opcion sobre ese activo. El segundo es que se
puede obtener una funcién del precio de una opcion a partir de la ecuacion.
Lo anterior se resume en el siguiente teorefa

YEn lo que sigue se omite el subindice ten S y en dW.
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Teorema 2.5. Sea una opcion europea con funcién de page(S) y fecha de
vencimiento T. Suponga que la tasa de interés con composicion continuamente
es r. Entonces, el precio de una opcién europea esta dado por:

f(s;0)=e ™ E’[F(ST)I; (11)

dondeE? representa la esperanza bajo una probabilidad neutral al riesgo, que
se deriva del proceso neutral al riesgo dado por

dgs =rdt+ dW: (12)

Demostracion. Observe que el precio actual de la opcion dgS;0) y del
precio del activoS es una funcion determinista et = 0. Considere un proceso
estocastico fX;g que satisface

Xo=S vy %:rdH dw :

t

Entonces,f (S;0) = f (X; 0). Considere af (X;t). Por el Lema de It6 f], la
diferencial de f es

° <
@f @f  ,, ,1@f @f
d= —+rX —+ X°=Z—— dt+ X —dW:
ot @X 2@R @
La EDP muestra que el coe ciente dalt es igual al términorf (véase el
Teorema 2.1). La diferencial total de la funcion se reduce a
@f

o =rfdt+ X @(dW,

de donde:

_ @f .
d rfde= X oW

El lado izquierdo de la ecuacion anterior se combina con la regla del producto,
y se obtiene que:

etd e f(X;t) = X %{dw:
Al integrar ambos lados:
Z
e f(X 1;t) f(X;0)= Tert XQ:(dW:
b ) o @
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El lado derecho es una suma de procesos normales, por lo que al calcular la
esperanza en ambos lados:

E? e f(X 1;T) f(X;0) =0
lo cual implica que:
f(X;0)=e ™ E’[f(X 1;T)]:

Por la condicién nal especicada en la EDP de BSf (X;T) = F(X7), es
decir, la funcion de pago de la opcion. Por lo tanto:

f(s;0)=e ™ E [f(X 1)I;

donde la esperanza con respecto a la variable aleatoa se denomina
esperanza neutral al riesgo y el proce$® ;g se denomina como dinamica
neutral al riesgo del activo. Para evitar confusiones, en nanzas mateméaticas
se utiliza el término el proceso del precio del activo en un mundo neutral al
riesgo para representar &, en el desarrollo de esta demostracion, lo que
establece (11) y (12) y demuestra lo propuesto. ]

3 Formula de Black y Scholes

Considerando los resultados anteriores, a continuacion, se enuncia la
férmula del precio de una opcién de compra de de estilo europeo. En primer
lugar, se enuncia un hecho fundamental sobre una variable aleatoria lognormal.

Lema 3.1. Sea una variable aleatoria con distribucion normainS N (m; 2)
y sea K una constante dada. Entonces

E(maxfS K;0g)=E(S)(d 1) K@ ) (13)

donde ( ) denota la funcién de distribucion acumulada de una v. a. normal
estandar y

2(
? ’

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 2, paginas 33-61



Una deduccién de la EDP de Black-Scholes mediante el enfoque de
portafolio replicantes: teoria y ejemplos 45

Demostracion. Seag(S) la funcién de densidad de una variable aleatorig.
Entonces
YA 1 yA 1
E(max(S K;0)) = max(s K;0)g(s)ds = (s K;0)g(s)ds:
0 K

Por de nicion InS N(m; 2)y
— o(m+ L 2), . — 1 2.
E(S)=e'™ 2 /; entonces; INE(S) =m + 5

Sea la variable :

I
= nS—m; entonces N (0;1)

2
La funcion de densidad de esta dada por () = 912:e 7, es decir, es la

funcion de densidad de una normal estandar, ya que= sm_.g= g |
entonces d = d?s Por lo tanto:

Z 1
E(max(S K;0)) = (s K;0)g(s)ds
z5,
= g™ K g )sd
Zlanm)
= emt K ()
Zlianm) 7 )
= e ()d K ()d
L(nK m) L(nK m)
=1, 1 5 (14)

Observe que la tercera igualdad proviene del hecho de que la funcion de
densidad de una variable aleatoria lognormal S es de la forma

g(s) = Ins m_ %; entonces g(B" )s= (): (15)

Al analizar cada uno de los términos dé&, el, en (14), se tiene que para la
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primera integral:

Z 1
2
lp=e™ 7 ( )dC )
. LinK m), «
=em+*2 1 INK m
— oM *InK+m
Para la segunda integral:
Z, . <
InK +m
l2 =K ()d() =K —_—
1(nK m)

Al sustituir estas dos expresiones en (14) se tiene que:

. < . <
2 + +
E(max(S K;0)=e ™= InK+m_, K Inkxm

Observe que INEE) = InK+m+ -, entonces

InK+m _ InK+m+ 2
. <
1 S 2
= - InE(=)+ —
G+ 3
=d1:
De la misma manera:
INnK+m

dz =
[
Enseguida, con el Lema anterior se enuncia la formula de Black y Scholes.

Teorema 3.2. Sea una opcidén de compra europea con precio de ejercicio y

gue expira enT. Si el subyacente no paga dividendos durante el tiemppT[

existe una tasa libre de riesgo con capitalizacién continua entonces el precio
de este contrato al tiempo O, f(S;0) = C(S;0), esta dado por

C(S;0)=So(d 1) Ke ™ (d2); (16)

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 2, paginas 33-61



Una deduccién de la EDP de Black-Scholes mediante el enfoque de
portafolio replicantes: teoria y ejemplos 47

donde (x) es la funcion de distribucién de una v.a. normal estandar evaluada
en el punto x, con

~

° ° <
1 S 2
= = +(r+ )T
dy —p?.m.K( (r Z)TN’
1 S 2 pP_—
dz— —p? In K +(r E)T —dl T

Demostracion. La demostracion de este teorema se basa en el concepto de
valuacién neutral al riesgo. Por el Teorema (2.5) se tiene que:

C(S)=e"m E’(maxfSt K;0:0) (17)

donde Sy denota el precio de la accion al tiemp®, E? la esperanza neutral
al riesgo, y
dS =rSdt+ Sd W; (18)

en este caso se tiene que:
E?’(St)=See: (19)
Por el Lema anterior:

E’(maxfSt K;0g)=E *(Sr)(d 1) K(d )

Ahora solo resta identi car d;; d, y E (Sr). Por construccionE?(Sy) = See'T,
de (18) y por el Lema de It6 se deduce que:

dinS) = dt+ d W; con =r 2: (20)
Por consiguiente:

m=E®(S;)=INSy+rT
Z=Var(InS+)= Z2T:

NI =
N
—

De acuerdo con el lema:

INnK +m + 2
d]_:

~

1 1
—p? INK+InNS o+(r 52)T+ °T

— In — +(@+ = AT
—p—_l_ n K (r > )
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Anélogamente para ¢

InK +
d2: n m
1 1
= p— InK+InS o+rT = 2T
To ° < ’ 2
1 S 1
= $p—=In = + —_—1
$7an (r 2)
:d]_ ?:

Condicion de paridad put-call

Para el precio de una opcion de venta europea se usa la condicion de
paridad put-call, la cual establece que:

P+Sy=C+Ke " ; (21)
0 se puede sustituir (16) en (21):
P=Ke™ (d 3) So(d i) (22)

cond; y d, de nidas previamente. La relacion anterior es una herramienta
esencial en la teoria de valoracién de opciones. Establece que el precio de
una opcion de venta es igual al precio de una opcion de compra menos el
precio de un contrato forward sobre el mismo activo subyacente, es decir,
P=C (S Ke ' ). Estaigualdad se desprende de la ley de un solo precio y
re eja el hecho de que un portafolio compuesto por una posicion larga en una
opcion de compra y una posicion corta en un contrato forward tiene el mismo
pago al vencimiento que una opcién de venta. La utilidad de esta relacion
es simpli cando el proceso de valuacion al calcular el precio de la opcion de
venta a partir del precio de la opcion de compra.
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Figura 1: Generacion de un forward sintético.

Fuente: elaboracion propia.

Opcién de compra (call): La linea azul muestra que la ganancia de una
opcion de compra aumenta a medida que el precio del activo subyacente
supera el precio de ejercicio.

Opcion de venta (put): La linea roja muestra que la ganancia de una
opcién de venta aumenta a medida que el precio del activo subyacente
cae por debajo del precio de ejercicio.

Contrato forward: La linea verde muestra que la ganancia o pérdida de
un contrato forward es directamente proporcional a la diferencia entre
el precio del activo subyacente al vencimiento y el precio de ejercicio.

La gra ca (1) muestra claramente que la relacién entre las opciones y el
contrato forward esta determinada por el precio de ejercicio. La opcion de
compra y la opcién de venta tienen ganancias maximas en extremos opuestos
del rango de precios, mientras que el contrato forward tiene una relacion lineal
con el precio del activo subyacente.

Obsenaciones.

1. Observe que la formula de BS se obtiene por valuacion neutral al riesgo.
De otra manera, para un derivado en particular como una opcion de
compra europea, se puede resolver la EDP €3) con las condiciones
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de frontera dadas en la observacion 3 de la secci@®). Esta fue la
idea original de los autores er], la cual se conoce como el enfoque de
EDP?. Es importante mencionar que mediante cambios de variable en
(3) conduce a una variante de la ecuacion diferencial del calor, de la cual,
en ese tiempo ya se conocia la solucion y conduce al mismo resultado en
(13). No obstante, el argumento de valuacion neutral al riesgo ofrece un
enfoque mas intuitivo basado en el argumento de no arbitraje.

. Interpretacion de la férmula de Black-Scholes ante variaciones dey ds.

SiT! 0.SiSy>K , ambos tienden al , entonces (d;) = ( dp)=1
y (d ;)= (d ) =0, esto signica que:

C=Sy K;yP=0:

Por otro lado, siSy < K , entoncesd; y d, tiendena 1 cuandoT ! O,
entonces:
C=0,yP=K S g

Y.Es razonable lo anterior?. Cuandgy > K y T =0, la opcion de compra
debe valerS, K vy la opcion de venta cero. Por otro lado, s, < K

y T =0, la opcién de venta debe valeK S g la opcidon de compra
cero. Por lo tanto, la férmula de BS es consistente con la condiciones de
frontera.

. %Qué ocurrecuandd !'1  ?.Enestecasod; = d, =1 yC= Sp;P =

0. Esto es conocido como una opcion de compra perpetua. Si se tiene
una opcion de compra por un tiempo inde nido y el precio de la accion
aumenta hasta que el precio de ejercickd no in uya. Por lo tanto, si

se tiene la opcion podria obtener la accidn a un precio mucho menor
un tiempo después, duplicando la posicion si inicialmente se hubiera
comprado la accion. Por lo tanto, C = S.

. La formula de BS se deduce para una opcién de compra europea sobre

un accion que no paga dividendos. Si la accion o el subyacente paga
dividendos en un tiempo especi co durante la vigencia de la opcion, se

puede deducir una férmula similar para el precio de la opcién, véase por

ejemplo [16, 26] para mas detalles.

2Consultar [26] para mayor detalle sobre el enfoque de EDP.

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 2, paginas 33-61



Una deduccién de la EDP de Black-Scholes mediante el enfoque de
portafolio replicantes: teoria y ejemplos 51
5. Para una opcién americana, no hay una formula analitica exacta para el

precio de la opcidn, sin embargo, se pueden deducir un rango de posibles
valores, véase por ejemplo [9].

. Un enfoque diferente al de BS es la valuacion de opciones europeas,

americanas y exoticas mediante arboles binomiales, como en [8].

Para aplicar la formula de BS, se requiere un valor de la volatilidad y
de la tasa libre de riesgo. Una manera es estimag partir de un conjunto
datos historicos y calcular el precio de la opcién. Dicha estimacion se
conoce como volatilidad histérica. Por otro lado, también se puede usar la
formula de BS para obtener el valor de, que se conoce como volatilidad
implicita. En este método, se sustituye el precio observado de la opcién
en el mercado con el precio que se obtiene con la formula de BS, luego,
mediante algun algoritmo de célculo de ceros de funciones, se obtiene la
vi que es la volatilidad implicita RQ]. Esta cantidad puede usarse una
expectativa del mercado sobre la volatilidad de una accion en particular.
Usualmente, los analistas calculan volatilidades implicitas de opciones
gue se negocian activamente sobre cierta accién y las usan para calcular
el precio de opciones menos negociadas sobre la misma accion.

. El andlisis de las sensibilidades de la férmula de BS se conocen como

letras griegas , las cuales son las derivadas parciales de un parametro
de la formula manteniendo los demas sin cambio, véanse por ejemplo los
capitulo 22 de [26] y 19 de [16] para profundizar sobre este tema.

Conclusiones

La EDP de Black-Scholes ha revolucionado la practica de la valoracion

de opciones nancieras en tiempo continuo. Se ha deducido la EDP parcial

que

satisface el precio de una opcion europea con condiciones de frontera

asociadas a la funcion de pago de una opcion de compra o de venta. En la
deduccion, se considera un portafolio compuesto por una accion y un bono
libre de riesgo que replica la dinamica de una opcion de compra o de venta
de tipo europeo. De esta manera, es posible determinar un Unico precio de
la opcion, con supuestos tedricos robustos evitando la subjetividad en su
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valuacion. Se discutieron varias observaciones que surgen de la interpretacion
de sus componentes desde un punto de vista analitico.

En el presente trabajo se han presentado supuestos fundamentales de
la féormula de BS: la distribucion lognormal de los rendimientos del activo
subyacente y la inexistencia de oportunidades de arbitraje. También se ha
explicado la importancia de la tasa libre de riesgo asociada a un bono cup6n
cero y su papel en la valuacion de opciones. Otro aspecto importante es su
aplicacion en la cobertura con opciones, en la que un agente puede protegerse
contra el riesgo de una pérdida. Asimismo, se ha mostrado de manera intuitiva
el concepto de valuacion neutral al riesgo y su uso para la deduccién de
la férmula de Black-Scholes, asi como el concepto de paridad put-call, que
permite calcular el precio de la opcién de venta a partir del precio de la
opcion de compra. En resumen, la férmula de Black-Scholes proporciona
una herramienta objetiva y precisa para la valuacion de opciones en tiempo
continuo. En importante mencionar que tanto el método de EDP vy el de
valuacion neutral al riesgo conducen al mismo resultado. Aungque existen
limitaciones en sus supuestos, su marco teorico y su aplicacion puede ser de
gran utilidad para el lector interesado en introducirse de manera objetiva en
la teoria de valoracién de opciones y sus extensiones.

Posibles extensiones en cuanto al supuesto de volatilidad constante, existen
investigaciones en las que se plantea que la volatilidad del subyacente es
conducida por un proceso estocastico, para lo cual se tiene ahora un sistema
de ecuaciones diferenciales estocéasticas (veasp [con correlacion como enlf3]
en la que la volatilidad de la varianza es conducida por un proceso de reversion
a la media del tipo C.I.R. [7]; sin correlacién en19), sin correlacion y con la
volatilidad es conducida por un proceso de Ornstein Uhlenbeck como 5]}
con un proceso de difusion con saltos como &j; una extensién el modelo de
Heston con saltos en la volatilidad con una intensidad]| solo por mencionar
algunos. Para los supuestos de tasa de interés constante, ausencia de costos
de transaccion también existen articulos que extienden tales limitaciones.
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5 Apéndice
En este apéndice se muestra el desarrollo completo de algunos ejemplos

presentados en el desarrollo de este trabajo.

1: Seax la tasa de rendimiento con composicién continua de un bono cupon
cero que paga $1 al tiempo T. Suponga que X sigue el proceso:

dx =a(x o x)dt+sxdz;

dondea; x y s son constantes positivas ¥z es un movimiento browniano.
Aplique el Lema de Itd para determinar el proceso seguido por el precio
del bono dado por: B = &9

Solucién. Un desarrollo de la serie de Taylor de primer orden & =

ex(Tt)
! #
_@B @B 1@ . ,@B @B, 2o ...
dB = G0+ Gt 5 Gr @7 +2 g+ “Sr(d)? +:x:

Sea dx = a(x X)dt + sxdz, entonces:

(dx)? = a?(xe X) 2(dt)?+2a(x, X)sxdtdz +s 2x?(dz)?:

Sea la regla heuristica:

dt | dz
d| 0|0
dz| O | dt

al aplicar la regla se tiene:

(dx)%2 =a?(xo Xx) 2(0)+2a(xe Xx)sx(0)+s 2x*(dt)
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(dx)? = s2x2dt:

Al sustituir lo anterior en la serie de Taylor:

@3 @B
dB = ——Ja(xo Xx)dt+ sxdz]+ —dt
@ (X0 X) ] ot
1 @B ) @B
+ > @?((s x“dt) + 2(0) + (0)
— @ 1@ 2,2
= @ia(xo x)dt + sxdz] + @tdt > @),)((s x“dt)
Al desarrollar y organizando términos:
_ @B 1@8B, , , @B
dB = @Xa(xo x)dt + @tdt > @)7(( xX°)dt + @szdz
al agrupar términos semejantes:
h [
@B @B 1@B , , @B
= — —+ ——— — ; A.2
dB @Xa(xo X) + @t+ > @?( s°x° dt+ @szdz (A.23)
Dado que B = e* , se calculan las derivadas parciales indicadas:
@X—e ()= e (A.24)
para la segunda derivada parcial:
@B _ @B _ X — 25X
@z @x = (e )= ‘e (A.25)
Por ultimo, para obtener el valor de ®setieneque = T t , entonces:
@B @ x(T t)
@t @t
Seau= x(T t)= xT +xt, se sigue que ?j—tt’ =X
%?: @@?“ =e gg =eUx = xe XY

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 2, paginas 33-61



Una deduccién de la EDP de Black-Scholes mediante el enfoque de

portafolio replicantes: teoria y ejemplos 55
Entonces: @B
= =xeX A.26
ot (A.26)
Al sustituir (A.24), (A.25) y (A.26) en (A.23):
h 1 [
dB= (e X )a(xo X)+xe * + é( 2e* )22 dt+( e * )sxdz
h i
1
= 5 2% %2 e X a(xo X)+xe X dt e * sxdz
h [

Z28%%+x a(x o X) e* dt e * sxdz

h i

1
=eX 5 2?x2+x a(x o x) dt sxdz:

2: Seal el precio de un contrato que paga al vencimiento el logaritmo
natural del precio del activo subyacente. El precio Black-Scholes del
contrato esta dado por:

L(S;r;; )=e " InS+(r %2) . (A.27)

donde S: precio de la accion (subyacente),: tasa de interés libre de
riesgo (constante), : volatilidad del subyacente (constante), : plazo al
vencimiento.

(a) Veri que que L satisface la condicion de frontera, es decir:
L(S;r; ;0)=InS:
(b) Verique que L resuelve la EDP modi cada:

@LSin ;) , @LSIH;) o, 1GLEST ;)
@ @S 2 @3
rL(s;r; ; )=0:

282

Solucién. Para el inciso (a). Al sustituir =0 en (A.27):
e s — ro 1 2
L(S;r; ;0)=e InS +(r > ) 0
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L(S;r;;0)=e % InS

L(S;r; ;0)=InS:

Para el inciso(b) . Veri que que L resuelve la EDP modi cada de BSM:

@L(S@;Pr; ), @L(EZ; ) s+ ;@L(S@;)ré: ) 282 (51 : )= 0
(A.28)
Solucién. Para simpli car el proceso, primero calcular las derivadas

parciales indicadas, para posteriormente sustituirlas en (A.28). Para la
primera derivada parcial:

@L(Sér;;):@@.er NS + (r ;2)(
e’ glns+(r %2)+ NS+ (r %2) ger
=e' @? InS +e' g (r %2) + InS+ (r %2)
o°
=e' g (r %2) + InS+ (r %2) @@er
=e' @@ (r %2)+ INS + (r %Z)er @@ r
e’ 1 %2+Ins+(r ;2)ef@@r
=e' r %2+ InS + (r %2) e’ ot

Factorizando término comun:

%:er r 1. r InS+ (r %2) : (A.29)
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Ahora, al calcular la otra derivada parcial:

° <
@Lsrn:) . @ 1,
Tes Test, St )

—af _@ 1‘2
=e @.InS(+ (r > )
_.r @
=e @S InS
_or L
= s
Entonces:
L(S;r; ; 1
@ (@S ) =g S: (A.30)
Para la segunda derivada parcial:
@Lsn;) _ @ 1
@3 - @%¢ S
— @ r 1
—@e S
—afl @ 1
=e @S
e’ (1)S 2
[— 1 .
- @ S
Por lo que:
L(S;r; ; 1
¢ (@s - g 2 (A.31)
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Por ultimo, al sustituir (A.29), (A.30) y (A.31) en (A.28) se tiene que:

11

1 1 1
e r Z2 r InS+(@ Z? +—rS Z— 2g?
2 ( 2 ) e S 2¢ S?
rL(s;r;; )=0 .
1 11
r -2 InS + > =y =2
e r > rInS+ (r ) r o
rL(s;r;; )=0
1 1 1
r -2 + -2 + r = 24T
e (r > ) r InS+(r > ) re > e

re " InS+ (r %Z):O

1 1 1
r Z 4t - 2 + r = 2nr
e " (r > )+e' r InS (r > ) re > e
1
re " InS+ (r éz) =0
1 1 1
r -2 + r - 2 +ef -2
e’ (r > )+e' r InS (r > ) e’ (r > )
1
re " InS+ (r éz) =0
Por ultimo:
1 1
re" InS (r > ) re" InS+ (r 5 %) =0:

Con esto se concluye que el precio del contrato dado gotes la funcién
de pago de un derivado que satisface la E.D.P. dada por (A.28).
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Resumen

Este capitulo consiste en estudiar, completar y presentar de forma deta-
llada algunos resultados del articulo, Spheres, symmetric products, and
quotient of hyperspaces of continua, realizado por Enrique Castafieda
Alvarado y Javier Sanchez Martinez en 2014. Teniendo esto en cuenta,
estudiamos los continuos tales que sus-esimos productos simétricos
suspension e hiperespacios suspension son homeomorfos. Ademas, pre-
sentamos algunas condiciones para saber cuandorelesimo producto
simétrico y el n-esimo producto simétrico suspension de un continuo son
homeomorfos a alguna esfera.

1 Introduccidn

Seann 2 N y X un continuo. En 1931, K. Borsuk y S. M. Ulam introducen
el hiperespacid-,(X) conocido como eh-ésimo producto simétrico deX (ver
[2]). Ellos probaron que sh 2 N, entonces: sh = 1;2; 3, F,(l ) es homeomorfo
al”, sin 4, F,(l) no es homeomorfo a cualquier subconjunto dg" y
sin =2, F,(S') es homeomorfo a la banda de Mébius. ER27], R. Molski
demostré queF,(12) es homeomorfo a una 4-celda y para caga 3, F,(l?)
y F»(1™) no son homeomorfos a cualquier subconjunto d&". En [4], R. Bott
corrigié la a rmacién de queF3(S*) es homeomorfo &' S 2 dicha por Borsuk
en [3], demostrando que £S*) es homeomorfo a &
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Otro hiperespacio que tuvo sus inicios en 1939 con Wojdys2awski fue
Ch(X) (ver [27]). Sergio Macias reconsiderd este hiperespa€ig(X ) en el afio
2001 y lo llamé el n-ésimo hiperespacio de X.

Por otro lado, en 1979, S. B. Nadler, Jr. inicia el estudio de los espacios
cocientes en hiperespacios al introducir el concepto de hiperespacio suspension
de un continuo X, el cual es el espacio cocient@(X )=F(X ), denotado como
HS(X), que resulta al identi car a F1(X ) como un conjunto de un solo punto
en C(X) y considerarlo con la topologia cociente (véases] pag. 125]). En
2010, Franco Barragan introduce, eh-ésimo producto simétrico suspension
de un continuo X, para cadan 2 N, conn 2, considerando el espacio
cociente F,(X )=F,(X), denotado comoSF,(X), que se obtiene dd-,(X)
al identi car F(X) a un conjunto de un punto (véasel]). Mas tarde, en
2013, Castafieda-Alvarado y Sanchez-Martinez, generalizaron este espacio
cociente al f; m)-ésimo producto simétrico suspension de un continug,
para cadam;n 2 N, conn 2 Nnflgy m < n, al considerar el espacio
cocienteF, (X )=Fn(X), denotado comoSF} (X)), que se obtiene dd-,(X) al
identi car F ,(X) a un conjunto de un punto (véase [7]).

Es conocido queC(l)=F,(1) y SF?(l) son homeomorfos a una 2-celda
(véase 19, en la prueba del Corolario 3.10] y7, Ejemplo 3.1], respectivamente),
C(SH=F.(S') es homeomorfo &2 (véase 19, En la prueba del Corolario
3.10]), peroSF,(S?) es el plano proyectivo real (véas& [ Ejemplo 3.1]). De
acuerdo con esto, 91 2 N, conn 2y X es un continuo, es natural preguntar:

Ysbajo qué condiciones los espacios cocientgX§=F ;(X) y SF ,(X) son
homeomorfos?

En este capitulo se presentan algunos resultados relacionados con esta
pregunta.

2 De niciones

En todo este capitulo, siX es un espacio topologico % es un subconjunto
de X, los simboloscly (A), intx (A) y Bdx (A) denotan la cerradura deA,
el interior de A y la frontera de A en el espacioX. Como es usual, los
simbolosN, Ry ! , representan el conjunto de los nUmeros naturales (enteros
positivos), el conjunto de los nimeros reales y el primer ordinal no numerable.
El simbolo jAj denota la cardinalidad del conjuntoA y Cono(Z) denota el
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Figura 1: Ejemplos de continuos.

espacio cocient&Z [0;1]=Z f 1g. También denotamos comdr" al espacio
euclideanon-dimensional y para cada puntx = (X;); 2 R" su norma como:
1
= Lot

Un continuo es un espacio métric&X con mas de un punto, compacto y
conexo. Un subconjuntoY de X es un subcontinuo deX siY es un continuo
o Y es un conjunto de un punto.

Los hiperespacios de un continuX son espacios cuyos elementos son
subconjuntos de X que cumplen ciertas condiciones especi cas.

Si tenemos un continuoX , la familia de los subconjuntos no vacios y
cerrados de X la denotamos como*2

A este hiperespacio se le dota de la topologia de Vietoris, cuya de nicion
es la siguiente:

De niciéon 2.1. Para un continuo X, la topologia de Vietoris para 2 es
la topologia mas pequefiay, tal que Z tiene las siguientes propiedades: (1)
fA2 2X: A Ug2 v, paratodo abiertoU deX y (2) 2X nfA2 2%X: A
Bg2 v, paratodo cerrado B en X.

hU; ::; Uni,, denota el siguiente subconjunto de fX):

8
fA2F o(X): A U y A\U ; 6=;, para cada i 2 f1;:::; ngg.

i=1

Cuando cada Y es un subconjunto abierto de X, la familia de todos los
subconjuntos dehlU; :::; Uyi,, es una base para la topologia dg,(X), llamada
topologia de Vietoris (véase [23, Teorema 0.11, p. 9)).
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Otro de los hiperespacios que mencionaremos en este capitulo y que son
subespacios de’2 cuando X es un continuo y n 2 N, son los siguientes:

F.(X)=fA22 *: Atiene alos mas n puntos g y
C.(X)=fA22 *: Atiene a lo mas n componentesg:

Estos hiperespacios denotan @l-ésimo producto simétrico deX y el n-ésimo
hiperespacio deX, respectivamente. Se acostumbra escribir @ (X) como
C(X), conocido como el hiperespacio de los subcontinuos del continuo X.

Sean un continuaX y A;B X . Ladistancia entreA y B que denotamos
como d (A; B), esta dada de la siguiente manera:

d(A;B)=nffd(a;b): a2 Ayb?2Bg.

Si X es un continuo con métricad, p 2 X y > 0, denotamos poBq4(;p),
la bola abierta con centro erp y radio . Ademas, siA 2 2%, de nimos la
-nube de A (o la nube con centro en Ay radio >0 ) como:

Ng(;A)=fx2 X: existe a2 Atal que d(x;a) < g.

Consideremos la funciomy: 2* 2% 1[0;1) , que esta dada para cada
A;B22% por

Hq(A;B)=nff >0: A N d(;B)yB N 4(;A)Q.

Respecto a esta funcion, sabemos lo siguiente.

Teorema 2.2. [ 15, Teorema 2.2] SiX es un espacio métrico con métrica
acotada d, entonces la funcién fes una métrica para 2 .

La métricaHg4 se le conoce como la métrica de Hausdor inducida por
d o simplemente métrica de Hausdor . De ahora en adelante, siempre que
consideraremos a’2, lo haremos con esta métrica. También, al ser los demas
hiperespaciosF, (X), C (X) y C, (X) subconjuntos de 2, se les considera
dotados con la restriccién correspondiente de la métrica de Hausddt 4. En
la actualidad se sabe que, para cualquier continu6, los hiperespacios’?,
Fn(X) y C 1 (X) son continuos con la métrica de Hausdor .

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 3, paginas 65-88



Continuos homeomorfos a una esfera 69

Teorema 2.3. [ 23, Teorema 0.13] SX es un espacio métrico acotado, una
base de abiertos para la topologia inducida por la métrica de Hausdor d& 2

viene dada por:

fhUq; Uy; oo Uqi: Ui es un abierto de X, para cada i 2 f1;2;:::; ng, con
n 2 Ng.

De nicion 2.4. Un espacio topolégico X es localmente conexo en un
punto x 2 X si para cada vecindad/ dex en X, existeU un conjunto abierto
y conexo deX tal quex2 U V . CuandoX es localmente conexo en cada

uno de sus puntos, decimos que es localmente conexo.

Cuando hablemos de un continuo localmente conexo, nos referiremos
a un continuo que ademas es localmente conexo.

Figura 2: Un continuo localmente conexo

De nicion 2.5. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo
cerrado[0; 1] con la topologia euclideana. Sda: [0; 1] ! un homeomor smo,
decimos que h(0) y h(1) son los puntos extremos del arco .

Figura 3: Un arco

De nicion 2.6. Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la
circunferencia unitaria en el plano, la denotamos como?!S
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Figura 4: Una curva cerrada simple

De nicién 2.7. Un arco libre de un continuo X esunarco X tal que
inty () 6=;.

De nicion 2.8. Dado n 2 N. Una n-celda es un espacio homemorfo al
producto cartesiano de n veces el intervalo cerrado [O; 1].

Figura 5: Una 2-celda

De nicién 2.9. Una n-esfera es un espacio que es homeomorfo a la esfera
n-dimesional ' en R"™!, donde § =fx 2 R " :jjxjj=1g; con n 2 N.

De nicion 2.10. Un continuo X es arco conexo, si para cualesquiera dos
puntos x;y 2 X tales que x 6=y, existe un arco en X con extremos Xy y.

De nicién 2.11. Un n-odo simple es un continuo X que es la union den
arcos 1; ;. n,conn 2N tal que existep 2 X con la propiedad de que
i\ ;| = fpg, cuandoi & |, y p es un punto extremo de cada uno de los arcos
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De nicién 2.12. Un continuo X es unicoherente si para cualquier par de
subcontinuosH y K tales queX = H[K , se tiene queH\K es un continuo.

De nicion 2.13. Sean X un continuo, A un subconjunto no vacio dX y

un numero cardinal. Se dice qué es de orden menor o igual que
en X, denotado porord (A; X) , Si para cualquier conjunto abiertov de
X con A V , existe un conjunto abiertoU de X tal queA U V vy
jBdy (U)j . Si A = fxg se escribira queord (x; X) en lugar de escribir
ord (fxg ; X) . Se dice también qué\ es de orden en X, denotado por
ord(A; X) = , siord(A;X) y para cualquier nimero cardinal <, se
tiene que ord (A; X) 6

De nicion 2.14. Sean X un espacio topolégicox 2 X y n 2 N. De ni-
mos la dimension deX, recursivamente, que denotamos comdim (X) 2
f1;0;1;::;9[flg, de la siguiente manera:

(@ dim(X)= 1siysolosiX=;;

(b) supongamos que hemos de nido cuando un espacio topolégdictene
dimensiondim(Y) n 1, para alginn 2 N[f Og. Entonces, de-
cimos que la dimension de&X en x es menor o igual an, denotada
por dim(x; X) n , siy solo siX tiene una base local de vecindades
de x cuyas fronteras tienen dimension menor o iguala 1. Si para
cadax 2 X, se cumple quaim(x; X) n , entonces escribimos que
dim(X) n;

(c) la dimension deX es igual an, denotada pordim (X) = n, si y solo si
dim(X) ny esfalso que dm(X) n 1,

(d) la dimension deX enx es igual an, denotada pordim (x; X) = n, siy
solo si dim(x; X) ny es falso que dim(x; X) n 1;

(e) decimos que la dimension d¥ es1 , denotada pordim(X) = 1 ,siy
solo si es falso que dim(X) n para cada n2 N|[f1;0g;

() decimos que la dimension d& enx esl , denotada pordim(x; X) = 1 ,
si y solo si dim(x; X) > n, para cada n 2 N[f1;0g.

Sidim(X) 2 N[f 1;0g, escribiremosdim(X) < 1 , en otro caso
dim(X) = 1. Por [13, p. 20], para cada continuo X, dim(X) 1.
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Proposicién 2.15. [ 8, Proposicion 9,5] SiX es un continuo, entonces
ord(x; X)) 2, para cadax 2 X siy s6lo siX es un arco o una curva
cerrada simple.

Teorema 2.16. [ 18 Teorema 11] Seamm;n 2 N. Si X es un continuo arco
conexo gque no contienen-odos, para cadam n , entoncesX contiene un
arco libre.

Teorema 2.17. [ 15, Teorema 70.1] SearX un continuoyn2 N, conn 2.
Entonces, C(X) contiene n-celdas si y sélo si X contiene n-odos.

Corolario 2.18. [ 6, Corolario 5.9] Seam 2 N, X unagrdca nitay Y un
continuo. Si F,(X) es homeomorfo &,(Y), entoncesX es homeomorfo ar .

Teorema 2.19. [ 8, Proposicion 8.23] Todo continuo localmente conexo es arco
conexo.

Lema 2.20. Si X es un continuo yf: X I'F ;(X) esta dada poff (x) = fxg,
para cada x 2 X, entonces f es un homeomor smo.

cadai 2 f 1;2;:::;ng, conn 2 Ng. Por el Teorema 2.3B es una base de
Fl(X)F. Seanx 2 X y f(x) = fxg 2 hUy;:::;Usi\F 1(X). Consideremos
V = Ui, entoncesV es un subconjunto abierto deX tal que x 2 V. Dado

i=1
T

y2V,tenemos quey 2 U;. Por lo que,f (y) = fyg 2 hUy;:::; Usi\F 1(X).
i=1

Asi, f(V) hU q;:::;Uyi\VF ((X). Esto muestra que f es continua.

Ahora, seaU un subconjunto abierto deX . Veamos quef (U) = hUi\
F1(X). Seax 2 U, entoncesf (x) = fxg 2 hUi\F (X). Asi, f (U) hUi\
F1(X). Dado fyg 2 hUi\F 4(X), tenemos quey 2 U y por ende,f (y) =

fyg 2 f (U). Luego,hUi\F ;(X) f (U). Por lo tanto, comof es una funcién
biyectiva, continua y abierta, se sigue que f es un homeomor smo. ]

Lema 2.21. Sea X un espacio topologico. SA y Y son subconjuntos de,
entonces:

(@ Bdy (A\Y) Bd x (A);
(b) siclx (A) int x (Y), entonces Bg (A) =Bd v (A).
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Demostracion. Para probar (a) observemos que

Bdy (A\Y)=cl y (A\Y)\cl v (Y A);
cl x (A)\cl x (X A)
=Bdx (A);
es decir;Bd (A\Y) Bd x (A):

Ahora, para mostrar (b) notemos primero que comé Y , entonces
X A=(X Y)[(Y A).Asi,

Bdx (A) =cl x (A)\cl x (X A)
=clx (A)\(cl x (X Y)[cl x (Y A)
=clx (A)\cl x (Y A)
=clx (A)\Y \cl x (Y A)
=cly (A)\cl v (Y A)
=Bdy (A);
es decir; Bg (A) =Bd vy (A):

O

Teorema 2.22. Si X es un espacio topolégicd) un subespacio dX y x 2 A,
entonces se cumple lo siguiente:

(@ dim(A) dim (X);
(b) dim(x;A) dim(x; X);

(c) si X es un espacio topolégico regular tal que?2 int x (A), entonces
dim (x; A) = dim (x; X).

Demostracion. Para demostrar (a) podemos suponer qu#im(X) <1 vya
que sidim(X) = 1 , la armacion es clara. Haremos la prueba por induccion
sobre una cota superior de la dimension d¢. Claramente la desigualdad
se cumple sidim(X) = 1. Supongamos que (a) se cumple pak cuya
dimensiéon no exceda 1 1 conn 0. SeanX un espacio topoldgico
condim(X) n y A un subespacio d&X. Veamos quedim (x; A) dim(X)
para cadax 2 A. Seanx 2 A y U una vecindad dex en A, entonces existe
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V una vecindad dex en X tal que U = A\V . Comodim(X) es nita,
dim(X) dim(X) vy x 2 U, tenemos que existaN una vecindad dex
enX talquex2W V ydm(Bdyx (W)) dim(X) 1. Notemos que
W\A U es una vecindad d&A que contiene ax. Ademas, por el Lema
2.21 (a),Bda (W\A) Bd x (W), asi,Bda (W \A) es un subespacio de
Bdy (W). Por hipétesis de induccion, se sigue qudim (Bda (W \A))
dim(Bdx (W)) dim(X) 1. Asi,dim(x;A) dim(X) .Comox 2 A es
arbitrario, se sigue que dim(A) dim (X), concluyendo lo requerido.

Para probar (b), observemos que dilim(x;X) = 1, la desigualdad
es cierta. Supongamos qudim(X) < 1 . Sidim(x;X) = 1, entonces
por vacuidad, la desigualdad es cierta. En otro caso, seauna vecindad
de x en A, razonando analogamente como en (a), existen vecindadésy
W de x en X tales queU = A\V ,p2 W V vy dm(Bdyx (A)
dim(x;X) 1. Por el Lema 2.21 (a), comdd, (W\A) Bd x (W), se
sigue quedim(Bda (W \A)) dim(Bd x (W)) dim(x;X) 1. Ya que
W \ A es una vecindad dex en A que esta contenida erJ, se sigue que
dim (x; A) dim (x; X), concluyendo lo requerido.

Por altimo, para probar (c), por el iniciso (b), es su ciente mostrar que
dim(x; X) dim(x;A) . Para esto, podemos suponer quéim(x;A) < 1
SeaU una vecindad abierta dex en X que esta contenida er\, entonces
U también es una vecindad abierta dex en A. Por lo que, existeV una
vecindad dex enA talqueV U ydim(Bda (V)) dim(x;A) 1. Ahora,
notemos queV también es una vecindad de en X . En efecto, comoV es
una vecindad dex en A tal queV U , existe un abiertoO, en A tal que
x20ax V U .Ademas, ya queU es un abierto enX que contiene ax
y esta contenido erA, entoncesU int x (A) A .Asi,Op int x (A) A .
De modo queO, es abierto enintx (A) y por ende, enX . Debido a esto,V
es una vecindad de en X . Por otra parte, como por hipotesisX es regular y
X 2 int x (A), podemos suponer quely (V) int x (A). Asi, por el Lema 2.21
(b), Bda (V) = Bdy (V). De aqui,dim (x;Bdx (V)) dim(x;A) 1. Porlo
tanto, dim (x; X) dim(x;A) y asi concluye la prueba. ]

Teorema 2.23. [ 13, Corolario 1] SeanX un continuo yn 2 N[f Og. Si
X =Y [Z,Y esun cerrado deX, dm(Y) n ydim(Z) n , entonces
dim(X) n.

Corolario 2.24. Si n 2 N, X es un continuo,Y es un subcontinuo dexX,
dim(X) =ny dim(Y) <n, entonces dm(XnY)=n.
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Demostracion. Por el Teorema 2.22 (a)dim(XnY) n .Sidm(XnY)<n,
entoncesdim(XnyY) n 1. Por el Teorema 2.23dim(X) n 1, esto es
una contradiccion. Asi, dim(X) = n. O

Teorema 2.25. Sean X, Y dos espacios topolégicos homeomorfosiy N.
Entonces, dim (X) =n siy solo si dim(Y) =n.

Demostracion. Demostramos la primera implicacion, ya que el reciproco es si-
milar. La prueba se hace por induccion sobre la dimension He Sidim (X) =

1, entoncesX = ;. Como X es homeomorfo &, entoncesY = ;. Asi,
dim(Y)= 1. Supongamos que slim(X) = n 1, entoncedim(Y)=n 1.
Ahora veamos que sdim (X) = n, entoncesdim (Y ) = n. Para esto, demos-
tremos que para cadx 2 X , sidim(x; X) = n, entoncesdim (h(x);Y) = n.
Supongamos quelim (x; X) = n. SeaU una vecindad de un puntoh (x) en
Y, entonces comad es continua enx, se tiene queh® (U) es una vecindad de
x en X. Comodim (x; X) es nita, existe W una vecindad dex en X tal que
Xx2W h ! (U)ydim(Bdx (W)) n 1. Comoh es un homeomor smo en-
tre X eY, entoncesh gg, w): Bdx (W)!h(Bd x (W)) estambién un home-
mor smo. Como los homeomor smos conservan frontentas, es decirfsi X ,
entoncesh (Bdyx (A)) = Bdy (h(A)), por hipotesis de induccion, se cumple
quedim (Bdx (W)) = dim(h(Bdx (W))) = dim(Bdy (h(W))) n 1. De
esto, se sigue qué (W) es una vecindad dén (x) contenida enU tal que,
dim(Bdy (h(W))) n 1. Asi,dim(h(x);Y) n.

Resta probar quedim (h (x);Y) >n 1. Supongamos qudim (h(x);Y)

n 1, luego, por hipodtesis de inducciordim (x; X) n 1, lo que es una
contradiccion, ya quedim (x; X) = n. Asi,dim(h(x);Y)>n 1y porlo
tanto, dim(h(x);Y) = n. Asi, comox fue elegida arbitrariamente enX, si
dim (X) = n, entonces dim(Y ) =n. O

Lema 2.26. Sean n 2 Nnf 1g y un continuo X, entoncesF,(X) nFy(X) es
denso en K(X).

Demostracion. SeanA 2 F,(X) y U un subconjunto abierto deF,(X) tal

entoncesA 2 U\ (F ,(X) nF {(X)) . Supongamos qu¢Aj<n . ComoU es un
subconjunto abierto deF,(X ), existe > 0 tal queBg,(x) (A; ) U .Ademas,
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\(F n(X)nF 1(X)) . Luego,U\(F ,(X) nF 1(X)) 6 ;. Esto concluye la prueba.
O]

Lema 2.27. [ 2, Lema 6.1] SeaX un espacio compacto de Hausdorn;r 2 N,
conr n ,yseaA = fa;:;;a92F,(X), dondea; :::;a son diferentes. Sea

implicaciones se cumplen:

S
(@) si C es un abierto de J{X), entonces C es un abierto de X.

Teorema 2.28. [ 12, Teorema 2.5] Seam 2 N y X un continuo localmente
conexo. SIA2 F,(X) y U es una vecindad dé& en F,(X), entonces existen

Lema 2.29. [ 21, Lema 1] SeanX un continuo yn;m 2 N tales quem n .
Si C;:::; Gy son subconjuntos conexos d¢, entonceshG;:::Cyi, €s un
subconjuto conexo de HX).

Lema 2.30. Sean n 2 N y X un continuo. Entonces,X es localmente conexo
si y sélo si F,(X) es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que& es localmente conexo. Sea2 F,(X)y

abierto de F,(X). Asi, F ,(X) es localmente conexo.

Ahora, supongamos qué,(X) es localmente conexo. Sean2 X y U
un abierto deX tal que x 2 U. Comofxg 2 hUi , por la conexidad local de
Fn(XS), existe un abierto y conexdJ de EH(X) tal que fxg2 U huUi . Como
x2 U\U U yporellLema?2.27, U\U es un subconjunto abierto y
conexo de X, se sigue que X es localmente conexo. ]

Corolario 2.31. [ 8, Corolario 8.17] La imagen de cualquier continuo local-
mente conexo es un continuo localmente conexo.
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Lema 2.32. [ 21, Lema 2] Sean 2 N, conn 3. SeaX un continuo, y sean
U; V subconjuntos no vacios, propios y abiertos dé y seanx;y puntos deX
tales que x 6=y. Entonces el siguiente subconjunto d€X es conexo:

hek (U); clx (V); Xi | [hFr x (U); Frx (V) Xi
[hFr x (U); fo1g; Xi , [ hfb 10;fo.g; Xi

Lema 2.33. Sean2N, conn 2. SiX es un continuo, entonce$,(X) n
F1(X) es conexo.

Demostracion. La prueba se divide en dos casos:

Caso 1. Supongamos que n = 2:

subcaso 1.1. Si X es un arco, por ], Ejemplo 3.1],F,(X) n Fy(X) es
conexo.

subcaso 1.2. Si X no es un arco, por16, Teorema 2],F,(X) nFy(X) es
conexo.

Caso 2. Supongamos quan 3. Veamos que para cada;B 2 F ,(X) n
F1(X) tales queA & B, existe un subconjunto conexo dé&,(X) n F;(X) que
los contiene. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe un punto
by 2 Bnfb,g. Fijlemosa;;a, 2 A tales quea; 6 a,. SeanU y V subconjuntos
abiertos deX talesquea; 2U,a, 2V, clx(U)\cl x(V)=;,A U[V vy
by 2 clx (U). Denotemos por C el siguiente subconjunto de, X):

hek (U); clx (V); Xi, [hFrx (U); Frx (V) Xi

[hFr x (U); fb1g; Xi |, [ hfb 19; fbog; Xi
Por el Lema 2.32Ces un subconjunto conexo. Notemos q@& F (X )nFy(X),
A 2 hclx (U);clx(V); Xi, y B 2 hfb,g;fb.g; Xi,. Por lo tanto, C es un

subconjunto conexo dd=,(X) nF.(X) tal que A;B 2 C. Esto prueba el Caso
2, y el Lema esta demostrado. O

Lema 2.34. [ 5, Corolario 8.24] Cualquier subespacio abierto de un espacio
localmente conexo es localmente conexo.

3 Espacios cocientes

Presentaremos la manera de construir un espacioa partir de identi car
topolégicamente conjuntos de puntos de un espacio X.
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De nicién 3.1. Una particion de un conjunto X es una coleccién de con-
juntos no vacios, ajenos entre si, cuya union es X.

De nicién 3.2. Sea P una particién de un espacio métricoX . El espacio
cociente, denotado comoX=P, es el conjunto cuyos puntos son los elementos
de la particion P.

De nicion 3.3. La funcibn qg: X ! X=P que envia a cada punta de X
al unico elemento de la particiénP que lo contiene, es llamada funcién
cociente.

Teorema 3.4. [ 5, 3.1] SiX es un espacio topologico i es una particion de
X, entonces

T(P)=fu X=P:q 1! (U) es un conjunto abierto de Xg
es una topologia para X=P

La topologia T (P) es llamada topologia cociente para X=P.

Es conocido que un espacio cociente no necesariamente es métrico 8ver [
pag. 37]). Sin embargo, existen condiciones adicionales sobre la descomposicion
para que el espacio cociente resulte ser un espacio métrico. La siguiente es
una de éstas.

De nicion 3.5. Sea un espacio topolégico X . Una particion P de X es
semicontinua superiormente si para cada P 2 P y para cada abiertoU
deX conP U , existe un abiertoV deX conP V ,talque siA2P vy
A\V 6=, entonces A U.

Teorema 3.6. [ 20, Teorema 1.2.22] SealX un espacio métrico compacto y
P una descomposicion d& . Si P es semicontinua superiormente, entonces
el espacio cociente (X=P; T (P)) es un espacio metrico.

Teorema 3.7. [ 8, 3.14] SiX es un espacio topologicaA un subconjunto
cerrado no vacio deX y P = fixg: x 2 X nAg[fAg , entoncesP es una
descomposicion semicontinua superiormente de X.

Al espacio cocientdX=P; T (P)) también se le conoce como espacio de
descomposicion o espacio de identi cacion, se le denota cokwA . El espacio
cocienteX=A es obtenido a partir de identi car el conjuntoA con un punto
en X.
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Teorema 3.8. [ 20, Teorema 1.7.3] SeX un continuo y P una descomposicion
semicontinua superiormente dé&, entonces el espacio cocienteXeP; T (P))
es un continuo.

De nicién 3.9. Sean un continuo X y n 2 N nflg. El n-ésimo producto
simétrico suspension del continuo X, denotado porSF,(X), es el espacio
cociente F,(X)=F 1(X), con la topologia cociente.

De nicion 3.10. Sean un continuo X yn;m2N,conn 2ym<n. El
(n; m)-ésimo producto simétrico suspension del continuo X, denotado
por SE" (X), es el espacio cociente F{(X)=F ,(X), con la topologia cociente.

De nicion 3.11. Sean un continuo X. El hiperespacio suspension del
continuo X, denotado porHS(X), es el espacio cocient€ (X )=F;(X), con
la topologia cociente.

Como F,(X), Fn(X) son subconjuntos cerrados no vacios #g(X), y
F1(X) es un subconjunto cerrado no vacio dé(X), por el Teorema 3.7 y el
Teorema 3.8, tenemos que SEX), SF 2 (X) y HS(X) son continuos.

Seann;m 2 N, conn 2, m<n y X un continuo. Si consideremos el
n-ésimo producto simétrico suspensio8F,(X) y el (n; m)-ésimo producto
simétrico suspensiorSF} (X)), sus respectivas funciones cocientes, las denota-
mos poray : Fa(X) ISF (X)) y o™ : Fo(X) ! SF 1(X), respectivamente.
Al elementoF,(X) de SF,(X) y Fn(X) de SF2(X), los denotamos poifFx

y F", respectivamente. Asi, g (F1(X)) = fF xgy '™ (Fm(X)) =fF Ig.
Observacion 3.12. Como las funciones o jg, xynF 1(x) - Fn(X) n F(X) !

SF(X)NTFx gy ™ jrmoonF moo - Fn(X) NFm(X) ' SF M(X) nfF g son
biyectivas, continuas y abiertas, son homeomor smos.

A continuacion presentamos algunos ejemplos de modelos geométricos del
n-ésimo producto simétrico suspension de un continuo dado, en los cuales se
puede apreciar algunas caracteristicas interesantes.

Ejemplo 3.13. Sea X =[0; 1] En [14, p4g. 51] se demuestra que un modelo
geométrico para el hiperespaci&,(X) es el triangulo en el plano con vértices
en (0;0);(0;1) y (1;1), es decir,F,(X) es homeomorfo a una 2-celda, donde
F1(X) es homeomorfo a el segmento que une el punto (0,0) con el punto (1,1).
Si identi camos F,(X) a un punto, obtenemos un espacio homeomorfo a este
triangulo. Asi, el hiperespacioSF,(X ), también es una 2-celda. La Figura 6
ilustra es hecho.
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F1(X)

Ox (F1(X))
X F2(X) SF,(X) = F 2(X)=F 1(X)

Figura 6: El segundo producto simétrico suspension del arco.

Ejemplo 3.14. Sea T el triodo simple. En [L4, pag. 55] se demuestra que
un modelo geométrico para el hiperespacky(T) es el espacio que se muestra
en la Figura 7, el cual es una 2-celd®, que contiene tres 2-celdad),; D, y
D3, pegadas de tal manera queo\D ; es un arco para cada2f 1;2;3g y la
interseccibonD;\D ,\D 3 es un puntop. AdemasFy(T) esta contenido en la
frontera como variedad deD; D,; D3y F1(T)\D o = fpg: Asi, al identi car
F1(T) a un punto, obtenemos un espacio homeomorfoFa(T): Por tanto,
SF,(T) es homeomorfo &,(T): En la Figura 7 podemos observar un bosquejo

de como se llega al espacio ).

T Fo(T) SFa(T) =F 2(T)=F 1(T)

Figura 7: Segundo producto simétrico suspension del triodo simple.

Ejemplo 3.15. Sea S! la circunferencia unitaria en el plano centrada en
el origen. En [14, pag. 23] se demuestra que un modelo pafa(S?!) es el
espacio conocido como la Banda de Mdbius, dondg(S*) es homeomorfo a la
frontera como variedad de la Banda de Mobius. Asi, al identi caF,(S?) a
un punto, obtenemos el plano proyectivo real. AS§F,(S) es homeomorfo
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al plano proyectivo real. El espaci®! es un continuo no unicoherente tal
queF,(S') no es unicoherente. Por26, pag. 197], tenemos qu8F,(S?) es
unicoherente. Por tanto, R(S?!) no es homeomorfo a SKS?):

Como se puede ver en el Ejemplo 3.13 y el Ejemplo 3.14, existen continuos
tales que sus respectivos segundo producto simétrico y segundo producto
simétrico suspensién son homeomorfos, asi como continuos tales que su se-
gundo producto simétrico y segundo producto simétrico suspensién no son
homeomorfos, como en el Ejemplo 3.15.

Teorema 3.16. Sean un continuo X yn2 N, conn 2. SiFp(X) nFy(X)
es localmente conexo, entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Seanx 2 X y U un abierto deX tal quex2 U. Sea > 0 tal
quex2Bg4(x; ) U .Comofxg es un subcontinuo propio d&X y By(x; ) es
un abierto de X, existe K un subcontinuo deX tal quefxg (K B 4(X; ).
Seay 2K talquex 6 y. Sea "> 0 tal que By4(x; )\B 4(y; ) = ;. Sean
A=fxygy <mnf; ‘g SeanU; = By(x; )y U, = Bq4(y; ). Entonces,
hU; Usi ) \ (F n(X) nF 1(X)) es un abierto no vacio ddé,(X) n Fy(X) tal
que A 2 hUy; Usi , \ (F n(X) nF (X)) . Como F,(X) n Fy(X) es localmente
conexo, existe un abierto y conex@ de Fn()%) nF,(X) tal que A2 C
hU;; Usi né(F n(X)NnF (X)) . PorelLema 2.27, Cesun subconjugto abierto
deX y ( C)\U; es un subconjunto conexo. Esto fgnplica qué, C)\U,
es un subconjunto abierto y conexo d¥ tal quex2( C)\U; U . Porlo
tanto, X es localmente conexo. O

Teorema 3.17. Sean un continuo X yn 2 N, conn 2. EntoncesX es
localmente conexo si y sélo si SEX) es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que&X es un continuo localmente conexo, por el
Lema 2.30,F,(X) es localmente conexo. Comqx (F,(X)) = SF,(X), por el
Corolario 2.31, SFK,(X) es localmente conexo.

Ahora, supongamos qu&F,(X) es localmente conexo, Com8F,(X) n
fF x g es un subconjunto abierto d&F (X ), por el Lema 2.34SF,(X)nfF x g
es localmente conexo. Por la Observacion 3.12F,(X) nfF x g es homeomorfo
a F,(X) nFy(X), entoncesF,(X) n Fy(X) es localmente conexo. Asi, por el
Teorema 3.16, X es localmente conexo. O
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4 Hiperespacios SF,(X) homeomorfos a
C1(X)=F 1(X)

Proposicién 4.1. Sea n 2 N. Si X es un continuo de dimensién nita,
entonces K (X) y SF [ (X) son continuos de dimension nita.

Demostracion. Por [13, prueba del Lema 3.1]Jdim(F,(X))) n dim (X).
Luego, F,(X) es un continuo de dimension nita. Por otra parte, por el
Teorema 2.22 (a)dim(F,(X)nF (X)) dim(F ,(X)). Por la Observaciéon
3.12, Fr(X) n Fn(X) es homemorfo aSF,(X) n fF {'g. Entonces, por el
Teorema 2.25, dim (S (X) nfF 2 (X)g) n dim(X). Asi, por el Corolario

2.24, dim (SK} (X)) es nita. ]

Proposicion 4.2. Sea n2N, conn 2. Si X es un continuo de dimensién
nita uno, entonces dim (F,(X)) = dim(SF,(X)) y ademas,dim (C.(X)) =
dim (C1(X)=F 1(X)).

Demostracion. Por el Lema 2.20,X es homeomorfo &;(X). Por el Teore-
ma 2.25,dim (F1(X)) = 1. Por el Teorema 2.22 (a),dim (F,(X)=F 1(X))
dim (Fn(X)).

Caso 1. dim(F1(X)) = dim(F,(X)) . Por el Lema 2.33F,(X) n Fy(X)
es un continuo. Entonces, dim (F(X)) =dim(F ,(X) n F ((X)).

Caso 2. dim(Fy(X)) <dim(F (X)) . Por el Teorema 4.1dim (F, (X))
es nita. Luego, por el Corolario 2.24, dim (F(X)) = dim (F ,(X) n F 1(X)).

Por el Caso 1 y el Caso 2dim(F,(X)) = dim(F,(X)=F (X)) . Asi,
comoF,(X) nFy(X) es homemorfo &SF,(X) nfF x g, por el Teorema 2.25,
dim(SF,(X)nfF xg) = dim(F,(X)) . Por el Teorema 2.23dim (SF,(X)) =
dim (F, (X)) . Similarmente tenemos qu&im (C.(X)) = dim (C(X)=F 1(X)) .
Esto concluye la prueba de la proposicion. ]

Lema 4.3. Si un continuo arco conexoX tiene hiperespacioC(X) de dimen-
sion a lo mas dos, entonces X es homeomorfo & 8 1.

Demostracion. Como C(X) no contiene 3-celdas, por el Teorema 2.1X, no
contiene triodos simples. Luegagrd (x; X) 2, para cadax 2 X , porque X
es arco conexo. Por la Proposicion 2.1%, es un arco 0 una curva cerrada
simple. O
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Teorema 4.4. Sea X un continuo arco conexo de dimensién nita. Entonces
C(X)=F¢(X) es homeomorfo a&SF,(X) si y so6lo siX es homeomorfo a [L].

Demostracion. Si X es un arco, por 15, Ejemplo 5.1] y [L, Ejemplo 3.1],
C(X)=F 1(X) y SF »(X) son 2-celdas.

Ahora supongamos qu& (X )=F,(X) y SF,(X) son homeomorfos. Por la
Proposicion 4.1dim (SF,(X)) <1 . Por el Teorema 2.25dim (C(X)=F (X)) =
dim (SF,(X)) . Asi, dim(C(X)=F 1(X)) <1 . Luego,dim(C(X)) <1 . Por
[17, Teorema 2.1]dim(X) = 1. Asi, dim (SF(X)) 2ydim(C(X)) 2. Por
el Lema 4.3,X es un arco o una curva cerrada simple. Per@,(S!)=F(S?) es
una 2-esfera ySF,(S?!) es homeomorfo al plano proyectivo real. Por lo tanto,
X es un arco. [

Lema 4.5. Seann 2 N conn 3y X un continuo. EntoncesF,(X) y
SF,(X) no contienen subconjuntos de dimension 2 con interior no vacio.

Demostracion. Supongamos que existe un subconjun de F, (X ) con dimen-
sion 2 e interior no vacio. Se& = hU;:::;U,i, un subconjunto deF,(X)
talqueU D . PorelLema 2.26fA2F (X): JA] = ng es denso err,(X).
Asi, existeA2 (F,(X)nF,1 (X))\U . ComojAj = n, podemos asumir que
U\u; =; and A\U; 6 ;, para cadai;j 2 f 1;2;:::;ng. Luego, existen
Cy; Cy;ii 1 Cy subcontinuos no degenerados dé tales queC; U ;, para cada
i12f1,2;:::;ng. Notemos quehG;:::;Cyi,, es homeomorfo &; ::: C .
Asi que, U contiene un subconjunto homeomorfo &€, ::: C . Luego,
dim (U) 3, una contradiccion. Esto prueba el Lema. ]

Teorema 4.6. Sea n 2 N conn 3. Si X es un continuo arco conexo,
entoncesC(X )=F;(X) no es homeomorfo &F,(Y), para cada continuoY de
dimensién nita.

Demostracion. Supongamos que existe un continug de dimension nita
tal que C(X)=Fy(X) es homeomorfo &F,(Y). Luego, por la Proposicion
4.1,dim(SF,(Y)) <1 . Por el Teorema 2.25dim (C(X)=F ;(X)) <1 . Asi,
dim(C(X))<1 . Por[17, Teorema 2.1],dim(X) = 1. Seam = dim (C(X)) .
Por el Teorema 2.17, y usando la arco conexidad de, este continuo no
contiene (M + 1)-odos simples. Por el Teorema 2.16§ contiene un arco libre,
esto implica queC (X )=F;(X) contiene un subconjunto de dimensién dos con
interior no vacio. Por el Lema 4.5, esto es una contradiccién. Esto prueba el
teorema. O
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5 Productos simétricos F,(X) homeomorfos a
SF.(X) que son n-esferas

Teorema 5.1. Sea n 2 N conn 2. Si X es un continuo, niF,(X) ni
SF,(X) son homeomorfos a S.

Demostracion. SeaX un continuo tal que F,(X) es homeomorfo &2, para
alginn 2. Como lo conexidad local es un invariante topoldgico, entonces
Fn(X) es localmente conexo. Por el Lema 2.3RK, es localmente conexo. Como
dim (S?) = 2, entoncesdim(X) =1y n = 2. Por [7, Lema 5.9],X no contiene
m-odos simples, para caden 3. Por lo tanto, por la Proposicion 2.15X es
un arco o una curva cerrada simple. Perd;,(l ) es una 2-celda yF,(S?) es
una banda de Mdobius, esto contradice que,EX) es homeomorfo a S.

Ahora probemos el caso par&F,(X). SeaX un continuo y supongamos
que SF,(X) es homeomorfo &2. Asi, X es localmente conexdC(S*)=F,(S')
es homeomorfo &2 (ver [19, en la prueba del Corolario 3.10]), por el Teorema
4.6,n = 2. Es claro quedim(X) = 1. Por [7, Ejemplo 3.3, Lema 5.9] X
no contienem-odos simples, para caden 3. Asi, por la Proposicion 2.15,
X es un arco o una curva cerrada simple. Po7,[Ejemplo 3.1], SF,(I) es
homeomorfo a una 2-celda $F,(S') es homeomorfo al plano proyectivo real,
esto contradice queSF,(X) es homeomorfo &52. Esto concluye la prueba del
teorema. [

Teorema 5.2. Sean n 2 N y X un continuo. Sin 2 yn 6 3, entonces
Fn(X) y SF,(X) no son homeomorfos a 8, paracada2 m n.

Demostracion. El resultado para n = 2, es por el Teorema 5.1.

Supongamos qua > 3y F,(X) (0o SF,(X)) es homeomorfo &&™, para
algbn2 m n . Entonces,F,(X) es localmente conexo. Por el Lema 2.38,
es localmente conexo. Asi, por el Teorema 2.29,es un continuo arco conexo.
Sea wunarcoenX yx;y 2 tales quex & y. Luego, existe una base de
vecindades defx;yg enF,(X) (de gx (fx;yg) enSF,(X), respectivamente)
tal que para cadaV 2 ,V no puede encajarse eR" (ver [2]). Pero, cada
punto en S™ tiene una base de vecindades, cada una de las cuales se puede
encajar en R, esto es una contradiccion. Esto prueba el teorema. O

Teorema 5.3. Sea X un continuo. Los siguientes enunciados se cumplen:
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(@ sin =1, entonces F,(X) es homeomorfo aS™ si y soélo si X es
homeomorfo a 3,

(b) Fn(X) es homeomorfo &S8™ para algbnm n siy solo si o bienn =3
on=1,yX=S1

Demostracion. Por el Lema 2.20X es homeomorfo &4(X). Asi, el iniciso
(a) se cumple.

Para probar (b), supongamos quéd-,(X) es homeomorfo aS™, para
alginm n . Por el Teorema 5.2n =10 n =3. Si n =1, entoncesX es
homeomorfo a $. Si n =3, por el Corolario 2.18, X es homeomorfo a'S

Ahora supongamos que o bien=3o0on=1,y X = S%. Sin=1, por
(@), F1(X) es homeomorfo &8*. Sin = 3, por [4], F3(S*) es homeomorfo &5°.
Esto demuestra el teorema. O

Teorema 5.4. [ 8 Lema 4.5] SiT es un triodo simple, entonces$3(T) y
SF3(T) no pueden ser encajados en®R

De hecho, un resultado mas general que se conoce actualmente es el
siguiente:

Lema 5.5. [11, Lema 3.1] Sean 2 N, conn 2. Si T es un triodo simple,
entonces SK(T) no se puede encajar en R

Teorema 5.6. [ 8, Lema 4.6] SiX es homeomorfo d 0 a S?, entoncesF3(X)
y SF3(X) no son homeomorfos.

Teorema 5.7. Si X es un continuo, entonceSF3(X) no es homeomorfo a
Ss.

Demostracion. SeaX un continuo y supongamos qu8F;(X ) es homeomorfo a
S3. Como SF3(X) es localmente conexo, por el Teorema 3.1%, es localmente
conexo. Por el Lema 5.5X no contiene triodos simples, ya que cada punto
en S tiene una base de vecindades, tal que para cadaV 2 ,V se puede
encajar enR3. Asi, X es un arco o una curva cerrada simple. Por el Lema 5.6,
esto es una contradiccion. ]

Corolario 5.8. Sea n2 N, conn 2. SiX es un continuo, entonceSF,(X)
no es homeomorfo a '3, para cada 2 m n.

Demostracion. Por el Teorema 5.2 y el Teorema 5.7, el corolario esta demos-
trado. ]
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6 Preguntas

Culminamos este capitulo enunciando algunas de las preguntas, sin res-
ponder, en el articulo Spheres, symmetric products, and quotient of hyperspaces
of continua, véase [8], que los autores del mismo mencionan.

Pregunta 6.1. Sean n;m 2 N. ¥Existe un continuoX y n 2 tales que
Fn(X) es homeomorfo a §', para algin m 4?

Pregunta 6.2. Sean n;m 2 N. ¥Existe un continuoX y n;m 2 tales que
SF2(X) es homeomorfo a $', para algin m 2 N?

Agradecimientos

Los autores agradecen a los arbitros su valioso tiempo dedicado a la
revision de este trabajo. Sus sugerencias dieron como resultado la culminacion
de este material.

Bibliografia

[1] F. Barragan, On then-fold symmetric product suspensions of a continuum,
Topology Appl. 157 (2010), 597 604.

[2] K. Borsuk, S. Ulam, On symmetric products of topological spaces, Bull.
Amer. Math. Soc. 37 (1931), 875 882.

[3] K. Borsuk, On the third symmetric potency on the circumference, Fund.
Math. 36 (1949), 235 244..

[4] R. Bott, On the third symmetric potency ofS*, Fund. Math. 39 (1952),
364 368.

[5] Fidel Casarrubias-Segura y Angel Tamariz-Mascar(a, Elementos de topo-
logia general, 2015.

[6] E. Castafeda, A. lllanes, Finite graphs have unique symmetric products,
Topology Appl. 153 (2006), 1434 1450.

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 3, paginas 65-88



Continuos homeomorfos a una esfera 87

[7] Castafieda-Alvarado E. and Sanchez-Martinez, J., On the unicoherence
of F,(X) and SFJ(X) of continua, Topology Proc., 42 (2013), 309 326.

[8] Castafieda-Alvarado E. and Sanchez-Martinez, J., Spheres, symmetric
products, and quotient of hyperspaces of continua , Tsukuba J. Math.,
38 (2014), 75 84.

[9] J. J. Charatonik, A. lllanes, Local connectedness in hyperspaces , Rocky
Mountain J. Math., 36 (2006), 811 856.

[10] D. W. Curtis, N. T. Nhu, Hyperspaces of nite subsets which are ho-
meomorphic toN-dimensional linear metric spaces, Topology. Appl. 19
(1985), 251 260.

[11] D. Herrera-Carrasco, A. Libreros-Lopez, M. de J. Lopez y F. Macias-
Romero, Finite graphs have unique second and third symmetric product
suspension, Topology Appl., 341 (2024) 108729.

[12] D. Herrera-Carrasco, F. Macias-Romero, F. Vazquez-Juérez, Peano con-
tinua with unique symmetric products, Journal of Mathematics Research
4(4) (2012), 1 9.

[13] W. Hurewicz, H. Wallman, Dimension Theory, Princeton, 1948.
[14] A. lllanes, Models of hyperspaces, Topology Proc. 41 (2013), 39 64.

[15] A. lllanes, S. B. Nadler Jr., Hyperspaces Fundamentals and Recent Ad-
vances, Monographs and Textbooks in Pure and Applied Math., Vol. 216,
Marcel Dekker, Inc., New York, 1999.

[16] H. Katsuura, Characterization of arcs by products diagonals,, Topology
Proc., 62 (2024), 1 4.

[17] M. Levin, Y. Sternfelf, The space of subcontinua of a 2-dimensional
continuum is in nitely dimensional, Proc. Amer. Math. Soc., 125 (1997),
2771 2775.

[18] S. Macias, On symmetric products of continua, Topology Appl. 92 (1999),
173 182.

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 3, paginas 65-88



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Leonardo Ramirez
88 Aparicio

[19] S. Macias, On then-fold hyperspace suspension of continua, Topology
Appl. 138 (2004), 125 138.

[20] S. Macias, Topics on Continua, Pure and Applied Mathematics, Vol. 275,
Boca Raton, FL: Chapman & Hall/CRC, Taylor & Francis Group, 2005.

[21] J. M. Martinez-Montejano, Mutual Aposyndesis of Symmetric Products,
Topology Proc., 24 (1999), 203 213

[22] R. Molski, On symmetric products, Fund. Math., 44 (1957), 165 170.

[23] S. B. Nadler, Jr., Hyperspaces of Sets, Monographs and Textbooks in
Pure and Applied Math., Vol. 49, Marcel Dekker, Inc., New York, 1978.

[24] Sam B. Nadler, Jr., Continuum theory, an introduction, Monographs and
Textbooks in Pure and Applied Mathematics, 158, Marcel Dekker, New
York, 1992.

[25] S. B. Nadler Jr., A xed point theorem for hyperspace suspensions, Houston
J. Math. 5 (1979), 125 132.

[26] G. T. Whyburn, Analytic Topology, Amer. Math. Soc. Collog. Publ., vol.
28, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1942.

[27] M. Wojdys?awski, Rétractes absolus et hyperespaces des continus, Funda-
menta Mathematicae, 32 (1939), 184 192.

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

leonardo.ramirezap@alumno.buap.mx
dherrera@fcfm.buap.mx
fmacias@fcfm.buap.mx

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 3, paginas 65-88



Matematicas y sus aplicaciones 26, Textos Cienti cos, Fomento Editorial
de la Benemérita Universidad Autbnoma de Puebla, ISBN:
978-968-9744-39-9

Capitulo 4

La propiedad de Kelley en el hiperespacio C(X)
y en niveles de Whitney pequefios

José Gerardo Ahuatzi Reyes, Norberto Ordofiez Ramirez,
Aurora Rios Medina

UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE
MEXICO

Resumen

En este capitulo analizamos un ejemplo descrito por J. J. Charatonik
y por W. J. Charatonik en [2], el cual tiene la propiedad de Kelley, y
que muestra que la propiedad de Kelley no se induce al hiperespacio de
subcontinuos ni a los niveles de Whitney pequefios de dicho hiperespacio.

1 Introduccidn

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del vacio.
Un hiperespacio de un continuX es una coleccion especi ca de subconjuntos
cerrados de X provista con la métrica de Hausdor , que se denota por H.

Existen diversos hiperespacios que se han estudiado de forma exhaustiva,
ya que su estructura aparece recurrentemente en los topicos de la teoria de
continuos. Entre ellos podemos mencionar al hiperespacio de subconjuntos
cerrados y al hiperespacio de subcontinuos, los cuales son denotados poy 2
C(X), respectivamente.

En [6, Propiedad 3.2], se introduce lo que actualmente se conoce como
la propiedad de Kelley. Este concepto, en sus inicios, era conocido como la
Propiedad 3.2 y fue descrito por J. L. Kelley como sigue.

De nicion 1.1. Sea X un continuo con métricad. Decimos queX tiene la
propiedad de Kelley si, para cada "> 0, existe (") > 0 tal que sia;b 2 X,
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d(a;b < (") y A es un subcontinuo cualquiera d& con a 2 A, entonces
existe un subcontinuo B de X talque b2B y H(A;B) <"

Desde su formulacion, esta propiedad ha demostrado ser una herramienta
valiosa, especialmente en el estudio de la contractilidad de espacios, como
se aprecia enf]. Con el paso del tiempo, una gran cantidad de autores ha
mostrado interés por este concepto.

Por otra parte, un problema bastante recurrente e interesante en la
topologia general resulta de preguntarse si una propiedad topologica se induce
o es inducida a los factores en el producto de espacios topolégicos. En este
sentido, en §] se demuestra que si el producto de dos continuos posee la
propiedad de Kelley, entonces cada espacio factor también tiene la propiedad
de Kelley. Al contrario de lo que posiblemente la intuicion nos sugeriria, el
reciproco de esta proposicion no es valido. De hecho, en el mismo articulo,
se presenta un espacio con el que se prueba que esta implicacion inversa es
falsa. Dicho contraejemplo respondié de forma negativa a la primera de las
siguientes dos preguntas y, de forma natural, motivo la segunda.

(1) SiX es un continuo que tiene la propiedad de Kelley'y es un continuo
localmente conexo, entonces ¥el producfo Y tiene la propiedad de
Kelley? (véase [5, Pregunta 1]).

(2) Si X es un continuo que tiene la propiedad de Kelley, entonces ¥%el
producto X  [0; 1] tiene la propiedad de Kelley? (véasd,[Problema
3.4)).

Asi como estas dos, surgieron otras preguntas que estan fuertemente relacio-
nadas con esta linea de investigacion, por ejemplo:

(3) Si un continuo X tiene la propiedad de Kelley, %el hiperespacio de
subcontinuosC(X ) necesariamente tiene la propiedad de Kelley? (véase
[8, Preguntas 16.37]).

(4) Siun continuo X tiene la propiedad de Kelley, %los niveles de Whitney
para C(X) tienen la propiedad de Kelley? (véase comentarios previos a
[9, Seccion V).

Respecto a estas Ultimas tres preguntas, e?| e construye un espacio que
las responde de forma negativa.
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El propdsito de este capitulo es analizar el ejemplo dado €2j para
comprobar que la propiedad de Kelley no se preserva en el hiperespacio de
subcontinuos ni en los niveles de Whitney pequefios.

Es importante sefalar que en este trabajo se justi can con detalle algunos
argumentos que, siguiendo las demostraciones contenidas en el articulo en el
que se publicaron originalmente, pueden resultar dificiles de realizar si no se
cuenta con la experiencia su ciente en el tema. Por esta razon, este escrito
puede ser de utilidad tanto para estudiantes como para investigadores, incluso
para expertos en el area, considerando adicionalmente el gran interés que
existe actualmente en torno a la propiedad de Kelley.

2 Preliminares

En esta seccidn mencionaremos conceptos y resultados béasicos de la
teoria de continuos e hiperespacios que utilizaremos durante el desarrollo de
este trabajo. Algunos de estos resultados no los demostraremos, ya que se
encuentran fuera del proposito de este escrito.

De nicién 2.1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no
vacio. Un subconjuntoA de un continuoX es un subcontinuo de X si A es
conexo, compacto y no vacio.

A partir de ahora, cuando no haya posibilidad de confusion, la letra
denotara la métrica del continuo X, a menos que se indique lo contrario.

Dado un continuo X, los hiperespacios que seran de interés para este
trabajo son los siguientes.

(1) El hiperespacio de subconjuntos cerrados de X es

2% =fA X : A es cerrado y no vaciog:

(2) El hiperespacio de subcontinuos de X es

C(X)=fA22 X :A es conexog:

(3) El hiperespacio de los unipuntuales de X es

F1(X) =fA22 * : A tiene un Unico elementog:
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Note queF1(X) C (X) 2%.De manerageneral, sY es un subconjunto
de X, denotamos porC(Y) a la coleccion de subcontinuos d€ contenidos
en Y. La topologia de estos hiperespacios es la inducida por la métrica de
Hausdor , la cual se de ne para Z como sigue.
SeaX un continuo. Para"” un nimero positivo yp un elemento deX,
de nimos la bola de radio " centrada en p como

B(";p)=fqg2 X :d(p;q) <"g:

Adicionalmente, paraA 2 2%, de nimos la nube de radio
respecto a la métrica d como

centrada en A

Ng(";A) =fg 2 X : existe x 2 A tal que d(x;q) <"g:

Cuando no haya posibilidad de confusion, escribiremos simplemehté¢”; A)
en lugar de Ny("; A).

Teorema 2.2 ([ 3, Teorema 2.2]). SeaX un continuo. Entonces, la funcion
H:2% 2¢1R *[f Og, de nida para cualesquiera dos elementos y B
en 2* como

H(A;B)=nff">0: A N(";B)yB N(";A)g;

es una métrica para el hiperespacio*2 la cual es conocida como la métrica
de Hausdor .

El siguiente resultado nos proporciona un método para decidir cuando
dos subconjuntos cerrados d¥ son cercanos . Observe que la necesidad de la
equivalencia del teorema es facil de obtener y la su ciencia se puede consultar
en [3, Ejercicio 2.9].

Teorema 2.3. Sean X un continuo, A y B subconjuntos cerrados dX y
"> 0. Entonces, H(A;B)<"siysolosi A N(;B)y B N("A).

La propiedad de Kelley

Existen propiedades particulares que cumplen los continuos y que permiten
estudiar su estructura topoldgica. Una de estas es la propiedad de Kelley,
la cual fue introducida en 1942 por J. L. Kelley y originalmente se llamoé
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Propiedad 3.2. En la De nicién 1.1, se menciona dicho concepto como aparece
en [6, Propiedad 3.2]. Como podemos observar, esta de nicidén es una condicion
gue no depende de la eleccion del punto sobre el cual se aplica la propiedad.
Al respecto, en 1977, R. Wardle introduce una de nicion de manera puntual
de la propiedad de Kelley como se enuncia a continuacion (véase el comienzo
de la Seccion Il de [9]).

De nicion 2.4. Un continuo X tiene la propiedad de Kelley en a2 X
siempre que, para cadd > 0, exista (a;") > 0 tal que sib 2 X, d(a;b <

(a;") y A es un subcontinuo cualquiera d¥ cona 2 A, entonces existe un
subcontinuo B de X talque b2B y H(A;B) <.

En términos de la De nicidén 2.4, un continuoX tiene la propiedad de
Kelley si X tiene la propiedad de Kelley en cada uno de sus puntos. En
este sentido, el siguiente teorema nos proporciona una manera alternativa de
enunciar la propiedad de Kelley de manera puntual (véasg, [Ejercicio 50.9]).

Teorema 2.5. Sean X un continuo y a un elemento deX . Entonces, las
siguientes a rmaciones son equivalentes.

() Paratodo" > 0, existe (a;") > O tal que sib2 X, d(a;b < (a;")y
a 2 A con A un subcontinuo dexX , entonces existe un subcontinuB de
Xtalque b2ByH(A;B)<™"

(i) Para cada subcontinuoK de X tal quea 2 K y cada sucesiéon de
puntosfa,gnon €n X tal quelma, = a, existe una sucesionK ,gnan
de subcontinuos de X tal que ImK =K ya, 2K, para cada n2 N.

En ciertas ocasiones es bastante util trabajar con la siguiente version
puntual de la propiedad de Kelley, la cual se tiene gracias al Teorema 2.5.

De nicion 2.6. Un continuo X tiene la propiedad de Kelley en x2 X
si, para cada subcontinud de X que contiene a y cada sucesionXx ngnn de
puntos enX que converge &, existe una sucesionK ,gm,,n de subcontinuos
de X que convergen al continuo K y cumplen que, 2 K , para cada n 2 N.

A lo largo del trabajo estaremos utilizando la De nicion 2.4 o la De nicion
2.6, segln nos convenga.

Por [8, Ejemplo 16.11], sabemos que todo continuo localmente conexo
tiene la propiedad de Kelley. El reciproco de esta a rmacion no es verdadero;
para esto, consideremos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.7. Para cada n 2 N, seaA, el segmento convexo eR? que une al
punto (G; 0) con el punto 1;% y seaA =[0;1] f Og. De nimos el abanico
armonico como (véase Figura 1)

~

S
X=A] fAL:n2Ng

No es dificil convencerse de que el abanico armoénico es un continuo no
localmente conexo que tiene la propiedad de Kelley.

Figura 1: Abanico armaénico.

Ejemplo 2.8. El abanico arménico alargado se de ne como el siguiente
continuo en R

Y =X [f[1;2] fOgg
dondeX es el abanico arménico de nido en el Ejemplo 2.7 (véase Figura 2).

Observe que el abanico armonico alargado no cumple la propiedad de
Kelley, pues para el punto (10), la sucesion 1;% oy Y €l subcontinuo
B =[1;2] f Og, esimposible encontrar una sucesidB ,,g,,n de subcontinuos
de Y tales que 1;1 2B, paracadan2Ny que ImB, =B.

Para nalizar esta subseccion, mencionaremos un teorema que motiva uno
de los resultados importantes de este capitulo. Su prueba se puede consultar
en [9, Teorema 2.8].

Teorema 2.9. Sea X un continuo. Si C(X) tiene la propiedad de Kelley,
entonces X tiene la propiedad de Kelley.
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Figura 2: El continuo Y .

Niveles de Whitney

Las funciones de Whitney son una manera de medir el tamafio de los
elementos de 2. Las necesitamos para de nir los niveles de Whitney.

De nicion 2.10. Sea X un continuo. Una funcién de Whitney es una
funcion continua : 2% ![0;1) que satisface las siguientes condiciones:

" (fpg) = 0 para cada p 2 X,
" (A) < (B) siempre que A(B con A;B22 X,

El siguiente resultado garantiza la existencia de funciones de Whitney. La
prueba se puede consultar en [3, Teorema 13.4].

Teorema 2.11. Para cualquier continuo X, el hiperespacio 2 admite fun-
ciones de Whitney.

Una funcion de Whitney para C(X) es la restriccion aC(X) de una
funcién de Whitney! para 2, es decir, = !j ¢xx) . ComoC(X) es compacto,
podemos asumir que (X) = 1. Con estas observaciones, a partir de este
momento, vamos a considerar que las funciones de Whitney p&&X ) tienen
como imagen el intervalo [0; 1], con (X) = 1.
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De nicion 2.12. Sea X un continuo. Un nivel de Whitney es cualquier
conjunto de la forma ! (t), donde :C(X) ! [0;1] es una funcion de
Whitney y t 2 [0; 1].

Podemos pensar a los niveles de Whitney como una manera de agrupar a
los subcontinuos de un continueX que tienen el mismo tamafio. Extendiendo
esta idea, dado un subconjuntey de X, un nivel de Whitney paraC(Y) es
cualquier subespacio de C(X) de la forma C(Y )\ ? (t).

Para las demostraciones de los Teoremas 4.1 y 5.1, construiremos algunas
funciones con ayuda del siguiente concepto.

De nicién 2.13. Sean X un continuo yA;B 2 C (X) con A B . Diremos
gue una funcion continua :[0;1]!C (X) es un arco ordenado de A a
BenC(X)si (O)=A, (1)=By (s) (it siempreque0 s<t 1.

El siguiente resultado garantiza la existencia de arcos ordenados y su
prueba se puede consultar en [3, Teorema 14.6].

Teorema 2.14. Sea X un continuo. SiA;B 2 C(X)y A B , entonces
existe un arco ordenado de A a B en C(X).

Modelos de hiperespacios

Para nalizar los preliminares, obtendremos modelos para el hiperespacio
de subcontinuos del rayo y para los niveles de Whitney del rayo. Usaremos
esto en las pruebas de los Teoremas 4.1y 5.1.

Para motivar las construcciones que necesitamos, recordemos que un
modelo paraC([0; 1]) es la region representada en la Figura 3, es decir, es el
subespacio de Rdado por

fla;b)2R2:0 a b 1g:

Una prueba detallada de esto se puede ver en [3, Ejemplo 5.1].
Considere una compactaciéxX del rayoR =[0;1 ) cuyo residuo esS.
Sean :C(X)!][0;1] una funcién de Whitney y t 2 (0; 1).
De nimos las funcionesf : C(R)!R ?ym: *({)\C (R)! [0;1)

como o
f(a;b]) = (&:b) 'y m(ab)= ——:
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Usando argumentos similares a los de las pruebas 8eHjemplo 5.1] y B,
Teorema 14.6], se sigue gue es un encaje y quean es un homeomor smo.
Note que la imagen de f es

T=fa;b)2R ?:0 a bg:

Observe que T es la region representada en la Figura 4.

Figura 3: El hiperespacio Figura 4: EI hiperespacio
C([0; 1]). C([0; 1)).

Dados #;wp 2 [0; 1) con w o >z, considere los conjuntos
H=f[z ;9] [0;1):z ¢ g W oQYV

I =flp;w o] [0;1):0 p z o0:
Note que
fH) =1z 0;0)2T:20 g W oYy

f()=f(p;w ¢)2T:0 p z oQ:

En la Figura 5, se muestra una representacion geométrica de estos conjuntos
como subespacios d€([0; 1)). Esto se usara en la prueba del Teorema 4.1
(compare con la Figura 27).

3 Un ejemplo de W. J. Charatonik

En esta seccion introducimos el continuo que se de ni6 e? |y que sirve
para responder las preguntas (3) y (4) mencionadas en la introduccién de este
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Figura 5: f(H) y f(I) como subespacios de C([0; 1)).

trabajo. En dicho articulo, J. J. Charatonik reconoce que la idea del ejemplo
se debe completamente a W. J. Charatonik.

Consideremos la pareja ordenada;( ) en coorde@adas polares. Séxal

] L : 1
circulo unitario, esdecirS = f(r;" ):r=19.SeaS, = (;):r=1+

2n
para cada n 2 N. Por ultimo, de nimos las espirales
§ a
1
1= (n):r=1+ —con'2[11) y
§ a

,= () :r=1 Iicon'Z[l;l)

Observe que 1y » se acercan al circulo unitarids en sentido positivo, 1
desde afuera y , desde adentro, con respecto de la regién delimitada por S.
De nimos el continuo que nos interesa (véase Figura 6) como

= 4 Z[S[[fSn:nZNg:

Denotemos por : !'S la proyeccion central de nida por ((r;' )) =
(1;") (véase Figura 7). Observe que es continua.

De nicién 3.1. Sean X un espacio métrico YA X . De nimos el diametro
de A como
dam A = supfd(x;y) : x;y 2 Ag:
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Figura 6: El continuo .

Figura 7: Proyeccion central de la sucesion fgnan -
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Proposicién 3.2. El continuo tiene la propiedad de Kelley.

Demostracion. Seax 2 . Veamos que tiene la propiedad de Kelley en x.
Como es localmente conexo en cada punto de n'S, sabemos que tiene la
propiedad de Kelley en cada punto de n S (véase, por ejemplo, comentarios
previos a [1, Teorema 3.2]). Asi, podemos suponer que X 2 S.

Consideremos una sucesid® ,gnon de puntos en tal que Imx , = xy
K un subcontinuo de con x 2 K . Veamos que existe una sucesidl ,gnon
de subcontinuos de tal quelmK , = K yx, 2 K, para cadan 2 N. Observe
que six, 2 S solo para una cantidad nita den 2 N, entonces los subcontinuos
K, existen porqueS es localmente conexo. Podemos suponer entonces que
existe una cantidad in nita de n 2 N tales quex, 2 S. Analizaremos dos
casos.

Caso I. K (' S.

Sean 2 N. Si (x,) 2 K, considereP,, el arco de menor longitud ers
con puntos extremos (X,) y algun punto extremoq, de K de tal forma que
P,\K = fq,g (véase Figura 8). Observe que solo puede existir una cantidad
nita de n 2 N para los cuales es posible elegir el ar®y en mas de una
forma.

Figura 8: Arcos R, en S que van de (%) a K.

Si (x,) 2K, considereP, = f (Xp)g. Comolm (xp)= (X)y (X)=
x 2 K , se tiene qudmdam (P,) = 0. SeaK, la componente de * (K[P ,)
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gue contiene ax,. Note que six, 2 S, entoncesK, = K[P ,,. Ademas,
Im (K,) = ImK [P n = K. Seax, = (rn;" n). Luego Six, 2 S, existe
jn 2N tal que 1+ +l)<rn 1+2+nobien1 51 +1)>rn 1 zjln.
Observe€que (Kn)é S . Asi, paran su cientemente grande, se sigue que
Kn N R >———;S SiXx, 2S,yqueK, S six,2S.Comolmx, = X,
se tiene que ImJn =1. Asi, ImsupK ,, S.

Mostraremos que cualquier subsucesion convergentefide,g..n converge
aK . Considere una subsucesidi ,_ gm2n defK gnon la cual es convergente.
Supongamos quémK , = K . Por el parrafo anterior, tenemos qu& S .
Asi,

K= (K=ImK ,)=ImK[P ., =K:

Esto muestra quelmK = K. Por lo tanto, ImK ,, = K (véase Figura
9).

Figura 9: La sucesion fK,gn,ny donde ImK , = K.

Caso Il. S K.

Sean 2 N. Six, 2 S, considereK, = K. Por otro lado, six, 2 S,
entonces existe una espiral? que tiene ax, como punto inicial y se aproxima
a S. Observe quex, puede estar en ;, , 0 en alguna circunferenci&,, pero
en cualquier caso existe dicha espiral (véase Figura 10).
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Figura 10: llustracion cuando x 2 S; y cuando % 2 ;.

Asi, considereK, = K[ 9. Por la eleccién de los elementos de la sucesién
fK hQnon , tenemos que ImK, =K.

Por los Casos | y I, podemos concluir que tiene la propiedad de Kelley
en x. Esto naliza la prueba de esta proposicion. ]

4 La propiedad de Kelley no se induce a C(X)

En esta seccion vamos a mostrar que el hiperespa€if) no tiene la
propiedad de Kelley, lo cual responde de forma negativa a la Pregunta (3)
planteada en la introduccion de este trabajo.

Teorema 4.1. El hiperespacio C() no tiene la propiedad de Kelley.

Demostracion. Para cualquier 2 R, sea

D =f(1;,)2 :"2[; + ]o:
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Sea
A=fD : 2]0; ]g:

Note queD es un arco en el circul® y A es un arco en el hiperespacio(S)
(véase Figura 11), puesto que la funcién que asigna a cdda 2 A el nUmero
es un homeomor smo de A en [0; ]. De nimos

K=fQ2C(n 2): (Q) 2 Ag:

Figura 11: El arcoA en el hiperespacidcC(S), representado por algunos de
sus elementos.

Observando la representacion de los elementos Kleque se aprecia de la
Figura 12 hasta la Figura 22, no es dificil convencerse de dtees la union
del arco Ay un rayo contenido en C( n( »[S)) que se aproxima a A.

Veamos queC( ) no tiene la propiedad de Kelley en ningun punto deA.
SeanDy 2 A y D %gnon UNa sucesion de subcontinuos de  contenidos en la
espiral interna , tal que ImD % =D .

Mostraremos que no existe una sucesidl ,g.,y de subcontinuos de
C() tal que su limite es Ky D 2 2 K, para cada n 2 N.

Supongamos, por el contrario, que para cada2 N existe un subcontinuo
K, deC()tal que D? 2K, y de tal forma quelmK ,, = K. SeaQ un punto
en el rayo K A. Note que Q\( ,[S)="2.
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Figura 12: Ejemplo de un arco
gue pertenece a K.

Figura 14: Decrecemos sobre el
circulo manteniendo la proyec-
cion igual a Dy.

Figura 16: Rotamos sobre la es-
piral hasta que la proyeccion
del arco sea D.

Figura 13: Crecemos sobre la
espiral mientras la proyeccion
sea Dy.

Figura 15: Decrecemos hasta
obtener un arco en la espiral.

Figura 17: Crecemos sobre el
circulo por el punto de intersec-
cion.
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Figura 18: Crecemos sobre el
circulo mientras la proyeccion
seaD.

Figura 20: Decrecemos hasta
obtener un arco en el circulo.

Figura 19: Decrecemos sobre la
espiral manteniendo la proyec-
cion igual a D .

Figura 21: Rotamos sobre el
circulo hasta que la proyeccion
del arco sea RQ.

Figura 22: Seguimos el proceso anterior.
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Considere la funcion inducida® : C() ! C (S), dada por A(R) =
(R). Se sabe que* es continua (véase3, Lema 13.3]). ComdmK , = Ky
ImfK ) = fK), existe N 2 N tal que
1

HAKi K ) < S disti (Q1A) Y H () K n)) < 5

en dondeH, es la métrica de Hausdor paraC(C()) y disty(Q;A) =
inf fH(Q; W) : W 2 Ag.

Puesto que’(K) = A, se tiene queH,(A; M(Ky)) < % De esta forma, por
el Teorema 2.3, fKy) N 4 3;A | es decir,

Kn 1 (Nu(35A):

Vamos a mostrar queKy \ (C() C ( ) 6 ?. ComoH,(K;Ky) <
1disty (Q;A), se tiene queK N y idisty(Q;A);Ky ; es decir, existe
Q%2 Ky tal que H(Q; Q9 < disty (Q;A). SeaP 2 A tal que H(Q;P) =
disty (Q; A). Luego,H(Q; QY < %H (Q;P). Por el Teorema 2.3, se sigue que
Q N 3ZH(Q;P);Q°. Luego, dado cualquiex 2 Q, existey, 2 Q°tal que
d(x;yx) < 3H(Q;P) y, por consiguiente, 2d(x; ¥) < H(Q; P).

Supongamos queg/,, 2 , para cadax 2 Q. Note qued(x; (x)) =
dist4(x; S). Ademas, comox 2 S| ,, se sigue qudisty(x;S) < d(X;yy).
Asi, 2d(x; (X)) <H (Q;P) H (Q;”NQ)). Por lo tanto, para toda x 2 Q se
tiene qued(x; (x)) <r, en donder = %H(Q; NQ)) > 0. Por consiguiente,
Q N (n™MQ)yYy MQ) N (r;Q); es decir,H(Q;(Q)) r ,locual es una
contradiccion.

El parrafo anterior muestra que existex 2 Q tal quey, 2 ,. Como
yx 2 Q%y Q%2 K podemos concluir que

Kn\(C() C(C 2)) 6=

En lo que resta de la demostracion, comprobaremos que existe un conjunto
L ., que desconecta a C() y cuyo complemento contiene ay

Considere a ;, con el orden inducido por [01 ), en donde identi camos
como 0 al extremo de ,. De esta forma, cualquier subcontinuo de, se puede
expresar como un intervalo [a; b].

Dadoz 2 ,,denimoselpuntoz+2 2 , como el primer punto que
es mayor que z y es talque (z)= (z+2).SeaL ,=H [l ,, en donde

H,=fz;z9 ,:z z° z+2gy

l,=Mz%z+2] ,:0 29 zg:
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Considerezo 2 ' 1; 37 tal que zo > maxD {. Veamos que la intersec-
cion de (L ;) vy Ny %;A es vacia. Sea 2 *(L,)y 2 [0; ]. Luego,
T=4E),paraalgin E2H , [I| .

Vamos a probar que H(T;D) > % en todos los casos posibles.

Caso I.E2H 4.

En este casoE = [zy;29, para alginzy, z %< z¢o+2 ,y NE) =

1; 3? : (z 9 . Este dltimo intervalo representa al arco er$ que va de 1; 37
a (z9 en sentido contrario a las manecillas del reloj.

Noteque (3 )2D paratodo 2 [0; ]. Supongamos que la longitud de
arco de”(E) es menor o igual que . Entonces,(E) 1; 3? y Lis .Asipel
punto mas cercanoa (1 )de E)es 1;3- .Dadoqued (1;); 1;3- =2
se tiene que H({E); D ) 2> % (véase Figura 23).

Figura 23: La longitud de fE) es menor que .

Supongamos que la longitud de arc®(E) es mayor que . Si 2 0;5 ,

entonces 1;% ;(1;0) \D 1;%- ;(1;0) vy, por tanto,
B 2 2 - T |
d 1,— ; d L,— ; L= =p=>2
7 4 2 P57 2
para cualquierx 2 D . Similarmente, si 2 ; , entonces (1;0); 1,5 \
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D 1;2- ;(1;0) vy, por tanto,

1._ . 1._ . 1._
d ’4 ’X d 14 ) ’2

I
St
Vv
NI

para cualquierx 2 D . De esta manera, comol;; y 1; 77 son elementos
de (E), se sigue de lo anterior quél ((E);D ) > % (véase Figuras 24 y 25).

Figura 24: La longitud de”™(E) es  Figura 25: La longitud de”™(E) es

mayor que ycon 2 O0;5 . mayor que ycon 2 3;

Caso Il. E21 4.

Como fgg;z0+2 ]| E setiene queNE) = S. Observe que 1; + 37 es

| punto medio del arco complementario ® enSy, asid 1; + 37 P X

2 para todo X 2 D . Dado que 1; + 37 2 "E), esto implica que
H({E);D ) 2> 1 (véase Figura 26).

Por lo tanto, de los Casos | y II, concluimos que la interseccion déL ;)

y Ny ;A esvacia. Asi, L, y ** Ny ;A son ajenos. En particular,

KN \L Z0 = ?:
Por otro lado, considere los conjuntos

U =f[a;b] 2:a b<zg+2,a<z gy
V =fla;b] 2:Z0<a b o zo+2 <bg[(C() C( 2))

Observe queC() L ., = U [V . Del modelo deC([0; 1)) descrito en la
subseccion Modelos de hiperespacios, se sigue gygg U = U [L , ¥y
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Figura 26: E 2 I.

Cley V=V [L 4. Luego,U =C() cl¢gy VYV =C() clcy U.
Por lo tanto, U y V son abiertos en C() y ajenos (véase Figura 27).

Figura 27: Representacion de L,, U y parte de V.

ComoDJ 2U\K yy?6& Ky\ (C() C ( 2) K n\V setiene
que Ky es disconexo, lo cual es una contradiccion.
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Por lo tanto, C() no tiene la propiedad de Kelley. ]

Del Teorema 4.1 se tiene de forma inmediata el siguiente corolario, el cual
responde en forma negativa a la Pregunta (3).

Corolario 4.2. Si un continuo Y tiene la propiedad de Kelley, entonces el
hiperespacio C(Y ) no necesariamente tiene la propiedad de Kelley.

5 La propiedad de Kelley no se preserva
a los niveles de Whitney

En esta seccidon vamos a mostrar que los niveles de Whitney pequefios de
C() no tienen la propiedad de Kelley, lo cual responde de forma negativa a
la Pregunta (4) planteada en la introduccion de este trabajo.

Teorema 5.1. Para cada funcion de Whitney :C() ! [0;1) y cada
t2 (0; (S)), el nivel de Whitney ! (t) no tiene la propiedad de Kelley.

Demostracion. Dados ; 2 R con < , considere el conjunto
D =1(1;)2 : g

Recordemos que en la prueba del Teorema 4.1 se de nid, para cadeR , el
conjunto

D =f(1;)2 :"2[; + ]o

Note que tanto D como D son subcontinuos de S.

Sea :C() ! [0;1) una funcion de Whitney. Fijemost 2 (0; (S)).
Vamos a demostrar que ! (t) no tiene la propiedad de Kelley; para esto,
desarrollaremos ideas similares a las de la prueba del Teorema 4.1. Para este
propdsito, considere

A= B2 '®\C(S):B=D paraalgunos y con0 < 2
Note queA es un arco, puesto que la funcidon que asigna a cdda 2 A el

namero es un encaje d& en [Q2 ]. Ademas, cada elemento dA es un
arco contenido en S.
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Sea ¢ el tnico elemento de (0 ) que cumple que el conjuntd, = Dg * 0
es elemento de ! (t)\C(S). Sea

1.
"= édIStH (Bo; A):
Puesto queB, 2 A, se tiene que"; > 0. Ademas, dado cualquieA 2
C( »), consideremos

rad(A) = maxfr : (r; ) 2 A para alguan g:

Usaremos también la funcién inducida* y la funcion dist descritas en la
prueba del Teorema 4.1. Para cada n 2 N, sea

8
R,= A2 @®\C( o) :rad(A) 1+ %y(A):D

para algunos y con0 < 2

Observe queR , es una compactacion del rayo con residuo para cada
n2N yquelmR , = A. Seang 2 N tal que Rn0 N n("1;A). Renombremos
K=R,,.Sea>0talque Ny("2;K) N x("1;A).

Sea el Unico elemento de (2 ) tal que el conjuntoDy = D, es elemento
de A. Sea fD2gnon Una sucesién en ! ()\C( ) talque ImD 2=D,.

Supongamos que existe una sucesifi,,g,oy de subcontinuos de ! (t)
tal que ImK , = Ky D2 2 K, para cadan 2 N. SeaQ un punto en el rayo
K A.ComoImK , =K, existe N 2 N tal que

Ho(K 1K) < 2 mnfdist 14(Q; A);" 29

Aplicando argumentos similares a los usados en la prueba del Teorema
4.1, se puede probar que

Kn\(C() C(C 2)) 6=

Por otro lado,
Kn N {("2:K) N w("1; A):

En lo que sigue, mostraremos que existe un subcontinlg, de que
desconecta a ! (t) y que cumple que el complemento dft ,g en 1 (t)
contiene a Ky.
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Considere a , con el orden inducido por [01 ), en donde identi camos
como 0 al extremo de ,. De esta manera, cualquier subcontinuo de, se
puede expresar como un intervalo [a; b].

Denamosz, = 1 5-;2n paracadan2N conn> 1. Observe que
z,2 Y (z,)=(1;0). Sea , el unico numero positivo tal que el arco de

» dado por
oo L < . L <
L, = 1 ﬁ,Zn n o1 m,2n+ n
cumple que (L,)=t. Note que ImL ,=Bgyz,2L, paracadan2N.

Seam 2 N tal que z,, > maxD { y H(Lm;Bo) < " 1. Supongamos
quely 2 Ny ("1;A). Entonces,H(L,;B) <", para alginB 2 A v, asi,
H(Bo;B) H (Lm;Bo)+ H(Lm;B) < 2';. Por tanto, disty (Bo; A) < 2';.
Como esto contradice la eleccion dg,"concluimos que k, 2 Ny ("1; A).

Por otro lado, considere los conjuntos

~

| ” € S_
U= A2 ! Mm\C( ):A= 1 % ;1 1L para algunos
y con <2m m Y
I " € S—

V= A2 Love( ,):A= 1 la;‘ 1 L para algunos
y conzm m< [ *®VC(O C( 2))):

Observe que ! (t) fL ng= U [V . Del modelo de los niveles de Whitney
de C(]0; 1)) descrito en la subseccion Modelos de hiperespacios, se sigue que
cligU =U[L mgycl:gV =VIL ng.LuegoU = P (t)cl 14V
yvV= 1(@)cl 14 U.Porlotanto, U yV son abiertos en * (t) y ajenos.
ComoD{ 2U \K  y?6=Ky\(C() C( »))) K n\V, se sigue que
Ky es disconexo, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, ! (t) no tiene la propiedad de Kelley. ]

Como una observacion adicional al Teorema 5.1, dada cualquier funcion
de Whitney :C() ! [0;1 ), no es dificil convencerse de que el nivel (t)
es localmente conexo para cualquier t 2 [ (S); 1]. Por tanto, por [8, Ejemplo
16.11], ! (t) tiene la propiedad de Kelley para cualquier t 2 [ (S); 1].

Del Teorema 5.1 se tiene el siguiente corolario, el cual responde en forma
negativa a la Pregunta (4).
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Corolario 5.2. Si un continuo Y tiene la propiedad de Kelley, entonces los
niveles de Whitney deC(Y) no necesariamente tienen la propiedad de Kelley.

Para nalizar este capitulo, y considerando las caracteristicas del contrae
jemplo analizado, proponemos la siguiente pregunta.

Pregunta. ¥Existen un continuo X y una funciéon de Whitney :C(X)'!
[0; 1] tales queX tiene la propiedad de Kelley, pero para cada2 (0;1) se
cumple que ! (t) no tiene la propiedad de Kelley?
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Capitulo 5

Embedding theorem

David Herrera Carrasco !, Fernando Macias Romero 1,
Eiichi Matsuhashi 2, and José Alberto Ortega Becerril !
FCFM-BUAP !, Shimane University 2

Resumen

This chapter covers the basic concepts of Continuum Theory, Nested
Intersections, Inverse Limits, and the Embedding Theorem. However, we
emphasize the conditions for the embeddability of an inverse limit inR?".
The results are from R. Isbell [2].

1 Introduction

We denote the real line byR and we consider the metric space as a
non-empty setX equipped with a metricd. A continuum is a nonempty,
connected compact metric space. A subcontinuum is a continuum that is a
subset of a space. We will always consider our continua to be nondegenerate;
the term means the space consists of more than one point. We shall introduce
the term nested intersection for our goal. Then, we rst need to establish the
following two results.

De nition 1.1. A continuum X is said to be decomposable X can be
written as the union of two proper subcontinua. A continuum that cannot be
decomposed is called indecomposable.

Proposition 1.2. Let X ;gl; be a sequence of compact metric spaces such
that X;;7 X jforeachi=1;2;:::, and let
\l
X = Xi

i=1
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If U is a open subset of X such that X U, then there exists N such that
X; Uforalli N

In particular: If each X; 6=;, then X 6= (and, clearly, compact metric).

Demostracion. Suppose that for each = 1;2;:::; there existsx; 2 X; nU;
note that x; 2 X ; by hypothesis. SinceX; n U is a compact metric space, we
may assume that the sequende ;gL, converges to some poinp 2 X, n U.
For eachk, x; 2 X foralli k . Hence,p 2 X for eachk. Thus, p 2 X,
which, sincep 2 U, contradicts our assumption thatX U . This proves the

rst assumption. Now, suppose thatX = ;. we can considelU = ;; then
for the rst part, there is N such that X; U for eachi N , but this fact
implies that Xy =;, which contradicts the hypothesis. O]

Theorem 1.3. Let fX gL, be a sequence of continua such thxt.; X ;
foreachi=1;2;:::, and let

\l
X = Xi

i=1
Then, X is a continuum.

Demostracion. By 1.2, X is a nonempty, compact metric space. Now suppose
X is not connected. ThenX = A[B where A and B are closed ofX,
nonempty, disjoint sets. SinceX; is a nonempty metric space, therX, is a
normal space, there are disjoint open set and W of X; such thatA V

and B W.LetU =V [W, Then, by 1.2, X y U for some N, hence

Xn =X n\W)[(X N\W)

But X = A[B andX X y,andsinceA& ; andB & ; then Xy \V 6 ;
and Xy \W 6= ;. However, this fact contradicts that Xy is connected [

Now we shall discuss the inverse limit. We note that inverse limits may be
a special case of nested intersections. First, we will de ne Cartesian products,
since inverse limits are de ned as subsets of Cartesian products. For the
purpose, we are concerned with nite and countable cartesian products. The
Cartesian Product of spaceX;,i =1;2;:::,orl i n<1 is the space of
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all sequencesxj)L, or, respectively, nite sequencesx)?,, wherex; 2 X;
for each i, with the product topology denoted by

¥ N4
Xi or, respectively, by X,
i=1 i=1

we always assume a Cartesian product has the product topology unless other-
wise stated. We also assume the Axiom of Choice. Note the following theorem

Theorem 1.4. The nite or countable Cartesian product of continua, or of
nonempty compact metric spaces, is a continuum or a nonempty compact
metric space, respectively.

Demostracion. The product space is compact by Theorem 4 of4]| p. 17],
connected by Theorem 11 of4], p. 137], and metrizable by f§], p. 212-213]. In
the nite case, it is nonempty and, in the countably nite case, it is nonempty
by the Countable Axiom of Choice [[6], p. 20]. O

2 Inverse limits

De nition 2.1. An inverse sequence is a double sequencéX ;;f;gk, of spaces
Xi, called coordinate spaces, and continuous functiong :fXi;; !X ;, called
bonding functions. IffX ;;f;gl, is an inverse sequence, then the inverse limit

is
( v )

Im fX i;figilzl = (Xi)ilzl 2 Xi :fi(Xi+1):Xi foreachi =X 1 -
i=1

Proposition 2.2. Let X ;;figl, be an inverse sequence of continua. For
eachn=1;2;:::, de ne
( v )
Qn(Xi;fi):: (Xi)il=1 2 X :fi(XH.]_):Xi foralli n

i=1
Then (1)-(3) hold:
(1) Qn+1 (Xi;fi) Q n(Xj;fj) foreachn=1;2;:::,
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(2) Qn(Xj;fi) is homeomorphic toQ i1:n+1 Xi foreachn=1;2;:::,
T
(3) Im X ;figh; = 1, Qu(Xi;fy).

Demostracion. One can convince themselves that (1) and (3) are immediate,
so we will only prove (2). Fix n 2 N and de ne

\Z
h:Qn(Xi;fi)! Xi as h((x)iy) = (X i)
i=n+1

for each (%)L, 2 Qn(Xi;f):

First, let us show that the function is injective. Letx;y 2 Q,(Xj;f;) such that
x 8 y. Sincex = (x;)L, andy = (y;)i,, there existsi, such that x;, 6 vy;,.

Then
h((Xi)i1) = (X )iznss— @nd h((Yi)ie) = (Y 1 )ik

Thus, we have two cases:

1. Supposei, n . In this case, it is immediate that &)L, 6 (i)t >
and therefore h(x) 6= h(y).

2. Supposed < n. Recall that x;y 2 Q ,(Xj;fi), so
Xio =f io(xio+1) and Yio =f io(yio+1):

Without loss of generality, assuméo+1 = n. If (Xi)&,.; = (Yi)ine o
then x; =y; foralli>n, so

Xp =f n(Xn+l) =f n(yn+l) =V¥Yn;
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or equivalently, X,+1 =VYi,+1 . But this implies
Xio =f io(Xio+l) =f io(yio+1) =Yio

which is a contradiction. Thus, h(x) 6= h(y).
Q,

For surjectivity, let x 2~ _ ,; Xj, thatis, X = (Xi)L., - We want to
show that there exists y 2 Q (X;;f;) such that h(y) = x. De ne

8

2 X; ifi n+1;
yi = >fn(xn+1) ifi:n;

Cfilyie) ifi<n

Theny = (yi)i1:l 2 Qn(Xi;fi), and moreover, h(y) = x.

For continuity, let x 2 Q, and U be an open set in~ - ., X; such

"
h(X) 2 U n+1 U n+2 U n+k X| U

i=n+k+1

Let

v
V =0Q,(Xi;fi)\X 1 X 2 X nUna Uqpe U e Xi:

i=n+k+1

Note that x 2 V and h(V) U . Thus, h is continuous. Finally, note that
Qn(Xj; i) is compact by Theorem 1.5.4 of {]], p. 38]), soh is a homeomorphism.
O

From this result, the following theorem is a consequence of a previous
result.

Theorem 2.3. An inverse limit of continua is a continuum.

Demostracion. Using item (2) of 2.2 and 1.4, and applying item (3) of 2.2
together with Theorem 1.3, we conclude the proof. O
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3 Indecomposable Continua of Inverse Limits

De nition 3.1. An inverse sequence fX i;f;g, where eachX; is a continuum,
is called an indecomposable inverse sequence if for each i =1;2;:::, and
for any subcontinuaAi:; and Bi;; of Xi+; such thatXi:; = Ajsg [B s, it
holds that X = f i(Ai+1) or fi(Bi+l ) =Xj.

Lemma 3.2. Let fX ;;f;g be an inverse sequence of metric spaces with inverse
limit Im fX ;;figt,. For eachi = 1;2;:::, let ; : X; ! X ; be thei-th
projection. Let A be a compact subset of; . Thenf (A);fij ., (4 O, is an
inverse sequence with onto bonding functions, and

#
\Z
1) Imf ((A)ifij .. w0 =A= i(A) \X 1:
i=1
Demostracion. First, note that f; 41 = foralli =1;2;:::. Therefore,
f i(A):fij .. 0L, is an inverse sequence. Also, observe that
" # " #
_ . ¥ Y
Imf i(A);fi] . a0z = i(A) \X ; and A i(A) \X 1:
i=1 i=1
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Thus, to prove (1), it su ces to show that
" #
\Z
i(A) \ X1 A
i=1
Lety =(yi)L, 2 [Q}:1 i((A)J\X ,.Foreachj=1;2;:::, dene
Kj =A\ jl (v;):

Directly we can see that eactK; 6 ;. Moreover, by the continuity of the
projections and the compactness &k, eachK; is compact. Finally, note that
Kisn K j.Letx2 3 (Yjer)- Then i (X) =y e, SO

fj( j+1 x) =f j(yj+1):yj'i

On the other hand, f;( ju1 (X)) = j(x). Therefore,x 2 ;' (y;). By these
properties of the sets K, we have
\l
K; 6=;:
j=1

T
Letp 2 j1:1 Kj. Then, p 2 A, and the j -th coordinate of p must bey; for all
j=1;2;:::. Thus, p =y, which implies y 2 A. ]

Proposition 3.3. If X ;;figl, is an inverse sequence of non-empty spaces
with onto bonding functions, then the projections; map X; continuously onto
each X. Therefore, if each X is nondegenerate, then X is nondegenerate.

Demostracion. Let fX ;;f;g be an inverse sequence. To prove that(X, ) =
Xi, rstnote that {(X;) X . Now, lety; 2 X;. Since eacH; is surjective,
there exists y;; 2 X 41 such that fi(yi+1 ) =yi. De ne

8 - - -
2 Y if joi

1 —_
V)= = S o
fi(yjer) 0 j<i

Then (y;)iz; 2 X1 and i((y;)g, ) = Vi. Therefore, (X1 )= X;. Moreo-
ver, if eachX; is non-degenerate, then for eacp 2 X ;, there existsay 2 X ; .
Thus, X; is non-degenerate.

O
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Theorem 3.4. If X ;;f;gis an indecomposable inverse sequence with limit
X1, then X; is an indecomposable continuum.

Demostracion. We have previously seen thal; is a continuum. Thus, it
remains to show that it is indecomposable. LeA and B be subcontinua ofX ;

suchthatA[B = X; . We will showthat A = X; orB = X; . By Proposition
3.3, we haveXi;; = 1 (A)[ i+1 (B). By de nition, fi( i+1 (A)) = X; or
fi( w2 (B)) = X;. Moreover,f; 41 = i,s0 i(A)= X;or ;(B)= X, for
all i. Without loss of generality, assume that j(A) = X; for in nitely many i.
Then, using the surjectivity of the bonding functions, we have

fj f K+l — ijI’ij<kZ

We have seen that j(A) = X; fori =1;2;:::. Using Lemma 3.2, we have
A=X.. O

4 Embedding theorem

We possess the necessary knowledge to present the rst result regarding
embedding theorems

Theorem 4.1. Let ( S;d) be a compact metric space anfX ;;f;g an inverse
sequence where eacK; is a non-empty compact subset & and eachf; is an
onto function on X;. De ne

fij:fi fjl XJ'X i |fj>|+1andf ii+1 :fi:
Suppose (1) and (2) hold as follows:

(1) For every " > 0, there exists k such that for all p 2 X,
n #
H [ 1 "
diam fg () <™

>k

(2) For everyi and every > 0, there exists °> 0 such that for anyj > i
and p;q 2 X, if d(f (p); fj; (@) > , then d(p;q) > °
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€g S
Xm . In particular, if

Tl
i=1 mi

Then Im fX ;;figL; is homeomorphic to
Xi X 1 for eachi, thenIm X ;;figk, is homeomorphic to ., X;. This
theorem is known as the Anderson-Choquet Embedding Theorem.

Demostracion. Let X; = Im X ;;f;gl, . We will show that if x = (x;), 2
X1, then fx g, is a Cauchy sequence. Let> 0. By condition (1), there
exists k such that " #

Ly
diam fg (P) <™
>k
Note that if n k, thenn+m >k for m 1. Also,

frnem) Knem ) =F & f onem1 (Xnem )

=fy f onem2 (Xn+m1 )

=fy f o1 (Xn):fkn(xn):

Since diam Sj>k fkj1 (p) < ", it follows that d(Xn;Xp+m ) < ", and thus
fx gL, is a Cauchy sequence i8. SinceS is compact,fx gL, converges to a
point h(x) 2 S. Thus, we have de ned a functionh from X; to S. We now
show that h satis es the following conditions (a) (c):

(a) his continuous.
(b) his injective. )
©h )= T E SR
To prove (a), let x=(x;) 2 X ; and "> 0. Consider

B=fz2S:d(z;h(x)) <"g:

Choosek as guaranteed by condition (1) and let = k+ 1. Dene V =

|1 (B\X ), where | is the I-th projection. Sincex 2 X ; and k satis es
(1), it follows directly from the de nition of h that d(x;;h(x)) <", and thus
X; 2 B\ X . Therefore,x 2 V. Observe that sinceB\ X | is open inX,, V is
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open in X . Now, lety = (y;) 2 V. By the same reasoning as fox, it follows
that d(y;; h(y)) <". Since y 2 V, it follows that y, 2 B, and thus

d(h(y);h(x)) d(h(y);y 1)+d(yi;h(x)) <2"

Therefore, @) holds. To prove (), let x = (xi)%; ;¥ = (yi)t; 2 X1 such that
x 6 y. Then there existsi such that x;, 6 y;,. Let = X% By (2) there
exists ?such that for any j > i o,

d(fio; (X;)i Fioi (1)) = d(X i3 Yip) =2 >

which implies d(%;y;) > ° Therefore, h(x) 6= h(y). Finally, to prove (c), let
I
\1 [
Z= Xm

i=1 mi

It is clear from the de nition of h that h(X,;) Z . It remains to show that
Z = h(Xy ). To this end, we will prove that h(X, )is dense inZ.Letz2Z
and " > 0. By condition (1), there exists k such that for all p 2 X,
" #
H [ 1 ",
diam fy () <™
>k
Sincez 2 Z, there existsm k such thatd(z;p) <" for somep 2 X ,. By
(3:3), there existsx = (x;)L; 2 X1 such thatx,, = p. Moreover, sincen k ,

replacingk with m still satis es (1), and thus d(x;;xm) <" foranyj>m .
Additionally, d(x n; h(x)) <". Therefore,

d(z;h(x)) d(z;x m)+d(Xm;h(x)) <2"

This proves that h(X; ) is dense inZ, and thus h(X; ) = Z. SinceX; is
compact and h is continuous, h is a homeomorphism. O

De nition 4.2. Let X andY be metric spaces, and left : X 'Y . Then f
is an "-map if f is continuous and diam(f * (f(x))) <" for every x 2 X.

De nition 4.3. Let X be a compact metric space, and |& be a collection
of compact metric spaces. TheiX is of P Like if for every" > 0, there
exists an "-map f and X is the continuous image of some member ¥f P.
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Theorem 4.4. If X is a continuum andP is a collection of compact, connec-
ted spaces, then the coordinate spaces used in the inverse limit representation
of X (with onto bonding maps) may all be chosen froR if and only if X is

P- like

Demostracion. Assume X = Im fX ;;figt, where eachX; is a nonempty
compact metric spaces with metrial; and eachf; maps ontoX;. Let P =
fXi:i=1;2:::9. Let d be a metric en X de ned by

R o di (Xi; i)

d((xi)izs 5 (i)iea ) =

iz1

1+di(Xi;yi)

for each &)L, ;(yi)t; 2 X . Then, the ith projection map ; : X I X ;is
a 2' -map for eachi To see this fact, we need to show that for any 2 X,
diam( > (y)) < 2' . Let (xn);(z,) 2 . (y) by de nition, x; = y = z then
the ith term in the sum is

di(Xi; z)
1+di(xi;z)

X dn(Xn; zn
then d((xn); (za)) = 2" %
né=i e n

=0

Note if n <i since &,);(z,) 2 X thenf (Xn+1) = X, for eachn by hypothesis
Xi = zj, entonces

fiXisr) =Xi =Yi =fi(Zis1)
then xi1 =fi1 (X;)=fi1 (Vi) =VYi1

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 5, paginas 115-134



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Eiichi Matsuhashi, José
126 Alberto Ortega Becerril

Following this fashion we can say that for each <i, x, = z,, then the
sum

ow X n Oh(Xn;Zn)
d((xn); (zn)) = n6:i2 T+ a0y
- X n dn(xn;zn) + X n dn(Xn;Zn)

1+da(Xnsyn) 1+dn(Xn;Yn)

=0+ X 2" _Oh(Xnizn)
1+dn(Xn;yn)

n>i

n<i

. P o
Now we note that forn > i, the rst term of the sum = .., 2" is 2(+D

and the sum has ratio} then

n

X o Gh(Xniz) X o1
1+dn(Xn;Yn)

:2i

n=i+1 n=i+1

Therefore d((x,); (Yn)) < 2' , we conclude thatdiam( * (y)) < 2' . Hence
X is P-like. ]

Finally, for our main problem, we will approach it by dividing it into the
following results from R. Isbell ([[2], p. 73])

Theorem 4.5. Let X = Im X ;;f;gL; where eachX; is a nonempty compact
metric space with metric ¢l. Let

fijzfi fj]_ lex pifj>i+landf j.q, =f;

Let (Y; ) be a complete metric space. Then, there is a sequeficegt, , "; > 0,
such that if there are embeddings; lof X; in Y satisfying

(h;(x);hi £ (x) < éforeacthXj and j > i

Where ; < % and ; < (hj(y);hi(z)) wheneverd;(x;y) > ", then X is
emdeable in Y

Demostracion. Let d and ;| as in 4.4. We prove that for each, there exists
i > 0 such that.

di( i(): i(y) i whenever d(x;y) > 2
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We prove this by contradiction, then there isig such that, there existsxy; yn 2
X such that

d(Xn; Yn) > 210 put di,( i,(Xn); i,(Yn)) < %for each n

Since X is compact, there are subsequence of,ix and fy,g such that
Xpi ' X2 X Yy nily2X

Moreover sinced(Xn;i;Yni) > 2' © then d(x;y) 2'°. On the other hand ;,
is continuous then
io(Xni) ! i(X) and io(Yni) ! io(Y)

Howeverd,( i,(Xnk); io(Ynk)) < I, this implies that ;,(x) = i,(y) and this

contradicts the factd(x;y) 2! r]( i, isa 2 -map ). Then there is ; such
that

di( i(¥); i(y)) i whenever d(x;y)>2":

Let ", = mnf ;; %g for eachi. Now, assume that for these numbers there
are embeddingd; satisfying the conditions above, then for eackh 2 X , we
prove that fh;  ;(x)gt, is a Cauchy sequence iiY. Let" > 0, x x 2 X
and i;j 2 N, then

(hi ixsh; x))=( i 5 HEh; (X))

. 1
= (hi fi(X)hj(x;)) < <'=%!0asi!1

3 3
Then we choose i su ciently large and for j > i we have
(hi i();hy () <"
Since Y is a complete metric space we can dene h: X !'Y by letting

h(x) = |_rT11 hi (X for each x 2 X
il

Then we shall to prove thath is an injective map, for this. Letx; x°2 X
such that x 6= X, then, there is | 2 N such that

X| 6:)? and |(X) 6= |(X(>
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It follows that there exists"| such thatd( (x); (x9 >", then, by hypothesis
(hjx);hi f4(x)< §'for each x2 X; and j > |
where | < %and < (109D ha(C(x9):
Since
hGd=1m hii(x) h(x9 = Imhi (X9
we have that
(e:h ()< 3 (h( %h 1N < 5
And note that if (h(x);h(x 9) -+ then

< (100X hi(C1(x9)  (h (X)) h())+
(hx);h(x 9+ (h(x 9 hi(x9Y)<

Therefore (h(x); h(x 9 > 3, We conclude that h is injective.
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De nition 4.6. Regard R?" asR] R J whereR] and R} are copies ofR".
Then, a subsetF of R?" is said to be at provided that there is a homeo-
morphism h of R?" onto R?" such thath(F) R 7 fg where denotes a
point of RS

Proposition 4.7. 1. If Sis aclosed ofR] andf : S!R J is any conti-
nuous function, then the graph G(f) of f is at where

G(f) =f(s;f(s)) 2R 2":s2 Sg

2. 1f F R 2is atand k is any homeomorphism oR?" onto R?" then
k(F) is at

3. If Sis compact and embeddable R" and if f : S!F is any continuous
function from S into a at subset F of R?", then f can be arbitrarily
closely approximated by embeddings of S into at subsets 'R

Demostracion. 1. SinceS is a closed subset ifR], using [3, p.127] there
exists a continuous functionf from R} to R} such thatf js = f. Let
h: R I R 2" such that h((x;y)) = (x;y f (x)) then h is clearly
homeomorphism and to see thah(G(f)) R ! fg where is a point
of R, let (s;f(s)) 2 G(f); since s 2 S then f(s) =f  (s) therefore

h((s;f(s)) =(s;f(s) T (s))=(s;)2R 1 fg
and we conclude h(G(f)) R} fg

2. SinceF is at, there is homeomorphismh such thath(F) R 7 fg
where denotes a point ofR], deneg=h k! :R> IR 2" we note

that since h and k are homeomorphism, theng is homeomorphism, on
the other hand

gkk(F))=h k *((h(F))=h(F) R 7 fg
then k(F) is at

3. Let d be the product metric forR] R 5. SinceS is compact andf
is continuous, f (S) is compact in F, moreoverF is a at subset of
R?", then, there existsh : R>" I R 2" a homeomorphism, such that
h(F) RT fg; 2R 3, Sinceh is homeomorphism, thern(f (S)) is
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compact inR?", and, sinceR?" is locally compact inR?", hence,h(f (S))
has a compact neighborhoods. Let T to be a compact neighborhood of
h(f (S)), For each", there exists > 0 such that, ifz 2 R>> ands2 S
with d(z;h(f (s))) < ,thend(h? (2);f (s)) <", We prove this claim by
contradiction. There exits", such that for eachl 2 N there arez 2 R?"
and s 2 S, h(f(s)) 2 h(f(S)) such that:

d(z;h(f(s 1)) < |_1 but dh* @)f(s)) " o

Sinceh(f(S)) T and T is compact inR?" and d(z;h(f (s)) < %,
hence, for su ciently large | we have thatz 2 T, moreover there exists
a subsequence of h(f(9) such that:

h(f(sii))!x2T as i1l

Sinceh is homeomorphismh?! is continuous, then, for%’, there exists
1 > 0 such that, for any y 2 R?"

Ifdocy) < o then dh* ;h* ) < 5
We can notice thatz,; ! x asi!1l , now for ; there is N; such

that if i N 4, d(z;;X) < 1 and there isN, such that if i N ,
d(h(f(si));xX) < 1, Thenlet N = maxfN 1;N,g, thenifi N

d(z;i;%) < 1 and dih(F(s )X < 1
Therefore we have:

d(h* (zii)if(sii)) =d(h * (zi;);h* (h(f(s 1))

dh * @i)h? ) +dh T )iht (MFS < 5+ 5 ="0
And this is a contradiction. Then, for each" there exits > 0 such that,
if z2 R ands 2 S with d(z;h(f (s))) < , then,d(h! (2);f(s)) <".
LetU=1fx2R 5 :d(;x)< g tobethe -ball about in Rj. Let gbe
an embedding ofS in U. We can considerer thag sinceS is embeddable
in R" and R} is a copy ofR", then thereis :S!R 3 an embedding,
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we can considerer (s) = =5, thenletg: SR 5,9(s)= + (9)
is such that g(S) U. Then letting
1(x; ) =x for all x;)2R 7 fg
Then de ne:
':SIR =
'(s)=( 1(h(f(s))); a(s)) for each s2S

Thereforeh! ' is an embedding ofS into R?" within " of f, to prove
this, rst note, since h(f(S)) h (S) R ! fg ,then, for eachs 2 S,
f(s) 2 h(f(S)), there exits x 92 R} such that h(f(s)) = (x % ), then
(h* s)=h *(1(h(f(9)));9(s)
=h (105 )9(s) 2R ™"

Sinceg is an embedding, thery is injective, and this implies thath !
is injective. Now, since g(s) 2 U then, d(;g(s)) < , moreover

d('(s); h(fs)) =d(( 1(h(F(s)); 9(9)); (x )
=d((x S g(s)); (x5 ) <

Thus d(h* (x59(s))):f(s)) = d((h* ' )(s);f(s)) <" Sincek =
1 h f:SIR 1, Kk(S) is compact, then we can de ne

w:k(S)!g(S) R 3
1 h f(s) 7' g(s)
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Since' (S)=f (s)2R?":s2Sg=1f(( 1+ h f )(s);9(s)):s2Sgwe
can regard' (S) as the graph forw, by (1) of 4.7, (S) is a at, and
sinceh?! iis homeomorphism thenh? (' (S)) =(h! ' )(S)is a at
for (2) of 4.7

O

Theorem 4.8. If X = Im X ;;f;gL, where eachX; is compact and embedable
in R" (n xed ), then X is embedded in R"

Demostracion. First, we note that R?" is a complete metric space, then by 4.5,
there is a sequenc® ;gt, ,"; > 0 such that if there are embeddingh; of X; in
R?" satisfying (h;(x); hi i (X)) < 5 foreachx 2 X'j andj >i where ; < %
and ; < (hi(y);hi(z)) wheneverdi(y;z) > ", then X is embedded inR?",
then we construct these embeddings. Siné€é; is compact, and by hypothesis
X1 i1s embedded inR", then there isf : X, 'R " a continuous function, we
deneh;: X;!G (f) R 2", hy(x)=(x;f (x)) then by (1) of 4.7, G(f) is a
at subset of R?", then h; is an embedding oX, in a at subset of R?". We
prove that it is possible to choose; < 1, such that if d;(y;z) > " 1, (d; is the
metric for X 1), then, jjhi(y) h 1(X)jj> 1, we assume by contradiction that
for each n 2 N, there exits fy,g:.; and fz,gl., sequence in X such that

. L1
di(Yn;zn) >" 1 but jihilyn) h(z w)jj < ~

Since X ; is compact metric space there exist subsequencesfyfgt_, and
fz,gl., such that

Yni 'y 02X and Zyi !z 02 X1
asil!l

Since d(Yni; zni) > " 1 this implies that d(yo; zp) " 1 and
hi(yo) =h 1(i|!£n Ynii)
= !m hl(yn;i)
i1
= .Im hl(zn;i)
i1
=ha(im zn)

= h;(2o):
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Since, h is one-to-one, thereforg, = zp but this contradicts the fact that

d(yo;zo0) " 1. Now sincef,: X, ! X 1 is continuous andX, is embedable in
R", then h; f ; is a continuous function fromX, into a at subset of R?",

then by (3) of 4.7, there is an embedding, of X, in a at subset of R?" such
that

jiho() h ¢ faX)jj< El forall x 2 X

Continue the induction, let ; < 1 such that, ifdi(y;z) >";, then ; <
(hi(y); hi(z)), so that h; is chosen within

mnf( §i)2” i=1;::0) lgofh j1 g
Then h; is within 4 of hy f ; whenever i <], to see this, let x 2 Xj,
jihy ) hoi £y b ) e ey (X
e fan 6 gz fgzy i

i g Faey 0 D i ()
i + 1 + o+ !
3 200 3 202 3 20
B
3

n

1 i
= < !
2n 3

=1
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Sobre la pseudo-contractibilidad y los conjuntos
rigidos en continuos
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Orozco Zitli
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de México

Resumen

SeanX y Y espacios topolégicos ¥;g : X ' Y funciones continuas.
Diremos quef es pseudo-homotopica @ si existen un continuoC, dos
puntos a;b 2 C y una funcién continuaH : X C!Y tales que
H(x;a) = f(xX) y H(x;b) = g(x). Un espacio topolégicoX es llamado
pseudo-contractil si su funcién identidadl x es pseudo-homot6pica a una
funcién constante enX . Este capitulo expositivo esta enfocado en mostrar
resultados basicos relacionados con la pseudo-contractibilidad, asi como
ciertos conjuntos rigidos bajo (pseudo-)homotopias que no permiten que
un continuo sea (pseudo-)contractil.

1 Introduccidn

SeanX y Y espacios topolégicos ¥;g : X 'Y funciones continuas.
Diremos quef es pseudo-homotopica g si existen un continuoC, dos puntos
a;b 2 C y una funcion continuaH : X C!Y  tales queH(x;a) = f(x)

y H(x;b) = g(x) para cadax 2 X . La funciébn H es llamada una pseudo-
homotopia entref y g, y el continuo C es llamado espacio factor. Se dice
gue un espacio topolégicX es pseudo-contractil si la funcién identidadx

es pseudo-homotdpica a una funcion constante ¥n Claramente, estos con-
ceptos generalizan los conceptos de homotopia y contractibilidad dados en la
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topologia general.

Historicamente, R. H. Bing introdujo la nocion de pseudo-contractibilidad;
sin embargo, fue W. Kuperberg el primer matematico que probé que las no-
ciones de pseudo-contractibilidad y contractibilidad son diferentes (véas2|
Seccion 4, Ejemplo 1]). En la Seccién 4, se presentara un continuo pseudo-
contractil no contractil. Por la naturaleza del ejemplo que W. Kuperberg dio,
el cual, en apariencia, es mas complejo de escribir y similar a la curva del top6-
logo, pregunt6 lo siguiente: ¥Sera la curva del topologo pseudo-contractil? En
relacion a esta pregunta, H. Katsuura prob6 erllB] que la curva del top6logo
no es pseudo-contractil con espacio factor el mismo. Adicionalmente, probdé
que si Y es un continuo indescomponible no degenerado tal que cada una de
Sus componentes es arco-conexaXy es continuo que tiene arco-componentes
densas, entonces X no es pseudo-contractil con espacio factor Y .

Posteriormente W. Debski probé en]]] que la curva del top6logo no es
pseudo-contractil. Ya en 2007, M. Sobolewsky se encargé de dar un resultado
mas general endl], mostrando que el unico continuo encadenable pseudo-
contractil es el arco. Este resultado, obviamente, abarca la curva del top6logo
y el pseudo-arco, entre otros continuos; este ultimo también se ignoraba si
podria ser pseudo-contractil.

Otros trabajos previos relacionados con el tema se pueden consultar en
[3], [9]'y [17].

Las propiedades de contractibilidad y pseudo-contractibilidad nos permi-
ten determinar cuando un espacio no presenta cierto tipo de agujeros , por
lo que es importante en topologia determinar que tipo de espacios presentan
agujeros 0 no. Sin embargo, la propiedad de no contener agujeros no es
su ciente para determinar la (pseudo-)contractibilidad de un espacio. Por lo
gue un problema natural es determinar qué tipo de propiedades o qué tipos
de conjuntos en los espacios impiden que estos sean (pseudo-)contractiles.

Existen conjuntos que llamaremos conjuntos rigidos bajo homotopias, los
cuales hacen que un continuo no sea (pseudo-)contractil. Aqui nos enfocaremos
principalmente en los llamadosR'-continuosi 2 f 1;2;3;4g y R'-conjuntos
i 2f 1;2; 3g, los cuales tienen la cualidad de mantenerse jos bajo homotopias.
Posteriormente, en la Seccidon 6 explicaremos qué signi ca esto.
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Este capitulo expositivo tiene la nalidad de mostrar algunos resultados
basicos relacionados con la pseudo-contractibilidad y de presentar, con un
enfoque historico, el desarrollo de ciertos conjuntos rigidos y su relacion con
la (pseudo-)contractibilidad.

2 Preliminares

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Un
subconjunto de un espacio topolégicX que es un continuo se llama un
subcontinuo deX . Un espacio topoldgico se llama conexo por continuos si,
para cualesquiera dos puntos, estos estan contenidos en un subcontinuo del
espacio. A lo largo de este trabajo, el intervalo unitario cerrado;[0] se
denota porl. Un arco se entiende como la imagen homeomorfa deSi para
cualesquiera dos puntos de un espacio, estos pueden ser unidos por un arco en
el espacio, entonces el espacio se llama arco-conexo.

SeanX;Y espacios topologicos, de nimos el conjuntG(X;Y ) como el
conjunto de todas las funciones continuas que van dea Y ; es decir,C(X;Y)
=ff : XY :fescontinuag A este conjunto se le denota comiunmente de
la topologia compacto-abierta. Se sabe queYsies métrico yX es compacto,
entonces esta topologia coincide con la topologia de la convergencia uniforme
(o la topologia generada por la métrica del supremo).

Por caday 2 Y denotaremos porc, a la funcion constante deX a'Y con
anico valor vy.

SeaX un continuo, un hiperespacio d& ; es una coleccién de subconjuntos
cerrados de X. Estos son algunos de los hiperespacios mas comunes:

~ 2 =fA X :Aesnovacioy cerradoge conoce como el hiperespacio
de subconjuntos cerrados de X,

" C(X)= fA2 2% : A es conexoges conocido como el hiperespacio de
subcontinuos de X,

" Ch(X)=fA22 * :Atiene alo mas n componentes g, con n 2 N,
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" Cy(X)= fA2 2% : Atiene una cantidad nita de componentesg=
Ca(X),

n=1
" Fa(X)=fA2 2X :jAj ng ,conn 2N, llamado eln-ésimo producto
simétrico de X.

El siguiente resultado muestra algunos conjuntos abiertos y cerrados en
2% que son muy utilizados en la teoria de hiperespacios.

Teorema 2.1. Sea A un subconjunto de X, consideremos las familias:
(A)=fB22 *:B Ag;
D(A)=fB22 * :B\A6G=;gy
(A)=fB22 *:A Bg:
1. Si A es abierto, entonces (A) y D(A) son abiertos en 2,

2. Si A es cerrado, entonces (A), D(A) y (A) son cerrados en 2X.

3 Pseudo-homotopias

Una de las respuestas mas comunes que se suele dar cuando le preguntan
a un topologo %qué es la topologia? ¥Qué estudia un topologo? Se basa casi
siempre en la idea intuitiva de deformar objetos y uno comienza explicando
con un ejemplo que, para nosotros, una taza y una dona son iguales y
explicamos en qué sentido son iguales . Les decimos que se imaginen que
ambos objetos estan hechos de plastilina o de algin material que sea moldeable.
Entonces comentamos que los objetos seran iguales si podemos deformar
uno en el otro; en nuestro ejemplo, deformar la dona hasta obtener la taza,
bajo la restriccién de que no podemos romper el material y después pegarlo. Si
podemos hacer esto, entonces los consideramos como el mismo . Si bien nos va,
los convencemos y vivimos felices. Claro, esta no es la Unica forma de describir
o decir cuando dos objetos, de cierta manera, son iguales . La formalizacion
de lo aqui escrito, se centra en el concepto de homotopia o algunas variantes
como la de pseudo-homotopia (en esta ultima esta basada nuestro trabajo).
Comencemos entonces con nuestro estudio de lo que a nuestro parecer es
béasico sobre el tema.

Lo siguiente es la de nicion tradicional de homotopia.
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De nicién 3.1. Sean X y Y espacios topologicos §,g 2 C (X;Y ). Se dice
quef es homotopica aj o quef y g son homotdpicas, si existe una funcién
continuaH : X |!Y tal que H(x;0) = f (x) y H(x; 1) = g(x) para todo
x 2 X. Esto se denota como f ' g. La funcién H es llamada una homotopia
entre f y g.

De nicién 3.2. Sean X y Y espacios topologicos §,g 2 C (X;Y ). Se dice
quef es pseudo-homotdpica g (o quef y g son pseudo-homotédpicas ) si
existen un continuoC, puntosa;b 2 Cy una funcionH : X C!'Y  continua,
tales queH (x;a) = f (x) y H(x;b) = g(x). Esto se denota comd ' ¢ g. La
funcion H es llamada una pseudo-homotopia entfey g con espacio factorC.

De las De niciones 3.1y 3.2 es facil ver que si dos funciones son homotopi-
cas, entonces son pseudo-homotépicas. En la seccién 4 se presenta un ejemplo
en el que la proposicion inversa no siempre es cierta.

De manera natural, se puede plantear la siguiente pregunta.

Pregunta 3.3. %Bajo qué condiciones sobre el espacio factor o sobre los
espacios soporte en donde estan de nidas funciones pseudo-homotopicas, estas
resultan ser homotdpicas?

Existen algunas respuestas parciales a esta pregunta. Por ejemplo, si
f;g 2 C (X;Y)y estas son pseudo-homotopicas con espacio factor arco-conexo,
no importando como sean X y Y, se tiene que f y g son homotopicas.

Para ello, se puede ver que i : X C!Y  es una psuedo-homotopia
tal que H(x;a) = f(X) y H(x;b) = g(x), para todax 2 X , y para algun
continuo C conteniendo a los puntos; b entonces por selC arco-conexo
existe unarco :1!C talque (0)=ay (1)= b De niendo una funcién
HO: X I'Y  comoH{x;t) = H(x; (t)) se tiene queH°es una homotopia
entre f y g. Por lo que f y g resultan ser homotépicas.

En general podemos dar el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Sean f;g 2 C (X;Y ). Las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:
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1. Las funciones f y g son homotopicas,

2. Las funcionesf y g son pseudo-homotdpicas con cualquier continuo
como espacio factor,

3. Las funcionesf y g son pseudo-homotdpicas con cualquier continuo
localmente conexo como espacio factor,

4. Las funcionesf y g son pseudo-homotdpicas con cualquier continuo
arco-conexo como espacio factor,

5. Las funcionesf y g son pseudo-homotépicas con algun continu®
arco-conexo como espacio factor,

6. Las funcionesf y g son pseudo-homotopicas con algun espacio factr
tal que a;b pueden ser unidos por un arco en C (donde a y b son como
en la de nicidon de pseudo-homotopia).

Aunque tener factor arco-conexo es importante para tener que ambos
conceptos son equivalentes, realmente, respuestas mas intersantes a la pregunta
3.3, es cuando se dan condiciones a alguno de los espacios soposteY . Por
ejemplo, siY es un espaci®ANR y X es un espacio métrico compacto, enton-
ces cualesquiera dos funciones pseudo-homotépitas2 C (X;Y ) resultan
ser homotdpicas. La prueba se basa, entre otras cosas, en el hecho de que el
espacio C(X;Y) es ANR siy solo si Y es ANR.

Otro ejemplo en donde cualesquiera dos funciones pseudo-homotopicas
resultan ser homotopicas se da en la Seccidon 5. Por otra parte, una respuesta
implicita relacionada a esta pregunta fue dada el]]. En este capitulo se
prueba que el Unico continuo encadenable, en donde la funcion identidad es
pseudo-homotdpica a una funcion constante, es el arco. El estudio de espacios
en los que la funcion identidad es pseudo-homotoépica a una funcién constante
se reservara para la siguiente seccion.

Es importante destacar que aun queda trabajo por realizar en torno a
esta pregunta. De lo dicho anteriormente, se puede plantear lo siguiente:

Pregunta 3.5. Si X y Y son dendroides, seré cierto quefgy 2 C (X;Y)
son pseudo-homotodpicas entonces son homotépicas?
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Pregunta 3.6. Dados dos espacios topolégicoX y Y, %qué tipo de funciones
continuas resultan ser (pseudo-)homotépicas? Por ejemplo, si las abiertas lo
hacen, las monétonas, etc.

Otro problema importante es determinar espacios especi cos y funciones
continuas, también especi cas entre ellos, de tal forma que estas resulten
ser pseudo-homotodpicas o que al ser pseudo-homotdpicas estas tengan una
propiedad adicional. En este sentido, er8], se prueba la existencia de una
funcién continua del conjunto de Cantor sobre el pseudo-arco que es pseudo-
homotG6topica a una constante. Mas aun, erl9], se muestra que toda funcion
continua del conjunto de Cantor al pseudo-arco es pseudo-homotépica a una
funcion constante con espacio factor el mismo pseudo-arco y €A ,[se muestra
que siX es el pseudo-arco ¥,g 2 C (X; X ) son pseudo-homotopicas ¥ es
uno a uno, entonces f = g.

Con base a esto ultimo podemos formular la siguiente pregunta.

Pregunta 3.7. ¥%Bajo qué condiciones sobre los espacios topoldgicos X y Y,
dos funciones continuas entre ellos resultan ser (pseudo-)homotopicas?

Prosiguiendo con el estudio, se puede de nir e@(X;Y ) una relacion,
gue denotaremos pot , dada de la siguiente manera: €ig 2 C (X;Y),
diremos quef esta relacionada corg, y que escribiremos pof ' g, sif
y g son pseudo-homotopicas. No es dificil convencerse que la relatiores
de equivalencia. Cada clase es llamada clase de pseudo-homotopia9Ese]
prueba que siX es un espacio compacto y de HausdorY es de Hausdor, y
f,g 2 C (X;Y ) entoncesf ' g siy soélo si existe un continuo el©(X;Y ) que
contiene af y g. De esta manera, con las mismas condiciones, mencionadas
anteriormente, paraX y Y, cada par de elemento§ g 2 C (X;Y ) son pseudo-
homotopicas si y sélo sC(X;Y ) es conexo por continuos. Esto implica que
C(X;Y) tendria una sola clase de pseudo-homotopia, a saber, C(X;Y).

Los siguientes resultados tienen sus analogos para homotopias y no son
dificiles de probar, (véase [21]).

Teorema 3.8. Sean X;Y;Z y W espacios topologicos,;g 2 C (X;Y), h2
C(Y;Z2)yk2C(W;X). Sif'" g,entoncesh f' h gyf k' g h.

Teorema 3.9. Sean X;Y y Z espacios topolégicod,;f °2C(X;Y )y g; 2
C(Y;z).Sif' f%qg' d°entoncesg f' ¢°f°o

Matematicas y sus aplicaciones 26, Capitulo 6, paginas 135-168



142 Félix Capulin Pérez, Roberto Souza Carranza, Fernando Orozco Zitli

Teorema 3.10. Sean fY,gnon Una familia numerable de espacios topologicos

yf;,g2C X Y, . Las funcionesf;g son pseudo-homotoépicas si y solo
n2N

si ; f es pseudo-homotép'éa a; g, para cadaj 2 N, donde ; representa
cada funcion proyeccion ; : YolY .
n2N
Cabe seiialar que si la familia de espacios togelogic¥sgjz; es no nume-

rable, siempre se cumple que §ig2C X; Q Y; son pseudo-homotdpicas
j2J
entonces ; f es pseudo-homotopica a ; g, paracadaj2J.

4 Pseudo-contractibilidad

El concepto de contractibilidad, desde su de nicidbn ha inquietado a
diversos sectores de la matematica y ha contribuido al desarrollo de algunas
areas de ella; de tal manera que ha sido incluido en la mayoria de los libros de
topologia y se han escrito un nimero considerable de articulos relacionados a
este concepto. Uno de los objetivos de este capitulo expositivo tiene la nalidad
de mostrar una variante de la contractibilidad, llamada pseudo-contractibilidad
y probar algunos resultados relacionados a este Ultimo y la relacion que guarda
con otras estructuras y propiedades topoldgicas. Comencemos entonces con la
de nicion usual de espacio contractil.

De nicion 4.1. Se dice que un espacio topolégicoX es contractil sila funcién
identidad Idx : X ! X es homotdpica a una funcion constantg, para algun

Xo 2 X y para todo x 2 X . A veces se abusa del lenguaje y de la notacion y
se usa el valor constante xen lugar de la funcion constante,g.

De nicidn 4.2. Se dice que un espacio topoldgicoX es pseudo-contractil si
la funcion identidad Idy es pseudo-homotépica a una funcién constantg. c

Como se coment6 al comienzo, Bing fue el primer matematico en proponer
la de nicion de pseudo-contractibilidad, aunque W. Kuperberg fue el primero
gue dié un ejemplo para mostrar que las nociones de pseudo-homotopia y
homotopia son diferentes. Por cierto este ejemplo nunca fue publicado por él.
Comencemos diciendo que el ejemplo aqui presentado es una modi cacion al
dado por W. Kuperberg. Al nal daremos una explicacién en donde radica el
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cambio. Prosigamos entonces, dando la descripcién del ejemplo para después
explicar de manera breve sus caracteristicas. Veremos que el continuo no es
conexo por trayectorias, lo que lo hara no contractil, pues es sabido que todo
espacio contractil es conexo por trayectorias. Finalmente se mostrard que este
es pseudo-contractil.

Ejemplo 4.3 (W. Kuperberg). Un continuo pseudo-contractil no contractil.

Pemostracic')n. Deggripcion del continuo: Searl€ en plano complejo, X, =
B2t :t2[0;1) una espiral que se aproxima al circul8® = fz 2 C :
jzj=1gyD2=fz2C:jzj 1g.
De namos X = X o[ D ? (véase Figura 1).

A rmacion: X no es conexo por trayectorias. En efecto, veamos que
no podemos tener una trayectoria con punto inicial (@) 2 D ? punto nal
12X o. Veamos que si : 1! X es una trayectoria tal que (0) = (0;1),
entonces ! (D?) = |. Para esto, notemos primero qu®? es cerrado deX y
como es continua, entonces ! (D?) es cerrado dd , y es no vacio ya que
02 ' (D?). Probaremos ahora que ! (D?) es abierto del . Seanty, 2 | tal
que (to) = (Xo;Yo) 2 D 2. La familia Uy, = fB ( (to); )\X : > Oges una
base local de vecindades paratp) en X y Vi, = B (to; );")\I :"> Oges
una base local de vecindades patgen|. SeaU 2 U, de la continuidad de

y de la de nicion de V;, existeV 2V, tal que V es conexoy (V) U .
Noétese que las componentes dé¢ pueden intersectar aX, y a D? como
se muestra en la Figura 2. Ahora, com¥ es conexo en, entonces (V)
es un conexo erX que contiene a (to). Lo cual implica que (V) D 2.
De aqui,tg 2 V 1 (D?). Por lo tanto, ! (D?) es abierto enl. De la
conexidad del , los Unicos abiertos y cerrados de son €l mismo y el vacio.
Lo cual implica que ! (D?) = I. Lo que lleva a que no es posible unir un
punto de D2 con un punto de la espiralX o por medio de una trayectoria. Por
lo tanto, X no es conexo por trayectorias, lo que implica qué no es contractil.

Finalmente mostraremos que el espack es pseudo-contractil. Para esto
tenemos que encontrar un continu€, puntosa;b 2 C, un punto zo 2 X y
una funcién continuo H : X C !X, H(z;a)=zyH(z;b)=z ( paratodo
z2X.

Construyamos el continuoC. SeaC = Xo[S *[X i, dondeX, = fz 2
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Figura 1: Continuo pseudo-contractil, no contractil propuesto por W. Kuper-
berg.

C:Im(z)=0y0 Re (20 1g. De namos la homotopiaH : X C!X

como sigue: 3
€ 0, OS 0,
1. H B2t 12t = BLa2 gt 9 gj 102 [0; 1),

€ S ,

2. H x 22t =xe sijxj 1yt2][0;1),

3. HXx9=xx%sijxj 1yjxj=10x 92X,
€ S

4. H ELe';x sit2[0;1),jxj=lox2X ..

No es dificil ver queH es continua y satisface quél (x; (2;0)) = x y
H(x; (0;0)) = (0;0) para todax 2 X . De donde se concluye qu& es pseudo-
contractil. En resumenX es un continuo pseudo-contractil no contractil. Cabe
afadir que el espacio factor que W. Kuperberg uso6 no es el que aparece en esta
descripcion el que él utilizd era exactamente el mismo continXo. Notemos
gue el espacio facto€ es un subcontinuo deX, mas aunC es un continuo
irreducible en X entre (0;0) y (0; 2).

O
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Figura 2: Continuo X, con un abierto U que contiene a (XYo)

Esto ultimo nos hace ver que el espacio factor usado en la homotopia
no tiene porque ser unico. De hecho, se puede observar quUé sis un espa-
cio factor que funciona para la pseudo-contractibilidad, entonces cualquier
subcontinuoK C tal que a;b 2 K funciona como espacio factor. Incluso
si hay un continuoC que funcione para la pseudo-contractibiliad y hay un
continuo K, y una funcionf : K ! C continua tal quea;b 2 f (K ), entonces
K funciona como espacio factor. De hecho esta ultima propiedad es la que
hace que si un espacio es pseudo-contractil con espacio factor arco-conexo,
entonces este es contractil.

Veamos que al igual que la contractibilidad, la pseudo-contractibilidad es
una propiedad topoldgica, es un invariante pseudo-homotépico y se preserva
bajo retracciones. Recordemos que una propiedBdes una propiedad topoldgica
o topolégicamente invariante si siempre que un espacio topolégiatiene
dicha propiedad, cualquier espacio homeomorfo a X también la tiene.

Teorema 4.4. La pseudo-contractibilidad es una propiedad topoldgica.
Demostracion. SeanX, Y espacios topologicos y : X 'Y  un homeomor-
smo. Supongamos queX es pseudo-contractil. Entoncetdy = ¢. Por el
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Teorema 3.8, tenemos que

ldx = o
0 Id X L= cy !
0 1 L= ¢y 1
0ld v= C « L

ycomo, ¢ ! esuna funcion constante e(Y;Y), tenemos queY es
pseudo-contractil. O

De nicion 4.5. Sean X y Y espacios topologicos. Decimos que y Y

son pseudo-homotdpicamente equivalentes (o tiene el mismo tipo de pseudo-
homotopia), si existen dos funcionds: X 'Y yg:Y ! X vy dos continuos
CyKtalesquef g =cldyyg f =¢ Idx.

Diremos que una propiedad® es un invariante pseudo-homotoépico o
pseudo-homotdpicamente invariante si para cualquier contindo que tiene
dicha propiedad, cualquier espacio no degenerado pseudo-homotépicd a
también la tiene.

Teorema 4.6. La pseudo-contractibilidad es un invariante pseudo-homotopico.

Demostracion. SeanX , Y espacios topoldgicos pusedo-homotopicamente equi-
valentes. Supongamos qu¥ es pseudo-contractil. Entoncetdyx = c¢,,, con
Xo 2 X. Por el Teorema 3.8, tenemos que

ldx = ¢y,
0f Id x g=Ff Ccy @
0f @ ) g =f cx 0
0(f 9 (f 9 =fcxw 9

0ld y=1f cy 0

Y como,f ¢, g es una funcion constante e@(Y;Y), se tiene queY
es pseudo-contractil. ]

SeanX un espacio topoldgico YA un subespacio cerrado no vacio de.
Decimos queA es un retracto deX si existe una funcién continua : X ' A
tal que r(a) = a para todo a 2 A.
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Teorema 4.7. Sean X un espacio topolégico YA un espacio subconjunto
cerrado deX . Si X es pseudo-contractil yA es un retracto deX , entoncesA
es pseudo-contractil.

Demostracion. Sear : X | A una retraccion. Por el Teorema 3.8r
ldx = r Cg4, CONay 2 A. Asi, lda = Cy,, l0 que implica queA es pseudo-
contractil. O

Por ota parte, es sabido que si un espacio topoldgico es contractil, en-
tonces es conexo por trayectorias. Algo semejante ocurre cuando el espacio
es pseudo-contractil. En efecto, X es un espacio compacto de Hausdor y
pseudo-contractil, entonceX es conexo por continuos. Algunas otras propie-
dades interesantes que comparten los continuos pseudo-contractiles con los
contractiles es que estos que también tienen forma trivial, tienen la Propiedad
b y por lo tanto son unicoherentes.

Finalicemos esta seccion con las siguientes preguntas.

Pregunta 4.8. ¥%Bajo qué condiciones la pseudo-contractibilidad de espacios
topoldgicos implica la contractibilidad?

Algunas respuestas parciales se tienen cuando el espacio factor es arco-
conexo, o el espacio es un espacio métrico compa&tdR y se sabe que el
Unico continuo encadenable que es pseudo-contractil es el intervalo, en tal caso,
es sabido que el intervalo es contractil. En la siguiente seccidbn mostraremos
otro tipo de espacio, llamado hiperespacio de g-crecimiento en donde ambos
conceptos coinciden.

De manera mas particular se plantea lo siguiente.

Pregunta 4.9. [ 13 Pregunta 4.10] ¥%Cada dendroide pseudo-contractil, sera
contractil?

Aunque lo primero que uno se deberia de preguntarse es, ¥existen den-
droides pseudo-contractiles?

Pregunta 4.10. [ 32, Problema 118] %Existen curvas pseudo-contractiles no
contractiles?

Pregunta 4.11. [ 28 Pregunta 19] %Existen continuos no degenerados (here-
ditariamente) indecomponibles que sean pseudo-contractiles?
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5 Hiperespacios de g-crecimiento

En esta seccion de nimos una clase especial de hiperespacios, en los
cuales los conceptos de contractibilidad y peudo-contractibilidad coinciden.
Los espacios dg-crecimiento fueron introducidos end] por David Maya et al.
Comencemos entonces esta seccion con su de nicion.

De nicién 5.1. Sea X un continuo yH 2 2X no vacio, decimos quéi es un
hiperespacio de g-crecimignto de X si siempre queA 2 C (2*) satisface
gue A\H 6=, se tiene que A2H.

Se sigue de la de nicién que 9 es un hiperespacio dg-crecimiento,
X 2 H vy la interseccién de una familia arbitraria de hiperespacios dg
crecimento es también un hiperespacio de g-crecimiento.

Teorema 5.2. El hiperespacio 2* es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostracion. SeaA 2 C (2X) tal que A\ 2X 6 ;. ComoA 2%, se tiene
que A2 2X (Véase P5, 1.48, pag. 100]). Por lo tanto, 2 es un hiperespacio
de g-crecimiento. O

Teorema 5.3. El hiperespacio C(X) es un hiperespacio de g-crecimiento.

Qemostracién. SeaA 2 C (2¥) tal que A\C (X) 6 ;. Demostraremos que
A es compacto. Coma\ es un subcontinuo de %, entoncesA 2 22° . Por
[25, 1.48, pag. 100] la funcion : 22° | 2% es una funcién continua, lo que
'gnplica gque A es un subconjunto compacto d . /éhora probaremos que

A es un subconjunto CONgXo d¥ . Supongamos que A es un subconjunto
disconexo dexX . Dado que A es un subconjunto cerrado g&( existenH
y K conjuntos cerrados deX, ajenos y no vacios tales que A = H [K .
SeaA 2 A\C (X). Como A es conexo erX ydadoque A = HJ[K ,
entoncesA H oA K . Sin pérdida de generalidad, supongamos que
A H .DenamosA;=fL2A L Hg yA,=fL2A 'SL\K 6= .9.
YaqueA2A yA2H,A; 6 ;.Dado queK & ; y K A, A, 6 ;.
Por el Teorema 2.1A; y A, son subconjunto%cerrados def2 ComoH y
K son ajenosA; y A, son ajenos y dado que A = H[K se tiene que
A= AglA 2. Asi, A es disconexo en’?2 lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto A es un subconjunto conexo de X. ]

Proposicion 5.4. El hiperespacio C,(X) es un hiperespacio dg-crecimiento.
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Qemostracién. SeaA 2 C‘S(ZX) tal que A\C ,(X) 6 ;. Si suponemos que
A 2 C,(X), entonces A tiene al menosn + 1 componentes distintas,

L\B ; =;.SeanAg=fA2A :AB 6 ;gyA;=fA2A :A\B =g, por
el Teorema 2.1 Ao y A1 son cerrados aje§os novacios el ¥ A = Ag[A 4,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A 2 C ,(X). ]

Usando las mismas ideas de la demostracién del resultado anterior se
puede probar que el hiperespaciB; (X ) es un hiperespacio dg-crecimiento.

Teorema 5.5. Sean X un continuo, p 2 X y n 2 N. Los hiperespacios
2% =fA2 2% 1p2Ag, C(X;p)= TA2C (X):p2Agy Ca(X;p) = fA2
Cnh(X) : p 2 Ag son hiperespacios de g-crecimento.

Demostracion. Mostraremos primero que 2 es un hiperespacio dg-crecimiento.
SeaA 2 C (2¥) tal que A\ 2} 6 ;. SeaAd 27, entoncesA Ayp2A.Lo
que implica que p2 A. Porlo tanto, A2 Zé. Para mostrar que C(X;p)
es un hiperespacio dg-crecimiento, seaA 2 C (2X) tal que A\C (X;p) 6 ;.
Consideremos 2 Aéc (X;p), entoncesB 2 C(X)y p 2B, esto implic%que
A\C (X) 6 ;. Ag’, A2 CS(X). Ahora comoB 2 A, se tiene queB A,
porlotantop2 A.Asi, A2C(X;p). Se deja al lector que demuestre
que G,(X;p) es un hiperespacio de g-crecimiento. ]

No es complicado mostrar que $i> 0, el hiperespacid = fB 2 2X :
H(X;B) "g es de g-crecimiento.

De nicién 5.6. Si X es un continuo. Una funciéon de Whitney para 2 *,
es una funcién continua : 2 ! R tal que:

1. (fxg) =0 para toda x 2 X,
2. Para A;B 2 2%, si A (B, entonces (A) < (B).
Se sabe por16, Teorema 13.4] que siempre existen las funciones de
Whitney y j cx) s una funcion de Whitney paraC(X). No es complicado

mostrar que para una funciéon de Whitney de’2 se tiene que ! ([t; 1]) con
t 2 [0; 1] es un hiperespacio de g-crecimiento.
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Proposicién 5.7. Sea X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento
de X. Si  es una funcién de Whitney paraC(X) y t 2 [0; 1], entonces
L@ Hsiysolosi 1t (t;1]) H.

Demostracion. Supongamos que * (t) H yseaA2 1 ([0;1]). Notese que
j cn) €s una funcion de whitney pareﬁ:(A) y (] é(A) )= (@)\C (A) =
fB 2 1(é):B Ag2C (2X).SiH fB2 ,(t):B Ag6= ;g ydado
queA = fB2 !(t):B Ag , obtenemos queA 2 H por de nicidn
de hiperespacio deg-crecimiento. Por lo tanto, * ([t;1]) H . La otra
implicacion es inmediata. ]

Como corolario al resultado anterior se puede ver si qi¥e es un continuo
y H es un hiperespacio dg-crecimiento, entonced-1(X) H siy solo si
C(X) H

De nicién 5.8. Dados A;B 2 2X conA B , diremos que una funcién
continua : [0;1] ! C (X) es un arco ordenado deA a B en C(X), si
©O)=A, (1)=By (s)( (t), cuando 0 s<t 1.

Teorema 5.9. [ 25, Teorema 1.8, pag. 59] Sead;B 2 2% tales queA B .
Entonces existe un arco ordenado d& a B en 2* siy s6lo si toda componente
de B intersecta a A.

Proposicion 5.10. Todo hiperespacio de g-crecimiento de un continuo es
conexo por trayectorias.

Demostracion. SeaX un continuo y H un hiperespacio dey-crecimiento deX .
Para demostrar queH es arco-conexo, es su ciente demostrar que la imagen
de todo arco ordenado de cualquier elemento ¢ a X esta contenido en
H. SeaG 2 H, por el Teorema 5.9, existe un arco ordenado: [0;1]! 2*

de G axX. Ahora, sit 2 [O'Sl], entonces ([0;t]) 2 C(2X) y satisface que

G2H ([0;th y () = ([0;t]). Dado queH es un hiperespacio de
g-crecimiento, (t) 2 H; es decir, ([0;1]) H) , paratodat 2 [0;1]. Asi,H
es conexo por trayectorias. O

Teorema 5.11. Sean X, Y y K continuos, y seaH un hiperespacio deg-
crecimiento deY. SiG: X K!H es una funcic’gl continua, entonces la
funcion G: X C (K)!H denida por G(x;B)= ~ G(fxg B ) satisface
las siguientes condiciones:
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1. G esta bien de nida y es continua,
2. G(x; ftg) = G(x;t) para cada (x;t) 2 X K,

3.Sit2T 2C (K)y G(x;t) 2 Hpara algin hiperespacio dg-crecimiento
H%de Y contenido en H, entonce§&(x; T) 2 H ©

Demostracion. De la continuidad deG junto con [25, Lema 1.48] y la de nicion
de hiperespacio dg-crecimiento obtenemos 1. La condicién 2 es inmediata
a partir de la de nicién de G. La condicién 3 se sigue de la de nicién de
hiperespacio de g-crecimiento. ]

El siguiente resultado muestra que dos funciones pseudo-homotopicas son
homotopicas cuando el contradominio es un hiperespacio de g-crecimiento.

Teorema 5.12. Sean X y Y continuos, seaH un hiperespacio de-crecimiento
deY y seanf;g : X 'H funciones continuas. Entonce$ y g son pseudo-
homotopicas si y solo si f y g son homotopicas.

Demostracion. Supongamos qud y g son pseudo-homotdépicas. Entonces
existen un continuoK , puntosa; b 2 K y una funcién continuaG : X K ' H

tal que G(x;a) = f(x) y G(x;b) = g(x) para cadax 2 X . Asi, por el
Teorema 5.11, la funciér : X C (K)!'H satisfaceG(x;fag) = f(x) y
G(x;fbg) = g(x) para cadax 2 X . Dado queC(K ) es arco-conexo, se sigue
que f y g son homotépicas. La implicacion inversa es inmediata. ]

Corolario 5.13. Sea X un continuo y seaH un hiperespacio deg-crecimiento
de X. Entonces H es pseudo-contractil si y sélo si H es contractil.

Se dice que un subespacht de X es (pseudo-)contractil enX si la fun-
cién inclusién deY enX es (pseudo-)homotépica a una funcién constante Zn

Es facil ver que siX es pseudo-contractil, entonces cualquier subespacio
Y de X es pseudo-contractil erX. En [20, Lema 3.1, pag. 25] se muestra
cuando Z y C(X) son contractiles, asumiendo sélo la contractibilidad de
F1(X) en 2X 0 en C(X), de hecho se prueba la equivalencia entre ellas.

El siguiente resultado generaliza [20, Lema 3.1, pag. 25].
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Teorema 5.14. Sea X un continuo y seaH un hiperespacio dey-crecimiento
de X que contiene aF;(X). Entonces las siguientes a rmaciones son equiva-
lentes.

1. 2% es contractil,

2. F1(X) es contractil en 2X,

3. H es contractil,

4. F(X) es contractil en H,

5. H es pseudo-contractil,

6. F1(X) es pseudo-contractil en H.

Demostracion. Por [20, Lema 3.1, pag. 25] las condiciones 1 y 2 son equi-
valentes. La equivalencia entre 3 y 5 es consecuencia del Teorema 5.13. Las
condiciones 4 y 6 se siguen de 3 y 5 respectivamente. Ahora, supongamos que
H es contractil. ComoF,(X ) es un subespacio del 2%, F,(X) es contractil

en 2*. Por lo tanto, 3 implica 2.

Supongamos que’2 es contractil. Entonces, existe una funciéon continua
L:2% [0;1]! 2X talqueL(A;0)= AvyL(A;1) =gX para cadaA 2 2%,
Denimos M : H [0;1]!'H tal que M(A;t) = L(fAg [O;t]) para
cada (A;t) 2H [0; 1]. Probaremos queM esta bien de nida. Sea A;t) 2
H [0;1]. La continuidad deL implica queL(fAg [0;t]) 2 C(2*). Dado
queA2L4fAg [O;t)\H y H es un hiperespacio dg-crecimiento deX se
tiene que L(fAg [O;t]) = M (A;t) 2 H. La continuidad deM se sigue de
la continuidad deL y el Teorema 5, lema 1.49]. Notemos qué (A; 0) = A
y M(A;1) = X para cadaA 2 H . Por lo queH es contractil. Por lo tanto, 1
implica 3.

Si F1(X) es pseudo-contractil enH. Seai : Fi(X) ' H la funcion
inclusion, entonces es pseudo-homotdpica a una funcidén constante en Por
el Teorema 5.12, tenemos quees homotopica a una funcion constante. Por lo
qgue F(X) es contractil en H. Por lo tanto 6 implica 4.

Es imneditato que 4 implica 6. Finalmente, si suponemos 4, entonces
F1(X) es contractil en 2*. Por lo tanto, 4 implica 2.

O
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