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Raúl Juárez Flores

1 Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
2 Límites de diagramas (límite inverso generalizado) . . . 166
3 Medida de exactitud del funtor ĺım para el caso clásico (suce-
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Presentación

Las «International Conferences on Mathematics and its Applications
(CIMA)» han sido una tradición consolidada durante 21 años, celebrándo-
se anualmente con gran éxito. En este evento, la Academia de Matemáticas
de la Facultad de Ciencias Físico Matemáticas (FCFM) de la Benemérita
Universidad Autónoma de Puebla (BUAP) ha colaborado activamente como
organizadora, junto con sus estudiantes, para crear un espacio de intercambio
académico y divulgación de conocimiento.

La participación de destacados matemáticos a nivel internacional ha sido
una constante en estas conferencias, lo que ha permitido enriquecer el debate
y la discusión en torno a temas relevantes en el campo de las matemáticas. La
presente edición del libro que tienen en sus manos es un reflejo de este esfuerzo
colectivo y representa un logro significativo en la difusión del conocimiento
matemático.

La publicación de este libro es el resultado del trabajo arduo y la ge-
nerosidad de muchos matemáticos que contribuyeron al Eleventh Internatio-
nal Conference on Mathematics and its Applications (11CIMA, 2024). Este
evento ha contado con la participación de destacadas figuras de diversas uni-
versidades, tanto nacionales como extranjeras, quienes han compartido sus
investigaciones y experiencias en el desarrollo del 11CIMA y en la documen-
tación escrita que se presenta en este libro.

Los capítulos de este libro están organizados en secciones temáticas, y
cada uno de ellos ha pasado por un riguroso proceso de arbitraje. Quere-
mos expresar nuestro más sincero agradecimiento a todos los árbitros por su
amabilidad, dedicación y labor científica, que han sido fundamentales para
garantizar la calidad de los contenidos.

Asimismo, deseamos agradecer profundamente a Felipe de Jesús Aguilar
Romero y a Leonardo Ramírez Aparicio por su invaluable apoyo en la edición
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de esta obra, así como a Kevin Águila Méndez por su asistencia técnica. Su
contribución ha sido esencial para hacer posible esta publicación de la obra
25.

Esperamos que este libro sea de utilidad y consulta para la comunidad
académica y para todos aquellos interesados en el campo de las matemáticas.

Fernando Macías Romero
David Herrera Carrasco

Editores
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Matemáticas y sus aplicaciones 25, Textos Científicos, Fomento
Editorial de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, ISBN:
978-968-9744-42-9

Capítulo 1

Anillos generalizados de matrices con
coeficientes en un campo

José de Jesús Sáez Macegoza, Iván Fernando Vilchis
Montalvo

FCFM, BUAP

Resumen

En este capítulo, se presenta una construcción de anillos de matrices a
partir de un campo y cardinales arbitrarios. De estos anillos, se cons-
truyen algunos subanillos de interés tales como matrices diagonales y
matrices triangulares. Posteriormente, se construyen grupos lineales ge-
neralizados, se generaliza el concepto de matríz de cambio de base y se
muestra la relación anillos de matrices-anillos de endomorfismos y gru-
pos lineales-grupos de automorfismos; esto para espacios vectoriales de
dimensión arbitraria. Es fundamental asumir el Axioma de Elección para
que los resultados aquí presentados tengan sentido.

1 Introducción

Dentro del álgebra y, en general, de las matemáticas, es fundamental
conocer las operaciones con matrices así, como sus propiedades; esto es porque
son de gran utilidad para representar diversos procesos.

En este capítulo, se construyen anillos generalizados de matrices par-
tiendo de un campo y conjuntos no vacíos arbitrarios. Se muestra que estos
anillos cumplen las mismas propiedades que se conocen para anillos de ma-
trices finitas y se muestra la relación que estos anillos tienen con los anillos
de endomorfismos en un espacio vectorial. A continuación ofrecemos un pa-
norama general de la estructura de este capítulo:

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 José de Jesús Sáez Macegoza, Iván Fernando Vilchis Montalvo

• En la Sección 2, construimos anillos de matrices a partir de un campo
y un conjunto no vacío arbitrario. Posteriormente, se demuestra que los
anillos de matrices construidos sobre conjuntos de la misma cardinali-
dad son isomorfos; esto nos permite elegir un cardinal, lo cual sabemos
que, asumiendo el Axioma de Elección, se puede asignar a cualquier
conjunto, por lo que el anillo de matrices sobre cada cardinal represen-
ta a los anillos de matrices sobre todos los conjuntos equipotentes a ese
cardinal. En esta sección, también se demuestra que, dado un cardinal,
el correspondiente anillo de matrices contiene, en cierto modo, a todos
los anillos de matrices tomados sobre todos los cardinales menores a tal
cardinal. Finalmente, se definen de manera generalizada las matrices
diagonales y las matrices triangulares.

• En la Sección 3, se exponen de manera breve los anillos de endomor-
fismos y grupos de automorfismos en espacios vectoriales de dimensión
arbitraria.

• En la Sección 4, se exhibe la relación que hay entre los anillos de ma-
trices arbitrarias y los anillos de endomorfismos en espacios vectoriales
de dimensión arbitraria. Para establecer esta relación, se generalizan
las representaciones de las transformaciones entre espacios de la forma
F (λ), con λ un cardinal; posteriormente, se establece la representación
matricial para la composición de transformaciones lineales entre espa-
cios vectoriales de dimensión arbitraria para, finalmente, establecer que
los anillos Mκ(F ) y EndF (V, κ) son isomorfos, donde κ es un cardinal
tal que dim(FV ) = κ.

• En la Sección 5, se construye el grupo lineal sobre cualquier cardinal;
se da equivalencia entre isomorfismo e invertibilidad de la matriz de
representación para establecer que los grupos AutF (V, κ) y GL(κ, F )
son isomorfos. Además, se generaliza la definición de matriz de cambio
de base para espacios de dimensión arbitraria.

• Finalmente, en la Sección 6, se exponen las conclusiones del trabajo
resaltando los resultados más sobresalientes del capítulo.

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 1, páginas 5-44



Anillos generalizados de matrices con coeficientes en un campo 7

2 Anillo generalizado de matrices con coeficien-
tes en un campo

En otro capítulo construimos un espacio de matrices con coeficientes en
un campo. Vamos a hacer un pequeño recordatorio.

Notación 2.1. Si F es un campo y V es un espacio vectorial sobre F , escri-
biremos FV .

Notación 2.2. Si F es un campo, FV es un espacio vectorial y W ⊆ V es
un subespacio vectorial de FV , escribiremos W ≤ V .

Notación 2.3. Si F es un campo y X es un conjunto no vacío, denotamos

FX = {f ∈ P(X × F ) | f es función}.

Definición 2.4. Si F es un campo y X es un conjunto no vacío, el espacio
vectorial FF

X , con las operaciones (f+g)(x) = f(x)+g(x) y (cf)(x) = cf(x),
para cada f, g ∈ FX y c ∈ F , es llamado el espacio de las funciones de
X a F .

Notación 2.5. Para denotar que un conjunto A es finito, escribimos |A| <
∞.

Definición 2.6. Si F es un campo, X es un conjunto no vacío y f ∈ FX ,
definimos el soporte de f como

sop(f) = {x ∈ X | f(x) ̸= 0}.

Sea
F (X) = {f ∈ FX | |sop(f)| <∞}.

Se cumple que F (X) ≤F FX y cuando X es un conjunto finito, se da la
igualdad. A partir de lo anterior, si F es un campo, I y J son conjuntos no va-
cíos arbitrarios, se tiene que I×J es un conjunto no vacío y, por consiguiente,
FF

I×J es un espacio vectorial.

Notación 2.7. Si A ∈ F I×J , denotamos A(i, j) = aij, con aij ∈ F , i ∈ I y
j ∈ J . A se denota como A = (aij), donde aij ∈ F , para cada i ∈ I y j ∈ J .

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 1, páginas 5-44



8 José de Jesús Sáez Macegoza, Iván Fernando Vilchis Montalvo

Si A ∈ F I×J , para cada j ∈ J , definimos la función A( , j) : I → F ,
dada por A(i, j) = aij. Luego, consideramos el subconjunto de F I×J , dado
por

MI×J(F ) = {A ∈ F I×J | |sop(f)| <∞, para cada j ∈ J}.

Se tiene que MI×J(F ) ≤F FX ; por consiguiente, FMI×J(F ) es un espacio
vectorial.

Definición 2.8. Si F es un campo, I y J son conjuntos no vacíos y A ∈
MI×J(F ), entonces:

• El espacio vectorial FMI×J(F ) es llamado el espacio vectorial de
las matrices I × J con coeficientes en F .

• Para i ∈ I, la función

A(i, ) : J → F

j 7→ aij

es llamada la i-fila de A.

• Para j ∈ J , la función

A( , j) : I → F

i 7→ aij

es llamada la j-fila de A.

Teorema 2.9. Sean F un campo, I1, I2, J1 y J2 conjuntos no vacíos tales que
|I1| = |I2| y |J1| = |J2|. Entonces MI1×J1(F )

∼= MI2×J2(F ) como espacios
vectoriales.

Demostración. Como |I1| = |I2| y |J1| = |J2|, existen biyecciones σ : I1 → I2
y γ : J1 → J2 con inversas θ = σ−1 : I2 → I1 y µ = γ−1 : J2 → J1,
respectivamente. Luego, es fácil ver que

σ × γ : I1 × J1 → I2 × J2
(i1, j1) 7→ (σ(i1), γ(j1))

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 1, páginas 5-44



Anillos generalizados de matrices con coeficientes en un campo 9

es una biyección con inversa

θ × µ : I2 × J2 → I1 × J1
(i2, j2) 7→ (θ(i2), µ(j2)).

Proponemos la función

η : MI1×J1(F ) → MI2×J2(F )

A 7→ A ◦ (θ × µ)

que claramente está bien definida. Sean A,B ∈ MI1×J1(F ) y c ∈ F , luego
para cada i2 ∈ I2, j2 ∈ J2 tenemos lo siguiente:

η(A+ cB)(i2, j2) = ((A+ cB) ◦ (θ × µ))(i2, j2)
= (A+ cB)((θ × µ)(i2, j2))
= (A+ cB)(θ(i2), µ(j2))

= A(θ(i2), µ(j2)) + cB(θ(i2), µ(j2))

= (A ◦ (θ × µ))(i2, j2) + c(B ◦ (θ × µ))(i2, j2)
= η(A)(i2, j2) + cη(B)(i2, j2)

por lo que concluimos que η(A + cB) = η(A) + cη(B), por lo que η es una
transformación lineal. Para mostrar que es un isomorfismo, vamos a mostrar
que tiene una transformación lineal inversa. Proponemos la función

ρ : MI2×J2(F ) → MI1×J1(F )

A 7→ A ◦ (σ × γ)

que claramente está está bien definida. Mutatis mutandis lo realizado para
η, se muestra que ρ es una transformación lineal. Vamos a mostrar que ρ
es la inversa de η. Primero tomemos A ∈ MI1×J1(F ), entonces tenemos lo
siguiente:

(ρ ◦ η)(A) = ρ(η(A))

= ρ(A ◦ (θ × µ))
= (A ◦ (θ × µ)) ◦ (σ × γ)
= A ◦ ((θ × µ) ◦ (σ × γ))
= A ◦ idI1×J1

= A = idMI1×J1
(F )(A)

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 1, páginas 5-44



10 José de Jesús Sáez Macegoza, Iván Fernando Vilchis Montalvo

es decir, (ρ ◦ η)(A) = idMI1×J1
(F )(A), para cada A ∈ MI1×J1(F ), por lo que

ρ ◦ η = idMI1×J1
(F ). Ahora, si tomamos B ∈MI2×J2(F ), tenemos que

(η ◦ ρ)(B) = η(ρ(B))

= η(B ◦ (σ × γ))
= (B ◦ (σ × γ)) ◦ (θ × µ)
= B ◦ ((σ × γ) ◦ (θ × µ))
= B ◦ idI2×J2

= B = idMI2×J2
(F )(B)

es decir, (η ◦ρ)(B) = idMI2×J2
(F )(B) para cada B ∈MI2×J2(F ), por tanto η ◦

ρ = idMI2×J2
(F ). Así las cosas, tenemos que ρ es inversa de η, en consecuencia,

η es un isomorfismo de espacios vectoriales y en consecuencia, MI1×J1(F )
∼=

MI2×J2(F ) como espacios vectoriales.

Del teorema anterior, se concluye que el espacio de las matrices construido
a partir de dos conjuntos no vacíos, está está determinado de manera única
por el espacio de matrices construido a partir de los cardinales asociados a los
conjuntos(salvo isomorfismo). Recordemos que por el Axioma de Elección, a
todo conjunto se le puede asignar un cardinal (consultar [4]). Así, si κ y λ
son cardinales, para cualesquiera conjuntos I y J tales que |I| = κ y |J | = λ,
entoncesMI×J(F ) ∼=Mκ×λ(F ) como espacios vectoriales.

Además de la estructura de espacio vectorial de FMI×J(F ) con las opera-
ciones (A+B)(i, j) = aij + bij y (cA)(i, j) = cij, para cada A,B ∈MI×J(F ),
c ∈ F , i ∈ I y j ∈ J , se define un producto. Si I, J y K son conjuntos no
vacíos, A ∈ MI×J(F ) y B ∈ MI×J(F ), entonces AB ∈ MI×K(F ) y para
cada i ∈ I y k ∈ K, se tiene que

(AB)(i, k) =
∑
j∈J

A(i, j)B(j, k) =
∑
j∈J

aijbjk.

Esta operación está bien definida. La justificación detallada de este hecho se
puede consultar en [8]. En la siguiente proposición se exponen propiedades
que satisface este producto.

Proposición 2.10. Sean F un campo, I, J , K y L conjuntos no vacíos,
A,B ∈ MI×J(F ), C,D ∈ MJ×K(F ), E ∈ MK×L(F ) y α ∈ F . Se satisfacen
las siguientes propiedades:

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 1, páginas 5-44



Anillos generalizados de matrices con coeficientes en un campo 11

1. (A+B)C = AC +BC(Distributividad por la izquierda).

2. A(C +D) = AC + AD(Distributividad por la derecha).

3. A(CE) = (AC)E (Asociatividad).

4. (αA)C = A(αC) = α(AC)(Asociatividad de escalares).

La demostración detallada de la proposición anterior se puede consultar
en [8]. En [8], también comentamos que este producto se comporta igual que
el producto para matrices finitas; de hecho, en la costrucción se puede ver
que los conjuntos elegidos no necesitan condiciones adicionales respecto al
orden, numerabilidad, estructura algebraica o topológica, etc. De hecho, si
consideramos las clases

MatF = {MI×J(F ) | I y J conjuntos no vacíos}

y
Fin(MatF ) = {Mm×n(F ) | m,n ∈ N \ {0}}

se tiene que Fin(MatF ) ⊆MatF y la contención es propia.
Ahora bien, por la definición de nuestro producto, podemos darnos cuenta de
que no es una operación binaria en el conjunto MI×J(F ). De hecho, si I, J
y K son conjuntos no vacíos, el producto que definimos lo podemos ver como
una función

⊙ : MI×J(F )×MJ×K(F ) → MI×K(F )

(A,B) 7→ AB.

Sin embargo, si tenemos que |I| = |J |, existe una biyección σ : I → J , por lo
que en realidad J = σ(I) = {σ(i) | i ∈ I}, en consecuencia

MI×J(F ) =MI×σ(I)(F )

y para A,B ∈MI×J(F ), se tiene que

(AB)(i, j) = (AB)(i, σ(i)) =
∑
k∈I

A(i, k)B(k, σ(i))

lo que implica que AB ∈ MI×σ(I)(F ) = MI×J(F ), así que en este caso se
tiene el producto como una operación cerrada enMI×J(F ). Por comodidad,
en lo sucesivo supondremos que I = J ; pues de no ser así, al ser conjuntos
equipotentes, uno se puede escribir en términos del otro.

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 1, páginas 5-44



12 José de Jesús Sáez Macegoza, Iván Fernando Vilchis Montalvo

Notación 2.11. Si F es un campo e I un conjunto no vacío, denotamos
MI×I(F ) =MI(F ).

En este caso, el producto propuesto si se puede considerar como una
operación binaria enMI(F ), digamos

⊙ : MI(F )×MI(F ) → MI(F )

(A,B) 7→ AB.

Definición 2.12. Si F es un campo e I es un conjunto no vacío. Definimos
la I-matriz identidad como la matriz ∆I ∈MI(F ), dada por

∆I(i, j) =

®
1 si i = j

0 si i ̸= j

para cada i, j ∈ I.

Observación 2.13. Notemos que para cada j ∈ I, sop(∆I( , j)) = {j}, por
lo que sop(∆I( , j)) es finito para cada j ∈ I, en consecuencia ∆I ∈MI(F ).

Lema 2.14. Sea F un campo, I y J conjuntos no vacíos y A ∈ MI×J(F ).
Entonces:

• ∆IA = A.

• A∆J = A.

Demostración.

• Como ∆I ∈ MI(F ) y A ∈ MI×J(F ), entonces ∆IA ∈ MI×J(F ).
Ahora, para (i, j) ∈ I × J , tenemos que

(∆IA)(i, j) =
∑
k∈I

∆I(i, k)A(k, j) = ∆I(i, i)A(i, j) = A(i, j)

de donde concluimos que ∆IA = A.

• Dado que A ∈ MI×J(F ) y ∆J ∈ MJ(F ), entonces A∆J ∈ MI×J(F ).
Ahora, para (i, j) ∈ I × J , tenemos que

(A∆J)(i, j) =
∑
k∈J

A(i, k)∆J(k, j) = A(i, j)∆J(j, j) = A(i, j)

lo que implica que A∆J = A.
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Teorema 2.15. Sea F un campo e I un conjunto no vacío. Entonces, la
quinteta

(
MI(F ),+, 0,⊙,∆I

)
es un anillo con uno.

Demostración. Como FMI(F ) es un espacio vectorial, tenemos que (MI(F );
+, 0) es un grupo abeliano. Ahora, por 3. de la Proposición 2.10 y el Lema
2.14, se tiene que (MI(F ),⊙,∆I) es un monoide. Además, por 1. y 2. de la
Proposición 2.10, se cumplen las leyes de distribución izquierdas y derechas.
En consecuencia, concluimos que la quinteta

(
MI(F ),+, 0,⊙,∆I

)
es un anillo

con unidad.

En lo sucesivo, solo escribiremos MI(F ) para referirnos al anillo des-
crito en el teorema anterior, con lo cual se entenderán las operaciones y los
elementos neutros aditivo y multiplicativo.

Definición 2.16. Sea F un campo e I un conjunto no vacío. Al anilloMI(F )
le llamaremos el anillo de las I-matrices con coeficientes en F .

Observación 2.17. Si consideramos las clases de anillos

R(M(F )) = {MI(F ) | I es un conjunto no vacío}

y
FinR(M(F )) = {Mn(F ) | n ∈ N \ {0}}

tenemos que FinR(M(F )) ⊊ R(M(F )).

Observación 2.18. Es claro que ∆I ̸= 0, por lo que el anillo MI(F ) no es
trivial. También, el anilloMI(F ) no es conmutativo, lo cual es conocido para
matrices finitas y por la observación anterior, la clase de anillos de matrices
arbitrarias es una extensión de la clase de matrices finitas.

Vamos a introducir la definición del morfismo de anillos que utilizaremos
durante este capítulo.

Definición 2.19. Sean R y S anillos con uno. Una función ϕ : R→ S es un
morfismo de anillos, si se satisfacen:

1. Para cada a, b ∈ R, ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b).

2. ϕ(1R) = 1S.
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3. Para cada a, b ∈ R, ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Si además existe un morfismo de anillos γ : S → R tal que γ ◦ ϕ = idR y
ϕ ◦ γ = idS, diremos que ϕ es un isomorfismo de anillos y que R y S son
isomorfos como anillos, lo cual denotamos como R ∼= S.

Observación 2.20. Si R y S son anillos con uno y ϕ : R→ S es un morfismo
de anillos, entonces ϕ es un isomorfismo de anillos, si y solo si ϕ es biyectivo.
Además, en este caso ϕ−1 : S → R también es un isomorfismo de anillos.

El teorema que presentamos a continuación nos indica que el anillo de
matrices construido a partir de un conjunto no vacío está determinado de
manera única por el cardinal que representa al conjunto, salvo isomorfismo.

Teorema 2.21. Sean F un campo, I y L conjuntos no vacíos tales que |I| =
|L|. Entonces, MI(F ) ∼=ML(F ) como anillos.

Demostración. Como |I| = |L|, existe una biyección σ : I → L con inversa
θ = σ−1 : L → I. Adecuando la demostración del Teorema 2.9, tenemos que
la función

η : MI(F ) → ML(F )

A 7→ A ◦ (θ × θ)
es un isomorfismo de espacios vectoriales con inversa

ρ : ML(F ) → MI(F )

A 7→ A ◦ (σ × σ)

por lo que η y ρ satisfacen 1. de la definición de morfismo de anillos. Vamos
a demostrar que η(∆I) = ∆L. Dado que η(∆I),∆L ∈ ML, es suficiente ver
que ambas matrices coinciden en cada (s, t) ∈ L × L. Tomemos s, t ∈ L. Si
s ̸= t, dado que θ es biyección, θ(s) ̸= θ(t), de donde se obtiene lo siguiente:

η(∆I)(s, t) = (∆I ◦ (θ × θ))(s, t) = ∆I((θ × θ)(s, t)) = ∆I(θ(s), θ(t))

= 0 = ∆L(s, t)

es decir, η(∆I)(s, t) = ∆L(s, t) cuando s ̸= t. Ahora, si s = t, entonces
θ(s) = θ(t), por lo que se tienen las siguientes igualdades:

η(∆I)(s, t) = (∆I ◦ (θ × θ))(s, t) = ∆I((θ × θ)(s, t)) = ∆I(θ(s), θ(t))

= 1 = ∆L(s, t)
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es decir, η(∆I)(s, t) = ∆L(s, t) cuando s = t. Así las cosas, concluimos que
η(∆I) = ∆L. Finalmente, vamos a mostrar que η separa productos. Tomemos
A,B ∈ MI(F ). Recordemos que para cada k ∈ I, existe un único u ∈ L tal
que k = θ(u). De esta manera, tenemos que para cada s, t ∈ L, se cumple que

η(AB)(s, t) = ((AB) ◦ (θ × θ))(s, t)
= (AB)(θ(s), θ(t))

=
∑
k∈I

A(θ(s), k)B(k, θ(t))

=
∑
u∈L

A(θ(s), θ(u))B(θ(u), θ(t))

=
∑
u∈L

(A ◦ (θ × θ))(s, u)(B ◦ (θ × θ))(u, t)

=
∑
u∈L

η(A)(s, u)η(B)(u, t)

= (η(A)η(B))(s, t)

es decir, η(AB)(s, t) = (η(A)η(B))(s, t), para cada s, t ∈ L, de donde se
sigue que η(AB) = η(A)η(B). Así, hemos probado que η es un morfismo de
anillos. Mutatis mutandis, lo realizado para η muestra que ρ también es un
morfismo de anillos; en consecuencia, η es un isomorfismo de anillos. Por lo
tanto,MI(F ) ∼=ML(F ) como anillos.

Observación 2.22. Del teorema anterior se concluye que si κ es un cardinal,
entonces para cualquier conjunto I tal que |I| = κ, se tiene que MI(F ) ∼=
Mκ(F ) como anillos. Ahora bien, si definimos M∅(F ) = {0F}, recordando
que 0 ∈ N se puede identificar como ∅, tenemos que M0(F ) = M∅(F ) =
{0F}. De esta manera, tenemos definidos nuestros anillos de matrices para
cualquier conjunto.

Teorema 2.23. Sea F un campo, I un conjunto no vacío y J ⊆ I. Entonces
existe un anillo RJ(F ) ⊆MI(F ) tal que RJ(F ) ∼=MJ(F ).

Demostración. Si J = ∅, entonces RJ(F ) = {0} es un anillo contenido en
MI(F ) y es tal que RJ(F ) ∼=M∅(F ) por como se definió el anillo de matrices
sobre el vacío.
Si J = I, entonces MI(F ) es un anillo contenido en MI(F ) y es claro que
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MI(F ) ∼=MI(F ).
A partir de este momento, suponemos que J ̸= ∅ y J ⊊ I. Definimos

RJ(F ) = {A ∈MI(F ) | A(s, t) = 0 para cada (s, t) ∈ (I × I) \ (J × J)}.

Para demostrar que RJ(F ) es un anillo, es suficiente demostrar que es cerrado
bajo las operaciones y que tiene neutros aditivo y multiplicativo. Vamos a
exhibir que RJ(F ) es un subespacio vectorial deMI(F ):

• Si A,B ∈ RJ(F ), tenemos que para (s, t) ∈ (I × I) \ (J × J),

(A+B)(s, t) = A(s, t) +B(s, t) = 0 + 0 = 0

por lo que A+B ∈ RJ(F ).

• Es claro que 0 ∈ RJ(F ).

• Si c ∈ F y A ∈ RJ(F ), para (s, t) ∈ (I × I) \ (J × J), se tiene que

(cA)(s, t) = cA(s, t) = c0 = 0

lo que implica que cA ∈ RJ(F ).

Así las cosas, RJ(F ) es un subespacio vectorial de FMI(F ), por consiguiente(
RJ(F ),+, 0

)
es un grupo abeliano. Mostremos ahora que RJ(F ) es cerrado

bajo productos, para eso tomemos A,B ∈ RJ(F ), luego, para (s, t) ∈ (I ×
I) \ (J × J), por definición del producto se tiene que

(AB)(s, t) =
∑
u∈I

A(s, u)B(u, t).

Ahora bien, como (s, t) /∈ J×J , tenemos que s /∈ J ó t /∈ J . Si s /∈ J , tenemos
que A(s, u) = 0 para cada u ∈ I, lo cual implica que A(s, u)B(u, t) = 0 para
cada u ∈ I y por consiguiente (AB)(s, t) = 0. Si t /∈ J , se tiene que B(u, t) = 0
para cada u ∈ I, por tanto A(s, u)B(u, t) = 0 para cada u ∈ I. Así las cosas,
se tiene que (AB)(s, t) = 0 cuando (s, t) ∈ (I × I) \ (J × J), por lo que
AB ∈ RJ(F ). Más aún, si A,B ∈ RJ(F ) y (s, t) ∈ J × J , obsérvese que si
u /∈ J , entonces (s, u), (u, t) /∈ J × J , por consiguiente A(s, u) = B(u, t) = 0,
así que en este caso

(A,B)(s, t) =
∑
u∈J

A(s, u)B(u, t). (1)
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De lo anterior, el producto es cerrado en RJ(F ), además la asociatividad y
la distributividad se heredan de las operaciones enMI(F ). Para el elemento
neutro, definamos 1J ∈MI(F ), dada por

1J(s, t) =

®
∆I(s, t) si (s, t) ∈ J × J
0 si (s, t) ∈ (I × I) \ (J × J).

Es claro que 1J ∈ RJ(F ). Veamos que 1J es el neutro multiplicativo en RJ(F ).
Tomemos A ∈ RJ(F ), dado que A, 1J ∈ RJ(F ), tenemos que (1JA)(s, t) =
(A1J)(s, t) = 0 = A(s, t), cuando (s, t) /∈ J × J . Ahora, si (s, t) ∈ J × J , por
un lado, de (1), tenemos que

(1JA)(s, t) =
∑
u∈J

1J(s, u)A(u, t) = 1J(s, s)A(s, t) = 1F · A(s, t) = A(s, t).

Por otro lado, también de (1), se tiene que

(A1J)(s, t) =
∑
u∈J

A(s, u)1J(u, t) = A(s, t)1J(t, t) = A(s, t) · 1F = A(s, t).

Por tanto, 1JA = A1J = A, para cada A ∈ RJ(F ) y por consiguiente, 1J es el
neutro multiplicativo enRJ(F ). De esta manera, tenemos que (RJ ,+, 0,⊙, 1J)
es un anillo con uno, además no es un anillo trivial, ya que 1J ̸= 0. Finalmente,
para demostrar que RJ(F ) ∼=MJ(F ), definamos la función

Φ : RJ(F ) → MJ(F )

A 7→ Φ(A)

donde Φ(A)(s, t) = A(s, t), para cada (s, t) ∈ J × J . Si c ∈ F , A,B ∈ RJ(F ),
se tiene que para s, t ∈ J :

Φ(A+ cB)(s, t) = (A+ cB)(s, t) = A(s, t) + cB(s, t)

= Φ(A)(s, t) + cΦ(B)(s, t)

por lo que Φ(A + cB) = Φ(A) + cΦ(B), por lo que Φ es una transformación
lineal, de ahí se tiene que Φ satisface 1. de la definición de morfismo de anillos.
Es claro que Φ(1J) = ∆J . Finalmente, de (1), se tiene que Φ(AB) = Φ(A)Φ(B),
por lo tanto Φ es un morfismo de anillos. Para mostrar que Φ es isomorfismo,
mostraremos que es biyectivo:
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• (Inyectividad): Si A ∈ Ker(Φ), tenemos que Φ(A) = 0, por lo que
A(s, t) = 0 para cada s, t ∈ J y, como A ∈ RJ(F ), A(s, t) = 0 para
todo (s, t) ∈ (I × I) \ (J × J), por lo que A = 0.

• (Suprayectividad): Sea C ∈MJ(F ). Definamos AC ∈MI(F ), dada por

AC(s, t) =

®
C(s, t) si (s, t) ∈ J × J
0 si (s, t) ∈ (I × I) \ (J × J).

Es claro que AC ∈ RJ(F ) y que C = Φ(AC).

Así las cosas, Φ es un morfismo biyectivo de anillos, por tanto isomorfismo y
así RJ(F ) ∼=MJ(F ).

Observación 2.24. Dado que RJ
∼= MJ(F ), podemos abusar y decir que

MJ(F ) ⊆ MI(F ), cuando J ⊆ I, esto porque aunque RJ(F ) no es propia-
mente MJ(F ), si es una copia isomorfa de éste último.

Corolario 2.25. Sea F un campo e I un conjunto no vacío. Si X es un
conjunto y existe una función inyectiva f : X → I, entonces MX(F ) ⊆
MI(F ).

Demostración. Como f : X → I es una función, tenemos que f(X) ⊆ I,
por el teorema anterior, Mf(X)(F ) ⊆ MI(F ). pero como f es inyectiva,
tenemos que |f(X)| = |X|. De acuerdo con el Teorema 2.21, se tiene que
MX(F ) ∼=Mf(X)(F ). Usando la observación anterior, se tiene queMX(F ) ⊆
MI(F ).

Observación 2.26. El corolario anterior se puede traducir al lenguaje de los
cardinales de la siguiente manera: si κ y λ son cardinales tales que κ < λ,
entonces Mκ(F ) ⊆Mλ(F ).

Algunos subanillos de MI(F )

Antes de describir algunos subanillos de interés deMI(F ), vamos a escri-
bir la definición del subanillo que utilizaremos en este capítulo, considerando
que los anillos que describimos tienen uno.

Definición 2.27. Sea R un anillo con uno y S un subconjunto no vacío de
R. Diremos que S es un subanillo de R, si se cumple lo siguiente:
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1. 1R ∈ S.

2. a, b ∈ S, implica a− b ∈ S.

3. a, b ∈ S, implica ab ∈ S.

Observación 2.28. Si R es un anillo con uno y S es un subanillo de R,
entonces S es un anillo con uno con las operaciones restringidas. El hecho de
que S sea un anillo contenido en R no implica que S sea un subanillo de R,
lo cual exhibimos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.29. Si F es un campo, I y J son conjuntos no vacíos tales que
J ⊊ I, se tiene que RJ(F ) es un anillo contenido en MI(F ). Sin embargo,
no es un subanillo, pues 1J ̸= ∆I , así que ∆I /∈ RJ(F ).

Las matrices diagonales DI(F )

Podemos generalizar el concepto de matrices diagonales, conocido para
matrices finitas, a las matrices que proponemos.

Definición 2.30. Sean I es un conjunto no vacío y F un campo, diremos
que una matriz D = (dij) ∈ MI(F ) es diagonal, si dij = 0 cuando i ̸= j,
para cada i, j ∈ I. Definimos el conjunto de las matrices diagonales como

DI(F ) = {D ∈MI(F ) | D es una matriz diagonal}.

Notemos que DI(F ) ̸= ∅, ya que ∆I ∈ DI(F ).

Teorema 2.31. Sea F un campo e I un conjunto no vacío. Entonces DI(F )
es un subanillo de MI(F ).

Demostración. Demostraremos primero que DI(F ) es un subespacio vectorial
de DI(F ):

• Si D,E ∈ DI(F ), entonces D(i, j) = 0 y E(i, j) = 0, cuando i ̸= j para
cada i, j ∈ I. Luego, para i, j ∈ I, si i ̸= j, entonces

(D + E)(i, j) = D(i, j) + E(i, j) = 0 + 0 = 0

lo que implica que D + E ∈ DI(F ).
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• Notemos que 0(i, j) = 0 para cada i, j ∈ I, en particular cuando i ̸= j,
por lo que 0 ∈ DI(F ).

• Si c ∈ F y D ∈ DI(F ), entonces para i, j ∈ I con i ̸= j, tenemos que

(cE)(i, j) = cD(i, j) = c0 = 0

por tanto cD ∈ DI(F ).

Así las cosas, DI(F ) es un subespacio vectorial de MI(F ). En particular,
(DI(F ),+, 0) es un subgrupo de (MI(F ),+, 0), por lo que se satisface 2. de
la definición de subanillo. Ahora, es claro que ∆I ∈ DI(F ), así que se cumple
1. de la definición de subanillo. Finalmente, vamos a mostrar que se cumple
3. de la definición de subanillo. En efecto, si D,E ∈ DI(F ), para i, j ∈ I con
i ̸= j, tenemos que

(DE)(i, j) =
∑
k∈I

D(i, k)E(k, j) = D(i, i)E(i, j) +D(i, j)E(j, j) = 0

por lo que se concluye que DE ∈ DI(F ). De esta manera, concluimos que
DI(F ) es un subanillo deMI(F ).

De lo anterior, vemos que es posible construir un anillo de matrices diago-
nales sobre cualquier conjunto no vacío, sin la necesidad de imponerle propie-
dades especiales al conjunto respecto a orden, numerabilidad, convergencia,
etc.

Las matrices triangulares UT (I, F ) y LT (I, F )

Para definir de matrices triangulares necesitamos tener un poco de cui-
dado. Vamos a recordar el concepto de matriz triangular para el caso de
matrices finitas. Dado n ∈ N \ {0} y A ∈Mn(F ), A es tiangular superior,
si A(i, j) = 0 cuando j < i para cada i, j ∈ {1, . . . , n}, mientras que A es
tiangular inferior, si A(i, j) = 0 cuando i < j para cada i, j ∈ {1, . . . , n}.
Esto nos indica que en este caso, se está utilizando el orden de los núme-
ros naturales, por lo que inferimos que para definir el concepto de “matriz
triangular”, necesitamos “ordenar” de alguna manera los elementos de nues-
tro conjunto sobre el que construimos nuestro anillo de matrices. Además,
necesitamos que cualesquiera dos elementos se puedan “comparar”. Vamos a
recurrir a las siguientes definiciones.
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Definición 2.32. Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos
que X es totalmente ordenado ó linealmente ordenado por ≤, si para
cada x, y ∈ X, x ≤ y ó y ≤ x.

Definición 2.33. Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos
que ≤ es un buen orden en X o que X está bien ordenado por ≤, si todo
subconjunto no vacío de X tiene un elemento menor, es decir, para cada
Y ⊆ X con Y ̸= ∅, existe m ∈ Y tal que m = menor(Y ).

Observación 2.34. Si (X,≤) es un conjunto bien ordenado, entonces es
linealmente ordenado. En efecto, si x, y ∈ X, como {x, y} ⊆ X y {x, y} ̸= ∅,
existe m ∈ {x, y} tal que m = menor({x, y}). Si m = x, entonces x ≤ y. Si
m = y, entonces y ≤ x.

Recordemos también que si asumimos verdadero el Axioma de Elección,
éste es eqiuivalente al Teorema de Zermelo, el cuál enunciamos a continuación
y utilizaremos más adelante.

Teorema 2.35 (Teorema de Zermelo). Todo conjunto puede ser bien orde-
nado. Es decir, si X es un conjunto, existe una relación de orden parcial ⪯
en X, tal que (X,⪯) es un conjunto bien ordenado.

Continuando con nuestras matrices, si (I,≤) es un conjunto linealmente
ordenado, podemos introducir las siguientes definiciones.

Definición 2.36. Sea F un campo, (I,≤) es un conjunto linealmente orde-
nado y A ∈MI(F ), entonces:

• Diremos que A es una matriz triangular superior, si A(i, j) = 0,
cuando j < i, para cada i, j ∈ I.

• Diremos que A es una matriz triangular inferior, si A(i, j) = 0
cuando i < j.

Definimos los conjuntos

UT (I, F ) = {U ∈MI(F ) | U es triangular superior}

y
LT (I, F ) = {L ∈MI(F ) | L es triangular inferior}.
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Observación 2.37. Los conjuntos UT (I, F ) y LT (I, F ) son no vacíos, pues
∆I ∈ UT (I, F ) y ∆I ∈ LT (I, F ).

Ahora bien, si I es un conjunto no vacío, por el Teorema 2.35, existe una
relación de orden parcial ⪯ en I tal que (I,⪯) es un conjunto bien ordenado.
Por la Observación 2.34, (I,⪯) es un conjunto linealmente ordenado, por
lo que utilizando la relación ⪯ se pueden construir los conjuntos UT (I, F ) y
LT (I, F ). De esta manera, podemos concluir que por lo menos a nivel teórico,
a partir de cualquier conjunto no vacío podemos construir los conjuntos de
matrices triangulares, utilizando la relación de orden adecuada en I.

Ahora vamos a explorar la estructura algebraica que tienen los conjuntos
UT (I, F ) y LT (I, F ). Es claro que 0,∆I ∈ UT (I, F ). Ahora, si U1, U2 ∈
UT (I, F ), tenemos que para i, j ∈ I con j < i, tenemos que

(U1 + U2)(i, j) = U1(i, j) + U2(i, j) = 0 + 0 = 0

de modo que U1 + U2 ∈ UT (I, F ). Si c ∈ F y U ∈ UT (I, F ), entonces para
i, j ∈ I con j < i se tiene que

(cU)(i, j) = cU(i, j) = c0

lo que implica que cU ∈ UT (I, F ). Así las cosas, tenemos que UT (I, F )
es un subespacio vectorial de MI(F ). En particular,

(
UT (I, F ),+, 0

)
es un

subgrupo de
(
MI(F ),+, 0

)
, lo que implica que UT (I, F ) también es cerrado

bajo diferencias. De esta manera, hasta el momento hemos probado 1. y 2.
de la definición de subanillo. Vamos a ver como se comporta el producto en
UT (I, F ). Si j < i, recordemos que

(U1U2)(i, j) =
∑
k∈I

U1(i, k)U2(k, j). (2)

Vamos a analizar cada uno de los sumandos de (1). Dado que estamos asu-
miendo que I es un conjunto linealmente ordenado, podemos comparar cua-
lesquiera dos elementos. Si k < i, tenemos que U1(i, k) = 0, por lo que
U1(i, k)U2(k, j) = 0. Si i < k, como j < i, tenemos que j < k; en conse-
cuencia, U2(k, j) = 0; por tanto, U1(i, k)U2(k, j) = 0. Finalmente, si i = k,
como j < i, tenemos que U2(i, j) = 0, por lo que U1(i, i)U2(i, j) = 0. Así
las cosas, hemos demostrado que todos los sumandos de (1) son 0; por lo
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que (U1U2)(i, j) = 0; esto ocurre cuando j < i. De aquí se concluye que
U1U2 ∈ UT (I, F ). Por lo tanto, UT (I, F ) es un subanillo deMI(F ). Mutatis
mutandis, lo hecho anteriormente establece que LT (I, F ) es un subanillo de
MI(F ). De esta manera, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 2.38. Sea F un campo e (I,≤) un conjunto linealmente ordenado.
Entonces, UT (I, F ) y LT (I, F ) son subespacios vectoriales de MI(F ). Más
aún, UT (I, F ) y LT (I, F ) son subanillos de MI(F ).

Notemos que, por derecho propio, UT (I, F ) y LT (I, F ) son espacios
vectoriales sobre F . Más aún, UT (I, F ) y LT (I, F ) son anillos con uno.

Las matrices numerables

Definición 2.39. Al anilloMN(F ) le llamaremos el anillo de las matrices
numerables.

Recordemos que los números naturales los podemos ver como conjuntos,
pues 0 = ∅ y si n > 0, entonces n = {0, . . . , n − 1}. Además, como N =
{0, 1, 2, . . .}, se tiene que n ⊆ n + 1 ⊆ N, para todo n ∈ N. En el siguiente
teorema, establecemos que, en algún sentido, el anillo de matrices numerables
contiene a todos los anillos de matrices finitas.

Teorema 2.40. Para cada n ∈ N, se tiene que

Mn(F ) ⊆Mn+1(F ).

Más aún, si m,n ∈ N con m < n, entonces Mm(F ) ⊆ Mn(F ). Además,
Mn(F ) ⊆MN(F ) para cada n ∈ N.

Demostración. Considerando a los número naturales como cardinales, si n ∈
N, dado que n < n + 1, el Teorema 2.23 implica que Mn(F ) ⊆ Mn+1(F ).
Por el mismo argumento, si m < n,Mm(F ) ⊆Mn(F ). Ahora, consideremos
ℵ0, el cardinal asociado a N. Sabemos que n < ℵ0, para cada n ∈ N; en
consecuencia,Mn(F ) ⊆Mℵ0(F ) para cada n ∈ N, con lo que se concluye lo
deseado.

El teorema anterior nos indica que el anillo de las matrices numerables
contiene todos los anillos de matrices finitas. De hecho, podemos formar la
cadena creciente de anillos de matrices

{0} ⊆ M1(F ) ⊆M2(F ) ⊆ · · · ⊆ Mn(F ) ⊆Mn+1(F ) ⊆ · · · ⊆ MN(F ).

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 1, páginas 5-44



24 José de Jesús Sáez Macegoza, Iván Fernando Vilchis Montalvo

Ahora bien, si J ⊆ N, entonces J es finito o J es infinito numerable. Si J es
finito, entonces |J | = n para algún n ∈ N y, por consiguiente, MJ(F ) ∼=
Mn(F ). Si J es infinito numerable, entonces |J | = |N| y, en este caso,
MJ(F ) ∼= MN(F ). Así las cosas, hemos establecido que los anillos de ma-
trices contenidos en MN(F ) con respecto a los subconjuntos de N son, en
esencia, o anillos de matrices finitas o el anilloMN(F ), salvo isomorfismo.

Vamos a ver que cuando X es un conjunto infinito no numerable, el
anillo MX(F ) contiene al anillo MN(F ). Si X es un conjunto infinito no
numerable, contiene un conjunto infinito numerable. En efecto, como X es
infinito, X ̸= ∅, luego existe x0 ∈ X. Puesto que X es infinito, X \ {x0} ̸= ∅,
pues si X \ {x0} = ∅, entonces X = {x0}, lo cual es absurdo. Así, podemos
elegir x1 ∈ X \ {x0}. Razonemos por inducción, supongamos que para n > 1,
hemos elegido xn ∈ X tal que xn ∈ X \ {x0, . . . , xn−1}; dado que X es
infinito, tenemos que X \ {x0, . . . , xn} ̸= ∅, por lo que podemos elegir xn+1 ∈
X \ {x0, . . . , xn}. Así las cosas, para cada n ∈ N es posible elegir xn ∈ X tal
que xn /∈ {x0, . . . , xn−1}. Obsérvese que por construcción, xn ̸= xm cuando
n ̸= m, para cada n,m ∈ N. Definiendo N = {xn | n ∈ N}, se tiene que
N ⊆ X y es fácil ver que

σ : N → N

n 7→ xn

es una biyección, por lo que |N | = |N|. Por el Teorema 2.23, se tiene que
MN(F ) ⊆MX(F ), pero por el Teorema 2.21,MN(F ) ∼=MN(F ), por lo que
podemos suponer queMN(F ) ⊆MX(F ). De esta manera, tenemos probado
el siguiente teorema.

Teorema 2.41. Si F es un campo y κ es un cardinal infinito no numerable,
MN(F ) ⊆Mκ(F ).

Más aún, si κ es un cardinal infinito, podemos construir una cadena
estrictamente creciente de anillos de matrices

{0} ⊊M1(F ) ⊊ · · · ⊊Mn(F ) ⊊Mn+1(F ) ⊊ · · · ⊊MN(F ) ⊊Mκ(F ).

En conclusión, Mκ(F ) contiene al anillo de matrices numerables y a todos
los anillos de matrices finitas. De esta manera, si consideramos la familia de
anillos de matrices

Fκ(F ) = {Mn(F ) | n ∈ N} ∪ {MN(F )} ∪ {Mκ(F )}
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ordenada por inclusión ⊆ en el sentido que hemos comentado, tenemos que
(Fκ(F ),⊆) es un conjunto linealmente ordenado.

Más en general, recordemos que, usando el Axioma de Elección, en la
clase de los cardinales Card se puede inducir un orden lineal por la relación
“κ ≤ λ, si y solo si, existe una función inyectiva f : κ → λ”. A partir de un
campo dado F , si consideramos la clase de anillos de matrices

C(F ) = {Mκ(F ) | κ ∈ Card}

por el Corolario 2.25, en esta clase se puede introducir un orden lineal vía la
“contención” de anillos.

3 Anillo de endomorfismos y grupo de auto-
morfismos en espacios vectoriales de dimensión
arbitraria

En lo sucesivo, consideraremos cardinales para desarrollar nuestra teoría,
los cuales pueden ser finitos o infinitos. Esto se debe a que recordando que
los cardinales son los representantes de los conjuntos equipotentes a éstos.

Anillo de endomorfismos

Recordemos que si FV , FV son espacios vectoriales, entonces

HomF (V,W ) = {T :F V →F W | T es una transformación lineal}

es un espacio vectorial sobre F , con las operaciones (T +S)(v) = T (v)+S(v)
y (cT )(v) = cT (v) para cada T, S ∈ HomF (V,W ), c ∈ F y v ∈ V .

Definición 3.1. Sean F un campo y FV un espacio vectorial de dimensión
κ.

• Un endomorfismo en FV es una transformación lineal T :F V →F V .

• Al espacio vectorial HomF (V, V ) le llamamos el espacio de endo-
morfismos en FV y lo denotaremos por EndF (V, κ), es decir,

HomF (V, V ) = EndF (V, κ).
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Observación 3.2. Aunque de inicio no usaremos el cardinal asociado a la
dimensión del espacio, lo haremos más adelante para relacionar el anillo de
endomorfismos con el de las matrices, por esa razón lo indicamos en nuestra
notación.

Por ser EndF (V, κ) un espacio vectorial, en particular
(
EndF (V, κ),+, 0

)
es un grupo abeliano. Vamos a definir un producto en EndF (V, κ) como sigue

• : EndF (V, κ)× EndF (V, κ) → EndF (V, κ)

(T, S) 7→ T ◦ S.

Por las propiedades conocidas de la composición de transformaciones lineales,
tenemos que el producto es cerrado en EndF (V, κ) y claramente bien definido.
Además se satisfacen las siguientes propiedades:

• Para cada T, S, U ∈ EndF (V, κ), T • (S • U) = (T • S) • U .

• La transformación lineal 1V :F V →F V , definida por 1V (v) = v, para
cada v ∈ V , es un elemento de EndF (V, κ) y es tal que 1V • T = T =
T • 1V , para cada T ∈ EndF (V, κ).

Por lo que (EndF (V, κ), •, 1V ) es un monoide. Ahora, tomemos S, T, U ∈
EndF (V, κ), entonces, para cada v ∈ V , se tienen las siguientes igualdades:

(T • (S + U))(v) = (T ◦ (S + U))(v) = T ((S + U)(v)) = T (S(v) + U(v))

= T (S(v)) + T (U(v)) = (T ◦ S)(v) + (T ◦ U)(v)
= (T • S)(v) + (T • U)(v)

por lo que T • (S + U) = T • S + T • U . De manera completamente similar
se exhibe que (S + U) • T = S • T + U • T . Así las cosas, tenemos probado
el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sean F un campo y FV un espacio vectorial de dimensión κ.
Entonces, (

EndF (V, κ),+, 0, •, 1V
)

es un anillo con uno.
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Definición 3.4. Sea F un campo y FV un espacio vectorial de dimensión κ.
El anillo (

EndF (V, κ),+, 0, •, 1V
)

es llamado el anillo de endomorfismos en FV . En lo sucesivo solo lo
denotaremos por EndF (V, κ), recordando las operaciones definidas siempre
que no se indique lo contrario.

Observación 3.5. Dado que 1V ̸= 0, el anillo EndF (V, κ) no es trivial,
siempre que FV ̸=F {0}.

Grupo de automorfismos

Definición 3.6. Sea FV un espacio vectorial de dimensión κ.

• Un automorfismo en FV es un isomorfismo de espacios vectoriales
φ :F V →F V .

• Definimos y denotamos el conjunto de automorfismos en FV como

AutF (V, κ) = {φ ∈ EndF (V, κ) | φ es automorfismo}.

Es fácil ver que 1V :F V →F V es un automorfismo, por lo que 1V ∈
AutF (V, κ), así AutF (V, κ) ̸= ∅. Además, sabemos que la composición de
isomorfismos es un isomorfismo, por lo que • es cerrada en AutF (V, κ), por
lo que (AutF (V, κ), •, 1V ) es un monoide. Más aún, si φ :F V →F V es un
automorfismo, φ−1 :F V →F V también es un isomorfismo, además, φ−1◦φ =
1V = φ ◦ φ−1. La asociatividad de • se hereda de EndF (V, κ) así como la
condición de que 1V ◦ φ = φ = φ ◦ 1V , para cada φ ∈ AutF (V, κ). Así las
cosas, (AutF (V, κ), •, 1V ) es un grupo.

Definición 3.7. Sea FV un espacio vectorial de dimensión κ. El grupo (AutF (
V, κ), •, 1V ) es llamado el grupo de automorfismos en FV . En lo sucesivo
denotaremos a este grupo solo por AutF (V, κ) entendiendo que es respecto a
la operación •.
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4 Relaciones anillos de matrices arbitrarias ani-
llos de endomorfismos en espacios vectoriales de
dimensión arbitraria

Vamos a mostrar la relación que existe una relación entre los anillos de
endomorfismos en espacios vectoriales de dimensión arbitraria y los anillos de
matrices que hemos expuesto. Antes de proceder, vamos a recordar algunos
conceptos que consideramos importantes para nuestro desarrollo.

Definición 4.1. Si F es un campo y FV es un espacio vectorial, definimos
la dimensión de V como |X|, donde X es una base de FV . Si κ es el
cardinal asociado a X, diremos que la dimensión de FV es κ y escribiremos
dim(FV ) = κ.

En [8] se demostró que la definición anterior tiene sentido.

Definición 4.2. Sean F un campo y FV un espacio vectorial. Decimos que
la terna B = (B, I, σ) es una base ordenada de KV , si I es un conjunto y
σ : I → B es una función biyectiva.

Observación 4.3. Toda base se puede ordenar respecto a un conjunto, pues
si B es una base de un espacio vectorial FV , la función identidad en B

idB : B → B

x 7→ x

es una biyección, de este modo B = (B,B, idB) es una base ordenada de B.
En lo sucesivo, si FV es un espacio vectorial y dim(FV ) = κ, supondremos
que las bases de FV están ordenadas respecto al cardinal κ, es decir, si B es
una base de FV , supondremos que B = (xi)i∈κ con xi ̸= xj cuando i ̸= j,
para cada i, j ∈ κ.

Definición 4.4. Sea FV un espacio vectorial, X un conjunto y Λ : X → V
una función. Diremos que la pareja (X,Λ) es una base categórica de FV ,
si satisface la siguiente propiedad universal:

• Para cada espacio vectorial FW y para cada función f : X →W , existe
una única transformación lineal T :F V →F W tal que T ◦ Λ = f .
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Lo anterior se puede expresar diciendo que el diagrama

X
f //

Λ
��

FW

FV
T

<<

conmuta.

Observación 4.5. Si (X,Λ) es una base categórica de FV , entonces Λ es
una función inyectiva.

Teorema 4.6. [Propiedad universal de las bases] Sea FV un espacio vectorial.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (X,Λ) es una base categórica de FV .

2. Λ(X) es una base de FV .

Una versión del teorema anterior junto con su demostración se presenta
en [8].

Teorema 4.7. Sean FV y FW espacios vectoriales. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. dim(FV ) = dim(FW ).

2. FV ∼=F W .

La demostración detallada del teorema anterior se puede consultar en [8].
También es importante recordar los conceptos de representación en coor-

denadas y representación matricial de transformaciones lineales entre espacios
de dimensión arbitraria.

Definición 4.8. Sea FV un espacio vectorial de dimensión κ, B = (xi)i∈κ
una base ordenada de FV y el isomorfismo

ΦB : FV → FF
(κ)

xi 7→ δi.

Para v ∈ V , ΦB(v) es llamado la representación en coordenadas de v
con respecto a la base B y se denota por [v]B.
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La construcción detallada del isomorfismo ΦB se puede consultar en [8].

Definición 4.9. Sean κ, λ cardinales, F un campo y T :F F
(λ) →F F

(κ) una
transformación lineal. Definimos la matriz de T como la matriz A ∈Mκ×λ(F )
tal que para cada j ∈ κ, A( , j) = T (δj).

Definición 4.10. (La matriz de una transformación lineal) Sea F un campo,
κ y λ cardinales, FV y FW espacios vectoriales de dimensiones λ y κ, respecti-
vamente, con bases ordenadas B = (xj)j∈λ y C = (yi)i∈κ, respectivamente y
T :F V →F W una transformación lineal. La representación matricial de
T respecto a las bases B y C, se define como la matriz de ΦC ◦T ◦Φ−1

B :F
F (λ) →F F

(κ) en el diagrama conmutativo

FV
T //

ΦB

��

FW

ΦC

��

FF
(λ)

ΦC◦T◦Φ−1
B //

FF
(κ)

y se denota por [T ]CB. Cuando FV =F W y B = C, a [T ]CB se la llama la
representación matricial de T en la base B y se denota simplemente
como [T ]B.

Teorema 4.11. Sea F un campo, κ y λ cardinales, FV y FW espacios vec-
toriales de dimensiones λ y κ, respectivamente. Entonces

FHomF (V,W ) ∼=F Mκ×λ(F ).

Una versión del teorema anterior junto con su demostración detallada la
presentamos en [8]. Fijamos bases ordenadas B = (xj)j∈λ y C = (yi)i∈κ de
FV y FW , respectivamente. Así, definimos

ΨB,C : FHomF (V,W ) → FMκ×λ(F )

T 7→ [T ]CB

la cuál se demostró en [8] que es un isomorfismo. De hecho, sin mucho trabajo
se puede demostrar que

ΓB,C : FMκ×λ(F ) → FHomF (V,W )

A 7→ TA
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donde
TA : FV → FW

xj 7→
∑
i∈κ

A(i, j)yi

es una transformación lineal y es inversa de ΨB,C . Es evidente que ambas
transformaciones lineales dependen de las bases elegidas.

Con el teorema anterior, se deduce que si FV es un espacio vectorial de
dimensión κ, FEnd(V, κ) ∼=F Mκ(F ) como espacios vectoriales. Para mostrar
que son isomorfos como anillos, es necesario definir en el caso general la
representación de la composicioón de transformaciones lineales.

Definición 4.12. Sea F un campo y κ un cardinal. Llamamos base canóni-
ca de F (κ) a la base ordenada Cκ = (δi)i∈κ, donde para cada i ∈ κ, δi(i) = 1
y δi(k) = 0 cuando k ̸= i.

Observación 4.13. Recordemos que si λ es un cardinal y f ∈ F (λ), pode-
mos ver a f como una matriz λ × 1, considerando 1 = {∅} y definiendo
f(j) = f(j, ∅) para cada j ∈ λ. Incluso podemos considerar a 1 como cual-
quier conjunto unitario. En este caso, si κ es otro cardinal y A ∈ Mκ×λ(F ),
Af ∈Mκ×1(F ) y por el mismo argumento, podemos suponer que Af ∈ F (κ).

Definición 4.14. Sean F un campo, κ y λ cardinales y A ∈ Mκ×λ(F ).
Definimos µA a la única transformación lineal

µA : F (λ) → F (κ)

δj 7→ Aδj

definida por el Teorema 4.6 y usando la observación anterior.

Observación 4.15. Sean F un campo, κ y λ cardinales. Consideremos las
bases canónicas Cλ y Cκ de F (λ) y F (κ), respectivamente, A ∈Mκ×λ(F ) y la
transformación lineal µA : F (λ) → F (κ). Notemos que para cada i ∈ κ y j ∈ λ

µA(δj)(i) = (Aδj)(i) =
∑
k∈λ

A(i, k)δj(k) = A(i, j)δj(j) = A(i, j)

por lo que µA(δj) = A( , j) para cada j ∈ λ. Más aún, [µA]
Cκ
Cλ

= A. En efecto,
para cada (i, j) ∈ κ× λ, tenemos que

[µA]
Cκ
Cλ
(i, j) = [µA(δj)]Cκ(i) = [Aδj]Cκ(i) = [A( , j)]Cκ(i) = A(i, j).
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En el siguiente teorema vamos a mostrar que todas las transformaciones
lineales entre FF

(λ) y FF
(κ) son de la forma anterior.

Teorema 4.16. Sean F un campo, κ y λ cardinales. Entonces T :F F
(λ) →F

F (κ) es una transformación lineal, si y solo si, existe una matriz A ∈Mκ×λ(F )
tal que T = µA.

Demostración. (⇒) : Consideremos Cλ y Cκ las bases canónicas de FF
(λ) y

FF
(κ), respectivamente y consideremos A = [T ]Cκ

Cλ
. Mostremos que T = µA,

en efecto, para cada j ∈ λ, por la Observación 4.15, tenemos que

T (δj) = A( , j) = µA(δj)

de donde por el Teorema 4.6, se sigue que T = µA.
(⇐): Ya está demostrado.

Lema 4.17. Sean F un campo, κ, λ y τ cardinales, A ∈ Mκ×λ(F ) y B ∈
Mλ×τ (F ). Entonces µA ◦ µB = µAB.

Demostración. Por un lado, como µA :F F (λ) →F F (κ) y µB :F F (τ) →F

F (λ) son transformaciones lineales, entonces µA ◦ µB :F F (τ) →F F (κ) es
una transformación lineal. Por otro lado, como AB ∈ Mκ×τ (F ), entonces
µAB :F F (τ) →F F (κ) es una transformación lineal. Consideremos la base
canónica Cτ de FF

(τ), por el Teorema 4.6, es suficiente mostrar que µAB y
µA ◦µB coninciden en la base Cτ , en efecto, para k ∈ τ , tenemos lo siguiente:

(µA ◦ µB)(δk) = µA(µB(δk)) = µA(Bδk) = A(Bδk) = (AB)δk

con lo que se concluye que µAB = µA ◦ µB.

Hasta el momento, hemos expuesto propiedades de las transformaciones
lineales entre espacios de la forma FF

(κ) con κ un cardinal(finito o infinito).
En el siguiente teorema se relacionan transformaciones lineales entre espacios
arbitrarios y transformaciones entre espacios de la forma FF

(κ).

Teorema 4.18. Sean κ y λ cardinales(finitos o infinitos), FV y FW espacios
vectoriales de dimensiones λ y κ, respectivamente con bases ordenadas B =
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(xj)j∈λ y C = (yi)i∈κ, respectivamente y T :F V →F W una transformación
lineal. Entonces, el diagrama

FV
T //

ΦB

��

FW

ΦC

��

FF
(λ)

µ
[T ]C

B //
FF

(κ)

es conmutativo, es decir, ΦC ◦ T = µ[T ]CB
◦ ΦB.

Demostración. Por el Teorema 4.6, es suficiente ver la igualdad en los básicos
de B. Sea j ∈ λ, entonces se tiene lo siguiente:

(ΦC ◦ T )(xj) = ΦC(T (xj)) = [T (xj)]C = [T ]CB( , j) = [T ]CBδj = µ[T ]CB
(δj)

= µ[T ]CB
([xj]B) = µ[T ]CB

([xj]B) = µ[T ]CB
(ϕB(xj)) = (µ[T ]CB

◦ ΦB)(xj)

de donde se sigue que ΦC ◦ T = µ[T ]CB
◦ ΦB.

El siguiente teorema generaliza la representación matricial de compo-
sición de transformaciones lineales entre espacios vectoriales de dimensión
arbitraria.

Teorema 4.19. Sean κ, λ y τ cardinales (finitos o infinitos), FV , FW y
FZ espacios vectoriales de dimensiones λ, κ y τ , respectivamente con bases
ordenadas B = (xj)j∈λ, C = (yi)i∈κ y D = (zk)k∈τ , T :F V →F W y S :F
W →F Z transformaciones lineales. Entonces,

[S ◦ T ]DB = [S]DC [T ]
C
B.

Demostración. Por las hipótesis, el Teorema 4.18 y el Lema 4.17, tenemos el
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diagrama conmutativo

V T //

ΦB

��

W S //

ΦC

��

Z

ΦD

��
F (λ)

µ
[T ]C

B //

id
F (λ)

��

F (κ)
µ
[S]D

C // F (τ)

id
F (τ)

��
F (λ)

µ
[S]D

C
◦µ

[T ]C
B // F (τ).

(1)

Por otro lado, tenemos el diagrama conmutativo

FV
S◦T //

ΦB

��

FW

ΦD

��

FF
(λ)

µ
[S◦T ]D

B //
FF

(τ).

(2)

Del Lema 4.17 y los diagramas (1) y (2), obtenemos las siguientes igualdades

µ[S◦T ]DB
= ΦD ◦ (S ◦ T ) ◦ Φ−1

B = (ΦD ◦ S) ◦ (T ◦ Φ−1
B )

= (µ[S]DC
◦ ΦC) ◦ (Φ−1

C ◦ µ[T ]CB
) = µ[S]DC

◦ µ[T ]CB

= µ[S]DC [T ]CB

de donde por la Observación 4.15, obtenemos que [S ◦ T ]DB = [S]DC [T ]
C
B.

Observación 4.20. Del teorema anterior se deduce que si FV es un espacio
vectorial de dimensión κ, B = (xj)j∈κ es una base ordenada de FV , S, T ∈
EndF (V, κ), entonces [S ◦ T ]B = [S ◦ T ]BB = [S]BB[T ]

B
B = [S]B[T ]B. Además,

es fácil ver que [1V ]B = ∆κ.

De la observación anterior se puede establecer el siguiente teorema.
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Teorema 4.21. Sea F un campo, κ un cardinal(finito o infinito), FV un
espacio vectorial de dimensión κ. Entonces,

EndF (V, κ) ∼=Mκ(F )

como anillos.

Demostración. Fijemos una base ordenada B = (xj)j∈κ de FV y definimos la
función

ΨB : EndF (V, κ) → Mκ(F )

φ 7→ [φ]B.

Por el Teorema 4.11, ΨB es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ahora,
por la Observación 4.20, ΨB(1V ) = ∆κ y ΨB(φ◦ϱ) = ΨB(φ)ΨB(ϱ), para cada
φ, ϱ ∈ EndF (V, κ), de donde se sigue que ΨB es también un isomorfismo de
anillos y, por tanto, EndF (V, κ) ∼=Mκ(F ) como anillos.

Del teorema anterior, tenemos que, en particular, si κ es un cardinal
(finito o infinito), entonces EndF (F (κ), κ) ∼=Mκ(F )(como anillos). Más aún,
mediante el teorema anterior y el Teorema 2.21, tenemos que si FV y FW son
espacios vectoriales tales que FV ∼=F W , entonces dim(FV ) = dim(FW ) = κ,
con κ un cardinal(finito o infinito), tenemos que EndF (V, κ) ∼= Mκ(F ) ∼=
EndF (W,κ), de donde, por transitividad, EndF (V, κ) ∼= EndF (W,κ). Note
que EndF (V, κ) ∼= EndF (F

(κ), κ).

5 Grupo lineal generalizado y su relación con
el grupo de automorfismos en espacios de dimen-
sión arbitraria

Para construir el grupo lineal generalizado a partir de un cardinal κ, es
necesario definir lo que es una matriz invertible en el contexto general.

Definición 5.1. Sean F un campo, κ y λ cardinales(finitos o infinitos). Di-
remos que una matriz A ∈ Mκ×λ(F ) es invertible, si existe una matriz
B ∈Mλ×κ(F ) tal que BA = ∆λ y AB = ∆κ.

El siguiente teorema caracteriza la invertibilidad de una matriz en tér-
minos de la transformación lineal µA.
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Teorema 5.2. Sean F un campo, κ y λ cardinales(finitos o infinitos) y A ∈
Mκ×λ(F ). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es invertible.

2. µA :F F
(λ) →F F

(κ) es isomorfismo.

Demostración. 1. ⇒ 2.: Supongamos que A es invertible, luego existe B ∈
Mλ×κ(F ) tal que BA = ∆λ y AB = ∆κ. Ahora, µA :F F (λ) →F F (κ) y
µB :F F

(κ) →F F
(λ) son transformaciones lineales. Por el Lema 4.17, se tiene

lo siguiente:

µB ◦ µA = µBA = µ∆λ
= 1F (λ)

es decir, µB ◦ µA = 1F (λ) . De manera análoga se exhibe que µA ◦ µB = 1F (κ) .
En consecuencia, µA es un isomorfismo.
2.⇒ 1.: Supongamos que µA :F F

(λ) →F F
(κ) es isomorfismo, luego existe una

transformación lineal φ :F F
(κ) →F F

(λ) tal que φ◦µA = 1F (λ) y µA◦φ = 1F (κ) .
Por el Teorema 4.16, existe una matriz B ∈Mλ×κ(F ) tal que φ = µB. Por el
Teorema 4.17, tenemos que

µBA = 1F (λ) (1)
µAB = 1F (κ) . (2)

Aplicando en ambos lados ΨCλ
y ΨCκ a las igualdades (1) y (2), respaectiva-

mente y usando la Observación 4.15, tenemos que BA = ∆λ y AB = ∆κ, con
lo que establecemos que A es invertible.

En el siguiente corolario se traslada el teorema anterior a un contexto
más general.

Corolario 5.3. Sean κ y λ cardinales, F un campo, FV y FW espacios
vectoriales de dimensión λ y κ, respectivamente, con bases ordenadas B =
(xj)j∈λ y C = (xi)i∈κ, respectivamente y T :F V →F W una transformación
lineal. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es isomorfismo.

2. [T ]CB es invertible.
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Demostración. Recordemos que del Teorema 4.18, tenemos el diagrama con-
mutativo

FV
T //

ΦB

��

FW

ΦC

��

FF
(λ)

µ
[T ]C

B //
FF

(κ).

(1)

Ahora procederemos a la demostración del teorema.
1. ⇒ 2.: Supongamos que T es isomorfismo. Ahora bien, del diagrama (1),
tenemos que µ[T ]CB

= ΦC ◦T ◦Φ−1
B , por lo que µ[T ]CB

es composición de isomor-
fismos, en consecuencia, isomorfismo y del Teorema 5.2, [T ]CB es invertible.
2.⇒ 1.: Si [T ]CB es invertible, por el Teorema 5.2, µ[T ]CB

es isomorfismo. Ahora
bien, del diagrama (1), se tiene que T = Φ−1

C ◦ µ[T ]CB
◦ ΦB, por tanto T es

composición de isomorfismos, consecuentemente T es isomorfismo.

Corolario 5.4. Sean F un campo, κ y λ cardinales(finitos o infinitos). Si
A ∈Mκ×λ(F ) es invertible, entonces κ = λ.

Demostración. Como A es invertible, por el Teorema 5.2, µA :F F
(λ) →F F

(κ)

es un isomorfismo, así, FF
(κ) ∼=F F (λ), por lo que dim(FF

(κ)) = dim(FF
(λ)),

es decir, κ = λ.

Observación 5.5. Por el corolario anterior, si A ∈Mκ×λ(F ) es una matriz
invertible, en realidad A ∈ Mκ(F ). Además, la inversa de A es única, pues
(Mκ(F ),⊙,∆κ) es un monoide y en un monoide, cuando existe el inverso de
un elemento, éste es único. Por tanto, la inversa de A la denotaremos por
A−1.

Vamos a mostrar algunas propiedades de las matrices invertibles.

Proposición 5.6. Sean κ un cardinal, F un campo, A,B ∈ Mκ(F ). Se
cumplen las siguientes propiedades:

1. ∆κ es invertible y ∆−1
κ = ∆κ.

2. Si A es invertible, entonces A−1 es invertible. Más aún, (A−1)
−1

= A.

3. Si A y B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.
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Demostración.

1. Es claro.

2. Se sigue del hecho de que A−1A = ∆κ = AA−1, pues A actúa como
inversa de A−1 y dado que la inversa es única, tenemos lo deseado.

3. Observemos que

(B−1A−1)AB = B−1(A−1A)B = B−1∆κB = B−1B = ∆κ.

De manera completamente similar, se exhibe que AB(B−1A−1) = ∆κ.
Por lo tanto, (AB)−1 = B−1A−1.

Con los resultados expuestos hasta el momento estamos en condiciones
de construir el grupo lineal generalizado.

Definición 5.7. Sea κ un cardinal y F un campo. Definimos el conjunto de
matrices invertibles de Mκ(F ) como

GL(κ, F ) = {A ∈Mκ(F ) | A es invertible}.

Notemos que GL(κ, F ) ̸= ∅, pues ∆κ ∈ GL(κ, F ).

Es de utilidad recordar la siguiente definición, pues la utilizaremos para
demostrar nuestro siguiente teorema.

Definición 5.8. Sea (R,+, 0, ·, 1R) un anillo con uno. Se definen las unida-
des de R como

U(R) = {r ∈ R | ∃s ∈ S : sr = 1R = rs}.

U(R) ̸= ∅, pues 1R ∈ U(R). De hecho, (U(R), ·, 1R) es un grupo.

Teorema 5.9. Sea κ un cardinal y F un campo. Entonces

(GL(κ, F ),⊙,∆κ)

es un grupo.
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Demostración. Se sigue de que GL(κ, F ) = U (Mκ(F )).

Definición 5.10. Sea F un campo y κ un cardinal(finito o infinito). El grupo
(GL(κ, F ),⊙,∆κ) es llamado el grupo lineal general de orden κ y coefi-
cientes en F . En lo sucesivo solo lo denotaremos por GL(κ, F ), entendiendo
que es un grupo con respecto al producto de matrices que definimos.

El siguiente teorema establece la relación entre el grupo lineal general
de orden un cardinal y el grupo de automorfismos en un espacio vectorial
de dimensión el mismo cardinal. Antes de proceder al enunciarlo y probarlo
damos la siguiente definición que utilizaremos.

Definición 5.11. Sea M y N monoides con elementos neutros eM y eN ,
respectivamente. Una función f : M → N es un morfismo de monoides,
si se satisfacen:

• f(ab) = f(a)f(b), para cada a, b ∈M .

• f(eM) = eN .

Si además existe un morfismo de monoides g : N → M tal que g ◦ f = idM
y f ◦ g = idN , entonces f es un isomorfismo de monoides y M y N son
isomorfos como monoides, lo cual se denota por M ∼= N .

Observación 5.12. f.M → N es un isomorfismo de monoides, si y solo si,
f es un morfismo biyectivo de monoides. Además, f−1 : N → M también es
un isomorfismo de monoides.

Teorema 5.13. Sea F un campo, κ un cardinal(finito o infinito) y FV un
espacio vectorial de dimensión κ. Entonces,

AutF (V, κ) ∼= GL(κ, F )

como grupos.

Demostración. Tomemos una base B de FV . De la demostración del Teorema
4.21,

ΨB : EndF (V, κ) → Mκ(F )

φ 7→ [φ]B
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es un isomorfismo de monoides, considerando únicamente las operaciones de
composición y producto, respectivamente. Ahora bien, por el Corolario 5.3,
ΨB (AutF (V, κ)) = GL(κ, F ), por lo que

Ψ
|GL(κ,F )
B|AutF (V,κ) : AutF (V, κ)→ GL(κ, F )

es un isomorfismo de monoides, pero como el dominio y contradominio son
grupos, Ψ|GL(κ,F )

B|AutF (V,κ) es un isomorfismo de grupos. Por lo tanto, AutF (V, κ) ∼=
GL(κ, F ).

Generalización de equivalencia y semejanza de matrices
y transformaciones lineales

Para el caso de matrices arbitrarias, es posible definir la equivalencia y
semejanza de matrices como sigue.

Definición 5.14. Sean κ y λ cardinales(finitos o infinitos), F un campo,
A,B ∈Mκ×λ(F ), C,D ∈Mκ(F ).

• Decimos que A y B son equivalentes, lo cual denotamos por A ≡ B,
si existen P ∈ GL(κ, F ) y Q ∈ GL(λ, F ) tales que B = PAQ−1.

• Decimos que C y D son semejantes, lo cual denotamos por C ∼ D,
si existe P ∈ GL(κ, F ) tal que D = PAP−1.

Proposición 5.15. Sean κ y λ cardinales(finitos o infinitos) y F un campo.
Luego ≡ y ∼ son relaciones de equivalencia en Mκ×λ(F ) y Mκ(F ), respec-
tivamente.

Demostración. Vamos a demostrarlo para ≡, ya que para ∼ se procede de
manera totalmente análoga.

• (Reflexividad): Si A ∈ Mκ×λ(F ), es claro que A = PAQ−1, donde
P = ∆κ ∈ GL(κ, F ) y Q = ∆λ ∈ GL(λ, F ), por lo que A ≡ A.

• (Simetría): Sean A,B ∈ Mκ×λ(F ) y supóngase que A ≡ B, luego,
existen P ∈ GL(κ, F ) y Q ∈ GL(λ, F ) tales que B = PAQ−1, entonces
A = P ′BQ′−1, con P ′ = P−1 ∈ GL(κ, F ) y Q′ = Q−1 ∈ GL(λ, F ), de
donde B ≡ A.
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• (Transitividad): Sean A,B,C ∈ Mκ×λ(F ) y supóngase que A ≡ B y
B ≡ C, luego existen P1, P2 ∈ GL(κ, F ), Q1, Q2 ∈ GL(λ, F ) tales que
B = P1AQ

−1
1 y C = P2BQ

−1
2 . Entonces, tenemos que

C = P2BQ
−1
2 = P2(P1AQ

−1
1 )Q−1

2 = (P2P1)A(Q
−1
1 Q−1

2 )

= (P2P1)A(Q2Q1)
−1

con P2P1 ∈ GL(κ, F ) y Q2Q1 ∈ GL(λ, F ). Por tanto, A ≡ C.

Generalización de la matriz de cambio de base

En este apartado, vamos a generalizar el concepto de matriz de cambio
de base para espacios de dimensión arbitraria.

Definición 5.16 (Matriz de cambio de base). Sea κ un cardinal(finito o
infinito), FV un espacio vectorial de dimensión κ, B y B′ bases ordenadas
de FV . Definimos la matriz de cambio de base de B a B′, como [1V ]

B′
B ,

donde 1V :F V →F V es la transformación lineal identidad.

Notemos que el diagrama

FV
1V //

ΦB

��

FV

ΦB′

��

FF
(κ)

µ
[1V ]B

′
B //

FF
(κ)

es conmutativo por el Teorema 4.18, en consecuencia, la matriz de cambio de
base envía a la representación de un vector en coordenadas de la base B a
sus coordenadas en la base B′. Además, observemos las siguientes igualdades

∆κ = [1V ]
B
B = [1V ]

B
B′ [1V ]

B′

B

∆κ = [1V ]
B′

B′ = [1V ]
B′

B [1V ]
B
B′

de donde se sigue que la matriz de cambio de base de B a B′, [1V ]
B′
B es

invertible y su inversa es [1V ]
B
B′ , o sea, la matriz de cambio de base de B′ a

B. en consecuencia, [1V ]B
′

B , [1V ]
B
B′ ∈ GL(κ, F ).
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Ahora bien, consideremos κ y λ cardinales(finitos o infinitos), FV y FW
espacios vectoriales de dimensiones λ y κ, respectivamente. B y B′ son bases
ordenadas de FV , C y C ′ son bases ordenadas de FW . Si T :F V →F W es
una transformación lineal, entonces, por el Teorema 4.19, tenemos que

[T ]C
′

B′ = [1W ◦ T ◦ 1V ]C
′

B′ = [1W ]C
′

C [T ]CB[1V ]
B
B′

donde [1W ]C
′

C ∈ GL(κ, F ) y [1V ]
B
B′ ∈ GL(λ, F ), en consecuencia [T ]CB ≡ [T ]C

′

B′ .
Así las cosas, cualesquiera dos representaciones matriciales de T en bases
ordenadas de FV y FW , son equivalentes.

Ahora, si κ es un cardinal(finito o infinito), FV es un espacio vectorial
de dimensión κ, B y B′ son bases ordenadas de FV y T :F V →F V es una
transformación lineal, entonces tenemos que

[T ]B′ = [T ]B
′

B′ = [1V ◦ T ◦ 1V ]B
′

B′ = [1V ]
B′

B [T ]BB[1V ]
B
B′ = [1V ]

B′

B [T ]B[1V ]
B
B′

= P [T ]BP
−1

donde P = [1V ]
B′
B ∈ GL(κ, F ), de donde se sigue que [T ]B ∼ [T ]B′ . En

otras palabras, cualesquiera dos representaciones matriciales de T en bases
ordenadas de FV , son semejantes.

6 Conclusiones

Durante el desarrollo de este capítulo es posible obtener las siguientes
conclusiones:

• Por lo menos a nivel teórico, es posible definir los anillos de matrices
con coeficientes en un campo sobre cardinales arbitrarios. También, es
posible definir subanillos de interés tales como matrices diagonales y ma-
trices triangulares. Además, se observa que dado un cardinal, su anillo
de matrices correspondiente contiene copias isomorfas de los anillos de
matrices sobre todos los cardinales menores al cardinal correspondiente.

• Es posible representar los anillos de endomorfismos en un espacio vec-
torial de cualquier dimensión como anillos de matrices tomadas sobre
el cardinal que representa a la dimensión.
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• Es posible definir grupos lineales sobre cualquier cardinal y representar-
los como grupos de automorfismos en cualquier espacio vectorial cuya
dimensión sea el cardinal correspondiente. Con estos resultados, se gene-
ralizan los conceptos de equivalencia y semejanza de matrices así como
las matrices de cambio de base. Así, se establece que cualesquiera dos
representaciones matriciales son equivalentes.

Sería de interés estudiar si en estos anillos generalizados se pueden exten-
der más conceptos conocidos para matrices finitas tales como nilpotencia,
determi-
nantes, etc.
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Abstract

In this chapter, we use basic models of Schwarzschild’s and primordial
Black Holes (BHs) to extend the available theory to other types of BHs,
considering concepts from gravitation (central field) to Einstein’s general
relativity, and briefly reviewing the Gravitational Lens (GL) effect from
the mathematical modeling point of view. We review the notions of
central field and gravitational theory to provide definitions of metric and
topology of regions in space as sets with elements subject to gravitational
conditions in terms of mass, momentum, and energy. We extend the
analysis, starting from classical mechanics based on functional analysis
in Rn and progressing through principles of general relativity, to construct
the elements required for the mathematical modeling used to represent
deformations of a manifold in the context of the GL as a geometrical,
differential, and topological solution of the same model.

1 Introduction

By the time humanity tried to explain light phenomena, they also ob-
served the stars, studying how they grouped, forming patterns and clusters.
Such a beginning set a milestone for humanity in creating new theories and
branches of knowledge leading to fields such as medicine and biology, as well
as challenging concepts such as general relativity and quantum mechanics,
where both physical mathematical modeling and abstraction play a funda-
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mental role [5]. Among these theories, one is highly supported by the aca-
demic community: the inflationary model, backed by observational evidence
and its capability to be a crucial ingredient in solving the Big Bang model
regarding thermal anisotropies in the cosmic microwave background. Despite
the existence of several inflationary models, we highlight the chaotic inflation
model, which considers "inflation" as a scalar field that generates the inflation
of the universe [12], assuming an initial state where all processes are driven
by vacuum energy. Modeling this requires a posteriori consideration of the
Planck time [11] and the inflaton [7] as the field accelerating the universe’s
expansion according to the classical theory (general relativity). The latter
connects the structure of the universe with the primordial density and the
existence of Black Holes (BHs), where a BH is defined as an object with a
gravitational force that precludes the escape of light [12, 11], as predicted by
general relativity. Nowadays, there is evidence of the existence of BHs pro-
vided by the radiation emitted by dark matter accreted to the BH, in addition
to the effects on other objects, such as interaction with other BHs or neutron
stars, called Gravitational Waves (GW), or the first image of the shadow of
the BH in M87, obtained by the Event Horizon Telescope (EHT) [3, 1].
For the sake of a better understanding of BHs, we recall the Chandrasekhar
limit, which is the maximum stable mass of a white dwarf (WD) (approxi-
mately 1.4 solar masses (M⊙)) [13]. If a WD in a supernova exceeds such
mass, this will result in the collapse of a supernova, ending as a BH or a
Neutron Star. Recently, several BH mergers (primordial BHs) were detected
by the Laser Interferometry Gravitational-Wave Observatory (LIGO), sug-
gesting a relation between the BHs and supernova masses [32]. It should be
recalled that large peaks in the power spectrum of primordial matter (col-
lapsing in the radiation-dominated phase) could be related to the formation
of groups of BHs merging their masses (from recombination) from tens to
hundreds of M⊙; with these Massive Primordial BHs suggesting the existence
of Dark Matter in the Universe [8]. Several elements of general relativity
hold, such as the space-time deformation illustrated in the effects of GW [14]
and Gravitational Lens (GL) [4], where the mathematical formulation of a
GL is a function f : R2 → R2 between the lens plane (or sky) and the plane
of the source, assuming that the deflecting matter is on a plane. The the-
ory behind GLs has revealed generic and mathematical properties with the
formation of images of a single source based on counting Morse theoretical
images and the results of complex-algebraic results of the upper limits in the
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case of planes of lenses of single and multiple sources [14, 15], highlighting
the work by Petters et al. [15], whose advances allowed to relate the global
number of lensed images (with the GL effect) with the minimum of the im-
ages, in addition, to analyze asymptotic equations for the probability density
functions of the random time-delay of microlensing, maps of effects of random
lensing and shearing, besides the use of geometric optics in the treatment of
multiple images in a space-time environment. Hence, the deflection angle α
(allowing to visualize the rays coming from an object, considering the deflec-
tion caused by another intermediate massive one between the observer and
the observed object) is simply the sum of all mass elements in the lens plane
and the magnifications of the lenses depend on the number of positions of
the source (up to 1010) and the most probable number where the majority of
lenses are found (up to 106).
In this chapter, we analyze the basic elements of Newton’s gravitation theory
and central field to explain certain notions of General Relativity from the
Fitzgerald-Lorentz transformations. We aim to give a proof to several defi-
nitions by Einstein, Penrose, and Schwarzschild to build BH models, testing
them with simulations of mass concentrations. Finally, among these mass
concentrations, we focus on the effect of the space-time deformation for the
GL effect to give an interpretation from the mathematical modeling of the
micro, weak, and strong effects of a GL, considering geometry, optics, and
physics of the deformation of rays, producing a multiplicity of images or the
observation of caustics around certain region. We highlight the relevance of
the Legacy Survey of Space and Time (LSST) that will be carried out by the
Vera Rubin Observatory [16], which will allow us to solve the deep space and
to have a better understanding of the GL effects by mass concentrations of
dark matter, BHs, baryonic matter, galaxy clusters, etc (work in progress).
LSST is key in building a strong collaboration community in Mexico and
worldwide.

2 Formal generalities

In the context of this work, we use topologic definitions that will lead to
the comprehension of concepts of classical mechanics (such as Newtonian dy-
namics and Central Field) and relativistic physics (which is closely related to
the equations of Levi-Civita, Ricci, Christoffel, Einstein and Schwarzschild).
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We start with the definition of metric

Definition 2.1. We denote the metric of a Vector Space E as a function of
the form d : E×E→R that satisfies the properties:

For all x, y, z vectors in E, it follows that

• d(x, y)≥0

• d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

• Symmetry. d(x, y) = d(y, x).

• d(x, y)≤d(x, z) + d(z, y) (Triangle inequality).

Hence, the pair (E, d), defines a metric space E under the metric induced d
[10]. From this definition, it follows straightforwardly that different metrics
can define different metric spaces. Hence, (E, d1)̸=(E, d2) implies d2 ̸=d1. For
instance, we use the trivial metric d(x,y) = c0∈R for all x,y∈E [(E, d)]. If
we define several constants d1(x,y) = 1 and d2(x,y) = 4, clearly, d1 ̸= d2,
and the properties in Definition 2.1 hold for both functions, implying they
are different metrics that define different metric spaces.

Definition 2.2. Let E be a vector space under R (the field of real numbers);
we denote the Norm (∥·∥) on E as a function of the form ∥·∥ : E→[0,∞) for
each x∈E that satisfies the properties; for all x and y vectors in E and a a
scalar in R:

• ∥x∥≥0,

• ∥x∥ = 0 implies x =
−→
0 , where x is the neutral vector in E,

• ∥ax∥ = |a| ∥x∥,

• ∥x+ y∥≤∥x∥+ ∥y∥, also known as the triangle inequality of the norm.

Analogously, the pair (E, ∥·∥) defines a normed space E [10]. From this
definition, it can be shown that different norms define different normed spaces.
The latter motivates the following results, where every normed space is also
a metric space.
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Lemma 2.3. Let E be a normed vector space under the norm ∥·∥; then E is
a metric vector space. The following property holds for the metric d induced
by the space E:

∀x, y∈E =⇒ d(x, y) = ∥x− y∥. (1)

The proof of Lemma 2.3 has been widely reviewed by several authors; in
particular, we refer to the proof by Iribarren et al. [10]. Hence, we conclude
that every normed vector space is a metric space, with the metric being a
function induced by the norm. Subsequently, we recall the inner product,
which is related to the metric and norm.

Definition 2.4. Let E be a vector space with a function ⟨·, ·⟩ : E×E → R.
This function is an inner product if it satisfies the following properties for all
x, y, z vectors in E and a scalars in R

• x ̸= 0 =⇒ ⟨x, x⟩ ̸= 0, i.e., the inner product is defined to be positive.

• ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩, i.e., the inner product satisfies symmetry.

• ⟨ax+ by, z⟩ = a ⟨x, z⟩+ b ⟨y, z⟩, i.e., the inner product satisfies linearity
on the left.

Therefore, we will refer to all vector spaces E satisfying the inner product as
(E, ⟨·, ·⟩), and we will call it, hereinafter, Euclidean space. A simpler way to
define the inner product is to use the image under the product of the pair
(x,y) as x • y. Hence, we can extend the results to ⟨x,x⟩ = 0 if and only if
x = 0. Thus, it is straightforward to prove that every Euclidean space is also
a normed space [10] if it satisfies ∥x∥2 = ⟨x,x⟩, and analogously, the relation
for the metric in d(x,y) = ⟨x− y,x− y⟩1/2 follows.

3 Elements from General Relativity

In general, the foundations of the current framework of physics are electro-
magnetism, gravitation, thermodynamics, and quantum mechanics, which
allow for the construction of abstract theories such as Einstein’s relativity.
Einstein’s formulation depends on tensor analysis, algebra, Riemann geom-
etry, Levi-Civita’s concepts, the point of view of Galileo’s transformations,
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and integro-differential analysis of variational calculus to model a problem
beyond natural conception, with its solution being a topic of contemporary
physics, resembling the problem that splits Newtonian physics and classical
mechanics from modern physics, thus setting the foundations of quantum
mechanics and relativity. Such a problem is undoubtedly the black body
problem [17], which elegantly unifies all of Maxwell’s electromagnetic the-
ory, thermodynamics, and Lagrangian mechanics, theorizing from Maxwell’s
equations an object capable of emitting radiation in all wavelengths [17], im-
plying the existence of systems with abundant energy and particle dynamics
ensuring that particles interact with radiation at a subatomic level, requiring
a relativistic and quantum point of view. These theories gave rise to differ-
ent hypothesis in several problems and significant discrepancies that seemed
to lack a solution. Lorentz’s transformations provided a solution to some of
these problems for objects with velocities close to the light velocity [17, ?],
leading to the question if there exists any object capable of moving at the
light velocity (c) with mass or without mass?. If Ψ is an object with mass,
we arrive to a small paradox if the velocity is close to c, endowing the object
with an infinite energy. However, if Ψ does not have mass, such energy could
be part of the radiation, satisfying the wave equation

▽2Ψ = △Ψ =
1

v2
∂2Ψ

∂t2
, (2)

where ▽ and ∆ are the Nabla and Laplacian operators, respectively, [18, ?]
and v the wave velocity Ψ (in the case of propagation in vacuum and for
electromagnetic waves v = c). In addition, the relation with the refraction
index holds n = c/v (not always v = c) and Snell’s Law [9]. Analogously,
from the side of quantum mechanics, we build the Schrödinger’s equation

−ℏ2

2m
∆Ψ(r, t) + V (r, t)Ψ(r, t) = “HΨ(r, t) = iℏ

∂

∂t
Ψ(r, t), (3)

which resembles a wave equation (“HΨ(r, t) = EΨ(r, t)), which could be
solved either as dependent or independent of time (a differential equation,
either coupled or not, depending on whether the phenomenon allows vari-
able separation) modified with the potential V (r, t) (under Heisenberg’s and
Pauli’s exclusion principles and Planck energy E = hν = ℏω with ℏ = h/2π,
ω = 2πν, and h the Planck constant [20]). The latter allows us to model a
free particle with mass m, hydrogen and helium atoms, as well as N-body
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systems through the conditions of mixed borders and complexity in the po-
tentials. The construction and theory underlying 2-3 witnessed the birth of
field theory, where particles do not directly interact; instead, they interact by
means of the physical implications of the fields to which they belong.

Definition 3.1. Let E be a non-empty set provided with fundamental oper-
ations, sum and product (+, ∗), closed under the properties that define the
elements of the set. We define a Physical Field (PF), as a set such that if
for any property that perturbs any element, its complement will notice the
perturbation when the perturbation is applied to it.

Hence, PFs have the property of conservation of charge, energy, and momen-
tum according to the properties of the elements, keeping the inertial systems
(the action of the properties of the set as an additional property that prevents
the elements from removing themselves from the PF, maintaining closure) un-
der the action of mechanical, electrical, gravitational, and other forces.

Proposition 3.2. The laws of physics must have the same formulation in
all inertial systems. According to Definition 3.1, this extends to PFs. The
proof of this proposition can be found in Narlikar et al. [19], and it can
also be built by means of physical arguments in Resnick [17] and De-La-Peña
[20]. However, formally, in set theory, the latter is equivalent to providing
an arbitrary universe with elements and building subsets, which are studied
as sets recalling the fundamental condition of the universe containing them.
Hence, each subset is a field, and the universe must be built under physical
conditions. Thus, the latter holds since the physical conditions of the universe
are inherited by the subsets or fields.

Proposition 3.2 implies that if a PF is governed by certain laws, then it is
equivalent to a set with its restrictions, building its base and elements (as the
electric force only applies to systems with charge). As proof of the aforemen-
tioned, we use Definition 3.1 and Proposition 3.2 to consider a universe with
PFs, with properties that ensure the universe is equal in all PFs. Hence, the
concepts of the homogeneity of space and time show the symmetry due to
the invariance over translations of space-time, r→ r + r0 and t→ t + t0 for
the position vector r at time t. Thus;

Definition 3.3. Let E be a PF. E is an isotropy if it satisfies the invariance
of properties over elements of the same PF or space, regardless of the direction
in which the property acts.
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Therefore, in a PF with elements having mass, the property that will govern
such elements (the same one defining the inertial system) is gravity. Thus,
such gravitational potential will also define a central field [?, 21] where the
direction of the action is towards the geometric center of the PF. Hence, if
we consider a ray of light and an observer, they satisfy c′ = c±v according
to the previously laid out arguments. However, by means of Maxwell’s laws,
light waves do not allow solutions of static fields unless they are constant,
involving an observer that violates Maxwell’s equations and the principles of
our construction by having an element in the set outside of the premise and
moving faster than c, thereby modifying the physics in the element. To solve
this paradox, FitzGerald and Lorentz proposed a contraction by means of the
factor γ (γ corrects the irregularities of high velocities and energies of the
elements in a PF), a contraction of time (in relation to time dilation), energy,
mass changes, and potential relations (in a relativistic sense). In these cases,
the object with a velocity close to c requires such factor γ to maintain the
same property of the set as indicated in Proposition 3.2 for time and space

t′ = γ
(
t− x v

c2

)
x′ = γ (x− vt) , (4)

where the same factor γ might rebuild all the expressions of density (mass and
charge), energy, potential, electromagnetic field, force, etc, to keep the uni-
verse of the PF consistent and its elements satisfying Proposition 3.2, in this
case relating momentum p and energy E, given by E2−c2p2 = m0

2c4 in addi-
tion to the Lorentz-Minkowski’s relation by means of s2 = c2t2−x2− y2− z2.
Therefore, the set satisfying Minkowski’s relation (inside the light cone) has
the structure of a vector space under the inner product ⟨a,b⟩ = atbt−axbx−
ayby−azbz, from which ∥s∥ is the norm of the metric ds between an event and
the origin. Hence, relativity pushes central gravitational and electromagnetic
theory to the limit. However, in the case of Newtonian mechanics, there is a
set with a weak and quasi-static restriction (i.e., when the space-time curva-
ture is negligible). Thus, the velocities of elements of the PF v << c imply
β << 1, i.e, are small velocities, assuming an absolute or preferred space-time
system. Such conditions allow us to obtain the metric as a perturbation of
Minkowski’s space, satisfying the following relations in Einstein’s equations

gµν = ηµν + ϵgµν =⇒ gµν ≈ ηµν − ϵgµν , (5)

the latter holds when the expansion parameter ϵ is such that ϵ << 1. Hence,
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regarding Christoffel symbols Γρ
µν , in addition to the Ricci tensor Rµν and

scalar R, Einstein’s equations follow

Γρ
µν ≈

1

2
ϵηρλ [∂µhλν + ∂νhνλ − ∂λhµν ] , Rµν ≈

1

2
ϵ∂2hµν and R ≈ 1

2
ϵ∂2h, (6)

for h = ηµνhµν as the trace of the perturbation of metric ds, and ∂2 = ηµν∂µ∂ν
the D’Alembertian in Minkowski space, where the degrees of freedom of hµν
are fixed by choosing the gage (fixing the same degrees of freedom) ∂µhµν −
(1/2)∂νh = 0. Considering this, Einstein’s equations for a gravitational field
in the Newtonian limit are such that

1

2
ϵ

ï
∂2hµν −

1

2
ηµν∂

2h

ò
≈ −κTµν and

1

2
ϵ∂2hµν ≈ −κ

ï
Tµν −

1

2
ηµνT

ò
, (7)

with and without trace for T = ηµνTµν , it is possible to determine resemblance
to inhomogeneous waves of hµν . Subsequently, we highlight that if all the
velocities are non-relativistic, it implies that v ∼ ϵ << 1 and the proper time
τ satisfy (Minkowski’s inner product) dτ 2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (which
results in dτ 2 = νµνdx

µdxν), and for objects in a gravitational field (in a first
approximation where ηµνuµuν = 1), it is equal to the time in the reference
system τ ∼ t; i.e, an object with velocity v ∼ ϵ shifts dxi at time t satisfying
dxi ∼ ϵdt. Therefore, if we consider a shift function f(xi, t) for such an
object, it should follow that dxi ∼ ϵ∂if ; i.e, dt/df is one order of magnitude ϵ
larger than the gradient and negligible. From the latter, Einstein’s equations
reduce to the shift equation in a gravitational field (or central field) and the
proportionality constant satisfies κ = 8πG (withG the Newton’s gravitational
constant) if, and only if the following holds

Rµν −
1

2
gµνR = −8πGTµν , (8)

the latter is Einstein’s equation in the approximation of a PF with the condi-
tion of a Newtonian potential. Subsequently, the Newtonian potential is ob-
tained from the equation (the geodesic equation, related to Einstein’s’ equa-
tions and considerations) uν (▽νu

µ) = 0; allowing for the reduction of the
space components from
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d2xi

dt2
+ Γi

tt + Γi
jk

dxj

dt

dxk

dt
≈ 0, (9)

which holds only if τ ∼ t and if the elements are neglected at the moment
of obtaining the orders ϵ2 given that dxi ∼ ϵdt. Thus, following the previous
results (in addition to neglecting the time derivatives prior to the gradient
(application of Nabla operator) regarding 5 (before the implication), we ob-
tain Γi

tt ≈ 1/2∂igtt. Solving the geodesic equation by d2xi

dt2
≈ (1/2)∂igtt, it

is comparable with the Second Newton’s Law d2−→x /dt2 = ▽Φ in relation
with ∂i = −▽i it follows for the component of the metric gtt that it holds
gtt ≈ 1+2Φ. This validates the solution of the Einstein’s equations for a mas-
sive, static and spherical object, where for mass m Schwarzschild determines
the following metric [22, 23]

ds2 =

Å
1− 2Gm

r

ã
dt2 −

Å
1− 2Gm

r

ã−1

dr2 − r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
. (10)

Therefore, in order to ensure the previous equations are satisfied it is necessary
that Φ ≈ Gm/r which would validate the Second Newton’s Law by F =
m∂ttx = ∂tp and F = ▽Φ for the gravitational potential Φ, corroborating
that the property of a Newtonian PF keeping the elements is a force induced
by the gravitational potential Φ, which in Einstein’s considerations is an
geometric element regarding the component Γi

tt to determine the Levi-Civita
of space-time (for the elements of the PF).

4 Black Hole Model

Proof of the Schwarzschild metric

Hereinafter, we give a proof of the Schwarzschild’s solution for Einstein’s
equations, his metric proposal and the metric itself. However, since Einstein’s
equations are not trivial, we need to set a proper preamble to represent and
solve them
Thus, we bear in mind that value κ is related with 7 for a PF originated
by a distribution of dust with velocities v << c where the only component
of the Energy-Momentum tensor T µν

(mat) = ρ0u
µuν is T tt ≈ ρ0 implying that

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 2, páginas 47-76



Schwarzschild Black Holes and their effects in a mathematical modeling
framework 57

Ttt ≈ ρ0 and T ≈ ρ0 allowing to obtain the component (tt) in 7; where ρ0 is
the density of elements without the action of the PF condition (in rest) and
uµ is the four-velocity uµ(τ) = dxµ/dτ ; while the space-time is considered
asymptotically flat with respect to the Minkowski space, i.e., ϵ∆htt ≈ κρ0
in 7 if ∂2t << ∆ = ∂i∂

i. Otherwise, if space-time is not asymptotically flat,
the solution of the equations is hindered regarding the Minkowski’s metric.
On the other hand, if we analyze in the Minkowski space the elements gµν
and gtt in a first approximation, we identify ϵhtt in relation with 2Φ, then,
expression ϵ∆htt implies ∆Φ ≈ (1/2)κρ0. Comparing this result with ∆Φ =
4πGρ0 (where G considers matter density ρm and the universal gravitational
constant), it shows that κ = 8πG. Hence, every Newtonian PF (weak PF) is
subject to G and Φ, which are equally contained in sets subject to Einstein’s
equations (with v << c), i.e., where the curvature effects of space and effects
of special relativity are negligible.

Schwarzschild’s solution to Einstein’s equations

In general terms, Einstein’s equations are non-trivial due to their non-
linearity since the superposition of two solutions does not imply a different
solution. We will refer this time to Einstein’s equations, given that due to
their complexity they require more than a single work to model them correctly.
Physically, the non-linearity of Einstein’s equations given the curvature of
space-time is a function of mass and energy of the PF. Moreover, gravity is
not only a function of energy, momentum, and matter, but of itself, resulting
in coupled non-linear equations. It was thought that there was no exact
solution, however, months later after the publication of general relativity
theory (1916), Karl Schwarzschild, determined an exact solution of an static
object with spherical symmetry. He received a letter from Einstein [24] 1

I have read your paper with the utmost interest. I had not expected that
one could formulate the exact solution of the problem in such a simple way. I
liked very much your mathematical treatment of the subject. Next Thursday
I shall present the work to the Academy with a few words of explanation.
Such solution considers the static relation of the vacuum equations (Maxwell’s
differential equations [17, 9, 20]) assuming spherical symmetry for PFs with
gravitational actions caused by massive objects (stars and planets). Hence,

1"Albert Einstein to Michele Besso: Physics Today: Vol 58, No 7(opens in a new tab)"
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the geodesics considered by Schwarzschild (in his metric) [22] allow to cal-
culate calculating (considering relativity) corrections to planetary orbits and
the deflection of light (important effect in GL). In the absence of energy
and matter, the energy-moment tensor Tµν = 0 and the elements without
trace in Einstein’s equations lead to Rµν = 0. Subsequently, considering
Ricci tensor, we notice that the metrics satisfying the vacuum equations are
such that Tµν = 0 (also widely-known as Ricci-flat equations), with its so-
lutions being non-flat and solving the vacuum equations. Hence, regarding
the aforementioned conditions of the PF, the solution of Schwarzschild is the
simplest non-trivial solution, i.e., static without time evolution implying its
metric should be time-independent, and at the same time, there should not
be crossed terms of the type gttdtdxi, that would contradict the invariance
t→− t. The superposition of the spherical symmetry, i.e., the space (under
such metric) has symmetry SO(3) (3D rotation group) which is invariant to
orthogonal rotations [25]. Therefore, without loss of generality, we can con-
sider angles θ and φ such that if t = t0 it implies that the space sections
follow

ds2 = −f (r)dr2 − r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
. (11)

Definition 4.1. The Minkowski space-time is a Lorentzian manifold of cur-
vature zero and isomorphic to the pair (R4, gµν); denoted by the following
expression

g = −x1⊗x1 + x2⊗x2 + x3⊗x3 + x4⊗x4; (12)

expressed in metric tensor form as

gµν
def
=

á
−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

ë
; (13)

We bear in mind that the metric tensor given in 12, in the context of the

Einstein’s equations is denoted by g =
n∑

µ,ν=1

gµνdx
µ⊗dxν and in the Einstein’s

notation, is reduced to g = gµνdx
µ⊗dxν in terms of the generating base
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{x1, x2, · · · xn} of the PF elements; where we refer to 13 as the unitary form
of g.

Proposition 4.2. The differential relation between spatial and time

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2; (14)

defines a metric function, and 14 is so-called Minkowski’s metric.

Proof. By construction, it is straightforward to set (x1, x2, x3, x4)→ (ct, x, y, z)
in Definition 4.1. Subsequently, we recall from Definition 2.1 and 2.4 that the
inner product defines a metric d from the differences between distinct elements
in a set, and hence, term ds is a difference. However, from the definition of the
inner product of Minkowski ⟨a,b⟩ = atbt− axbx− ayby − azbz (Sec. 3); where
x1 = ict, x2 = x, x2 = y, x2 = z (combining time and space coordinates).
Nevertheless, this definition contradicts relation d(x,y) = ⟨x− y,x− y⟩1/2
since by Definition 2.1 we will have a negative metric. Hence, to show that
Definition 2.1 holds, (in Einstein’s notation) we must relate d to the metric
tensor gµν .

ds2 = gµνdxµdxν ; (15)

however, we can ignore the invariance process, for τ→ − t and τ→t, de-
pending on the event, observer and the velocity of the event. In general, in
the PF (space) of Minkowski (subject to all properties and considerations of
Minkowski) the metric ds2 invariance is warranted [17], and thus 15 implies
14 and also d22 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2, including the time and space
difference (distance) between events in

∆s2 = c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2 − (y2 − y1)2 − (z2 − z1)2, (16)

which also satisfies invariance, and thus the sign change [17, 26]. Subse-
quently, by the isotropy of Minkowski PF (Definition 3.3) and metric in-
variance, we can include Schwarzschild’s conditions (at the beginning of Sec.
4), and time invariance, where it follows straightforwardly that ∂tt→dt→0
and hence ds2→dx2 + dy2 + dz2 implying 14 is reduced to the Euclid met-
ric. Therefore, Minkowski’s metric under Schwarzschild’s considerations is a
metric according to Definition 2.1.
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We bear in mind that the latter is only valid under Schwarzschild’s con-
siderations, where one of its conditions leads to a static problem, implying
time invariance (because it was originally not considered), which ensures that
∂tt→dt→0, and thus ds2→dx2 + dy2 + dz2.

Proposition 4.3. Let r > 2M in a Newtonian potential (where M = mG).
By Proposition 4.2 and the difference between two vectors (or events in the
space-time of a PF) satisfying 14 in a PF under Schwarzschild’s considera-
tions, it is possible to propose the following Ansatz

ds2 = e2A(r)dt2 − e2B(r)dr2 − r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
, (17)

to obtain the Schwarzschild’s metric.

Proof. Without loss of generality we can consider the coordinate transforma-
tion X, Y, Z → ρ, θ, φ of our PF, highlighting the relation between 14 and
17 (taking into account the inner product in Proposition 4.2). It is always
possible to perform a coordinate change for the space position r to a function
f(r). Hence, according to variational methods, from 17, we need to determine
functions A(r), B(r). To this aim we substitute 17 in Rµν = 0 (the vacuum or
Schwarzschild’s conditions are modeled by the Ricci tensor Rµν), and obtain
the corresponding Christoffel symbols Γρ

µν (from the covariant derivative ▽α

of the metric tensor gµν), obtaining

▽αgµν =
∂gµν
∂xα

− gρνΓρ
µα − gµρΓρ

να. (18)

Analogously to the previous conditions, 18 is obtained if▽αgµν→0 and Γr
µν =

(1/2)grλ[∂µgλν + ∂νgµλ − ∂λgµν ]; denoted by

Γr
µν =


1

2A(r)
dA(r)
dr

0 0 0

0 − r
A(r)

0 0

0 0 − r
A(r)

sin2(θ) 0

0 0 0 − 1
2A(r)

dB(r)
dr

 , (19)

Γθ
µν =


0 1

r
0 0

1
r

0 0 0

0 0 −sin(θ)cos(θ) 0

0 0 0 0

 , (20)
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Γφ
µν =


0 0 1

r
0

0 0 cot(θ) 0
1
r

cot(θ) 0 0

0 0 0 0

 , (21)

Γt
µν =


0 0 0 1

2B(r)
dB(r)
dr

0 0 0 0

0 0 0 0

− 1
2B(r)

dB(r)
dr

0 0 0

 . (22)

At the same time, it is possible to obtain Γr
tt = e2[A(r)−B(r)]A′(r), Γt

tr = A′(r),
Γr
rr = B′(r), Γθ

rθ = r−1, Γφ
rφ = r−1, Γr

θθ = r−1e−2B(r), in addition to the
non-trivial elements of the Christoffel symbols given by Γφ

θφ = cot(θ), Γr
φφ =

−rsin2(θ)e−2B(r), and subsequently, Γθ
φφ = sin(θ)cos(θ). The previous results

lead to the results (complex process) corresponding to the Ricci tensor of
Rφφ = sin2(θ)Rθθ for Rθθ = e−2B(r)[rA′(r)− rB′(r) + 1] − 1, Rrr = A′′(r) +
A′(r)2 − A′(r)B′(r)− 2B′(r)r−1, in addition to

Rtt = −e2[A(r)−B(r)]
î
A′′(r) + A′(r)

2 − A′(r)B′(r) + 2A′(r)r−1
ó
, (23)

and the element corresponding to the Ricci scalar

R = −2e2B(r)
¶
A′′(r) + A′(r)2 − A′(r)B′(r)+

· · ·+ 2r−1[A′(r)−B′(r)] + r−1}+ 2r−1,
(24)

under the vacuum condition (without any problem regarding Einstein’s equa-
tions), we set to zero the components of the Ricci tensor to solve the system
of coupled non-linear differential equations with two unknowns, multiplying
Rtt by e−2[A(r)−B(r)], and including Rrr, we obtain

e−2[A(r)−B(r)]Rtt +Rrr = −2−2[A′(r)−B′(r)]. (25)

Subsequently, due to the linearity of the differential operator and setting the
expression to zero, we obtain −[A′(r) +B′(r)] = 0. Hence, by virtue of the
Fundamental Theorem of Calculus (FTC) [10, 18, ?], there exists a constant
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c0 such that B(r) = −A(r) + c0, and moreover, it allows to relate the time
variable through t′ = ec0t where, without loss of generality c0 = 0 (this
assumption is valid and follows the vacuum or Schwarzschild’s conditions).
Obtaining the Ricci tensor of the form Rθθ, and substituting B(r) = −A(r)
it follows that Rθθ which satisfies e2A(r)[2rA′(r) + 1] − 1 = 0, which we can
re-write (using the chain rule) of the form d/dr[re2A(r)] − 1 = 0, assuming
an integration constant cte = −2M (by virtue of the FTC), the solution is
e2A(r) = 1− 2M/r.
Therefore, 24 holds, if at the same time Rφφ and Rθθ are satisfied under
the vacuum conditions. Hence, performing another combination between
Rtt and Rrr for any value of M , we obtain the homogeneous differential
equation A′′(r) + 2A′2(r) + (2/r)A′(r) = 0. Considering both equations of
A(r)

[
d/dr

(
re2A(r)

)
− 1 = 0

]
, we can show that 2A(r) = ln(1− 2M/r) satis-

fies that A(r) = ln
Ä
(1− 2M/r)1/2

ä
(with a simple algebraic manipulation).

Hence, the Schwarzschild’s solution for a line element of the n-Sphere Sn(r)
(with n = 2 and dΩ2

2 = dθ2 + sin2θdφ2) according to 17 is given by

ds2 =

Å
1− 2

M

r

ã
dt2 −

Å
1− 2

M

r

ã−1

dr2 − r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
. (26)

Previously, we showed that in the static case with low curvature gtt the metric
is proportional to the Newtonian potential comparing gtt≈1 + 2Φ with gtt in
26, since it stands out that Φ = −M/r is the gravitational potential (expected
for a spherical potential according to 17) of Proposition 4.3.

Proposition 4.4. 26 is a metric in a PF space-time, in this case it is
Schwarzschild’s metric function.

Proof. The proof of Proposition 4.4 is straightforward, since its proof is very
similar to that of Proposition 4.2, under vacuum, static and invariance con-
ditions (Schwarzschild).

Einstein’s equations imply that the matter-energy of a PF does not deter-
mine the geometry of space-time, yet it describes the elements deforming it
according to Ricci tensor. Hence, different metrics with distinct Riemann

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 2, páginas 47-76



Schwarzschild Black Holes and their effects in a mathematical modeling
framework 63

tensors but with equal Ricci tensor, could be solutions of the Einstein’s equa-
tions, with the same energy-momentum tensor. It is possible to distinguish
between metrics from its integration constants. Hence, both the Minkowski
space and the solution of Schwarzschild are solutions of (Rµν) = 0 (vacuum
conditions) although (non-trivial) for the integration constantM coming from
solving e2A(r). Therefore, we conclude that the integration constants come
from equations of motion implying different solutions with the same bound-
ary conditions, similar to the arguments described in Definition 2.1. In Figure
1, we observe the deformation of space-time due to the effective potential for
a singularity at the mass center, with mass of 10M⊙, noticing the behavior of
the gravitational potential resembling that of a infinite potential well [Figure
1 (b)]. We notice how an observer approaching to the center will find it harder
to escape due to the deformation of space-time [Figure 1 (c)], as illustrated
in the infinite well, according to the potential ∆Φ = 4πGρ0 solving for the
symmetric gtt.
Schwarzschild’s solution considers absence of mass and energy, with a space-
time interpretation with mass m in the origin, and hence, for r > R0, 26 it
corresponds to the outer part of the gravitational field caused by the object
with radius R0 > 2M . Hence, we obtain the outer solution of Schwarzschild.
Another possible solution is that for the inner region r < R0, where there
could be stars, planets or black holes (in the inner region of a galaxy), for
which the energy-momentum tensor Tµν , is an ideal fluid, concluding that
both solutions are similar in r = R0, satisfying continuity conditions [2, 27].
Hence, if r >> 1 implies M/r << 1, which is the same as in 26, and tends to
Minkowski metric (Proposition 4.2). Therefore, the Newtonian gravitational
actions falls as 1/r2 (at large distances the influence of an object is negligible)
and the space is reduced to a Minkowski space, which is the so-called flat
asymptotic solution.
In Figure 2, we show the vector field (PF elements) in flux from the event
horizon to the center of the singularity, considering r = 0, 2M , and the previ-
ously described arguments. In Figure 2 (a), we show a cut at the center of the
space-time, where we show an evolution plane of the track of objects towards
the center. In Figure 2 (b), we show in the space-time the deformation of
the object tracks under the action of the gravitational potential for a mass
of 10M⊙ [extending the plane shown in Figure 2 (a)]; and in Figure 2 (c), we
show the singularity at the center, and in color, the second region defined by
r = 2M .

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 2, páginas 47-76



64
Jesús Alonso Arriaga Hernández, Bolivia Teresa Cuevas Otahola, María de

los Ángeles Pérez Villegas, and José Jacobo Oliveros Oliveros

Figure 1: Deformation geodesic of the space due to the action of a grav-
itational potential ∆Φ = 4πGρ0 generated by 10M⊙ at the center of the
singularity, observing the space-time deformation towards the center in (a),
in (b) we show the behaviour of the well and in (c), the space-time deforma-
tion.

Schwarzschild Black Hole

We bear in mind that 17 in Proposition 4.3 defines degenerate and diver-
gent states, from which we can obtain certain singularities (considering that
it is a metric following Proposition 4.4).
Schwarzschild’s metric has a large quantity of singularities or inconsistencies
as we can see in the cases θ = 0, π (which would yield that Ricci tensor is such
that Rφφ→0, only in a polar space, since if we modify the coordinate system,
the singularity will not exist); in addition to the cases r = 0, 2M (these cases
would imply values of gtt→0, and a singularity, in addition for grr but with
the crossed cases, since if gtt is singular hence grr→0, and if gtt→0 then grr is
singular). The correct procedure to determine whether these are singularities
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Figure 2: We show the PF elements from the horizon events to the center of
the singularity, considering r = 0, 2M in (a) only a plane at the center of the
space time 3D + t or tetra-dimensional. In (b), we show the deformation of
space 3D + t with the track of PF elements under the action of the gravita-
tional potential of a mass of 10M⊙. In (c), we show the singularity at the
center and in color the second region defined by r = 0, 2M .

and under which conditions they are singular is under curvature invariance.
However, under Propositions 4.3 and 4.4 (vacuum and Ricci-flat conditions)
Ricci scalar and RµνR

µν are equal to zero. Hence, we need to use another
theory, such as the Kretschmann invariant RµνλR

µνλ. From Proposition 4.3
it follows that RµνλR

µνλ = 48M2/r6. We notice that the invariant curvature
diverges (singularity) if r→0 and if r = 2M it follows a regular problem (with
the probability of being a singularity of coordinates or caused by a coordinate
change), requiring to set r = 2M as the Schwarzschild’s radius (an important
point observed as observed in the proof of Proposition 4.3), giving place to
the Schwarzschild coordinates, (spherical coordiantes adding a time variable)
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(t, r, θ, φ). Subsequently, a physical property that can be corroborated with
astrophysical observations is the infinite redshift, in the Doppler gravitational
effect under (t, r, θ, φ) and r = 2M , considering two points rq and rs (in a
static solution under 26), which follows the relationship between the distinct
periods T for different signals (rq and rs, for the Doppler effect) from the
metric tensor gµν given by

Ts = Tq

 
gtt (rs)

gtt (rq)
= Tq

œ
1− 2

M

rd

1− 2
M

rq

. (27)

It is evident that if rq→2M it follows that
Å
1− 2

M

rd

ã
→0, and hence Ts di-

verges. Thus, at this point, we establish that lim
rq→2M

Tq→∞, validating for the

infinite redshift the Schwarzschild’s conditions and for position values for an
observer fixed at r = 2M , we obtain an infinite redshift. On the other hand,
within the Minkowski’s conditions in 14, Schwarzschild’s empty conditions
and Proposition 4.3, M = mG implies r = 2M , which we can consider as the
Schwarzschild’s radius, which under Minkowski’s considerations and 27 it fol-
lows that rSch = 2M = 2mG/c2 for an object with massm (which will be more
evident from the solution of 28. Subsequently, if we consider the singularities

of θ = π or 0 then 26 is re-written as ds2 =
Å
1−M 1

2

ã
dt2−

Å
1−M 1

2

ã−1

dr2.

Hence, from the previous steps, we recall the reduction of 26, and we con-
sider geodesics satisfying vacuum (Schwarzschild) conditions, which require
to consider Christoffel symbols Γρ

µν . Thus, the curve describing the rays of
the object in the PF in space-time (with dtt = ṫ) follows gµν = 0, as well as
gµν ṫṙ = 0, and thus, we obtain

0 = gµν ṫṙ =

Å
1− 2

M

r

ã
ṫ2 −
Å
1− 2

M

r

ã−1

ṙ2. (28)

Subsequently, from 28 (by virtue of its equality with zero and the chain rule),
we obtain (dt/dr)2 = (1− 2M/r)−2, from which we obtain (applying the
FTC), equation t = ±(r + 2Mln(r − 2M)) + cgeo (which we will refer to
as the BH Geodesics Equation), where cgeo is an integration constant. The
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positive sign corresponds to the outgoing geodesics and negative one to the in-
coming geodesics. Hence, for r >> 2M (r >> rSch), the Schwarzschild’s light
cones (given previous geodesics) are similar to Minkowski’s ones (r→∞), as
expected, since the Schwarzschild’s conditions are asymptotically flat. There-
fore, parameter rSch determines a BH, by defining a sphere where the singular-
ity is at the center, and with radius rSch, matching its radius with the distance
from the center to the border (Schwarzschild’s metric), which we refer to as
the Schwarzschild’s events horizon (of a Schwarzschild’s BH). Hence, for an
object at a distance close to but larger than rSch, its light will find it difficult
to exit the gravitational potential well. Subsequently, in the case r ≤ rSch, the
light cones are closed, more and more, where the light rays are, and in the in-
ner parts, the incoming and outgoing geodesics will aim at the singularity and
the cones will change its orientation, aiming towards the physical singularity
at r = 0; implying gtt and grr of the metric change their signs. Thus, any ob-
ject lying from position r = 0 up to r = rSch will not be perceived by another
object of the PF beyond rSch, since they cannot overcome the gravitational
potential, i.e., they are trapped by a Schwarzschild’s BH. Hence, in general,
no object (with or without mass) is capable of crossing rSch from inside out-
wards, since every object will be always moving inside its light cone. Also,
either, no massive particles, or observers are capable of entering into the zone
r < rSch. Therefore, in the Schwarzschild coordinates, a particle falls towards
the center and moves asymptotically to the Schwarzschild’s radius, without
crossing it. However, this is an erroneous conclusion since proper coordi-
nates (t, r, θ, φ) are suitable to describe the behavior close to Schwarzschild’s
radius since, following the previous arguments, it follows that a PF object
cannot enter, exit, or even cross rSch. In 1939, Robert Oppenheimer et al.
[28] observed the details where the free-fall time is significantly different, if
we express it in terms of proper time τ of the particle in free-fall (absence
of action of the PF), time radial geodesics are applied along with covariant
derivatives in the direction of the object track (directional derivative [10]) in
the curve (following the notation uν∂ν = (d/dτ) = dτ ) in terms of xµ(τ) given
by

ẍµ + Γµ
νρẋ

ν ẋρ = 0; (29)

from which we compute the time components of the time-radial geodesics
given by

ẗ+ Γt
tr ṫṙ = 0; (30)
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where we correct the time derivative dt with a derivative with respect to
proper time dτ = ẋ. For the Schwarzschild’s case, we simplify 30 in terms of
the element gµν ṫṙ in 28 by dτ (gttṫ) = 0.
In Figure 3, we illustrate the application of the Schwarzschild’s metric and
radius rSch, described previously. We show the delimitation of the event
horizon given the circumference of space-time [illustrated in a 2D cut of the
3D + t space in Figure 3, (a) and (b)], extending from the center where the
mass (10M⊙) is located, to generate the potential. In Figure 3 (a)-(b), we
show a cut in the vector flux (PF elements) and how the mass density in
a small region generates the singularity (b), where the event horizon is the
distance at which all elements are trapped in the Schwarzschild’s BH, in cuts
in Figure 3 (c), which shows the revolving object in red of the vectors falling
into the singularity in the 3D + t space.

Primordial Black Hole

Primordial Black Holes (PBHs), which are theorized, are black holes cre-
ated during the inflation phase of the early universe, with origins different
from those resulting from supernovae. In the primordial universe (during
inflation), there are no stars yet. Hence, the PBHs, without loss of gen-
erality, can be considered the progenitors of black holes and supermassive
black holes. From the results in previous sections, Einstein’s equations in
Schwarzschild’s solution establish the existence of black holes as a potential
well, with a space-time region delimited by rSch in the event horizon [3, 1, 32];
characterized by their mass m, angular momentum J , and electric charge Q
in the so-called no-hair theorem (we do not provide a proof of this theorem
this time because it requires restructuring Schwarzschild’s model and nota-
tion), which states that regardless of the mass, body, or radiation in the black
hole, it will always be characterized by m, J , and/or Q. Subsequently, in
the case that a PBHs exists, there is a possibility of an initial state with
J = Q = 0 for any given process involving quantum emission and inflation,
hence allowing for the classification of PBHs in terms of m [29]. m consti-
tutes a parameter for which: if 3M⊙ ≤ mSBH ≤ 102M⊙, it is a scalar black
hole; if 102M⊙ ≤ mIBH ≤ 106M⊙, it is an Intermediate-mass black hole; and
if 106M⊙ ≤ mSMBH ≤ 1010M⊙, it is a supermassive black hole. Hence, PBHs
are theoretical black holes formed in perturbations of large mass densities due
to fluctuations of the inflaton in the early Hawking Universe [30].
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Figure 3: We show the application of all theory described regarding the
Schwarzschild’s metric as a solution of Einstein’s equations. In (a), the de-
limitation of the events horizon given by the circumference in the 3D + t
space-time, extending from the center where the mass (10M⊙) is located,
generating the potential up to the extreme rSch. In (b), we have the plane
cuts from (a), and in (c), we show the transversal cut in (a) with an additional
dimension (of the form 2D+1). We show the location of the singularity (BH)
at the center.

Considering Schwarzschild’s BH (non-rotating and static under vacuum con-
ditions), it is possible to relate the event horizon with Schwarzschild’s radius
(rSch). The event horizon is related to the escape velocity. We recall the
calculations of the escape velocity and analyze its analog in 28 in eigenvalues
or energies form, studying two states: final and initial, as follows

E0 = Ef→
1

2
mv0

2 + Ep,0 =
1

2
mvf

2 +G
m1m2

r
; (31)

where the initial state is inside PF and is subject to all restrictions Ep,0→0,
and in the escape state, it is expected that Vf→0, thus reaching the escape
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velocity ve. We set v0→ve and validate the escape velocity in a Newtonian
potential (similar to Minkowski’s conditions) such as the Earth’s potential
(m0 earth mass); ve =

√
2G(m0/r). Hence, for the singularity in the inner

region of rSch, it follows that ve→c since the mass density generates the
potential inside rSch, and it is such that its density is equal to ρSch(m) =
m/rSch

3 = (3/32)c6/(πG3m2). Thus, we can establish the relation ρSch(m) =
1021(M⊙/m)2. Subsequently, ρSch(m) determines that the size of a BH is
inversely proportional to its density, implying that in forming a low-mass BH
(scalar BH), high energy densities are required (neutron stars or quark-gluon
plasmas [8]). Therefore, the relevance of PBH gives rise to the necessity
of smaller masses, considering the primordial radiation-dominated Universe,
where the Universe was surrounded by a high energy density. Thus, at the
end of the inflation phase, mass was close to the mass of the particles’ horizon
by the time of their formation [31].

Gravitational Lens Effect

An additional effect of mass concentration is given by a single massive
object or any of the mentioned singularities, such as the cores of star clusters
[6] or galaxy clusters. Such an effect is the so-called Gravitational Lens (GL),
for which a large quantity of mass/energy is required to deform space, caus-
ing a deflection in light rays coming from other sources. Such deformation
generates a deflection angle, producing the GL effect.
To this aim, we consider several metrics that modify the traveled distances
by the rays, which, despite those differences, would be in the same universe
under different potentials between the source (galaxy or star), the potential
generating the deformation (mass density between the source and the ob-
server, generating the deformation of space modifying the light path from the
source) and the observer, with the formation of the image depending on the
observer’s position (i.e., where the rays converge will not always be the place
where the observer is). This problem is caused by the inability to solve these
objects simply. To illustrate this, let’s imagine a laboratory where we can
manipulate a light source, an arrow, and a lens. In this case, we can freely
shift the lens until we correctly focus the light or until we have a clear image
of the arrow; even if this is not the case, we can still keep fixed or move the
arrow or the lens. Moreover, in another example, we move the observer until
we have a clear image or a convergence point of the rays coming from the
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source, offering the liberty to permute the positions of the elements. However,
in the case of astronomical or cosmological objects (BHs, galaxy clusters), it
is not possible since we cannot modify the observable. At this point, inter-
national collaborations are crucial, including several facilities, observatories,
missions, and surveys, such as James Webb, Hubble, etc., and nowadays, the
unique opportunity that the Legacy Survey of Space and Time (LSST) offers
[16]. We highlight the collaboration of the co-authors Dr. Cuevas-Otahola
and Dr. Pérez-Villegas with the LSST as part of the Mexican collaboration
team, having access to data and scientific developments, pushing the bound-
aries in Mexico, and joining efforts of several institutions such as UNAM (Dr.
Pérez-Villegas and Dr. Valenzuela) and BUAP (Dr. Cuevas-Otahola).

Figure 4: We show the GL effect for high mass/energy densities considering
a BH, galaxy, cluster of galaxies, or neutron stars.

In Figure 4, we illustrate the effect of a gravitational lens (GL) with mass/en-
ergy in space-time. We show the observational effects captured by the James
Webb and Hubble Space Telescopes, observing the deformation of light com-
ing from several objects, resulting in different effects such as arcs, image mul-
tiplication, and shapes resembling caustics. We also notice multiplicity effects
in the objects, including magnifications. The data were obtained from https:
//hubblesite.org/contents/articles/gravitational-lensing, highlight-
ing Figure 4 (c), where we observe distortion and magnification phenomena,
as well as the multiplication of objects, all caused by high mass densities be-
tween the observer and the source, explained by Schwarzschild’s metric, which
deforms space-time in a gravitational potential (due to mass or mass/energy
density) generating the GL phenomena.
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5 Conclusions

In this chapter, we show the basic models of Schwarzschild’s Black Holes
(BH), and we also review the concepts of primordial BHs and the Gravita-
tional Lens (GL) effect to set the foundations for future works, where we will
extend the theory and formalism applied to general relativity and Einstein’s
equations. We start with the equivalence of a PF with a set (mathematical
structure of a set), where we cannot strictly use the definition of closure since
it cannot be formally proved for PFs. However, it could be understood as the
condition that keeps the elements subject to the PF. We analyze topological
concepts to apply them in Schwarzschild’s solution under ideal conditions,
which also hold the required concepts for ds2 to be a metric.

We focus on showing that Schwarzschild’s solution is indeed a metric while the
vacuum conditions hold. Otherwise, such a solution would not define a metric,
topologically speaking. The images shown in Figure 4 are real or experimental
cases of our universe observed by James Webb and Hubble Space Telescopes,
validating the theory of general relativity. To this aim, we extended an analy-
sis from classical mechanics based on functional analysis in Rn up to quantum
mechanics principles to build elements of mathematical analysis from tensor
analysis (momentum-energy, metric, Ricci, and Einstein’s Curvature tensors)
used to interpret the idea of deformation of the PF manifold. As part of our
future work, we plan to generate models to explain the observations in greater
detail, with the ability to simulate them with lower errors.
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Resumen

Esta recopilación contiene una versión actualizada del capítulo
“Estatus de la unicidad de hiperespacios de continuos” del li-
bro Matemáticas y sus Aplicaciones 16, el cual aborda la pre-
gunta, ¿cuándo un continuo X tiene hiperespacio único? A di-
ferencia del capítulo que mencionamos, aquí se tiene que si,
H(X) es un hiperespacio de un continuo X, es porque H(X) ∈
{2X , Cn(X), Fn(X), Cn(X)/Fm(X), Cn(X)/C1(X), Cn(X)/Cm(X), Fn(
X)/F1(X)}, para los cuales su unicidad recientemente ha sido demos-
trada para algunas clases de continuos. Además, presentamos algunos
ejemplos de continuos que no poseen hiperespacio único H(X).

1 Introducción

Imaginemos que viviéramos en el mundo de los hiperespacios y nos en-
contráramos con dos iguales, ¿podríamos decir que provienen de dos espacios
iguales?

En general, la respuesta es no. Por ejemplo, es bien conocido que un mo-
delo para C([0, 1]) y para C(S1) es una 2-celda, véase [46, Ejemplos 5.1 y 5.2,
págs. 33 y 35, respectivamente]. Sin embargo, el arco [0, 1] no es homeomorfo
a la curva cerrada simple S1 como se puede observar en la figura de abajo.
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C ([0, 1])

C
(
S1
)≈

̸≈
[0, 1]

S1

Se dice que un continuo X tiene hiperespacio único H(X), si para cada
continuo Y tal que H(X) es homeomorfo a H(Y ), entonces X es homeomorfo
a Y .

En contraste con lo que ocurría a finales del siglo XX, donde los investigado-

res se centraban en estudiar la estructura de los hiperespacios de continuos
2X y C(X), actualmente la investigación está más dirigida a hiperespacios
definidos hace poco tiempo.

2 Preliminares

En todo este capítulo, siX es un espacio topológico y A es un subconjunto
de X, los símbolos clX (A) y BdX (A) denotan la cerradura de A y la frontera
de A en el espacio X. Como es usual, los símbolos N y ω, representan el
conjunto de los números naturales (enteros positivos) y el primer ordinal no
numerable. También, idX es la función identidad en X.

Los continuos son espacios métricos con más de un punto, compactos y
conexos. Cuando hablamos de espacios con más de un punto, compactos y
conexos pero debilitamos la condición de ser métricos por ser de Hausdorff,
diremos que el continuo es de Hausdorff.

Definición 2.1. Sean X un continuo, A un subconjunto no vacío de X y
β un número cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual que β
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en X, denotado por ord (A,X) ≤ β, si para cualquier conjunto abierto V
de X con A ⊂ V , existe un conjunto abierto U de X tal que A ⊂ U ⊂ V y
|BdX (U)| ≤ β. Si A = {x} se escribirá que ord (x,X) ≤ β en lugar de escribir
ord ({x} , X) ≤ β. Se dice también que A es de orden β en X, denotado por
ord (A,X) = β, si ord (A,X) ≤ β y para cualquier número cardinal α < β,
se tiene que ord (A,X) ̸≤ α.

Por otro lado, si tenemos un continuo X, la familia de los subconjuntos
no vacíos y cerrados de X la denotamos como 2X .

A este hiperespacio se le dota de la topología de Vietoris, cuya definición
es la siguiente:

Definición 2.2. Para un continuo X, la topología de Vietoris para 2X es
la topología más pequeña, τV tal que 2X tiene las siguientes propiedades: (1)
{A ∈ 2X : A ⊂ U} ∈ τV , para todo abierto U de X y (2) 2X \ {A ∈ 2X : A ⊂
B} ∈ τV , para todo cerrado B en X.

Sean n, r ∈ N y sean U1, . . . , Ur subconjuntos no vacíos de un continuo
X. Denotamos por

⟨U1, U2, ..., Un⟩2X = {A ∈ 2X : A ⊂
n⋃

i=1

Ui y A ∩ Ui ̸= ∅, para cada

i ∈ {1, ..., n}}.

La familia de todos los conjuntos ⟨U1, . . . , Ur⟩2X es una base para la
topología en 2X , cuando U1, . . . , Ur son subconjuntos abiertos de X (véase
[46, Teorema 1.2]).

Dado X un continuo con métrica d, si p ∈ X y ϵ > 0, denotamos por
Bd (ϵ, p), la bola abierta con centro en p y radio ϵ. Además, si A ∈ 2X ,
definimos la ϵ-nube de A (o la nube con centro en A y radio ϵ > 0 )
como:

Nd (ϵ, A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d (x, a) < ϵ}

y la bola cerrada generalizada en X de radio ε alrededor de A, deno-
tada por Cd(ε, A), como:

Cd(ε, A) = {x ∈ X : d(x,A) ≤ ε}. Cuando A = {p}, simplemente escribimos
C(ε, p) en lugar de C(ε, {p}).
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Definición 2.3. Dado X un continuo con métrica d, se dice que su métrica
es convexa si, para cada p, q ∈ X, existe una isometría γ : [0, d (p, q)] → X
tal que γ (0) = p y γ (d (p, q)) = q.

Definición 2.4. Sean X y Y espacios topológicos y f, g : X → Y funciones
continuas. Diremos que f y g son homotópicas (f ≃ g), si existe una función
continua H : X× I → Y tal que H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x). La función
H es llamada homotopía.

Definición 2.5. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es contráctil
si idX ≃ k, con k una función constante.

Como subespacios de 2X de un continuo X y cada n ∈ N, tenemos a

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a los más n puntos } y
Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}.

que denotan el n-ésimo producto simétrico de X y el n-ésimo hiperespacio de
X, respectivamente. Se acostumbra denotar a C1(X) como C(X), conocido
como el hiperespacio de los subcontinuos del continuo X. Note que Fn(X) ⊂
Cn(X) para cada n ∈ N.

El concepto de producto simétrico lo introdujeron K. Borsuk y S. M.
Ulam en [8]. Ver [46, (0.48), pág. 23] y [62, pág. 6 y 7] para obtener más
información.

Por su parte, el concepto del n-ésimo hiperespacio de X, cuando X es un
continuo y n ∈ N, tuvo sus inicios en 1939 con Wojdysławski en su artículo
[69], Rétractes absolus et hyperespaces des continus. Pero el nombre de este
hiperespacio fue dado por Sergio Macías en el año de 2001, como se puede
ver en [52].

Se sabe que para un continuo X, todos los hiperespacios Fn(X) y Cn(X)
son continuos (ver [59, 2.4.2, pág. 156], y [12, Teorema 4.10, pág. 165]).

En 1979, S. B. Nadler Jr. introdujo el concepto de hiperespacio suspensión
de un continuo X como el espacio cociente C(X)/F1(X), al identificar a
F1(X) como un conjunto de un solo punto en C(X) con la topología cociente,
denotándolo como HS(X) véase [63, pág. 125]. Más tarde, en 2004, Sergio
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Macías generalizó dicho hiperespacio al n-ésimo hiperespacio suspensión de
un continuo X que es definido como el espacio cociente Cn(X)/Fn(X), el
cual se obtiene al identificar a Fn(X) como un conjunto de un solo punto en
Cn(X) con la topología cociente y se denota como HSn(X), donde n ∈ N con
n ∈ N\{1}, véase [53, pág. 127]. Para 2008, Juan Carlos Macías [48] definió el
n-ésimo pseudo hiperespacio suspensión de un continuo X, PHSn(X), como
el espacio cociente Cn(X)/F1 (X), al identificar F1(X) como un conjunto de
un solo punto en Cn(X) con la topología cociente. Por su parte, en 2010, F.
Barragán [7] definió para un continuo X y n ∈ N, con n ∈ N\{1}, el n-ésimo
producto simétrico suspensión de X, denotándolo por SFn(X), como el
espacio cociente Fn(X)/F1(X), el cual es obtenido al identificar a F1(X)
como un conjunto de un solo punto en Fn(X) con la topología cociente. En
2018, J. G. Anaya, D. Maya y F. Vázquez-Juárez [5] definieron el (n,m)-
ésimo hiperespacio suspensión de un continuo X como el espacio cociente
Cn(X)/Fm(X) que se obtiene al identificar a Fm(X) como un conjunto de
un punto en Cn(X) con la topología cociente, donde m,n ∈ N y m ≤ n,
denotado por HSn

m(X). De acuerdo a esta notación HS1
1(X) = HS(X) y

HSn
n(X) = HSn(X). Por último, en 2021, J. Camargo y S. Macías [9] han

definido para un continuo X y n ∈ N, con n ∈ N \ {1}, el espacio cociente
Cn(X)/C1(X), denotado como Cn1 (X), el cual es obtenido al identificar a
C1(X) como un conjunto de un punto en Cn(X) con la topología cociente.

Consideremos

H(X) ∈ {Fn(X), Cn(X), Cn1 (X), PHSn(X), HSn
m(X), SFn(X)}. (1)

Sea f una función continua de un continuo X a un continuo Y . Para un
hiperespacio fijo H(X) como en (1), se define la H-función inducida por
H(f) : H(X) → H(Y ) que está dada por H(f)(A) = f(A), para cada A ∈
H(X).

Si H(X) = 2X , entonces H(f) generalmente se denota por 2f . Se sabe
que para cada función f : X → Y la función inducida 2f : 2X → 2Y es conti-
nua (ver [46, Lema 13.3, pág. 106] y comparar [62, 5.10.1 del Teorema 5.10,
pág. 170]). Dado que H(X) ⊂ 2X simplemente por la definición, y dado que
H(f) = 2f |H(X), la continuidad de 2f implica la continuidad de cada H(f).
Similarmente,

si fes un homeomorfismo, entonces H(f) es un homeomorfismo. (2)
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(véase [62, (0.52) y (0.53), pág. 29 y 30]).

Como consecuencia inmediata de la implicación (2) tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.6. Si X y Y son continuos y X es homeomorfo a Y , entonces
2X es homeomorfo a 2Y y C(X) es homeomorfo a C(Y ).

De hecho, si h : X → Y es un homeomorfismo, entonces la función
inducida 2h : 2X → 2Y es un homeomorfismo, y por lo tanto 2h|C(X) =
C(h) : C(X) → C(Y ) también es un homeomorfismo (véase [62, (0.52) y
(0.53), pág. 29 y 30]).

La proposición recíproca del Teorema 2.6 no es cierta en general, como
ya hemos visto desde el inicio de este capítulo.

Así, si H(X) es un hiperespacio de los que aparecen en (1), tiene sentido
la siguiente pregunta:

¿bajo qué condiciones un continuo X tiene hiperespacio único H(X)?

Incluso, debido a que los continuos pueden tener propiedades muy varia-
das, una pregunta más restringida es:

¿para qué clases de continuos Λ, si X ∈ Λ entonces X tiene hiperespacio
único H(X)?

Una condición que ayuda a responder esta última pregunta es saber pri-
mero si los elementos de la clase de continuos Λ está H-determinda. La defi-
nición es la siguiente:

Definición 2.7. Sea Λ una clase de continuos. Se dice que los elementos de
Λ están H-determinados si para X,Y ∈ Λ tales que H(X) es homeomorfo
a H(Y ), entonces X es homeomorfo a Y .

El siguiente paso para resolver el problema de la unicidad de hiperespacios
cuando tenemos una clase de continuos Λ, consiste en demostrar que la clase
es H-cerrada. La definición es como sigue:
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Definición 2.8. Dado un continuo X, denotamos por H(X) un hiperespacio
de X. Una clase de continuos λ es H-cerrada si X ∈ λ y Y un continuo tal
que H(X) es homeomorfo a H(Y ), entonces Y ∈ λ.

La primer persona en demostrar la unicidad para cierto hiperespacio, fue
Gerardo Acosta en [1]. Desde entonces, uno de los problemas que más ha
tomado relevancia en la teoría de los hiperespacios de continuos es conocer
a las clases de continuos que tienen hiperespacio único H(X). En general,
como lo muestra la nomenclatura matemática, una forma de resolver este
problema ha sido probar que los miembros de dicha clase de continuos están
H-determinados y luego H-cerrada, o bien, primero se prueba que la clase
es H-cerrada y luego H-determinada, para finalmente obtener que la clase
de continuos tiene hiperespacio único H(X). A lo largo de este capítulo se
presentarán algunas clases de continuos que, satisfacen uno o ambos concep-
tos, tienen hiperespacio único; además que se presentan algunas clases de
continuos que no tienen hiperespacio único.

3 Clases de continuos

Esta sección tiene como finalidad definir todos los continuos, así como las
clases que se han estudiado hasta ahora, su unicidad y no unicidad en ciertos
hiperespacios.

Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].

Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la circunferencia
unitaria en el plano; la denotamos como S1.

Un continuo es una gráfica finita si se puede escribir como la unión finita
de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan
solamente en uno o en sus dos puntos extremos.

Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas
cerradas simples.

Denotemos por D a la clase de las dendritas cuyo conjunto de puntos
extremos es cerrado.
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Gráfica finita
No gráfica finita

Un continuo X es una dendrita local si cada punto de X tiene una
vecindad que es una dendrita.

Denotamos por LD la clase de las dendritas locales X tales que cada
punto de X tiene una vecindad que pertenece a D.

Ahora consideraremos otra clase de dendritas muy interesantes para es-
te capítulo. Sea N′ = (N \ {1, 2}) ∪ {ω}. Dado S un subconjunto no vacío
de N′, denotamos por DS cualquier dendrita que satisface las siguientes dos
condiciones:

(a) si p ∈ R (DS), entonces ord (p,DS) ∈ S;

(b) para cadam ∈ S y cada arco A enDS, existe p ∈ A tal que ord (p,DS) =
m.

Si S = {m}, para alguna m ∈ N, entonces a la dendrita D{m} asociada a
S, que denotaremos por Dm, es llamada dendrita universal estandar de
orden m.

Un alambre en un continuo X es un subconjunto α de X tal que α
es homeomorfo a uno de los siguientes espacios (0, 1), [0, 1), [0, 1] o la cir-
cunferencia unitaria en el plano Euclidiano y α es una componente de un
subconjunto abierto de X.
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Dado un continuo X sea

W (X) =
⋃
{α ⊂ X : α es un alambre en X}.

Un continuo X es alambrado si el conjunto W (X) es denso en X.

Un continuo es indescomponible si no se puede escribir como la unión
de dos subcontinuos propios. Un continuo es hereditariamente indescom-
ponible si todos sus subcontinuos son indescomponibles.

Un continuo indescomponible se llama arco-continuo indescomponible
si todos sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos.

Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos subcontinuos
A y B de X tales que X = A ∪B se tiene que A ∩B es conexo.

Un continuo es hereditariamente unicoherente si todos sus subcon-
tinuos son unicoherentes.

• El intervalo [0, 1] es hereditariamente unicoherente.

• Un círculo no es unicoherente. Por tanto, si un continuo contiene una
curva cerrada simple, no es hereditariamente unicoherente.

Un abanico es un continuo arco conexo y hereditariamente unicoherente
que contiene un sólo punto de ramificación.

Un abanico X con un punto de ramificación v es un abanico suave si
para toda sucesión {xn}∞n=1 en X tal que xn converge a x se cumple que vxn
converge a vx.

Un espacio métrico, compacto y Hausdorff X se llama compactación
métrica de X, si X es un subconjunto denso de X. En tal caso, el conjunto
R = X \X se llama el residuo de X.

Para un continuo X, sean:

G (X) = {x ∈ X : existe M ⊂ X tal que
M es una gráfica finita y x ∈ intX (M)} y

P (X) = X \ G (X) .
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Un continuo X es casi enrejado si el conjunto G(X) es denso en X. Un
continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base de vecindades B
tal que, para cada U ∈ B, U \ P(X) es conexo.

4 El hiperespacio 2X

En 1999, S. Macías [50, Teorema en la pág. 417] probó que:

Teorema 4.1. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
es 2-determinada.

En 1999, S. Macías [50, Teorema en la pág. 416] probó que:

Teorema 4.2. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
tienen hiperespacio único 2X .

En 2011, A. Illanes generalizó los resultados anteriores [42, Teorema 4.4]
al probar que:

Teorema 4.3. Si X es un continuo de Hausdorff hereditariamente indescom-
ponible, entonces X tiene hiperespacio único 2X .

5 El n-ésimo hiperespacio de X, Cn(X)

En 1968, R. Duda probó [16, Teorema 9.1] que:

Teorema 5.1. La clase de las gráficas finitas diferentes del arco y de la curva
cerrada simple es C-determinada.

En 1978, Nadler probó [62, (0.60)] que:

Teorema 5.2. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
es C-determinada.

En 1979, Carl Eberhart y Sam B. Nadler, Jr. [17, Corollario 3.3] demos-
traron que:

Teorema 5.3. La clase de los abanicos suaves está C-determinada.
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En 1999, G. Acosta [1, Teorema 67, pág. 32] (véase también [2, Teorema
1, pág. 38]) probó que:

Teorema 5.4. Las gráficas finitas X que no son ni un arco y ni una curva
cerrada simple, tienen hiperespacio único C(X).

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 63, pág. 31], véase también [2, Teorema
2, pág. 38], probó que:

Teorema 5.5. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
X tienen hiperespacio único C(X).

En 1997, S. Macías [49, Teorema 3] probó que:

Teorema 5.6. La clase de los arco-continuos indescomponibles es C-deter-
minada.

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 158, pág. 164] probó que:

Teorema 5.7. Los arco-continuos indescomponibles X tienen hiperespacio
único C(X).

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 154, pág. 159] probó que:

Teorema 5.8. La clase de las compactaciones métricas de la recta real cuyo
residuo es conexo y no degenerado es C-determinada.

Consideremos dos números reales a > 0 y b < 0, supongamos que [a,∞)∪
R y (−∞, b] ∪ R representan dos compactaciones métricas de los semirayos
ajenos [a,∞) y (−∞, b], respectivamente, ambas con residuo no degeneradoR.
Sea X = [a,∞) ∪R ∪ (−∞, b]. En general, consideremos F la clase de todos
los continuos que se pueden escribir como la unión de dos compactaciones
métricas de semirayos ajenos, ambas con el mismo residuo.

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 126, pág. 106] (véase también [2, Teorema
10, pág. 48]), probó que:

Teorema 5.9. La clase F es C-determinada.

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 118, pág. 81] (véase también [2, Teorema
4, pág. 42]), probó que:
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Teorema 5.10. Las compactaciones métricas del espacio [0,∞), con residuo
no degenerado X, tienen hiperespacio único C(X).

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 134, pág. 116] (véase también [2, Teorema
6, pág. 44]), probó que:

Teorema 5.11. La clase de las compactaciones métricas de R, cuyo residuo
no es conexo y tiene exactamente dos componentes no degeneradas X tienen
hiperespacio único C(X).

En 2000, S. Macías [51, Teorema 6.1] probó que:

Teorema 5.12. Sean n ∈ N con n > 1. Los continuos hereditariamente
indescomponibles tienen hiperespacio único Cn(X).

En 2002, G. Acosta [2, Corolario 5, pág. 44] y [2, Corolario 8, pág. 45],
respectivamente, probaron que:

Teorema 5.13. La clase de las compactaciones métricas del espacio [0,∞),
con residuo no degenerado, es C-determinada.

Teorema 5.14. La clase de las compactaciones métricas de R, diferentes del
arco y cuyo residuo no es conexo, es C-determinada.

En 2002, G. Acosta probó en [2, Teorema 7, pág. 45] que:

Teorema 5.15. Las compactaciones métricas de R, diferentes del arco y cuyo
residuo no es conexo X, tienen hiperespacio único C(X).

En 2002, A. Illanes [38, pág. 356] demostró que:

Teorema 5.16. La clase de las gráficas finitas es C2-cerrada.

En 2002, A. IIlanes [38, Teorema 4.1] probó que:

Teorema 5.17. Las gráficas finitas tienen hiperespacio único C2(X).

En 2003, A. Illanes [40, Teorema 3.8] probó que:

Teorema 5.18. Si n ∈ N \ {1, 2}. Las gráficas finitas tienen hiperespacio
único Cn(X).

En 2003, A. Illanes [40, Teorema 3.8, pág. 186] demostró que:
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Teorema 5.19. Para cada n ∈ N con n ∈ N \ {1, 2}. La clase de las gráficas
finitas es Cn-cerrada.

En 2007, D. Herrera-Carrasco probó que (véanse las pruebas del Teore-
mas 9 y 10 de [25]):

Teorema 5.20. La clase D es C-cerrada.

En 2007, D. Herrera-Carrasco [25, Teorema 6] (véase también [24, Teo-
rema 3.13]) probó que:

Teorema 5.21. La clase D es C-determinada.

En 2007, David Herrera [25, Teorema 10] (véase [24, Teorema 3.22, pág.
60]) probó que:

Teorema 5.22. Si X ∈ D entonces X tiene hiperespacio único C(X).

En 2008, D. Herrera-Carrasco y F. Macías-Romero [33, Teorema 4.1]
probaron que:

Teorema 5.23. Para cada n ∈ N \ {1, 2}. La clase D es Cn-determinada.

En 2008, D. Herrera-Carrasco y F. Macías-Romero probaron que (véase
[33, Teoremas 4.2 y 5.1]):

Teorema 5.24. Para cada n ∈ N con n ∈ N \ {1, 2}. La clase D es Cn-
cerrada.

En 2008, D. Herrera y F. Macías [33, Teorema 5.7] probaron que:

Teorema 5.25. Si n ∈ N \ {1, 2}. Los elementos de D tienen hiperespacio
único Cn(X).

En 2009, D. Herrera-Carrasco, A. Illanes, M. López y F. Macías-Romero
probaron que (véase [26, Teorema 13] y [41, Teorema 3.1]):

Teorema 5.26. La clase D es C2-cerrada.

En 2009, D. Herrera-Carrasco, A. Illanes, M. López y F. Macías-Romero
[26, Teorema 12] probaron que:

Teorema 5.27. La clase D es C2-determinada.
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En 2009, A Illanes, D. Herrera, M. López y F. Macías [41, Teorema 3.1]
y [26, Teorema 13] probaron que:

Teorema 5.28. Los elementos de D tienen hiperespacio único C2(X).

En 2010, G. Acosta, D. Herrera-Carrasco y Fernando Macías-Romero [4,
dentro de las demostaciones de los Teorema 3.21 y Teorema 5.1] probaron
que:

Teorema 5.29. La clase LD sin arcos ni curvas cerradas simples es C-
determinada.

En 2010, G. Acosta, D. Herrera-Carrasco y Fernando Macías-Romero [4,
dentro de las demostaciones de los Teorema 3.21 y Teorema 5.1] probaron
que:

Teorema 5.30. La clase LD sin arcos ni curvas cerradas simples es C-
cerrada.

En 2010, G. Acosta, D. Herrera-Carrasco y Fernando Macías-Romero [4,
Corolario 5.2] probaron que:

Teorema 5.31. Si X ∈ LD y X no es un arco y no es una curva cerrada
simple, entonces X tiene hiperespacio único C(X).

En 2011, D. Herrera y F. Macías [34, Teorema 5.4] probaron que:

Teorema 5.32. Si n ∈ N \ {2}. Los elementos de LD tienen hiperespacio
único Cn(X).

En 2013, R. Hernández, A. Illanes y V. Martínez de la Vega [20, Teorema
29 y Teorema 35] probaron que:

Teorema 5.33. Para cada n ∈ N \ {1}. La clase de los continuos casi enre-
jados y localmente conexos es Cn-determinada.

En 2013, R. Hernández G., A. Illanes y V. Martínez de la Vega [20,
Teorema 30] probaron que:

Teorema 5.34. La clase de los continuos casi enrejados y localmente conexos
que no son arcos es C-determinada.
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En 2013, R. Hernández, A. Illanes y V. Martínez de la Vega [20, Teorema
37] probaron que:

Teorema 5.35. Los continuos enrejados X que no son un arco ni curva
cerrada simple, tienen hiperespacio único C(X).

En 2013, R. Hernández, A. Illanes y V. Martínez de la Vega [20, Teorema
6] probaron que:

Teorema 5.36. La clase de los continuos enrejados contiene las siguientes
clases:

(a) gráficas finitas;

(b) clase D;

(c) clase LD.

En 2013, R. Hernández, A. Illanes y V. Martínez de la Vega [20, Teorema
37] probaron que:

Teorema 5.37. Si n ∈ N \ {1}. Los continuos enrejados tienen hiperespacio
único Cn(X).

Observe cómo por el Teorema 5.36, el Teorema 5.37 es una generalización
de los resultados que se conocían antes del año 2013 concernientes a la clase
de las gráficas finitas, la clase D y la clase LD.

6 El n-ésimo hiperespacio de X, Fn(X)

En 2002, A. Illanes [39, Teoremas 1 y 8] probó que:

Teorema 6.1. La clase de las dendritas es F2-cerrada.

En 2006, E. Castañeda y A. Illanes [10, Corolario 5.8] probaron que:

Teorema 6.2. Para cada n ∈ N. La clase de las gráficas finitas es Fn-determi-
nada.

Estos autores también probaron (véase [10, Corolario 3.5]) que:
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Teorema 6.3. La clase de las gráficas finitas es Fn-cerrada, para algún n ∈ N.

En 2006, E. Castañeda y A. Illanes [10, Corolario 5.9] probaron que:

Teorema 6.4. Si n ∈ N. Las gráficas finitas tienen hiperespacio único Fn(X).

En 2009, G. Acosta, R. Hernández y V. Martínez de la Vega [3, Teorema
5.2] probaron que:

Teorema 6.5. Para cada n ∈ N. La clase D es Fn-cerrada.

En 2009, D. Herrera, M. López y F. Macías [29, Teorema 3.5] probaron
que:

Teorema 6.6. Para cada n ∈ N. La clase D es Fn-determinada.

En 2009, G. Acosta, R. Hernández, V. Martínez de la Vega, D. Herrera,
M. López y F. Macías [3, Teorema 5.2] y [29, Teorema 3.7] probaron:

Teorema 6.7. Si n ∈ N. Los elementos de la clase D tienen hiperespacio
único Fn(X).

En 2009, A. Illanes y J. M. Martínez-Montejano [45, Teorema 3.1] pro-
baron el siguiente resultado.

Teorema 6.8. Si X es una compactación métrica del [0,∞), entonces X
tiene hiperespacio único F2(X).

En 2009, A. Illanes y J. M. Martínez-Montejano [45, Teorema 4.1] pro-
baron el siguiente resultado.

Teorema 6.9. Si X es una compactación métrica del [0,∞) y n ∈ N \
{1, 2, 3}, entonces X tiene hiperespacio único Fn(X).

En 2009, A. Illanes y J. M. Martínez-Montejano [45, Teorema 5.6] pro-
baron el siguiente resultado.

Teorema 6.10. Si X es una compactación métrica del [0,∞) y el residuo
RX de X es un ANR, entonces X tiene hiperespacio único F3(X).

En 2012, D. Herrera, F. Macías y F. Vázquez [35, Corolario 4.4] probaron
que:
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Teorema 6.11. Si n ∈ N \ {2, 3}. Los continuos localmente conexos y casi
enrejados tienen hiperespacio único Fn(X).

En 2013, R. Hernández, Alejandro Illanes y V. Martínez de la Vega [22,
Corolario 6] probaron que:

Teorema 6.12. Si n ∈ N con n ∈ N \ {1, 2, 3}. Los continuos alambrados
tienen hiperespacio único Fn(X).

En 2015, L. Guerrero- Méndez, D. Herrera, M. López y F. Macías [19,
Teorema 3.10] probaron que:

Teorema 6.13. Para cada n ∈ {2, 3}. La clase de los continuos enrejados es
Fn-cerrada.

En 2015, L. Guerrero-Méndez, D. Herrera-Carrasco, M. López y F. Macías-
Romero [19, Teorema 3.11] probaron que:

Teorema 6.14. Si n ∈ {2, 3}. Los continuos enrejados tienen hiperespacio
único Fn(X).

En 2015, L. Guerrero-Méndez, D. Herrera-Carrasco, M. López y F. Macías-
Romero [19, Corolario 3.12] probaron que:

Teorema 6.15. Para cada n ∈ N. La clase de los continuos enrejados tienen
hiperespacio único Fn(X).

En 2016, D. Herrera-Carrasco, M. López y F. Macías-Romero [31, Teo-
rema 4.8] probaron que:

Teorema 6.16. Si n ∈ N \ {3}. Los continuos localmente conexos y casi
enrejados X tienen hiperespacio único Fn(X).

En 2019, V. Córdova-Salazar, D. Herrera-Carrasco y F. Macías-Romero
[13, Teorema 3.10] probaron que:

Teorema 6.17. La clase de los continuos casi enrejados y localmente conexos
X tiene hiperespacio único F3(X).

En 2023, David Maya [13, Teorema 3.10] demostró que:

Teorema 6.18. Para cada m ∈ N con m ≥ 5. La clase de las dendritas
universales estandar Dm tienen hiperespacio único F2(X)
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7 El (n,m)-ésimo hiperespacio suspensión de
X, HSn

m(X)

En 2004, R. Escobedo, M. López y S. Macías [18, Teorema 8.2] probaron
que:

Teorema 7.1. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
es HS-cerrada.

En 2004, R. Escobedo, M. López y S. Macías [18, Teorema 8.5] probaron
que:

Teorema 7.2. Los continuos hereditariamente indescomponibles tienen hi-
perespacio único HS(X).

En 2006, S. Macías [55, Teorema 7.1] demostró que:

Teorema 7.3. Si n ∈ N \ {1}. Los continuos hereditariamente indescompo-
nibles tienen hiperespacio único HSn(X).

En 2006, S. Macías y S. B. Nadler, Jr. [56, Teorema 3.2] demostraron
que:

Teorema 7.4. Para cada n ∈ N. La clase de las gráficas finitas es HSn-
cerrada.

En 2014, D. Herrera-Carrasco, A. Illanes, F. Macías-Romero y F. Vázquez-
Juárez [28, Teorema 3.2] probaron que:

Teorema 7.5. Si n ∈ N. Las gráficas finitas tienen hiperespacio único HSn(X).

En 2015, D. Herrera, M. López y F. Macías en [30, Teorema 3.4] demos-
traron:

Teorema 7.6. Para cada n ∈ N. Los continuos enrejados tienen hiperespacio
único HSn(X).

En 2018, D. Herrera, M. López y F. Macías en [32, Teorema 3.6] demos-
traron:
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Teorema 7.7. Para cada n ∈ N\{1, 2}. La clase de los continuos localmente
conexos y casi enrejados es HSn-determinada.

En 2018, J. G. Anaya, D. Maya y F. Vázquez-Juárez en [5, Teorema 3.3]
probaron:

Teorema 7.8. Para cada n,m ∈ N con n ≤ m. La clase de las gráficas finitas
es HSn

m-cerrada.

En 2018, J. G. Anaya, D. Maya y F. Vázquez-Juárez en [5, Teorema 3.6]
probaron:

Teorema 7.9. Para cada n,m ∈ N con m ≤ n. La clase de las gráficas finitas
tienen hiperespacio único HSn

m(X).

Recientemente, en 2023, Gerardo Hernández-Valdez, David Herrera-Carrasco,
M. López y Fernando Macías-Romero [5, Teorema 3.6] han demostrado que:

Teorema 7.10. Para cada n,m ∈ N con m ≤ n. La clase de los continuos
enrejados tienen hiperespacio único HSn

m(X).

Con respecto al n-ésimo pseudo hiperespacio suspensión de un continuo
X denotado por PHSn(X). En 2018, Ulises Morales-Fuentes [61, Teorema
5.7] probó:

Teorema 7.11. Para cada n ∈ N. La clase de las gráficas finitas tienen
hiperespacio único PHSn(X).

Por su parte, Antonio Libreros-López, Fernando Macías-Romero y David
Herrera-Carrasco [47, Teorema 4.3] probaron que:

Teorema 7.12. Para cada n ∈ N. La clase de los continuos enrejados es
PHSn-cerrada.

En 2022, Antonio Libreros-López, Fernando Macías-Romero y David
Herrera-Carrasco [47, Teorema 4.10] probaron que:

Teorema 7.13. Para cada n ∈ N. La clase de las continuos enrejados tienen
hiperespacio único PHSn(X).
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8 El hiperespacio Cn
1 (X) de un continuo X

En 2022, Sergio Macías y Ulises Morales-Fuentes [58, Teorema 5.6 y Teo-
rema 5.14] demostraron lo siguiente:

Teorema 8.1. Sea n ∈ N con n ≥ 2. Si X es un arco o una curva cerrada
simple, entonces X tiene hiperespacio único Cn1 (X).

Teorema 8.2. Para cada n ∈ N con n ≥ 2. La clase de las gráficas finitas
tienen único espacio cociente Cn1 (X).

9 El n-ésimo producto simétrico suspensión de
X, SFn(X)

En 2022, Germán Montero-Rodríguez, David Herrera-Carrasco, María de
J. López y Fernando Macías-Romero [60, Lema 2.8, Teorema 3.1, Teorema
3.3 y Teorema 3.8] demostraron los siguientes resultados:

Teorema 9.1. Para cada n ∈ N con n ≥ 4. La clase de los continuos casi
enrejados es SFn-cerrada.

Teorema 9.2. Para cada n ∈ N con n ≥ 4. La clase de las gráficas finitas es
SFn-cerrada.

Teorema 9.3. Sea n ∈ N con n ≥ 2. Si X es un arco o una curva cerrada
simple, entonces X tiene hiperespacio único SFn(X).

Teorema 9.4. Para cada n ∈ N con n ≥ 4. La clase de las gráficas finitas
tiene hiperespacio único SFn(X).

En 2024, Antonio Libreros-López, David Herrera-Carrasco, María de J.
López y Fernando Macías-Romero [27, Lema 3.8 y Teorema 6.5] han demos-
trado que:

Teorema 9.5. Para cada n ∈ N con n ≥ 2. La clase de las gráficas finitas
con algún punto de ramificación es SFn-cerrada.

Teorema 9.6. Para cada n ∈ N con n ≥ 2. La clase de las gráficas finitas
tienen hiperespacio único SFn(X).
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10 Continuos X con hiperespacio no único H(X)

Como mencionamos en un principio, para demostrar que una clase de
continuos tenga hiperespacio único H(X), debemos demostrar que la clase
sea H-determinada y H-cerrada. La demostración de estas dos propiedades
garantiza la unicidad del hiperespacio H(X). Sin embargo, si la propiedad
de ser H-determinada falla, podemos concluir que la clase de continuos no
tienen hiperespacio único H(X). En esta sección enunciaremos varias clases
de continuos conocidas que no son H-determinada.

En 1999, Alejandro Illanes [36, Teorema 2 y el Ejemplo 3] demostró
que existen continuos encadenables X y Y no homeomorfos tales que sus
respectivos hiperespacios de subcontinuos C(X) y C(Y ) son homeomorfos.
Así, demostró que la clase de los continuos encadenables no es C-determinada.

En [37] se demostró que la clase de los abanicos no es C-determinada.

En 2013, R. Hernández, A. Illanes y V. Martínez de la Vega [20, Teorema
20] probaron que:

Teorema 10.1. Si n ∈ N. Los continuos localmente conexos que no son casi
enrejados no tienen hiperespacio único Cn(X).

En 2013, R. Hernández, A. Illanes y V. Martínez de la Vega [20, Teorema
22] probaron que:

Teorema 10.2. Sean n ∈ N y X un continuo localmente conexo y casi en-
rejado. Si existe un subconjunto cerrado R de P(X) y conjuntos abierto, no
vacíos, ajenos por pares U1, ..., Un+1 tales que

(a) X \R = U1 ∪ · · · ∪ Un+1 y
(b) para cada i ∈ {1, . . . , n + 1}, R ⊂ clX(Ui), entonces X no tiene no

tiene hiperespacio único Cm(X) para cada m ≤ n.

En 2022, Antonio Libreros-López, Fernando Macías-Romero y David Herrera-
Carrasco [47, Teorema 5.3 y Teorema 5.5] demostraron los siguientes resulta-
dos:

Teorema 10.3. Sean n ∈ N y X un continuo casi enrejado localmente cone-
xo. Si existe un subconjunto cerrado y contráctil R de P(X) y subconjuntos
abiertos U1, . . . , Un+1 de X ajenos dos a dos tales que
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(a) X \R = U1 ∪ · · · ∪ Un+1 y

(b) para cada i ∈ {1, . . . , n+ 1}, R ⊂ clX(Ui),

entonces para cada m ≤ n, X no tiene hiperespacio único PHSm(X).

Teorema 10.4. Sea X un continuo localmente conexo que no es casi enreja-
do con métrica convexa d. Si existen p ∈ P(X) y ε > 0 tales que Bd(2ε, p) ⊂
P(X) y Cd(ε, p) es contráctil, entonces, para cada n ∈ N, X no tiene hiper-
espacio único PHSn(X).

En 2023, Gerardo Hernández-Valdez, David Herrera-Carrasco, María de
J. López y Fernando Macías-Romero [21, Teorema 7.1, Teorema 7.3 y Teorema
7.4] probaron que:

Teorema 10.5. Si X es un continuo localmente conexo contractil sin ar-
cos libres y n,m ∈ N con m ≤ n, entonces X no tiene hiperespacio único
HSn

m(X).

Teorema 10.6. Sean n ∈ N y X un continuo casi enrejado que es una den-
drita. Si existe un subconjunto cerrado y contráctil R de P(X) y subconjuntos
abiertos U1, . . . , Un+1 de X ajenos dos a dos tales que

(a) X \R = U1 ∪ · · · ∪ Un+1 y

(b) para cada i ∈ {1, . . . , n+ 1}, R ⊂ clX(Ui),

entonces para cada m ≤ l ≤ n, X no tiene hiperespacio único HSl
m(X).

Teorema 10.7. Sea X una dendrita. Si X no es casi enrejado, entonces para
cada m,n ∈ N, con m ≥ n, X no tiene hiperespacio único HSn

m(X).
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Caracterización del conjunto de Cantor y
funciones de Whitney

David Herrera Carrasco1, Fernando Macías Romero1,
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David Herrera Carrasco1

FCFM-BUAP1, Shimane University2

Resumen

Este capítulo se encargará de proporcionar una caracterización del con-
junto de Cantor, entendiendo el conjunto de Cantor como subespacio del
intervalo cerrado [0, 1], además de brindar una introducción a las funcio-
nes de Whitney.

1 Introducción

Una de las principales metas de alguien que estudia los continuos es
construir funciones continuas entre continuos. Por ello, vamos a introducir
una clase especial de funciones que nos ayudarán a proporcionar una carac-
terización apropiada, además de las definiciones pertinentes.

Definición 1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacío, compacto y
conexo. Un subcontinuo es un continuo contenido en algún espacio métrico.

Definición 1.2. Para un espacio métrico (X, d). Sean,

1. 2X = {A ⊂ X : A es un subconjunto cerrado y no vacío en X }.

2. C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}.
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3. Para cada ε > 0 y para cada A en 2X ,

Nd(ε, A) = {x ∈ X : d(x, a) < ε para algún a ∈ A }.

Ahora, para cada A,B ∈ 2X , sea Hd : 2
X × 2X → R definida como

Hd(A,B) = inf {ε > 0 : A ⊂ Nd(ε, B) y B ⊂ Nd(ε, A) }.

A la métrica Hd se le conoce como la métrica de Hausdorff, la demostración
de que Hd es en efecto una métrica se encuentra en (4.3) de [4, p.53]. El
espacio 2X con la topología obtenida de Hd es llamado hiperespacio de X.

Proposición 1.3. Sea {Xn}n∈N una sucesión de espacios métricos compactos
tal que Xn+1 ⊂ Xn para cada n ∈ N y sea

X =
⋂
n∈N

Xn.

Si U es un subconjunto abierto de X1 tal que X ⊂ U , entonces existe N ∈ N
tal que para cada n ≥ N , Xn ⊂ U . En particular, si para cada Xn ̸= ∅,
entonces X ̸= ∅ y por tanto es un espacio métrico compacto.

Demostración. Supongamos que para cada i = 1, 2, . . . , existe xi en Xi \ U .
Como X1\U es un espacio métrico compacto, podemos asumir que la sucesión
{xi}∞i=1 converge a un punto p en X1\U . Para cada k, se tiene que xi pertenece
a Xk para todo i ≥ k. Por lo tanto, p esta en Xk para cada k. Esto es, p
pertenece a X, lo cual contradice nuestra suposición, pues

X ⊂ U y p /∈ U.

Para probar la segunda parte de nuestra proposición suponemos que X = ∅,
podemos tomar U = ∅. Se puede ver directamente que usando la primera
parte del teorema implica que XN = ∅, lo que es una contradicción.

Definición 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico, y sea ε > 0. Una (d, ε) −
cadena en X es un subconjunto finito no vació de X junto con una indexación,
{x1, . . . , xn}, tal que

d(xi, xi+1) < ε para cada i = 1, . . . , n− 1.
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Decimos que una (d, ε)− cadena {x1, . . . , xn}, con p = x1 y q = xn va de p a
q (cuando el orden para la indexación no es importante) o que une a p y q.

Se dice que un subconjunto Z de X esta (d, ε)− encadenado (con ε > 0
fijo) siempre que para cualesquiera dos puntos de Z puedan unirse mediante
una (d, ε)− cadena en Z.

Un subconjunto de X que es (d, ε)− encadenado para cada ε > 0 se dice
que esta d− bien encadenado.

Lema 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico, para cualquier Z ⊂ X y ε > 0,
definimos

C(Z, ε) = {x ∈ X : hay una (d, ε)-cadena en X de algún punto de Z a x }.

Entonces C(Z, ε) es un subconjunto abierto y cerrado de X.

Demostración. Fijemos ε > 0, sea x en C(Z, ε) entonces existe una (d, ε)-
cadena en X de algún z a x, es decir existe un conjunto finito {x1, . . . , xn} tal
que d(xi, xi+1) < ε para i en {1, . . . , n− 1} y x1 = x y xn = z. Consideremos
B(x, ε) y notemos que

x ∈ B(x, ε) ⊂ C(Z, ε).

Y esto prueba que es un subconjunto abierto. Ahora para ver que es un
subcerrado tomemos x en C(Z, ε), entonces B(x, ε) ∩ C(Z, ε) ̸= ∅, así existe
y ∈ B(x, ε) ∩ C(Z, ε), entonces existe un conjunto finito {x1, . . . , xn} tal que
x1 = y y xn = z una cadena que une a y y z, basta considerar el conjunto
{x, x1, . . . , xn} para ver que x pertecene a C(Z, ε).

Definición 1.6. Sea X un espacio métrico compacto con topología T, para
cada U ∈ T . Sean

1. Γ(U) = {A ∈ 2X : A ⊂ U }.

2. Λ(U) = {A ∈ 2X : A ∩ U ̸= ∅ }.

3. Para cada U1, . . . , Un ∈ T con n <∞. Sea

⟨U1, . . . , Un⟩ = {A ∈ 2X : A ⊂
n⋃

i=1

Ui y A ∩ Ui ̸= ∅ para cada i }.

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 4, páginas 107-132



110
Jose Alberto Ortega Becerril, Eiichi Matsuhashi, David Herrera Carrasco,

Fernando Macías Romero

Lema 1.7. Las siguientes relaciones que aparecen en (1) − (3) se cumplen
entre los conjuntos descritos en 1.6, es decir;

(1) Γ(U) = ⟨U⟩ y Λ(U) = ⟨X,U⟩.

(2) ⟨U1, . . . , Un⟩ =
ï
Γ

Å
n⋃

i=1

U1

ãò
∩
ï

n⋂
i=1

Λ(Ui)

ò
.

(3) Sean U =
n⋃

i=1

Ui y V =
m⋃
i=1

Vi, entonces

⟨U1, . . . , Un⟩ ∩ ⟨V1, . . . , Vm⟩ = ⟨V ∩U1, . . . , V ∩Un, U ∩ V1, . . . , U ∩ Vm⟩.

Demostración. La demostración es clara usando la definición 1.6.

Teorema 1.8. Sea X un espacio métrico compacto con métrica d y topología
T . Sean (usando la notación en 1.6):

1. C = {⟨U1, . . . , Un⟩ : Ui ∈ T para cada i = 1, . . . , n }.

2. P = {Γ(U) : U ∈ T } ∪ {Λ(U) : U ∈ T }.

Entonces: C es una base para la topología THd
obtenida por la métrica de

Hausdorff para 2X , y P es una subbase para tal topología.

Demostración. Sean U1, U2 ∈ C y x ∈ U1 ∩ U2, así U1 = ⟨V1, . . . , Vm⟩ con
Vi ∈ T : ∀i ∈ {1, . . . ,m}, y U2 = ⟨W1, . . . ,Ws⟩ con Wi ∈ T : ∀i ∈ {1, . . . , s}.
Sean

V =
m⋃
i=1

Vi y W =
s⋃

i=1

Wi.

Como x ∈ U1 ∩U2 = ⟨V ∩W1, . . . , V ∩Ws,W ∩V1, . . . ,W ∩Vm⟩ ∈ C se tiene
que

x ∈ U = U1 ∩ U2 ⊂ U1 ∩ U2.

Luego, para cada A ∈ 2X existe V ∈ C tal que A ∈ V , pues A ∈ 2X = ⟨X⟩,
así que basta considerar V = ⟨X⟩ ∈ C . Así C es una base para Tv que es la
topología generada por C . Ahora sea

[P] = {
⋂
L : L es finito y L ⊂P}.
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Notemos que C ⊂ [P], pues si U ∈ C entonces

U = ⟨V1, · · · , Vn⟩ = [Γ(
n⋃

i=1

Vi)] ∩ [
n⋂

i=1

Λ(Vi)] ∈ [P].

Se cumple además por 2 de 1.7 que P ⊂ C , por otro lado, sea Y ∈ [P]
entonces Y =

⋂
L donde L ⊂P y L es finito.

1. Si cada elemento de L es de la forma Γ(U) con U ∈ T , entonces

Γ(U) ∩ Γ(W ) = ⟨U⟩ ∩ ⟨W ⟩ = ⟨U ∩W ⟩ ∈ C .

2. Si cada elemento de L es de la forma Λ(U) con U ∈ T , entonces

Λ(U) ∩ Λ(W ) = ⟨X,U⟩ ∩ ⟨X,W ⟩ ∈ C .

3. Si cada elemento de L es de la forma Γ(U) o Λ(W ), entonces

Γ(U) ∩ Λ(W ) = ⟨U⟩ ∩ ⟨X,W ⟩ ∈ C .

Así en cualquiera de los casos Y ∈ C es decir [P] = C . Así P es una
subbase para Tv. Ahora probemos que Tv = TH . Definimos para A en
2X y ε > 0

BH(A, ε) = {K ∈ 2X : Hd(A,K) < ε},
d(L,K) = inf{d(x, y) : x ∈ L y y ∈ K}.

Mostremos primero que Tv ⊂ TH . Fijemos U en T tal que U ̸= X. Sea
A ∈ Γ(U) entonces definimos

ε = d(A,X \ U) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ X \ U}.

Sea K ∈ BH(A, ϵ) entonces Hd(A,K) < d(A,X \ U) y probemos que
K ⊂ U . Sea k ∈ K entonces existe a ∈ A tal que

d(a, k) ≤ Hd(A,K) < d(A,X \ U).

Si k /∈ U entonces k ∈ X \ U así, tendríamos que

d(a, k) < d(A,X \ U) y d(A,X \ U) ≤ d(a, k).
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Lo cual es una contradicción. Así K ⊂ U y por lo tanto K ∈ Γ(U) eso
implica que BH(A, ε) ⊂ Γ(U). Ahora si A ∈ Λ(U) entonces A ∩ U ̸= ∅.
Sea p ∈ A ∩ U y definimos

ε = d({p}, X \ U) = inf{d(p, b) : b ∈ X \ U}.

Ahora sea K ∈ BH(A, ε) y probemos que K ∩ U ̸= ∅. Probemoslo por
contradicción, supongamos que K ⊂ X \U , como p ∈ A entonces existe
k ∈ K tal que

d(p, k) ≤ Hd(A,K) < d({p}, X \ U).

Pero p ∈ {p} y k ∈ X \ U entonces d({p}, X \ U) ≤ d(p, k) lo cual es
una contradicción. Así K ∩ U ̸= ∅ es decir K ∈ Λ(U) y por lo tanto
BH(A, ε) ⊂ Λ(U), pero eso nos dice que Γ(U),Λ(U) ∈ TH para U ∈ T
con U ̸= X, más aún Γ(X) = Λ(X) = 2X por lo tanto P ⊂ TH y eso
implica que Tv ⊂ TH . Para la siguiente contención basta probar que
dada una Hd-bola BH(A, ε) existen U1, · · · , Un abiertos no vacíos tales
que

A ∈ ⟨U1, · · ·Un⟩ ⊂ BH(A, ε).

Fijemos A ∈ 2X y ε > 0 para
ε

2
como A es precompacto, entonces,

existen a1, · · · , an ∈ A tal que

A ⊂
n⋃

i=1

Bd

(
ai,

ε

2

)
.

Definimos Ui = Bd

(
ai,

ε

2

)
, se sigue queA ∈ ⟨U1, . . . , Un⟩ y dim(Ui) < ε,

Así sea K ∈ ⟨U1, . . . , Un⟩, luego, por definición

K ⊂
n⋃

i=1

Bd(ai,
ε

2
) y K ∩Bd(ai,

ε

2
).

Notemos que d(ai, K) <
ε

2
es decir ai ∈ Nd(

ε

2
, K).

Si x ∈ Bd(ai,
ε
2
) entonces d(x, ai) < ε

2
, luego

d(x, k) ≤ d(x, ai) + (ai, k) <
ε

2
+
ε

2
=
ε

2
,

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 4, páginas 107-132



Caracterización del conjunto de Cantor y funciones de Whitney 113

es decir

Bd(ai,
ε

2
) ⊂ Nd(

ε

2
, K).

Luego

A ⊂
n⋃

i=1

Bd(ai,
ε

2
) ⊂ Nd(ε,K)

y por otro lado es claro que K ⊂ Nd(ε,K). Así tenemos lo deseado.

Lema 1.9. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, y sea {Ai}∞i=1 una suce-
sión en 2X convergente a A en 2X . Si para cada Ai es (d, εi) − encadenado
donde εi → 0 cuando i→∞, entonces A ∈ C(X).

Demostración. Supongamos que A es no conexo, entonces A se puede repre-
sentar como la unión de dos subconjuntos cerrados en A ajenos y no vacíos
digamosK y L. Ahora comoX es normal entonces existen U y V subconjuntos
abiertos de X y ajenos tales que K ⊂ U , L ⊂ V y sin perdida de generalidad
podemos suponer que U ∩ V = ∅. De aquí obtenemos que A ∈ ⟨U, V ⟩ que es
un abierto en 2X .

Como la sucesión {Ai}∞i=1 converge a A en 2X , entonces existe N tal que

(∗) Ai ∈ ⟨U, V ⟩ para todo i ≥ N.

Ahora sea

δ = ı́nf{d(x, y) : x ∈ U, y ∈ V }.

Por la compacidad de U y V tenemos que δ > 0 . Como εi → 0 cuando
i → ∞, existe K ≥ N tal que εK < δ, así por (∗) tenemos que AK ∈ ⟨U, V ⟩
entonces AK ∩U ̸= ∅, AK ∩V ̸= ∅ y además AK ⊂ U ∪V pero AK es (d, εK)-
encadenado y ϵK < δ por lo que existe un conjunto finito {x1, x2, · · · , xn} de
AK tales que

x1 ∈ AK ∩ U, xn ∈ AK ∩ V, d(xi, xi+1) < εK para toda i = 1, 2, · · · , n− 1

Así

d(xi, xi+1) < ϵK < δ

notemos que x1 ∈ U y xn ∈ V se sigue que δ ≤ d(x1, xn) lo que es absurdo
pues ϵK < δ.
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Teorema 1.10. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sean A y B subconjun-

tos cerrados de X. Si ningún subconjunto conexo de X interseca a A y
B (de manera equivalente, ninguna componente de X lo hace), entonces
X = X1 ∪ X2 donde X1 y X2 son subconjuntos cerrados ajenos de X con
A ⊂ X1 y B ⊂ X2.

Demostración. Supongamos que para cada i existe una (d, 1
2i
) cadena Ki en

X que une un punto ai ∈ A con un punto bi ∈ B. Entonces existe una
subsucesión {Kij} de {Ki} convergente a K en 2X , más aún K ∈ C(X) por
1.9. Ahora fijemos ε > 0 y notemos que existe una subsucesión {ai(j)} →
a ∈ A, como {Ki(j)} → K y ai(j) ∈ Ki(j) para cada j, existe ki ∈ K tal que
d(ai(j), ki) <

ε
2

entonces

d(a, kj) ≤ d(a, ai(j)) + d(ai(j), kj) < ε.

Ya que K es un subconjunto cerrado se cumple que a ∈ K ∩A. Para ver que
K ∩B ̸= ∅ es análogo, lo cuál es una contradicción, por lo tanto, existe ε > 0
tal que C(A, ε) ∩ B = ∅. Haciendo X1 = C(A, ϵ) y X2 = X − C(A, ε), vemos
que, usando 1.5, tenemos que X1 y X2 tienen las propiedades deseadas.

Definición 1.11. Sea (S, T ) un espacio topológico no vacío. Sea D una co-
lección de subconjuntos no vacíos de S, ajenos dos a dos, tales que

⋃
D = S.

A la colección D se le llama una partición de S. Si cada D ∈ D es un sub-
conjunto cerrado, entonces diremos que D es una partición cerrada.

Definimos
T (D) = {U ⊂ D :

⋃
U ∈ T}.

Podemos notar que T (D) es una topología para D , y se le conoce como la
topología de descomposición. Sea π : S → D la proyección natural o función
proyección, definida en cada x ∈ S por

π(x) = el único D ∈ D tal que x ∈ D.

No es difícil notar que la topología de descomposición T (D) sobre D es
la topología más grande que hace continua a π. Véase Proposición 2.3 de [1].

Definición 1.12. Sea (S, T ) un espacio topológico. Una partición D de S es
semicontinua superior (usc) si para cada D ∈ D y U ∈ T tal que D ⊆ U ,
existe V ∈ T con D ⊆ V tal que si A ∈ D y A ∩ V ̸= ∅, entonces A ⊆ U.
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Definición 1.13. Sean (X,T1) y (Y, T2) espacios topológicos. Una función
F : X → 2Y es semicontinua superior en un punto p en X siempre
que si U ∈ T2 tal que F (p) ⊂ U , entonces existe V ∈ T1 tal que p ∈ V y
F (x) ⊂ U para cada x ∈ V . Se denota usc en p. Una función F : X → 2Y es
semicontinua superior y se denota por usc siempre que F sea semicontinua
superior en cada punto de X.

Notemos que existe una fuerte relación entre las funciones usc y las descom-
posiciones usc, así que para ver esta relación, presentemos el siguiente lema.

Lema 1.14. Consideremos D una partición cerrada de un espacio topológico
S y sea π : S → D la función natural, entonces D es una descomposición usc
si y solo si π como una función de S en 2S es usc en el sentido de 1.13.

Demostración. Sea (S, T ) un espacio topológico y supongamos que D es una
descomposición usc. Como D es cerrada entonces D ⊂ 2Y entonces podemos
considerar π : S → 2S. Sean p en S y U un abierto tal que π(p) ⊂ U es decir
π(p) = D el único D ∈ D tal que p esta en D entonces,

p ∈ D ⊂ U.

Como U es abierto y D es una descomposición usc entonces existe V un
subconjunto abierto, D ⊂ V tal que si A ∈ D y A ∩ V ̸= ∅ entonces A ⊂ U .
Como p esta en D entonces p esta en V . Tomemos x en V entonces

F (x) = D′ el único D′ tal que x ∈ D′

Como x ∈ D′ ∩ V entonces D′ ⊂ U , entonces π(x) ⊂ U . Ahora si suponemos
que π es usc, consideremos D ∈ D , U un subconjunto abierto y D ⊂ U .
Notemos que para cada p ∈ D se cumple que π(p) ⊂ U y como π es usc existe
Vp un subconjunto abierto tal que

p ∈ Vp y π(x) ⊂ U para cada x ∈ Vp.

Sea V =
⋃
Vp es el abierto que buscamos.

Presentemos ahora unos resultados sobre funciones semicontinuas supe-
rior

Proposición 1.15. Una función F : X → 2Y es usc si y solo si {x ∈ X :
F (x) ⊂ U} es abierto en X para todo U abierto en Y o equivalentemente,
{x ∈ X : F (x) ∩ C ̸= ∅} es cerrado en X para todo C cerrado en Y .
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Demostración. Supongamos que F es usc. Sea U abierto en Y y tomemos p
en {x ∈ X : F (x) ⊂ U}, como F es usc en p y U es abierto en Y tal que
F (p) ⊂ U , entonces existe un V abierto en X tal que p esta en V y F (x) ⊂ U
para todo x elemento en V , entonces

p ∈ V ⊂ {x ∈ X : F (x) ⊂ U}.

Por lo tanto, {x ∈ X : F (x) ⊂ U} es abierto. Ahora supongamos que {x ∈
X : F (x) ⊂ U} es abierto en X para todo U abierto en Y y sean p en
X, U subconjunto abierto en Y tal que F (p) ⊂ U entonces p pertenece a
{x ∈ X : F (x) ⊂ U} y por hipotesis existe V abierto en X tal que

p ∈ V ⊂ {x ∈ X : F (x) ⊂ U}.

Por lo tanto para todo x ∈ V , F (x) ⊂ U , esto completa la primera parte de la
prueba. Ahora notemos que si {x ∈ X : F (x) ⊂ U} es un subconjunto abierto
en X para todo U subconjunto abierto en Y , entonces {x ∈ X : F (x)∩C ̸= ∅}
es un subconjunto cerrado en X para todo C subconjunto cerrado en Y .
Consideremos C subconjunto cerrado en X, entonces Y \C es un subconjunto
abierto en Y y por hipotesis se cumple que {x ∈ X : F (x) ⊂ X \ C} es un
subconjunto abierto en X y por lo tanto

X \ {x ∈ X : F (x) ⊂ X \ C} = {x ∈ X : F (x) ∩ C ̸= ∅}.

Es un subconjunto cerrado en X.

Proposición 1.16. Sea f una función suprayectiva de X a Y tal que f−1(y)
es cerrado en X para cada y ∈ Y . Definimos F : Y → 2X por F (y) =
f−1(y) para cada y ∈ Y . Entonces f envía subconjuntos cerrados de X en
subconjuntos cerrados de Y si y solo si F es usc.

Demostración. Supongamos que f envía subconjuntos cerrados de X en sub-
conjuntos cerrados en Y . Sea C un conjunto cerrado en X y consideremos
A = {x ∈ Y : F (x) ∩ C ̸= ∅}, entonces para probar que A es cerrado en Y
tomemos p en A y supongamos que p no pertenece a A es decir

p ∈ Y \ A y esto nos dice que F (p) ∩ C = ∅,

o en otras palabras f−1(p) ∩ C = ∅ y esto implica que p /∈ f(C) entonces
p ∈ Y \ f(C) es cuál es un subconjunto abierto por hipótesis, entonces como

p ∈ A, A ∩ (Y \ f(C)) ̸= ∅.
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Así existe x en A ∩ Y \ f(C) es decir F (x) ∩ C ̸= ∅ y como F esta definida
se sigue que f−1(x) ∩ C ̸= ∅ así existe z en C tal que f(z) = x es decir

x ∈ f(C) y x ∈ Y \ f(C).

Lo cuál es una contradición, por lo tanto A es un subconjunto cerrado de Y y
por 1.15 F es usc. Ahora para probar la otra parte del teorema supongamos
que F es usc, y consideremos C un subconjunto conjunto cerrado en X y
vamos a probar que f(C) es un subconjunto cerrado en Y . Sea y en f(C) y
supongamos por contradicción que y /∈ f(C), entonces para todo x elemento
de C, f(x) ̸= y y eso implica que f−1(y) ∩ C = ∅, entonces y /∈ A, es decir,
y ∈ Y \A el cuál es un subconjunto abierto por hipótesis y por 1.15 y como y
pertenece a f(C) se sigue que f(C)∩ Y \A ̸= ∅, así existe z ∈ f(C)∩ Y \A,
por lo tanto, existe w ∈ C tal que f(w) = z ∈ Y \ A, de aquí se sigue
w ∈ f−1(z) ∩ C, se concluye z ∈ A lo cuál es una contradicción.

Proposición 1.17. Sean X y Y espacios métricos compactos y F : X → 2Y

una función, y p ∈ X. F es usc en p si y solo si, para cualquier sucesión
xi → p cuando i→∞, ĺım supF (xi) ⊂ F (p).

Demostración. Supongamos que para cualquier sucesión xi → p cuando i→
∞ se cumple que ĺım supF (xi) ⊂ F (p). Sea U un abierto tal que F (p) ⊂ U y
supongamos por contradicción que F no es usc en p, entonces para cada n ∈ N
consideremos B(p, 1

n
), por hipótesis existe xn en B(p, 1

n
) tal que F (xn) ⊈ U ,

notemos además que xn → p cuando n → ∞ por hipótesis tenemos que
ĺım supF (xn) ⊂ F (p), sin embargo, para cada n ∈ N existe yn en F (xn) \ U ,
es decir yn pertenece a Y \ U , como Y es compacto, existe una subsucesión
yn(i) → y en Y \ U , además notemos que

y ∈ ĺım supF (xn) ⊂ F (p) ⊂ U.

Lo cuál es una contradicción, por lo tanto F es usc en p. Ahora supongamos
que F es usc en p y consideremos una sucesión xi → p cuando i → ∞ y
tomemos y en ĺım supF (xi) y supongamos por contradicción que y /∈ F (p),
como F (p) es un subconjunto cerrado y Y es un espacio métrico, entonces
existen U1 y U2 subconjuntos abiertos tal que F (p) ⊂ U2 , y ∈ U1 y U1∩U2 = ∅,
más aún, como F es usc en p existe V subconjunto abierto en X tal que p ∈ V
y F (x) ⊂ U2 para cada x ∈ V , además como xi → p entonces existe N tal que
para cada i ≥ N , xi ∈ V , es decir F (xi) ⊂ U2 para cada i ≥ N , sin embargo,
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y ∈ ĺım supF (xi), entonces, F (xi) ∩ U1 ̸= ∅ para infinitos i y F (xi) ⊂ U2

para i ≥ N lo cual es una contradicción pues U1 ∩ U2 = ∅, por lo tanto
ĺım supF (xi) ⊂ F (p).

Definición 1.18. Sean (S1, T1) y (S2, T2) espacios topológicos, una función
suprayectiva f de S1 a S2 es una función cociente siempre que T2 es la
topología más grande para la cual f es continua.

Proposición 1.19. Sean (S, T ) y (Y, T ′) espacios topológicos no vacíos, f
una función suprayectiva y continua de S a Y y consideremos T ′

f la topología
más grande para Y que hace a f continua. Entonces, si f es una función
cerrada, se cumple que T ′ = T ′

f , es decir, f es una función cociente.

Demostración. Supongamos que f es una función cerrada. Como T ′
f es la

topología más grande para la cual f es continua, se cumple que T ′ ⊂ T ′
f . Ahora

sea U ∈ T ′
f . Notemos que f−1(U) es abierto en S y como f es suprayectiva,

entonces f(f−1(B)) = B para cada B ⊂ Y . Así, juntando ambos hechos
tenemos que

Y \ U = f(f−1(Y \ U)) = f(S \ f−1(U)).

Pero S \ f−1(U) es cerrado en S y como f es cerrada, se sigue que Y \ U es
cerrado en Y . Por lo tanto, U ∈ T ′.

Lema 1.20. Sean (Si, Ti) espacios topológicos para cada i = 1, 2, 3 y sea
f : S1 → S2 una función cociente. Sea g : S1 → S3 una función continua.
Si g es constante en cada fibra f−1(z) (es decir, g toma un único valor en
cada f−1(z)), entonces la función inducida ḡ : S2 → S3 definida por ḡ(y) =
g(f−1(y)) es continua.

Demostración. Definamos la función h : S2 → S3 como

h(y) = el único valor en g(f−1(y)) para cada y ∈ S2.

Por hipótesis, h está bien definida y además satisface que h ◦ f = g. Es decir,
para todo x en S1, si tomamos y = f(x), entonces

h(f(x)) = h(y) = g(f−1(y)) = g(x).
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Por lo tanto, h = ḡ.
Consideremos la topología Tf = {V ⊂ S2 : f−1(V ) ∈ T1}. Como f es

una función cociente, tenemos que Tf ⊂ T2.
Ahora, sea W en T3. Como g es continua, entonces g−1(W ) es abierto en

S1. Pero como g−1(W ) = (h ◦ f)−1(W ) = f−1(h−1(W )), se tiene que h−1(W )
es abierto en Tf y, por lo tanto, en T2. Así, h es continua y concluimos que ḡ
es continua.

Teorema 1.21. Sea X un espacio métrico compacto y sea f : X → Y una
función continua y suprayectiva hacia otro espacio métrico compacto Y . De-
finimos la colección

Df = {f−1(y) : y ∈ Y }.

Entonces, Df es una descomposición usc en X y es homeomorfa a Y . A la
inversa, cualquier descomposición usc de un espacio métrico compacto X es
un espacio métrico compacto y es la imagen continua de X.

Demostración. Supongamos por contradicción que Df no es usc. Entonces,
existe f−1(y0) en Df y un subconjunto abierto U en X tal que f−1(y0) ⊂ U ,
pero no existe un abierto V en Y que satisfaga la condición en 1.12.

Para cada n, tenemos que f−1(y0) ⊂ f−1(B(y0, 1/n)) = Vn. Como f es
continua, cada Vn es un subconjunto abierto en X. Para cada n, tomemos
yn en B(y0, 1/n) (B(y0,

1
n
) ̸= {y0} pues Y es compacto y y0 no es aislado.)

Entonces, definimos An = f−1(yn) y notemos que An ∩ Vn ̸= ∅ y, por nuestra
suposición, An ⊈ U . Así, existen sucesiones

{pn} ⊂ An ∩ Vn y {qn} ⊂ An \ U.

ComoX es compacto, existen subsucesiones {pni
} y {qni

} tales que pni
→

p ∈ X y qni
→ q ∈ X\U , se tiene que f(pni

) = yn y d(f(pni
), y0) < 1/n, lo que

implica que f(pni
) → y0, como f es continua, se cumple que f(pni

) → f(p),
de donde se sigue que f(p) = y0. Como f(qni

) = yn = f(pn,i), por continuidad
de f tenemos que f(p) = f(q), lo que implica que q ∈ f−1(y0) ∩ (X \ U),
contradiciendo el hecho de que f−1(y0) ⊂ U .

Por lo tanto, Df es usc y además es un espacio de Hausdorff. Para verificar
que es homeomorfo a Y , consideremos la función biyectiva h : Y → Df dada
por

h(y) = π(f−1(y)), para cada y ∈ Y.
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La continuidad de h se sigue del Lema 1.20, ya que f es una función cociente
por [[4], (3.1.12), pág. 125] y por 1.19. Esto prueba la primera parte del
teorema.

Para la segunda parte, si D es cualquier descomposición usc de X, enton-
ces es un espacio métrico compacto (véase Teorema 3.7 de [1]) y la proyección
π : X → D es una función continua, lo que implica que D es la imagen con-
tinua de X y por lo tanto, compacto.

Lema 1.22. Sea (X,T1) y (Y, T2) espacios topológicos y sea F : X → 2Y una
función usc. Si F (x) es un conjunto singular {yx} para cada x ∈ X, entonces
la función f : X → Y definida como sigue f(x) = yx para cada x ∈ X es
continua.

Demostración. Sean p en X y U en T2 tal que f(p) pertenece a U , entonces,
como F (p) = {f(p)} ⊂ U y F es usc en p entonces existe V en T1 tal que

p ∈ V y F (x) ⊂ U para todo x ∈ V.

Por lo tanto V esta en T1, p pertenece a V y para todo x elemento de V ,
{f(x)} ⊂ U es decir f(x) ∈ U por lo tanto f es continua.

Lema 1.23. Sean X y Y espacios métricos compactos no vacíos y para cada
n = 1, 2, . . . , y consideremos Fn : X → 2Y una función usc tal que Fn+1(x) ⊂
Fn(x) para cada x ∈ X, cada n = 1, 2, . . . .

Para cada x ∈ X, sea G(x) =
∞⋂
n=1

Fn(x). Entonces los siguientes incisos se

satisfacen.

(1) G : X → 2Y y G es usc.

(2) Si Y =
⋃
x∈X

Fn(x) para cada n = 1, 2, . . . , entonces, Y =
⋃
x∈X

G(x)

Demostración. Para probar el primer inciso, primero notemos que por la úl-
tima parte de 1.3, para cada x en X, G(x) ̸= ∅ y por lo tanto, G : X → 2Y

esta bien definida. Ahora, para probar que G es usc, sean p en X y U un
subconjunto abierto de Y tal que G(p) ⊂ U , entonces por 1.3 existe N tal
que FN(p) ⊂ U y como FN es usc entonces existe un subconjunto abierto V
de X tal que

p ∈ V, FN(x) ⊂ U para todo x ∈ V.
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Por lo tanto, como G(x) ⊂ FN(x) para todo x en X, se sigue que G(x) ⊂ U
para todo x en V . Por lo tanto G es usc en p. Para probar (2), fijemos q
en Y . Entonces, por hipótesis para cada n = 1, 2, . . . . existe xn en X tal
que q pertenece a Fn(xn). Por la compacidad de X, existe una subsucesión
{xn(i)}∞i=1 de {xn}∞n=1 tal que {xn(i)}∞i=1 converge a un punto p en X. Vamos a
mostrar que q pertenece a G(p). Supongamos por contradicción que q /∈ G(p),
entonces consideremos U = Y \{q}, G(p) ⊂ U y U es un subconjunto abierto
de Y por lo tanto por 1.3 existe N tal que FN(p) ⊂ U además, FN es usc en
p entonces existe V un subconjunto abierto de X tal que p ∈ V y

(a) FN(x) ⊂ U para todo x ∈ V .
Como {xn(i)} converge a p ∈ V , entonces existe k = n(i) para alguna i
tal que N ≤ k y xk ∈ V , por (a), se sigue que

(b) FN(xk) ⊂ U .
Como k ≥ N , Fk(xk) ⊂ FN(xk), más aún, como q ∈ Fk(xk), entonces
q ∈ FN(xk) por lo tanto, por (b) se tiene que q ∈ U = Y \ {q}, lo cual
es imposible. Por lo tanto, q ∈ G(p).

Teorema 1.24. [El teorema de la función general] Sean X y Y espacios
métricos compactos y no vacíos, supongamos que se cumplen los siguientes
incisos;

(1) Fn : X → 2Y es usc para cada n ∈ N.

(2) Fn+1(x) ⊂ Fn(x) para cada n ∈ N.

(3) Y =
⋃

x∈X Fn(x) para cada n ∈ N.

(4) ĺım
n→∞

dim[Fn(x)] = 0 para cada x ∈ X.

Entonces, existe una función continua f tal que f(X) = Y . De hecho, sea
una función f como sigue

f(x) = el único punto en
∞⋂
n=1

Fn(x) para cada x ∈ X.
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Demostración. Sea G(x) =
⋂∞

n=1 Fn(x) para cada x en X. Entonces podemos
escribir a f como

f(x) = el único punto en G(x) para cada x ∈ X. (#)

el cual esta bien definida por (2) y (4), y la segunda parte de 1.3. Por (#),
(1) de 1.23 y 1.22, f : X → Y es continua. Además por (#) y (2) de 1.23 se
sigue que f(X) = Y .

2 El conjunto de Cantor

Definición 2.1. Vamos a definir el conjunto de Cantor como sigue, empeza-
mos con C0 = [0, 1]. Ahora dividimos al intervalo [0, 1] en tres subintervalos:

I11 =

Å
1

3
,
2

3

ã
, J11 =

ï
0,

1

3

ò
, J12 =

ï
2

3
,
3

3

ò
.

Notemos que [0, 1] = J11 ∪ I11 ∪ J12. Sea C1 = [0, 1] \ I11 = J11 ∪ J12. Ahora,
sean

I21 =

Å
1

9
,
2

9

ã
, I22 =

Å
7

9
,
8

9

ã
,

J21 =

ï
0,

1

9

ò
, J22 =

ï
2

9
,
3

9

ò
, J23 =

ï
6

9
,
7

9

ò
, J24 =

ï
8

3
,
9

9

ò
.

Sea C2 =
⋃22

k=1 J2k. Podemos continuar el proceso hasta construir 2n interva-
los cerrados, ajenos Jn1, . . . , Jn2n. Notemos que cada uno de estos intervalos

tienen longitud
1

3n
. Así, I(n+1)k es el intervalo abierto con el mismo centro

que Jnk y de longitud
1

3n+1
. Luego, Jnk \ I(n+1)k es la unión de intervalos

cerrados y ajenos J(n+1)(2k−1) y J(n+1)2k de longitud
1

3n+1
. Obtenemos,

Cn+1 =
2n+1⋃
k=1

Jnk ⊂ Cn.
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Al conjunto C =
∞⋂
n=1

Cn le llamamos el conjunto de Cantor del tercio

medio y es un subespacio de [0, 1].

Lema 2.2. Sea C el conjunto de Cantor de tercio medio, entonces

(1) Dado cualquier entero n ≥ 1, C =
⋃n

i=1Di donde cada Di es compacto
y no vacío, y Di ∩Dj = ∅ para i ̸= j.

(2) Dado cualquier entero m ≥ 1 y cualquier Di en (1), Di =
⋃m

j=1Di,j

donde cada Di,j es compacto y no vacío, y Di,j ∩Di,k = ∅ para j ̸= k.

Demostración. Supongamos n > 1. De la construcción de la intersección ani-
dada que usamos para definir a C podemos encontrar un l lo suficientemente
grande tal que para Cl hay n− 1 puntos t1, . . . , tn−1 en [0, 1] \Cl tal que para
cualquiera dos de estos puntos están en diferentes componentes de X \ Cl y
t0 = 0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 < 1 = tn.

C0

C1

C2

Cℓ

[0, 1] \ Cℓ
t0 tnt1 t2 · · · tn−1

Sea Di = [ti−1, ti] ∩ C para cada i = 1, . . . , n. Entonces se verifica direc-
tamente que Di, . . . , Dn satisfacen (1), para probar (2), simplemente observe-
mos que las ideas que usamos probando (1) pueden aplicarse a cada uno de
los intervalos [́ınfDi, supDi], 1 ≤ i ≤ n para obtener los conjuntos deseados
Di,1, . . . , Di,m en (2), esto completa la prueba.

3 Imagenes del conjunto del Cantor

Teorema 3.1. Cada espacio métrico compacto y no vacío Y es la imagen
continua del conjunto de Cantor del tercio medio.
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Demostración. Primero por la compacidad, podemos cubrir a Y con conjun-
tos abiertos y no vacíos U1, . . . , Un cada uno con dim < 1, entonces, sea
Ai = Ui para cada i = 1, . . . , n, notemos que cada Ai es un conjunto compac-
to, y no vacío. Consideremos D1, . . . , Dn como en (1) de 2.2. Definimos

F1 : C → 2Y por F1(t) = Ai para cada t ∈ Di.

(Notemos que F1 esta bien definido en C pues los conjuntos Di son ajenos
dos a dos y cubren a C ). Veamos que F1 satisface (1) y (3) de 1.24, para (1)
basta notar que cada Di es abierto en C y F1 es constante en cada Di. Así,

tomemos p en C =
n⋃

i=1

Di, entonces, existe i = 1, 2, . . . , n tal que p pertenece

a Di y como Di es abierto en C, existe un conjunto abierto V en C tal que

p ∈ V ⊂ Di.

Ahora notemos que como p pertenece a Di, entonces, F1(p) = Ai ⊂ U , en-
tonces, si tomamos x ∈ V ⊂ Di, se sigue que F1(x) = Ai ⊂ U entonces F1 es
usc, más aún F1 satisface (3) de 1.24 por como se define. Ahora, para cada i
(1 ≤ i ≤ n), cubrimos Ai con conjuntos no vacíos y compactos Ai,1, . . . , Ai,m(i)

cada uno de diámetro <
1

2
, entonces para cada i (1 ≤ i ≤ n) consideremos

Di,1, . . . , Di,m(i) como en (2) de 2.2, definimos,

F2 : C → 2Y como F2(t) = Aij si t ∈ Dij.

Podemos notar que siguiendo el mismo modo como mostramos para F1 se
sigue que F2 esta bien definida y además satisface (1) y (3) de 1.24, y cla-
ramente F1 y F2 satisfacen (2) de 1.24. Continuando con esta construcción
inductiva de 2.2 podemos definir Fn : C → 2Y para cada n = 1, . . . , así,
como (1)− (4) de 1.24 se satisfacen, por 1.24 existe una función contintinua
y suprayectiva f de C a Y .

Corolario 3.2. Cada espacio métrico compacto y no vacío es una descom-
posición usc de el conjunto del tercio medio de Cantor C y recíprocamente.
Cada descomposición usc de C es un espacio métrico compacto y no vacío.

Demostración. Se sigue de 3.1 y 1.21.
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Ejemplo 3.3 (Curva de llenado del espacio (Space-filling curve)). Considere-
mos a Y como Bn para cada n = 1, 2, , . . . , o el cubo de Hilbert, especialmente
definido como el producto numerable del intervalo unitario ([0, 1]), vamos a
mostrar como usando 3.1 podemos obtener una función continua y suprayec-
tiva de [0, 1] a Y .

Sea C el conjunto de Cantor, y sea (ai, bi), i = 1, 2, . . . , denotan las
componentes de [0, 1]\C. Consideremos f la función continua y suprayectiva
de C en Y , vamos a extender a f a una función continua g : [0, 1]→ Y como
sigue. Si t ∈ [0, 1] \ C, entonces, existe una única i y una única s tal que
t = (1− s) · ai + s · bi, 0 < s < 1 y denotemos ψ(t) = (1− s) · f(ai) + s · f(bi).
Y ahora definimos g como

g(t) =


f(t) si t ∈ C

ψ(t) si t ∈ [0, 1] \ C

Probemos que g es continua. Sean t ∈ [0, 1], ε > 0 y {tn}∞i=1 ⊂ [0, 1] tal que
tn → t, notemos que si t ∈ [0, 1] \C entonces ψ(t) es continua pues ψ es una
función lineal, por el otro lado, si t ∈ C buscamos probar que g(tn) → g(t).
Notemos que si tn ∈ C para infinitos muchos n, como f es uniformemente
continua entonces g(tn) = f(tn) → f(t) = g(t). Por el contrario si tn ∈ C
para finitos n entonces tn ∈ [0, 1] \ C para infinitos muchos n y tenemos dos
casos.

1. Existe N0 tal que si n ≥ N0, tn ∈ (ai, bi) para alguna i, en este caso se
tiene que g(tn) = (1 − sn)f(ai) + snf(bi), además como ai < tn < bn
se sigue que ai ≤ t ≤ bi, si suponemos que t = bi, entonces sn → 1 y
por lo tanto, g(tn) → f(bi) = f(t) = g(t), si suponemos que t = ai la
prueba es análoga.

2. tn ∈ (ai,n, bi,n) en diferentes componentes para infinitos muchos n, es de-
cir si n ̸= k entonces (ai,k, bi,k) ̸= (ai,n, bi,n), como, bi−ai → 0 entonces
ĺım(dim(ai,n, bi,n))→ 0 y además tenemos que tn = (1−sn)ai,n+snbi,n,
pero por el otro lado como ai,n, bi,n ∈ C entonces ai,n → a ∈ C y como
ĺım(dim(ai,n, bi,n)) → 0 se tiene además que bi,n → a, de hecho, como
tn → t entonces a = t así, tenemos ψ(tn) = (1 − sn)f(ai,n) + sf(bi,n),
entonces g(tn) = ψ(tn)→ f(t) = g(t).
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4 Caracterización del conjunto de Cantor

Definition 4.1. Un espacio topológico S es totalmente disconexo siempre
que S ̸= ∅ y ningún subconjunto conexo de S contiene mas de un punto (es
decir, cada componente de S es un conjunto de un punto).

Lema 4.1. Sea Y un espacio métrico compacto totalmente disconexo, en-
tonces, para cada ε > 0, Y se puede representar como la unión de n (n =
n(ε) < ∞) subconjuntos compactos no vacíos y ajenos dos a dos K1, . . . , Kn

con dim(Ki) < ε para cada i = 1, . . . , n.

Demostración. Primero probaremos el siguiente resultado: (#) Para cada y
en Y , existe un subconjunto cerrado y abierto M(y) de Y tal que y esta en
M(y) y dim(M(y)) < ε.

Para probar (#), Sean y en Y y U un subconjunto abierto de Y tal que,

y ∈ U y dim(U) < ε.

Sean A = {y} y B = Y \ U , entonces por hipótesis sobre Y podemos aplicar
1.10 y denotando por M(y) al conjunto X1 en 1.10, hemos probado (#).
Ahora para probar el lema primero usemos la compacidad de Y para cubrirlo
con finitos conjuntos como en (#) digamos M(y1), . . . ,M(yk), y ahora sea

L1 =M(y1) y para 2 ≤ i ≤ k, denotemos por Li =M(yi) \
i−1⋃
j=1

M(yj).

Descartando todos los Li los cuales son vacíos, renombrando los Li tene-
mos los K1, . . . , Kn, los conjuntos deseados.

Lema 4.2. Sean D1, . . . , Dn tales que satisfacen (1) de 2.2. Sea m ≥ 2 un
entero. Entonces para cada i, 1 ≤ i ≤ n, hay conjuntos Di,1, . . . , Di,m que
satisfacen (2) de 2.2 y son tales que dim(Di,j) ≤ (2/3) · dim(Di) Para cada
j = 1, . . .m.

Demostración. Fijemos 1 ≤ i ≤ n y sean g = supDi y l = ı́nfDi, como g < l,
existe t1 tal que

(2/3) · g + (1/3) · l < t1 < (1/3) · g + (2/3) · l y t1 /∈ C.
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Di

g

g l

l

1
3g +

2
3 l

1
3g +

2
3 l

2
3g +

1
3 l

t1

Si m = 2, entonces Di,1 = [g, t1] ∩ Di y Di,2 = [t1, l] ∩ Di satisfacen las
condiciones deseadas. Así, supongamos que m > 2, notemos que, por 2.1,
existen puntos t < l arbitrariamente cerca de l tales que t /∈ C, también note-
mos que, como 0 < l ∈ Di y Di es abierto en C entonces existen puntos s < l
arbitrariamente cerca de l tal que s ∈ Di, usando estas dos observaciones,
podemos ver que existen m− 2 puntos t2, t3, . . . , tm−1 tales que

t0 = g < t1 < t2 < t3 < · · · < tm−1 < l = tm,

donde tj /∈ C para todo j = 1, 2, · · ·m − 1, y (tj−1, tj) ∩ Di ̸= ∅ para cada
j = 1, 2, . . . ,m− 1. Definimos Di,j = [tj−1, tj]∩Di para cada j = 1, 2, . . . ,m,
entonces, podemos ver que los conjuntos Di,1, . . . , Di,m satisfacen las propie-
dades que establece el lema.

Definición 4.3. Un espacio topológico S es perfecto siempre que cada punto
de S es un punto limite de S, algunos autores usan denso en si mismo para
describir esta condición.

Teorema 4.4. Un espacio métrico Y es un conjunto de Cantor si y solo si
Y es compacto, totalmente disconexo y perfecto.

Demostración. Supongamos que Y es compacto, totalmente disconexo y per-
fecto espacio métrico. vamos a construir un homeomorfismo suprayectivo f
desde el conjunto del tercio medio de Cantor hacia Y usando 1.24. Para ε = 1
sean K1, . . . , Kn como en 4.1, entonces consideramos D1, . . . , Dn como en (1)
de 2.2. Sea

F1 : C → 2Y dada por F1(t) = Ki para cada t ∈ Di.

Por las mismas razones dadas en la prueba de 3.1, F1 esta bien definida en C y
F1 satisface las propiedades (1) y (3) de 1.24. Fijemos i, 1 ≤ i ≤ n. Obtenemos
subconjuntos Ki y Di como siguen. Primero notemos que como Ki es un
subconjunto abierto y no vacío de Y y Y es perfecto entonces dim(Ki) > 0,
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por lo tanto, definimos εi = (1
2
)dim(Ki), tenemos que εi > 0, por lo tanto

comoKi es compacto y totalmente disconexo entonces 4.1 nos permite escribir
a Ki como la unión de m(i) de subconjuntos compactos, no vacío y ajenos
dos a dos Ki,1, . . . , Ki,m(i) con dim(Ki,j) < εi para cada j = 1, . . . ,m(i).
Notemos que como los conjuntos Ki,j cubren a Ki y son de diámetro menor a
εi entonces m(i) ≥ 2, por lo tanto, existen Di,1, . . . Di,m(i) que satisfacen 4.2,
así hemos definido Ki,1, . . . Ki,m(i) y Ki,1, . . . Ki,m(i) para cada i, 1 ≤ i ≤ n,
definimos,

F2 : C → 2Y como F2(t) = Ki,j para cada t ∈ Di,j.

Entonces, por las mismas razones que F1, F2 esta bien definida en C y F2

satisface (1) y (3) de 1.24, continuando de esta manera (usando la natural
inducción ) podemos definir Fn : C → 2Y para cada n = 1, 2, . . . que satisfa-
cen las condiciones (1)− (4) de 1.24, por lo tanto por 1.24 existe una función
continua y suprayectiva f de C en Y , más aún, asumiendo que f es la fun-
ción definida por la formula en 1.24 podemos mostrar como consecuencia de
la construcción de arriba que f es inyectiva. Para ver esto, sean s, t ∈ C tales
que s ̸= t y escogemos un entero positivo k lo suficientemente grande tal que
(2/3)k−1 < |s− t| y sean E1, . . . , El los subconjuntos de C que se usaron para
definir F2, como los conjuntos Ej son resultado de haber aplicado 4.2 k − 1
veces, tenemos que dim(Ej) < (2/3)k−1 para cada j = 1, . . . l, por lo tanto s
y t no pueden estar en el mismo Ej para cada j = 1, . . . , l. Así escribiendo
K1, . . . , Kl como los subconjuntos de Y que se usaron para definir Fk y re-
cordando que estos conjuntos son ajenos dos a dos podemos ver de la forma
que Fk fue definido que Fk(s) ∩ Fk(t) = ∅, por lo tanto, como f(s) ∈ Fk(s) y
f(t) ∈ Fk(t) tenemos que f(s) ̸= f(t) por lo tanto f es inyectiva, concluimos
que f es un homeomorfismo de C en Y . Por lo tanto Y es un conjunto de
Cantor. La otra parte del teorema es inmediata.

5 Funciones de Whitney

Antes de introducir el termino Función de tamaño o también conocidas
funciones de Whitney vamos a primero presentar algunos resultados previos.

Definición 5.1. Sea X un espacio métrico compacto, no vacío con métrica
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d, la función diámetro con respecto a d se define como la función

dimd : 2
X → [0, 1] tal que para cada A ∈ 2X ,
dimd(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.

Lema 5.2. Sea X un espacío métrico compacto, no vacío con métrica d,
entonces la función diámetro es continua.

Demostración. Sean ε > 0, y A,B ∈ 2X tal que Hd(A,B) < ε
2
, como A es

compacto, existen a1, a2 ∈ A tal que dimd(A) = d(a1, a2), así como A ⊂
Nd(

ε
2
, B), existen b1, b2 tal que, d(a1, b1) < ε

2
y d(a2, b2) < ε

2
, por lo tanto,

d(a1, a2) ≤ d(a1, b1) + d(b1, b2) + d(b2, a2) < d(b1, b2) + ε.

Por lo tanto, como dimd(A) = d(a1, a2) tenemos que

1) dimd(A) < d(b1, b2) + ε ≤ dimd(B) + ε.

De forma similar podemos obtener que

2) dimd(B) < dimd(A) + ε.

Entonces por 1) y 2) se tiene que |dimd(A)− dimd(B)| < ϵ.

Lema 5.3. Sean X y Y espacios métricos compactos y no vacíos y sea f :
X → Y una función continua. Definimos f ∗ : 2X → 2Y como f ∗(A) = f(A)
para cada A ∈ 2X , entonces f ∗ es continua.

Demostración. Usando 1.8, consideremos W1, . . . ,Wn subconjuntos abiertos
en Y y usando que f es una función cerrada tenemos que

(f ∗)−1(⟨W1, . . . ,Wn⟩) = ⟨f−1(W1), . . . , f
−1(Wn)⟩,

y como f es continua se sigue que f ∗ es continua.

Definición 5.4. Sea X un espacio métrico, compacto y no vacío. Una función
de tamaño o también conocidas como función de Whitney es una función
continua para 2X , µ : 2X → R tal que

1. Para A,B ∈ 2X tal que A ⊂ B y A ̸= B, µ(A) < µ(B).
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2. µ({x}) = 0 para todo x ∈ X.

Teorema 5.5. Si (X, d) es cualquier espacio métrico, entonces, existe una
función de tamaño para 2X .

Demostración. Como X es un espacio métrico compacto, entonces existe D =
{xi : i = 1, 2 . . . } un subconjunto denso y numerable de X. Definimos

fi : X → [0, 1], fi(x) =
1

1 + d(xi, x)

y también definimos

µi(A) = dimfi(A) para cada A ∈ 2X .

Entonces nuestra función de tamaño la definimos como;

µ : 2X → [0, 1] µ(A) =
∞∑
i=1

2−iµi(A) para cada A ∈ 2X

Notemos que µi = dimd ◦ f ∗
i para cada i , por lo tanto µi es continua para

cada i y por lo tanto µ es continua. Ahora para mostrar que µ satisface las
condiciones de función de tamaño, sean A,B ∈ 2X tal que A ⊂ B y A ̸= B,
como A ⊂ B podemos ver directamente que fi(A) ⊂ fi(B) para cada i, por
lo tanto µi(A) ≤ µi(B) para cada i, así para probar que µ(A) < µ(B) es
suficiente probando lo siguiente

(#) µi(A) < µi(B) para alguna i.

Así para probar (#), sean p ∈ B \A y r = 1
2
d(p,A), notemos que r > 0 dado

que p /∈ A y A es cerrado en X, y como p ∈ B(p, r) y D es denso en X,
entonces, existe xi ∈ D tal que d(p, xi) < r, entonces d(p, xi) + 1 < r + 1, así

a)
1

r + 1
<

1

1 + d(xi, p)
= fi(p).

Además r < d(xi, A), entonces

b) fi(a) =
1

1 + d(xi, a)
<

1

1 + r
para cada a ∈ A.
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Entonces combinando las desigualdades en a) y b) podemos ver que

c) sup fi(A) ≤
1

1 + r
< fi(p).

De esto, como p ∈ B, podemos ver inmediatamente de c) que

d) sup fi(A) < sup fi(B).

Además como A ⊂ B se sigue que ı́nf fi(B) ≤ ı́nf fi(A). Se sigue que µi(A) <
µi(B), y esto prueba (#). Finalmente para probar que µ satisface la segunda
condición. Sea A ∈ 2X , primero supongamos que A = {x} para algún x ∈ X,
entonces para cada i = 1, 2 . . . ,

µi(A) = dim(fi({x}) = 0.

Por lo tanto µ(A) = 0.

Teorema 5.6. Para cualquier espacio métrico compacto (X, d) y cualquier
función de tamaño µ para 2X , Ai → A en 2X si y solo si dado ε > 0, existe
N tal que para i ≥ N , Ai ⊂ Nd(ε, A) y |µ(Ai)− µ(A)| < ε.

Demostración. Supongamos que Ai → A en 2X , sea ε > 0 entonces existe N
tal que para i ≥ N , Hd(Ai, A) < ε, de ahí que Ai ⊂ Nd(ε, A), y como µ es
continua se sigue que

ĺım
i→∞

µ(Ai) = µ(A).

Ahora si dado ε > 0 si existe N tal que para i ≥ N , Ai ⊂ Nd(ε, A) y
|µ(Ai) − µ(A)| < ε. Para probar que Ai → A, como 2X es compacto por
(4.13) de [4, p.59], entonces, existe Ai(j) → B ∈ 2X , supongamos que A ̸= B,
como µ es continua se sigue que µ(Ai(j))→ µ(B), vamos a probar que B ⊂ A,
sea b ∈ B, entonces existe N ′ tal que para i ≥ N ′, Hd(Ai(j), B) < ε de ahí
que B ⊂ Nd(ε, Ai(j)), sea M = max{N,N ′} entonces si i ≥M se cumple que
Ai ⊂ Nd(ε, A) y B ⊂ Nd(ε, Ai(j)) como b ∈ B, entonces existe ai(j) tal que
d(b, ai(j)) < ε y además existe aj ∈ A tal que d(ai(j), aj) < ε entonces tenemos

d(aj, b) ≤ d(aj, ai(j)) + d(ai(j), b) < 2ε.

Como {aj} ⊂ A,aj → b y A es cerrado, se sigue que b ∈ A, por hipótesis µ es
una función de tamaño, entonces µ(B) < µ(A) sin embargo tenemos que

|µ(Ai(j))− µ(B)| < ε y |µ(Ai(j))− µ(A)| < ε.

Lo que es una contradicción.
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Capítulo 5

Estudio de compactaciones en espacios
topológicos

Felipe de Jesús Aguilar Romero, Diana Cuaya Simbro,
David Herrera Carrasco, Fernando Macías Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Una compactación de un espacio topológico consiste en “completarlo”
mediante la adición de puntos ideales o fronteras, transformándolo en un
espacio compacto. Esta transformación permite aprovechar propiedades
de la compacidad, como la existencia de extremos, la convergencia de
redes y sucesiones, y la extensión de funciones continuas. A lo largo de
este capítulo, se estudiarán algunos resultados acerca de compactaciones
en topología general, con un enfoque en dos construcciones destacadas: la
compactación de Alexandroff y la compactación de Stone-Čech. La pri-
mera se caracteriza por su simplicidad, ya que añade un único punto al
espacio original para lograr la compacidad. Por otro lado, la compacta-
ción de Stone-Čech es más general y compleja, se construye a partir de
funciones continuas con valores en intervalos cerrados.

1 Introducción

Las compactaciones de subconjuntos abiertos del plano fueron estudiadas
por primera vez por Carathéodory en 1913, en el contexto de las funciones
analíticas. Antes de este trabajo, construcciones similares ya se utilizaban en
diversas teorías de los números reales. Más tarde, Tychonoff hizo importantes
aportaciones al desarrollo de estos conceptos, especialmente a través de los
Teoremas 3.4 y 3.6. El concepto de orden en la familia de todas las com-
pactaciones de un espacio (véase Definición 4.6), y los Teoremas 4.17 y 5.2,
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fueron demostrados por Lubbed en 1941. La existencia de una compactación
máxima fue establecida previamente por M. H. Stone también en 1937 y por
Čech en 1937.

El propósito de este trabajo, es desarrollar los resultados presentados
en las secciones 3.5 y 3.6 del libro General Topology de Ryszard Engelking
[2], donde se abordan los temas relacionados con las compactaciones. En la
sección 3, se proporciona la definición formal de una compactación de un
espacio, así como diversos ejemplos que ilustran diferentes tipos de compac-
taciones. Estos ejemplos permiten entender mejor cómo se lleva a cabo este
proceso en espacios topológicos de diversas características y sirven como ba-
se para la posterior discusión de compactaciones más especializadas, como
las de Alexandrov y Stone-Čech. La sección 4 sirve de puente para presentar
diversas propiedades de las compactaciones, así como presentar una relación
de equivalencia entre compactaciones y un orden parcial sobre dichas clases
de equivalencia. En particular, en la sección 5, nos enfocaremos en la com-
pactación de Alexandrov, también conocida como compactación de un punto.
Esta técnica es una de las formas más simples y fundamentales de extender
un espacio topológico no compacto a uno compacto. Consiste en añadir un
único punto a un espacio localmente compacto, sin perder las propiedades
topológicas esenciales del espacio original.

A lo largo de este capítulo, se estudiará la construcción formal de la
compactación de Alexandrov, sus propiedades fundamentales y sus ejemplos
concretos. Además, en la sección 6 se analizará la compactación de Stone-
Čech, que es una de las más generales y complejas dentro de la topología.

2 Preliminares

A lo largo de este trabajo se considerará la siguiente notación. Si X es un
espacio topológico y A un subconjunto de X, los símbolos clX(A) e intX(A)
denotan la cerradura de A y el interior de A en X, respectivamente. A su
vez, IdX denotará la función identidad de X en X. La cardinalidad de un
conjunto A se representa por |A| y ℵ0 = |N|.

Definición 2.1. Sea X un espacio topológico, se define

w(X) = mı́n{α : existe una base β de X tal que |β| = α}.

El cardinal w(X) es llamado el peso del espacio topológico X.
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Observación 2.2. Note que, si X y Y son homeomorfos, entonces w(X) =
w(Y ).

Teorema 2.3. Si X es un espacio topológico y A ⊂ X entonces w(A) ≤
w(X).

Demostración. Sea w(X) = α, por lo que existe una base β de X tal que
|β| = α. Definamos la siguiente familia

γ = {B ∩ A : B ∈ β},

veamos que γ es una base para A. Sea V un abierto en A distinto del vacío,
por lo que existe un conjunto U abierto en X tal que V = U ∩ A. Dado que
β es base de X entonces existe una subfamilia β′ de β tal que

⋃
B∈β′

B = U .

Observemos que

V = U ∩ A =

[ ⋃
B∈β′

B

]
∩ A =

⋃
B∈β′

(B ∩ A).

Además
{B ∩ A : B ∈ β′} ⊂ γ,

de ahí que V puede ser representado como la unión de una subfamilia de γ. Por
lo tanto, γ es una base para A. Por lo anterior, w(A) ≤ |γ| ≤ |β| = α = w(X),
es decir, w(A) ≤ w(X).

Definición 2.4. Sean X un espacio topológico y M un subespacio de X. Un
encaje del subespacio M en el espacio X es una función eM : M → X tal
que eM(x) = x.

Definición 2.5. Sean X, Y espacios topológicos. Una función f : X → Y es
llamada un encaje homeomorfo si es una composición de un homeomorfis-
mo y un encaje, es decir, si existe Y ′ ⊂ Y y un homomorfismo h : X → Y ′

tal que f(x) = (eY ′ ◦ h)(x) para todo x ∈ X. Además, se dice que X se puede
encajar (o que está encajado) en Y si existe un encaje homeomorfo de X en
Y .

Note que Y ′ = f(X) y además, f(x) = (eY ′ ◦ h)(x) = h(x) para toda
x ∈ X. De manera que X se puede encajar en Y si existe Y ′ un subespacio
de Y homeomorfo a X.
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Recordemos que una cubierta de un conjuntoX es una familia {As}s∈S de
subconjuntos de X tal que

⋃
s∈S As = X y que, si X es un espacio topológico,

{As}s∈S es una cubierta abierta (cerrada) de X si todos los conjuntos As son
abiertos (cerrados).

Definición 2.6. Un espacio topológico X es llamado espacio compacto
si X es un espacio de Hausdorff y cada cubierta abierta de X tiene una
subcubierta finita, es decir, si para cada cubierta abierta {Us}s∈S del espacio X
existe un conjunto finito {s1, s2, . . . , sk} ⊂ S tal que X = Us1 ∪Us2 ∪ . . .∪Usk .

Los siguientes Teoremas son resultados clásicos en espacios compactos.
Los cuales serán de utilidad en este trabajo.

Teorema 2.7. [2, Teorema 3.1.2] Sea X un espacio compacto. Si M es un
subespacio cerrado de X entonces es compacto.

Teorema 2.8. [2, Teorema 3.1.8] Sean X un espacio de Hausdorff y A ⊂ X.
Si A es compacto, entonces A es un subconjunto cerrado en X.

Teorema 2.9. [2, Teorema 3.1.9] Todo espacio compacto es un espacio nor-
mal.

Teorema 2.10. [2, Teorema 3.1.10] Sean X un espacio compacto y Y un
espacio de Hausdorff. Si f : X → Y es una función continua, entonces f(X)
es un subespacio compacto de Y .

Teorema 2.11. [2, Teorema 3.1.11] Sean X un espacio compacto y Y un
espacio de Hausdorff. Si f : X → Y es una función continua, entonces para
cada A ⊂ X se cumple que clY (f(A)) = f(clX(A)).

Teorema 2.12. [2, Teorema 3.1.13] Sean X un espacio compacto y Y un
espacio de Hausdorff. Si f : X → Y es una función continua y biyectiva,
entonces f es un homeomorfismo.

La siguiente definición es necesaria para poder definir lo que será la com-
pactación de Alexandroff. Esta es una condición que debilita la definición de
espacio compacto.

Definición 2.13. Un espacio topológico X es llamado un espacio local-
mente compacto en x, si existe una vecindad U de x tal que clX(U) es
un subespacio compacto de X. Además, decimos que X es un espacio local-
mente compacto si es localmente compacto en cada x ∈ X.
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Teorema 2.14. [2, Teorema 3.3.1] Cada espacio localmente compacto es un
espacio de Tychonoff.

SeanX un espacio topológico, una familia de espacios topológicos {Ys}s∈S
y una familia de funciones continuas {fs}s∈S, donde fs : X → Y . Por [2, pro-
posición 2.3.6], la función que asigna a cada x ∈ X el punto {fs(x)}s∈S ⊂∏
s∈S

Ys es continua; esta asociación es la diagonal de las funciones {fs(x)}s∈S

y se denota por △s∈Sfs. El siguiente resultado es conocido como el Teorema
de la Diagonal.

Teorema 2.15. [2, Teorema 2.3.20] Sean X un espacio topológico y {Ys}s∈S
una familia de espacios topológicos. Dada F = {fs : X → Ys : s ∈ S} una
familia de funciones continuas, si existe un s ∈ S tal que fs es un encaje
homeomorfo, entonces △s∈Sfs : X →

∏
s∈S

Ys es un encaje homeomorfo.

3 Compactaciones

En esta sección se presenta la definición de la compactación de un espacio
topológico y se demuestra que un espacio topológico admite una compactación
si y solo si es un espacio de Tychonoff (véase el Teorema 3.4). Además, se
incluyen algunos ejemplos ilustrativos de compactaciones.

Sea S un conjunto tal que |S| = m. El cubo de Tychonoff de peso m ≥ ℵ0
es el producto cartesiano Im =

∏
s∈S

Is, donde Is = [0, 1] para cada s ∈ S. De [2,

Teorema 3.2.4] se tiene que Im es un espacio compacto. El cubo de Tychonoff
Iℵ0 es llamado el cubo de Hilbert. Note que si n ≤ m, entonces el cubo In
está encajado en Im.

Teorema 3.1. Un espacio topológico es un espacio de Tychonoff si y solo si
está encajado en un espacio compacto.

Demostración. [⇒] Sea X un espacio topológico de Tychonoff, veamos que
X está encajado en un espacio compacto. Consideremos los siguientes casos:

• Si w(X) < ℵ0, observemos que X es finito, por lo que X es compacto.
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• Si w(X) ≥ ℵ0. Por [2, Teorema 3.2.4], el cubo de Tychonoff Iw(X) es un
espacio compacto. Luego, por [2, Teorema 2.3.23], se tiene que Iw(X) es
universal para todos los espacios de Tychonoff cuyo peso es mayor que
ℵ0.

En ambos casos es posible encajar X en un espacio compacto.
[⇐] Sea X un espacio topológico que está encajado en un espacio com-

pacto Y . Entonces, existe un homeomorfismo f : X → M tal que f(X) =
M ⊂ Y . Por el Teorema 2.9, Y es un espacio normal; por ende, Y es un
espacio de Tychonoff. Así, M es un espacio de Tychonoff. Dado que f es un
homeomorfismo, concluimos que X es un espacio de Tychonoff.

Definición 3.2. Una compactacion del espacio X es un par (Y, c), donde
Y es un espacio compacto y c : X → Y es una encaje homeomorfo de X en
Y tal que clY (c(X)) = Y .

Lema 3.3. Si un espacio topológico X está encajado en un espacio compacto
Y , entonces X tiene una compactación.

Demostración. Sea X un espacio topológico encajado en un espacio compacto
Y , por lo que existe un homeomorfismo f : X →M tal que M = f(X) ⊂ Y .
Por el Teorema 2.7 se cumple que clY (f(X)) es un espacio compacto. Note que
el par (clY (f(X)), ef(X) ◦f) donde eM denota el encaje de f(X) en clY (f(X))
es una compactación del espacio X.

Teorema 3.4. Un espacio topológico X tiene una compactación si y solo si
X es un espacio de Tychonoff.

Demostración. [⇒] Supongamos que X tiene una compactación (Y, c); por
ende, X está encajado en un espacio compacto. Así, por el Teorema 3.1, X
es un espacio de Tychonoff.
[⇐] Supongamos que X es un espacio de Tychonoff; por el Teorema 3.1, X
está encajado en un espacio compacto; luego, por el Lema 3.3, concluimos
que X tiene una compactación.

Lema 3.5. Si m ≥ ℵ0, entonces w(Im) ≤ m.

Demostración. Dado que w(I) = ℵ0 entonces, considerando m = w(X) y
aplicando el teorema [2, teorema 2.3.13], tenemos que w(Iw(X)) ≤ w(X).
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Teorema 3.6. Sea X un espacio topológico. Si X es un espacio de Tychonoff,
entonces existe (Y, c) una compactación de X tal que w(Y ) = w(X).

Demostración. Sea X un espacio de Tychonoff,

• Si w(X) < ℵ0, entonces X es finito y, por lo tanto, compacto. Por otro
lado, dado que X es un espacio de Tychonoff entonces, por el Teorema
3.4, X tiene una compactación (Y, c) donde Y es un espacio compacto,
luego, por el Teorema 2.9, se deduce que Y es un espacio de Hausdorff.
Por lo tanto, por el Teorema 2.8, c(X) es cerrado en Y de manera que
c(X) = clY (c(X)) = Y , así w(X) = w(c(X)) = w(Y ).

• Si w(X) ≥ ℵ0, entonces, por el Teorema [2, Teorema 2.3.23], X esta
encajado en Iw(X), de ahí que existe un homeomorfismo f : X → K
donde K ⊂ Iw(X). Sea Y = clIw(X)(K), como Y es cerrado en Iw(X) y
sabemos, por el Teorema [2, Teorema 3.2.4], que Iw(X) es un espacio
compacto, entonces Y es compacto. Por otro lado, del Teorema 2.3, la
Observación 2.2 y el Lema 3.5, tenemos que

w(X) = w(K) ≤ w(Y ) ≤ w(Iw(X)) ≤ w(X),

; por lo tanto, w(Y ) = w(X). Si c = i ◦ f , donde i denota el encaje de
K en Iw(X), entonces la pareja (Y, c) es una compactación de X tal que
w(Y ) = w(X).

Ejemplo 3.7. Consideremos el intervalo abierto (0, 1) en R2, con la topología
euclidiana inducida. Como es bien conocido, este conjunto no es compacto.
Sea f : (0, 1) → [0, 1] la función definida por f(x) = x. Note que el par
(f, [0, 1]) constituye una compactación de (0, 1).

0 01 1

f

Ejemplo 3.8. Sea D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} el disco abierto unitario
en R2, también conocido como la 2-celda. Consideramos a D con la topología
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inducida por la euclidiana de R2. Este conjunto no es compacto, ya que no es
cerrado en R2. Similar al Ejemplo 3.7, podemos considerar el par (g, clR2(D)),
donde g es la función de D a clR2(D)) definida por g(x, y) = (x, y), el cual
constituye a una compactación de D.

g

D clR2(D)

Sin embargo, podemos considerar otra compactación del espacio D. Sean
Ω /∈ D y h : D → D∗ donde D∗ = D ∪ {Ω}, la función definida por
h(x, y) = (x, y). El par (h,D∗) es conocido como la compactación de Alexan-
droff de la 2-celda, y estudiaremos propiedades de esta compactación más ade-
lante. A diferencia de la compactación (g, clR2(D))), la compactación (h,D∗)
agrega solo un punto y no todo el borde. La siguiente secuencia de diagra-
mas, nos permitirá comprender la construcción de la compactación (h,D∗)
más fácilmete.

Ω

D
D∗
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Ejemplo 3.9. Sea T subconjunto del plano R2 definido por

T =

ßÅ
x, sen

1

x

ã
∈ R2 : 0 < x ≤ 1

™
.

Este conjunto no es compacto, ya que no es cerrado en R2. Sea

T ′ = T ∪ {(0, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1)}.

El par (i, T ′), donde i es el encaje de T en T ′, es una compactación de T ya
que T es un subconjunto denso de T ′ y además T ′ es cerrado y acotado en R2,
por lo cual es compacto. El conjunto T ′ se conoce como curva del topólogo.

Figura 1: Curva seno del topólogo

4 Propiedades

En esta sección se introduce la noción de compactaciones equivalentes
de un mismo espacio topológico (véase la Definición 4.3) y se demuestra que
esta relación define una relación de equivalencia sobre la familia de todas
las compactaciones de un espacio topológico dado (véase el Teorema 4.4).
Asimismo, en el Teorema 4.9 se establece que el conjunto de clases de equiva-
lencia inducido por esta relación admite una estructura de orden parcial. El
objetivo principal de esta sección es sentar las bases necesarias para definir
la compactación de Stone-Čech (véase el Teorema 4.17).
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Definición 4.1. Sean X, Y y Z espacios topológicos. Sea f : X → Y una
función continua y h : X → Z un encaje homeomorfo. Decimos que f se
puede extender continuamente a Z, si existe una función continua F :
Z → Y tal que (F ◦ h)(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Note que si X ⊂ Z, es posible considerar a la función h como la función
identidad.

Las compactaciones de un espacio X se denotarán por los símbolos cX,
ciX, αX, etc., donde c, ci y α denotan al encaje homeomorfo de X en la
compactación correspondiente. Por lo tanto, al considerar una compactación
como un espacio, sabremos cuál encaje homeomorfo se está utilizando. Dado
que c : X → cX no siempre es un homeomorfismo, consideramos la función
cr : X → c(X) definida por cr(x) = c(x) para todo x ∈ X, note que cr es
una función restricción de c. Así, para una compactación cX de un espacio
X tenemos que

c : X → cX, cr es un homeomorfismo, y clcX(c(X)) = cX.

Definición 4.2. Sea cX una compactación de un espacio X. El conjunto

cX \ c(X) = {x ∈ cX : x /∈ c(X)}

es llamado el residuo de la compactación cX.

Definición 4.3. Sean X un espacio topológico y c1X,c2X compactaciones
del espacio X. Las compactaciones c1X y c2X son equivalentes si existe
f : c1X → c2X un homeomorfismo tal que (f ◦ c1)(x) = c2(x) para todo
x ∈ X. Por ende, el siguiente diagrama es conmutativo:

X c2X

c1X

c2

c1
f

Por lo tanto, dos compactaciones son equivalentes si son homeomorfas y si
el espacio X está encajado en ambas de la misma manera. Cuando c1X y
c2X sean dos compactaciones equivalentes del espacio X, lo denotaremos por
c1X ∼= c2X.
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Denotaremos por C(X) a la familia de todas las compactaciones de X.
A continuación probamos que ∼= es una relación de equivalencia en C(X).

Teorema 4.4. Sea X un espacio topológico. La relación ∼= es de equivalencia
en C(X).

Demostración. reflexiva Sea cX ∈ C(X), dado que:

(IdcX ◦ c)(x) = c(x) para todo x ∈ X,

entonces cX ∼= cX.
simétrica Sean c1X, c2X ∈ C(X) tales que c1X ∼= c2X, entonces existe un
homeomorfismo f : c1X → c2X tal que

(f ◦ c1)(x) = c2(x) para todo x ∈ X.

Note que f−1 : c2X → c1X es un homeomorfismo y además

c1(x) = (f−1 ◦ f ◦ c1)(x) = (f−1 ◦ c2)(x) para todo x ∈ X,

por lo tanto c2X ∼= c1X.
transitiva Sean c1X, c2X, c3X ∈ C(X) tales que c1X ∼= c2X y c2X ∼= c3X,
entonces existen homeomorfismos f : c1X → c2X y g : c2X → c3X tales que

(f ◦ c1)(x) = c2(x) para todo x ∈ X

y
(g ◦ c2)(x) = c3(x) para todo x ∈ X.

Luego, g ◦ f : c1X → c3X es un homeomorfismo y además

((g ◦ f) ◦ c1)(x) = (g ◦ (f ◦ c1))(x) = (g ◦ c2)(x) = c3(x) para todo x ∈ X,

por lo tanto c1X ∼= c3X.

Del Teorema 4.4, para cada uno de los elementos de la familia de com-
pactaciones de X, podemos definir su clase de equivalencia. En adelante, cada
una de las clases de equivalencia se considerará como una única compactación
de X, que se denotará como cX, donde cX es un representante de la clase de
equivalencia a la cual pertenece cX. Denotaremos por C(X) a la familia de
todas las clases de equivalencia de C(X).
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Observación 4.5. Sean X un espacio compacto y cX es una compactación
de X. Es decir, c : X → cX es una función continua , luego por el Teorema
2.11 se cumple que cX = clcX(c(X)) = c(clX(X)) = c(X), por ende c es
suprayectiva, por lo que c es un homeomorfismo. Así, para cualesquiera dos
compactaciones c1X, c2X de un espacio compacto X, la función c2 ◦ c−1

1 :
c1X → c2X es un homeomorfismo tal que ((c2◦c−1

1 )◦c1)(x) = c2(x) para cada
x ∈ X, es decir, c1X ∼= c2X. Entonces, cualesquiera dos compactaciones de
un espacio compacto son equivalentes. En particular, cualquier compactación
de un espacio compacto X es equivalente a la compactación (X, IdX).

A continuación, definiremos una relación de orden en la familia C(X).

Definición 4.6. Sea X un espacio topológico. Se define la relación ≼ en
la familia C(X) por: c2X ≼ c1X si y solo si existe una función continua
f : c1X → c2X tal que (f ◦ c1)(x) = c2(x) para todo x ∈ X, es decir,
f(c1(X)) = c2(X).

Observación 4.7. Tomando a f como en la Definición 4.6, el Teorema 2.11
implica que f(c1X) = f(clc1X(c1(X)) = clc2X(f(c1(X))) = clc1X(c2(X)) =
c2X, es decir, f es suprayectiva. Por ende, la función f de la Definición 4.6
siempre es suprayectiva.

El siguiente Teorema será usado para probar que ≼, es una relación de
orden en C(X).

Teorema 4.8. [2, Teorema 1.5.4] Sean X,Y espacios topológicos. Si Y es
un espacio de Husdorff y f, g : X → Y son funciones continuas, entonces
{x ∈ X : f(x) = g(x)} es un subconjunto cerrado en X.

Teorema 4.9. Sea X un espacio topológico. La relación ≼ es una relación
de orden en C(X).

Demostración. reflexiva Sea cX ∈ C(X). Si consideramos la función IdcX ,
entonces

(IdcX ◦ c)(x) = c(x) para todo x ∈ X,
de ahí que cX ≼ cX.
transitiva Sean c1X, c2X ∈ C(X) tales que c1X ≼ c2X y c2X ≼ c3X,
entonces existen funciones continuas f : c1X → c2X y g : c2X → c3X tales
que

(f ◦ c1)(x) = c2(x) para todo x ∈ X
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y
(g ◦ c2)(x) = c3(x) para todo x ∈ X.

Se cumple que g ◦ f : c1X → c3X es una función continua y además

((g ◦ f) ◦ c1))(x) = (g ◦ (f ◦ c1))(x) = (g ◦ c2)(x) = c3(x) para todo x ∈ X,

por lo tanto c1X ≼ c3X.

antisimétrica Sean c1X, c2X ∈ C(X) tales que c1X ≼ c2X y c2X ≼
c1X. Veamos que c1X es equivalente a c2X de acuerdo con la Definición 4.3.
Existen f1 : c1X → c2X y f2 : c2X → c1X funciones continuas, tales que
(f1 ◦ c1)(x) = c2(x) y (f2 ◦ c2)(x) = c1(x), para todo x ∈ X. Consideremos
B = {x ∈ c1X : (f2◦f1)(x) = Idc1X(x)}. Sea y ∈ c1(X), existe un único x ∈ X
tal que c1(x) = y. Note que (f2◦f1)(y) = (f2◦f1)(c1(x)) = ((f2◦f1)◦c1)(x) =
(f2 ◦ c2)(x) = c1(x) = y. De tal manera que c1(X) ⊂ B, de esto que

c1X = clc1X(c1(X)) ⊂ clc1X(B) ⊂ c1X.

Por lo tanto, clc1X(B) = c1X. Por el Teorema 4.8, tenemos que B = clcX (B) =
c1X. Esto implica que f2 ◦ f1 = Idc1X . Por ende, f1 es inyectiva, luego de la
Observación 4.7 obtenemos que f1 es biyectiva. Finalmente por el Teorema
2.12 f1 es un homeomorfismo, que además cumple que (f1 ◦ c1)(x) = c2(x)
para todo x ∈ X. Concluimos que c1X ∼= c2X.

Corolario 4.10. Dos compactaciones c1X y c2X de un espacio X son equi-
valentes si y solo si c1X ≼ c2X y c2X ≼ c1X.

Teorema 4.11. [2, Teorema 3.2.1] Sea A un subespacio denso de un espacio
topológico X, Y un espacio compacto y f : A → Y una función continua.
La función f tiene una extensión continua sobre X si y solo si para todo
B1, B2 subconjuntos cerrados y ajenos de Y se cumple que clX(f

−1(B1)) ∩
clX(f

−1(B2)) = ∅.

Teorema 4.12. Las compactaciones c1X y c2X de un espacio X son equiva-
lentes si y solo si para cada par A,B de subconjuntos cerrados de X se tiene
que

clc1X(c1(A)) ∩ clc1X(c1(B)) = ∅ si y solo si clc2X(c2(A)) ∩ clc2X(c2(B)) = ∅.
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Demostración. [⇒] Supongamos que c1X y c2X son compactaciones equiva-
lentes de X. Existe un homeomorfismo f : c1X → c2X tal que (f ◦ c1)(x) =
c2(x) para todo x ∈ X. Sean A y B subconjuntos cerrados de X. Da-
do que f es un homeomorfismo entonces f(clc1X(c1(A)) ∩ clc1X(c1(B))) =
f(clc1X(c1(A))) ∩ f(clc1X(c1(B))). Del Teorema 2.11 tenemos que

f(clc1X(c1(A))) ∩ f(clc1X(c1(B))) = clc2X(f(c1(A))) ∩ clc2X(f(c1(B)))

= clc2X(c2(A)) ∩ clc2X(c2(B)).

Por ende, f(clc1X(c1(A))∩clc1X(c1(B))) = clc2X(c2(A))∩clc2X(c2(B)), esto im-
plica que: clc1X(c1(A))∩clc1X(c1(B)) = ∅ si y solo si clc2X(c2(A))∩clc2X(c2(B)
) = ∅.

[⇐] Ahora supongamos que para cada par A,B de subconjuntos cerrados
en X se cumple que

clc1X(c1(A)) ∩ clc1X(c1(B)) = ∅ si y solo si clc2X(c2(A)) ∩ clc2X(c2(B)) = ∅.

Recuerde que las funciones cr1 : X → c1(X) y cr2 : X → c2(X) son homeomor-
fismos. Definimos

f1 := c2 ◦ (cr1)−1 : c1(X)→ c2X y f2 := c1 ◦ (cr2)−1 : c2(X)→ c1X.

Luego, f1 y f2 son funciones continuas.

Afirmación La funciones f1 y f2 se pueden extender continuamente a
c1X y c2X, respectivamente.

Demostración de la afirmación. Sean A,B subconjuntos cerrados en
c2X tales que A∩B = ∅. Veamos que clc1X(f

−1
1 (A))∩clc1X(f−1

1 (B)) = ∅.
Para ello, note que f−1

1 (A) = cr1(c
−1
2 (A)) y f−1

1 (B) = cr1(c
−1
2 (B)). De la

continuidad de c2, se cumple que c−1
2 (A) y c−1

2 (B) son cerrados en X.
Además, c2(c−1

2 (A)) ⊂ A y c2(c−1
2 (B)) ⊂ B, por ende,

clc2X(c2(c
−1
2 (A))) ⊂ clc2X(A) = A y clc2X(c2(c

−1
2 (B))) ⊂ clc2X(B) = B.

Por ende, clc2X(c2(c
−1
2 (A)))∩clc2X(c2(c−1

2 (B))) = ∅. La hipótesis implica
que clc1X(c1(c

−1
2 (A))) ∩ clc1X(c1(c

−1
2 (B))) = ∅. Dado que c1(c−1

2 (A)) =
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cr1(c
−1
2 (A)) y c1(c

−1
2 (B)) = cr1(c

−1
2 (B)), se tiene que clc1X(f

−1
1 (A)) ∩

clc1X(f
−1
1 (B)) = ∅. Por el Teorema 4.11, la función f1 se pueden ex-

tender continuamente c1X. Análogamente, se prueba que la función f2
se pueden extender continuamente c2X.

Por lo tanto, podemos asegurar que existen:

C1 : c1X → c2X y C2 : c2X → c1X,

funciones continuas tales que C1(y) = f1(y) para todo y ∈ c1(X) y C2(y) =
f2(y) para todo y ∈ c2(X). Con esto termina la prueba de la Afirmación.

Sea x ∈ X, luego c1(x) ∈ c1(X) por lo que (C1 ◦ c1)(x) = C1(c1(x)) =
f1(c1(x)) = (c2 ◦ (cr1)−1)(c1(x)) = c2(x). Por lo tanto c2X ≼ c1X. A su vez,
para cada x ∈ X, c2(x) ∈ c2(X) por lo que (C2 ◦ c2)(x) = C2(c2(x)) =
f2(c2(x)) = (c1 ◦ (cr2)−1)(c2(x)) = c1(x). Por ende c1X ≼ c2X. Finalmente,
por el Corolario 4.10 concluimos que c1X y c2X son equivalentes.

Lema 4.13. Sea A un subespacio denso de un espacio de Hausdorff X y
sea f : X → Y una función continua de X a un espacio arbitrario Y . Si
f |A : A→ f(A) ⊂ Y es un homeomorfismo, entonces f(X \ A) ∩ f(A) = ∅.

Demostración. Supongamos que existe y ∈ f(X−A)∩f(A). Por ende, existen
x ∈ X − A y a ∈ A tales que f(x) = y = f(A). Como X es Haudorff y A
es denso en X, entonces x ∈ clX(A). Por [3, Teorema 11.7] existe una red
(xλ)λ∈Λ ⊂ A tal que xλ → x. Luego, como f es continua, por [3, Teorema
11.8] se cumple que f(xλ) → f(x). Note que (f(xλ))λ∈Λ es una red que
converge a f(a) en f(A). Dado que f |A es un homeomorfismo, se cumple que
(f |A)−1 es una función continua. Así, por [3, Teorema 11.8] se cumple que
(f |A)−1(f(xλ)) → (f |A)−1(f(a)), esto implica que xλ → a. Finalmente, del
hecho que X es Hausdorff, por [3, Teorema 13.7] se cumple que x = a, lo cual
es una contradicción. Por ende f(X \ A) ∩ f(A) = ∅.

Teorema 4.14. Si c1X y c2X son compactaciones del espacio X y existe una
función continua f : c1X → c2X tal que (f ◦ c1)(x) = c2(x) para todo x ∈ X,
entonces f(c1X \ c1(X)) = c2X \ c2(X).

Demostración. Sea g : c1(X) → c2(X) definida por g(y) = (cr2 ◦ (cr1)−1)(y).
Note que g es un homeomorfismo. Sea y ∈ c1(X), por lo que (cr1)

−1(y) ∈ X
entonces g(y) = (cr2 ◦ (cr1)−1)(y) = cr2((c

r
1)

−1(y)) = (f ◦ c1)((cr1)−1(y)) = f(y).
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Por hipótesis, f(c1(X)) = c2(X), por lo tanto, se cumple que la función
f |c1(X) : c1(X) → f(c1(X)) ⊂ c2X es igual a g, por lo que, f |c1(A) es un
homeomorfismo. Dado que c1(X) es un subespacio denso en c1X, por el Lema
4.13, se cumple que f(c1X \ c1(X)) ∩ f(c1(X)) = ∅. Así, dado que f(c1X) =
f(c1(X))∪f(c1X\c1(X)), podemos afirmar que: f(c1X)\f(c1(X)) = f(c1X\
c1(X)). De la Observación 4.7 y de la hipótesis, concluimos que c2X \c2(X) =
f(c1X \ c1(X)).

Teorema 4.15. [2, 3.3.11] Un espacio topológico es localmente compacto si
y solo si es homeomorfo a un subespacio abierto de un espacio compacto.

Teorema 4.16. Para cada espacio de Tychonoff X las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. El espacio X es localmente compacto.

2. Para cada compactación cX de el espacio X el residuo cX es cerrado
en X.

3. Existe una compactación cX del espacio X tal que el residuo es cerrado
en cX.

Demostración. [1 ⇒ 2] Sean X un espacio localmente compacto y cX ∈
C(X). Dado que cr es un homeomorfismo, por [2, Teorema 3.3.15], c(X) es
un espacio localmente compacto. Luego, [2, Teorema 3.3.9] implica que c(X)
es abierto en clcX(c(X)) = cX. Por ende, cX \ c(X) es cerrado en cX.
[2⇒ 3] Es inmediato del Teorema 3.4.
[3 ⇒ 1] Supongamos que existe cX ∈ C(X) tal que cX \ c(X) es cerrado en
cX, de ahí que c(X) es abierto en cX. Dado que cr es un homeomorfismo,
tenemos que X es homeomorfo a C(X). Luego, por el Teorema 4.15, X es
localmente compacto.

El Teorema 4.17, establece una propiedad importante de la familia C(X),
la cual será importante en la sección 6.

Teorema 4.17. Toda subfamilia no vacía C0 ⊂ C(X) tiene una mínima cota
superior, con respecto al orden ≼ en C(X).

Demostración. Sea C0 = {csX}s∈S y c0 = △s∈Scs : X →
∏
s∈S

csX la diagonal

de C0. Por el Teorema 2.15, c0 es un encaje homeomorfo. Sea c0X la cerradura
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de c0(X) en
∏
s∈S

csX. El Teorema 2.7 y [2, Teorema 3.2.4], implican que c0X

es un espacio compacto. Por lo que c0X ∈ C(X). Veamos que c0X es la
mínima cota superior de la familia C0. Sea s ∈ S y ps :

∏
s∈S

csX → csX la

función proyección. Sea x ∈ X, entonces (ps|c0X ◦ c0)(x) = ps|c0X(c0(x)) =
ps|c0X({cs(x)}s∈S) = cs(x). Dado que la restricción ps|c0X es una función
continua, tenemos que csX ≼ c0X para cada s ∈ S.

Supongamos que existe cX ∈ C(X) tal que csX ≼ cX para cada s ∈ S.
Luego, para cada s ∈ S existe una función continua fs : cX → csX tal que
(fs ◦ c)(x) = cs(x), para cada x ∈ X. Sea F = △s∈Sfs la diagonal de la
familia {fs}s∈S, note que F es una función continua. Sea x ∈ X, entonces
(F ◦ c)(x) = F (c(x)) = {fs(c(x))}s∈S = {cs(x)}s∈S = c0(x). Por lo tanto,
F (c(X)) = c0(X), del Teorema 2.11 se tiene que F (cX) = c0X. Por ende,
F : cX → c0X es una función continua tal que (F ◦ c)(x) = c0(x) para todo
x ∈ X, por lo que c0X ≼ cX. Así, concluimos que c0X es la mínima cota
superior de la subfamilia C0.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de los Teoremas 3.4 y
4.17.

Corolario 4.18. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces existe en C(X)
un elemento maximal con respecto al orden ≼.

5 Compactación de Alexandroff

El objetivo principal de esta sección es establecer las condiciones que debe
cumplir un espacio topológico X para que la familia C(X) posea un elemento
minimal. Esta compactación se conoce como la compactación de Alexandroff
(véase el Teorema 5.1), y guarda una analogía con el Teorema 4.17. Además,
el Teorema 5.2 demuestra que el Teorema 5.1 puede reformularse como una
bicondicional.

Teorema 5.1. teorema de compactación de alexandroff.
Sea X un espacio no compacto. Si X es localmente compacto, entonces existe
ωX ∈ C(X) tal que |ωX \ ω(X)| = 1. Esta compactación es el elemento más
pequeño en C(X) con respecto al orden ≼, y además w(X) = w(ωX).
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Demostración. Sean (X,O) un espacio localmente compacto y no compacto,
y Ω /∈ X. Definamos ωX = X ∪ {Ω} y

Oω = O ∪ {{Ω} ∪ (X \ F ) : F es un subespacio compacto de X}.

Afirmación 1. La familia Oω es una topología en el conjunto ωX.

Demostración de la afirmación 1. Del Teorema 2.14, tenemos que X
es un espacio de Tychonoff, por ende X es de Hausdorff. Así, por el
Teorema 2.8, cualquier subconjunto compacto de X es cerrado en X.
Para ver que Oω es una topología en ωX, es suficiente demostrar las
siguientes proposiciones:

(a) ∅, ωX ∈ Oω.

(b) Si U1, U2 ∈ Oω entonces U1 ∩ U2 ∈ Oω.

(c) Si {Us}s∈S ⊂ Oω entonces
⋃
s∈S

Us ∈ Oω.

Para (a). Note que ∅ ∈ O ⊂ Oω, además ∅ es subespacio compacto de
X, entonces

{Ω} ∪X = {Ω} ∪ (X \ ∅) ∈ Oω.

Para (b). Sean U1, U2 ∈ Oω. Tenemos los siguientes casos:

– Si U1, U2 ∈ O entonces, dado que O es una topología, se tiene que
U1 ∩ U2 ∈ O, de ahí que U1 ∩ U2 ∈ Oω.

– Si U1, U2 /∈ O entonces existen subespacios compactos F1, F2 de X
tales que

U1 = {Ω} ∪ (X \ F1)

y
U2 = {Ω} ∪ (X \ F2).

Luego

U1 ∩ U2 = [{Ω} ∪ (X \ F1)] ∩ [{Ω} ∪ (X \ F2)]

= {Ω} ∪ [(X \ F1) ∩ (X \ F2)]

= {Ω} ∪ [X \ (F1 ∪ F2)].
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Dado que F1, F2 son subespacios cerrados de X, por el teorema [2,
Corolario 3.1.4], F1 ∪ F2 es un subespacio compacto de X, por lo
tanto U1 ∩ U1 ∈ Oω.

– Sin perder generalidad, supongamos que U1 ∈ O y U2 /∈ O. Existe
F subespacio compacto de X tal que

U2 = {Ω} ∪ (X \ F ).

Luego

U1 ∩ U2 = U1 ∩ [{Ω} ∪ (X \ F )] = U1 ∩ (X \ F ),

dado que F es un subconjunto cerrado deX, se cumple queX\F ∈
O, por lo tanto U1 ∩ U2 ∈ O ⊂ Oω.

Esto concluye la prueba de la proposición (b).
Para (c). Sea {Us}s∈S ⊂ Oω. Definamos los siguientes conjuntos:

S1 = {s ∈ S : Us ∈ O} y S2 = {s ∈ S : Us /∈ O}.

Tenemos los siguientes dos casos:

– S2 = ∅. Entonces S1 = S, dado que O es una topología para X, se
cumple que

⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S1

Us ∈ O ⊂ Oω.

– S2 ̸= ∅. Entonces para cada j ∈ S2 existe un subespacio compacto
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Fj de X tal que Uj = {Ω} ∪ (X \ Fj). Luego⋃
s∈S

Us =
⋃
i∈S1

Ui ∪
⋃
j∈S2

Uj

=
⋃
i∈S1

Ui ∪

[
{Ω} ∪

⋃
j∈S2

(X \ Fj)

]

= {Ω} ∪

[⋃
i∈S1

Ui ∪
⋃
j∈S2

(X \ Fj)

]

= {Ω} ∪

[⋃
i∈S1

Ui ∪

(
X \

⋂
j∈S2

Fj

)]

= {Ω} ∪

[
X \

(
(X \

⋃
i∈S1

Ui) ∩
⋂
j∈S2

Fj

)]

= {Ω} ∪

[
X \

(⋂
i∈S1

(X \ Ui) ∩
⋂
j∈S2

Fj

)]
.

Sea j0 ∈ S2, note que
⋂
i∈S1

(X \ Ui) ∩
⋂
j∈S2

Fj ⊂ Fj0 . Dado que O

es una topología de X, se cumple que
⋂
i∈S1

(X \ Ui) ∩
⋂
j∈S2

Fj es un

subconjunto cerrado de X. Esto implica que
⋂
i∈S1

(X\Ui)∩
⋂
j∈S2

Fj es

cerrado en Fs0 . Como Fs0 es compacto, por el Teorema 2.7, se tiene
que

⋂
i∈S1

(X \Ui)∩
⋂
j∈S2

Fj es compacto en Fs0 y por ende compacto

en X. Por lo tanto,
⋃
s∈S

Us ∈ Oω.

Esto concluye la demostración de la Afirmación 1.

Afirmación 2. El espacio topológico (ωX,Oω) es de Hausdorff.

Demostración de la afirmación 2. Sean x, y ∈ ωX, consideremos los
siguientes casos:
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– x, y ∈ X. Como X es un espacio localmente compacto entonces,
por el Teorema 2.14, X es un espacio de Tychonoff y por ende es
un espacio de Hausdorff. De ahí que existen U, V ∈ O tales que
x ∈ U, y ∈ V y U ∩ V = ∅. De la definición de la topología Oω,
tenemos que U, V ∈ Oω.

– x ∈ X y y = Ω. Dado que X es localmente compacto, existe una
vecindad T de x tal que clX(T ) es compacto. Como T es vecindad
de x, existe U abierto de X, y por ende de ωX, tal que x ∈ U ⊂ T .
Por otro lado, consideremos V = {Ω}∪(X\clX(T )). Se tiene que V
es abierto en ωX. Note que U, V ∈ Oω, x ∈ U , y ∈ V y U ∩V = ∅.

Por lo tanto, (ωX,Oω) es un espacio de Hausdorff.

Definamos la siguiente función

ω : X → ωX tal que ω(x) = x.

Afirmación 3. El par (ω, ωX) es una compactación de X.

Demostración de la afirmación 3. Probaremos las siguientes proposicio-
nes:

(a) La función ω es un encaje homeomorfo.

(b) ω(X) es denso en ωX

(c) El espacio wX es compacto.

Para (a). Consideremos i : X → ω(X) definida por i(x) = x. La función
i es biyectiva; además, de la topología de ωX, se cumple que i es un
homeomorfismo. Sea eω(X) el encaje de ω(X) en el espacio ωX. Final-
mente, note que ω = eω(X) ◦ i, por lo tanto ω es un encaje homeomorfo.
Para (b). Veamos que {Ω} no es abierto en ωX. Para que {Ω} sea abier-
to tiene que tener la forma {Ω} = {Ω} ∪X \ T , donde T es compacto.
Esto si y solo si X \ T = ∅, es decir, T = X. Lo cual no es posible, ya
que X no es compacto. De tal manera que {Ω} no es abierto en ωX.
Por lo tanto, cualquier conjunto abierto, no vacío, de ωX intersección
con ω(X) es distinto del vacío. Luego, ω(X) es denso en ωX.

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 5, páginas 133-164



154
Felipe de Jesús Aguilar Romero, Diana Cuaya Simbro, David Herrera

Carrasco, Fernando Macías Romero

Para (c). Sea {Us}s∈S una cubierta abierta de ωX. Podemos suponer
que existe s0 ∈ S y F un subconjunto compacto de X tales que

Ω ∈ {Ω} ∪ (X \ F ) = Us0 .

Luego

X \ Us0 = X \ [{Ω} ∪ (X \ F )] = (X \ {Ω}) ∩ F = F.

De tal manera que X \ Uso es un subconjunto compacto de X. Dado
que, para todo s ∈ S se cumple que Us \ {Ω} es abierto en X, existe un

conjunto finito {s1, . . . , sk} ⊂ S tal que X \ Us0 ⊂
k⋃

i=1

Usi . Por ende,

k⋃
i=0

Usi ⊂
⋃
s∈S

Us = ωX = (X \ Us0) ∪ Uso ⊂
k⋃

i=1

Usi ∪ Us0 =
k⋃

i=0

Usi ,

Así, ωX =
k⋃

i=0

Usi , por lo tanto ωX es compacto.

Por lo tanto, ωX es una compactación de X. Además, ωX \ω(X) = {Ω},
es decir, |ωX \ ω(X)| = 1. A continuación, demostraremos la segunda parte
del Teorema.

Afirmación 4. Si cX ∈ C(X) entonces ωX ≼ cX. Además, se cumple
que w(X) = w(ωX).

Demostración de la afirmación 4. Sea cX ∈ C(X) y definamos la función
f : cX → ωX por

f(z) =

®
ω((cr)−1(x)) si z ∈ c(X)

Ω si z ∈ cX \ c(X).

Sea x ∈ X, luego

(f ◦ c)(x) = f(c(x)) = ω((cr)−1(c(x))) = ω(x).

Ahora veamos que f es continua. Sea U ∈ Oω, tenemos los siguientes
casos:
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(i) U ∈ O. Note que

f−1(U) = (ω ◦ (cr)−1)−1(U) = (cr ◦ ω−1)(U).

Como ω es una función continua, entonces w−1(U) es abierto en
X. Dado que cr es un homeomorfismo, se cumple que cr(w−1(U))
es abierto en c(X). Así, por el Teorema 4.16, c(X) es abierto en
cX, de ahí que f−1(U) = cr(w−1(U)) es abierto en cX.

(ii) U = {Ω} ∪ (X \ F ) donde F es un subespacio compacto de X.
Entonces

f−1(U) = f−1({Ω} ∪ (X \ F ))
= f−1({Ω}) ∪ f−1(X \ F )
= [cX \ c(X)] ∪ [(cr ◦ w−1)(X \ F )]
= [cX \ c(X)] ∪ cr(X \ F )
= [cX \ c(X)] ∪ [c(X) \ c(F )].

Note que c(F ) ⊂ c(X), por lo que [cX \ c(X)] ∪ [c(X) \ c(F )] =
cX\c(F ). Es decir, f−1(U) = cX\c(F ). Dado que c es una función
continua y F es un subespacio compacto de X, se cumple que c(F )
es compacto en cX. El Teorema 2.8 implica que c(F ) es cerrado
en cX. Por lo tanto, cX \ c(F ) es abierto en cX, es decir, f−1(U)
es abierto en cX.

De (i) y (ii) concluimos que f es una función continua. Por lo tanto,
ωX ≼ cX. Es decir, ωX es el elemento más pequeño en C(X) con
respecto al orden ≼.
Finalmente, veamos que w(X) = w(ωX). Dado que X ⊂ ωX, entonces
w(X) ≤ w(ωX). Note que w(X) ≥ ℵ0 ya que en caso contrario, X
sería compacto, pero por hipótesis sabemos que X no es compacto. Sea
x0 ∈ X y consideremos

A1 = X y A2 = {Ω} ∪ (X \ {x0}).

Tenemos que A1, A2 es una cubierta abierta de ωX, aplicando [2, corola-
rio 3.1.20], tenemos que w(ωX) ≤ w(X). Por lo tanto, w(X) = w(ωX).

Matemáticas y sus aplicaciones 25, Capítulo 5, páginas 133-164



156
Felipe de Jesús Aguilar Romero, Diana Cuaya Simbro, David Herrera

Carrasco, Fernando Macías Romero

Esto finaliza la demostración del teorema.

A la compactación ωX, de un espacio X localmente compacto pero no
compacto, se le conoce como la compactación de Alexandroff de X.

Teorema 5.2. Sea X un espacio de Tychonoff no compacto. Si existe sX ∈
C(X) el elemento más pequeño con respecto al orden ≼, entonces X es local-
mente compacto y sX es equivalente a la compactación de Alexandroff ωX
de X.

Demostración. Veamos primero que X es localmente compacto, para ello pro-
baremos que el residuo de sX consta de un solo elemento. Supongamos que
existen x1, x2 ∈ sX \ s(X) tales que x1 ̸= x2.

Note que X1 = sX \ {x1, x2} es un subconjunto abierto de sX, por el
Teorema 4.15 se cumple que X1 es localmente compacto. Si X1 es compacto,
se tiene que X1 es cerrado en sX, esto implica que {x1, x2} es abierto en
sX, lo cual es imposible. Por ende, X1 no es compacto. Por el Teorema 5.1,
podemos considerar ωX1 = ω(X1) ∪ {Ω} la compactación de Alexandroff de
X1.

Veamos que ωX1 es una compatación de X.Consideremos ws : X → ωX1

definida por ws(x) = (ω ◦ s′)(x), donde s′ : X → X1 está definida por s′(x) =
s(x). Note que ws es un encaje homeomorfo. Sea U un abierto en ωX1. Dado
que ω es continua, se cumple que ω−1(U) es abierto en X1, al ser X1 abierto
en sX, entonces ω−1(U) es abierto en sX, por lo que ω−1(U) ∩ s(X) ̸= ∅.
Así, existe x ∈ X tal que s′(x) ∈ ω−1(U), es decir, ws(x) ∈ U . Por ende,
U ∩ ws(X) ̸= ∅, es decir, ωX1 = clωX1(ws(X)).

Se tiene que wsX = ωX1. Luego, sX ≼ wsX, por lo que existe f :
wsX → sX una función continua y por la Observación 4.7 suprayectiva,
tal que (f ◦ ws)(x) = s(x) para todo x ∈ X. Note que, ws(X) = ω(s′(X)) =
ω(s(X)) es una copia de s(X) en wsX y ω(X1) ⊂ wsX, es decir, wsX contiene
una copia de X1.

Veamos que la función f ′ : ws(X) → s(X) definida por f ′(z) = f(z)
es la función identidad. Note que f ′ esta bien definida y es suprayectiva. Sea
z ∈ ws(X) = ω(s′(X)) ⊂ ω(X1), dado que la función ω es la función identidad
restringida a su imagen, se cumple que z = w−1(z) ⊂ s′(X). A su vez, existe
x ∈ X tal que s′(x) = z. Luego, ws(x) = z, por ende, f(z) = f(ws(x)) =
s(x) = s′(x) = z. Por lo tanto, f ′ es la identidad.
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Definamos f ′′ : ω(X1) → X1 por f ′′(z) = f(z). Sea D = {z ∈ ω(X1) :
f ′′(z) = z}. Como f ′ es la función identidad y ws(X) ⊂ ω(X1), se cumple
que ws(X) ⊂ D. Veamos que D = ω(X1). Supongamos que D ̸= ω(X1).
Por el Teorema 4.8 se cumple que ω(X1) \ D es un subconjunto abierto de
ω(X1). Dado que ω(X1) es un abierto en ωX1, se cumple que ω(X1) \ D es
un subconjunto abierto en ωX1. Por ende, ω−1(ω(X1)\D) es un subconjunto
abierto, no vacío, en X1. A su vez, dado que X1 es abierto en sX, se cumple
que ω−1(ω(X1)\D) es un subconjunto abierto en sX. Así, (ω−1(ω(X1)\D))∩
s(X) ̸= ∅, esto implica que existe z ∈ s(X) tal que z = ω(z) ∈ ω(X1) \ D.
Como z = ω(z) ∈ ω(s(X)) = ws(X) ⊂ ω(X1), entonces f ′′(z) = f ′(z) = z, es
decir, z ∈ D, esto es una contradicción.

Por ende D = ω(X1). Por lo tanto, podemos concluir que f ′′ es la función
identidad. Dado que wsX = ω(X1) ∪ {Ω}, sX = X1 ∪ {x1, x2} y f es una
función suprayectiva, se debe cumplir que f({Ω}) = {x1, x2}, lo cual es impo-
sible. Por lo tanto, del Teorema 4.16 se tiene que X es localmente compacto.
Luego, por el Teorema 5.1 existe ωX la compactación de Alexandroff de X.
Note que se cumple que ωX ≼ sX y sX ≼ ωX, así por el Corolario 4.10 se
tiene que sX es equivalente a la compactación de Alexandroff de X.

Con el fin de facilitar una adecuada comprensión del Teorema 5.8, se
enuncian previamente las Definiciones 5.3 y 4.8, junto con los Teoremas 5.5,
5.6 y 5.7, los cuales son esenciales para su desarrollo.

Definición 5.3. Una descomposición D, de un espacio topológico X es una
familia de subconjuntos no vacíos de X ajenos entre sí tales que ∪D = X.
Se define la función cociente qX : X → D como qX(x) = D, donde D es el
único elemento en D tal que x ∈ D.

Consideremos a la familia τ(D) = {U ⊂ D : q−1
X (U) es abierto en X}.

El espacio (D, τ(D)) es conocido como el espacio cociente de X, y τ(D)
se conoce como la topología cociente. Se suele denotar a dicho espacio por
X⧸D.

Definición 5.4. Sea X un espacio topológico y D una descomposición de
X. Decimos que D es semi continua superior (scs) si para cada elemento
D ∈ D y cada abierto U de X tal que D ⊂ U , existe V abierto de X tal que
D ⊂ V y para cada W ∈ D tal que W ∩ V ̸= ∅ se cumple que W ⊂ U .

Teorema 5.5. Sea (X, τ) un espacio topológico, D una partición de X y qX
la función cociente. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:
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(1) D es semi continua superiormente,

(2) qX es una función cerrada,

(3) si D ∈ D, U ∈ τ , y D ⊂ U , entonces existe V ∈ τ tal que D ⊂ V ⊂ U
y V es la unión de una subcolección de D.

Demostración. Veamos que (1) implica (2). Sean C un conjunto cerrado de X
y x ∈ q−1

X (D\qX(C)), note que qX(x) ∈ D\qX(C). Veamos que qX(x)∩C = ∅.
Supongamos por el contrario, que y ∈ qX(x)∩C, entonces qX(x)∩qX(y) ̸= ∅ y
así, qX(x) = qX(y) y por lo que qX(x) ∈ qX(C), lo cual es una contradicción,
todo esto por como esta definida qX .

Tenemos entonces que qX(x) ⊂ X \ C. Como X \ C es abierto y D semi
continua superiormente, existe V ∈ τ con qX(x) ⊂ V tal que si v ∈ V ,
entonces qX(v) ⊂ X \ C. Supongamos que qX(v) ∈ qX(C), entonces qX(v) =
qX(y) para algún y ∈ C y así, y ∈ qX(v) ∩ C, entonces qX(v) ⊈ X \ C, lo
cual contradice la definición de v. Por lo tanto, qX(V ) ⊂ D \ qX(C). Luego,
x ∈ V ⊂ q−1

X (D \ qX(C)) y se sigue que es abierto. Por lo tanto D \ qX(C)
es abierto. Finalmente, como qX es la función cociente, se sigue que qX(C) es
cerrado en D.

Veamos que (2) implica (3). Sean D ∈ D y U ∈ τ tal que D ⊂ U .
Considere V = q−1

X (D \ qX(X \ U)). Note que V es abierto puesto que qX
es cerrada y D ⊂ V ⊂ U . Veamos que V =

⋃
(D \ qX(X \ U)). Sea v ∈ V ,

entonces v ∈ qX(V ) ∈ D \ qX(X \ U) y así v ∈
⋃
(D \ qX(X \ U)). Por otro

lado, si v ∈
⋃
(D\qX(X \U)), existe A ∈ D\qX(X \U) tal que v ∈ A. Luego,

qX(v) = A, es decir, v ∈ q−1
X (D \ qX(X \ U)), y por lo tanto se cumple (3).

Finalmente, se sigue de la definición que (3) implica (2).

Teorema 5.6. [2, Teorema 2.4.13] Si M es un subespacio cerrado de X y E
es una descomposición semicontinua superior de M , entonces D = E ∪{{x} :
x ∈ X \M} es una descomposición semicontinua superior de X.

Teorema 5.7. Sean X,Y espacios topológicos. Si f : X → Y es una función
continua, suprayectiva y cerrada, entonces Df = {f−1({y}) : y ∈ Y } es una
descomposición semicontinua superior de X.

Demostración. Sean f−1({y0}) ∈ Df y U un abierto enX, tal que f−1({y0}) ⊂
U y U ̸= X. Dado que X \ U es cerrado en X, se cumple que f(X \ U) es
cerrado en Y . Luego, Y \ f(X \U) es abierto en Y . Note que y0 /∈ f(X \U);
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por ende, y0 ∈ Y \f(X \U). Sea V = f−1(Y \f(X \U)). Como f es continua,
V es abierto en X; además se cumple que f−1({y0}) ⊂ V y V ⊂ U . Sea y ∈ Y
tal que f−1({y}) ∩ V ̸= ∅. Luego, f−1({y} ∩ (Y \ f(X \ U))) ̸= ∅; es decir,
y ∈ Y \ f(X \U); por ende, f−1({y}) ⊂ V ⊂ U . Esto concluye la prueba.

Teorema 5.8. Sean X un espacio localmente compacto y Y un espacio com-
pacto. Si Y es la imagen continua del residuo de una compactación cX de
X, entonces existe c′X una compactación de X tal que c′X ≼ cX y Y es
homeomorfo a c′X \ c′(X).

Demostración. Podemos tomar f : cX \ c(X) → Y una función continua y
suprayectiva, donde cX ∈ C(X). Por los Teoremas 4.16 y 2.7 se cumple que
cX \ c(X) es un subconjunto cerrado y compacto de cX. Al ser Y un espacio
de Hausdorff, de [2, Teorema 3.1.12] tenemos que f es una función cerrada.
Luego, por el Teorema 5.7 se cumple que Df = {f−1({y}) : y ∈ Y } es una
descomposición semicontinua superior de cX \ c(X).

Como consecuencia del Teorema 5.6, tenemos que D = Df ∪ {{x} :
x ∈ c(X)} es una descomposición semicontinua superior de cX. Del Teorema
2.10 tenemos que cX/D es compacto. Por el Teorema 5.5 la función cociente
q : cX → cX/D es una función cerrada. Veamos que c′X = cX/D es una
compactación de X. Para ello consideremos c′ : X → c′X definida por c′(x) =
(q◦cr)(x). Note que c′ es un encaje homeomorfo, ya que la función q restringida
a c(X) es un homeomorfismo. Veamos que clc′X(c

′(X)) = c′X. Sea U un
subconjunto abierto y no vacío en c′X. De la continuidad y sobreyectividad
de q, se cumple que q−1(U) es un subconjunto abierto y no vacío de cX. Por
ende, se cumple que c(X)∩q−1(U) ̸= ∅. Así, existe x ∈ X tal que q(cr(x)) ∈ U ,
esto implica que c′(X)∩U ̸= ∅. Por lo que, c′(X) es un subconjunto denso en
c′X. Luego, c′X es una compactación de X. Además, c′X ≼ cX ya que q es
continua y cumple que (q ◦ c)(x) = c′(x) para todo x ∈ X. Resta probar que
Y es homeomorfo a c′X \ c′(X). Note que c′X \ c′(X) = Df . Consideremos
h : Y → c′X \ c′(X) definida por h(y) = q(y0), para algún y0 ∈ f−1({y}),
es decir h(y) = f−1({y}) ∈ Df . De la definción de h, se cumple que h es
una función biyectiva. Sea B un subconjunto cerrado de c′X \ c′(X), por
ende B es un subconjunto cerrado de c′X, como q es continua se cumple
que q−1(B) es un subconjunto cerrado de cX, tal que q−1(B) ∩ c(X) = ∅,
por lo que q−1(B) ⊂ cX \ c(X), es decir, q−1(B) es un subconjunto cerrado
de cX \ c(X). Como f es una función cerrada, se cumple que f(q−1(B)) es
un subconjunto cerrado de Y . Finalmente, veamos que h−1(B) = f(q−1(B)).
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Sea z ∈ f(q−1(B)), por lo que existe x ∈ q−1(B) tal que z = f(x), por
ende, q(x) ∈ B. Note que, h(f(x)) = q(x), es decir, h(z) ∈ B, por lo que
z ∈ h−1(B). Tomemos ahora, w ∈ h−1(B). Entonces h(w) ∈ B. Por otro
lado, h(w) = q(w0), donde w0 ∈ f−1({w}). Note que w0 ∈ q−1(B), además,
f(w0) = w. Es decir, w ∈ f(q−1(B)). Con esto se cumple h−1(B) = f(q−1(B)),
por ende h es una función continua y al ser Y compacto, del Teorema 2.12
podemos concluir que Y es homeomorfo a c′X \ c′(X).

6 La compactación de Stone-Čech

En esta última sección se estudian algunas propiedades del elemento ma-
ximal de la familia C(X), para un espacio de Tychonoff X. Esta compactación
se conoce como la compactación de Stone–Čech. Entre las propiedades que se
abordan se encuentran: la posibilidad de extender de forma continua funciones
definidas en X a dicha compactación, así como la caracterización de las con-
diciones bajo las cuales una compactación es equivalente a la de Stone–Čech.
Para ello, se utilizará el resultado conocido como el Lema de Urysohn (véase
el Teorema 6.2).

Definición 6.1. La compactación de Stone-Čech de X o la compacta-
ción maximal de X, denotada por βX; es el elemento maximal de C(X).

Note que, si X es un espacio de Tychonof, por el Teorema 3.4 se cumple
que C(X) ̸= ∅. Luego por el Teorema 4.17 se cumple que existe la compacta-
ción de Stone–Čech de X.

Teorema 6.2. [2, Teorema 1.5.11] Sean X un espacio normal y A,B ⊂ X. Si
clX(A) ∩ clX(B) = ∅, entonces existe f : X → [0, 1] tal que f(clX(A)) = {0}
y f(clX(B)) = {1}.

Teorema 6.3. Sean X un espacio de Tychonoff y Y un espacio compacto. Si
f : X → Y es una función continua, entonces f se puede extender continua-
mente a βX.

Además, si para una compactación αX de X se cumple que, para todo
espacio compacto Y , cualquier función continua f : X → Y , f se puede
extender continuamente a αX, entonces αX es equivalente a βX.

Demostración. Sea c : X → βX × Y definida por c(x) = (β(x), f(x)). Dado
que β es un encaje homeomorfo, por el Teorema 2.15 se cumple que c también
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es un encaje homeomorfo. Por [2, Teorema 3.2.4], se cumple que βX × Y es
compacto, luego del Teorema 2.7 tenemos que clβX×Y (c(X)) es un subconjun-
to compacto de βX × Y . Por ende, cX = clβX×Y (c(X)) es una compactación
de X. Como βX es el elemento maximal de C(X), entonces cX ≼ βX, por
lo que existe g : βX → cX una función continua tal que (g ◦ β)(x) = c(x)
para todo x ∈ X. Sea pY : βX × Y → Y la función proyección sobre Y .
Consideremos p′Y : cX → Y como la función definida por p′Y (s, t) = pY (s, t).
Definimos F : βX → Y por F (x) = (p′Y ◦ g)(x). Como la función proyección
es continua, se cumple que F es una función continua. Sea x ∈ X, luego
F (β(x)) = p′Y (g(β(x))) = p′Y (c(x)) = p′Y (β(x), f(x)) = f(x). Esto implica
que f se puede extender continuamente a βX.

Consideremos αX una compactación de X, tal que para todo espacio
compacto Y , cualquier función cotinua f : X → Y , f se puede extender
continuamente a αX. Dado que β : X → βX es una función continua y βX
es compacto, entonces β se puede extender continuamente a αX, es decir,
existe B : αX → βX una función continua tal que (B ◦ α)(x) = β(x) para
todo x ∈ X. Esto implica que βX ≼ αX, de la maximalidad de βX se
cumple que αX ≼ βX. Del Corolario 4.10, concluimos que αX es equivalente
a βX.

Definición 6.4. Sean X un espacio topológico y A,B ⊂ X. Decimos que
A y B están completamente separados si existe una función continua
f : X → [0, 1] tal que f(A) = {0} y f(B) = {1}.

Teorema 6.5. Sean X un espacio de Tychonoff y A,B ⊂ X. Si A,B están
completamente separados, entonces clβX(β(A)) ∩ clβX(β(B)) = ∅.

Si una compactación αX de X tiene la propiedad que, para cualesquiera
A,B ⊂ X completamente separados se cumple que clαX(α(A))∩clαX(α(B)) =
∅, entonces αX es equivalente a βX.

Demostración. Sean A,B ⊂ X completamente separados. Por lo que existe
f : X → [0, 1] una función continua, tal que f(A) = {0} y f(B) = {1}. Dado
que [0, 1] es compacto, por el Teorema 6.3 existe F : βX → [0, 1] tal que
(F ◦ β)(x) = f(x) para toda x ∈ X. Sea β(a) ∈ β(A), donde a ∈ A, entonces
F (β(a)) = f(a) = 0, esto prueba que β(A) ⊂ F−1({0}). Análogamente, se
cumple que β(B) ⊂ F−1({1}). De la continuidad de F , tenemos que F−1({0})
y F−1({1}) son subconjuntos cerrados de βX. Así, clβX(β(A)) ⊂ F−1({0}) y
clβX(β(B)) ⊂ F−1({1}). Esto implica que clβX(β(A)) ∩ clβX(β(B)) = ∅.
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Sea αX una compactación de X con la propiedad de que, para cua-
lesquiera A,B ⊂ X completamente separados se cumple que clαX(α(A)) ∩
clαX(α(B)) = ∅. Sean A,B subconjuntos cerrados de X. Supongamos que
clβX(β(A))∩clβX(β(B)) = ∅. Veamos que clαX(α(A))∩clαX(α(B)) = ∅. Por el
Teorema 2.9 se cumple que βX es un espacio normal. Así, por el Teorema 6.2,
existe f : βX → [0, 1] tal que f(clβX(β(A))) = {0} y f(clβX(β(B))) = {1}.
Consideremos g : X → [0, 1] definida por g(x) = (f ◦β)(x). Note que g es una
función continua tal que g(A) = f(β(A)) ⊂ f(clβX(β(A))) = {0} y g(B) =
f(β(B)) ⊂ f(clβX(β(B))) = {1}. Esto implica que A,B están completamente
separados. Luego, por hipótesis se cumple que clαX(α(A)) ∩ clαX(α(B)) = ∅.
Supongamos ahora que clαX(α(A)) ∩ clαX(α(B)) = ∅, de forma análoga se
prueba que esto implica que clβX(β(A)) ∩ clβX(β(B)) = ∅. Por lo tanto, del
Teorema 4.12 implicamos que αX es equivalente a βX.

Corolario 6.6. Sea X un espacio de Tychonoff. Si f : X → [0, 1] es una
función continua, entonces f se puede extender continuamente a βX.

Además, si para una compactación αX de X se cumple que, cualquier
función continua f : X → [0, 1] se puede extender continuamente a αX,
entonces αX es equivalente a βX.

Demostración. Si f : X → [0, 1] es una función continua, por el Teorema
6.3, f se puede extender continuamente a βX. Sea αX una compactación
de X tal que cualquier función continua f : X → [0, 1] se puede extender
continuamente a αX. Sean A,B ⊂ X subconjuntos completamente separados,
así existe g : X → [0, 1] una función continua tal que g(A) = {0} y g(B) =
{1}. Por lo tanto, g se puede extender continuamente a αX, es decir, existe G :
αX → [0, 1] una función continua, tal que (G◦α)(x) = g(x) para todo x ∈ X.
Note que α(A) ⊂ G−1({0}) y α(B) ⊂ G−1({1}), como G−1({0}) y G−1({1})
son subconjuntos cerrados de X, se cumple que clαX(α(A))∩clαX(α(B)) = ∅.
Luego, por el Teorema 6.5 concluimos que αX es equivalente a βX.

Corolario 6.7. Sean X un espacio normal y A,B subconjuntos cerrados de
X. Si A ∩B = ∅ entonces clβX(β(A)) ∩ clβX(β(B)) = ∅.

Además, si una compactación αX de X satisface que, para todo par
A,B de subconjuntos cerrados de X tales que A ∩ B = ∅, se cumple que
clαX(α(A)) ∩ clαX(α(B)) = ∅, entonces X es un espacio normal y αX es
equivalente a βX.
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Demostración. Por el Teorema 6.2 existe f : X → [0, 1] una función continua
tal que f(A) = {0} y f(B) = {1}. Por el Corolario 6.6, f se puede extender
continuamente a βX, es decir, existe F : βX → [0, 1] tal que (F ◦ β)(x) =
f(x) para todo x ∈ X. Dado que clβX(β(A)) ⊂ F−1({0}) y clβX(β(B)) ⊂
F−1({1}), se cumple que clβX(β(A)) ∩ clβX(β(B)) = ∅.

Para la segunda parte. Sean A,B de subconjuntos cerrados de X tales
que A∩B = ∅, por hipótesis se cumple que clαX(α(A))∩clαX(α(B)) = ∅. Por
el Teorema 2.9 αX es un espacio normal. Por ende, existen U, V subconjuntos
abiertos y ajenos en αX tales que clαX(α(A)) ⊂ U y clαX(α(B)) ⊂ V . De la
continuidad de α tenemos que α−1(U) y α−1(V ) son subconjuntos abiertos
de X, que además cumplen que α−1(U) ∩ α−1(V ) = ∅, A ⊂ α−1(U) y B ⊂
α−1(V ). Esto implica que, X es un espacio normal.

Sea A,B subconjuntos completamente separados de X. Por lo que existe
f : X → [0, 1] una función continua tal que f(A) = {1} y f(B) = {0}.
De la continuidad de f se cumple que clX(A) ∩ clX(B) = ∅. Luego, la
hipótesis tenemos que clαX(α(clX(A))) ∩ clαX(α(clX(A))) = ∅, dado que
clαX(α(A)) ⊂ clαX(α(clX(A))) y clαX(α(B)) ⊂ clαX(α(clX(B))), entonces
clαX(α(A)) ∩ clαX(α(B)) = ∅. Finalmente, del Teorema 6.5 concluimos que
αX es equivalente a βX.
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Capítulo 6

Sobre la medida de conmutatividad de los
funtores πn y ĺım

Raúl Juárez Flores
INSTITUTO DE MATEMÁTICAS UNIDAD

CUERNAVACA UNAM

Resumen

En este trabajo se introduce el concepto de ĺım1 para cada diagrama
de grupos (no nesesariamente conmutativos), básicamente se resuelve el
problema de la exactitud del funtor ĺım, es decir, se obtiene que ĺım1 se
puede usar para estudiar la exactitud de ĺım y como una consecuencia,
en algunos casos obtener la conmutatividad de los funtores πn y ĺım.

1 Introducción

El concepto de límite (colímite) se puede definir para cada diagrama en
cualquier categoría, mientras en la topología algebraica este concepto surge
usualmente en consideraciones de sistemas inversos en categorías tales como
Grp de grupos, Ab de grupos abelianos, R-Mod de R-módulos y Top de
espacios topológicos. Se sabe que el correspondiente funtor ĺım es un funtor
exacto izquierdo pero no es exacto derecho. Por lo tanto, surge el problema de
definir los funtores derivados del funtor ĺım (ĺım1). En las categorías abelianas
tales como Ab y R-Mod, se puede resolver con éxito este problema, usando
los métodos estándares del álgebra homológica.

Los funtores básicos de la topología algebraica son los funtores πn de
grupos homotópicos y Hn de grupos homológicos. Se sabe que el funtor ĺım
no conmuta con tales funtores. En realidad, la importancia del funtor ĺım1 en
la topología algebraica se revela en que este funtor puede indicar la medida de
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conmutatividad del funtor lim con los funtores básicos tanto como la medida
de exactitud.

En este trabajo nos enfocamos en el aspecto homotópico, vamos a con-
siderar diagramas (de tipo T ) en la categoría Top de espacios topológicos, y
vamos a obtener diagramas (de tipo T ) en la categoría de Grupos Grp, el
objetivo de este trabajo es mostrar con todo detalle las ideas que nos permi-
ten relacionar estas categorías mediante el funtor πn. Por tal motivo vamos a
considerar:

• Parte algebraica: Definir los límites derivados de diagramas de grupos
no necesariamente conmutativos. Obtener fórmulas explícitas para ĺım1.

• Parte topológica: Establecer una relación de ĺım1 con el cotelescopio
(cocilindro generalizado) y mostrar que ĺım1, en realidad, puede indicar
la medida de conmutatividad de los funtores ĺım y πn.

• Aplicaciones: Para diagramas de tipo ∨ (pull-back), usaremos la con-
mutatividad de los funtores ĺım y πn, así mismo también mostraremos
como ĺım1 nos determina los conjuntos de componentes por trayectorías
para los límites de estos diagramas.

2 Límites de diagramas (límite inverso genera-
lizado)

En esta sección vamos a dar algunas definiciones generales tales como el
concepto de esquema de diagrama el cual es un "molde"para poder fabricar
diagramas en cada categoría C. Así mismo, daremos el concepto de límite
para un diagrama en cualquier categoría C.

Definición 2.1. Un esquema de diagramas T consta de lo siguiente:

(a) Un conjunto de vértices V = {a, b, c, ...}.

(b) Un conjunto de aristas dirigidas A = {α, β, ...}.

(c) Una función dom : A→ V , α 7→ dom(α) que se llama el dominio de la
arista α.
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(d) Una función cod : A→ V , α 7→ cod(α) que se llama el codominio de la
arista α.

Si dom(α) = a y cod(α) = b, escribiremos α : a→ b.

Ejemplo 2.2. Consideremos algunos esquemas que usaremos más adelante

1.
• • • • · · · .oo oo oo oo

2.
• •oo

3.
•

• •
��
//

Definición 2.3. Sea C una categoría y T un esquema de diagramas. Un
diagrama X de tipo T en C, consta de dos funciones:

(a) X : V → Ob(C), a 7→ Xa
Not
:= X(a) para cada a ∈ V .

(b) X : A→Mor(C), a α→ b 7→ fα
Not
:= X(α) : Xa → Xb para cada α ∈ A.

Notación: X denotará un diagrama de tipo T .

El concepto de “límite inverso” se considera cuando se trabaja con el
esquema de diagramas dado en el Ejemplo 2.2. 1 en la categoría Top. La
siguiente definición nos da un panorama más general.

Definición 2.4. Sea X un diagrama de tipo T en una categoría C. El límite
del diagrama X es un par (X, {qa}a∈V ) que consta de:

(a) Un objeto X de C;
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(b) Una familia de morfismos {qa}a∈V , donde para cada a ∈ V qa : X → Xa,
llamadas proyecciones naturales y son tales que para cada arista
α : a→ b, se tiene la siguiente conmutatividad:

X

Xb Xa

��

qa

��

qb

oo
fα

es decir, fα ◦ qa = qb.

(c) Propiedad universal: Si (Y, {ga}a∈V ) es un par donde, Y es un objeto y
{ga : Y → Xa}a∈V es una familia de morfismos tales que para toda
arista α : a→ b, se tiene: fα ◦ ga = gb,

entonces existe un único morfismo g : Y → X tal que para cada a ∈ V
se tiene la siguiente conmutatividad

Y

Xa

X

��

ga

��

g
__

qa

es decir, qa ◦ g = ga.

Notación: (X, {qa}a∈V ) = ĺımX o simplemente X = ĺımX.

Estamos interesados en considerar diagramas de tipo T en las categorías
Set, Grp y Top. La siguiente proposición nos da una descripción explicíta
de los límites de diagramas en éstas categorías.

Proposición 2.5. Sea X un diagrama de tipo T con vértices V y aristas A
en la categoría Set. Entonces ĺımX es el conjunto

X = {(xa) ∈
∏
a∈V

Xa | fα(xa) = xb ∀a α→ b ∈ A}, (1)

junto con la familia de funciones {qa}a∈V , qa : X → Xa donde qa((xa)) = xa,
para toda (xa) ∈ X.
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Observación 2.6. Basta equipar con la estructura correspondiente para tener
los límites en Grp y Top respectivamente.

1. Si X es un diagrama de tipo T en la categoría de grupos Grp, entonces
ĺımX es el conjunto (1) junto con la estructura de grupo que hereda del
grupo producto directo

∏
a∈V

Xa.

2. Si X es un diagrama de tipo T en la categoría de espacios topológicos
Top, entonces ĺımX es el conjunto (1) con la topología inducida por la
topología del producto directo

∏
a∈V

Xa.

Ejemplo 2.7. Vamos a considerar los esquemas de diagramas dados en el
Ejemplo 2.2 para considerar los límites de diagramas en Set y por lo tanto
en Grp y Top.

1. Sucesiones inversas

X : X1 X2 X3 · · ·oo
f2
1 oo

f3
2 oo

El límite de este diagrama es el conjunto

X = {(xk) ∈
∏

i∈NXi|f i+1
i (xi+1) = xi∀i ∈ N},

junto con la familia de funciones {fi}i∈N, dadas por fi((xk)) = xi para
cada i ∈ N, y cada (xk) ∈ X.

2. Una función
X : X1 X2

oo
f2
1

El límite de este diagrama es el conjunto

X = {(x1, x2)|f 2
1 (x2) = x1},

junto con las funciones {f1, f2}, dadas por

f1((x1, x2)) = x1 f2((x1, x2)) = x2

para cada (x1, x2) ∈ X.
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3. Diagramas de tipo ∨

X : X1 X0 X2
//

f1
0 oo

f2
0

El límite es el conjunto

X = {(x1, x2) ∈ X1 ×X2 : f
1
0 (x1) = f 2

0 (x2)}

junto con las funciones f1 : X → X1, f2 : X → X2 dadas por fi(x1, x2) =
xi, para cada i = 1, 2.
En realidad, el límite del diagrama X se representa por el diagrama de
pull-back:

X X2

X1 X0

//f2

��

f1

��

f2
0

//
f1
0

Al conjunto X también se llama pull-back del diagrama X.

3 Medida de exactitud del funtor ĺım para el
caso clásico (sucesiones inversas de grupos abe-
lianos)

En esta sección veremos como el funtor límite derivado ĺım1 nos indica
la medida de exactitud del funtor ĺım. Para ello necesitamos recordar:

Definición 3.1. Una sucesión exacta corta de grupos abelianos consta
de dos homomorfismos de grupos i : G′ → G, p : G → G′′ tales que i es
monomorfismo, p es epimorfismo y im(i) = ker(p). Se representa

0 G′ G G′′ 0.// //i //p //
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En caso de sucesiones inversas de grupos (no necesariamente abelianos)
lo representamos

∗ G′ G G′′ ∗.// //i //p //

La siguiente proposición es rutina verificar su validez.

Proposición 3.2. Sea A una sucesión inversa de grupos abelianos

A : A1 A2 A3 A4 · · · .oo
f2
1 oo

f3
2 oo

f4
3 oo

Entonces la función
d :
∏
i∈N

Ai →
∏
i∈N

Ai (2)

definida por

d((g1, g2, ..., gn, ...)) = (g1 − f 2
1 (g2), g2 − f 3

2 (g3), ..., gn − fn+1
n (gn+1), ...).

Es un homomorfismo de grupos abelianos.

Como una consecuencia inmediata de este hecho, tenemos

Corolario 3.3. El límite del diagrama A es el núcleo del homomorfismo de
grupos (2):

ĺımA = ker d.

Definición 3.4. El límite derivado de A se define como el cokernel del
homomorfismo (2)

1

ĺımA = coker(d) =
∏
i∈N

Ai/im(d). (3)

Con Abinv vamos a denotar la categoría de sucesiones inversas de grupos
abelianos, de manera canónica se obtienen los funtores

• Funtor límite ĺım : Abinv → Ab.

• Funtor límite derivado ĺım1 : Abinv → Ab.
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La manera de relacionar los objetos algebraicos que hemos obtenido tanto
ker d = ĺımA como coker(d) = ĺım1 A es mediante el siguiente lema, conocido
como Lema de la Serpiente.

Lema 3.5. Sea

0 A′ A A′′ 0

0 B′ B B′′ 0

// //u

��

f ′

//p

��

f

//

��

f ′′

// //
v

//
q

//

un diagrama conmutativo de grupos abelianos con filas exactas (filas son su-
cesiones exactas cortas). Entonces se tiene la siguiente sucesión exacta larga
de homomorfismos

0→ ker f ′ u∗
→ ker f

p∗→ ker f ′′ δ→ cokerf ′ v∗→ cokerf
q∗→ cokerf ′′→0

donde u∗, v∗, p∗, q∗ están inducidas por u, v, p, q y δ(a′′) = b′+im(f ′), con
v(b′) = f(a), a ∈ p−1(a′′).

Nota: El diagrama comnutativo del lema 3.5 se puede considerar como
una sucesión exacta corta de diagramas de grupos abelianos

0 A′ A A′′ 0,// //u //
p

//

donde A′ : f ′ : A′ → B′, A : f : A → B, A′′ : f : A′′ → B′′, u = (u, v)
tales que v ◦ f ′ = f ◦ u y p = (p, q) tales que q ◦ f = f ′′ ◦ p. Una aplicación
inmediata de este resultado, nos dice que en efecto ĺım1 indica la medida de
exactitud del funtor ĺım.

Teorema 3.6. Sean A, B y C sucesiones inversas de grupos abelianos. Para
la sucesión exacta corta de sucesiones inversas de grupos abelianos.

0 A B C 0.// //u //
p

// (4)

Se tiene la siguiente sucesión exacta

0→ ĺımA u→ ĺımB p→ ĺımC δ→ ĺım1 A ū→ ĺım1 B p̄→ ĺım1 C→0.
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Observación 3.7. Para cada sucesión inversa de grupos abelianos A siempre
se tiene la sucesión:

. . . ⊆ im(f j+1
i ) ⊆ im(f j

i ) ⊆ . . . ⊆ im(f i+2
i ) ⊆ im(f i+1

i )

Decimos que A satisface la condición de Mittag- Leffler si y sólo si, la
sucesión se estabiliza.

Proposición 3.8. Si A es una sucesión inversa de grupos abelianos que
satisface la condición de Mittag- Leffler, en este caso, ĺım1(A) = 0. Así,

0→ ĺımA u→ ĺımB p→ ĺımC δ→ 0.

4 Medida de exactitud del funtor ĺım para dia-
gramas de grupos (no necesariamente conmuta-
tivos) de tipo T

En esta sección vamos a generalizar el concepto de límite derivado para
diagramas G en la categoría Grp de tipo T . Para lograr una generalización
del concepto límite derivado, recordemos lo siguiente:

Definición 4.1. Dado un conjunto (no vacío) X y G un grupo, una acción
derecha de G sobre X es una función ∗ : X ×G→ X, (x, g) 7→ x ∗ g tal que:

(a) x ∗ e = e, para cada x ∈ X, e es el elemento neutro del grupo G.

(b) (x ∗ g) ∗ h = x ∗ (gh) para cada x ∈ X, y cada g, h ∈ G.

Notación: Si ∗ es una acción derecha, entonces a la pareja (G,X) se le
llama grupo de transformaciones o también llamado G-espacio, y si x0 ∈ X
entonces a la terna (X,G, x0) se le llama grupo de transformaciones punteado
o G-espacio punteado.

Definición 4.2. Sea (X,G) es un grupo de transformaciones

(a) Para cada x ∈ X, la órbita de x es el subconjunto

[x] = {x ∗ g|g ∈ G}.
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(b) El espacio orbital de la acción ∗ o conjunto cociente

X/G = {[x]|x ∈ X}.

(c) Para cada x ∈ X, el subgrupo de isotropía o estabilizador de x

Gx = {g ∈ G|x ∗ g = x}.

Cuando hablamos de G un diagrama de tipo T en Grp, es importante
recordar que T consta de un conjunto de vértices V y un conjunto de aristas
dirigidas A, así como también de las funciones dom y cod. Ahora estamos listos
para formular la siguiente la siguiente proposición, la cual su demostración es
rutina verficar.

Proposición 4.3. Sean G un diagrama de tipo T en la categoría de grupos
Grp, G =

∏
a∈V

Ga, y X =
∏
α∈A

Gcod(α). La función

⋄ : X ×G −→ X

dada por
(xcod(α)) ⋄ (ga) = (g−1

cod(α)xcod(α)fα(gdom(α))) (5)

donde (xcod(α)) ∈ X y (ga) ∈ G es una acción derecha.

Definición 4.4. Sean G un diagrama de tipo T en la categoría de grupos
Grp. El primer límite derivado del diagrama G, denotado por ĺım1 G se
define como el espacio orbital de la acción ⋄ (5), es decir,

ĺım1 G = X/G.

Observación 4.5. El grupo de isotropía del punto e = (ecod(α)), donde ecod(α)
es el correspondiente elemento neutro del grupo Gcod(α), es el límite del dia-
grama G:

ĺımG = Ge.

Observación 4.6. La Proposición 4.3 y la Observación 4.5, nos dice que
(G,X, e) es un grupo de transformaciones punteado o tambén llamado G-
espacio punteado (e ∈ X).
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De manera natural, dado G un diagrama de tipo T en Grp, se define la
categoría GrpT de diagramas de tipo T . Así, de manera canónica se obtienen
los funtores.

• El funtor límite, ĺım : GrpT → Grp.

• El funtor límite derivado, ĺım1 : GrpT → Set.

Queremos usar las ideas que tenemos en el caso clásico, recordemos que se
usó el Lema de la Serpiente (lema 3.5), necesitamos una manera de relacionar
grupos de transformaciones punteados.

Definición 4.7. Sean (G,X, x0), (H, Y, y0) dos grupos de transformaciones
punteados. La pareja (α, f) se llama función equivariante si

(a) α : G −→ H es un homomorfismo de grupos.

(b) f : (X, x0) −→ (Y, y0) es una función tal que f(x0) = y0 y f(xg) =
f(x)α(g).

Se escribe: (α, f) : (G,X, x0) −→ (H,Y, y0).

Definición 4.8. Una sucesión exacta corta de grupos de transforma-
ciones punteados denotado por

∗−→(H, Y ′, y′0)
(α,u)−→ (G, Y, y0)

(β,v)−→ (F, Y ′′, y′′0)−→∗

consta de

(a) una sucesión exacta corta de grupos.

∗−→H α−→ G
β−→ F−→∗

(b) Una sucesión exacta corta de conjuntos punteados

∗−→(Y ′, y′0)
u−→ (Y, y0)

v−→ (Y ′′, y′′0)−→∗

donde Im(u) = v−1(y′′0) = ker(v) y Im(v) = Y ′′.

Ahora podemos formular una versión equivariante del lema 3.5. La de-
mostración de este hecho es rutina.
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Lema 4.9. Sea

∗−→(H, Y ′, y′0)
(α,u)−→ (G, Y, y0)

(β,v)−→ (F, Y ′′, y′′0)−→∗ (6)

una sucesión exacta de grupos de transformaciones punteados. Entonces
existe una sucesión exacta natural de conjuntos punteados

∗→Hy′0

α∗→ Gy0

β∗→ Fy′′0

δ→ Y ′/H
u∗→ Y/G

v∗→ Y ′′/F→∗, (7)

donde α∗, β∗, u∗, v∗ están inducidas de manera natural por (u, α), (v, β) y
el morfismo conector δ está definido por δ(f) = (u−1(y0g))H para cualquier
g ∈ β−1(f).

El siguiente resultado se obtiene aplicando directamente el Lema 4.9, que
nos dice que ĺım1 indica la medida de exactitud del funtor ĺım.

Teorema 4.10. Sean G′, G, y G′′ diagramas de grupos de tipo T . Para la
sucesión exacta corta de diagramas de grupos de tipo T .

∗ G′ G G′′ ∗// //j //k //

Existe una sucesión exacta natural

∗→ ĺımG′ j→ ĺımG k→ ĺımG′′ δ→ ĺım1 G′ j̃→ ĺım1 G k̃→ ĺım1 G′′→∗,

donde j = ĺım j, k = ĺım k, j̃ = ĺım1 j, k̃ = ĺım1 k y la función de conexión δ
está definida por δ(g′′a) = [j−1

cod(α)(h
−1
cod(α)qα(hdom(α)))] para (ha) ∈

∏
a∈V Ga tal

que (ka(ha)) = (g′′a).

Demostración. Es claro que la exactitud de la sucesión de diagramas de
grupos, implica la excatitud de la sucesión de grupos

∗
∏
a∈V

G′
a

∏
a∈V

Ga

∏
a∈V

G′′
a ∗// //

(ja) //
(ka) //

y también de la sucesión de conjuntos

∗
∏
α∈A

G′
cod(α)

∏
α∈A

Gcod(α)

∏
α∈A

G′′
cod(α) ∗// //

(jcod(α)) //
(kcod(α)) //
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Las funciones ((ja), (jcod(α))) y ((ka), (kcod(α))) son equivariantes respecto a la
acción ⋄ dada en la definición de ĺım1. En fecto, sean (x′cod(α)) ∈

∏
α∈AG

′
cod(α)

y (g′a) ∈
∏

a∈V G
′
a, entonces

(jcod(α))((xcod(α)) ⋄ (g′a)) =
(
jcod(α)(g

′−1
cod(α)x

′
cod(α)q

′
α(g

′
dom(α)))

)
=
(
(jcod(α)(g

′
cod(α)))

−1jcod(α)(x
′
cod(α))jcod(α)q

′
α(g

′
dom(α))

)
=
(
(jcod(α)(g

′
cod(α)))

−1jcod(α)(x
′
cod(α))qαjdom(α)(g

′
dom(α))

)
=
(
(jcod(α))(x

′
cod(α)) ⋄ (ja)(g′a)

)
.

De manera similar se prueba que
(
(ka)(kcod(α))

)
es equivariante. Aplicando

el Lema 4.9 obtenemos la sucesión exacta requerida, tomando en cuenta que
para la acción ⋄ los grupos de isotropía de los puntos (e′), (e) y (e′′) son los
límites de los diagramas y los espacios orbitales son los límites derivados.

Ejemplo 4.11. En la definición de ĺım1 basta con analizar cada arista diri-
gida, por esta razón vale la pena considerar éstos ejemplos.

1. ĺım1 para un homomorfismo de grupos.

Sea
G : Gcod(α) Gdom(α)

oo fα

El grupo G = Gdom(α)×Gcod(α) actúa sobre el conjunto X = Gcod(α) por

xcod(α) ⋄ (gdom(α), gcod(α)) = g−1
cod(α)xcod(α)fα(gdom(α)).

El primer límite derivado para G, se define como el espacio de órbitas
de la acción ⋄ :

ĺım1 G = Gcod(α)/Gdom(α) ×Gcod(α).

2. ĺım1 para diagramas de tipo ∨
Sea

G : G2

G1 G0

��

f2
0

//
f1
0
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El grupo G = G0 ×G1 ×G2 actua sobre el conjunto X = G0 ×G0 por

(x′0, x
′′
0) ⋄ (g0, g1, g2) = (g−1

0 x′0f
1
0 (g1), g

−1
0 x′′0f

2
0 (g2)).

El primer límite derivado para G, se define como el espacio de órbitas
de la acción ⋄ :

ĺım1 G = G0 ×G0/G0 ×G1 ×G2.

Esta descripción para ĺım1 se simplifica, considerando la acción derecha
derecha ∗ del grupo G1 ×G2 en el conjunto G0, dada por

x0 ∗ (g1, g2) = f 2
0 (g

−1
2 )x0f

1
0 (g1).

La función φ : G0 ×G0 → G0 definida por (x′0, x
′′
0) 7→ (x′′0)

−1x′0, induce
una biyección entre los correspondientes espacios de órbitas

G0 ×G0/G0 ×G1 ×G2 → G0/G1 ×G2.

Así,

ĺım1 G = G0/G1 ×G2.

Las órbitas de esta acción son de la forma f 2
0 (G2)x0f

1
0 (G1), x0 ∈ G0.

En particular, si f 2
0 (G2) es normal en G0, entonces el primer lími-

te derivado de G es el conjunto de clases laterales del subgrupo H =
f 1
0 (G1)f

2
0 (G2) en G0:

lim1G = G0/H. (8)

Por ejemplo, si G consta de grupos abelianos (aditivos), entonces el
primer límite derivado de G es el grupo cociente G0 módulo el subgrupo
N = f 1

0 (G1) + f 2
0 (G2):

ĺım1 G = G0/N .
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5 El cocilindro de una función y ĺım1

En esta sección vamos relacionar las categoría Top y Grp por medio del
funtor π1. Tenemos la siguiente situación.

• Dado el diagrama en Top (función continua)

X : f : (X0, x0) −→ (X1, x1).

• Aplicando π1, se obtine el siguiente diagrama (homomorfismo de grupos)
en Grp

π1
(
X
)
: f# = π1(f) : π1(X1, x1)→ π1(X0, x0)

La cuestión es: ¿Cómo está dada esta acción natural la cual coincide con la
definición (5)?
Para responder la pregunta haremos uso de algunos conceptos tales como
fibraciones de Hurewicz y algunos resultados básicos que involucran tanto
fibraciones de Hurewicz como el cocilindro de una función continua. En reali-
dad, los objetos mencionados en este párrafo nos servirán como un puente
para pasar de Top a Grp.

Sean X y Y espacios topológicos y A ⊆ X un subconjunto de X, sea
X × I, donde I denota el intervalo unitario [0, 1], y supongamos que las
funciones continuas f0, f1 : X −→ Y coinciden en A (i.e., f0|A = f1|A).
Entonces decimos que f0 es homotópica a f1 relativa a A, denotada por
f0 ≃ f1 rel(A), si existe una función continua

H : X × I −→ Y

tal que H(x, 0) = f0(x), H(x, 1) = f1(x) para cada x ∈ X y H(a, t) = f0(a) =
f1(a) para cada a ∈ A, y cada t ∈ I. A tal función se denomina homotopía
relativa a A de f0 a f1 y se denota por H : f0 ≃ f1 rel(A). Si A = ∅, se omite
la frase “relativa a” ∅ y se escribe H : f0 ≃ f1.

Definición 5.1. Sea K una clase de espacios topológicos, una función con-
tinua p : E −→ B tiene la propiedad de levantamiento de homotopías
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(p ∈ PLH(K)) con respecto a la clase K si para cada X ∈ K y cada diagrama
conmutativo

X E

X × I B

//h

��

∂0

��

p

//
H

??

Ĥ

donde ∂0(x) = (x, 0) para cada x ∈ X, existe una homotopía Ĥ : X×I −→ E
tal que preserva la conmutatividad del diagrama, i.e., Ĥ ◦∂0 = h y p◦Ĥ = H.

Definición 5.2. Una función continua p : E −→ B se llama fibración de
Hurewicz si p tiene la propiedad de levantamiento de homotopías respecto a
la clase de todos los espacios topológicos, i.e., p ∈ PLH(Top) (donde Top
es la clase de todos los espacios topológicos).

Definición 5.3. Una fibración de Hurewicz p : E −→ B se llama regular
si para cada diagrama conmutativo como en la Definición 5.1 en la que la
homotopía H es relativa a A, la homotopía Ĥ que preserva la conmutatividad
del diagrama también es relativa a A.

Notación: En el transcurso de este trabajo cuando hablemos de una
fibración (regular), entenderemos una fibración (regular) de Hurewicz.

En lo que resta de este capítulo I denotará el intervalo unitario [0, 1]. Da-
do un espacio topológicoX, obtenemos un nuevo espacio topológico (equipado
con la topología compacto-abierta) llamado el espacio de trayectorias en
X denotado por XI , i.e.,

XI = {ω : I → X}.

Definición 5.4. Sea f : X1 → X0 una función continua. El cocilindro de
f , denotado por coCyl(f), es el límite del diagrama

X1
f→ X0

p1← XI
0

donde p1(ω) = ω(1), para cada ω ∈ XI
0 .
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Observación 5.5. El cocilindro de f es el diagrama pull-back:

coCyl(f) XI
0

X1 X0

//f ′

��

t

��

p1

//
f

Explícitamente coCyl(f) = {(ω, x) ∈ XI
0 × X1|ω(1) = f(x)}, junto con las

funciones t y f ′ dadas por t(ω, x) = x y f ′(ω, x) = ω, respectivamente.

Proposición 5.6. Las funciones t y f ′ asociados a coCyl(f) son fibraciones.

En realidad los conceptos de cocilindro y fibración están presentes en cada
función continua, así mismo, estos conceptos están relacionados con aspectos
hamotópicos como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 5.7. Toda función f : X1 → X0 admite la siguiente factorización

X1 coCyl(f)

X0

//s

��

f

��

p

donde

(a) p es una fibración, definida por p((ω, x)) = ω(0), (ω, x) ∈ coCyl(f)

(b) s está definida por s(x) = (cf(x), x), x ∈ X1, encaja a X1 en coCyl(f)
como retracto fuerte por deformación.

El siguiente Teorema nos dice que las fibraciones están asociadas con una
acción (a la derecha) natural de un grupo sobre un conjunto, más precisamen-
te:
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Teorema 5.8. Sea p : (E, e) → (B, b) una fibración de Hurewicz y, F =
p−1(b). Entonces el grupo fundamental G = π1(B, b) actúa naturalmente a
la derecha sobre π0(F ), el conjunto de componentes (por trayectorias) de F ,
como sigue

[x] ∗ [ω] = [ω̃(1)],

donde ω̃ es un levantamiento de ω tal que ω̃(0) = x.
Para dicha acción natural se tiene la sucesión exacta corta de conjuntos pun-
teados

∗→π0(F, e)/G
i#→ π0(E, e)

p#→ p#(π0(E, e))→∗,
donde i# y p# son las aplicaciones inducidas por i : F ↪→ E y p : E → B.

Notación: X̃01 = coCyl(f).

Proposición 5.9. Dada f : X1 −→ X0 una función continua, existe una
única función p̃ : X̃01 −→ X0×X1 que hace conmutativo el siguiente diagrama

X̃01

X0 ×X1

X0 X1

��

p

��

t
��

p̃

��
pr0

��
pr1

i.e., la función dada por p̃(x̃) = (p(x̃), t(x̃)), es una fibración.

Observación 5.10. Tenemos la correspondencia

f : X1 → X0 ↭ p̃ : X̃01 → X0 ×X1 (9)

Vamos a retomar el planteamiento que hicimos al inicio de esta sección

• Dado el diagrama en Top (función continua)

X : f : (X0, x0) −→ (X1, x1).

Aplicando π1
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• Se obtine el siguiente diagrama (homomorfismo de grupos) en Grp

f# = π1(f) : π1(X1, x1)→ π1(X0, x0).

Ahora la pregunta

¿Cómo está dada esta acción natural la cual coincide con la definición (5)?

la responde el siguiente Teorema.

En realidad es una aplicación inmediata del Teorema 5.8 a la fibración p̃.

Proposición 5.11. Sea p̃ la fibración descrita en la proposición anterior para
(x0, x1) ∈ X0 ×X1 tal que f(x1) = x0 y sea

F = p̃−1(x0, x1)

su fibra. Entonces

(a) F = Ω(X0, x0) el espacio de lazos en X0 basados x0. Por lo tanto π0(F ) =
π1(X0, x0).

(b) La acción natural ⋄ a la derecha del grupo G = π1(X0 ×X1, (x0, x1)) ≃
π1(X0, x0)×π1(X1, x1) sobre el conjunto π0(F ) (definida en el Teorema
anterior) está definida por

[ω0] ⋄ ([δ0], [δ1]) = [δ0]
−1[ω0]f#([δ1]),

donde f# = π1(f) : π1(X1, x1)→ π1(X0, x0) es el homomorfismo.

Demostración. Tenemos que

F = {(ω, x) ∈ X̃01|p̃(ω, x) = (x0, x1)}
= {(ω, x) ∈ XI

0 ×X1|ω(0) = x0, ω(1) = f(x), x = x1}
= {(ω, x) ∈ XI

0 ×X1|ω(0) = ω(1) = x0, x = x1}
= Ω(X0, x0)× {x1} ≃ Ω(X0, x0).

Así F = π1(X0, x0). La acción a la que nos referimos, es la acción canónica
descrita en la Teorema 5.8. Para ello sea σ = (σ0, σ1) ∈ Ω(X0, x0)×Ω(X1, x1)
y (ω0, x1) ∈ F . Consideremos el diagrama conmutativo
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{∗} × {0} X̃01

{∗} × I X0 ×X1

//g

��

∂0

��

p̃

//
σ

::
σ̃

donde g(∗, 0) = (ω0, x1). Como p̃ es una fibración, sabemos que existe σ̃ :
I −→ X̃01 para σ. Buscamos σ̃ un levantamiento tal que

(i) p̃ ◦ σ̃ = σ.

(ii) σ̃(0) = (ω0, x1).

Para cada t ∈ I σ̃(t) = (ηt, yt), donde (ηt, yt) ∈ X̃01, i.e., ηt : I −→ X0,
yt ∈ X1 y ηt(1) = f(yt). Luego las condiciones (i) y (ii) nos dicen que para
cada t ∈ I, ηt debe ser tal que:

ηt(0) = σ0(t), ηt(1) = f ◦ σ1(t), η0 = ω0.

Así que para cada t ∈ I, basta definir ηt que cumpla las tres condiciones
anteriores. Sea

ηt(s) =



σ0(t− 3s) si 0 ≤ s ≤ t/3;

ω0((3s− t)/(3− 2t)) si t/3 ≤ s ≤ 1− t/3;

f(σ1(3s+ t− 3)) si 1− t/3 ≤ s ≤ 1.

Sea σ̃ : I −→ X̃01, definida por σ̃(t) = (ηt, yt), donde yt = σ1(t). Notemos que
esta función definida así, satisface:

(i) σ̃(0) = (ω0, x0).

(ii) p̃ ◦ σ̃ = σ.

(iii) σ̃(1) = (η1, σ1(1)) = (σ−1
0 ∗ ω0 ∗ f ◦ σ1, x1).
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Por lo tanto, si definimos

[ω0] ⋄ ([σ0], [σ1]) = [σ0]
−1[ω0]f#[σ1]

entonces por el Teorema 5.8, se tiene que ⋄ es una acción.

Nota: En esta sección hemos estudiado el funtor ĺım y el funtor ĺım1,
este último como funtor derivado (derecho) del funtor ĺım. En el caso de
sucesiones inversas de grupos abelianos, en [8] se demuestra que para n ≥ 2,
ĺımn son triviales, es decir para cada sucesión inversa de grupos abelianos
A, ĺımn A = 0. Por tal razón, el caso que tiene sentido considerar es el caso
n = 1, ĺım1.

6 El cotelescopio y ĺım1

Sea X un diagrama de tipo T en la categoría Top (con conjunto de
vértices V y aristas dirigidas A), nuevamente, la meta es pasar al diagrama
π1(X) de tipo T en la categoría Grp. Vamos a aplicar la Proposición 5.11 a
cada función continua en el diagrama X (la cual está asociada a cada arista
dirigida).
La construcción conocida como construcción cotelescopica se realiza de la
siguiente manera:

1. Para cada arista α ∈ A, la función fα : Xdom(α) → Xcod(α) se le asigna
un par de fibraciones asignadas al cocilindro, como se muestra en el
siguiente diagrama ‹Xα

Xcod(α) Xdom(α)

��

tα

��

pα

donde ‹Xα = coCyl(fα) denota al cocilindro de fα.

2. Se obtiene un nuevo diagrama ‹X de tipo K, es decir, K es un esquema
de diagramas que tiene vértices ‹V = V ∪ A y como aristas Ã = {α →
cod(α), α→ dom(α)|α ∈ A}.
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3. Al límite del diagrama ‹X se llama cotelescopio del diagrama X y se
denota por coTel(X):

coTel(X) = ĺım‹X.
Según la construcción general de los límites la descripción explícita del

cotelescopio está dado por:
coTel(X) = {((yα), (ωα, ydom(α)))|ωα(0) = ycod(α), ωα(1) = fα(ydom(α)) ∀α ∈

A} donde

(a) (yα) ∈
∏

a∈V Xa

(b) (ωα, ydom(α)) ∈
∏

α∈A
(
XI

cod(α) ×Xdom(α)

)
.

Observación 6.1. Si el diagrama X es una función continua f : X1 −→ X0,
entonces coTel(X) = X̃01

La construcción la podemos formular como sigue:

Proposición 6.2. Dado un diagrama X en Top, obtenemos el espacio coTel(X)
junto con la familia de proyecciones naturales {q̃k : coTel(X)→ Xk}k∈Ṽ cada
una de cuales es una fibración.

Proposición 6.3. La subfamilia de fibraciones asociadas al coTel(X)

{q̃a : coTel(X)→ Xa}a∈V
induce una única función continua

q̃ : coTel(X)→
∏

a∈V Xa

dada por q̃(x̃) = (q̃a(x̃)) para cada x̃ ∈ coTel(X). Para la cual

(a) q̃ es una fibración de Hurewicz.

(b) La acción natural del grupo G = π1(
∏

a∈V Xa) =
∏

a∈V π1(Xa) sobre
π0(F ) =

∏
α∈A π1(Xcod(α), xcod(α)), donde

F = q̃−1(x) ≃
∏
α∈A

Ω(Xcod(α), xcod(α))

está dada por

([σa]) ⋄ ([ωα]) = ([σcod(α)]
−1[ωα](fα)#([σdom(α)]))

la cual coincide con la acción que aparece en (5). Así,
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π0(F )/G = ĺım1 π1(X).

Además: q̃#π0(coTel(X)) = ĺımπ0(X).

Demostración. (a) La fórmula dada para F se obtine de la descripción
explícita de coTel.
(b) Sea (σa) ∈

∏
a∈V Ω(Xa, xa) y sea (ωα, xdom(α)) ∈ F . Para cada α ∈ A

queremos hallar σ̃α : I −→ X̃α tal que:

(i) σ̃(0) = (ωα, xdom(α)) y (pα, tα) ◦ σ̃ = (σcod(α), σdom(α)).

(ii) σ̃α(1) =
(
σ−1
cod(α) ∗ ωα ∗ (qα ◦ σdom(α)), xdom(α)

)
.

Como en la prueba de la Proposición 5.11, sea σ̃a = σa para cada a ∈ V ,
obtenemos una familia de trayectorias {σ̃k}k∈Ṽ , esta familia induce una tra-
yectoria σ̃ : I −→ coTel(X) que satisface las condiciones σ̃(0) = (ωα, xdom(α))
y q̃ ◦ σ̃ = (σcod(α)). Reconsiderando las componentes por trayectorias de F
que contienen a σ̃(1) como elemento de π0(F ) =

∏
α∈A π1(Xcod(α), xcod(α)),

obtenemos la siguiente representación

([σcod(α)]
−1[ωα](fα)#([σdom(α)])).

Por lo tanto

π0(F )/G = ĺım1 π1(X,x).

La proposición anterior muestra que los cotelescopios y los límites deri-
vados están relacionados de manera natural, ya que se recupera la acción que
define ĺım1 . Además se tiene una versión generalizada del Teorema 5.8.

Teorema 6.4. Sea (X, x) un diagrama de tipo T en la categoría Top• de
espacios topológicos punteados, entonces hay una sucesión exacta:

∗ → ĺım1 πn+1(X, x)→ πn(coTel(X, x))→ ĺımπn(X, x)→ ∗

para toda n ≥ 0.
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Demostracion Primero probaremos el teorema para el caso n = 0. Re-
cordemos que para cada fibración p : (E, e) −→ (B, b) y su fibra F = p−1(b),
existe una sucesión exacta corta

∗→π0(F, e)/π1(B, b)
i#→ π0(E, e)

p#→ p#(π0(E, e))→∗

donde π0(F, e)/π1(B, b) es el espacio de órbitas de la acción canónica del grupo
π1(B, b) sobre el conjunto π0(F ), y, i#, p# son las aplicaciones inducidas por
i : F ↪→ E y p : E → B, respectivamente. Aplicando este hecho a la fibración
q̃ : coTel(X)→

∏
a∈V Xa, obtenemos la sucesión exacta corta deseada

∗ → ĺım1 π1(X,x)→ π0(coTel(X,x))→ ĺımπ0(X,x)→ ∗.

Usando la Proposición 6.3, y observando que (ya) ∈ Im(q̃), si y sólo si, para
cada α ∈ A, existe una trayectoria ωα : I −→ Xcod(α) tal que ωα(0) = ycod(α)
y ωα(1) = qα(ydom(α)). Luego

q̃#
(
π0(coTel(X,x))

)
=
{
([yα]) ∈

∏
a∈V

π0(Xa, xa)|π0(qα)([ydom(α)]) = [ycod(α)]
}

= ĺım π0(X,x).

Para probar que el teorema es válido para n > 0, notemos que los fun-
tores Ω y ĺım conmutan: Además, también los funtores Ω y coTel conmu-
tan, i.e., Ω(coTel(X,x)) = coTel(Ω(X,x)) y por lo tanto πn(coTel(X,x)) =
πn−1(coTel(Ω(X,x))). La conmutativida de Ω y coTel es una consecuencia de
la conmutatividad de los funtores Ω y −I , el cual está establecido, usando que
para cada espacio topológico B el homeomorfismo χB : Ω(BI) −→ (Ω(B))I ,
χB : σ 7→ σ̂, definido por σ(s)(t) = σ̂(t)(s). Ahora, notemos que el siguiente
diagrama conmuta

Ω(BI) (Ω(B))I

Ω(B)× Ω(B)
''Ω(p)

//χB

ww p̂

donde p(ω) = (ω(0), ω(1)), p̂(σ̂) = (σ̂(0), σ̂(1)). Esto implica que los funtores
Ω y coCyl conmutan y por lo tanto Ω y coTel conmutan.

El siguiente corolario importante se obtiene de manera inmediata
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Corolario 6.5. Sea (X, x) un diagrama de tipo T en la categoría Top•. Si
para cada a ∈ V , Xa son conexos por trayectorias, entonces

π0(coTel(X, x)) ∼= ĺım1 π1(X, x).

7 La aplicación: Componentes y grupos funda-
mentales para pull-back’s (diagramas de tipo ∨)

Las aplicaciones están motivadas por la siguiente situación: Si X es un
diagrama de tipo ∨ en Top que consta de espacios conexos, entonces la pre-
gunta natural que surge es si el pull-back del diagrama X es conexo o no.
Uno esperaría que este espacio fuera conexo. Sin embargo, esto no siempre es
así, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Consideremos el siguiente diagrama de tipo ∨: X : S1 p→ S1 p← S1,
donde p(z) = z2 para cada z ∈ S1, el límite de dicho diagrama es el diagrama
pull-back:

X S1

S1 S1

//f

��

g

��

p

//
p

donde , X = {(z, w) ∈ S1 × S1|z2 = w2} = {(z, z)|z ∈ S1} ∪ {(z,−z)|z ∈ S1},
y f, g se definen de manera natural. La descripción del pull-back del diagrama
nos dice que éste consta de dos componentes, cada una homeomorfa a S1, es
decir, X = S1 ⊔ S1.

Dado X un diagrama de tipo T en Top, se puede obtener otro diagrama
X′ de tipo K, de la siguiente manera: para cada α ∈ A, fα : Xdom(α) → Xcod(α)

se le cambia por las funciones

fα : Xdom(α) → Xcod(α) y 1Xdom(α)
: Xdom(α) → Xdom(α)

como se muestra en el siguiente diagrama

Xdom(α)

Xcod(α) Xdom(α).
zz

fα

$$

1Xdom(α)
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Además, se tiene ĺımX′ = ĺımX.

Así, podemos construir un morfismo s : X′ → X̃ de diagramas definido
por medio de la familia de funciones continuas {1Xcod(α)

, sα, 1Xdom(α)
}α∈A, que

es tal que, para cada α ∈ A, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Xdom(α)

X̃α

Xcod(α) Xdom(α).
��

fα

��

1Xdom(α)

��

sα

��
pα

��
tα

Luego el morfismo s induce el encaje natural.

s : ĺımX ↪→ coTel(X). (10)

Teorema 7.1 ([5], Teorema 5.1.1 ). Si en el siguiente diagrama de espacios
topológicos y funciones continuas (diagrama de tipo ∨)

X : X2 X0 X1.//p2 oo p1

p1, p2 son fibraciones regulares de Hurewicz, entonces s : ĺımX ↪→ coTelX es
SDR-mapeo.

Inmediatamente se tienen los siguientes resultados

Corolario 7.2 ([5], Corolario 5.1.2). Bajo las condiciones del teorema ante-
rior, se tiene que

πn(ĺımX) ∼= πn(coTel(X)).

para toda n ≥ 0.

Como una consecuencia inmediata, obtenemos:
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Teorema 7.3. Si (X, x) es un diagrama (punteado) de tipo ∨ tal que las fun-
ciones involucradas son fibraciones regulares de Hurewicz, entonces se tiene
la siguiente sucesión exacta corta

∗ → ĺım1 πn+1(X, x)→ πn(ĺım(X, x))→ ĺımπn(X, x)→ ∗

para toda n ≥ 0.

El siguiente resultado nos dice que ĺım1 caracteriza el conjunto de componen-

tes por trayectorias de ĺım.

Corolario 7.4 ([5], Corolario 5.1.4). Sea (X, x) es un diagrama de tipo ∨. Si
este diagrama consta de fibraciones regulares de Hurewicz y de espacios co-
nexos por trayectorias, entonces se tiene la equivalencia natural de conjuntos

π0(ĺım(X, x)) ∼= ĺım1 π1(X, x).

El siguiente resultado que nos dice que los funtores ĺım y πn, límite y
n-ésimo grupo de homotopías, respectivamente conmutan para el caso de
diagramas de tipo ∨, cuando las funciones son aplicaciones cubrientes.

Teorema 7.5 ([5], Teorema 5.1.12). Sea (X, x) un diagrama de tipo ∨. Si
en (X, x) las funciones son aplicaciones cubrientes, entonces se tiene que los
siguientes grupos son isomorfos

πn(ĺım(X, x)) ∼= ĺım πn(X, x)

para toda n ≥ 1.

Componentes y grupos fundamentales de pull-back’s

Vamos a ver como funcionan, el Corolario 7.4 y el Teorema 7.5 para
algunos casos concretos.

Ejemplo 7.6. Sea el siguiente diagrama pull-back

X S1

S1 S1

//f

��

g

��

p

//
p
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donde p(z) = z2 para cada z ∈ S1, X = {(z, z)|z ∈ S1} ∪ {(z,−z)|z ∈ S1} y
f, g : X → S1, están definidas de manera natural. Este diagrama es el límite
del siguiente diagrama de tipo ∨:

X : S1 p→ S1 p← S1.

Aplicando el funtor π1 al diagrama X, obtenemos el siguiente diagrama
de grupos de tipo ∨:

π1(X) : Z
p#→ Z

p#← Z (11)
donde para cada k ∈ Z, p#(k) = 2k.
Componentes del espacio X.
De los resultados obtenidos, tenemos que

π0(X) = ĺım1 π1(X) = Z/(2Z+ 2Z) ∼= Z/2Z.

Por lo tanto |π0(X)| = 2, es decir, X tiene 2 componentes.
Grupo fundamental del espacio X.
Para este caso, tenemos:

π1(X) = ĺımπ1(X) = {(k, l) ∈ Z× Z : 2k = 2l} = ∆ ∼= Z.

Ejemplo 7.7. Consideremos el siguiente diagrama pull-back

X S1

S1 S1

//f

��

g

��

q

//
p

donde p(z) = zn y q(z) = zm, n,m ∈ N, X = {(z, w) ∈ S1 × S1|zn = wm} y
f, g : X → S1, están dadas por f(z, w) = z y g(z, w) = w, respectivamente.
Este diagrama es límite del siguiente diagrama

X : S1 p→ S1 q← S1.

Aplicando el funtor π1 al diagrama X, se tiene el siguiente diagrama de
grupos

π1(X) : Z
p#→ Z

q#← Z, (12)
donde p#(k) = nk y q#(k) = mk.
Componentes del espacio X.
Para este caso se tiene:
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π0(X) = ĺım1 π1(X) = Z/(nZ+mZ) = Z/dZ = Zd.

Por lo tanto |π0(X)| = d, es decir, X tiene d componentes, donde d =
m.c.d(n,m). En particular si m.c.d(n,m) = 1, entonces X es conexo.
Grupo fundamental del espacio X.
Para este caso se tiene:

π1(X) = ĺım π1(X) = ⟨(m′, n′)⟩,

donde m′ = m/d, n′ = n/d y d = mcd(m,n).

Ejemplo 7.8. Sea el siguiente diagrama pull-back

X R

S1 S1,

//f

��

g

��

exp

//
q

donde q(z) = zm, m ∈ N y exp(t) = e2πit, X = {(t, z) ∈ R× S1|zm = e2πit} y
f, g : X → S1, están dadas de manera natural. Este diagrama es el límite del
siguiente diagrama:

X : S1 q→ S1 exp← R.

Aplicando el funtor π1 al diagrama X, se tiene el siguiente diagrama de
grupos

π1(X) : Z
q#→ Z← 0, (13)

donde q#(k) = mk.
Componentes del espacio X.
Para este caso se tiene:

π0(X) = ĺım1 π1(X) = Z/mZ = Zm.

Luego X tiene m componentes.
Grupo fundamental del espacio X.
Para este caso se tiene:

π1(X) = ĺımπ1(X) = {(0, k)|mk = 0} ∼= ker(q#) = 0.
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