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Presentacion

Las International Conferences On Mathematics and its Applications (CIMA)
llevan ya 19 anos realizandose, ano tras ano. Aqui participa como organizado-
ra la Academia de Matematicas de la Facultad de Ciencias Fisico Matemati-
cas (FCFM) de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP) en
compania de sus estudiantes. Contamos con la participacion de matematicos
de nivel internacional en estos CIMA. Esta es la razén por la cual editamos
el libro que tienen en sus manos. La felicidad que propone este libro por su
divulgacion, investigacion e intercambio de ideas se debe a la generosidad de
muchisimos matematicos que participaron en el denominado Nineth Interna-
tional Conference on Mathematics ant its Applications (9CIMA, 2023), un
esfuerzo profesional consolidado que ha permitido la participacion de gran-
des personajes de diversas universidades, nacionales y extranjeras, tanto en
el desarrollo del 9CIMA, 2022 como en su memoria escrita, que es el presente
libro. La base ha sido un comité organizador especializado, entusiasta y vigo-
roso emanado de la Academia de Matematicas de la FCFM de la BUAP. Es
por el amor a la matematica que ha nacido este ejemplar que nos brinda la
sabiduria necesaria para mostrarles parte de nuestros quehaceres cotidianos.

Los capitulos de este libro estdn agrupados por secciones de acuerdo al area
tematica. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, genti-
leza, dedicacion y trabajo cientifico. Agradecemos infinitamente a Leonardo
Ramirez Aparicio por su apoyo en la edicion de esta obra 21.

Fernando Macias Romero
David Herrera Carrasco
FEditores
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Capitulo 1

La categoria de semigrupos SGRP, la categoria
MCC y el grupo conmutativo de Grothendieck

Luis Antonio Huerta-Sanchez, Carlos Alberto
Loépez-Andrade
FCFM, BUAP

Resumen

Los semigrupos y monoides son de las estructuras mas bésicas del algebra
en el sentido de que éstos solo son conjuntos equipados de una operacién
binaria asociativa, y en el mejor de los casos, también de un elemen-
to neutro. A pesar de las carencias, los semigrupos y monoides resultan
tener propiedades interesantes ademés de que proporcionan atractivas
construcciones. En el presente capitulo de libro se exponen algunos re-
sultados béasicos dentro de la Teorfa de Semigrupos, en particular y entre
otras cosas, se exhibe como se puede construir un grupo a partir de un
monoide conmutativo y cancelable.

1 Introduccion

Este capitulo de libro esté basado en la tesis de licenciatura “Semigrupos” (cf.
[3]), escrita por el primer autor y bajo la direcciéon del segundo, inspirada en la
lectura parcial del primer capitulo del libro Monoids, Acts and Categories de
M. Kilp, U. Knauer y A. V. Mikhalev ([4]). El proposito del mismo se limita
a presentar algunas caracteristicas de la categoria de semigrupos SGRP, ya
que el alcance de la tesis mencionada es mucho mas amplio, en particular,
se exhiben el producto y coproducto en SGRP, se caracterizan los mono-
morfismos en SGRP y se establece que no todo epimorfismo en SGRP es
sobreyectivo aunque todo morfismo sobreyectivo en SGRP es un epimorfis-
mo. Se define la categoria de monoides conmutativos y cancelables MCC y se
describe la construccion del grupo conmutativo de Grothendieck (cf. [5]) de un
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6 Luis Antonio Huerta- Sanchez, Carlos Alberto Lopez-Andrade

monoide conmutativo y cancelable, se exhibe que todo monoide conmutativo
y cancelable puede sumergirse en su grupo conmutativo de Grothendieck y
también se establece que el grupo conmutativo de Grothendieck del monoide
conmutativo y cancelable (N*, +) es isomorfo al grupo (Z, +).

Para que el manuscrito sea autocontenido se incluye una secciéon de preli-
minares que abarca conceptos de relaciones, relaciones de equivalencia, funcio-
nes, kernel de una funciéon y un “Teorema de homomorfismo para funciones”,
una seccion que aborda los conceptos basicos de las estructuras algebraicas
conocidas como: semigrupos, monoides y grupos, también se introducen los
conceptos de congruencia sobre un semigrupo y semigrupo cociente (cf. [4])
que dan lugar a un Teorema de homomorfismo para semigrupos y finalmente
una seccion sobre conceptos y resultados de la teoria de categorias (cf. [1],[2]
y [4]) que se utilizan fuertemente en los temas mas importantes que son el
objeto de estudio de este capitulo de libro, descritos en el parrafo anterior.

2 Preliminares

El contenido de esta seccion es bastante conocido, sin embargo, constituye la
“caja de herramientas” matemaéticas necesarias para la mejor comprension del
presente capitulo de libro y con el fin de hacer de éste lo més ameno posible se
omiten las demostraciones de los resultados que son ampliamente conocidos,
sin embargo se invita al lector interesado a consultar [3] para un estudio
detallado del material de ésta seccion. Cabe senialar que toda la informacién
aqui presentada se usara en las secciones posteriores.

Sean A y B dos conjuntos, el producto cartesiano de A por B denotado
por Ax Bes Ax B :={(a,b)|a € A,be B}. Mas generalmente, si n € N,
n>2y Ay, Asg, ... A, son n conjuntos, entonces

Ay X Ag x - - x Ay i={(ay,az,...,a,) |a; € Ay, a9 € Ay, ... a, € An}

es llamado el producto cartesiano de los conjuntos Ay, As, ..., A,.
Ademas, para cada (ay,as, ..., a,), (b1, b2, ....;b,) € Ay X Ay X -+ X Ay,

(ay, a9, ...,a,) = (b1, ba,...,b,) si y solo si a; = b; para cada 1 <i <n.

El conjunto potencia de A denotado por P(A) es P(A) :={X | X C A}.
Sean A y B dos conjuntos. Una relaciéon de A en B es cualquier subconjunto

Matemdticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 1, paginas 5-47
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de A x B. Si A = B, a cualquier relaciéon de A en A se le llamara relacion
binaria en A o simplemente relacion en A. Si R C A x B, suele usarse
la notacién aRb para indicar que (a,b) € R y al conjunto P(A x A) se le
denotara usando el simbolo B(A), que es el conjunto de todas las re-
laciones binarias en A. Sea R C A x B, el dominio de la relacion R,
denotado Dom(R), es Dom(R) := {a € A|(a,b) € R para algin b € B} y el
rango o imagen de la relacion R, denotado Ran(R) 6 Im(R) es Im(R) :=
{be€ B|(a,b) € Rparaalgina € A}. Sean R C Ax By S C B xC, se
define la relacion S o R, llamada composicion de R seguida de S, como
sigue: So R := {(a,c) € Ax C|(a,b) € Ry (b,c) € S para algin b € B}. De
la definicién se observa que S o R es una relacion de A en C. Si A es un
conjunto, a la relacion Ay := {(a,a)|a € A} se le llama la diagonal en A.
Sean RCAXx B, SCBxCyTCC x D, lasiguiente igualdad se cumple:

To(SoR)=(ToS)oR.

Si A es un conjunto, se dice que R € B(A) es: reflexiva, si (a,a) € R
para cada a € A, simétrica, si para cada a,b € A se verifica que (a,b) € R
implica que (b,a) € R y transitiva, si para cada a,b,c € A se verifica que
(a,b) € Ry (b,c) € R implica que (a,c) € Ry se dice que R es relacién
de equivalencia sobre A o simplemente una equivalencia sobre A si R es
a la vez reflexiva, simétrica y transitiva. A la colecciéon de todas las equiva-
lencias sobre A se le denota usando el simbolo £(A). Si a € A, la clase de
equivalencia de a con respecto de R € £(A), denotada [a]g, es el conjunto
la|r == {x € A|(z,a) € R}. A cualquier b € [a]g se le llama representante
de la clase [a]g y el conjunto cociente A sobre R, denotado %, es definido
por 4 := {[a]gp|a€ A}. Sean A # 0 , R € E(A) y a,b € A, entonces se
verifica lo siguiente: [a]gr = [b]r sy solo si [a|gp N [b]r # () si y s6lo si aRD.

Sean A y B conjuntos y f una relacion de A en B. Se dice que f es
una funcién de A en B si para cada a € A existe un tnico b € B tal que
(a,b) € f. Seescribe f: A — B para indicar que f es una funciéon de A en B.
Ademas, si a € A, al tnico b € B tal que (a,b) € f se le denota escribiendo
b= f(a)y se dice que b es la imagen de a bajo f. Las funciones f,g: A — B
seran iguales si y solo si para cada a € A, f(a) = g(a). Para cada conjunto
A, la diagonal en A, A4, es una funciéon de A en A. A4 es llamada la funcién
identidad en A y se la denota escribiendo id4, esto es idy := Ay Si Ay
B son conjuntos, se define B4 := {f C A x B| f es funciéon}. Dados A, B y

Matemdticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 1, paginas 5-47



8 Luis Antonio Huerta- Sanchez, Carlos Alberto Lopez-Andrade

C' conjuntos, siempre se verifica lo siguiente: si f € B4y g € CP, entonces
go f € C* y ademas, para cada f € B4, foidys = fyidgof = f. Se
dice que una funcién f : A — B es inyectiva si para cada aj,as € Ay
b € B tales que (a1,b) € fy (a2,b) € f se implica que a; = ag, o lo que
es lo mismo, f(a;) = f(a2) implica que a; = ay, y se dice que una funcion
f : A — B es sobreyectiva si ocurre que Im(f) = B, o equivalentemente,
si para cada b € B existe a € A tal que b = f(a). Pueden caracterizarse a las
funciones inyectivas y a las funciones sobreyectivas por medio del siguiente
par de teoremas.

Teorema 2.1. Sea f : A — B wuna funcién con A # 0. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. f es inyectiva.
2. Existe una funcion g : B — A tal que go f =1id4.

3. Para cada conjunto C' y funciones o, : C — A, st foa = fof,
entonces o = f3.

Teorema 2.2. Sea f : A — B wuna funcién con A # 0. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. f es sobreyectiva.
2. Existe una funcion g : B — A tal que f o g =1idpg.

3. Para cada conjunto C' y funciones o, : B — C, si oo f = o f,
entonces a = f3.

Es importante mencionar que la demostracion del Teorema 2.2 requiere
hacer uso del llamado Axioma de Eleccion. Sean f : A - By g: B — C
funciones, si f y ¢ son inyectivas, entonces g o f es inyectiva y si f y g son
sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva. Ahora bien, si f : A — By
g : B — A son funciones se dice que g es una inversa izquierda de f si
go f =1idy, yen el caso en que f o g = idg se dice entonces que g es una
inversa derecha de f. Si g es a la vez una inveresa izquierda y una inversa
derecha para f se dice entonces que g es una inversa de f. De acuerdo con
el Teorema 2.1 las funciones inyectivas son aquellas que poseen al menos una
inversa izquierda y por el Teorema 2.2 las funciones sobreyectivas son aquellas

Matemdticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 1, paginas 5-47
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que poseen al menos una inversa derecha. Se dice que una funciéon f : A — B
es una funcién biyectiva si f tiene al menos una funciéon inversa, de hecho,
toda funcién biyectiva posee exactamente una funciéon inversa. Mas atin, por
lo anterior, se tiene la siguiente caracterizacion: toda funcién f : A — B, es
biyectiva si y sblo si f es inyectiva y sobreyectiva. Ademas, si f : A — By
g : B — C son biyectivas, entonces go f : A — C' también es biyectiva. Si
f:A— Besunafuncion , X C Ay Y C B, alos conjuntos f~1(Y) :={a €
Al f(a) €Y}y f(X):={f(a)]a € X} se les llama imagen inversa de YV
bajo f e imagen directa de X bajo f, respectivamente.

Una vez que ya se han discutido los conceptos de relacion de equivalencia
y el de funciéon podemos relacionar a ambos conceptos mediante la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.3. Toda funcion induce una relacion de equivalencia sobre su
dominio.

Demostracion. Sea f : A — B una funcién y considere la siguiente relacion
en A: Ker(f) :={(a1,a2) € Ax A| f(a1) = f(az)}. Ker(f) es reflexiva pues
para cada a € A, f(a) = f(a), Ker(f) es simétrica pues si (a1, a2) € Ker(f),
entonces f(a;) = f(az), de ahi que f(as) = f(ay), de donde (az,a1) € Ker(f),
y Ker(f) es transitiva, puessi (a1, as) € Ker(f)y (as,as) € Ker(f), entonces
fla1) = flaz) y flaz) = f(az), luego f(a1) = f(az) y asi (a1,a3) € Ker(f).

Por lo tanto, Ker(f) es una equivalencia en A. ]

Si f: A— B es una funcion, al conjunto:

Ker(f):={(a1,a2) € Ax A| f(a1) = f(a2)}

se le llama kernel de f. Sea A un conjunto y p € A x A una equivalencia

sobre A. A la funcion 7, : A — % definida por m,(a) := [a], se le llama la

proyeccién canénica con respecto de p. La proyeccién canoénica 7, : A — 4
., . p
es una funcion sobreyectiva.

Proposicion 2.4. Sea f: A — B una funcion. Entonces f es inyectiva siy
solo si Ker(f) = Aa.

Demostracion. =) Suponga que f es inyectiva. Como Ker(f) es una equi-
valencia en A, entonces Ay C Ker(f). Sea (a1,as) € Ker(f), luego f(a1) =
f(az), asi que de la inyectividad de f se sigue que a; = ay y por consiguiente

Matemdticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 1, paginas 5-47



10 Luis Antonio Huerta- Sanchez, Carlos Alberto Lopez-Andrade

(a1,a2) € Aa. De ahi que Ker(f) € Ay y por lo tanto Ker(f) = Ay <)
Suponga que Ker(f) = Ay sean aj,as € A tales que f(a;) = f(az). En-
tonces (ay,as) € Ker(f) = Ay, de donde a; = ay y por consiguiente f es
inyectiva. [

A continuacion se enuncia un resultado que relaciona el concepto de fun-
cion, el de relacion de equivalencia, el de kernel de una funcién y el de pro-
yeccion canodnica.

Teorema 2.5. Teorema de homomorfismo para funciones. Sean f : A — B
una funcion y p € A X A una equivalencia sobre A tal que p C Ker(f).
Entonces existe una unica funcion f : % — B tal que f = fom,. Mds ain,

si p = Ker(f), entonces f es inyectiva, y si f es sobreyectiva, entonces f

también es sobreyectiva.
L .B
A
p

Demostracion. Considerar la funcién f : % — B definida por f([d],) := f(a).
Observar que los elementos del dominio de f son clases de equivalencia, y como
una clase de equivalencia puede tener, en general, varios representantes, se
debe verificar entonces que el valor de f en cualquier clase de equivalencia no
depende del representante que se tome. Usualmente, al hacer esto suele decirse
que hay que verificar que f estd bien definida. Supongase que [a], = [b],,
entonces (a,b) € p C Ker(f), asi que (a,b) € Ker(f) y f(a) = f(b). Por lo
tanto f([a],) = f([b],) ¥ f estd bien definida. Para cada a € A, se tiene lo
siguiente:

A

f(mp(a)) = f([a]p) = f(a).

Se sigue entonces que f = f o m,. Suponga ahora que la funcion g : % — B
es tal que f = g o m,. Entonces:

Matemdticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 1, paginas 5-47
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De ahi que f = g. Ahora bien, en el caso en que p = Ker(f) se tiene que

f(lal,) = f([bl,) = f(a) = £(b)
= (a,b) € Ker(f)=p
= la], = [b],-

Asi, f es inyectiva. Si f es sobreyectiva, y b € B, entonces b = f(a) para
algin a € A. Ademas, b = f(a) = f([a],), de donde f es sobreyectiva. O

Corolario 2.6. Toda funcion es la composicion de una funcion sobreyectiva
sequida de una inyectiva.

Demostracion. Sea f : A — B una funcién y sea p = Ker(f). Del Teorema
2.5 se tiene que f = fom, con f inyectiva. Ahora bien, del hecho de que la
proyeccion canoénica 7, sea sobreyectiva se sigue lo pedido. O

3 Semigrupos, Monoides y Grupos

En ésta seccion los objetos principales de estudio son las estructuras alge-
braicas de semigrupo, monoide y grupo. Se revisan algunas definiciones y
resultados béasicos sobre tales estructuras, se introducen los conceptos de con-
gruencia sobre un semigrupo y semigrupo cociente (cf. [4]), ademas se exhibe
un teorema de homomorfismos para semigrupos como los que existen para los
grupos y los anillos.

Definicion 3.1. Si X # () es un conjunto, una operacion binaria sobre
X es simplemente una funciéon o : X x X — X.

Observacion 3.2. Si o es una operacion binaria sobre el conjunto X # (),
para cada a,b € X al elemento o((a,b)) € X se le denota escribiendo a o b, y
cuando no hay peligro de confusion la notacién se simplifica més y se escribe
simplemente ab i,e, o((a,b)) :==a o b := ab.

Se distinguen los siguientes tipos de operaciones binarias:
Definicion 3.3. Una operacion binaria o sobre X # () se dice que es:

e asociativa, si para cada a,b,c € X se verifica que a(bc) = (ab)c.

Matemdticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 1, paginas 5-47



12 Luis Antonio Huerta- Sanchez, Carlos Alberto Lopez-Andrade

e conmutativa, si para cada a,b € X se verifica que ab = ba.

Con estos conceptos en mente, lo que sigue es definir el concepto de semi-
grupo.

Definiciéon 3.4. (Grupoide y Semigrupo)

e Un grupoide es un par ordenado (X, o) donde X es un conjunto no
vacio y o es una operaciéon binaria sobre X.

e Un semigrupo es un grupoide (5, 0) donde o es una operacion binaria
asoclativa.

Observaciéon 3.5. e Como se puede apreciar en la definicién anterior, un
grupoide es un par ordenado cuya primera componente es un conjunto
no vacio y cuya segunda componente es una operaciéon binaria sobre el
conjunto de la primera componente. Asi, de la igualdad entre parejas
ordenadas se sigue que dos grupoides (X, o) y (X', o) seran iguales si y
solosi X = X' yo=0.

e A X se le llama conjunto subyacente del grupoide (X, o).

e En la practica, un grupoide es denotado a través de su conjunto subya-
cente, asi, la frase "Sea X un grupoide” significa que hay una operacion
binaria sobre X, digamos o, de tal manera que (X, o) es un grupoide.

e Un grupoide conmutativo es un grupoide (X, o) en el que o es una
operacion binaria conmutativa.

Si - denota el producto usual de ntimeros enteros, entonces (Z,-) es un
grupoide. Méas aun, (Z,-) es un semigrupo. Nuestra experiencia con este se-
migrupo nos indica que para cadan € Z, 1 -n =n = n-1 i,e, multiplicar por
1 no produce cambios. Este fenémeno motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.6. Sea (X, o) un grupoide. Decimos que e € X es:

1. neutro izquierdo (o identidad izquierda) si para cada = € X ocurre
que eox = .

2. neutro derecho (o identidad derecha) si para cada x € X ocurre
que roe = z.
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3. neutro (o identidad ) si para cada x € X ocurre que eox = x = xoe.

Proposicion 3.7. Sea (X,0) un grupoide y suponga que e € X es neutro
izquierdo y que € € X es neutro derecho. Entonces e = €.

Demostracion. Como e es neutro izquierdo, entonces ee’ = €’. Por otra parte,
como €’ es neutro derecho, entonces ee’ = e. De ahi que e = ¢'. ]

Corolario 3.8. Si un grupoide tiene elemento neutro, entonces éste debe ser
Uunico.

Demostracion. Directa de la Proposicion 3.7. O

Definicion 3.9. Un monoide es un semigrupo (M, o) que tiene elemento
neutro.

Cuando un grupoide tiene elemento neutro, tiene sentido preguntarse por
aquellos elementos que tienen un inverso con respecto del neutro. Mas preci-
samente, se tienen el siguiente par de definiciones:

Definiciéon 3.10. Sea (X, o) un grupoide con elemento identidad e € X y
sean x,t € X. Se dice que t es :

1. inverso izquierdo de z, si tx = e.
2. inverso derecho de z, si xt = e.
3. inverso de z, si tx = e = xt.

Definiciéon 3.11. Sea (X, o) un grupoide con elemento identidad e € X. Se
dice que z € X es:

1. invertible por la izquierda, si x tiene al menos un inverso izquierdo.
2. invertible por la derecha, si = tiene al menos un inverso derecho.
3. invertible, si z tiene al menos un inverso.

El Corolario 3.8 indica que en caso de que un grupoide tenga elemento
neutro entonces este es unico i,e, se garantiza la unicidad del neutro. Ahora
bien, en caso de que un elemento de un grupoide con identidad tenga inverso
Jpuede garantizarse la unicidad de éste?
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Ejemplo 3.12. Considerar el conjunto de tres elementos X = {e,a,b} y
considerar también a la operacion binaria o definida a través de la siguiente
tabla:

olela

elela
ble

blblele

De la tabla se aprecia que e es neutro del grupoide (X, o). Mas atn,
también se tiene que aob=e =boay bob = e. De ahi que a y b son ambos
inversos de b i,e, b tiene méas de un inverso. Observe que o no es una operaciéon
binaria asociativa, pues (aoa)ob = bob = e mientras que ao(aob) = aoe = a.

.Bajo qué condiciones si puede garantizarse la unicidad de un inverso?

Proposicion 3.13. Sea (X,0) un grupoide con elemento neutro e € X. Su-
ponga que o es una operacion binaria asociativa. Entonces todo elemento de
X tiene a lo mds un inverso.

Demostracion. Suponga que u,v € X son ambos inversos de x € X. Entonces
u=ue =u(zxv) = (ur)v =ev =v, i.e. , u = . O

Observacion 3.14. Si M es un monoide y a € M es invertible, entonces se

denota a su inverso por a~!.

La siguiente estructura algebraica es de suma importancia para las mate-
maticas, fisica, quimica y otras ciencias.

Definiciéon 3.15. Un grupo es un monoide (G,0) en el que cada elemento
es invertible.

Proposicion 3.16. Sea (G, 0) un semigrupo y sea e € G un neutro izquierdo.
Suponga que para cada g € G existe x, € G tal que x,9 = e. Entonces (G, o)

€s un grupo.
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Demostracion. Veamos que para cada g, z,y € G, gr = gy implica que z = y.
Como

gz = gy = 14(97) = 24(gy)
= (z49)T = (749)y
— exr =ey
T =Y.

Si g € G es arbitrario, entonces ocurre que z4(ge) = (r,9)e = ee = e = x,g.
Por lo tanto x,(ge) = z49 y en consecuencia ge = g. De ahi que e es también
neutro derecho y por consiguiente elemento neutro. De lo anterior se sigue que
(G, 0) es un monoide con elemento neutro e. De nuevo, si g € G es arbitrario,
entonces se tiene que z,4(g9r,) = (z,9)r, = er, = v, = z4e. Por lo tanto
z4(gx,) = w4e y por consiguiente gz, = e. Esto tltimo aunado a que z,g = e
permite concluir que x4 es un inverso para g. Por lo tanto todo elemento de
(G, 0) es invertible y por consiguiente (G, o) es un grupo. O

Definicién 3.17. Subsemigrupo, submonoide y subgrupo.

e Sean S un semigrupoy () # H C S. Se dice que H es un subsemigrupo
de S si para cada a,b € H se verifica que ab € H.

e Sean M un monoide con elemento neutro e y ) # H C M. Se dice que
H es un submonoide de M si H es un subsemigrupo de M y si ademés
ec H.

e Sean G un grupo con elemento neutro e y ) # H C G. Se dice que H
es un subgrupo de G si H es un submonoide de G y si ademés h € H
implica que h~! € H.

De la definicion anterior se deduce que todo subsemigrupo (submonoide,
subgrupo) de un semigrupo (monoide, grupo) es por si mismo un semigrupo
(monoide, grupo).

Un morfismo de semigrupos seréd una funciéon entre dos semigrupos que
respete la estructura de estos.

Definiciéon 3.18. Morfismo de semigrupos (monoides, grupos)
e Sean S y T semigrupos. Un morfismo de semigrupos de S en 7' es

una funcion f: S — T tal que para cada z,y € S, f(zy) = f(z)f(y).
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e Si Sy T son monoides con neutros eg y er respectivamente, una funcion
f S — T es un morfismo de monoides si f es un morfismo de

semigrupos y f(eg) = er.

e Si G y H son grupos, una funciéon f : G — H es un morfismo de
grupos si f es un morfismo de semigrupos.

Proposicién 3.19. Sean M y N monoides con neutros ey y ey respectiva-
mente, y sea f: M — N un morfismo sobreyectivo de semigrupos. Entonces

f(eM) = €EN-

Demostracion. Sea n € N arbitrario, como f es sobreyectiva puede escribirse
n = f(m) para algin m € M. Asi, nf(ey) = f(m)f(en) = f(mey) =
f(m) = n, y también f(ey)n = f(ey)f(m) = f(eym) = f(m) = n. Por lo
tanto f(eyps) es neutro de N, de manera que f(ey) = en. O

Definicion 3.20. Un isomorfismo de semigrupos (monoides, grupos)
es un morfismo de semigrupos (monoides, grupos) f : S — T para el cual
existe un morfismo de semigrupos (monoides, grupos) g : T — S tal que
gof =1idsy fog = idpr. Se escribe S = T para indicar que existe un
isomorfismo de semigrupos (monoides, grupos) de S en T', y en ese caso se
dice que S es isomorfo a T'.

La composicion entre dos morfismos de semigrupos (6 monoides 6 gru-
pos) también es un morfismo de semigrupos (monoides, grupos). Mas aun,
la composicion entre dos morfismos inyectivos (sobreyectivos) de semigrupos
( monoides, grupos) también es un morfismo inyectivo (sobreyectivo) de se-
migrupos (monoides, grupos). Ademas la composicion entre dos isomorfismos
de semigrupos (monoides, grupos) también es un isomorfismo de semigrupos
(monoides, grupos).

Definicion 3.21. Sea S un semigrupo y sea p una equivalencia sobre S.
Decimos que p es una

e congruencia izquierda, si para cada c € S se verifica que apb implica
que capcb.

e congruencia derecha, si para cada ¢ € S se verifica que apb implica
que acpbc.
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e congruencia, si p es a la vez una congruencia izquierda y una con-
gruencia derecha.

Todo morfismo de semigrupos induce una congruencia sobre su dominio
como se establece a continuacion.

Proposicion 3.22. Sea f: S — T un morfismo de semigrupos (monoides).
Entonces

o Im(f) = f(S) es un subsemigrupo (submonoide) de T.
o Ker(f) es una congruencia sobre S.

Demostracion. Sean z,y € Im(f). Luego z = f(a) y y = f(b) para algunos
a,b € S. Asi, zy = f(a)f(b) = f(ab) € Im(f), y por consiguiente Im(f)
es subsemigrupo de 7'. Si S y T son monoides con neutros eg y er respecti-
vamente y f es un morfismo de monoides, entonces er = f(eg) € Im(f) y
por lo tanto Im(f) es un submonoide de 7. Ahora bien, de la Proposicion
2.3 se sigue que Ker(f) es una equivalencia sobre S. Ademas, si aKer(f)by
cKer(f)d, entonces f(a) = f(b) y f(c) = f(d), de donde f(a)f(c) = f(b) f(d)
y por tanto f(ac) = f(bd). Asi, acKer(f)bd y por consiguiente Ker(f) es una
congruencia sobre S. O]

Proposicion 3.23. Sea S un semigrupo y sea p una equivalencia sobre S.
Entonces p es una congruencia si y solo si apb y cpd itmplica que acpbd.

Demostracion. =) Suponga que p es una congruencia y que apb y cpd.
Entonces acpbc y bepbd. Luego, de la transitividad de p se sigue lo pedido.

<) Sea ¢ € Sy suponga que apb. Como cpc, de la hipdtesis se sigue que
capcb y acpbe. Asi, p es a la vez una congruencia izquierda y derecha. ]

Para los semigrupos, sera a partir de una congruencia como se construira
un semigrupo cociente.

Proposicion 3.24. Sea S un semigrupo y sea p una congruencia sobre S.
Considere el conjunto cociente % = {la],|a € S} y también la siguiente
operacion entre clases de equivalencia:

[a],[b], := [ab],.
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Se tiene entonces que dicha operacion estd bien definida y % es un Semigrupo
bajo este producto de clases de equivalencia.

Demostracion. Veamos primero que este producto de clases es una operacion
bien definida:

[a], = [z], v [bl,=1[yl,=>apz y bpy
= abpzy
= lab], = [zy],
= [a]p[b]p = [x]p[y]p‘

% es un semigrupo bajo este producto de clases de equiva-
lencia. Més atn, si S es un monoide con neutro e entonces 2 es un monoide

con neutro [e], pues, [al,[e], = [acl, = [a], = [eal, = [e]la],. a

Por consiguiente,

Definicion 3.25. Sea S un semigrupo y sea p una congruencia sobre S. Al
semigrupo % se le llama semigrupo cociente o semigrupo factor de S
sobre p.

Lema 3.26. Sea p una congruencia sobre el semigrupo S. Entonces la pro-
yeccion canonica m, 1 S — % es un morfismo de semigrupos y Ker(m,) = p.

Demostracion. Sean a,b € S, m,(ab) = [ab], = [a],[b], = m,(a)7,(b), asi 7, es
un morfismo de semigrupos. Ademas

Ker(m,) : ={(a,b) € S x S|m,(a) = 7,(b)}
= {(a,0) € S x S{[a], = [b],}
= {(a,b) € S x S|apb}
= p?

por consiguiente, Ker(m,) = p. ]
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La siguiente proposicion es la version para los semigrupos del teorema de
homomorfismo que existe para otras estructuras como los grupos y anillos.

Teorema 3.27. Teorema de homomorfismo para semigrupos. Sea f : S — T
un morfismo de semigrupos y p una congruencia sobre S tal que p C Ker(f).

Entonces, existe un inico morfismo de semigrupos f : % — T tal que el

siguiente tridngulo conmuta:
L
~N
S
P

Demostracion. De acuerdo con el Teorema 2.5, existe una tnica funcion f :
% — T" que hace al siguiente tridngulo conmutativo:

f T
DN /

S

P

Tal funcion esta dada por f([a],) := f (a). Mas atn, f es un morfismo de
semigrupos, ya. que para cada (al, ], € £, f(lal,[t],) = F(lab],) = f(ab) —
f(a)f(b) = f([al,) f([b],), asf f es un morfismo de semigrupos. O

S

S

Corolario 3.28. Sea f : S — T un morfismo de semigrupos. Entonces

%(f) = Im(f)

Demostracion. Sea f : S — T un morfismo de semigrupos y considere a la
funcion F : S — Im(f) definida por F(z) := f(z). Es claro que F' es una
funcion sobreyectiva. Ademés, como F tiene la misma regla de corresponden-
cia de f, se sigue entonces que F' es un morfismo de semigrupos. Mas ain,
observe que

Ker(F) ={(a,b) € S x S|F(a) = F(b)}
= {(a,0) € Sx 5[ f(a) = f(b)}

)
)
= Ker(f).
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El Teorema 3.27 garantiza la existencia de un morfismo de semigrupos F' :

=2 — Im(f) tal que F = F o Ter(F)- En particular, del Teorema 2.5

Ker(F) _

se deduce que F' es biyectiva y por lo tanto un isomorfismo de semigrupos.
S~ _ S ~ o S~

Luego Rer(f) = Rer(l) = Im(f), por consiguiente Rl —— Im(f). ]

Lema 3.29. S0 S es un semigrupo, entonces Ais =S,

Demostracion. Sea S un semigrupo., esta claro que Ag, la diagonal en S,
s

es una congruencia sobre S. Asi, A; €sun semigrupo. Para el morfismo de

semigrupos idg : S — S se tiene que
Ker(idg) = {(a,b) € S x S|idg(a) =ids(b)}
= {(a,b) € S x S|a="b}
= Ag

Como idg es sobreyectiva, del Corolario 3.28 se concluye que Ais =8S. ]

Proposicion 3.30. Si f : S — T es un morfismo inyectivo de semigrupos,
entonces S = Im(f) i,e, S es isomorfo a un subsemigrupo de T.

Demostracion. Como f es inyectiva, entonces Ker(f) = Ag. Asi, del Co-
S S

rolario 3.28 se sigue que z- = Rall) = Im(f), pero S = Ais’ luego S =

Im(f). O

4 Categorias

En ésta seccion se revisan algunas definiciones, conceptos y resultados de
la teoria de categorias (cf [1]) y en particular se introduce la categoria de
semigrupos SGRP.

Definicion 4.1. Una categoria A es un objeto matematico compuesto por:

1. Una clase O.
2. Para cada A, B € O, un conjunto Hom4(A, B).

3. Para cada A, B,C € O, una funcion (llamada ley de composicion)

o: HomA(A, B) X HomA(B,C) — HomA(A, C)

Matemdticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 1, paginas 5-47



La categoria de semigrupos SGRP, la categoria MCC y el grupo
conmutativo de Grothendieck 21

4.

con o(f,g) :=go f.

Para cada A € O, un elemento ids € Hom4(A, A).

Ademés, todo lo anterior debe estar sujeto a lo siguiente:

C1:

C2:

Para cada A, B,C,D € O y cada f € Homy(A, B), g € Hom (B, ()
y h € Homa(C, D) :

ho(gof)=(hog)of.
Para cada A, B € O y cada f € Homy(A, B):

idpof=f y [foida=].

Observacion 4.2. En el contexto de la Definicién 4.1:

La clase O es denotada por Ob(.A) y a sus elementos se les llama ob jetos

de A.

La clase de morfismos de A, denotada por Mor(A), se define como
sigue:

Mor(A) := U Hom (A, B) .
(A,B)€Ob(A)x Ob(A)

Si A,B € Ob(A), a cualquier elemento de Hom (A, B) se le llama
morfismo (o flecha) de A en B. Ademas, se escribe f : A — B para
indicar que f € Hom (A, B).

Escribir f : A — B puede significar entonces que f es una funcién
del conjunto A en el conjunto B o que f € Hom(A, B) para alguna
categoria A y algunos A, B € Ob(A). Sin embargo, no todo morfismo
entre dos objetos de una categoria tiene que ser necesariamente una
funcion (ver Ejemplo 4.4). Asi, debe tenerse claro el contexto en el cual
se usa la notacion f: A — B.

Si A € Ob(A), al morfismo idy € Hom4(A, A) se le llama morfismo
identidad en A.
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Suponga que f : A - B, g: B—>C,h: D —Cei:A— D son
morfismos de una categoria A. Entonces, suele representarse esta situacion
dibujando un diagrama de objetos y morfismos como el siguiente:

A-—L.B
1
D

—C

Un diagrama como el de arriba se dice que es conmutativo (o que con-
muta) si go f = hoi.

Mas generalmente, dada una categoria A, se dice que un diagrama de objetos
y morfismos de ésta es conmutativo (o conmuta) si siempre que existan
dos caminos entre dos objetos, digamos A y B del diagrama, el morfismo
resultante de componer los morfismos del primer camino coincide con el mor-
fismo resultante de componer los morfismos del segundo camino. Por ejemplo,
el diagrama

A

. B
N A
C
serd conmutativo si f = g o h.

A continuacion exhibimos algunos ejemplos de categorias.
Ejemplo 4.3. Las categorias SET, GRP vy VECk.
1. Sea X la clase de todos los conjuntos. Definimos:

0 .=X.
Para cada A, B € O, Hom(A, B) := BA.

e o la composicion entre funciones.

Para cada A € O, idy € A% la funcién identidad.
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Ahora bien, si A, B,C € O, f € By g € OB, entonces go f € C4
y dado que la composiciéon de funciones es asociativa, foidy = f y
idgo f = f, para cada f € B, todo lo anterior da lugar a una categoria
llamada la categoria de conjuntos que es denotada por SET .

2. Sea Y la clase de todos los grupos. Definimos:

e U =Y.
e Para cada G, H € O,
Hom(G,H) :={f:G — H| f es morfismo de grupos}.

e o la composicion entre funciones.

e Para cada G € O, idg la funcion identidad.
Como la composiciéon entre dos morfismos de grupos es también un
morfismo de grupos, de que idg es un morfismo de grupos y dado que la
composicion de funciones es asociativa, foidg = f y idyg o f = f, para

cada f € Hom(G, H) se ve que todo lo anterior forma una categoria
llamada la categoria de grupos que es denotada por GRP.

3. Sea F un campo. Definimos:

O la clase de todos los [F — espacios vectoriales de dimension finita.
Para cada V,W € O,

Hom(V,W) :={T :V — W |T es transformacion lineal}

o la composicion entre funciones.

Para cada V € O, idy la funciéon identidad.

De que la composicién entre dos transformaciones lineales es también
una transformacion lineal, de que idy es una transformacion lineal y
dado que la composiciéon de funciones es asociativa, T oidy = T y
idy oT =T para cada T € Hom(V, W) se ve que todo lo anterior forma
una categoria llamada la categoria de F — espacios vectoriales de
dimension finita que es denotada por VECr.

Ejemplo 4.4. Sea M un monoide con elemento neutro e € M. Definimos:
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e O:={M}.

e Hom(M,M) := M.

e o la operacién en el monoide M.
e idy =e.

De que la operacion en el monoide M sea cerrada y asociativa y de las pro-
piedades de e € M se sigue que todo lo anterior da lugar a una categoria
denotada por C'(M). Observar que esta es una categoria con un solo objeto,
y ademas, los morfismos de ella son los elementos del monoide M.

Si en el ejemplo anterior reemplazamos al monoide M con elemento neutro
e por el grupo G con elemento neutro e, obtenemos la categoria C(G).

Ejemplo 4.5. La categoria de semigrupos SGRP.
Sea S la clase de todos los semigrupos. Definimos:
e 0 :=8.

e Para cada S,T € O,
Hom(S,T):={f:S — T| f es morfismo de semigrupos}

e o la composicion entre funciones.
e Para cada S € O, idg la funcion identidad.

De que la composiciéon entre dos morfismos de semigrupos sea de nuevo un
morfismo de semigrupos, de que la funcién identidad sea un morfismo de
semigrupos y dado que la composiciéon de funciones es asociativa, foidg = f
y idr o f = f para cada f € Hom(S,T) se deduce que todo lo anterior da
lugar a una categoria, cuyos objetos son los semigrupos y cuyos morfismos
son los morfismos de semigrupos. Denotamos a ésta categoria por SGRP y
la llamamos categoria de semigrupos.

A continuacion definimos el concepto de subcategoria de una categoria y
exhibimos algunos ejemplos.
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Definicion 4.6. Sea A una categoria. Una subcategoria B de A consiste

de:

e Una subclase Ob(B) de la clase Ob(.A).
e Para cada X,Y € Ob(B), un conjunto Homg(X,Y).

Ademés, para cada X,Y, Z € Ob(B) se ha de verificar que

1. Homp(X,Y) C Homa(X,Y).

idx € Homp(X, X).

3. Sife Homp(X,Y)y g€ Homp(Y,Z) entonces go f € Homg(X, Z)

Si en adicion ocurre que Homp(X,Y) = Homy(X,Y) para cada X,Y €

Ob(B), entonces se dice que B es una subcategoria plena de A.

De la definicién anterior se deduce que toda subcategoria de una categoria

es por si misma una categoria bajo la misma ley de composicion.

Ejemplo 4.7. Las subcategorias GRP y MON de la categoria SGRP y la
subcategoria AB de la categoria GRP.

1. La categoria de grupos GRP (ver Ejemplo 4.3) es una subcategoria

plena de la categoria SGRP.

. Sea M la clase de todos los monoides y para cada M, N € M sea

Hom :={f : M — N| f es morfismo de monoides}. De que la funcion
identidad sea un morfismo de monoides aunado a que la composicion
entre morfismos de monoides es de nuevo un morfismo de monoides, se
sigue que lo anterior forma una subcategoria de SGRP. Se denota a
esta subcategoria por MON vy se le llama la categoria de monoides.

. Sea A la clase de todos los grupos abelianos (conmutativos) y para cada

A, B € Asea Hom(A,B) := {f : A — B| f es morfismo de grupos}.
De que la funcion identidad sea un morfismo de grupos aunado a que
la composicion entre morfismos de grupos abelianos es de nuevo un
morfismo de grupos abelianos se sigue que lo anterior forma una subca-
tegoria de GRP. Se denota a esta subcategoria por AB y se le llama la
categoria de grupos abelianos.
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Definicion 4.8. Sea A una categoria 'y f € Hom (A, B). Se dice que f es
una:

1. seccidn, si existe g € Hom4(B, A) tal que el siguiente diagrama con-
muta:

ida A
N A
B

2. retraccion, si existe g € Homy(B, A) tal que el siguiente diagrama
conmuta:

A

Ejemplo 4.9. Ejemplos de secciones y retracciones en las categorias

SET y C(G)

e A partir de los Teoremas 2.1 y 2.2, en la categoria SET las funciones
inyectivas son las secciones y las sobreyectivas las retracciones.

e Si (G es un grupo, entonces puesto que cualquier elemento de G tiene
un inverso, se sigue que cualquier morfismo de la categoria C'(G) es una
secciéon y una retraccion.

A los morfismos que son a la vez secciones y retracciones se les da un
nombre especial.

Definicion 4.10. Sea A una categoria y f € Homy(A, B). Se dice que
f es un A-isomorfismo (o simplemente isomorfismo) si f es a la vez
una secciéon y una retraccion. Si entre los objetos A y B existe al menos un

isomorfismo de A en B, entonces se dice que A es isomorfo a B y se denota
A= B.
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Puede caracterizarse a los isomorfismos de una categoria por medio de
la siguiente proposicion, cuya demostracion y la del corolario que le sigue se
omiten por su sencillez.

Proposicion 4.11. Sea A una categoria y f € Hom (A, B). Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. f es un isomorfismo.

2. Existe g € Hom (B, A) tal que el siguiente diagrama conmuta:

A ida A

N

B B

A partir de la proposicion anterior se sigue el corolario.

Corolario 4.12. Sea A una categoria y f € Hom (A, B) un isomorfismo.
Entonces existe un unico g € Hom (B, A) que hace conmutativo al siguiente
diagrama:

ida

A— A .
ftylf
B——2DB

idp
Ejemplo 4.13. Ejemplos de isomorfismos en categorias.
e En la categoria SET las funciones biyectivas son los isomorfismos.

e En la categoria SET dos conjuntos A y B son isomorfos si y solo si son
equipotentes.

e Si G es un grupo, entonces cualquier morfismo de la categoria C(G) es
una seccién y una retraccion y por lo tanto un isomorfismo.

e Si A es un objeto de la categoria A, entonces id4 es un isomorfismo, ya
que tdy o tdy = id4.
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Proposicion 4.14. Sean f : A - B y g : B — C dos morfismos de una
categoria A.

1. Si f y g son secciones, entonces go [ es seccion.
2. Si f y g son retracciones, entonces g o f es retraccion.
3. Si f y g son isomorfismos, entonces go f es isomorfismo.

La composicion entre dos secciones (retracciones, isomorfismos) de una
categoria A4 también es una seccion (retraccion, isomorfismo).

Definicion 4.15. Sea A una categoria y f € Hom (A, B). Se dice que f es
un:

1. Monomorfismo si para cada C' € Ob(A) y morfismos o, : C' — A
se verifica lo siguiente: Si el diagrama ~ C' —*= A conmuta, entonces

‘Y
a = (. 0 lo que es lo mismo, foa = fo g implica que a = .

2. Epimorfismo si para cada C € Ob(A) y morfismos o, : B — C

. .. . . f
se verifica lo siguiente: Si el diagrama A ——= B conmuta, entonces

i e

a = . 0 lo que es lo mismo, ao f = o f implica que a = 3.

La composicion entre dos monomorfismos (epimorfismos) de una categoria
A también es un monomorfismo (epimorfismo).

Proposicion 4.16. En cualquier categoria toda seccion es un monomorfismo
y toda retraccion es un epimorfismo.

Demostracion. Sea f : A — B un morfismo de la categoria A. Supongase que
f es una seccion y sean C' € Ob(A) y o, 5 : C — A tales que foa = fof.
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Como f es una seccién entonces existe un morfismo g : B — A tal que
go f =1dy, de manera que se tiene lo siguiente:

foa=fop
go(fea)=go(fop)
(goflea=(gof)op
tdaoa=1dsof

a=p.

L

De ahi que f es un monomorfismo. La prueba para retracciones es similar y
se omite. ]

Observacion 4.17. En general, no todo monomorfismo (epimorfismo) de
una categoria A es una seccion (retraccion). En efecto, considerar al monoide
Z — {0} con operacién el producto usual entre numeros enteros. A partir de
esto considerar a la categoria C'(Z —{0}). Se tiene que 2 € Hom(Z —{0},Z —
{0}) es un monomorfismo, pues para cada m,n € Hom(Z — {0},Z — {0}),
2n = 2m implica que n = m. Sin embargo, 2 € Hom(Z — {0},7Z — {0}) no es
una seccion, pues no existe k € Hom(Z — {0},Z — {0}) tal que 2k = 1.

Ejemplo 4.18. Caracterizacion de monomorfismos y epimorfismos en SE7T .
Con base en los Teoremas 2.1 y 2.2 se deduce que los siguientes enunciados
son equivalentes para cada funcion f: A — B con A # ()

1. f es inyectiva (sobreyectiva).
2. f es seccion (retraccion) en SET.

3. f es monomorfismo (epimorfismo) en SET.

Ejemplo 4.19. Caracterizacion de monomorfismos e isomorfismos en VEC £.
En la categoria VECx, T' € Homyge,(V, W) es un monomorfismo (isomorfis-
mo) si y s6lo si T es una funcion inyectiva (T es una funcion biyectiva) (cf.
[3], pags. 40-41).

Ejemplo 4.20. Caracterizacion de epimorfismo en GRP. En la categoria,
GRP, f € Homgrp(G, H) es un epimorfismo si y so6lo si f es una funcion
sobreyectiva (cf. [3], pags. 41-44).
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Observacion 4.21. En las categorias SET y VECF ocurre lo siguiente:

e Sean A, B € Ob(SET). Si existe un monomorfismo de A en B y un
monomorfismo de B en A, entonces A = B.

e Sean V,WW € Ob(VECE). Si existe un monomorfismo de V en W y un
monomorfismo de W en V', entonces V = W.

Sin embargo, la categoria SGRP no cuenta con tal atributo (cf. [3], pags.
107-108).

5 La categoria de semigrupos SGRP

En ésta seccion se describen algunas caracteristicas de la categoria de semigru-
pos SGRP, en particular, se exhiben el producto y coproducto, se caracteri-
zan los monomorfismos y se establece que no todo epimorfismo es sobreyectivo
aunque todo morfismo sobreyectivo es un epimorfismo.

Definiciéon 5.1. Producto cartesiano y la funcién i-ésima proyeccion

e Sea F = (A;)ies una familia de conjuntos indexada por el conjunto I.
Se define el producto cartesiano de la familia F, denotado [[,.; A;,
como sigue:

el

[Lc, Ai i={f : 1 = U, Ai| f(i) € A; para cada i € I},
e Para cada i € I a la funcion
T - Hie] Az — Az

definida por m;(f) := f(7) se le llama la i-ésima proyeccion.

El producto cartesiano de una familia de conjuntos junto con las proyec-
ciones tienen la siguiente propiedad:

Proposicion 5.2. Sea F = (A;)ic; una familia de conjuntos y [[,c; Ai su
producto cartesiano. Entonces para cada conjunto P y cada familia de fun-
ciones {f; : P — Ai}icr, existe una unica funcion ® : P — [],.; A; con la
siquiente propiedad:
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Para cada i € I el siguiente tridngulo conmuta:

p fi A,
S A

Hie] A

Demostracion. Sean p € P e ¢ € I arbitrarios. Como cada funciéon f; va de
P en el conjunto A;, entonces f;(p) € A;. Tiene sentido asi considerar a la
funcion ¢, : I — |J,c; Ai definida por ¢,(i) := f;(p). Ahora bien, como para
cada i € I se tiene que fj(p) € A; , se sigue que ¢, € [[,c; Ai. De acuerdo
con esto, es prudente considerar a la funcion ® : P — []..; A; definida por
®(p) == ¢p.

Veamos que para cada i € I, f; = m; o &. En efecto, sip € Pei € I,
entonces

i€l

mi(@(p)) = 7i(dp) = ¢p(i) = fi(p).

De ahi que f; = m; o ®. Supongase ahora que la funcion ¢ : P — [[,.; A
es tal que para cada ¢ € I, f; =m 0. Sea p € P arbitrario. Entonces para
cada v € I:

Por lo tanto v (p) = ®(p) para cadap € Py 1) = . O
Ahora recordaremos la definiciéon de producto y coproducto en una cate-
goria.

Definicion 5.3. Sean A una categoria y (A;)icr € Ob(A) una familia de
objetos indexada por el conjunto I.

e Un producto para la familia (A;);c; es un objeto P € Ob(.A) junto con
una familia de morfismos {m; : P — A;}ic; con la siguiente propiedad:

Para cada P’ € Ob(A) y cada familia de morfismos {f; : P' — A;}icr
existe un tnico morfismo ¢ : P' — P tal que para cada i € I el siguiente
diagrama conmuta:
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fi Az
N
P

e Un coproducto para la familia (A;);c; es un objeto @ € Ob(.A) junto
con una familia de morfismos {o; : A; — Q}ics con la siguiente propie-
dad:

P/

Para cada Q' € Ob(A) y cada familia de morfismos {f; : A; = Q'}ier
existe un tnico morfismo ¢ : ) — Q' tal que para cada i € I el siguiente
diagrama conmuta:

A

fi Q.
N,

Teorema 5.4. Toda familia no vacia de objetos de SGRP tiene un producto.

Demostracion. Sea (S;);e; una familia de objetos de SGRP indexada por el

conjunto I # () y sea []S; el producto cartesiano de la familia (.5;);e; ( véase
Definicion 5.1). TémeZnGsIe f,g € [[Siei € I arbitrarios. Entonces debe ocurrir
que f(i),g(i) € S; y por consigifente también f(i)g(i) € S; . Tiene sentido
asi considerar a la funcion fg : I — (JS; definida por (fg)(i) := f(i)g(i).
Observe que fg € HISi. Més atn, si sezetloman f,g,h € l_IISi, entonces

S 1€

Por consiguiente (fg)h = f(gh), de manera que [[S; es un semigrupo
il
bajo esta operacion binaria y por lo tanto un objeto de SGRP. Si ademés
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cada S; es un monoide con neutro e;, entonces de la definicion de fg se sigue

que [[S; es un monoide con neutro la funciéon é : I — |JS; definida por
il iel
é(i) := e;. Recordar ahora que la i — ésima funcion proyeccion m; : [[S; — S;
il
esta definida por m;(f) := f(7). De acuerdo a esto se tiene que

mi(fg9) = (f9)(i) = f(i)g(i) = m(f)mi(g).
Por lo tanto cada funciéon proyeccion m; es un morfismo de semigrupos y

en consecuencia, un morfismo de la categoria SGRP. Veamos que el objeto

[]S: junto con los morfismos proyeccion {m; : [[S; — S;}ies son un producto
iel iel

en SGRP para la familia (5;);c; (ver Definicion 5.3). En efecto, sean T' un
semigrupo y {f; : T'— S;}ic;r una familia de morfismos de semigrupos. De la

Proposicion 5.2 se sigue que existe una unica funcion ® : T — []95; tal que
iel
para cada ¢ € [ el siguiente triangulo conmuta:

T i s,
[15:

el

Mas atn, la funcion ® esta dada por ®(t) := ¢, donde ¢, : I — |JS; es
il
definida como ¢(7) := f;(t). Por otro lado, si a,b € T', entonces ®(ab) := ¢
y para cada ¢ € [ se tiene que

®(ab)(i) = dan(i

Por consiguiente ®(ab) = ®(a)®(b) y ¢ es un morfismo de semigrupos.

Suponga que ¥ : T'— [].S; es un morfismo de semigrupos tal que para cada
icl

Matemdticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 1, paginas 5-47



34 Luis Antonio Huerta- Sanchez, Carlos Alberto Lopez-Andrade

i € I se verifica que f; = m; o . Como todo morfismo de semigrupos es
en particular una funcién, de la unicidad de ® se concluye que & = V¥ y el
resultado se sigue. O

Teorema 5.5. Toda familia no vacia de objetos de SGRP tiene un copro-
ducto.

Demostracion. Sea (S;);e; una familia de objetos de SGRP indexada por el
conjunto I # ) y sea ) la coleccion de todos los simbolos de la forma

(a/177;1)(a27i2) e (anvin)
donde n € N, iy € I, a, € S;,, € iy, # ix41 para cada k € {1,2,...,n — 1}.
Sid = (ar,i1)(az,82) -+ (@n,in) ¥ b= (b1, 51) (b2, j2) -+ (B, jim) s€ define

& * l; — { (alvil)(a27i2) e (an7in>(blajl)(b27j2) e (bm,jm) St iy 7é J1-

(a1,i1)(ag,i2) - - - (@b, in) (b2, 52) - - - (b, Jim) St iy = J1.
Observe que cuando el indice que aparece en el ultimo par ordenado de
a difiere del indice que aparece en el primer par ordenado de l;, entonces
los pares ordenados de a y b se concatenan. En caso contrario, cuando el
indice que aparece en el ultimo par ordenado de a coincide con el indice que
aparece en el primer par ordenado de b entonces los pares ordenados de a
y b se concatenan, y luego se reemplaza a (ayn,i,)(b1, 1) por (a,bi,iy,). Esto
puede llevarse a cabo, puesto que como i, = j; entonces a, y b; son ambos
elementos del semigrupo 5;,. Veamos que la operacion * es asociativa. En
efecto, sean a := (ay,i1)(az,i2) - - - (A, in), b := (b1,71) (b2, 52) - -+ (byny Jm) ¥
¢ = (c1,k1)(ca, k2) -+ (¢, ky) elementos de Q. Para establecer la aseveracion se
ha de verificar que en todos los casos que a continuacioén se enuncian resulta
que @ (b* &) = (axDb) * é:

1. Los conjuntos {i,}, {j1}, {jm} v {k1} son disjuntos por pares.

2. i, = j1 y los conjuntos {ji}, {jm} v {k1} son disjuntos por pares.
3. in = Jm y los conjuntos {j1}, {jm} v {k1} son disjuntos por pares.
4. i, = ki y los conjuntos {j1}, {jm} v {k1} son disjuntos por pares.

5. i, = k1 y los conjuntos {i,}, {j1} vy {Jm} son disjuntos por pares.
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6. j1 = k1 y los conjuntos {i,}, {j1} v {Jm} son disjuntos por pares.
7. jm = k1 y los conjuntos {i,}, {j1} y {jm} son disjuntos por pares.
8. j1 = jm y los conjuntos {i,}, {j1} v {k1} son disjuntos por pares.
9. jm = k1 y los conjuntos {i,}, {j1} y {k1} son disjuntos por pares.

10. jm =i, v los conjuntos {i,}, {j1} v {k1} son disjuntos por pares.

11. j; =iy y los conjuntos {i,}, {jm} v {k1} son disjuntos por pares.

12. j1 = Jm v los conjuntos {i,}, {jm} v {k1} son disjuntos por pares.

13. j1 = ky y los conjuntos {i,}, {jm} v {k1} son disjuntos por pares.

4. iy = g1, 1 # Jm Y Jm = ka1

15. i = Jim, Jm #11 Y J1 = k1.

16. = k1, k1 # 51 Y J1 = Jm-

17 4y = J1 = Jm # k1

18. i =J1 = ki # Jm

19. i = Jm = k1 # 51

20. j1 = Jm = k1 #in

M. iy = j; = jm = k1.

Caso 1. Aqui se tiene que a * b= (a1,i1)(az, i) - - - (an,in) (b1, 1) (b2, j2) -

' (bmajm) y bxc = A(bbjl)(b??]‘?) T (bTTL?jm)(Cl?kl)(C??k?) v (c“k?“)‘
Por consiguiente (G * b) * ¢ = (ay,%1)(az,42) « + + (@n, i) (b1, 51) (b2, J2) - - -
(b Jm ) (C1, k1) (C2, ko) (cr, ki) y @x(bxe) = (a1, i1)(az, 12) - (an, in)(b1, j1) (b2, j2)-

) (bm;jm>(cla kl)(C%k?) o (CN kr)

Caso 2. En este caso a % b = (a1,11)(ag,i2) - -+ (anb1,in) (b2, 42) -+ (b, Jm)

Yy l;i“é = (b1,71)(b2,J2) - - + (b, Jm)(c1, k1) (ca, k2) - - - (¢, k). Por consiguiente
(axb)xc = (ay,i1)(ag,i2)  (anb1,in) (b2, j2) (b, Jm) (1, k1) (o, k2) -+ (cr, k) y
&*<b*é) = (abil)(a27i2)“'(anblain)<b27j2)'“(bm7jm)<clvkl)(C%kQ)“'(CT‘vk )
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Caso 5. En este caso axb = (ay, 1) (a2, i2)-+(an, in) (b1, j1) (b2, j2) -+ (b jim)

y bxé = (b1, 71) (b2, 72) -+ (bin, Jm ) (€1, k1) (Co, ko) -+ (¢, k). Por consiguiente (ax*

b)xc = (a1, 11)(az, 12) -~ (an, i) (b1, j1) (b2, j2) - (b, Jm) (c1, k1) (C2, k2 ) -+ (cr, Ky )

y &(* (b*)é) = (a1, i1)(az,42) -~ (an, in) (b1, 1) (b2, J2) - - (b i) (c1, k1) (c2, K2) -
(e, k).

Caso 7. En este caso axb = (ay,11)(ag, i2) - (an, iy ) (b1, j1) (b2, j2) -+ (bymy Gm)
ybxe= (b1, 71) (b, 32) -+ - (bmea, Jm)(ca, ko) - - (¢, k). Por consiguiente
(axb)x¢ = (a1,41)(ag, 2)+ (@n, in) (b1, j1) (b2, J2) -+ (bmct, Jm) (c2, k2) -+ (cry kr) ¥
&*(b*é) = (al,il)(a%w)'”(amin)<b1aj1)(b27j2)"'(bmchjm)(C?? kQ)"'(CT’ kr)

Caso 11. En este caso a b = (ay,i) - - - (anb1, j1)(ba, j2) - - - (b jom)
ybxé = (bi,j1) - (b jm)(cr, k1) - - - (¢, k). Por lo tanto (@ * I:)) % ¢ =
(a17i1) v (anblajl)(b%]é) T (bmvjm)(clvkl) T (CTva) y a * (b * é) =
(a1,i1) - - - (anbu, J1)(b2, j2) = -+ (s Jim) (1, k1) - - - (s ki)

Caso 14. En este caso a*b = (ay,11)(az,i2) - - - (anb1,in) (b2, J2) - - (b, Jm)

y b ¥ ¢ = (b1,71)(b2,J2) - -+ (bme1, Jm)(c2,k2) - - - (¢r, ky). Por consiguiente
(a*b) ‘o= (a1,41)(ag,42) - - - (@nbi,in) (b, J2) - =+ (b1, Jim) (2, k2) -+ (cry k) ¥
ax (bxc) = (ai,i1)(az, i) - - (anbr, i) (b2, j2) - = - (bmc1, Jm)(c2, ka) - - - (cr, Kir).

Caso 17. En este caso axb = (ay,i1)(as,i2) - - (anby, in) (b2, j2) - - - (b jom)
y lA)ikc = (b1, 71) (b2, 72) = =+ (b, jm)(c1, k1) (c2, k2) - - - (¢, k). Por consiguiente
(axb)x¢ = (a1, i1)(az,iz) - (anbr, in)(ba, j2) - (b, ) (c1, k1) (ca, ko) -+ (cr, p) y
ax(bxc) = (ar,i1)(az, iz) -~ (anbi,in) (b2, j2) -~ (b, m) (c1, k1) (c2, k2) -+ (cr, Kr).

Caso 20. En este caso a * b= (ay,11)(ag, i) - -+ (an,in) (b1, j1) (b2, 72) - - -
by Jm) ¥ b ¢ = (b, j1)(bs, ja2) - - - (bmer, k1) (ca, k2) - - - (¢, Ky ). Por lo tanto
& IZ)*C - (ath)(a’QvZ?) '(amin)(blujl)(b27j2)"'(bm017 /{;1)<02, kZ)"'(Cm kr) y

ax(bxe) = (a1,41)(ag, i2) (an, in) (b1, J1) (b2, J2) -~ (bmcy, k1) (ca, ko) -+ (cr, Kir).

Los casos restantes se verifican de manera analoga a los anteriores y por eso
se omiten. Se concluye asi que * es una operacion asociativa. Por consiguiente
(@, %) es un semigrupo. Ahora bien, para cada ¢ € [ sea 0; : S; — Q la
funcion definida por o;(a) := (a,i). Si a,b € S; entonces o;(ab) := (ab,i) =
(a,i) % (b,i) = o;(a) * 0;(b) y por lo tanto cada funcién ¢; es un morfismo de
semigrupos. Sea 7' un semigrupo arbitrario y {f; : S; = T }ie; una familia de
morfismos de semigrupos. Considere ahora a la funcion ¥ : Q — T definida
por Y[(ay,i1)(az,iz) -+ (an,in)] = fi,(a1)fir(az) - - - fi,(a,). Veamos que
U es un morfismo de semigrupos: si a := (ay,i1)(ag, %) - - - (ap,ip) y b =
(b1, 71)(ba, 72) - - - (b, jm), entonces se tienen los siguientes dos casos

—~
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Caso (a) i, # j1. En esta situacion se tiene que

W(a#b) = Wl(ar,ir)(az,is) - - (an, i) (br, 1) (b2, j2) - - - (b im)]
= fi(a1) fiy(a2) -+~ fi, (an) f5,(01) fi,(b2) - - - £, (bin)
= [fi(a1) fis(az) - - - fi, (@n)][f5, (01) f, (b2) - - - £, (b )]
= W(a)¥(h)

Caso (b) i, = j1. En este caso se tiene que

U(a*b) = W[(ar,i1)(az, ia) - - - (anby, in) (b2, 52) - -+ (bms jin)]
= fi(a1) fi(az) - -+ fi, (anby) fi,(b2) - - - [, (bn)
= fula) fi(az) -+ - fi,(@n) f5,(01) 12 (b2) - - [ (bin)
= [fu(a1) fis(az) - -+ fi, (@n)][f5 (01) f1o(b2) - - - [, (b))
= W(a)w(b)
De lo anterior puede concluirse que ¥ es un morfismo de semigrupos. Més

aun, si i € I y a € S;, entonces ¥(o;(a)) = ¥(a,i) = fi(a). Por lo tanto
fi =V oo; y para cada ¢ € I el siguiente tridngulo conmuta:

[y — T
N,

Suponga ahora que ¥’ : Q — T es un morfismo de semigrupos tal que
fi=V'oo; paracadai € I. Sia:= (a,i1)(az,iz) - - - (an,i,) € Q entonces

V(@) = V'[(ar,i1)(az, d2) - - - (an, in)]
= U'[(ay,i1) * (ag, i) * - - - % (Qp, in)]
= U'(ay, 1) (az,is) - - - V'(an, i)
= V(04 (a1)) V' (05, (az)) - - V(0s,(an))
= fu(a1) fi(az) - - - fi, (an)
= U[(ar,i1)(az, iz) - - - (an, in)]
= ¥(a)
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De donde W' = W. Asi, de acuerdo con la Definicion 5.3 se sigue que @)
junto con la familia de morfismos de semigrupos {o; : S; — Q}ie; son un
coproducto en SGRP para la familia (S;);e; - O

Definicién 5.6. Sean Sy, .95, ..., S, n semigrupos. Sobre el conjunto Sy x Sy X
-+ x 8, se define la siguiente operaciéon binaria

(CLl, ag, ..., CLn)(bl, bQ, ey bn) = (albl, CLQbQ, ey anbn)

De la asociatividad de cada S; se sigue que esta operacion entre n-adas es
asociativa y por lo tanto S7 x S5 x - -+ X S, es un semigrupo. Cuando cada
S; es un monoide con neutro e; entonces S; X Sy X - -+ X S, es un monoide
con neutro la n-ada (eg, es, ..., ;). Llamamos a este semigrupo (monoide) el
producto directo de los semigrupos (monoides) Sy, So, ..., Sy,

Lema 5.7. Si f : S — T es un morfismo de semigrupos, entonces Ker(f) es
un subsemigrupo de S x S.

Demostracion. Tomense (a,b), (¢,d) € Ker(f). Entonces

fla)=f(®) v [f(c)=f(d)
— f(a)f(e) = f(b)f(d)
— f(ac) = f(bd)
— (a,b)(c,d) = (ac,bd) € Ker(f)

]

En el Ejemplo 4.19 se afirma que los monomorfismos en la categoria VEC
son precisamente las transformaciones lineales inyectivas, en la categoria de
semigrupos SGRP ocurre algo similar.

Teorema 5.8. Monomorfismos en la categoria SGRP. El morfismo de se-
migrupos f : S — T es un monomorfismo en la categoria SGRP si y solo si
f es una funcion inyectiva.

Demostracion. =) Suponga que f : S — T es un monomorfismo en SGRP.
De acuerdo con el lema 5.7 Ker(f) es subsemigrupo de S x S y por lo tanto
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Ker(f) es un semigrupo. Considere a las funciones «, 8 : Ker(f) — S defi-
nidas por a(z,y) := x y S(z,y) := y. Observe que para cada (x,y), (w,2) €
Ker(f) se tiene lo siguiente:

al(z, y)(w, 2)] = a(zw, yz)

= a(z,y)a(w, 2)

De ahi que a es un morfismo de semigrupos. De manera analoga se exhibe
que (3 es un morfismo de semigrupos. Mas atn, para cada (z,y) € Ker(f) se
tiene que fla(z,y)] = f(z) = f(y) = f18(z,)] y por consiguiente f o a =
f o B. Ahora bien, como f es, por hipdtesis, monomorfismo en SGRP se
sigue entonces que o = (. Asi, para cada (z,y) € Ker(f) se verifica que
a(z,y) = B(z,y), de donde x = y y por tanto (z,y) € Ag. De ahi que
Ker(f) € Ag y por consiguiente Ker(f) = Ag. De la Proposicion 2.4 se
concluye que f debe ser inyectiva.

<) Suponga que f es inyectiva y sean R un semigrupo y «,5 : R — S
morfismos de semigrupos tales que f o a = f o 5. Como en particular R, S y
T son conjuntos y «, 8y f son funciones, entonces del Teorema 2.1 se sigue
que o = 3 y por consiguiente f debe ser un monomorfismo en SGRP. ]

Por otro lado, el Ejemplo 4.20 afirma que los epimorfismos de la categoria
de grupos GRP son precisamente los morfismos sobreyectivos de grupos. Sin
embargo, en la categoria de semigrupos no todo epimorfismo es un morfismo
sobreyectivo.

Ejemplo 5.9. Definase N* := NU {0} y considere a los semigrupos (N*, +)
y (Z,+). Sea ¢ : N* — Z la funcién inclusion. Es claro que ¢ es un morfismo
de semigrupos. Ademés, observe que ¢ no es una funciéon sobreyectiva. Ahora
bien, sean S un semigrupo y «a, 5 : Z — S morfismos de semigrupos tales que
a ot = o Veamos que «(Z) es un monoide con neutro «(0). En efecto,
puesto que a es un morfismo de semigrupos, de la Proposicion 3.22 se deduce
que «(Z) es un subsemigrupo de S. Ahora bien, para cada n € Z se tiene que
a(n)a(0) = a(n +0) = a(n) y también a(0)a(n) = «(0 +n) = a(n). Por
consiguiente a(n)a(0) = a(n) = a(0)a(n) y a(Z) es un monoide con neutro
a(0). De manera anéloga se deduce que 5(Z) es un monoide con neutro 3(0).
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Observese que, como « ot = 3 o, entonces para cada n € N*

—
~

a(n) = a(y(n))
(n))

En particular tenemos que «(0) = 5(0). Ahora veamos que o« = . En
efecto, en virtud de la observacion anterior, para exhibir que a@ = 3 solo resta
mostrar que para cada n € N con n < 0 se tiene que a(n) = B(n). Sean € N.
Entonces —n < 0 y se tiene lo siguiente

a(—n) = a(—n)a(0)
= a(-n)B(0)
=a(-n)B(n + (—n))
= a(—n)[B(n)B(-n)]
= a(—n)[a(n)f(—n)]
= [a(—=n)a(n)]B(—n)
= a(—n+n)B(—n)
= a(0)8(—n)
= 53(0)3(—n)
= B(—n)

De lo anterior se sigue que, en definitiva, o = (. Esto tltimo permite
concluir que ¢ : N* — Z es un epimorfismo en SGRP que no es sobreyectivo.

Sin embargo, si se cumple la siguiente proposicion.

Proposicion 5.10. Todo morfismo sobreyectivo de semigrupos es un epimor-
fismo en la categoria SGRP.

Demostracion. Sea f : S — T un morfismo sobreyectivo de semigrupos.
Toémense un semigrupo arbitrario, digamos R, y un par de morfismos de se-
migrupos «, f : T — R tales que ao f = o f.Sit € T, de la sobreyectividad
de f puede escribirse t = f(s) para algin s € S. Asi, a(t) = a(f(s)) =
B(f(s)) = B(t) y por consiguiente « = . En consecuencia, f es un epimor-
fismo en SGRP. ]
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6 La categoria de monoides conmutativos can-
celables MCC y el grupo de Grothendieck

En ésta seccion se define la categoria de monoides conmutativos y cancelables
MCC y se describe la construccion del grupo de Grothendieck (cf. [5]) de un
monoide conmutativo cancelable. Se exhibe que todo monoide conmutativo
y cancelable puede sumergirse en su grupo conmutativo de Grothendieck y
también se establece que el grupo conmutativo de Grothendieck del monoide
(N*, +) es isomorfo al grupo (Z,+).

Definiciéon 6.1. Sea S un semigrupo. Se dice que a € S es:

1. cancelable a la izquierda si para cada x,y € S se verifica que ax = ay
implica que x = y.

2. cancelable a la derecha si para cada z,y € S se verifica que xa = ya
implica que = = y.

3. cancelable si a es a la vez cancelable a la izquierda y a la derecha.
Definiciéon 6.2. Se dice que el semigrupo S es:

1. cancelable a la izquierda si todo elemento de S es cancelable a la
izquierda.

2. cancelable a la derecha si todo elemento de S es cancelable a la
derecha.

3. cancelable si todo elemento de S es cancelable.
Ejemplo 6.3. Semigrupos cancelables.

e Todo grupo es cancelable.

e El monoide (N*, +) es cancelable.

En lo que sigue, O denotara a la clase de todos los monoides conmutativos
y cancelables. Para cada M, N € O se define

Hom(M,N):={f: M — N | f es morfismo de monoides}.
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No es dificil ver que lo anterior forma una subcategoria de SGRP a la que
se denotara por MCC. Tomese M € O. Sobre el monoide producto M x M
se define la siguiente relacion:

(a,b)p(c,d) <= ad = be

Veamos que p es una equivalencia sobre M x M. En efecto, como M es
conmutativo, entonces para cada (a,b) € M x M se tiene que ab = ba. Luego
(a,b)p(a,b)y pes reflexiva. Suponga ahora que (a, b)p(c, d). Entonces ad = be,
o lo que es lo mismo ¢b = da. De ahi que (¢,d)p(a,b) y por consiguiente p
es simétrica. Finalmente, suponga que (a,b)p(c,d) v (c,d)p(e, f). Entonces
ad = bcy cf = de, o lo que es lo mismo ad = bc y de = fc. De la igualdad
ad = bc se obtiene que ade = bce, y puesto que de = fc se obtiene asi que
afc = bce = bec. De esta ultima igualdad y de que M es cancelable se sigue
que af = be. Por lo tanto (a,b)p(e, f) y p es transitiva. Por consiguiente p
es una equivalencia sobre M x M. Ahora veamos que p es una congruencia
sobre M x M. En primer lugar, observar que de la conmutatividad de M y
de que la operacion en el monoide producto se lleva a cabo entrada a entrada
se sigue que M x M es también conmutativo. Debido a esto, solo bastara
mostrar que p es una congruencia izquierda. Suponga que (a,b)p(c,d) y sea
(r,y) € M x M arbitrario. Entonces ad = bc, de donde xyad = xybe. Asi,
asociando y conmutando convenientemente se llega a que rayd = ybxc. De
ahi que (z,y)(a,b)p(z,y)(c,d) y por consiguiente p es una congruencia sobre
M x M. Asi que 22M o5 de acuerdo a la Proposicion 3.24, un monoide con
neutro [(enr, €nr)],, siempre que ey, sea el elemento neutro de M.

El monoide w con neutro [(ear, enr)], tiene las propiedades enunciadas

en el siguiente lema.

Lema 6.4. Propiedades del monoide MM

1 MxM
’ p

es un monoide conmutativo.

2. Para cada a € M se verifica que (a,a)p(enm,en) y por tanto [(a,a)], =
[(ear, ear)],-

3. [(a,0)],[(b, a)], = [(ear, en)],
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Demostracion. La primera propiedad se deduce de la conmutatividad de M x
M. La segunda, se sigue de notar que siempre se verifica la identidad aey; =
aepr. Ahora bien, para cada (a,b) € M x M se tiene que:

[(@, D), [(b; a)l, = [(a,0)(b, a)], = [(ab, ba)], = [(ab, ab)], = [(en; ear)l,,

por lo que la ultima propiedad se sigue. O

Observese que de las propiedades 1 y 3 del lema anterior se concluye que
MM og yn grupo conmutativo. Se denotara a este grupo por G(M).

Definicion 6.5. Al grupo G(M) se le llamara grupo conmutativo de
Grothendieck del monoide M.

Proposicién 6.6. Todo monoide conmutativo y cancelable se sumerge en su
grupo conmutativo de Grothendieck.

Demostracion. Sea M € Oy considérese a la funcion ny, : M — G(M) defini-
da por nys(a) := [(a, enr)],. Es claro que 775 mapea al neutro en el neutro. Ade-
mas, si a,b € M son tales que ny(a) = nar(b) entonces [(a, er)], = [(b, enm)],
de donde (a, epr)p(b, err). Luego aepr = epb y asi a = b. Por consiguiente 7,y
es una funciéon inyectiva. Mas atn, observe que

w(ab) :

[(ab, enr)],

[(a, enr)(bs enr)],
[(a, enr)]p[(b, enr)],
v (@)nar(b)

De donde 1y, es un morfismo inyectivo de monoides, asi por la Proposicion
3.30 se sigue que M es isomorfo a un submonoide de G(M). Llamaremos al
morfismo 7, la inmersién de M en G(M). O

Teorema 6.7. Para cada grupo conmutativo A y cada morfismo de monoides
f:M — A con M € O existe un unico morfismo de grupos F : G(M) — A
que hace conmutar al siguiente tridngulo

M ! A
G(M)
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Demostracion. Sean A un grupo conmutativo y f : M — A un morfismo
de monoides. Se define a F' : G(M) — A como F([(a,b)],) := f(a)f(b)~".

Veamos que F' esta bien definida:

[(a,b)], = [(c, d)],

— (a.b)p(e.d)

— ad = be

= f(ad) = f(bc)

= fla)f(d) = f(b)f(c)
= f@f®)~" = fle)f(a)™
— F([(a,0)],) = F([(c,d)],)

Ahora, veamos que F' es un morfismo de grupos:

F([(a, D), [(e, d)],) = F([(ac, bd)], )
= f(ac)f(bd)™
= f(a)f(e)f(O) " f(d)
= (f(a)f(0) )(f(e)f(d))
= F({(a,0)],) F([(c, d)],)

Maés atn, para cada a € M se tiene que

F(nu(a)) = F([(a,en)l,) = fa)f(en)™" = fla)ea = f(a).
Por consiguiente f = F o ny,. Suponga ahora que F' : G(M) — A es un
morfismo de grupos para el cual f = F’ o ny,. Entonces

F'([(a,b)],) = F'([(a, ear)(enr, b)],)

Se concluye de esto ultimo que F’' = F' y el resultado se sigue. O
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Corolario 6.8. Sea M € O y suponga que para el grupo abeliano G existe
un morfismo de monoides v : M — G con la siguiente propiedad:

Para cada grupo abeliano A y cada morfismo de monoides f : M — A
eziste un unico morfismo de grupos F' : G — A que hace conmutar al siguiente
triangulo

f

NA

G

M A

Entonces G(M) = G.

Demostracion. De la Proposicion 6.7 y de la hipotesis se sigue que existen
morfismos de grupos (que ademéas deben ser tnicos) ¢ : G — G(M) y ¢ :
G(M) — G que hacen conmutativos a los siguientes triangulos

M y M - G

= G(M)
NN A

G(M)

O lo que es lo mismo, ¢ ot = ny; v ¥ oy = ¢. De estas igualdades se
desprende que (¢pop)ony =y y (Yop)or =, por lo que tenemos entonces
que el siguiente par de tridangulos es conmutativo:

y M - G

M o G(M)
N N
G(M) G

Por otro lado, es claro que los triangulos

M - G

M s Q(M) y
% Aﬂ \ A:;
G(M) ¢
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también son conmutativos. De las hipotesis de unicidad debe ocurrir que
po = idgay y ¥ o ¢ = idg. Por consiguiente ¢ : G(M) — G es un
isomorfismo de grupos y con ello G(M) = G. O

Ejemplo 6.9. Considere al monoide (N*,+), al grupo abeliano (Z,+) y a
la funcién inclusion ¢ : N* — Z. Sea f : N* — A un morfismo de monoides
con A un grupo abeliano. No es dificil probar (usando induccién) que para
cada n € N*, f(n) = f(1)". Ahora bien, puesto que f(1) € A, y en A si
tiene sentido considerar potencias negativas, podemos considerar a la funcion
f :7Z — A dada para cada n € Z por F(n) := f(1)". De las leyes de los
exponentes en un grupo se sigue facilmente que F' es un morfismo de grupos,
y ademas, claramente, F ot = f. Si L : Z — A es otro morfismo de grupos
tal que L ot = f, entonces para cada n € N*, L(n) = f(n) = f(1)" = F(n).
Sea n € Z con n < 0, entonces —n > 0y asi L(—n) = F(—n). Tenemos la
siguiente cadena de igualdades: F(n)F(—n) = F(0) = L(0) = L(n)L(—n),
de donde F(n)F(—n) = L(n)L(—n) con F(—n) = L(—n). De esto ultimo,
F(n) = L(n) para n < 0. Por consiguiente para cada n € Z, F(n) = L(n)
y en consecuencia F' = L. De todo lo anterior, (Z,+) junto con la inclusion
cumplen todas las condiciones del Corolario 6.8 y por consiguiente G(N*) = Z.

Para concluir el presente capitulo de libro se menciona que el grupo de
Grothendieck de un monoide conmutativo y cancelable puede emplearse para
establecer el siguiente resultado:

Proposicion 6.10. (cf. [3] pdgs. 102-105.) Epimorfismos en MCC. Sea f :
M — N un morfismo de MCC. Entonces, f es un epimorfismo en MCC si
y solo si para cada n € N existen a,b € M tales que nf(b) = f(a).
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El arte de la logica I (paradojas y tolerancia)
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Resumen

En enero de 2023 los autores de este capitulo presentaron el libro El arte
de la ldgica, |2], escrito por Eugenia Cheng, cuyo objetivo es, grosso mo-
do, mostrar que la légica es una poderosa herramienta para argumentar
no soélo en las ciencias, sino también para entender a los demés, para com-
prender el origen de los desacuerdos y conocerse a uno mismo. Queremos
mostrar s6lo un botén de este valioso libro.

1 ;Qué son las paradojas?

En las matematicas se presentan a veces teoremas que parecen extranos e
increibles, pero que son logicamente inatacables; tal es el caso del Teorema de
Banach-Tarski, méas conocido como “Paradoja de Banach-Tarski”, que en for-
ma casi inconcebible, asegura que cualquier esfera compacta se puede dividir
en un numero finito de pedazos (por lo menos 5) de manera tal que al volver
a pegarlos resulten, no una, sino dos esferas también compactas e idénticas
en tamano a la original [10]; es una pena que la prueba del teorema no di-
ga como realizar tan asombrosa operacion, mediante la cual, segiin Kasner y
Newman en su libro “Matemaéticas e imaginacion”, [11], “podriamos redistri-
buir las partes de un guisante de modo que, sin expansion ni distorsion, y sin
que dos partes tengan algin punto en comuin, llene rapidamente el universo
entero y no quede ningin espacio vacante, ni en el interior del guisante, ni en
el universo”. Verdaderamente este teorema trasciende la intuicion y la imagi-
naciéon, pero de ninguna manera debemos imponerle el titulo de paradoja, a
menos que tomemos el significado de paradoja en un sentido amplio, capaz de
contener toda situacién que, por contraria a la intuicién y al sentido comun,
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alcanza a provocar de inmediato un sentimiento de sorpresa. Siendo asi, las
paradojas pueden ser de 4 tipos:

(1) Afirmaciones que parecen falsas, aunque en realidad son verdaderas,
como la Paradoja de Banach-Tarski mencionada arriba.

(2) Afirmaciones que parecen verdaderas, pero en realidad son falsas,
como la creencia de los pitagoéricos de que cualesquiera dos segmentos son
conmensurables.

(3) Cadenas de razonamientos aparentemente impecables pero que con-
ducen a contradicciones logicas (este tipo de paradoja suele llamarse falacia),
como las paradojas de Zenodn, acerca de la imposibilidad del movimiento.

(4) Proposiciones cuya veracidad o falsedad es indecidible.

Como ejemplo de este tltimo tipo de paradojas esta la proposicion Esta
frase es falsa, a la que llamaremos p. La paradoja aparece cuando pregunta-
mos si p es verdadera o es falsa. Si suponemos que es verdadera, entonces lo
que dice p es verdadero y, por lo tanto, p es falsa; pero, si p es falsa, entonces
lo que dice es falso y p seria verdadera. Esta paradoja es una de tantas versio-
nes de la asi llamada paradoja de Epiménides el mentiroso. Epiménides fue
un legendario poeta griego que vivié en Creta hacia el siglo VI a. de C. La
frase que se le atribuye es “Todos los cretenses son mentirosos”, la cual da pie
a una contradiccion logica si se admite que los mentirosos siempre mienten,
mientras que las personas que no son mentirosas, los veraces, dicen siempre la
verdad. Con esta declaracion, la frase de Epiménides no puede ser verdadera
porque si lo fuera, entonces Epiménides seria mentiroso y, por tanto, lo que
dice es falso. Pero entonces se deduciria que los cretenses son veraces y, por
ende, lo que Epiménides dice seria verdadero.

Esta paradoja ha fascinado a filosofos, cientificos, pintores, escritores, etc.,
desde que Epiménides la inventd. Jorge Luis Borges y Adolfo Bioy Casares,
en una de sus antologias de literatura fantéstica, nos presentan esta version:

“En Sumatra, alguien quiere doctorarse de adivino; el brujo examinador
le pregunta si sera reprobado o si pasari. El candidato responde que sera

reprobado...”

Léase también una de las cuestiones sometidas al juicio de Sancho Panza,
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como gobernador de la Insula de Barataria en el Quijote, parte II, capitulo LI.

.Recuerdan al barbero del pueblo (el que afeita sélo a aquél habitante del
pueblo que no se afeita a si mismo)?. ;Quién afeita al barbero? La paradoja
de Berry consiste en que “el menor entero no nombrable con menos de veinte
silabas” ha sido expresado con 19 silabas, y la de Grelling surge al considerar
el adjetivo “heterolégico” un adjetivo se llama heterolégico si la propiedad
que expresa no se aplica a si mismo; por ejemplo, “polisilabico” no es hetero-
logico, pero...“heterolégico” ;es heterologico?

Para presentar de manera mas divertida el conocimiento de estas parado-
jas y, aprovechando que Kurt Gédel es el més reconocido 16gico matematico
del siglo XX y que desde nino siempre hacia muchas preguntas, tanto que su
familia lo llamaba Herr Warum (el sefior por qué), en [3] hicimos que este nino
les platicara, a su mama y a su papa (y con ello, a nosotros), las paradojas del
Quijote, la de Grelling, la forma simplificada de la paradoja de Epiménides,
asi como otras similares que dan lugar al fenémeno de regresion infinita y
al de bucle extrano, autorreferencia o regresion infinita en un ntmero finito
de pasos, como las que aparecen en cénones de Juan Sebastian Bach y en
algunos magnificos cuadros del pintor neerlandés Maurits Cornelius Escher,
aquél en donde pinta una mano dibujando a otra mano que a su vez dibuja a
la primera y asi, en un proceso interminable de regreso al punto de partida en
dos pasos; o como ese otro cuadro en donde unos monjes suben y suben apa-
rentemente, por la escalera de una torre, pero regresan siempre al mismo sitio.

En su extraordinario libro, Gédel, Escher, Bach. Un eterno y grdcil bucle,
[9], Douglas R. Hofstadter analiza magistralmente el fenomeno de bucle ex-
trano y explica no solo el teorema de incompletitud de Gdédel, sino también
todo tipo de conexiones fascinantes entre las estructuras logicas y las estruc-
turas abstractas en la musica de Bach y los grabados de Escher, cuyas obras
son profundamente matematicas, a la vez que muy satisfactorias en términos
artisticos.

Antes del teorema de Godel, muchos matematicos, entre ellos Hilbert (ver
la seccion 2), pensaban que, a diferencia del mundo real, el de las mateméaticas
era un mundo perfectamente l6gico, en el que todo era demostrable. Godel
les arroj6 un balde de agua fria con su teorema. En esencia, lo que hizo fue
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codificar formalmente la proposicion este enunciado no es demostrable. De
entrada podemos determinar que este enunciado es verdadero: si fuera falso,
significaria que es demostrable, pero esto lo convertiria en verdadero y lle-
garfamos a una contradiccién. Sin embargo, el hecho de que sea verdadero
significa que no es demostrable, porque esto es lo que el enunciado afirma.
Godel mostré que es posible construir este enunciado usando el lenguaje de
la aritmética, mostrando asi que cualquier sistema axiomético que incluya la
aritmética de los nimeros enteros, es incompleto, es decir, hay proposiciones
escritas en el lenguaje de tal sistema, que no se pueden demostrar en él.

La paradoja de Godel es una paradoja veridica, es decir, no hay nada
malo con la logica; atn asi, algunos matematicos se enfadaron tanto con su
conclusion, que se negaron a creer en ella, aunque no encontraron ningin pro-
blema en la demostracion. La paradoja nos advierte que deberiamos limitar
nuestras expectativas sobre lo que las matemaéticas pueden hacer.

2 Importancia de las paradojas en la historia
de la Matematica

Como el lector seguramente ha percibido, aunque algunas paradojas puedan
parecer simples amenidades, otras han llevado a la matematica a crisis y a
nociones muy profundas.

Los pitagoricos del siglo VI a. de C. pensaban que cualesquiera dos seg-
mentos son conmensurables, es decir, que se puede usar cualquiera de los dos
como unidad para medir el otro. Esto equivale a decir, en lenguaje méas mo-
derno, que el cociente de las longitudes de los dos segmentos siempre es un
ntmero racional. Como el proceso para medir uno de los segmentos, usan-
do como unidad el otro, era analogo al de hallar el méximo comin divisor
de dos nimeros naturales mediante el denominado posteriormente algoritmo
de Euclides, y este algoritmo siempre termina en un ntmero finito de pasos,
pensaban los griegos de entonces que con los segmentos igual ocurria y asi
siempre podian encontrar un segmento que cabia un numero entero de veces
en cada uno de los dos segmentos dados, y que entonces el cociente de sus
longitudes era un cociente de enteros, es decir, un nimero racional. La para-
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doja comenzod, y con ella el desconcierto y la crisis de la Escuela Pitagoérica,
cuando uno de los miembros de la secta, Hipaso de Metaponto, prob6 que la
diagonal y el lado de un pentégono regular no son segmentos conmensurables.
Como el cociente de sus longitudes (la diagonal entre el lado) es el nimero
aureo, éste resulto ser el primer ntmero irracional descubierto en la historia
de la matematica. ([4], [12]). Los historiadores coinciden en considerar el de-
cubrimiento de la inconmensurabilidad como el inicio de la decadencia de la
escuela pitagorica y el inicio de la preponderancia de la geometria sobre el al-
gebra y la aritmética hasta entonces desarrolladas. Numeros tan consentidos
por los pitagoricos, como la raiz cuadrada de 2 (la razon entre la diagonal y el
lado de un cuadrado) o el numero &ureo (la razon entre la diagonal y el lado
de un pentégono regular), ya no eran ntimeros como antes los concebian (co-
cientes de enteros). Afortunadamente son construibles con regla y compés. A
los nimeros construibles con regla y compés se les puede sumar, restar, mul-
tiplicar, dividir entre si, y sacarles raiz cuadrada, sin salirse de dicho conjunto
de ntimeros. Ahora la geometria era la reina, y los niimeros construibles con
regla y compas, el nuevo campo de ntimeros con los que trabajar. Ver [5].

Las paradojas de Zenén de Elea acerca de la imposibilidad del movimien-
to, también produjeron la prudencia de los fil6sofos griegos en cuanto al uso
del infinito, lo que se refleja, por ejemplo, en el tratamiento que le da Euclides
al concepto de recta, viéndola mas como un “segmento que puede prolongarse
hacia ambos lados todo lo que se necesite” (infinito potencial), que como una
recta “dada en toda su extension” (infinito actual).

La mayor parte de las paradojas del tipo 4, aquéllas cuya veracidad es
indecidible, se refieren a afirmaciones de “todos los miembros de una cierta
clase de cosas, y que, o bien las afirmaciones o las cosas a las que esas afirma-
ciones se refieren, pertenecen a esas clases. Como vieron Poincaré y Russell,
en todas estas paradojas, que llamaremos seméanticas, hay una definiciéon que
contiene lo definido, y los conceptos l6gicos o matematicos estan encubiertos
por palabras. No ocurre lo mismo con las que dieron origen a la “crisis de los
fundamentos™ las paradojas logicas. Veamos algunos ejemplos:

Cesari Burali-Forti descubrié, en 1897, que la suposiciéon de que, en una

teoria de conjuntos, la totalidad de los nimeros ordinales forma un conjunto,
lleva a una contradiccion en dicha teoria. Entre las primeras paradojas logicas
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figura la de Georg Cantor (1845-1918), el creador de la teoria de conjuntos.
El observé que no se puede hablar del “conjunto de todos los conjuntos”,
pues hacerlo llevaria a contradecir el llamado Teorema de Cantor: Dado un
conjunto A de a elementos, con o un cardinal finito o infinito, el conjunto de
todos los subconjuntos de A (llamado conjunto potencia de A y denotado por
P(U)) tiene un numero de elementos (cardinalidad) mayor estrictamente que
« (en efecto: sean U el conjunto de todos los conjuntos y P(U) su conjunto
potencia. Si U fuera conjunto, por el Teorema de Cantor se tendria que la
cardinalidad de U es menor que la de P(U); pero P(U) es un subconjunto
de U, asi que su cardinalidad es menor o igual que la de U, lo cual es una
contradiccion. )

Probablemente la méas famosa de todas las paradojas es la de Bertrand
Russell, publicada en 1902. Las dificultades que encierra esta paradoja son
semejantes a las que encontramos en la paradoja de Grelling. Téngase en
cuenta que hay colecciones de conjuntos que pueden pertencerse a si mismos,
como la coleccién de todos los conjuntos, que es un elemento de si mismo.
De una manera analoga, si colocamos en un armario un catalogo con tapas
azules de todos los libros del armario que tengan tapas azules, el catalogo se
catalogard a si mismo. Russell propuso su paradoja del barbero para explicar
su paradoja sobre los conjuntos que tendrian que ser miembros de si mismos,
la cual describimos a continuacion:

Sea A el conjunto de aquellos conjuntos que no son elementos de si mismos,
esto es:

A ={B | B es un conjunto y B ¢ B}

La pregunta es: (A € A7 Si A € A, entonces A ¢ A, lo que es una contra-
diccion. Por lo tanto, A ¢ A; pero entonces A € A, por definicion de A, y
nuevamente esto es una contradiccion.

Esta paradoja produjo uno de los momentos méas dramaticos en la historia
de la logica: el eminente logico aleman Gottlob Frege acababa de concluir el
segundo volumen de la obra a la que habia dedicado su vida, Los fundamen-
tos de la aritmética, donde creia haber desarrollado una teoria de conjuntos
coherente, capaz de ser cimiento de toda la matematica. En 1902, estando el
volumen en prensa, Frege recibié una carta de Russell en donde le habl6 de
su paradoja. La teoria de conjuntos de Frege permitia la formacion del con-
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junto de todos los conjuntos que no son miembros de si mismos, que, como
ya vimos, aunque tiene apariencia de conjunto bien formado, es contradicto-
rio. Frege tuvo el tiempo justo de insertar un breve apéndice que comenzaba
asi: “Dificilmente puede un cientifico tener que afrontar nada més indeseable
que ver hundirse los cimientos justamente cuando da fin a su obra. Tal es la
situacion en que me encuentro tras la carta de Mr. Bertrand Russell” [7].

Para la fundamentacion de las matemaéticas las paradojas seménticas no
son peligrosas. De hecho quedaron explicadas cuando Bertrand Russell dis-
tinguio6 entre lenguaje y metalenguaje (ver la seccion 3). Hemos querido dedi-
carles algunos renglones, porque prepararon el camino de las otras paradojas.
Para estas tltimas, las légicas, las soluciones no han sido nada triviales; pro-
dujeron una oleada de discusiones entre los matematicos, que culminé hacia
1930, y en la que se perfilaron tres tendencias: logicista, formalista e intuicio-
nista.

El logicismo debié su nombre al hecho de pretender que los conceptos bé-
sicos de la matemaética podian definirse mediante recursos puramente logicos,
con lo cual la matematica se convertia en una parte de la logica. El caudillo de
este grupo fue Bertrand Russell quien, para eliminar las paradojas, formul6
y admitio el siguiente principio de exclusion de circulo vicioso: “Un elemento
cuya definiciéon implica la totalidad de los elementos de un conjunto, no puede
pertenecer a este conjunto”.

Puede verse el punto de partida del formalismo en los Fundamentos de
geometria de Hilbert, que ofrecié el modelo de una disciplina matemética
construida segin el método axiomaético, “método que no sélo era perfecta-
mente adecuado al caracter formal de la matemética, sino que eliminaba de
los fundamentos matematicos la intuicién, con sus hébitos mentales y sus
moldes tradicionales” [1].

El grupo intuicionista, cuyo adalid fue el holandés L. E. J. Brouwer, man-
tiene que ningun concepto matematico es admisible, a menos que se pueda
construir. Dicho grupo no acepta el Axioma de Elecciéon, una de cuyas con-
secuencias es la Paradoja de Banach-Tarski, con la que comenzamos nuestro
escrito. Para los intuicionistas, se ha depositado demasiada confianza en la
demostracion por contradiccion. Para ellos, las proposiciones no (no p) y p
son diferentes (no necesariamente son logicamente equivalentes).
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3 Tolerancia

La matematica, pianista, pintora y cocinera Eugenia Cheng, en su libro “El
arte de la logica” reflexiona acerca de la tolerancia y la amplitud de criterio.
Como ella senala, “es bueno aspirar a ser una persona tolerante y de crite-
rio amplio, pero ;significa esto que debes tolerar las opiniones intolerantes y
llenas de odio? ;Significa que tienes que mantener amplio tu criterio hacia
los comportamientos mas estrechos de criterio? Yo sostengo que no”. Se tra-
ta quiza de una version sutil de la paradoja de Russell, como veremos, pues
para que se produzca esta paradoja, estan involucradas las propiedades de la
negacion logica y de la doble negacion. Como en la paradoja de Russell, se
puede resolver el problema de la tolerancia reduciendo el alcance de nuestro
cuantificador. En lugar de pensar que tolerante significa “tolerante con todas
las cosas”, deberia significar “tolerante con todas las cosas que no danan a
otra gente”, o alguna restriccion parecida.

En mateméticas hay una estructura algebraica muy importante, que es
la estructura de grupo; consta de un conjunto G con una operacién binaria
asociativa (es decir, una funciéon + que, a cada dos elementos a y b de G, le
asocia otro elemento de GG, denotado por a + b y tal que, para cualesquiera
elementos a, by ¢ de G, se cumple que a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢)), con un
elemento neutro o identidad bajo la operacion +, denotado por 0 (es decir,
para todo elemento a de G, a +0 =0+ a = a) y, para cada elemento a € G
hay un inverso de a, también en G, (—a) (que cumple a+ (—a) = (—a)+a =
0). Hay muchos ejemplos de grupos; el mas sencillo es el grupo trivial, que
consta de un solo elemento, G = {0}, con la operacién + tal que 0+ 0 = 0.
También hay grupos muy grandes,como el conjunto de niimeros reales con la
suma usual, y grupos més sofisticados, como el grupo de isometrias del plano
euclidiano (traslaciones, rotaciones, reflexiones y composiciones de todas ellas
en el plano cartesiano R?, con la composicién de funciones como operacién
binaria). Después del grupo trivial, quiza el grupo mas sencillo sea el grupo
(Zy,+), formado por los enteros modulo 2 (los tnicos residuos posibles al
dividir los enteros entre 2, es decir, el conjunto {0,1}), con la suma modulo
2, que se define mediante la siguiente tabla:
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+
0
1

_ OO
O ==

Esta estructura matematica aparece en muchos sitios. Por ejemplo, como
la doble negacion produce una afirmacion (“no no tengo sed” equivale a la
proposicion “tengo sed”), si sumamos los “no”, vemos que un “no” méas otro no”

a como resultado ningin “no”; y obtenemos la misma tabla que la anterior,
d Itad “no” bt 1 tabl 1 t
en donde 0 se sustituye por “no negar” y 1 por negar “negar”, y la operacion
+ es aplicar una operacion logica (negar o no negar) tras otra. Es un “grupo
isomorfo” a (Zy, +):

+ ‘ no negar negar

no negar | no negar negar

negar negar  no negar

De nuevo hallamos esta estructura si pensamos en la suma de nimeros
pares e impares:

+ par  impar

par par  impar

impar | impar  par
o si pensamos en la multiplicacién de ntimeros positivos y negativos:

X positivo  negativo

positivo | positivo negativo

negativo | negativo positivo

Podria aparecer esta misma estructura de grupo si la aplicamos a la
tolerancia y a la intolerancia? Como quedamos,:

e si eres tolerante con la tolerancia, entonces eres tolerante;
e si eres intolerante con la tolerancia, entonces eres intolerante;
e si eres tolerante con la intolerancia, entonces eres intolerante;

e si eres intolerante con la intolerancia, entonces eres tolerante
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De nuevo esto encaja en una cuadricula como la de (Zy, +), de la siguiente
manera:

X tolerante  intolerante

tolerante tolerante  intolerante

intolerante | intolerante  tolerante

Esto significa que no tiene uno que sentirse obligado a ser tolerante con la
gente llena de odio, de prejuicios, de fanatismo, o que hiere a los demés. “Es
mas -dice Eugenia Cheng- creo en la necesidad de confrontarlos y hacerles ver
que su comportamiento es inaceptable”.

Como hemos dicho en parrafos anteriores, las paradojas semanticas que-
daron explicadas cuando Bertran Russell distingui6 entre lenguaje y metalen-
guaje. La nocion de metalenguaje fue ideada y desarrollada por el matematico
polaco Alfred Tarski. Para comprenderla, analicemos por ejemplo la expre-
sion: “esta frase es falsa”; jes o no falsa?. Esta forma de preguntar carece de
sentido, puesto que nos lleva a una contradiccién. Profundizando un poco nos
damos cuenta de que lo que realmente hubiéramos querido decir es: «“esta
frase es falsa” es una frase falsa», lo cual es muy distinto. Los dos adjetivos
“falsa” que aparecen en la expresion, no se refieren ni significan lo mismo. Esté
claro que si la expresion «Esta frase es falsa» esta escrita en un determinado
lenguaje, la expresion «“esta frase es falsa” es una frase falsa» lo esta en un
lenguaje distinto: en un lenguaje que hace referencia al anterior, es decir, en
un metalenguaje.

Eugenia Cheng también aprovecha la forma en que los matematicos resol-
vieron las paradojas seméanticas y la de Russell. Inventaron varios niveles:

(1) Colecciones de objetos, definidas con cuidado (mediante proposiciones
logicas, es decir, proposiciones cuyo valor de verdad si es decidible); se les
llama conjuntos.

(2) Colecciones de conjuntos; a veces se les llama conjuntos grandes o
clases.

(3) Colecciones de conjuntos grandes, a los que podemos llamar conjuntos
super grandes o conglomerados.
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(4) Colecciones de conjuntos stuper grande, a los que podemos llamarles
conjuntos siper stper grandes o carteles.

(5) ...y asi sucesivamente.

En este caso, podriamos decidir que vamos a ser tolerantes con las ideas de
la gente, pero no necesariamente con sus metaideas. Su intolerancia hacia las
ideas de otra gente contaria como metaidea y no se requiere que la toleremos.
Es importante ser consciente de que separar conceptos en niveles también se
nos puede girar en contra; por ejemplo, en el caso del conocimiento compar-
tido. Podemos establecer los niveles asi:

(1) Las cosas;

(2) el conocimiento sobre las cosas;

(3) el conocimiento sobre el conocimiento sobre las cosas; podemos lla-
marlo metaconocimiento;

(4) el conocimiento sobre el metaconocimiento; podemos llamarlo meta-
metaconocimiento;

(5) ...y asi sucesivamente.

Supongamos por ejemplo que surgen acusaciones de abusos sexuales con-
tra una persona famosa. Por desgracia, a veces sucede que la gente que la
rodeaba reconoce que, durante anos, “todo el mundo lo sabia”; pero...;sabia
todo el mundo que todo el mundo lo sabia? Esto se encuentra en el nivel del
metaconocimiento. A veces hace falta metametaconocimiento, antes de que
las victimas se puedan unir para afrontar al victimario. Esta es una de las ra-
zones por la que los agresores intentan evitar que las victimas se comuniquen,
con amenazas y abusos de poder, o incluso con un acuerdo judicial y una
clausula que obliga a guardar silencio, u otro tipo de pagos. El conocimien-
to compartido, y el metaconocimiento en todos los niveles, son herramientas
inportantes contra este tipo de manipulaciéon. ;No acaso se manipula de esta
manera cuando se inventa una mentira o se crea un montaje para desacredi-
tar a un gobierno y se repite y repite en todos los medios que estan en “nado
sincronizado” con el medio que cred la mentira para crearle artificialmente
entre la poblacion una aparente certeza, es decir, generar una opiniéon a nivel
de metaconocimiento? o al revés, jno hubo acaso un pacto de silencio entre
la clase politica y los medios, durante los gobiernos neoliberales para ocultar,
lo mas posible, toda la violencia que existia?
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Eugenia Cheng concluye con esta interesante idea: “Quiza te sorprenda
que pensar sobre paradojas logicas y matematicas puede llevar a discusiones
que en apariencia estdn alejadas de las matematicas, como la tolerancia y
la amplitud de criterio. Pero para mi, esto es solo parte del hecho de que el
pensamiento logico nos ayuda en todos los aspectos de la vida, incluso en
nuestras interacciones personales con los seres humanos ilogicos.”
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Abstract

In this work we aim to formalize the equivalence between the Arrow s
Imposibility Theorem and the Gibbard-Satterhwaite Manipulability The-
orem. To demonstrate such equivalence, we delve into the proof tech-
niques of the imposibility and manipulability theorems analyzing several
versions of those theorems according to different functions, namely, social
choice, social welfare functions and voting rules. Subsequently, we study
the possible equivalences to set the basic notation and the corresponding
Arrow’s theorem version and its interrelations. On the other hand, we
proceed analogously for the manipulability theorem focusing on the re-
sults obtained by D. Makinson. Finally, we demonstrate the equivalence
between the impossibility and the manipulability theorems.

1 Introduction

The Social Choice Theory’s subject matter is the procedures to choose can-
didates given the voters’ preferences. Such procedures are analyzed and clas-
sified according to features, considered rational. Kelly et al. [1| present an
introductory approach to this theory, which started in 1951 with the doc-
toral dissertation by Arrow, entitled “Social choice and individual values”
|2], where the electoral procedures are standardized, transforming the voters’
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preferences into a social preference, which is later considering the best can-
didates from such social preferences, having, as a result, those candidates.
Arrow [2] used the term social welfare function to refer to the relation trans-
forming each set of individual’s total pre-orders into a total preorder (voting
global preferences), concluding that there does not exist any social welfare
function with a minimum number of rational properties unless it is a dicta-
torship (in the voting context, the dictator imposes its preferences). On the
other hand, there is an important aspect to take into account, regarding the
voters, which Arrow did not consider, which are the manipulability situations
for electoral processes, where a voter can lie to obtain a more convenient result
than the one obtained instead of voting honestly. In this line of thought, the
Gibbard-Satterthwaite’s manipulability theorem, established that all choice
functions satisfying a set of desirable properties are necessarily manipulable.
We bear in mind that the proofs of both theorems display striking similarities
in the demonstration techniques. For this reason, several authors disregard
its equivalence, without offering any proof. Hence, in this work, we focus on
determining and formalizing the equivalence between both theorems. To this
aim, we need to delve into several proofs, in addition to the different ver-
sions of the Impossibility and Manipulability Theorems, according to several
electoral procedures: social choice and social welfare functions and voting
rules. Subsequently, we will revisit the possible equivalences. This chapter
is constituted by several sections, in the following order: in the first place,
we introduce the Arrow ’s theorem versions to analyze its interrelations and
classic proof, subsequently, we introduce different versions of the manipula-
bility theorem and we present a classic proof of it, highlighting those carried
out by Makinson et al. [3].

From the latter, we show the equivalences between the impossibility and
the manipulability theorems, from the techniques shown in the preceding
sections [4], with the aim to thoroughly show the equivalence between the
Arrow’s impossibility theorem and the Gibbard-Satterthwaite’s manipulabil-
ity theorem.

2 Elemental definitions

The social choice theory studies thoroughly the preferences of an individual’s
set over a set of determined alternatives, to provide a global preference or the
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best alternatives, where the main goal is to establish which choice systems are
fair or appropriate, satisfying the society as a set, expressing the preferences
as total pre-orders. Hence, we introduce the following definition

Definition 2.1. A binary relation = over a set X is a total pre-order if:
e = is transitive Va,b,c €X if a>=b and b=c then a>=c.
e = is total if V a,b € X, holdsa = b orb = a.
Definition 2.2. A binary relation = over a set X is a linear order if:
e = is total.
e > is transitive.
e = is anti-symmetric Va,be X if it holds a>=b and b=a, then a = b.
Definition 2.3. Relations associated to a total pre-order =:
ea~bifax=bANDb>=a.
ea=bifa=bAb f a.

It is straightforward to notice that in Definition 2.1, the reflexivity is
not included since it is derived immediately from the totality of the relation.
From such result we deduce Definition 2.2, as well as Definition 2.3 which is
necessary. From the latter we are able to establish the following notation:
a~b denotes that a is "indifferent to" b. We use a>b, to denote that a is
"less strict than" b, and a*=b, denotes that a "is as good as" b. Likewise, PT
denotes the total pre-orders set and OL the set of linear orders. We will refer
to the subject study individuals set as N, the set of alternatives X, and &7*(X)
to denote the set of alternatives (where * is used by convention to stand for
the non-empty power set of X), V denotes the collection of subsets of 22*(X)
(which we will call "agenda"), and to denote the set of the best alternatives in
V' according to the preferences in u, we use f(u, V') where f,(V) and f(u, V)
are equivalent (the latter to avoid confusing considering the literature).

In Social Choice Theory, to enunciate and demonstrate the Arrow’s Im-
posibility Theorem and the Gibbard-Satterthwaite’s Manipulability Theorem,
it is necessary to define social choice functions, social welfare functions, and
voting rules.
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Definition 2.4. Let X denote a set of alternatives. A social choice function
f 1s a function of the form

[ PT"x2*(X) — 2%(X) such as f(u,V)CV.

We establish some choice rules for the social choice functions:

Simple Majority Rule: Let X = {z,y}, N = {1,...,n} and consider the
pairs of the form (u, V') with ue PT". We define:

{z}, if ieN 2 >=; y|>[ieN 1y >; z|.
fu (V) =< {y}, if ieN:y =; x| >ieN 1z =; y. (1)
{z,y}, otherwise .

Absolute Majority Rule: Proceeding analogously as in the simple majority
rule. We define:

{z}, if ieN 1z =; y| >
fu (V) =< {y}, if ieN 1y =; z| >

{z,y}, otherwise .

S |3

(2)

Projection Rule: Let i denote an individual, v a profile and V' an agenda.
Hence, without loss of generality, we define:

fu (V) = mazx (V=) (3)

Borda Rule: Let u = {=, =9, =3, ..., = }, for each z€X, z is associated
with a natural number r;(z), corresponding to the position of z in the total
pre-order 3=; where 7; (xr) m<m is the largest integer such as there exists
x1, T2, ..., T €X with z; >; x;41 and 21 = . We define:

ru@) = i), ()

fPWV)={zeV iry(z) > r,(y) V yeV}. (5)

In addition to the previous rules, we need to provide some properties to
the social choice function.
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Definition 2.5. An individual i is a dictator-fes if for all w, and for all
agenda Ve P*(X) and for any x,y €X, with x =; y and for x €V, then

y ¢fu(V).

Definition 2.6. A social choice function is a dictatorship-fes if there exists
and individual i which is a dictator-fes.

Definition 2.7. A social choice function f : PT"x 2*(X) — P*(X) satis-
fies standard domain if:

o There are at least three elements in X.
o f is defined for all the possible pairs in PT"x 27*(X).

Definition 2.8. We denote by =; [\ the pre-order corresponding to the in-
dwidual restricted to the agenda V', and w [y the profile u restricted to the
agenda V.

Definition 2.9. A social choice function f : PT"x 2*(X) — 27*(X) satis-
fies Irrelevant Alternatives Independence (AIA — fes) if for any profiles u, '
and every agenda Ve P*(X) such asu [y, =u' [y, it holds f, (V) = fu (V).

Definition 2.10. A social choice function f : PT"xP*(X) — 2*(X)
satisfies Transitive Explanations if for every profile u there exists a total pre-
order =, such as for every agenda V€ P*(X) it holds f, (V) = max(V, '=,).

Definition 2.11. A social choice function f : PT"x22*(X) — P*(X)
satisfies Pareto if for every profile u, every agenda VEZP*(X), and for any

alternatives x,y satisfying €V, ifV i €N x =; y, then y&f., (V).

Definition 2.12. A social choice function f : PT"x2*(X) — P*(X) is
Deterministic if for every profile u and every agenda V' it holds |f, (V)| = 1.

From the previous definition, we are able to introduce the notion of ma-
nipulability, which essentially manifests that an individual ¢ which we will
refer to as manipulator, obtains better results by lying over telling the truth.

Definition 2.13. A deterministic social choice function is manipulable-fes,
if there exists an individual i (manipulator), an agenda V', a profile u and a
pre-order =" such as fupr/q(V)=i fu (V).
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Definition 2.14. A social choice function is non-impositive for pairs if for
any x,y € X there exists u such as f,({z,y}) = {z}

Definition 2.15. A social choice function is optimistically manipulable if
there exists an indwidual i (optimistic manipulator), an agenda V', a profile
u and an order =* such as there exists x € fyp-+/i(V) satisfying x =; y for

every y € fu(V).

From an interpretation of Definition 2.15, we can notice straightforwardly
that individual 7 is indeed a manipulator, and obtains a set with at least a
better element than the best element in the true preferences set. Analogous
to this definition, we enunciate the manipulability in a pessimistic fashion.

Definition 2.16. A social choice function is manipulable in a pessimistic
sense if there exists an individual i (pessimistic manipulator), an agenda V,
a profile u and an order =* such as there exists y € f, (V) satisfying v =; y

for every fup/(V).

In this case, Definition 2.16, states that the manipulator obtains a set in
which the worst element of the set represents the lie, which is better than the
worst element representing the true preferences. In this context, and from the
definitions shown up to Definition 2.16, we need to define the Social Welfare
Functions:

Definition 2.17. A Social Welfare Function f is a function satisfying f :
PT" — PT .

It can be easily noticed that in the social welfare functions, the input is
a profile and the output the individuals’ global preferences. The transition
between social choice and social welfare functions is given by assigning a
pre-order to the winning alternatives in the social choice function, i.e.

fu (V) =70 (6)

Definition 2.18. We define the top of an individual i as a pre-order as follows
top; (=) = max; (X, =) .

The whole path from the beginning of the chapter to Definition 2.18 sets
the foundations to define social welfare functions. Hereafter, we remain to
enunciate several rules and properties for social welfare functions, which are
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equivalent to the rules and properties enunciated for social choice functions,
both in the construction, structure, and notation (nomenclature). Hence,
we do not enunciate such rules and properties for social welfare functions.
However, in the deterministic case, we modify the notation as follows:

Definition 2.19. A social welfare function f: OL"™ — OL is deterministic
if f(u) ==, where = is a linear order.

Definition 2.20. A deterministic social welfare function is manipulable-fbs
if there exists an individual i, a profile u and an order >=* satisfying: f (u) =
{z1, 22, ..., 7, q, ...}T, f(u[=*/i]) = {z1, 22, ..., p, b, ...}T, and b =; a.

Definition 2.21. A social welfare function is non-impositive-fbs if for every
= €OL there exists a profile u such as f (u) = »=.

We proceed at this point to focus on Voting Rules (highlighting that a
voting rule assigns the best alternatives to a profile), for which, the definitions
and construction are analogous, to those corresponding to social choice theory,
giving place to the corresponding Simple Majority rule, Absolute Majority
Rule and Borda Rules for voting rules. Considering in the case of voting rules
since there exists a transition between them and the social welfare functions,
we have that the winner for the Borda rule is given by the pre-order top which
is the image of the social welfare function. Moreover, and in a similar way
as in social welfare and social choice functions, we define the properties for
the individual 7 considered as dictator-rv, voting rules-f, dictatorial voting
rules-rv, and Pareto-rv.

Definition 2.22. A wvoting rule [ is a function satisfying f : PT" —
Definition 2.23. A voting rule f : PT" — 22*(X) satisfies non-imposition-
rv if for every x € X there exists u such as f (u) = {x} .

Definition 2.24. An indiwiduali is an inclusive dictator if for every uw € PT"
holds top,(u) S f(u).

Definition 2.25. A voting rule f is inclusively dictactorial if there exists and
individual © which is an inclusive dictator.

Definition 2.26. An individual i is a weak inclusive dictator if for every
profile w €PT™ it holds top;(u) N f(u) # 0.
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Definition 2.27. A voting rule f is weakly inclusive dictatorial if there exists
an individual © which is a weak inclusive dictator.

Definition 2.28. A wvoting rule is optimistically manipulable if there exists
an individual i, a profile u, and an order =* with x € f(u[>*/i]) such as for
every y € f(u) holds x »; y.

3 Arrow’s Imposibility Theorem

Theorem 3.1. Let f : PT"xP*(X) — 2*(X) a social choice function,
satisfying standard domain, transitive explanations, IIA — fes, and Pareto.
Then f is dictatorial.

With the aim of providing a proof of this theorem, we will enun
ciate several definitions and previous results, necessary to demonstrate the
Arrow’s Imposibility Theorem in its version for social choice functions (The-
orem 3.1). We essentially follow the technique in Salcedo et al. [5] (a similar
technique is found in Kelly et al. [1]).

Definition 3.2. A non-empty subset S of N is locally decisive for x against
y, if for every profile u = (=1, =a, ..., =n) and every agenda V holds x =; y
for every i€S; y =y x for every ke N\S; with z€V. Then yef, (V).

In order to denote that S is locally decisive for = against y, we use xDgy.
From Definition 3.2, it can be noticed that if f satisfies Pareto, then N is
locally decisive.

Definition 3.3. A non-empty subset S of N is globally decisive for x against
y if for every profile u = (%=1, =a, ..., =n) and every agenda V holds © =; y
for every i€S; and x€V. Then y¢f, (V).

To denote that S is globally decisive for x against y, we use xDgy. If
xD%y for any pair of alternatives x,y, we will simply refer to S as decisive.
It is straightforward to deduce that if f satisfies Pareto, then N is globally
decisive.

Lemma 3.4. Let f be a social choice function satisfying transitive explana-
tions, IIA and Pareto then z 3=, y if and only if z€f,({z,y}).
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Proof. Since f satisfies Transitive Explanations it follows:

fu({l', y}) = max({:c, y} ) ku)

Hence, = =, y if and only if ze f,({z,y}). O

Lemma 3.5. First contagion result. Let f be a social choice function
satisfying Standard Domain, Transitive Explanations, IIA and Pareto. Then,
if tDgy = xD¥%z for every z€X with z#x and z#y.

Proof. Let SCN, S#(), with x,yeX, satisfying £y such as xDgy. Then,
since f satisfies Standard Domain, we can consider z€Z such as z#x and
27y.

On the other hand, we want to obtain x D%z, thus, we consider a profile
u and an agenda Ve Z2*(X) such as x >; z for every i€S for x€V. Hence,

xXr
Ul = | <o = (7)
S NS

In order to show that ze€f,(V), we consider v = (=1, %'y, ..., %=,,) such
as it simultaneously holds that uly, , = u'l(, ;@ .y =, z for every i€S,

and y =, z Ay =, x for each k€ N\S. Thus,

Z Y
TNz
oy zp=| 7 T (8)
~
S N\S

Then, from Pareto z¢ f,({y,z}), and from Transitive Explanations we
have y >, z. Since xDgy it holds that y¢ f.,({z,y}) (from Transitive Expla-
nations), and z >, y, hence, by transitivity z >,/ z is equivalent to z¢ f,, ({x, z}).
Then, since u[y, , = u'ly, ,y and since f satisfies ITA, we have f,({y,z}) =
fur ({y, z}). Therefore, it follows that 2¢ fu({x, 2}), i.e. & >, z. From the
latter it can be deduced straightforwardly that z¢max(V, =,), thus z¢ f, (V).

[
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Lemma 3.6. Second contagion result. Let f be a social choice function
satisfying Standard Domain, Transitive Explanations, IIA and Pareto. If it
holds xDgy, then wD%y for any weX with w#x and w#y.

Proof. Let SCN, S#£0 with z, y€ X satisfying x=£y such as x Dgy. We consider
weX such as w#x and w#y, to show wDsy. We consider a profile v and an
agenda VeZ*(X) such as w »; y for every i€S and weV to obtain,

w
ey = | o~ |- (9)
5 N

In order to show that y¢f,(V), we consider v’ = (=1, 'y, ..., =) such as
Ul wy = Wy ey and w = 1 = y for every i€S, and y =, © A w =, x for
every ke N\S. Hence,

w yAw

e e B B (10)
- =~
S N\S

Subsequently, by Pareto x¢ f,/({z,w}) and w >, x. Since x Dgy then y¢ f,({z,y}).
Therefore x >, y. By virtue of Transitive Explanations we have w >,/ v,

hence y¢ fu({y, w}). Then, since f,({y,w}) = fuw({y, w}) it follows straight-
forwardly that y¢maxz(V,=,) and, in consequence, we obtain the desired

result y¢ f,(V). O

Lemma 3.7. General Contagion Theorem. Let f be a social choice func-
tion satisfying Standard Domain, Transitive Fxplanations, IIA and Pareto.
Hence, if it satisfies xDgy for given z,yeX, then wD%z for any pair w,z
with w#z, which means S is decisive.

Proof. Let SCN, S#0 with z, ye X satisfying x#y such as xDgy. Assumption
1: wD%z for any w,z € {x,y,t} and for any t€ X with tz A tzy, without
loss of generality we can consider t€X such as t#x A t#y. Subsequently,
we analyze the agenda {x,y,t} CX. Thus by virtue of Lemma 3.5 it follows
that xDgt, yDéx and tD3y, whereas by virtue of Lemma 3.6 we have yDt,
tDgx and x D3y, which proves the previous assumption.
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If we consider w, x€X with w#z and {w, z} ({z,y} = 0, since xDyz and
applying Assumption 1 to the set {x, z, w} we finally obtain wD¥z. ]

From the latter results we are able to prove Theorem 3.1; hence, we have:
Proof of the Arrow’s Impossibility Theorem (Theorem 3.1)

Proof. Following the hypothesis and since f satisfies Pareto, we have that N
is decisive. Thus, we consider the set .# := {MCN : M is decisive}, where
it can be noticed straighforwardly that .#+#0 since Ne.#. Subsequently, we
can consider S€.# such as |S|<|M| for every Me.#, i.e. S has a minimal
size. Hence, if |S| =1, then S = {i} for a given individual i€ NV, a dictator.
Now, we aim to show that indeed there exists a dictator for which we can
proceed by contradiction. Hence, |S|>2, and without loss of generality we
can consider i€S and S\{i} C N. Subsequently, given that |S|>2 and using
the hypothesis S\{i}#0). Since f satisfies Standard Domain, we can consider
the agenda V' = {z,y, z} and the profile u such as,

x Y Z
z i
ul{oyzy={ 7 = | (11)
~ = =

{iy S\ip NS

Subsequently, we focus on f,({y,z}) and consider the following: since S
is decisive, then z#f,({y,z}), it follows that y >, z. Moreover, focusing
on x =, y, by contradiction, we can assume that it holds that y >, z, i.e.
x#fu({y, z}) and we notice that:

T Y x
a{ey= W = . (12)

{iy  S\{i} NA\S

Since f satisfies Transitive Explanations, it follows that if 2% f,({z,y}), then
x#fu(V) for every agenda V' such as yeV. Indeed, y =, z, and similarly,

by Transitive Explanations f, (V) = maz(V, =,), from which it follows that

if yeV then x#f, (V). Hence, since x >, y for every k€ (N\S)U{i} Ay >, x
(for every je S\ {i}). On the other hand, by the hypothesis it holds % f,.({z, y}),
and by Transitive Explanations it follows that for every agenda with z€V and
x#max(V, =,), then yD ¢\ (y.
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By Lemma 3.7 it follows that S\ {i} is decisive, which contradicts the min-
imal size of S, i.e. |S|<|M]| for every Me.#, thus z =, y. On the other
hand, since y >, z A = =, y then x >, z, which means that z#f, ({z, z}),
and noticing that:

T zZ z
ul{ezp = o 0 I ) (13)

{i}  S\{i} N\S

Since z > x for every keN\{i} A x >=; z 2#f.,({z, 2}), then Dy 2. By
virtue of Lemma 3.7 it follows that {i} is decisive, which contradicts the
minimality of S. Hence, |S| = 1, which means there exists a dictator. O

Moreover, we bear in mind that Theorem 3.8 is a version of the Arrow’s
Imposibility Theorem (Theorem 3.1) for Social Welfare Functions.

Theorem 3.8. Version for social welfare functions. Let f be a social
welfare functions of the form f : PT"—PT which satisfies simultaneously
Pareto-fbs and Independence of Irrelevant Alternatives IIA-fbs. Hence, f is
dictatorial-fbs.

As a consequence of Theorem 3.8, it is possible to build an equivalence
between Theorem 3.1 for social choice functions and social welfare functions.
Hence, hereinafter, we present several results to show the equivalence between
these versions of the Arrow’s Theorem.

Definition 3.9. A social choice function f : PT"xZ*(X) — 2*(X) sat-
isfies Independence of Irrelevant Alternatives by pairs, if for any profiles
u,u' and any pair v,y€X with uly, , = u'l(,,, where y¢f, ({z,y}) then

y¢fw ({2,9})-

Lemma 3.10. Under the hypothesis of Transitive Fxplanations it follows
that Independence of Irrelevance Alternatives for social choice functions is
equivalent to Independence of Irrelevance Alternatives by pairs.

Proof. We proceed to prove such equivalence.
(=) Since f satisfies ITA-fes for any profiles v and " and for every agenda
V with u|,, = «'[,, where yé¢f, (V). In particular, for agendas of the form

V = {x,y}, if y¢f, {z,y}) then yé f ({z,y}).
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(<) Without loss of generality, we can assume that u[,, = u/[,,. Hence,
by virtue of ITA by pairs, if z€f, (V) then x€f,, (V). Thus, proceeding by
contradiction, we assume that z¢f, (V). Since f satisfies Transitive Ex-
planations, by definition it follows that x € max(V,3=,). Moreover, since
xé f (V), implying that x ¢ maxz(V, =,/) which means there exists y€V such
as y >, x. Therefore, by IIA by pairs, it follows that, if z¢f,, ({z,y}) then
z¢ f, ({z,y}). However, by hypothesis z€f, (V') for every agenda V', which
is a contradiction. O

Lemma 3.11. Let f : PT" — PT be a social welfare function and gy :
PT"x 2*(X) — 2*(X) a social choice function associated with f through
the relation gr(u, V) = max(V, =,) where f(u) = =,. If f satisfies Pareto-
fbs and ITA-fbs then gy satisfies Transitive Explanations, IIA-fes and Pareto-

fes.

Proof. By definition g, satisfies Transitive Explanations. We will show that g¢
satisfies Pareto- fes, for which we consider a profile u such as x >=; y for every
7, where it follows that = =, y by virtue of f satisfying Pareto-fbs. Hence,
for every agenda V' with z€V it follows that y ¢gy (u, V) which shows that
gy satisfies Pareto- fes. Finally, as an immediate consequence of Lemma 3.10
gy satisfies ITA- fes. O]

Corollary 3.12. g is Dictatorial-fes.

Proof. Since gy satisfies the hypothesis of the Theorem 3.1 (Arrow) it follows
that gy is Dictatorial- fes. ]

Lemma 3.13. If g; is dictatorial-fes then f is dictatorial-fbs.

Proof. In the first place, we consider a dictator for gf, i.e. an individual :
such as x »; y then y¢f,({x,y}) and, since f,({z,y})C{z,y} it follows that
veful{z,y)).

Hence, by Lemma 3.4 since z€ f,({z,y}), it follows that  >; y. Thus, f
is Dictatorial- fbs. ]

Lemma 3.14. Let g : PT"xZ*(X) — 2*(X) be a social choice function
and fy : PI"™ — PT a social welfare function associated with g by means
of the relation f,(u) = =,, where =, is such as ¢,(V) = mazx(v,=,). If g
satisfies Pareto-fes, IIA-fes, and Transitive Explanations, then f, satisfies
ITA-fbs and Pareto-fbs.
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Proof. In order to show that f, saisfies Pareto-fbs, we consider a profile u
such as x >; y for every . Hence, since g satisfies Pareto- fes, it follows that
y¢max({x,y}, »,) matches y¢g,(V) and it follows that xemaz({z,y}, =.).
In consequence = >, y. Hence, there remains only to show that f, satisfies
ITA-fbs. To this aim, we consider u and u’' two profiles such as u| (o} =
',y and we consider fy(u) = =, and f,(u') = 3=, since we aim to show
that = >, y if and only if z >, y.

Since g by hypothesis satisfies ITA- fes, it follows that g,({z,y}) = gu ({z,y}).
Thus, if z€g,({z,y}) then x >, y by virtue of Lemma 3.4 and furthermore,
if x€gyw({z,y}) then = =, y. Hence, it follows that = >, y if and only if
T =y Y. [

Corollary 3.15. fq is Dictatorial-fbs.

Proof. Since f, satisfies the hypothesis in Theorem 3.1 (Arrow) it follows that
f4 is Dictatorial- fbs. O]

Lemma 3.16. If f, is Dictatorial-fbs then g is Dictatorial-fes.

Proof. We consider a dictator for f,, i.e. an individual such as x >=; y then
x >, y. By virtue of Lemma 3.4 it follows that y¢maz({z,y}, =,), where
y¢g.({z,y}). Hence g is Dictatorial- fes. O

By virtue of the previous results and without loss of generality, we can
build a version of the Arrow’s Impossibility Theorem (Theorem 3.1) for voting
rules, as we will see hereinafter.

Definition 3.17. (MIIA for deterministic voting rules). For any pro-
files u,u'€OL™ and a,beX with a#b, a = f(u) and b = f(u'), there exists
i1€N such as a =; b and a >'; b.

Theorem 3.18. Let f : OL" — P*(X) be a deterministic voting rule
satisfying MIIA and Pareto-rv, then f is Dictatorial-rv.

At this point, we focus on proving the Gibbard-Sattertwaite’s Manipula-
bity Theorem. Hence

Theorem 3.19. (Gibbard-Satterthwaite’s Manipulability Theorem).
Let f : OL™ — X be a deterministic voting rule satisfying non-manipulability
and Pareto-rv, then f is a voting rule Dictatorial-rv.
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In order to prove Theorem 3.19 we need several tools we will define here-
inafter. Hence, in the following we will assume that f is a deterministic voting
rules along with linear orders, and will denote them by f : OL™ — X where
OL is a lineal order and X is a set of alternatives.

Definition 3.20. Let a,beX for a#b and SCN. We define that S can use a
to block b, denoting it by aSb, if for every profile u in which a >; b for every
i€S it follows that f(u)#b. Thus, the set S is an oligarchy if aSb for any
a,beX.

We bear in mind that an oligarchy of a single element corresponds to the
notion of a dictator. We also notice that this notion is similar to the definition
of decisive set in the proof of Theorem 3.1 (Arrow’s Theorem).

Definition 3.21. Let x,ye X, it follows that x>y if and only if x = y and
there does mot exist z such as x > z and z > y.

Definition 3.22. Let = be a linear order. If b>>c, we define =¢ such as
vty & a-y if {x,y}#{a,b}, and c="b. The only difference between the
orders > and ="° is the relation between b and c. Moreover, the order =¢ is
obtained from = by means of a flip between b and c.

Definition 3.23. (Downward monotonicity for deterministic voting
rules). For each profile ucOL"™ with f(u) = a, b>>;c and b#a it follows that
Flul>b/i]) = a.

In other words (regarding Definition 3.23) downward monotonicity is in-
terpreted as a loosing alternative moving downwards in the order or given
individual ¢, without affecting the result.

Definition 3.24. A voting rule f : OL™ — X is manipulable if there exists
a profile u, an individual i and a linear order =* such as v’ = u[>*/i] and it

follows that f(u")>;f(u).

Lemma 3.25. Every non-manipulable deterministic voting rule satisfies down-
ward monotonicity.

Proof. We will suppose that downward monotonicity fails. Hence, there exist
a profile u, alternatives z, y, v, weX and an individual ¢ such as y£W, v£W,
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y>x with f(u) = w and f(u') = v for o' = u[=""/i] and u = W/'[>="Y" /i]. We
will proceed by cases:

Case 1: v=;w in the profile u. We bear in mind that by hypothesis f(u) = w,
and f(u') = v, and since v>;w in u, which represents clearly a manipulation
situation since the individual ¢ obtains better results lying than telling the
truth.

Case 2: w>;v in profile v’. We consider a%=; as the true preferences of i. By
hypothesis it follows that f(u') = v and f(u'[="Y"/i]) = w, and since w>=v
in ', which represents a manipulation situation since the individual i obtains
better results lying.

Case 3: w;v in profile v/ and v>,w in profile v’. We notice in the first
place that it is necessary that v = x and w = y hold, which contradicts the
hypothesis y#£w.

Hence, every voting rule that is not manipulable satisfies downward mono-
tonicity. O]

Given the importance of the obtained result in Lemma 3.25, we will use
u[}.] to denote the profile in which ¢ is placed at the bottom in each indi-
vidual’s preference, ie., uly, + = u[l ], if c¢{z,y} and for every w#c it
follows that x>;c for every individual 7.

Lemma 3.26. Let f : OL™ — X be a voting rule satisfying downward
monotonicity such as f(u) = x. Hence, for any individual i€ N and any
linear order = such as T>=T1>=To>+ - =Xy _o it follows that f(u[=/i]) = .

Proof. By virtue of downward monotonicity it follows that if x,,_o is not
located at the bottom, then it can move downwards without affecting the
result. Hence, iterating this process, the order »=; can be changed until x,,_;
reaches the bottom, without affecting the result. We apply such a procedure
to move in this case x,,_ s to the penultimate place without affecting the
result. Thus, iterating the process as described, we obtain the result we aim
to show. ]

Lemma 3.27. Let f : OL™ — X be a voting rule satisfying downward
monotonicity such as f(u) = xz, then for any individual i€N for which the
linear order y=;x and any linear order = such as y=xi>=To>- - >=Tpy_o it
follows that f(u[=/i]) = x. (Its proof follows from Lemma 3.27).

Proof. The proof is similar to that in 3.26. O
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Lemma 3.28. Let f : OL" — X be a deterministic voting rule satisfying
downward monotonicity, and Pareto, SCN where a,beX and a#b. Hence
aSb if there exists a profile u such as a>=;b for every i€S, b>;a for every

JEN\S, and f(u) = a.

Proof. In order to prove this theorem, we need to consider a profile u’ such
as aSh fails, i.e., for every i€S, a=;b and f(u') = b. Hence, for ' it follows
that a>—;-b for some jEN\S.

Without loss of generality we can build [ = { JEN\S : a%}b}. Thus, we

"a,b

define a profile u” for i€ N\I such as =; = =, and for every j€I, &=, = =,
Since f satisfies downward monotonicity and by virtue of Lemma 3.27 it can
be verified that f(u”) = f(u’ [%;ab/z}) = b for every j€lI. We bear in mind
that u” = u where it follows that f(u) = f(u”) = a, and as a consequence
a = f(u') = b. However, a#b, which contradicts that f is a deterministic
voting rule. Thus, aSb. ]

Lemma 3.29. Let f : OL™ — X be a deterministic voting rule satisfying

downward monotonicity and Pareto, SCN with a,b,ceX two by two different
alternatives. If aSb and S = TUU for TNU = (), then aTc or cUb.

Proof. We will consider a profile u such as a>;b>~;c for every ¢€T', c>;a>;b
for every j€U, and b>;c>;a for every k€ N\S. Hence, u is as follows,

b c
b c a

alfagy=| ¢ b a | (14)

T U N\S
On the other hand, since a>;z, b>;x and c;x for every i€ N and for every
reX\{a,b, c}, and by Pareto it follows that f(u)¢X\{a,b,c}, implying that
f(u)e{a,b, c}. By hypothesis, we have that a.Sb, implying straightforwardly
that f(u)#b, giving place to the possibilities f(u) = a or f(u) = c.

Thus, if f(u) = a, by Lemma 3.28 (Existence Lemma) it follows that aTc
since for every i€T it follows that a>;c and for every j€ N\T we have that
c—;a. Similarly, if f(u) = ¢, by Lemma 3.28 it follows that cUb since for every
j€U implying that ¢-;b and for every i€ N\U it follows that b>;c. ]
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Definition 3.30. A voting rule f : PT" — 27*(X) satisfies unanimity if
for every profile w and i€ N with top,(u) = {x}, then f(u) = {z}.

Proposition 3.31. Every voting rule f : PT" — 22*(X) satisfying Pareto
satisfies Unanimity [6, 7, 8, 9.

Lemma 3.32. Let SCN, for none a,beX it follows that aDb if Pareto holds
[1, 10].

Lemma 3.33. Let SCN and a,b,ceX two by two different alternatives. If
aSh, then aSc and ¢Sb [1, 11].

Lemma 3.34. Let SCN such as aSb for a given pair a,b€ X, then S is an
Oligarchy [1, 11, 12].

Lemma 3.35. If SCN is an Oligarchy and S = TUU for TNU = 0, then T
or U is an Oligarchy [1, 13].

Lemma 3.36. Let f : OL™ — X be a deterministic voting rule satisfying
Pareto. If S is an Oligarchy, then there exists i€S such as {i} is an Oligarchy.
In particular, since N is an Oligarchy (by Pareto), then there exists a voter
which is a dictator for f [1, 14, 15].

Hence, from the previous results, it follows that Theorem 3.19 (Gibbard-
Satterthwaite’s Manipulability Theorem) is a corollary of Lemma 3.36. There-
fore, these results also allow us to enunciate another version of Theorem 3.19,
for example, in the following results, we will provide a version for voting rules.

Theorem 3.37. A wvoting rule f : OL" — P*(X) is non-Manipulable,
non-Impositive and deterministic if and only if it is Dictatorial.

Proof. (<) We will show that if f is Dictatorial then f is non-Manipulable,
deterministic and non-Impositive. In the first place we will show that f is
deterministic. By hypothesis f is dictatorial, hence, we assume that 7 is a
dictator. By definition it follows that f(u) = top,(u) and since the domain of
f is constituted by linear orders, it follows that |top,;(u)| = 1 where |f(u)| = 1,
thus f is deterministic.

To show that f is non-manipulable, we consider a dictator ¢ and we as-
sume that f is manipulable with j a manipulator and =* manipulation sit-
uation, where we can highlight to possibilities j = ¢ and j#i. Hence, if
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J =1, since ¢ is a dictator it follows that f(u[=*/j])>;f (u) which is a con-
tradiction given that, clearly f(u[>=*/j]) = top;(u). For j#i, we notice that
fu[=*/7]) = max(X,=*) and f(u) = mazx(X, ;). Hence, assuming that
f(ul=*/i]) = b, given the existence of a manipulation situation, it follows
that f(ul[>=*/i]) = »;f(u) or similarly b>;max(X, ;) which is a contradic-
tion, and as consequence f is non-manipulable.

On the other hand, by hypothesis, it follows that f is Dictatorial. Hence,
we can assume that ¢ is a Dictator. By definition f(u) = top,(u) and since
the domain of f is constituted by linear orders, it follows that f(u) = {z}
with z€X. Thus, we set f(u) = top;(u) for each alternative in X, there
are different profiles for each winning alternative. The latter implies that,
for each z€X, there exists a profile u such as f(u) = {z}. Therefore, f is
non-impositive.

(=) In this case, we will show that if f is non-manipulable, non-impositive,
and deterministic, then f is dictatorial. To this aim, we will prove Pareto, to
be able to apply Theorem 3.19.

By hypothesis, f is non-impositive, which implies we can assume by contra-
diction that Pareto does not hold, i.e., there exists a profile u such as a>;b
for every i€ N. However, f(u) = b. Furthermore, since f is non-impositive,
there exists a profile v’ such as f(u') = a. Hence, by virtue of Lemma 3.26,
and from u’ we obtain a profile v” of the form,

a a a

ul{z,y} = | =1 o x| (15)

Tp—2 Tp—2 ITp—2 ILTnp—2

where f(u”) = a. Applying another part of Lemma 3.27, from u we obtain a
profile " equal to u” but with f(u”) = b, which contradicts the hypothesis
that f is deterministic, since a profile can only have one image. Therefore,
by Theorem 3.19 it follows that f is Dictatorial. ]

Proposition 3.38. Every voting rule f : PT" — P*(X) satisfying una-
nimity also satisfies non-imposition.

Theorem 3.39. Let f : OL" — Z*(X) be a votling rule satisfying non-
manipulability and non-imposition, then f is a dictatorial voting rule.
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By virtue of the previous results, we have the required tools to obtain
the following result, enunciated and proved by Jhon Duggan and Thomas
Schwartz in 1993 and formally published in 2000 [16].

Theorem 3.40. (Version for non-deterministic voting rules and non-
linear orders). Let f : OL™ — 22*(X) be a voting rule satisfying non-
manipulability either in a pessimistic or optimistic way, and non-imposition.
Then f is a dictatorial weakly inclusive voting rule.

Theorem 3.40 is very important. Indeed, other versions of such theorem
are obtained from Theorem 3.40. We mention some of the most relevant
versions hereinafter.

Theorem 3.41. (Version of Theorem 3.19 for social welfare func-
tions). Let f : OL™ — PT be a deterministic social welfare function satisfy-
ing non-manipulability- fbs and non-imposition by pairs, then f is dictatorial-

fbs [16].

Theorem 3.42. (Version of Theorem 3.19 for deterministic social
choice functions and non-linear orders). Let f : OL"xZ*(X) —
Z*(X) be a deterministic social choice function satisfying non-manipulability-
fes and non-imposition by pairs, then f is dictatorial-fes [4, 17].

Theorem 3.43. (Version of Theorem 3.19 for non-deterministic so-
ctal choice functions and and non-linear orders). Let f : OL"x Z*(X) —
Z*(X) be a non-deterministic social choice function satisfying non-manipulability-
fes either in a optimistic or pessimistic way, and non-impositive by pairs,
then f is dictatorial-fes [4, 17, 18].

4 Equivalence between Theorem 3.1 and Theo-
rem 3.19.

In this section, we accomplish the main goal of this chapter, proving the
equivalence between Theorem 3.1 (Arrow’s Impossibility Theorem) and The-
orem 3.19 (Gibbard-Satterthwaite’s Manipulability Theorem). As a first step,
we will enunciate special versions of the theorems by means of the previous
results, as well as other useful results to reach our goal.
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Theorem 4.1. (Arrow’s Special Theorem, Theorem 3.1). Let f :
OL" — 2*(X) be a deterministic voting rule satisfying Pareto and MIIA,
then f has a dictator [2, 19].

Theorem 4.2. (Gibbard-Satterthwaite’s Special Theorem, Theorem
3.19). Let f: OL" — 2*(X) be a deterministic non-impositive and non-
manipulable voting rule, then f has a dictator [20, 18].

By means of Theorems 4.1 and 4.2 we obtain the following version of
Theorem 3.1:

Theorem 4.3. (Second Arrow’s Spectal Theorem, Theorem 3.1). Let
f:OL" — 2*(X) be a voting rule satisfying Pareto, IIA and downward
monotonicity, then f has a dictator [21].

Since the conclusion is the same in both Theorems 4.2 and 4.3, it will
suffice to show that the premises are equivalent. In order to achieve this, we
will enunciate the following results:

Lemma 4.4. Every voting rule f : OL"™ — 2*(X) satisfying IIA and Pareto
is deterministic [4, 5].

We will see that in the deterministic case, the definition of MIIA is equiv-
alent to ITA along with downward monotonicity (both hold).

Proposition 4.5. Let f be a deterministic voting rule satisfying MIIA, then
f satisfies downward monotonicity.

Proof. Proceeding by contradiction, we notice that it is possible to assume
that MIIA holds, but downward monotonicity does not hold. Hence, it follows
that f(u) = a with b#a, b>;c, furthermore, f(u') = d with d#a and v’ =
u[>f’c / z} Thus, since f satisfies MIIA, it follows that there is an individual

k such as a>=yd and d>,a.

Subsequently, the only one individual for which the preferences change is
individual z. Moreover, the only one change in the linear orders >, and >?’C
is the flip between b and c¢. Hence, since a#b, if a>;d, it necessarily follows
that a>§”cd. Thus, MITA cannot hold, which is a contradiction. O

Proposition 4.6. Let f : OL" — 27*(X) be a deterministic voting rule sat-
isfying Pareto, then MIIA is equivalent to IIA with downward monotonicity.
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Proof. We will show in the first place that MIIA implies ITA and downward
monotonicity. Hence, let us suppose that f satisfies MITA. By Proposition
4.5 f satisfies downward monotonicity. For the ITA case, we will assume that
ulg, y =Wl s f(u) ={a}. Hence, by contradiction, if f is deterministic it
follows that f(u') = {b} and by MIIA implies that there exists ¢ such as a>;b
and a>;b, which is a contradiction.

In the case that downward monotonicity and ITA implies MITIA, we will sup-
pose that ITA and downward monotonicity hold, and assume that f(u) = {a}
and f(u') = {b} with a#b. Hence, proceeding by contradiction, let A =
{k :a=b} and B = {k: : b>—;€a}. By Pareto and given that the preferences
are linear, we have that A and B are non-empty sets, and by construction
AN B =0 and thus B C N\A.

However, if B = N\A it follows that uly, \ = u/|;, , and by IIA b f(u)
which contradicts the hypothesis of f(u') = {b}. If BEN\A, then N\A =
BUA', where for every j€A’ it follows that a>;b. Hence, by downward
monotonicity the individuals’ preferences in A’ can be changed by placing
b over a, forming profile u” such as f(u”) = b. However, by construction
u\{w} = u”]{w}, which by IIA follows that b¢ f(u”), which is a contradic-
tion.

[

Theorem 4.7. Let f : OL" — 2*(X) be a voting rule satisfying Pareto,
then the following are equivalents: (i) f is deterministic and non-manipulable,
(i1) [ is deterministic and satisfies MIIA, and (iii) f satisfies IIA and down-
ward monotonicity [1, 2, 5, 22].

Recalling our main objective, we need to prove that the premises in Theo-
rems 3.1 and 3.19 are equivalent. To prove such equivalence, we will establish
a series of definitions, propositions and lemmas, hereinafter:

Proposition 4.8. Fvery voting rule f : PT" — 2*(X) satisfying Pareto,
also satisfies Unanimity.

Proof. Let u be a profile such as top(u) = {x}, hence, proceeding by contra-
diction, we can assume that top(u) = {z}. Thus, since f is a total function,
it follows that f(u)#£0.

Moreover, by hypothesis, there exists y€X with y#z such as yef(u). Fur-
thermore, by hypothesis, it follows that top;(u) = z, which implies that x>y
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for every i , and thus, by Pareto, it follows that yf(u), which contradicts
the previous assumption where y = f(u). Therefore, f(u) = {z}, thus f
satisfies unanimity.

O
Corollary 4.9. Every voting rule satisfying Pareto, also satisfies non-imposition.

Lemma 4.10. Let f : OL" — 2*(X) be a deterministic non-manipulable
and non-impositive voting rule, then f satisfies Pareto.

Proof. In order to show that f satisfies Pareto, we need to see that for a
profile u, if z>;y for every ¢, then y#f(u).

Proceeding by contradiction, we will assume that f(y) = y. Hence, since f
is deterministic and non-manipulable, by Lemma 3.25 f satisfies downward
monotonicity. By Lemma 3.27, we are able to assume that all preferences in
w are of the form z>-y>xo>- - ->=x;_o (for k the number of alternatives).
Since f is non-impositive, we can consider a profile v’ such as f(u') = =x.
By virtue of Lemma 3.26, we can assume that all preferences in u’ are of
the form x>y>xo>- - ->=xk_o. Thus, u = «’, however, f(u)#f(u'), which is a
contradiction. Therefore, f satisfies Pareto. ]

From the previous results in Lemma 4.10, Corollary 4.9, and Proposition
4.8 (along with all the previous results from Definition 2.1 up to Theorem
3.43), we can prove the equivalence, enunciated in the following theorem:

Theorem 4.11. Let f: OL" — Z7*(X) be a voting rule, then the following
are equivalent:

(i) f satisfies Pareto, IIA and downward monotonicity.
(ii) f is deterministic, satisfies Pareto and MIIA.
(i11) f is deterministic, non-impostitive and non-manipulable.

Proof. (i) < (ii) Is a consequence of applying Theorem 4.7.

(ii) = (iii) Since f satisfies Pareto, by Corollary 4.9 it follows that f is non-
impositive. Moreover, by Theorem 4.7, it follows that f is non-manipulable.
Hence, f is non-impositive and non-manipulable.

(iii) = (ii) On the other hand, since f is deterministic, non-impositive and
non-manipulable, by virtue of Lemma 4.10 it follows that f satisfies Pareto.
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Hence, since f satisfies Pareto, it is also deterministic and non-manipulable,
and by Theorem 4.7 f satisfies MIIA. Thus, f is deterministic, satisfies Pareto
and MIIA. O

As a Corollary of Theorem 4.11, we have the equivalence between the Ar-
row’s Impossibility Theorem (Theorem 3.1) and the Gibbard-Satterthwaite’s
Manipulability Theorem for voting rules (Theorem 3.37).

Finally, as a corollary of this equivalence and by Theorem 3.37, we have
proved Theorem 3.18, which its proof has been postponed in Section 3.

5 Conclusions

After going through several versions of two of the major theorems in Social
Choice Theory, namely, the impossibility Theorem and manipulability The-
orem, we were able to establish a narrow bridge between a version of the
impossibility theorem and the manipulability theorem, constituted by ver-
sions for voting rules. We think we have clarified the picture of the different
Arrow’s theorem versions and its relations, as well as the outlook of different
versions of the manipulability theorem.

So far, we do not know if more complex manipulability versions for social
choice functions are equivalent to any version of the Arrow’s theorem, which
constitutes an interesting work to carry out.
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Capitulo 4

Modelo de Vasicek: teoria y generacion de
curvas de rendimiento con CETES

Maria Teresa Veroénica Martinez Palacios, Ambrosio
Ortiz Ramirez, Juan Martin Segovia Aldape

Resumen

En este trabajo se presenta la soluciéon a la ecuaciéon diferencial estocas-
tica (EDE) que conduce la dinamica de la tasa corta, la estructura de
plazos y el precio del bono cupon cero del modelo de Vasicek [15]. Con
informacioén del portal de Banxico se extrae una muestra de tasas de ren-
dimientos del Vector de precios de titulos gubernamentales de CETES a
plazos de 28, 91, 182, 364 dias y se estiman los parametros del modelo
por méxima verosimilitud, ademas, se genera la estructura de plazos y
los precios de los bonos cupén cero a los plazos considerados. Al ejecutar
la prueba de normalidad resulta que rechaza tal supuesto para los plazos
propuestos, asimismo, los resultados muestran que para los tres primeros
plazos se observa una curva ligeramente invertida y decreciente, que se
interpreta que habré un aumento en la tasa de largo plazo, por lo tanto,
aumentara la demanda de largo plazo, en consecuencia, los bonos aumen-
tan de precio y el rendimiento disminuye. Para el plazo de 364 dias la
curva de rendimiento arroja resultados inconsistentes.

1 Introduccion

Actualmente la tasa de descuento de bonos cupén cero la establece el Banco
de México (Banxico) en el mercado primario por medio de subastas en las
cuales las instituciones permitidas de participar presentan sus posturas por
el monto que desean adquirir y la tasa de descuento que estdn dispuestas a
pagar, el problema radica en que una vez conocida la tasa de descuento a la
que se negociaron los titulos, posteriormente dicha tasa es incierta, su valor
se determina en el mercado secundario e influyen en él una serie de aspectos
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econdmicos, politicos, sociales, del entorno; a su vez, las entidades que nego-
cian estos instrumentos en el mercado secundario utilizan diferentes métodos
de interpolaciéon ya sea paramétricos o de mercado como el bootstrapping pa-
ra aproximar la tasa de interés, estimar la curva de rendimiento a diferentes
plazos y de esta forma poder negociar los bonos. La estimacion de la tasa de
interés no solamente es importante para los agentes financieros, por los efectos
que generan los cambios en la tasa de interés, conocer o formarse expectati-
vas de su comportamiento es importante para todos los agentes econémicos,
por ejemplo un incremento en las tasas de interés afecta a los hogares porque
encarece los créditos, disminuye el consumo; para las empresas un incremento
en las tasas de interés encarece los créditos, encarece las deudas, disminuye
los dividendos para los accionistas; un incremento en las tasas de interés hace
més atractivas las inversiones en renta fija en detrimento de las inversiones
en renta variable [12].

En [16] se proporciona un planteamiento teorico-técnico de los modelos de
estructura de plazos de tasas de interés y se revisan las tendencias, perspec-
tivas y futuras lineas de investigacion sobre este topico, senalan la capacidad
de los modelos de tasa corta para describir y explicar la existencia de tasas
de interés negativas como se ha observado en Europa y Asia. En [13] se inves-
tigan las propiedades asintoticas de los estimadores de maxima verosimilitud
de los parametros de tendencia en el modelo fraccional de Vasicek impulsado
por un movimiento browniano subfraccional.

Dado lo anterior se pretende estimar la Estructura Temporal de Tasas de
Interés (ETTI) o Curva de rendimiento con la que se valian los bonos cupén
cero (CETES) a partir de tasas historicas con el modelo de tasa de interés
estocéstica con reversion a la media de Vasicek mediante maxima verosimili-
tud, para cumplir con este objetivo inicialmente se estimaran los pardmetros
del modelo de Vasicek a partir de la series de tasas de interés historicas de
CETES a diferentes plazos considerando los cambios en postura de Politi-
ca Monetaria (PM), posteriormente se generara la estructura de plazos, por
altimo, se generara la curva de precios de bonos a diferentes plazos.

Este trabajo esta organizado como sigue, en la siguiente subseccién se
presentan algunas definiciones y conceptos basicos que ayudarén al lector a
entender la valuaciéon de bonos cupoén cero. En la seccion 2 se describe una
clasificacion de los modelos de tasa corta y la EDE general que conduce el
modelo afin de reversion a la media. En la seccion 3 se describen: la EDE que
conduce la dinamica de la tasa corta del modelo de Vasicek y su solucion,
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la distribuciéon de la tasa corta con su esperanza y varianza, asimismo, se
presentan el método para la estimacién de parametros por maxima verosi-
miltud. En el transcurso de la seccion 4 se presenta el anélisis de resultados
de la aplicacion de la metodologia propuesta, comenzando con un analisis de
estadistica descriptiva sobre la serie de CETES a plazos de 28, 91, 182 y 364
dias, ademas se presentan los resultados de la estimacion de pardmetros, las
estructuras de plazos generadas y los precios de los bonos cupén cero en forma
de superficie, segin corresponda. Por tltimo, en la seccién 5 se presentan las
conclusiones del presente trabajo junto con algunas extensiones por explorar
en la agenda futura de investigacion.

Conceptos basicos

Definicion 1.1. Estructura Temporal de Tasas de Interés (ETTI) o Curva de
rendimiento. Es la relaciéon funcional determinada por tasas de rendimiento
de bonos cup6émn cero a diversos plazos.

Definiciéon 1.2. Tasa corta: tasa instantanea o Spot. Se refiere a aquella tasa
asociada al instrumento de plazo mas corto plazo disponible en el mercado.
Se refiere a la tasa de bonos cupo6n cero, a los modelos basados en tales tasas,
se les conoce como modelos de tasa spot, tasa corta o tasa instantanea.

Si la tasa spot o de contado a T anos es aquella tasa de interés de una
inversion efectuada en ¢t y que termina en 7T anos; si en dicha inversion el
interés y el principal seran pagados en T', dicha tasa se denota como R(t,T).
En este enfoque solo hay dos flujos: uno en el periodo ¢ y otro al final 7.
Si un bono cupdn cero se coloca en el plazo t y al vencimiento 7' paga un
valor nominal V' de una unidad monetaria con tasa de interés R(t,T') tal que
B(t,T) = 1, su precio esta dado por

v

B = R )™

por lo tanto, si la composicién es en tiempo continuo el precio del bono esta
dado por:
B(t,T) = Ve B&DIT=Y

donde R(t,T) es la tasa spot de ¢t a T con composicién continua, también se
interpreta como la tasa de interés promedio del tiempo t al tiempo T y se
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expresa Como:

1
Rt,T)=———mnB({,T),t<T
(1T) =~y MB(LT) £ <
en otras palabras, si B(t,7) = 1 y una tasa de rendimiento al vencimiento
por unidad de tiempo L(¢,T), el precio del bono es:

1
B(tT) = rrena—y =7

donde L(t,T) corresponde a la tasa anualizada de interés al plazo T —t
asociada a B(t,T) y T — t corresponde a la proporcion de ano a la que se
aplica la tasa anualizada L(t,T)).

Si el bono se negocia a tasa anualizada de descuento D(t,T"), el precio del
bono se expresa como

B(t,T)=1- D(t,T)(T —1).

entonces, si se conoce la tasa de descuento puede obtenerse la tasa de rendi-
miento o viceversa.

2 Modelos de tasa corta

En general, los modelos de tasa corta se clasifican como enddgenos o afines. En
los modelos enddgenos la variable utilizada para explicar la ETTI es el precio
de un bono cupén cero libre de riesgo de crédito, este precio a su vez depende
del vencimiento y de uno o mas factores!. Los modelos endégenos se clasifican
en dos grupos: modelos de equilibrio parcial o de no arbitraje y los modelos de
equilibrio general, en los dos enfoques se modela el rendimiento de un bono
cup6én cero mediante una ecuacion diferencial estocéstica y a partir de all
mediante calculo estocastico con el supuesto de ausencia de oportunidades
de arbitraje se obtiene una ecuacién que contiene derivadas parciales, cuya
solucion caracteriza el precio del bono cupoén cero. Para profundizar sobre los
modelos afines generalizados se sugiere consultar [5].

1 Para modelar la ETTI es necesario especificar un proceso estocastico para cada uno de
los factores que conduce su dindmica, v.g. en el modelo de Vasicek la dinamica es conducida
por la tasa de interés instantanea o de plazo mas corto disponible en el mercado.
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Los modelos de tasa corta también se clasifican en funcién del nimero
de factores o variables de estado que determinan la pendiente de la curva
de rendimientos, en este caso los modelos pueden ser unifactoriales o mul-
tifactoriales, ;Cuantos factores deben considerarse?, de acuerdo con [7] una
variable explica entre el 80 % y el 90 % de la varianza total de la curva de
rendimiento, dos variables explican entre el 95% y el 99% de la misma, el
problema esta en la implementacion del modelo y la capacidad de ajustarse
a los datos del mercado. En los modelos de un factor la variable usualmente
utilizada es la tasa de interés de mas corto plazo disponible en el mercado
perteneciente a bonos cupén cero emitidos por el gobierno y por ende libres
de riesgo de crédito, una justificacién desde el punto de vista matematico de
por qué utilizar la tasa corta puede consultarse en [9)].

En cuanto a la forma de estudio, los modelos de tasa corta pueden estu-
diarse desde el enfoque de ecuaciones diferenciales parciales o desde el enfoque
probabilista, en el primer enfoque se caracteriza el precio del bono como so-
lucién de una ecuaciéon diferencial parcial de segundo orden, en el segundo se
consideran las propiedades de la distribucion de la tasa corta [17].

En [17] se menciona que muchos de los modelos utilizados para valuar
bonos cupén cero se enfocan en la tasa de interés instantanea, el objetivo
de estos modelos no es elaborar prondsticos precisos, es mas bien explicar
en términos estadisticos tales como tendencia, reversion a la media, sesgo,
curtosis, colas, intervalos de confianza, probabilidades de ocurrencia y precios
promedio el comportamiento de la tasa en el mercado, dicho comportamiento
es impredecible, depende de la oferta y demanda por titulos de deuda al plazo
mas corto disponible en el mercado, aspectos sociales, econémicos, politicos,
tanto del entorno nacional como internacional, las expectativas que tengan
los agentes del mercado, entre otros; es por ello que dicho comportamiento
se modela por medio de un proceso estocastico, en los modelos de equilibrio
parcial la dinamica estocéastica de la tasa corta denotada por r; se supone es
conducida por una ecuacion diferencial estocastica de la forma

d?”t = ,LL(Tt, t)dt + 0'(7}, t)th
donde p(ry,t),0(rs,t) son procesos adaptados a una filtracion {F}},., que
representa la informacion del mercado y {Wt}tzo modela el riesgo de mercado.

En los modelos de un factor se considera que la tasa de interés instantanea
r; es la unica variable de estado subyacente en la economia, el proceso de
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difusion que modela la evolucién de r; es
dry = a (b —r®) dt + orl dW,

donde a,by o , son constantes positivas, a y b representan la velocidad de re-
version a la media y el nivel de largo plazo respectivamente, r; es la tasa corta,
{W:},50 es un movimiento browniano (MB) estandar que modela el riesgo de
mercado y estd definido sobre un espacio fijo de probabilidad (€, F, P) junto
con su filtracion aumentada F = {F;},.,. A partir de los diferentes valores
que pueden tomar o y 3 se presentan diferentes modelos de tasa corta. Por
ejemplo, con = 1y = 1 se tiene el modelo de Vasicek [15], con a =1y
B = 1/2 se tiene el modelo de Cox, Ingersoll y Ross (CIR )[3].

Uno de los primeros modelos de tasa de interés en tiempo continuo funda-
mentado en el MB, propuesto para explicar la dinamica estocastica de la tasa
de interés instantanea es presentado por el Premio Nobel de Economia Robert
C. Merton [10] en la nota al pie 44, dicho modelo parte del comportamiento
promedio de la tasa corta para calcular los factores de descuento utilizados
al valuar un bono cup6n cero a diferentes plazos, entre los inconvenientes de
este modelo estan: existe una probabilidad positiva de que la tasa corta tome
valores negativos, la tasa corta no presenta reversion a la media (no tiene una
variable que obligue a la tasa corta a regresar a su valor de largo plazo con
el paso del tiempo), la esperanza y la varianza condicionales de la tasa corta
crecen indefinidamente, la curva de rendimiento y la tasa forward decrecen
sin limite con el paso del tiempo.

En [15] se propone un modelo de equilibrio para determinar la estructura
de plazos de la tasa de interés bajo los siguientes supuestos: la tasa instan-
tdnea de interés sigue un proceso de difusion, el precio del bono cupén cero
depende de la tasa corta y de su vigencia, no hay costos de transacciéon, no
hay asimetria en la informacion, los agentes son racionales, el mercado esta
en equilibrio, no hay oportunidades de arbitraje, el precio del riesgo de mer-
cado se supone que es constante, al final de su articulo propone un ejemplo
en el que obtiene el precio de un bono cupén cero utilizando ecuaciones di-
ferenciales parciales, presenta la dindmica estocéstica de una tasa de interés
instantanea con reversion a la media y utiliza el MB para modelar el riesgo
de mercado.

Al inicio de este apartado se menciond otra clasificacion de los modelos
como afines, este grupo de modelos se caracterizan porque el precio del bono
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estd determinado por:
B(t, T) _ eA(t,T)fT‘tD(t,T)

el supuesto anterior facilita el tratamiento analitico de los modelos Vasicek
[15] y CIR [3]. Los modelos afines a su vez pueden ser homogéneos y no
homogéneos, en los modelos homogéneos los coeficientes dependen del periodo
de vencimiento, en los modelos no homogéneos los coeficientes dependen del
tiempo t, asi, los modelos Vasicek y CIR son modelos afines homogéneos.

3 Modelo de Vasicek

El modelo de Vasicek describe la dindmica de la tasa corta que presenta
reversion a la media? como

dry =a(b—r)dt + odW, (1)

donde {W},.,. es un proceso de Wiener definido sobre un espacio fijo de
probabilidad (2, F,P) donde F = {F;},., es su filtracion aumentada que
representa la informacién del mercado disponible hasta el tiempo ¢, a,b 'y o
son constantes positivas, a es la velocidad de convergencia con la que la tasa
ry tiende a la tasa de largo plazo b, o es la volatilidad, el término de tendencia
es a(b—ry) y odW; es el componente estocastico.

La ecuacion (1) presenta algunas desventajas como son:

e Es un modelo de un solo factor de riesgo.
e La volatilidad y los parametros constantes.

e El supuesto de normalidad en el MB.

2tedricamente la formalizacion del concepto de reversion a la media sigue una especifi-
cacion exogena de la dindmica estocéastica de la tasa corta similar a un proceso Ornstein-
Uhlenbeck [11] con b = 0, el cual es un proceso estocéstico utilizado en fisica y otras ciencias
para modelar la velocidad de una particula bajo los efectos de la friccion provocada por un
movimiento Browniano, es el inico proceso que satisface las condiciones de ser estacionario,
Gaussiano y Markoviano.
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De acuerdo con [4] las observaciones anteriores son algunas de las desventajas
del modelo, dado que en realidad es poco probable que una serie de rendimien-
tos o precios del mercado tengan distribuciéon normal y volatilidad constante,
es mas, necesariamente las tasas de interés de un dia se explican por las tasas
del dia anterior y tampoco la pendiente de la curva de rendimiento se explica
solamente por la tasa de interés, después de todo lo que se busca es formar
expectativas, describir algunas propiedades estadisticas de la serie en estudio.

El modelo presenta reversiéon a la media porque si la tasa de interés r;
esta por encima de la media de largo plazo b la tendencia se vuelve negativa
para que a una velocidad a la tasa de interés se acerque en promedio a la
tasa de largo plazo, en caso contrario la tendencia se vuelve positiva para que
a largo plazo a una velocidad a la tasa de interés se acerque a la media b,
tal comportamiento esta acorde con el fenémeno econémico segun el cual las
tasas de interés parecen tender a un nivel de largo plazo [1]. Asi, por ejemplo,
cuando las tasas de interés se incrementan, por lo general en el mercado se
observa un encarecimiento en los créditos, disminuye la inversion, disminuye
el empleo, disminuye el consumo, hay desaceleraciéon econémica, hay menos
demanda por préstamos y una tendencia de las tasas de interés a regresar a un
nivel més bajo; en el caso de la inversion en renta fija al incrementarse la tasa
de interés los agentes econémicos tenderan a incrementar més la demanda por
estos instrumentos, al incrementarse la demanda empieza a incrementarse el
precio, la tasa de interés empieza a disminuir de tal forma que a largo plazo
alcanza un nivel de equilibrio.

Para resolver (1) sea Y; = e*r, y su desarrollo en serie de Taylor y apli-
cando el lema de Itd [2] se tiene que:

1
d (e"'ry) = ae™rydt + e®dry + §a2e“trt(dt)2 + ...

= aerdt + ™ (a (b —ry) dt + odW;)

= aerydt + ™ [(ab — ar;)dt + cdW,]

= ae®r,dt + abe™dt — ae™ridt + ce™dW,
= abe™dt + gedW,

Al integrar la expresion anterior

T T T
/ d (e“trs) :/ abe®®ds +/ oe®dW,
t t t
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de donde:
T
rp = re T 4 p [1 - e_“(T_t)} + / oe” =) qw,. (2)
t
Equivalentemente
T
re = b(ry — b)e T 4 / oe T dW,. (3)
t

Dado el hecho de que

E

T
E < / ae“(Ts)dWS> =0
t
o [1 . €f2a(Tft)}

T 2 T
</ ae“(TS)dWs> =F </ 0262“(T5)d5)
t t
" 2

2
la esperanza y la varianza de rp , dado r; = r son:

T
E(rp|lry=r)=F [Tte_a(T_t) +5b (1 - e_“(T_t)) +/ Je_“(T_s)dVVS]

=re T 4} [1 — e_a(T_t)} t

y la varianza
2

oy T —2a(T-1)
Var(rT|rt—r)—2a[1 e }
Como ftT ge~T=9)dW, se puede escribir en la forma:

n—1

T
—a(T—s : —a(T—t;
/t“e AW, = fim 3 0e7T (W, = W)
dondeti:t—l—i(T—t)/n,t:to<t1<t2<...<tn,1<tn:T,nE]N,

luego, debido a la propiedad de incrementos estacionarios de un proceso de
Wiener estandar, se observa que cada término de

T—1
Wti+1 - Wti NN(O,T>
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se distribuye normal multiplicado por un término exponencial determinista.
De esta manera, el producto es normal y dado que la suma de las variables
aleatorias normales también es normal se deduce que

re ~N (Te_“(T_t) +0 [1 — e_a’(T_t)} , g [1 — e_QG(T_t)])

El supuesto de normalidad implica que se pueden obtener tasas negativas, lo
que no necesariamente sea una desventaja, puesto que en el pasado reciente
se han observado tasas negativas y el modelo de Vasicek puede capturar ese
hecho atipico. Para exhibir analiticamente que existe una probabilidad de que
se generen tasas negativas hay que discretizar (1) como

Terar =1+ a(b—ry) At + oV Ate
donde € ~ N(0,1). De esta manera

P(riza; <0)=P [rt +a(b—r) At+ oV Ate < O}

b [6 . (rt—l—aa(i)/;_trt) At)}
:q)<_rt+a(\b/;_trt) At)

por lo anterior, existe una probabilidad positiva de que se obtengan tasas
negativas.

Por otra parte, segin [17] bajo los supuestos de equilibrio general y tasa
corta neutral al riesgo, el precio de un bono cupén cero que colocado en t y
al vencimiento 7' paga una unidad monetaria B = B (¢,T) = 1, satisface la
siguiente ecuacion diferencial parcial paraboélica

OB 1 ,0°B 0B
—o?—— +a(b— Tt)a—rt

E 5 87“2 — T'tB =0. (4)

La condicion final corresponde al pago en el vencimiento del bono, B(t,T) =
1. Las condiciones de frontera dependen de a, b, o y por supuesto de r;.

Dado que la ecuacién no cuenta con derivadas parciales cruzadas, se su-
pone una soluciéon en variables separables de la siguiente forma

B(t,T) _ eA(t,T)frtD(t,T)_ (5)
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Observe que en la fecha de vencimiento, necesariamente, A(T,T) = 0 y
D(T,T) =0, ya que el precio del bono B(T,T) = 1.
Las derivadas parciales de B con respecto de t y r;, asi como la segunda
derivada parcial con respecto de r; estdn dadas por:
0B 0A oD 0B 0*’B
— = (——rt—> s 72— =-DB, - = D’B.
ot ot ot ory or;
Después de sustituir las ecuaciones anteriores en (4), se tiene que

0A oD 1
a5 "o + 502D2 —alb—r)D—r;=0

que se reescribe como

oA 1 , ( oD >
— + —0°D" — abD - D—-1)=0.
5 +20 abD + ry Ry +a 0 (6)
Si se deriva con respecto a r; se obtiene
oD
- D—-1=0
ot +a
0 oD
— =aD — 1. 7
ar ¢ ")

La ecuacion diferencial anterior es ordinaria y el uso de derivadas parciales
es un abuso de notacién. La soluciéon de la ecuacion diferencial anterior con
condicion final D(T',T') = 0 esta dada por:

t
D(t,T) = D(T, T)e_“(T_t) _ e—a(T—t)/ clT=3) g
T

t
— _ea(Tt)/ ea(Tfs)ds
T
1— efa(Tft)

a

por lo que
1 — e—a(T—t)
D1, T) = ——— )
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Al sustituir (8) en (6)

0A 2o
8t_abD 20D

A 1 — e—a(T-1) 1 (11— a0\
—abl = ) s
ot - ( a ) 20 ( a (9)

La solucién de la ecuacién diferencial ordinaria anterior con condicidén de
frontera A(T,T) = 0 esta dada por:

donde

oD (t,T)
4a

donde a,b y o son coeficientes por estimar a partir de una serie historica de
datos de mercado.

A(tT) = al (D(t,T) =T +1) (a2b— %&’) _ (10)

Curva de rendimiento

A partir de los precios de los bonos para diferentes vencimientos B(t,7T) con
T >t se genera la estructura de plazos de la tasa de interés con la expresion

R(t,T) = — In B(t, T) (11)

1
T—1)
Al aplicar logaritmo natural a (5) se tiene que

InB(t,T)=A(t,T)—rD(t,T)

Por lo que R(t,T) = 7 (r,D(t,T) — A(t,T)). De esta manera al sustituir

(8) y (10) en (11)

R(t.T) = T t) {rtD (D) - T +1) (b _ ;_22) N %}
WAL e
e~T=1) — e—a(T-t) o2
g )_<1a<T——t)_1>(b_ﬁ>
N a2(1 e—a(T— t))
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Al considerar la tasa de interés de plazo mas largo disponible en el mercado,
que se denomina como tasa larga, que se obtiene cuando T" — oo y que se
denota por R(t,00) se tiene

0.2

R(t,o00) =b— —

2a?

Por lo tanto

_ e—a(T—1)
R(t,T) = R(t,00) + (r; = R(t, 00)) (1a(T——t)>

N o?(T —t) (1 —e T ?
4a a(T —t) '

Precio del bono cupén cero

(12)

Al expresar el precio de un bono cupoén cero en términos de r, R(t,00), D(t,T)
y considerando

B(t,T) = e~ RET)(T—1)
Dada la ecuacion (12) el precio de un bono cupén cero B(t,T) = 1 asociado
al modelo de Vasicek de tasa corta, se expresa como

B(t,T) = exp {—R(t, )T —#) — [y — R(t,00)] D(t,T) — Z—iDQ(t, T)} .
(13)

A continuacion se describe el comportamiento de la tasa adelantada (forward)
en este modelo. La tasa forward instantanea se define como

oD 0A

0
t,T)=——mnBWt,1T)=r—— — 14
fT) = —gpnB(T) =rgs — 55 (14)
Al calcular las derivadas indicadas se obtiene
oD
= ma(T-t) 15
ar ~ °© (15)
y
0A o? o? o?
haialal _b b —a(T—t) Y —a(T-t) Y —2a(T-t)
oT +oe + 2a? a2€ + 2@26
2
— b e Tt 4 o <1 _9emall—t) | e—2a(T—t)) (16)
2a?
2
_ —a(T—t) | 9 (1 —a(T-t)\?
— b+ be + 5 (1 e )
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Al sustituir las derivadas parciales indicadas en (14)

2 2
f (t, T) = rte—a(T—t) +bh— be—a(T—t) _ U_<1 _ e—a(T—t))

2
02 QCL (17)
=b—(b—ry)e T 4 7D2(t, T)
En el limite f(t,00) = lim f(¢t,T) =b— %

T—o0

Estimaciéon de parametros por maxima verosimilitud

Basicamente hay dos enfoques de estimacion de los coeficientes de la ecua-
cion diferencial estocastica del modelo de Vasicek, el paramétrico y el no
paramétrico. Desde el enfoque paramétrico, los parametros del modelo Vasi-
cek pueden estimarse utilizando Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) con
el supuesto de errores normales no correlacionados [8] o utilizando un proceso
autorregresivo de orden uno AR (1) con tendencia descrito por una ecuacion
estocastica en diferencias como en [4]. En lo que se refiere al enfoque no pa-
ramétrico se encuentra la aplicacion de métodos numéricos para la solucion
de ecuaciones diferenciales parciales como en [6].

De acuerdo con [14] el método de méaxima verosimilitud (MMV) es un
método para estimar los pardmetros desconocidos en cualquier distribucion
de probabilidad. Suponga que se tiene una muestra x con n variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), entonces el MMV
maximiza la probabilidad de obtener la misma muestra de nuevo. Sea x =
{1,...,2,} una muestra de tamano n y por § = {6;,05...,0,} los m paré-
metros diferentes en la funcion de densidad de probabilidad f(z;6). Bajo el
supuesto de que las variables aleatorias son i.i.d., la distribucién de probabi-
lidad conjunta f(x, .. x,:0)(T1,...,2s;0) se puede expresar como

Jxn xpo) (@1, 200) =P (Xi =N Xo=22N...N X, =)
f(fﬁl,g) ($27 ) ""f(xn;e)

[ /G0

i=1

(18)

.

El objetivo es determinar los parametros 6 que maximizan la funcién de vero-
similitud definida en (18). Esto se puede hacer de forma numérica o analitica.
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En forma analitica el primer paso es simplificar al aplicar el logaritmo a la
funcion de verosimilitud y asi obtener la funcion logaritmica de verosimilitud
denotada por L(f). Dado que el logaritmo es una funcién mondétona, los valo-
res que maximizan L(6) también maximizan la funcion de verosimilitud (i.e.,
fix1,. xn0) (@1, ..., x,;0) para una muestra dada x) [14]). De este manera se

define L(0)
= 1an<:cz-; 0) = Zlnf(a:z»; 0) (19)

Dado que es mas facil diferenciar una suma que un producto, esto facilita el
siguiente paso del procedimiento, que es diferenciar e igualar a cero

OL(0)
g =0 (20)
Por lo tanto, cada 6; en el vector gradiente ag_(;) = 0. que representa esta

condicion de igual forma representa la media de cada parametro estimado.

Posteriormente hay que maximizar §; = arg méx L(0).
6,€0
Para el modelo de Vasicek la distribucion de r;a; estd dada por

2
f('rt+At|7’t7 a’ b, O_) — ; eXp _ [Tt-‘rAt (rt + a(b rt)At)] (21)

V2ro? At 202 At

la funcion de verosimilitud

n

L= lan(Ti’rifhaab?U)

i=1
= iln f(ririci,a,b,0)
B Zl [ exp — [ri — (ric1 + a(b — ri,l)At)]z
V22 At 202At
_ fjm [ R R R el V)
— V2ro2 At 202 At

i [Varorad] " - 3 I e el — i) A0

202 At

(22)
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al simplificar se obtiene

o n 9 - [T’Z' — (7"1‘—1 + Cl(b — Ti_l)At)]Q
L= —5 In [27TU At} - Z N )

=1

(23)

Para determinar los pardametros maximo verosimil = {a, b, o} hay que deri-
var L respecto a cada parametro e igualar a cero como sigue

oL _ i 2 — (riey + a(b — 1) At)) abAt
b — 202 At
= (24)
ri—1(1 — aAt) + abAt)] ab

:;_[ﬁ—(' “

al igualar a cero y simplificar

n

0= "[ri— (ri-1(1 — alt) + abAt)]

=1

> abAt =Y [ri = rioy(1— aAt)]
i=1 i=1
nabAt = Z [ri —ric1(1 — aAt)]
i=1
entonces
~ 1 — Ti— 1 1 — U,At)
b= — [ ) 25
n z:: alt (25)
Para a

oL _ Z = (ric +alb = ric) AY] (b — i) At

Oa — o2At
. Zn: _ [Tz’ — (Ti—l + a(b — Ti_l)At)] (b — 7"1'_1)
L o?
) (26)
n [ ri—ri_1)(b—ri—1) —alb—1;_1) At]
o
=1

n

(ri = 1) (0 —riia) = Y _a(b—r;1)°At

=1 i=1

3
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por lo tanto

1 ;(Tz _ri—l)(b_ri—l)

R 1)
At > (b— Tz‘fl)z
i=1
Por ultimo, para o
oL n (ric1 +a(b—ri- 1)At)]
— = — (Ao A 2
do 47T02At moAt) Z 203 At
B (riog + a(b — T 1)At)]
o + Z g3 At =0 (28)
B i (ricy +a(b—r;_ 1)At)]
o3 At
por lo tanto
o L [ri— (rios +ab — rioy) A
2
== -— . 2
g n Z At (29)

4 Analisis y discusion de resultados

En seguida con informacién del portal de Banxico se extraen series del Vec-
tor de precios de titulos gubernamentales (on the run) y se muestra la tasa
diaria de los rendimientos de CETES a 28 dias (SF4570), CETES a 91 dias
(SF45471), CETES a 182 dias (SF45472) y CETES a 364 dias (SF45473),
del periodo 02/01/2020 al 10/02/2023 con un total de 786 observaciones. Se
observa en la grafica tasas de CETES a plazo de 721 dias, que se emitie-
ron a partir del 13/10/2022 con 83 observaciones, esta serie se excluye de la
estimacion que se ejecuta en una seccioéon posterior.

En la figura (1) se muestra la evolucion de las tasas de rendimiento de
CETES los cuatro plazos mencionados, como se puede notar existe un cambio
de tendencia de disminucién de tasa hacia un aumento que comienza a partir
del 24/06/2021, en esa fecha comenzo6 el incremento de 25 puntos base a la
tasa objetivo en este caso relacionada a la tasa de interés interbancaria de
equilibrio (TIIE) que publica Banxico en su portal. Tales incrementos se han
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seguido aplicando como parte de la politica monetaria para disminuir los altos
niveles de inflacién que se han observado en los ultimos dos anos.

Figura 1: Series historicas de tasas de rendimiento de CETES: 28, 91, 182 y
364 dias.
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Fuente: elaboracién propia.

El cuadro (1) muestra la estadistica descriptiva de las tasas de rendimien-
to a los cuatro plazos considerados. Se observa un promedio positivo para
CETES a 28 dias de 6 %, mientras que para los demas plazos aumenta en
aproximadamente 25 puntos base cada uno. El coeficiente de variacion indica
que las tasas de rendimiento tuvieron una dispersion moderada, lo que se
confirma con la desviacion estandar (diaria) y la curtosis. Respecto al coefi-
ciente de asimetria tiene un valor positivo, lo que indica que su distribuciéon
es sesgada hacia la derecha en los cuatro plazos considerados.
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Cuadro 1: Estadistica descriptiva de Series historicas de tasas de rendimiento
de CETES a 28, 91, 182 y 364 d.

C28d C91d C182d | C364d
Media | 5.99 6.24 6.47 6.73
C.V. 0.32 0.34 0.35 0.34
ErrorStd 0.07 0.07 0.08 0.08
Mediana 5.36 5.49 5.80 6.20
Moda | 4.25 4.28 4.47 4.20
Desv. Estd. 1.95 2.10 2.23 2.30
VarianzaM 3.79 4.42 4.99 5.31
Curtosis | -0.25 -0.49 -0.72 -1.02
C. Asimetria | 0.92 0.86 0.79 0.63
Rango 7.07 7.14 7.46 7.72
Min. 3.95 4.02 4.01 4.00
Max. | 11.02 11.16 11.47 11.72

Suma | 4710.27 | 4907.03 | 5088.65 | 5291.28
Obs. 786 786 786 786

Fuente: elaboracién propia.

Al ejecutar la prueba de normalidad de los rendimientos con Jarque-Bera
al 5% de significancia, el resultado es que se rechaza tal supuesto, por lo
tanto, hay evidencia suficiente para decir que estos datos tienen asimetria
y curtosis que son significativamente diferentes de una distribucién normal,
como se observa en el siguiente cuadro
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Cuadro 2: Prueba de normalidad Jarque-Bera de tasas de CETES a 28, 91,
182 y 364 d.

C28d C91d C182d C364d
JB-stat | 113.47 104.40 97.72 85.23
p-value | 1.00E-03 | 1.00E-03 | 1.00E-03 | 1.00E-03

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 2: Histogramas de tasas de rendimiento de CETES a 28, 91, 182 y 364
dias.
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La figura (2) muestra los histogramas de los cuatro plazos que se conside-
ran en el analisis, se confirma que la distribucion es sesgada hacia la derecha,
esto proviene de la tendencia hacia la baja durante el periodo de tiempo con-
siderado, ademas que se observa la mayor frecuencia para las tasas de entre
4% y 5% hasta antes del 25/06/2021, que transcurrieron aproximadamente
133 dias para que la tasa objetivo de Banxico pasara de 4.00 % a 4.25 % como
se observa en el cuadro siguiente
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Cuadro 3: Evolucion de la tasa de interés objetivo (TO).

Fecha PM | CambioTO | Dias | Variacion
20/12/2018 8.25 - -
15/08/2019 8.00 238 -0.25
26/09/2019 7.75 42 -0.25
14/11/2019 7.50 49 0.25
19/12/2019 7.25 35 -0.25
13/02/2020 7.00 56 -0.25
20/03/2020 6.50 36 -0.50
21/04/2020 6.00 32 -0.50
14/05/2020 5.50 23 -0.50
25/06,/2020 5.00 42 -0.50
14,/08/2020 4.50 50 -0.50
25/09/2020 4.25 42 -0.25
12/02/2021 4.00 140 -0.25
25/06/2021 4.25 133 0.25
13/08/2021 4.50 49 0.25
01/10/2021 475 49 0.25
12/11/2021 5.00 42 0.25
17/12/2021 5.50 35 0.50
11/02/2022 6.00 56 0.50
25/03/2022 6.50 42 0.50
13/05/2022 7.00 49 0.50
24/06,/2022 7.75 42 0.75
12/08,/2022 8.50 49 0.75
30/09/2022 9.25 49 0.75
11/11/2022 10.00 42 0.75
16/12/2022 | 10.50 35 0.50
10/02/2023 11.00 56 0.50

Fuente: elaboracién propia.
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Al observar el cuadro anterior se nota una tendencia bajista de la tasa
objetivo desde diciembre de 2018 hasta el 12/02/2021 al tocar un piso de
4 %, posteriormente el 25/06,/2021 se observa un incremento de 25 puntos base
seguido de incrementos notables, por ejemplo, de 75 puntos base el 24 /06 /2022
y asi sucesivamente. La siguiente grafica muestra las tendencias y los cambios
correspondientes.

Figura 3: Evoluciéon de la tasa de interés objetivo.
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Fuente: elaboracién propia.

En seguida se muestra un cuadro con los resultados de la estimacion de
parametros del modelo de Vasicek mediante maxima verosimilitud, se ejecuta
la estimacion con 252 observaciones y una longitud At = ﬁ, como se observa
en los tres primeros plazos que corresponden a 28, 91 y 182 dias, el parametro
a que modela la velocidad a la que r; se aproxima a la tasa de largo plazo b es
positivo, mientras que para el plazo de 364 dias este valor es negativo, estos

valores tendran un efecto al construir la curva de tasas de rendimiento.
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Cuadro 4: Parametros estimados del modelo de Vasicek a CETES a 28, 91,

182 v 364 d.

R28d R91d R182d R364d
5.4934 5.8678 5.8022 -2.3910
0.0415 0.0419 0.0434 0.0421
o | 0.0059 0.0037 0.0052 0.0068
ro | 4.208373 | 4.299810 | 4.796725 | 5.324279

Fuente: elaboracién propia.

Con los pardametros estimados se procede a generar las curvas de tasas de
rendimiento con la ecuacion (12), los resultados se muestran en la siguiente

grafica

Figura 4: Curva de rendimiento de CETES: 28, 91, 182 y 364 dias.

25

Fuente: elaboracién propia.
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De la gréafica anterior se observa que la curva a 364 dias se mueve mas
rapido que las otras y es creciente, esto no implica necesariamente que la vo-
latilidad de los precios de los bonos a largo plazo sea menor que la volatilidad
de los precios de los bonos a corto plazo, ya que la duracién de un bono debe
multiplicarse por el precio del bono y proporciona informaciéon sobre el plazo
promedio ponderado en el que el tenedor de ese bono recuperaré la inversion
inicial.

Figura 5: Superficie de precios de bonos con parametros estimados con tasas
de CETES a 28, 91, 182 y 364 dias.

((a)) Superficie CETES T = 28 dias. ((b)) Superficie CETES T = 91 dias.

B(t,T)

Fuente: elaboracion propia.

Por ultimo, se muestran las diferentes superficies de precios de bonos con
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los parametros estimados del cuadro (4), se observan precios de bonos consis-
tentes con las estructuras de plazos generadas anteriormente, salvo la tultima
superficie.

5 Conclusiones

El supuesto de que tasa de interés constante en la valuaciéon de opciones pro-
duce hasta cierto punto estimaciones confiables de precios, el mismo supuesto
produciria resultados poco confiables en la valuaciéon de bonos y derivados de
tasa de interés. Una explicacion de este hecho es que los bonos se emiten tanto
a corto plazo como a largo plazo y se negocian a menudo en el mercado se-
cundario hasta su vencimiento. Ademas, en el caso del mercado Mexicano, el
gobierno federal y las entidades privadas participan activamente en las bolsas
de valores locales y extranjeras.

En este trabajo se ha presentado un modelo de tasas de interés expresado
en términos de una ecuacion diferencial estocastica. En particular, el modelo
de tasa corta de interés de Vasicek de reversion a la media, cuyo origen es
un proceso conocido como proceso de Ornstein-Uhlenbeck [11]. Este modelo
es de particular interés en finanzas y en economia, porque también existen
argumentos econémicos convincentes a favor de la reversion a la media, co-
mo son: cuando las tasas son altas, la economia tiende a desacelerarse y los
prestatarios requieren menos fondos. Ademés, las tasas retroceden a un valor
de equilibrio y las tasas disminuyen. Por el contrario, cuando las tasas son
bajas, tiende a haber una gran demanda de fondos por parte de los prestata-
rios y las tasas tienden a aumentar. No obstante, dado que la distribucion de
la tasa en este modelo se distribuye normal, existe una probabilidad positiva
de que se obtengan tasas negativas, lo cual no necesariamente puede ser una
desventaja.

Con informacion del portal de Banxico se extraen series del Vector de
precios de titulos gubernamentales (on the run) con la tasa diaria de los
rendimientos de CETES a 28 dias (SF4570), CETES a 91 dias (SF45471),
CETES a 182 dias (SF45472) y CETES a 364 dias (SF45473), del periodo
02/01/2020 al 10/02/2023 con un total de 786 observaciones. Se ejecuta la
estadistica descriptiva de las series de tasas de rendimiento observandose pro-
medio de tasa para 28 dias de 5.99 %, para 91 dias de 6.24 %, para 182 dias
de 6.47 % y 6.73 % para 364 dias, con un promedio de 6.36 % y desviacion es-
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tandar de 2.15 %. Se rechaza el supuesto de normalidad para las cuatro series
de tasas.

Para estimar los pardmetros del modelo de Vasicek por méxima verosimi-
litud se consider6 el periodo 25/06,/2020 al 24/06/2021 con 252 observaciones,
se generan las curvas de rendimiento a los cuatro plazos. Se ha elegido este
periodo de tiempo debido que en la fecha 24/06,/2021 se observé un cambio
en la politica monetaria al subir la tasa objetivo 25 puntos base, el alza fue
de 4.00 a 4.25, desde esa fecha se han observado incrementos constantes de
hasta 75 puntos base como una medida para contener el ambiente de infla-
cion acelerada. La evidencia empirica indica que para los tres primeros plazos
se observa una curva ligeramente invertida, que se interpreta que habra un
aumento en la tasa de largo plazo, por lo tanto, aumentara la demanda de
largo plazo, en consecuencia los bonos aumentan de precio y el rendimiento
disminuye. Para el plazo de 364 dias la curva de rendimiento arroja resulta-
dos poco confiables o inconsistentes, ya que por ejemplo, a plazo de 127 dias
la curva estimada genera una tasa de 10.23 % mientras que la observada es
6.85 %. Para los deméas plazos las curvas que se generan muestran tendencia
decreciente.

En futuras lineas de investigacion es anadir a la EDE que conduce la dina-
mica del modelo de Vasicek saltos de Poisson o alguna distribucion de valores
extremos, asi como suponer que la volatilidad de la tasa no es constante y
se puede modelar con algiin modelo de la familia GARCH. Se afirma que el
modelo Vasicek es atractivo desde el punto de vista tedrico y por su relativa
facilidad para su implementacion, con claras ventajas y desventajas, lo que
conduce a nuevos modelos, conocidos como modelos multifactoriales.
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Capitulo 5

Sobre la unicidad del n-ésimo hiperespacio para
continuos enrejados

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero y
Leonardo Ramirez Aparicio
FCFM, BUAP

Resumen

En la teoria de los continuos y sus hiperespacios, se dice que un continuo
X tiene hiperespacio tinico H(X) si para cada continuo Y, con hiperes-
pacio H(Y), tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), se cumple que X es
homeomorfo a Y. Es muy conocido que si tenemos dos continuos X y Y
homeomorfos, con sus respectivos hiperespacios H(X) y H(Y'), entonces
dichos hiperespacios también son homeomorfos, véase [12, Teorema 1.9].
Algo maés interesante es cuando nos preguntamos si el reciproco siempre
se cumple. En general, esto no es cierto, véase [12, Ejemplo 5.1] y [12,
Ejemplo 5.2] . Sin embargo, demostraremos que dado un continuo X y
n € N, el hiperespacio de todos los subconjuntos no vacios y cerrados de
X con a lo méas n componentes, denotado como C,,(X), si tiene hiper-
espacio tnico, cuando X es enrejado. Un continuo X es casi enrejado si
la cerradura de G(X) en X es igual a X, donde G(X) es el conjunto de
puntos de X que tienen una vecindad en X que es una grafica finita. Un
continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base de vecindades
B tal que para cada elemento U € B se cumple que U — P (X)) es conexo.

1 Preliminares

Un continuo X es un espacio métrico con mas de un punto, conexo y com-
pacto. Un subconjunto Y de X es un subcontinuo de X si, Y es un continuo
o0 Y es un conjunto de un punto. Dado un continuo X, mientras no se di-
ga lo contrario, denotamos por d a la métrica de X. Ademas, si p € X,
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A C X y e > 0, la bola abierta con centro en p y radio €, serd denotada
por By (€,p). La eenube de A (o la nube con centro en Ay radio ¢ >0
), es Ny(e,A) = {x € X: existe a € A tal que d(x,a) < €}. Asimismo, la
d-bola cerrada generalizada en X de radio € alrededor de A, es el conjunto
Ca(e,A) ={x € X:d(z,A) <¢€}. El interior, la cerradura y la frontera de
A en X, son denotados por inty(A), clx(A) y Bdx(A), respectivamente. El
conjunto de los nimeros naturales es denotado por N.

Los hiperespacios de un continuo X son espacios cuyos elementos son
subconjuntos de X que cumplen ciertas condiciones especificas. Si X es un
continuo y n € N, algunos de los hiperespacios de X son:

2¥ ={AC X: A#(y Aesun cerrado de X};
C(X)={A€2%: Aes conexo};
Co(X) = {A € 2% A tiene a lo mas n componentes};
F(X)={AcC(X): |Al =1}

la clase 2% se le conoce como el hiperespacio de los subconjuntos ce-
rrados de X, se acostumbra denotar a Cy(X) como C(X), conocido como el
hiperespacio de los subcontinuos del continuo X. Por otra parte, C,, (X)
es conocido como el n-ésimo hiperespacio de X. El hiperespacio Fj(X)
es conocido como el primer producto simétrico. Al hiperespacio 2% se le
considera dotado con la métrica de Hausdorff, inducida por la métrica d de
X, con la cual resulta ser un espacio métrico. Esta métrica se define de la
siguiente manera: H (A, B) = inf{e > 0: A C Ny (B,€) y B C Ny(A,€)}, con
A, B € 2. Observemos que la restriccion de la métrica de Hausdorff a C' (X))
y Cy, (X) hace de cada uno de estos un espacio métrico.

Dados X un continuo, n € Ny Uy, Us,,....,U, C X. El vietérico de
Uy, Us, ...,U, en 2% esta dado de la siguiente manera:

(U, Uy, ..U ={Ae€2X . Ac JU;y ANU; # 0, para cada
i=1
ie{l,..,n}}.

2 Conceptos y resultados generales.

Con la finalidad de demostrar que los continuos enrejados tienen hiperespacio
tinico C,(X), cuando X es un continuo enrejado y n € N, presentamos los
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conceptos y resultados generales que nos serdn de ayuda para este fin.

Definiciéon 2.1. Sean X un espacio topologico, © € X y n € N. Defini-
mos la dimension de X, recursivamente, que denotamos como dim (X) €
{=1,0,1,...,} U{oo}, de la siguiente manera:

(a) dim(X) = —1siy solosi X = 0;

(b) supongamos que hemos definido cuando un espacio topologico Y tie-
ne dimension dim (Y) < n — 1, para algin n € N U {0}. Entonces,
decimos que la dimensiéon de X en x es menor o igual a n, denotada
por dim (z, X) < n, si y solo si X tiene una base local de vecindades
de x cuyas fronteras tienen dimensiéon menor o igual a n — 1. Si para
cada x € X, se cumple que dim (x, X)) < n, entonces escribimos que
dim (X)) < n;

(c¢) la dimension de X es igual a n, denotada por dim (X) = n, si y solo si
dim (X) < ny es falso que dim (X) <n — 1;

(d) la dimension de X en z es igual a n, denotada por dim (z, X) =n, siy
solo si dim (z, X)) < n y es falso que dim (z, X) <n — 1;

(e) decimos que la dimension de X es oo, denotada por dim (X) = oo, siy
solo si es falso que dim (X) < n para cadan € NU{—1,0};

(f) decimos que la dimension de X en x es 0o, denotada por dim (z, X) =
00, si y solo si dim (z, X') > n, para cada n € NU{—1,0}.

Definicién 2.2. Sea X un continuo. Un arco libre de X es un arco « con
puntos extremos a y b tal que av — {a, b} es un abierto de X.

Definicion 2.3. Sea X un continuo, un arco libre maximal J de X es
un arco libre de X, el cual es maximal con respecto a la inclusion, es decir,
para cada arco libre K de X tal que J C K, se cumple que J = K. Una
circunferencia libre S de X, es una curva cerrada simple de X para la cual
existe un tnico p € S tal que S — {p} es un abierto de X.
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Dados un continuo X y n € N, denotamos:

= {J C X: J es un arco libre maximal de X};

(X) :
FA(X) = U{mtX (J) : J es un arco libre de X };
2A(X)
(X)={J C X: J es un arco libre maximal de X o

J es una circunferencia libre de X };
Ap (X)={J e A(X) : existe pe E(J)Nintx (J)}.

Lema 2.4. Sean X un continuo y B € 2X. Si f:2X — 2% estd dada por
f(A) = AU B, para cada A € 2%, entonces f es una funcion continua.

Demostracion. Sean A € 2% y Uy, U,, ..., U, una coleccion finita de subcon-
juntos abiertos de X tal que f(A) = AUB € (Uy,...,U,). Sea J el conjunto
mas grande de {1,2,...,n} tal que para cada i € J, ANU; # ). Consideremos
U={U;:ie J}. Como AUB € (Uy,...,U,), tenemos que A € (U). Observe-
mos que (U) es un abierto de 2X. Asf, si f (({U)) C <U1, U, ) f sera conti-
nua. Para esto, sea A € (U), entonces A C JU C U Uy BcC U U;. Ademas,

=1
ANU; # 0, para cada i € J. Si existe j € {1, 2,. n} tal que ] ¢ J, entonces

ANU; = 0. Como (AUB)NU; # 0, para cada i € {1,2,...,n}, entonces
BNU; # 0. De esto ultimo, concluimos que f(A) = AUB € <U1, Usy ... Up).
Por lo tanto, f es continua. O

Lema 2.5. Si X es un continuo y f: X — Fy (X) estd dada por f (z) = {x},
para cada x € X, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea B = {(Uy,...,U,) N F1(X): U; es un abierto de X, para
cada i € {1,2,...,n}, con n € N}. Por el Teorema 15, B es una base de
Fi(X). Sean z € X y f(z) = {z} € (Uy,...,U,) N Fi(X). Consideremos

V = (N U;, entonces V' es un subconjunto abierto de X tal que = € V. Dado
=1

y € V, tenemos que y € ﬂ U;. Porlo que, f(y) = {y} € (Ur,...,U,)NFi(X).

Asi, f(V) C (Uy,..., U, ) ﬂ Fi(X). Esto muestra que f es continua.
Ahora, sea U un subconjunto abierto de X. Veamos que f(U) = (U) N
Fi(X). Sea z € U, entonces f(x) = {z} € (U) N Fi(X). Asi, f(U) C (U)N
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Fi(X). Dado {y} € (U) N Fi(X), tenemos que y € U y por ende, f(y) =
{y} € f(U). Luego, (U)NF(X) C f(U). Por lo tanto, como f es una funcion
biyectiva, continua y abierta, se sigue que f es un homeomorfismo. O

El siguiente resultado sera utilizado en el Teorema 4.16.

Teorema 2.6. |6, Teorema 9.4, pagina 83| Sean X un espacio topoldgico y
{As: a € A} una cubierta de X tal que :

(a) para cada a € A, tenemos que A, es un abierto de X o;

(b) para cada o € A, tenemos que A, es un cerrado de X, y tal cubierta
forma una familia de vecindades finita.

Para cada (o, ) € A X A, sea fo: Ao — Y continua tal que fo [a,na,=
J5 l4ana,- Entonces existe una unica funcion continua f: X —'Y extension

de fo, es decir, f [a,= fa-

3 Variedades

Es momento de hablar de otro concepto topologico interesante que nos per-
mitird tratar a ciertos espacios topologicos de manera local como n-celdas;
hablamos del concepto de variedad (topologica). En realidad, la definicion
que aqui presentamos es la de variedad con frontera, pero por razones de
simplicidad en el lenguaje, utilizamos el concepto de variedad. De hecho, las
definiciones comunmente usadas para dicho concepto son maés sofisticadas,
pero para nuestros propositos, bastara con la Definicion 3.2.

Comenzamos con presentar los conceptos de n-celda, n-variedad, interior
como variedad y frontera como variedad. Asi, como algunos resultados de
interés que seran de ayuda para demostraciones posteriores.

Definiciéon 3.1. Una n-celda es cualquier espacio homeomorfo a la bola ce-
rrada n-dimensional B, en R", donde B,, = {xr e R": ||z ||[< 1}.

Definiciéon 3.2. Sean X un espacio topologico y n € N. Decimos que X es

una n-variedad si cada punto x € X tiene una vecindad en X homeomorfa
a una n-celda.
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Denotaremos por Inty X y 0.X, el interior como variedad y la frontera
como variedad de X, respectivamente. Los conjuntos estan dados por

Inty X = {x € X : z tiene una vecindad en X homeomorfa a R"} y
0X =X — Inty X.

Proposicién 3.3. 5@ X y Y son n-variedades, y h: X — Y es un homeo-
morfismo, entonces h (Inty X) = IntyY . En consecuencia, h (0X) = 0Y .

Demostracion. Sea y € h(IntyX), entonces existe x € Inty X tal que y =
h(x). Luego, existe una vecindad V' de = en X que es homeomorfa a R™.
Como V' es homeomorfa a h(V'), entonces h(V') es homeomorfa a R™. Asi,
como y € h(V) C Y, tenemos que h(V) es una vecindad de y en Y que es
homeomorfa R™, es decir, y € IntyY, de donde h (Inty X) C IntyY.
Reciprocamente, utilizando que h™': Y — X es un homeomorfismo, se
tiene que h™! (IntyY) C IntyX. Por lo tanto, IntyY = h(h™! (IntyY)) C
Para la segunda parte, notemos que h es biyectiva, luego h (X — Inty X) =
h(X)—h(IntyX) =Y — h(IntyX). Asi, utilizando lo demostrado en la
primera parte, tenemos que h (0X) =Y — IntyY, es decir h (0X) =0Y. O

Sipe X ye >0, denotaremos por By (¢, p), la bola abierta con centro en
p y radio e.

Proposiciéon 3.4. Sean X un espacio topoldgico, x € X yn € N. Si x
tiene una vecindad W en X homeomorfa a R", entonces X tiene una base de
vecindades de x homeomorfas a R™.

Demostracion. Sea h: W — R™ un homeomorfismo y sea Z una vecindad de x
en X. Como z € inty (W)Nintx (Z) y A = intx (W)Nintx (Z) C W, entonces
A es una vecindad de xz en W. Por lo que, h (intx(W)Nintx (Z)) es una
vecindad de h(z) en R". Méas atn, C' = h (intx (W) Nintx (Z)) es un abierto
de R™, asi, como h(z) € C, existe € > 0 tal que B = Bgn (¢, h(x)) C C C R™.
Luego, como B es homeomorfo a R y z € h™' (B) C A C Z, con h™! (B)
un abierto de W contenido en A un abierto de X, tenemos que h~! (B) es un
abierto de X y homeomorfa a R™, tal que z € h™! (B) C Z. Esto termina la
prueba. O]
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Proposicion 3.5. Si X es un espacio topologico, x € X yn € N, entonces
existe una vecindad U de x en X que es una n-variedad tal que x € QU si
y solo si para vecindad V de x en X que es también una n-variedad, resulta
que € JV.

Demostracion. Hacemos la primera implicacién por contrarreciproca. Supon-
gamos que existe una vecindad V' de x en X que es una n-variedad tal
que x ¢ OV, entonces x € IntyV. Luego, existe una vecindad W de x
en V tal que W es homeomorfa a R". Como z € inty (W) Nintx (V) y
A = inty (W) Nintx (V) es un abierto de V' contenido en intx (V), se sigue
que A es un abierto de X contenido en W. Esto implica que W es una vecin-
dad de x en X, homeomorfa a R™. Por la Proposicion 3.4, para cada vecindad
U de z en X que es también una n-variedad, existe una vecindad Z de x en
X, homeomorfa a R" tal que x € Z C U. Como Z es también una vecindad de
x en U, tenemos que x € IntyU, de donde, z ¢ OU. Esto prueba la primera
implicacion.

El reciproco es inmediato. Asi termina la prueba. ]

Teorema 3.6. |8, Teorema 4.12| Sean X un espacio métrico, U un abierto
de X yV una n-celda, conn € N. Si x € UNintyx (V), entonces eziste una
n-celda J de X tal que x € inty (J) C J C UnNinty (V).

Ahora presentamos el Teorema de la invariancia del dominio de Brouwer,
el cual nos seré tutil para demostrar el Teorema 3.8.

Teorema 3.7. |25, Teorema 19.2] Si X yY son subconjuntos de R™ y h: X —
Y es un homeomorfismo, entonces h (intgn (X)) = intgn (V). En particular,
st X es un abierto de R™, entonces Y es un abierto de R".

Teorema 3.8. St F' es un subconjunto cerrado de R™ que también es una
n-variedad, entonces Inty F = intgn (F') y OF = Bdgn (F).

Demostracion. Sea x € Inty F. Luego, existe una vecindad V' de x contenida
en F' tal que V es homeomorfa a R". Sea h: R® — V. Por el Teoremad.7,
h(R™) =V es un abierto de R™ tal que, x € V C F. Luego, = € intgn (F).
Esto muestra que Inty F' C intgn (F).

Reciprocamente, sea = € intg- (F). Luego, existe € > 0 tal que Bgn (€, ) C
F. Como Bgn (€, ) es homeomorfo a R" y ademas, es una vecindad de x en
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R™ y por ende, una vecindad de x en F', se sigue que x € Inty F. Esto muestra
que intgn (F') C Inty F. Por lo tanto, Inty F' = intgn (F).

La otra igualdad se sigue de la primera igualdad y de que F' es un sub-
conjunto cerrado de R", asi, Bdgn (F') = F' — intgn (F') = F' — Inty F = OF,
es decir, OF = Bdgn (F)). O

Proposicion 3.9. Si X es un espacio métrico que es una n-variedad y U es
un subconjunto abierto de X, entonces U es una n-variedad.

Demostracion. Sea x € U C X. Como =z € X y X es una n-variedad, existe
una vecindad W de z en X que es una n-celda. Entonces = € U Nintx (W),
luego, por el Teorema 3.6, existe una n-celda J de X tal que z € intx (J) C
J CcUnintx (W) Cc U C X. Como inty (J) es un abierto de X contenido
en U, entonces intx (J) es un abierto de U. Luego J es una vecindad de x en
U que es una n-celda. Asi, como x fue elegida arbitrariamente en U, resulta
que U es una n-variedad. O

Proposicion 3.10. Si X es un espacio métrico que es una n-variedad y U
es subconjunto abierto de X, entonces OU = 0X NU.

Demostracion. Como U es subconjunto abierto de X, por la Proposicion 3.9,
U es una n-variedad, luego, podemos hablar de su frontera como variedad.

Sea x € X NU, entonces x € 0X y x € U. Observemos que X es una
vecindad de x en X que es una variedad tal que x € 9X. Como U es una
vecindad de x en X que es también una n-variedad, por la Proposiciéon 3.5,
tenemos que r € OU.

Reciprocamente, sea x € 0U. Como U es una vecindad de x en X que
es una n-variedad tal que x € QU y X es una vecindad de z en X que es
también una n-variedad, por la Proposiciéon 3.5, tenemos que x € 90X NU.
Asi, termina la prueba. [

Proposicion 3.11. Si M es una m-variedad y N es una n-variedad, enton-
ces M x N es una m + n-variedad. Ademds, se cumple que (M x N) =
(M x ON)U (OM x N).

Demostracion. Sea (m,n) € M x N, entonces m € M y n € N. Como M
es una m-variedad y N es una n-variedad, existen U y V vecindades de x
en M y N, respectivamente, tales que U es una m-celda y V una n-celda.
Luego U x V es una vecindad de (m,n) en M x N. Mas atn, como U es
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homemorfo a I"™ y V' es homeomorfo a I", entonces U x V' es homeomorfo a
I x I = ™" es decir, U x V es una m + n-celda. Asi, como (m,n) fue
elegido arbitrariamente en M x N, resulta que M x N es una m + n-variedad.

Ahora probemos que 9 (M x N) = (M x ON)U (OM x N). Sea (m,n) €
0 (M x N), entonces existen W y Z vecindades de z en M y N, respec-
tivamente, tales que W es una m-celda y Z una n-celda. Luego, existen
hi: I™ — Wy hy: I™ — Z homeomorfismos. Por la proposicion 3.3, oW =
hi(0I™) y 0Z = hye (0I™). Sea h: I™ x I™ — W X Z que estd dada por
h(w,z) = (hi(w), ha(z)). Observemos que h es un homeomorfismo. Luego,
por la Proposicion 3.3, 0 (W x Z) = h(90(I™ x I"™)). Como O (I™ x I") =
(I™ x OI™) U (OI™ x I"™), entonces

h(OI™ x I")=h((I™x0I")U(OI™ x I™))

h((I™x0I")Uh((OI™ x I™))
= (ha (I"™) X hy (OI")) U (h1 (OI™) x ha (I™))
= (W x9Z)U (OW x Z),

de donde 0 (W x Z) = (W x 0Z) U (OW x Z). Utilizando esta tltima igual-
dad, tenemos que, como (m,n) € (M x N) y W x Z es una vecindad de
(m,n) en M x N, por la Proposicion 3.5, (m,n) € (W x Z). Asi, (m,n) €
W x0Z o (m,n) € OW x Z, es decir, n € 0Z o m € OW. De nuevo, por la
Proposicion 3.5, n € N o m € OM. Asi, (m,n) € (M x ON)U (OM x N)y
por ende, 0 (M x N) C (M x ON)U (OM x N).

Reciprocamente, dado (m,n) € (M x ON) U (OM x ON), tenemos que
n € ON om € OM, esto implica por la proposiciéon 3.5 que, n € 9Z o
m € OW, es decir, (m,n) € 9 (W x Z). Nuevamente por la Proposicion 3.5,
(m,n) € 9 (M x N). Asi, (M x ON)U(OM x N) C 0 (M x N). Por lo tanto,
O(M x N)= (M xION)U(OM x N). O

4 Los continuos enrejados tienen n-ésimo hiper-
espacio tnico

En esta seccion demostramos que los continuos enrejados tienen n-ésimo hi-
perespacio Unico.

Sean X un continuo y n € N, las siguientes clases de conjuntos tienen un

Matemédticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 5, paginas 129-158



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Leonardo Ramirez
138 Aparicio

papel importante en esta seccion:

P (X) ={A €, (X): A tiene una vecindad en C, (X) que es una
2n-celda};

P2 (X)={A € C,(X): A tiene una vecindad M en C, (X) que
es una 2n-celday A € OM};

[, (X)={4€C,(X)—PB,(X): A tiene una base local de vecindades
abiertas ) en C,, (X) tal que, para cada U € ),
dim (U) =2n y U NP, (X) es arco conexo }.

Se acostumbra denotar a B; (X) y B¢ (X) como P (X) y P (X), respecti-
vamente.

SiJ e Ap(X)ype E(J) tal que p € intx (J), decimos que p es un
extremo de X. Ademas, en algunos resultados, si B es un subconjunto de
un continuo X, denotamos por:

C(B)={AeC(X): AcC B},
Fi(B)={Ae€ F,(X): AC B}.

Observacion 4.1. Si X es un continuo y n € N, entonces B, (X) es una
2n-variedad.

En efecto, sea A € B,, (X), entonces A € C,, (X) y A tiene una vecindad
M en C, (X) que es una 2n-celda. Como B, (X) es un subconjunto abierto
de Cp(X) y A € B, (X)Ninte, x) (M), por el Teorema 3.6, existe una vecin-
dad AV de A en C,, (X) que es una 2n-celda tal que A € intc,(x) (N) CN C
B, (X)Ninte, (x) (M) C B, (X) C Cp(X). Observemos que N es una vecin-
dad de A en B,, (X) que es una 2n-celda. Como A fue elegido arbitrariamente
en B, (X), por la Definicion 3.2, B, (X) es una 2n-variedad.

Otra forma de describir a JB? (X) que nos serd 1til en la Proposicion 4.5,
es la siguiente.

Observacion 4.2. Si X es un continuo, entonces B9 (X) = {A € P(X): A
tiene una vecindad M en PB(X) que es una 2-celday A € OM}.

Sea A € P?(X) C P(X), entonces A € P (X), A tiene una vecindad N
en C(X) que es una 2-celda y A € ON. Como A € P(X) Nintex) (N) y
PB(X) es un subconjunto abierto de C'(X), por el Teorema 3.6, existe una
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2-celda M en C(X) tal que A € inteix) (M) C M C PB(X) Nintex)y (N) C
P(X) C C(X). Notemos que M es una vecindad de A en P(X). Si A ¢ OM,
entonces A € Inty M, por lo que existe W vecindad de A en M tal que W
es homeomorfo a R?%. Como inte(x) (M) es una vecindad de A en M, por la
Proposicion 3.4, existe una vecindad U de A en M tal que A € inty (U) C
U C intexy (M) € M y U es homeomorfo a R?. Notemos que int (U)
también es un subconjunto abierto de A, entonces U es una vecindad de A
en N tal que U es homeomorfo a R2, lo que es una contradiccion, ya que
A€ dN. Asi, A € OM, y por ende, A € {A € P(X): A tiene una vecindad
M en P(X) que es una 2-celday A € OM}.

Reciprocamente, sea A € {A € P(X): A tiene una vecindad M en P(X)
que es una 2-celda y A € OM}, entonces A € P(X) y A tiene una vecindad
M en P(X) que es una 2-celda tal que A € IM. Como A € inty(x) (M) C
M CPB(X) € C(X) y B(X) es un subconjunto abierto de C'(X), entonces
M es una vecindad de A en C(X). Asi, A € P?(X).

Lema 4.3. Sean X un continuo localmente conexo y A € C (X). Los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

(a) AeP?(X);

(b) existe J € Ag (X) tal que una de las siguientes condiciones se cumplen:
(1) A = {p}, para algin p € intx (J), (2) J € Ar(X) y existe un
extremo p de X tal que p € A C intx (J).

Demostracion. (a)=-(b) Supongamos que A € B? (X), entonces existe una
vecindad M de A en C' (X) que es una 2-celda tal que A € 9M. Luego, A €
inte(xy (M) € M C C(X), asi dim (4, M) = dim (4, C (X)). Méas atn, por
[25, Teorema 9.5, dim (M) = dim (I?) = 2, en particular, dim (4, M) = 2,
entonces dim (A, C (X)) = 2. Por |?, Teorema 4.15], existe J € g (X) tal
que A € (inty (J))gxy ¥y A C intx (J). Como A € (intx (J))c(x) C C(J),
entonces A € into(x) (C(J)). Asi, A € inte(x) (M) Nintexy (C(J)), entonces
por el Teorema 3.6, existe una 2-celda £ de C (X)) tal que A € intex) (£) C

L C intC(X) (M) N int()(X) (C(J)) C intc(X) (C(J)) C C(J) C C( ) Si
A ¢ OL, entonces A € Inty L, por lo que existe una vecindad S de A en £
tal que A € int, (8) C S C £, con S homeomorfa a R?. Como en particular,
intc(x) (£) es una vecindad de A en £, por la Proposiciéon 3.4, existe una
vecindad 7 de A en L tal que A € int, (7) C T C intex) (£) C L, con

Matemédticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 5, paginas 129-158



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Leonardo Ramirez
140 Aparicio

T homeomorfa a R?, esto implica que int, (7) es un subconjunto abierto de
intc(xy (£) y por ende, de C(X). Asi, como A € int,(T)CT CLCMC
C(X), tenemos que intz (7)) es un subconjunto abierto de M, es decir, 7 es
una vecindad de A en M que es homeomorfa a R?, lo que es una contradiccion,
ya que A € OM. Por lo tanto, A € L. Por otro lado, como inte(x) (£) es
un abierto de C'(X) contenido en C (.J), entonces intc(x) (£) es también un
abierto de C'(J), por lo que £ es una vecindad de A en C(J) que es una
2-celda y por ende, una 2-variedad tal que A € 9L. Asi, como C (J) es una
vecindad de A en C'(J) que es una 2-variedad por ser una 2-celda, entonces
por la Proposicion 3.5, se sigue que A € 9C (J).

En base a esto, tenemos dos casos.

Caso 1. J es una curva cerrada simple.

Por [12, Ejemplo 5.2|, tenemos que A € 9C (J) = Fy (J), luego, | A |= 1.
Como A C intx (J), entonces A = {p}, para algin p € intx (J). Asi, se
cumple (a).

Caso 2. J es un arco.

Observemos que A es un subcontinuo de .J. Luego, A es de un solo punto,
A = J o A es un subarco propio de J. Si A es de un solo punto, claramente se
cumple (a). Si A = J, como A C intx (J), entonces A = intx (J). Esto implica
que, A es un cerrado y abierto no vacio de X. Como X es conexo, A = X. Asi,
(b) se cumple. Por tultimo, si A es un subarco propiode Jy E (J) = {p, ¢}, por
[12, Ejemplo 5.1], tenemos que A € 9C (J) = Fy (J)UC (p, J)UC (g, J). Como
A ¢ Fy(J), entonces A € C (p,J)UC (¢, J). Si A € C(p,J), entonces p €
A Cintyx (J) C J, asi, J € Ax (X) y p es un extremo de X. Analogamente,
si A€ C(q,J), se puede demostrar que J € Ag (X) y g es un extremo de X
tal que ¢ € A C intx (J). Asi, (b) se cumple.

(b)=(a) Cuando X es un arco o una curva cerrada simple, el resultado
es inmediato. Asi, supongamos que X no es un arco ni una curva cerrada
simple. Como A € C'(X) y A C inty (J), entonces A € C (intx (J)) C C (J).
Luego, C (intx(.J)) es una vecindad de A en C'(X). Como C (intx(J)) es un
subconjunto abierto de C'(X) contenido en C(.J), entonces C (intx(J)) es un
subconjunto abierto de C'(J). Més atn, como J € g (X), por [12, Ejemplo
5.1] y [12, Ejemplo 5.2], C'(J) es una 2-celda, y por ende, una 2-variedad.
Asi, por la Proposicion 3.9, C' (intx(.J)) es una 2-variedad cuya frontera como
variedad, por la Proposicion 3.10, es 0C (intx(J)) = 0C (J)NC (intx(J)). De
aqui, si J ¢ Ag(X), intx(J) es homeomorfo a (0, 1). De la construccion en [12,
Ejemplo 5.1| y [12, Ejemplo 5.2|, C' (intx(.J)) es homeomorfo a (0,1) x (0, 1).
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Entonces, 0C (intx(J)) = Fi (intx(J)). En otro caso, si J € Ap(X) y psy
¢ son los puntos extremos de J, con p; € inty(J), intx(J) es homeomorfo a
[0,1). De la construccion en [12, Ejemplo 5.1], C (intx(J)) es homeomorfo a
[0,1) x [0,1). Asi, 9C (intx (J)) = C (py,intx(J)) U Fy (intx (J)).

Ahora bien, si se cumple (1), A = {p}, para algtn p € intx(J). Por el
parrafo anterior, A € C (intx(.J)). Si se cumple (2), J € Ax(X) y existe un
extremo p de X tal que p € A C intx(J). Como p € E(J) Nintx(J) y X
no es un arco, entonces p = p;. Por el parrafo anterior, A € 9C (intx(J)).
En cualquier caso, C (intx(J)) es una vecindad de A en C(X) que es una
2-variedad tal que A € 9C (intx(J)). Como A € C (intx(J)) Ninte(xy (C(J))
y C(J) es una 2-celda, por el Teorema 3.6, existe una vecindad N de A
en C'(X) que es una 2-celda, tal que A € intex) (V) C N C C (intx(J)) N
intc(x) (C(J)). Por la Proposicion 3.5, A € ON. Esto muestra que A € P?(X)
y termina la prueba del Lema. ]

Lema 4.4. Si X es un continuo localmente conexo yn € N—{1,2}, entonces
I, (X) ={A4 € C,(X): A es conexo y existe J € Ug(X) tal que A C
intx (J)} =P (X).

Demostracion. Primero demostremos que ', (X) = {A € C,,(X) : A es co-
nexo y existe J € Ag (X) tal que A C intx (J)}. Sea A € I', (X), enton-
ces A € Cp(X) —B(X) y A tiene una base de vecindades abiertas $) en
Cn(X) tal que, para cada U € $, dim (U) = 2n y U NP,,(X) es arco co-
nexo. Como para cada vecindad V de A en C,(X), existe una vecindad
abierta U € $ de A en C,(X) tal que A € U C V C C, (X), entonces,
dim (A, C,, (X)) = dim (A, U) = 2n, es decir, dim (A, C,, (X)) = 2n. Asi, por
[16, Teorema 5|, existe una gréfica finita D en X tal que A C intx (D). En-
tonces A € (intx (D)), (x) C Cn (D), es decir, Cy, (D), es una vecindad de A
en C, (X). En consecuencia, $) contiene una base de vecindades abiertas £’
de A en C,(D) tal que, para cada U € $', dim (U) = 2n, U NB,,(X) es arco
conexo y U C Cy(D).

Ahora mostremos que U NP,,(X) =U N*P,,(D), para cada U € §'. Sean
Ue$H yBelUdNP,(X), entonces B tiene una vecindad M en C,(X) que
es una 2n-celda. Como B € U Ninte, (x) (M), por el Teorema 3.6, existe una
2n-celda NV en C,(X) tal que B € inte, (x) (N) C N C U Ninte,(x) (M) C
UNM CU c C,(D). Esto implica que N es una vecindad de B en C,,(D)
que es una 2n-celda. Asi, B € U NP, (D).
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Reciprocamente, dado U € 'y B € UNP,,(D), tenemos que B tiene una
vecindad M en C,,(D) que es una 2n-celda. Como B € U Ninte, (py (M), por
el Teorema 3.6, existe una 2n-celda N en C,(D) tal que B € int¢, (py (N) C
N CcUnNinte,py (M) CUNM CU C C,(D). Observemos que intc, py (N)
es un abierto de C,, (X)), luego, N es una vecindad de B en C,(X) que es una
2n-celda. Por lo tanto, B € U N*P,,(X). Asi concluimos que U NP, (X) =
UNP,(D).

Como por hipétesis, U N*P,,(X) es arco conexo, por el parrafo anterior,
UNPB, (D) es arco conexo. Ademas, A € U — B, (X) = U — B, (D). Asi,
hemos demostrado que A € T',(D). Entonces por [10, Lema 3.6], A es conexo
y por [16, Lema 11|, existe J € 2Ag (X) tal que A C inty (J).

Ahora supongamos que A € C,, (X)) es conexo y existe J € Ag(X) tal que
A C intx(J). Como R(J) = 0, por [10, Lema 3.6], A € C,,(J) —Bn(J) y A
tiene una base de vecindades abiertas $) en C,(J) tal que para cada U € ),
dim (U) < 2n y U NP, (J) es arco conexo. Observemos que por [16, Lema
11}, dim (i) = 2n, para cada U € $. Como por hipodtesis A C intx (J)y A €
Cn (X), entonces A € (intx (J))¢, (x) C inte,(x) (Ca(J)) C Cn(J), es decir,
intc, (x) (Cn(J)) es una vecindad de A en C,,(J). En consecuencia, §) contiene
una base de vecindades abiertas $)’ de A en C,(X) tal que para cada U € §Y,
dim (U) = 2n, UNB,(J) es arco conexo y U C inte, (x) (Cn(J)). Procediendo
como en parrafos anteriores, se demuestra que U NP,,(J) = U NP, (X) y
AceU—-B,(J)=U—-DB,(X). Por lo tanto, A € T',(X).

Por ultimo, demostremos que {A € C, (X): A es conexo y existe J €
As (X) tal que A Cintx (J)} =P (X). Sean A € C,,(X) tal que A es conexo
y A C intx(J) para algtin J € As(X). Entonces A € (intx(J))ox) C C(J) C
C(X), es decir, C(J) es una vecindad de A en C'(X). Por [12, Ejemplo 5.2],
C(J) es una 2-celda, asi, A € P(X).

Reciprocamente, sea A € P(X), entonces A € C(X) y A tiene una vecin-
dad M en C(X) que es una 2-celda. Luego, dim (A4, C(X)) = dim (A, M) = 2,
es decir, dim (A,C(X)) = 2. Asi, por [16, Lema 11], existe J € Ag(X) tal
que A C inty (J). Esto muestra que A € {A € C, (X) : A es conexo y existe
J € As (X) tal que A C intx (J)} y termina la demostracion. O

Proposicién 4.5. Sean X y Y dos continuos localmente conexos yn € N —
{2}. Si h: C, (X) — Co (Y) es un homeomorfismo, entonces h (P2 (X)) =
B (V).

Demostracion. Por la Observacion 4.1, B(X) y P(Y') son 2-variedades, por lo
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que podemos hablar de sus fronteras como variedad. Mostremos que OB (X) =
PI(X). Sea A € OB(X), entonces A € P(X), por lo que A tiene una vecindad
M en C(X) que es una 2-celda y A € intex) (M) NP(X). Por el Teorema
3.6, existe una vecindad A" de A en C(X) que es una 2-celda tal que A €
inte(xy (N) CN Cintexy (M) NP(X). Observemos que N es una vecindad
de A en PB(X). Si A ¢ ON, entonces existe una vecindad S de A en N que
es homeomorfa a R?. Como intc(x) (A) es una vecindad de A en N, por la
Proposicion 3.4, existe una vecindad 7 de A en N tal que A € inty (T) C
T Cintexy W) C N CPB(X) € C(X) y T es homeomorfo a R Notemos
que T es una vecindad de A en P(X) que es homeomorfo a R?, entonces A €
IntyP(X), lo que es una contradiccion, ya que A € OP(X). Asi, A € IN.
Por la Observacion 4.2, A € P9(X).

Reciprocamente, sea A € PB?(X), por la Observacion 4.2, A € P(X), A
tiene una vecindad M en PB(X) que es una 2-celday A € OM. Si A ¢ IP(X),
entonces A € IntyPB(X). Luego, existe una vecindad N de A en P(X) que es
homeomorfa a R?. Como M es una vecindad de A en 3(X), por la Proposicién
3.4, existe una vecindad S de A en P(X) tal que A € intypx)(S) C S C
M C PB(X) € C(X) y S es homeomorfa a R%. Observemos que S es una
vecindad de A en M que es homeomorfa a R?, lo que es una contradiccion.
Asi, A € PP(X), y por lo tanto, IP(X) = P(X).

Regresando a la demostracion, por el parrafo anterior, tenemos que OB (X)
PBI(X) y OB(Y) =BI(Y). Como P (X) esta dado en términos de conceptos
topologicos que se conservan bajo homeomorfismos, paran =1, h (P (X)) =
P (X). Para n > 3, por el Lema 4.4, ', (X) = P(X) y [, (V) = B (Y).
Como I, (X)) esta dado en términos de conceptos topologicos, se tiene que
h(ly (X)) = Tn(Y), o sea, h(P (X)) = P(Y). Por la Proposicion 3.3,
h(OP(X)) = OP(Y), es decir, h (PB?(X)) = P(Y). Esto termina la prucba
de la proposicion. O

Teorema 4.6. Sv X es un continuo localmente conexo que no es un arco,
entonces existe un homeomorfismo h: clx (FA(X)) — clowx) (B2(X)) tal
que h(p) = {p} pora cada p € cly (FA(X)) — Ufintx (J) : J € 2p (X)} 3
sih(p) NP(X) # 0, entonces p € P(X) o p es un punto extremo de J, para
algin J € Ap(X), donde JNP(X) # 0D yp € inty (J).

Demostracion. Cuando X es una curva cerrada simple, por [12, Ejemplo 5.2],
C (X) es una 2-celda tal que 0C(X) = Fy(X). Luego, Fi(X) C P (X).
Mas atin, F1(X) = P2(X). En efecto, supongamos que Fy(X) # P2(X),
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entonces podemos suponer que B2(X) ¢ Fi(X). Luego, existe A € P?(X)
tal que A ¢ Fi(X). Como X es una curva cerrada simple, Ag(X) = 0.
Entonces, por el Lema 4.3, existe J € As(X) tal que A = {p}, para algin
p € intx(J). Como J = X, A € Fi(X), lo que es una contradiccion. Por
lo tanto, P?(X) = Fi(X). De aqui, clo(x) (B(X)) = Fi(X). Como X es
casi enrejado, por [16, Lema 1|, clx (FA(X)) = X. Entonces, por el Lema
2.5, existe h: clx (FA(X)) = clex) (B(X)) tal que h(p) = {p}, para cada
p € clx (FA(X)). Como X es una grafica finita, h(p) N P(X) = 0. Asi,
supongamos que X 1o es un arco ni una curva cerrada simple.

Sean J € Ax(X) y psy qs sus puntos extremos, con p; € intx(J). Como
X no es un arco, intx (J) = J—{qs}. Sean h;: [0,1] — J un homeomorfismo
tal que hy(0) =q;y hy(1) =ps, y W =U{J —{qs}: J € Ar(X)}. Observe-
mos que W es un subconjunto abierto de X. Como FA(X) = J{intx(J): J €
As(X)}, luego, W C FA(X).

Consideremos h: clx (FA(X)) = clowx) (BP(X)) que esta dada por

{r} sip € cly (FA(X)) =W,
h(p) = {hs(2s)} sipeJeUp(X), p=hy(s)yse|0,3],
hi(2—2s,1]) sipeJeUg(X), p=nhy(s)yse[351]

Por el Lema 4.3, h es una funcién bien definida. Observemos que h es
continua en cly (FA(X)) — W y en W. Asi, para concluir que h es conti-
nua, basta con demostrar que h es continua en cada punto de Bdy (W). Sea
{xm},°_, una sucesion de puntos de W tal que lim z,,, = z, para algin = ¢ W.
Mostremos que lim h(z,,) = {z}. Como para cada m € N, z,, € W, existe
I € Ap(X) tal que z,, € intx (J,,). Si{Jn: m € N} es un conjunto finito,
entonces existe N € Ny una subsucesion {z,, },-, de {z,} tal que z,, € Jy,
para cada k € N. Como X es un espacio métrico compacto, podemos suponer
que lim x,,, = x. Mas atn, como Jy es cerrado, z € Jy. Asi, z € Jy—W. Esto
implica que, = € {q,, }, para algin ¢;,, € Bdx (Jx), es decir, x = q;,. Por
la continuidad de h, limh (z,,) = h(qsy) = {z}, es decir, im h(z,,) = {z}.
Entonces, lim h(x,,) = {z}. Por lo tanto, h es continua. Asi, podemos asumir
que J,, # Ji, si m # k. Como X no es un arco y X es compacto, para cada
m € N, existe q;,, € Bdx (J,,) tal que limgq,,, = ¢, para algin ¢ € X. Por
[16, Lema 8|, lim J,, = {q}, ademas, limz,, = ¢, asi, x = ¢. Por lo tanto,
lim A (z,,,) = {x}. De cualquier modo, h es continua.

Ahora veamos que h es una funcién biyectiva. Por construccion, h es
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inyectiva. Por otra parte, para probar que h es sobreyectiva, observemos c6mo
se comporta geométricamente la funcion h en W cuando s € [0,1]. Si s €
[0,3], los elementos h(p) = {h(2s)}, son puntos en el hiperespacio C(J)
(que a su vez son singulares en el subespacio J de X) que van desde {q;}
a {ps}, tomando todos los puntos del arco J. Por otra parte, si s € [%, 1},
los elementos h(p) = hy (]2 —2s,1]) son de dos formas: un singular {p;}
cuando s = % y arcos de J con el punto en comun p; cuando s € (%, 1] en el
subespacio J de X, que a su vez en el hiperespacio C'(J) se pegan en el punto
{ps}, pero que no se superponen con los puntos h(p) = {h;(2s)}, cuando
s€[0,3).

Con ayuda de lo descrito en el parrafo anterior, veamos que B?(X) C
h(cly (FA(X))). Sea A € P (X), entonces por el Lema 4.3, existe J €
2Ag(X) tal que uno de los siguientes dos casos se cumplen:

Caso 1. A = {p}, para algin p € intx(J).

Sip ¢ W, entonces p € clx (FA(X)) — W. Luego, por la construccion de
h, se sigue que h(p) = {p} = A. En otro caso, si p € W, J € Ax(X), luego
existe s € (0,1] tal que h(p) = {hs (25)} = {p} = A.

Caso 2. J € Ag(X) y existe un extremo p de X tal que p € A C intx(J).
Notemos que h;(1) =p € ANintyx(J).

Podemos suponer que A no es un singular. Entonces, existe s € (%, 1) tal
que h(p) = hy ([2 —2s,1]) = A.

De esta forma, PB?(X) C h(clx (FA(X))). Sea A € clo(x) (B(X)), en-
tonces existe una sucesion {A4,,}>_, de P?(X) tal que lim A,, = A. Como pa-
ra cadam € N, existe p,, € cly (FA(X)) tal que h (p,,) = A, entonces existe
una sucesion {py, }-_, de cly (FA(X)). Como X es compacto y cly (FA(X))
es un conjunto cerrado de X, limp,, = p, para algin p € cly (FA(X)).
Asi, por la continuidad de h, h(p) = limh (p,) = limA,, = A, es decir,
h(p) = A, para algin p € cly (FA(X)). Esto muestra que clex) (PB?(X)) C
h(clx (FA(X))). Por lo tanto, h es sobreyectiva.

Finalmente, sea p € clx (FA(X)) tal que h(p)NP(X) # 0. Si h(p) = {p},
claramente p € P(X). En otro caso, si h(p) # {p}, entonces p € W, por lo
que p € J—{q;} = intx(J), para algan J € Ag(X). Como h(p) NP(X) # 0,
h(p) ¢ intx(J), ya que si h(p) C intx(J), como J es una grafica finita,
entonces h(p) C G(X), de donde h(p)NP(X) = 0, lo que es una contradiccion.
Asi, h(p) ¢ intx(J), por lo que h(p) = J = hy; ([0,1]) y p = hy(1) = py, por
la construcciéon de la funcién h. Es decir, p es un punto extremo de J, con
JNP(X)#Dype€inty(J). Esto termina la prueba del teorema. O
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Teorema 4.7. St X y Y son continuos localmente conexos casi enrejados,
n e N—{1,2} y C,, (X) es homeomorfo a C,, (Y), entonces X es homeomorfo
aY.

Demostracion. Cuando X es un arco, por [10, Teorema 3.8 (b)] el resultado es
inmediato. Anélogamente, si Y es un arco el resultado se cumple. Asi, supon-
gamos que X y Y no son arcos. Sea h: C,(X) — C,(Y) un homeomorfismo.
Por la Proposicion 4.5, h (B? (X)) = B?(Y). Como h conserva cerradu-
ras por ser un homeomorfismo, h (clo(x) (B(X))) = clow) (b (P(X))) =
clegy (BP(Y)). Entonces, h et (12)) F Cloo) (B2 (X)) —> ey (B2 (Y))
también es un homeomorfismo. Como X y Y no son arcos, por el Teorema 4.6,
cloex) (FA(X)) es homeomorfo a clo(x) (B(X)) v cloy) (FA(Y)) es homeo-
morfo a cloyy (PB2(Y)), ast, clx (FA (X)) es homemorfo a cly (FA(Y)). Co-
mo X y Y son continuos casi enrejados, por [16, Lema 1], X = clx (F.A(X))
y Y =cly (FA(Y)). Por lo tanto, X es homeomorfo a Y. O

Teorema 4.8. Sv X y Y son continuos localmente conexos casi enrejados que
no son arcos y C(X) es homeomorfo a C(Y'), entonces X es homeomorfo a
Y.

Demostracion. Sea h: C(X) — C(Y) un homeomorfismo. Por el Teorema
4.5, h (P?(X)) =P?(Y). Como h conserva cerraduras por ser un homeomor-
fismo, entonces h (cleix) (B2(X))) = clopy (h (B(X))) = clow) (B2(V)).
Esto implica que h [Clc(m(ma( X)) clocx) (B2 (X)) = ceyy (B2 (Y)) es un
homeomorfismo. Como X no es un arco, por el Teorema 4.6, clo(x) (FA(X))
es homeomorfo a clo(x) (PB?(X)). Analogamente, cloy) (FA(Y)) es homeo-
morfo a cloyy (PB2(Y)). Asi, cly (FA (X)) es homemorfo a cly (FA(Y)). Co-
mo X y Y son continuos casi enrejados, por [16, Lema 1], X = clx (F.A(X))
y Y =cly (FA(Y)). Por lo tanto, X es homeomorfo a Y. O

Con el proposito de extender las conclusiones del Teorema 4.7 y el Teorema
4.8, para el caso n = 2, introducimos la siguiente notacion.
Dados un continuo X que no es un arco ni una curva cerrada simple, y

J, K € s (X), sea

D (J. K) = cleyo (B9 (X) N {intx (1), intx (K)) g, )
Neloyx) (Y (X) = (intx (), intx () ¢, ) )-
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Ademas, cuando J es un arco y E (J) = {ps,q,}, supondremos que ¢q; €
Bdx (/). En cambio, si J es una curva cerrada simple, ¢; sera el tinico punto
de J tal que J — {qs} es un subconjunto abierto de X. Observemos que ¢; ¢
intx (J), ya que X no es una curva cerrada simple. También, dependiendo si
J es un arco o una curva cerrada simple, denotamos a & (J) de la siguiente
manera. Si J es un arco, £ (J) = C(J). Si J es una curva cerrada simple,
EWJ)={AeC(J): A=J o A= {p} para algin p € J o A un subarco de
J tal que ¢; ¢ A 0o A es un subarco de J tal que ¢; es uno de sus puntos
extremos}. Notemos que en ambos casos, £ (J) = clox) (C (X) N (intx(J))).

Sea W) el continuo obtenido al tomar Wy = D — intg: (E), donde D y E
son discos cerrados en el plano R?, E es un subconjunto propio de D,y E 'y
D son tangentes, véase la Figura 1.

Figura 1: Continuo Wj,.

Lema 4.9. 5@ X es un continuo que no es un arco ni una curva cerrada
cerrada simple y J € g (X), entonces:

(a) siJ es un arco, £(J) es una 2-celda;

(b) siJ es una curva cerrada simple, E(J) es homeomorfo a Wy, donde el
punto de tangencia correspondiente es {qs}.

Demostracion. (a) SiJ es un arco, por |12, Ejemplo 5.1|, £(J) es una 2-celda.

(b) Si J es una curva cerrada simple, de la construccion en [12, Ejemplo
5.2], vemos que £(J) es homeomorfo al continuo Wy. Asi, concluye la prueba
de este lema. O
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Teorema 4.10. Sea X un continuo localmente conexo que no es una cur-
va cerrada simple. Entonces, {(intx(J), intx(K))q,xy: J, K € As(X)} es la
clase de componentes de Po(X).

Demostracion. Sea A € Py (X), entonces existe una vecindad M de A en
C (X) que es una 4-celda. Observemos que dim (A, M) = dim (A4, Cy (X)).
Més atn, por |25, Teorema 9.5], dim (M) = dim (I*) = 4, en particular,
dim (A, M) = 4. Luego, dim (A,Cy (X)) = 4. Por [16, Lema 11|, existen
J,K € Ag (X), con A € (intx (J),intx (K))q,x), luego tenemos que, A €
U{(intx (J),intx (K))c,x: I, K € As(X)}. Es decir, B (X) C U{(intx (J)
inty (K)) e, vyt I K € As (X))}

Reciprocamente, sea A € J{(intx (J),intx (K))q,x: J, K € As (X)},
entonces, existen L, M € Ag (X) tales que A € (intx (L), intx (M)),x)-

Caso 1. L = M y L es un arco libre maximal de X.

Tenemos que (intx (L), intx (M))q,x) = (intx (L))c,x) C C2(L). Como
(intx (L), intx (M)),(x) s un subconjunto abierto de C’géX) y por |9, Lema
2.2|, Cy(L) es una 4-celda, se sigue que Cy(L) es una vecindad de A en Cy(X)
que es una 4-celda. Asi, A € Py(X).

Caso 2. L = M y L es una circunferencia libre de X.

Como X no es una curva cerrada simple, si p € L es tal que L — {p} es un
abierto de X, entonces intx (L) = L—{p}. Luego, (intx (L), intx (M))c,x) =
(intyx (L))cyx) = {A € Co(X): A C L —{p}}. Dado A € (intx(L))c,x),
existe un arco J C L — {p} tal que A C intx(J). Asi, A € (intx(J))q,x) C
C(J), esto es, Cy(J) es una vecindad de A en Cy(X) que es una 4-celda. Por
lo tanto, A € Po(X).

Caso 3. L # M.

Por |21, Lema 3.1, intx (L)Nintx (M) = 0. Sea A € (intx (L), intx (M), x)»
entonces A C intx (L) Uinty (M), ANintx(L) # 0y ANinty (M) # 0. Asi,
las componentes de A son A; = ANintx(L) y Ay = ANintx(M). Co-
mo A; C X Nintx(L), por el Teorema 3.9, existe un arco L; de X tal que
Ay C intx(Ly) C Ly C intx(L). Luego, A1 C LNintx(Ly) C intr (L) C
Ly C intx(L), es decir, Ay C int;(Ly) C Ly C intx(L). Similarmente, se
puede demostrar que Ay C inty (M;) C My C intx (M), para algin arco M,
de X. Entonces inty(L;) y inty; (M) son abiertos de X. Ademés, Ly N M; C
intx (L) Nintx (M) = 0, es decir, L; y M; son ajenos. Observemos que la fun-
cion : C(L1) x C(M1) = (L1, Mi) ¢, (x) que estd dada por ¢ (H,G) = HUG
es un homeomorfismo y A € (inty(L1),inta (M1))c,x) € (L1, Mi)gyx) =
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@ (C(Ly) x C(My)). Como C(Ly) y C(M;) son 2-celdas, por la Proposicion
3.11, C(L1) x C(M;y) es una 4-celda, asi, como (intz(L1), intar (M), (x) €s
un subconjunto abierto de C5(X), entonces (L1, Mi) ¢,y es una vecindad de
A en Cy(X) que es una 4-celda. Por lo tanto, A € PBy(X).

De lo anterior, Bo(X) = (J{(intx (J),intx (K)): J, K € Ag (X)}. Como
por [11, Lema 2.1], para cada J, K € As(X), (intx (), intx(K))q,x) s una
componente de Pa(X), se sigue que las componentes de P(X) son todos los
conjuntos de esta forma. [

Lema 4.11. [16, Lema 32| Si X es un continuo localmente conexo tal que
R(X) # 0, entonces RI(X) = {A € Pa(X): A es conexo o A tiene una
componente de un solo punto, o A contiene un extremo de X }.

Lema 4.12. [16, Lema 33| Sea X wun continuo localmente conexo tal que
R(X) #0. Si JJK € g (X) son tales que Bdx (J) C clx (FAX)—J) y
Bdy (K) C clx (FA(X) — K), entonces D (J,K) = {{p}UA: pe Bdx (J) y
Acé(K), opeBdx(K)yAec&(J)}.

Dados X un continuo tal que R(X) # 0, p e X y J € As(X), denotamos
como D) = {{p} UA: Ae&(J)}.

Lema 4.13. Dado X un continuo tal que R(X) # 0, seanp € X, J € Ag (X)
y [: E(J) = D) que estd dada por f(A) = {p} U A, para cada A € E(J).
Entonces, f es un homeomorfismo.

Demostracion. Sean p € X, J € Ag(X) y D) = {{p} UA: A € £(J)}.
Consideremos f: £(J) — Dg que esta dada por f(A) = {p} U A, para cada
A € &(J). Observemos que f es sobreyectiva. Sean A, B € £(J) tales que
f(A) = f(B), es decir, {p} UA = {p} UB. Si p € A, entonces A es conexo.
Esto implica que p € B y por ende, B es conexo. Asi, A = B. Sip ¢ A,
entonces {p} U A es disconexo y {p} v A son las componentes de {p} U A.
Como {p} U A es disconexo, entonces p ¢ B. Luego, {p} U B es disconexo y
{p} y B son las componentes de {p} U B. Asi, A = B. De cualquier modo,
f es inyectiva. Por el Lema 2.4 y el Lema 4.9, f es una funciéon continua
y €(J) es un conjunto compacto, respectivamente. Por lo tanto, f es una
biyectiva, continua, con dominio compacto y codominio de Hausdorff, asi, f
es un homeomorfismo. O

Lema 4.14. Si X es un continuo localmente conezo tal que R(X) # 0 y
J, K € As(X), entonces los siguientes enunciados se cumplen:
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(1) sip,q € Bdx (J)U(X = J), conp #q,

DJQDJ: {{paq}a‘]}? st paqe J}
S 0, sipgJoqdJ;

(2) siBdx(J) = {p,u} y Bdx(K) = {q,v},

DKHDJ: {{p7q}7{p7v}}7 Siv#%u#p;uzvyp:%
8 ! {{p, Q}}; en otro caso.

Demostracion. (1) Sean J € g (X)y p,q € Bdx (J) U (X —J), con p # q.
Veamos quién es D) ND;]. Sea D € D;)ND;, entonces D = {p}UA = {q}UB,
con A, B € £(J). Tenemos dos casos.

Caso 1. p,q € J.

Entonces, p,q € Bdx(J). Como p # qy J € Ag(X), tenemos que p,q €
Bdx(J) = E(J) y J es un arco. Si p € A, entonces D = Ay q € A.
Esto implica que A es un subcontinuo de un arco J tal que E(J) C A. Luego,
D=A=J.Sip¢ A, entonces D es disconexo y {p} y A son las componentes
de D. Luego, q ¢ B, {q} U B es disconexo y {q} y B son las componentes de
D. Como {p} # {q}, entonces A = {q} y B = {p}. Asi, D = {p,q}. Por lo
tanto, D) N D; = {{p,q}, J}.

Caso2.p¢ Joqgé J.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que p ¢ J. Sea D € D]‘D] N D(}] ,
entonces D = {p} UA = {¢q} UB. Como A C Jyp ¢ J, entonces D es
disconexo y {p} y A son sus componentes. Como D es disconexo, entonces
qg ¢ By {q} y B son las componentes de D. Como {p} # {q}, entonces
A ={q} y B ={p}. Asi, D = {p,q}. Esto implica que D € D;{. De aqui,
p € J, lo que es una contradicciéon. Por lo tanto, DI{ N D;]] = (.

De los casos 1 y 2, obtenemos lo deseado.

(2) Ahora, consideremos J, K € 2Ag(X), con J # K y p € Bdx(J) y
q € Bdx(K). Veamos quién es D{f N D;]]. Sea D € Df N D;]], entonces D =
{p}UA ={¢q} UB,con A € EK)y B e &J). Como J # K, entonces
inty (J)NK =10, asi, K C X — intx(J). Esto implica que K N J C Bdx(J).
Como B C {p} UA, {p} € Bdx(J), B C Jy A C K, entonces B C
{ptuA)nJ={ptu(AnJ) C {p}U(KNJ)C Bdx(J). De aqui, como B
es conexo y Bdx(J) es finita, se sigue que B = {b}, para algin b € Bdx(J).
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De manera analoga, se puede ver que A = {a}, para algin a € Bdx(K).
Asi, D = {p} U {a} = {q} U {b}, con a € Bdx(K) y b € Bdx (J). Por
el Lema 4.9, Fi(J) € £(J) y Fi(K) C £(K). Luego, {¢,d} € D], para
cada d € J,y {p,e} € Df, para cada e € K. Por lo tanto, Df N D;{ =
{{p,a}: a € Bdx(K)} Nn{{q,b}: b € Bdx(J)}. Asi, si Bdx (J) = {p,u} y
Bdx (K) = {q,v}, entonces D N Dy = {{p,q},{p,v}} N {{g,p} {q,u}} =
{{r. a3} U ({{p.v}} n{{g,u}}). De aqui, si D) N D; # {{p,q}}, entonces
{p, v} 0 {{g,u}} ¢ {{p,q}}, por lo que {{p,v}} N {{q,u}} # 0. Luego,
existe w € {{p,v}} N{{q u}} tal que w = {p,v} = {q,u} # {p,q}. Asi,

K J . . _ . .
D,y ND; # {{p,q}} siy solo si {p,v} = {q,u} # {p,q} siy solosi v # g,
u#p,u=vyp=q. Porlo tanto, el enunciado (2) se cumple. ]

Teorema 4.15. [16, Lema 34| Dados X y Y continuos localmente conexos
tales que R(X) # 0y R(Y) # 0, sean J K € Ag(X) y L, M € As(Y) tales
que BdX (J) C ClX (.FA(X) - J), BdX (K) C ClX (FA(X) - K), de (L) C
cly (FA(YY)—L) y Bdy (M) Cecly (FAY)—M). Si h: Cy(X) — Co(Y) es
un homeomorfismo y A ((intx (J), intx(K))e, x)) = (inty (L), inty (M) e, 5,
entonces los siguientes enunciados se cumplen:

(1) siJ =Ky Jesuna curva cerrada simple, entonces L = M y L es una
curva cerrada simple;

(2) siJ=K,Jesunarcoy J ¢ Ap(X), entonces L = M, L es un arco y
L ¢ Ap(Y);

(3) siJ=KyJeAg(X), entonces L =My L € Ag(Y);
(4) si J # K, entonces L # M;

(5) si X y Y son casi enrejados, J = Ky p € J—intx(J), entonces h ({p})
es un conjunto de un solo punto y h ({p}) C L — inty (L).

Teorema 4.16. Sean X y Y continuos localmente conexos y casi enrejados.
Si Co(X) es homeomorfo a Co(Y'), entonces X es homeomorfo a Y.

Demostracion. Cuando X es un arco o una curva cerrada simple, por [9,
Teorema 4.1], el resultado es inmediato. Similarmente, si Y es un arco o
una curva cerrada simple, el resultado se cumple. Supongamos que X y Y
no son un arco ni una curva cerrada simple y sea h: Cy(X) — Ca(Y) un
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homeomorfismo. Como PBy(X) estd dado en términos de conceptos topo-
logicos que se preservan bajo homeomorfismos, h (Po(X)) = Po(Y). Por
[11, Lema 2.1| las componentes de PBo(X) son los conjuntos de la forma
(intx (J), intx (K)) ¢, (x)» donde J, K € As(X). Dados J, K € Ag(X), como

h ((intX( ), intx (K)) e, ) es una componente de Py (V), existen L, M €
{

As(Y) tales que h( mtX( ), intX(K)>02(X))

= (inty (L), inty (M)) o, y- Como X es casi enrejado, Bdx(J) C clx (X — J) =
ClX (ClX (.F.A(X)) — Clx(J))

C clx (clx (FA(X) — J)) = clx (FA(X) — J), es decir, Bdx (J) C clx(FA(X)
—J). Similarmente, Bdx(K) C clx (FA(X)— K). Como Y también es ca-
si enrejado, Bdy (L) C cly (FA(Y)— L) y Bdy(M) C cly (FA(Y)— M).
Si J = K, por el Teorema 4.15 (1), (2), (3), L = M. Luego, para cada J €
Ag(X), existe Ly € Ag(Y) tal que h <<intX (J>>02(X)) = (inty (L)) gy (yvy- No-
temos que la argumentacion anterior, también se puede aplicar al homeomor-
fismo h™1: Cy(Y) — Cy(X). Asi, para cada L € Ag(Y), existe K € Ag(X) tal

que h~! (<1nty(L)>CQ(Y)> = (intx (K))c,(x), esto implica que (inty (L)) g,y =
(inty (L)) c,(v)- Luego, inty (L) = inty (L), por lo que L = cly (inty (L)) =
cly (inty (Ly)) = Ly. Porlo tanto, | J{L: L € As(Y)} = U{Ls: L; € As(Y)}.

Dados J, K € Ag(X), con J # K, por |21, Lema 3.1], int x (J) Nint x (K) =
0, entonces (intx(J))c,(xy N (intx (K)) g, x) = 0. Utilizando que h es inyec-

tiva, b ((intx (), x)) N A (intx(K)e,x)) = 0, es decir, (inty(Lys)) g, N
<inty(LK>>CQ(Y) = @ ASi, LJ 75 LK.

Ahora, sea p € X — |J{intx(L): L € Ag(X)}. Afirmamos que h ({p}) =
{y}, para algin y € Y — | J{inty (K): K € As(Y)}. Como X = clx (FA(X)),
existe una sucesion {p,, }>_, de FA(X) tal que lim p,,, = p. Como FA(X) =
(Hintx(J): J € As(X)}, para cada m € N, existe J,, € Ag(X) tal que
Pm € intx(J,,). Como X no es un arco ni una curva cerrada simple, para
cada m € N, podemos elegir ¢,,, € Bdx(J). Si {Jmn: Jp € As(X)} es finito,
como {pm, }>°_, es una sucesion del conjunto cerrado (J{Jp: Jm € As(X)}, en-
tonces p € | {Jm: Jm € As(X)}. Asi, existe J; € Ag(X) tal que p € Jg, por
lo que p € Bdx(Js). Por el Teorema 4.15 (5), tenemos que h ({p}) = {y},
para algin y € Bdy (L,,). Asi, supongamos que {J,,: J,, € Ag(X)} es
infinito y J,, # Ji, si m # k. Por [16, Lema 8|, lim J,, = {p}, enton-
ces lim g, = p, esto es, lim{q,} = {p}. Por el Teorema 4.15 (5), se tiene
que h({¢gn}) = {wn}, para algin w,, € Bdy (L, ). Como h es continua,
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limh ({gn}) = lim{w,,} = h ({p}). Ademas, para cada m € N, Bdy (L, ) C
Y — [ Hinty (K): K € As(Y)}, entonces {w,,} es una sucesion del conjunto
cerrado Y —  {intx (K): K € Ag(Y)}. Asi, existe y € Y — [ J{inty (K): K €
As(Y)} tal que limw,, = y, por lo que h({p}) = lim{w,} = {y}, para
algin y € Y — [J{inty (K): K € As(Y)}. De esta forma, podemos con-
siderar las funciones continuas ®x: X — Fi(X) y ®y: Y — F(Y) que
estan dadas por ®x(x) = {z} y ®y(y) = {y}, respectivamente, y g, =
Oy toho®x: X —{intx(L): L € Ag(X)} = Y —U{inty (K): K € Ag(X)}
que es continua.

Si J es una curva cerrada simple, por el Teorema 4.15 (1),(5), Ly es
una curva cerrada simple y h ({¢s}) = {qz,}, con q, € Bdy(L,), es decir,
91(¢s) = qr,. Sea g;: J — L, un homeomorfismo tal que g;(¢;) = qr,.
Similarmente, si J € Ag(X), por el Teorema 4.15 (1), (3), L; € Ag(Y)
v 91(¢s) = qr, € Bdy(Ly). Sea g;: J — L, un homeomorfismo tal que
9s(qs) = qr,. Finalmente, si J es un arco y J ¢ 2Ag(X), entonces por el
Teorema 4.15 (2), (5), Ly es un arco, L; ¢ Ar(Y) vy h({ps}), y h({qs}) son
conjuntos de un solo punto contenidos en Bdy (L;) = {pr,,qz,}. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que h ({p;}) = {pr,}. Luego, h ({¢;}) = {qz,}
Ast, g1(ps) = v, v 91(qs) = qi,- Sea ¢g;: J — L; un homeomorfismo tal
que g;5(ps) =pr, ¥ 97(¢s) = qr,. En cualquiera de los casos, g5 (Bdx(J)) =
Bdy (L;). Como {intx (J) : J € As(X)} es una familia de subconjuntos abier-
tos y ajenos entre si de X, por el Teorema 2.6, existe una tunica funcién
continua gz {intx(J): J € As(X)} — Y tal que g2 ity ()= 97 lintx (1)
para cada J € Ag(X). Sea g: X — Y tal que g [x_fintx(s): Jers(x)} = G1
Y 9 [Ufintx(J): Jeug(v)= g2. Notemos que g [;= g; es continua para cada
J € Ag(X). Luego, para mostrar que g es continua, basta probar que g es
continua en Bdx (({intx(J): J € As(X)}).

Sea {pn, }5°_, una sucesion de | J{intx(J): J € As(X)} tal que lim p,,, = p,
para algin p € X — J{intx(J): J € As(X)}. Para cada m € N, sea J,, €
As(X) tal que p,, € intx(J,,). Como X no es un arco ni una curva cerrada
simple, para cada m € N, existe ¢,, € Bdx(J). Si {Jm: Jm € Ag(X)} es
finito, entonces p € (J{Jn: Jm € As(X)}. Por lo que, p € J,, para algin
Js € As(X). Luego, p € Bdx(Js). Asi, supongamos que J,, # Ji, si m # k.
Por [16, Lema 8|, lim J,, = {p}. Entonces, limq,; = p, asi, lim{q;, } =
{p}. Como para cada m € N, ¢q;, € Bdx(J,), se sigue que ¢q;, € X —
Ufintx (J): J € As(X)}, Tneso g(d,) = 01(g0) = @5 (b ({as, 1) € L.
Esto implica que, {g(qs,,)} = ®2(9(qs,,)) = h({qs,,}). Por la continuidad de
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b, i (g, 1) = h ({p}) = {o(p)} = lm{g(as,)} ASi, ling(qs,) = g(p)-
Como Ly, # Ly, st Jy # Jm, 9(41,.) = 95,.(¢5,.) € Ly, v limg(qs,,) = g(p),
por [16, Lema 8|, lim L, , = {g(p)}. Ademas, g(pm) = 9,,,(pPm) € L,,, para
cada m € N, entonces, lim g(p,,) = g(p). Esto demuestra que g es continua.
Por altimo, veamos que g es biyectiva. Notemos primero que g(|J{intx (J):
JeAs(X)}) = U{inty (L;) : L; € As(Y)}. Por la inyectividad de g, la in-
yectividad de gy =g [ Jy g1 (X — U{intx(J): J € As(X)})Nga(J{intx(J):
J e As(X)}) € (Y = W{intx (Ly): Ly € As(Y)}) N (U{intx (L,)}: Ly €
As(Y))} = 0, se sigue que g es inyectiva. Como FA(Y) = (J{inty(L,): L; €
As(Y)}, se debe de cumplir que, FA(Y) C g(clx(U{intx(J): J € As(X)})) =
g (clx (FA(X))) = g(X), es decir, FA(Y) C g(X). Esto implica que, g es
sobreyectiva. Por lo tanto, g es un homeomorfismo. O

Teorema 4.17. Sean X y Y continuos localmente conexos y casi enrejados.
Si Cr(X) es homeomorfo a C,(Y'), para algin n € N, entonces:

(a) sin=11y X no esun arco ni una curva cerrada simple, entonces X es
homeomorfo a 'Y ;

(b) sin # 1, entonces X es homeomorfo a Y.

Demostracion. (a) Cuando n = 1 y X es una grafica finita distinta de un
arco y una curva cerrada simple, por |10, Teorema 3.8 (a)|, el resultado es
inmediato. Asi, podemos suponer que X no es un grafica finita. Para utilizar
el Teorema 4.8, probemos que Y no es un arco ni una curva cerrada simple.
Supongamos que Y es un arco o una curva cerrada simple. Por [12, Ejemplo
5.1] y [12, Ejemplo 5.2|, C(Y) es una 2-celda. Como C(X) es homeomorfo
a C(Y), entonces, C'(X) es una 2-celda, asi, dim (C'(X)) < co. Como X es
localmente conexo, por [12, Teorema 72.2], X es una grafica finita, lo que es
una contradiccion. Por lo tanto, Y no es un arco ni una curva cerrada simple.
Por el Teorema 4.8, X es homeomorfo a Y.

(b) Cuando n = 2, por el Teorema 4.16, X es homeomorfo a Y y el
resultado se cumple. El caso cuando n > 3, se sigue del Teorema 4.7. Asi
concluye la prueba del Teorema. ]

Finalmente, culminamos con la demostracion de que los continuos enreja-
dos tienen n-ésimo hiperespacio tinico.
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Teorema 4.18. Supongamos que X es un continuo enrejado. Si n # 1,
entonces X tiene hiperespacio inico Cp(X). Si X no es un arco ni una curva
cerrada simple, entonces X tiene hiperespacio inico C'(X).

Demostracion. Supongamos que Y es un continuo tal que C,(X) es homeo-
morfo C,(Y), entonces existe h: C,,(X) — C,(Y) un homeomorfismo. Como
X es un continuo enrejado, por el Lema 4.8, X es localmente conexo. Entonces
por [23, Teorema 3.2|, C,,(X) es un continuo localmente conexo. Como h es
homeomorfismo, por [4, Proposicion 8.25], h (C,, (X)) = C,(Y) es un continuo
localmente conexo. Asi, por |23, Teorema 3.2], Y es un continuo localmente
conexo. Por otra parte, como §, (X) estd dado en términos de conceptos to-
polégicos y h es un homeomorfismo, se sigue que A (§, (X)) = F, (Y). Como
X es enrejado, por [16, Teorema 5|, §, (X) es denso en C,(X), luego, co-
mo h conserva cerraduras por ser un homeomorfismo, tenemos que C,(Y) =
h(Co(X)) = h (cle, ) Bn(X))) = e,y (b (Fn(X)) = clo,w) (Ba(Y)), es
decir, Cr(Y) = clo, vy (Fn(Y)). Esto muestra que §,(Y") es denso en Cy(Y).
Entonces, por [16, Teorema 5|, Y es un continuo enrejado. En particular, Y
es un continuo casi enrejado. Asi, X y Y son continuos localmente conexos y
casi enrejados. Por lo tanto, si n =1 y X no es un arco ni una curva cerrada
simple, por el Teorema 4.17 (a), X tiene hiperespacio tinico C'(X). En otro
caso, si n # 1 y X es cualquier continuo enrejado, por el Teorema 4.17 (b),
X tiene hiperespacio tnico C,(X). O
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Capitulo 6

Unicidad de conos sobre curvas localmente
conexas

Gerardo Hernandez Valdez, David Herrera Carrasco,
Maria de Jestis Lopez Toriz, Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo probamos que si X y Y son dos curvas localmente co-
nexas que no son retractos absolutos como vecindades, entonces X es
homeomorfo a Y si y solo si Cono(X) es homeomorfo a Cono(Y).

1 Introduccion

Sea (X, 7) un espacio topologico. Se define el Cono de X como el espacio
cociente

Cono(X) = X x [0,1]/(X x {1})

donde X x [0,1] es el cilindro de X. El presente trabajo considerara a
los espacios X como continuos, es decir, espacios métricos, conexos, com-
pactos y no degenerados. Si n € N, estaremos interesados en los siguientes
hiperespacios de X:

2% = {A C X: A es un subconjunto no vacio y cerrado de X},
Cn(X) = {A € 2% A tiene a lo méas n componentes},
F.(X)={A €2*: Atiene a lo mas n puntos}, y
C(X) = Ci(X).

A estos hiperespacios se les otorgara la métrica de Hausdorff [4, Theorem
2.2]. Los hiperespacios F,,(X) y C,(X) se conocen como n—ésimo producto
sitmétrico de X y el n—ésimo hiperespacio de X, respectivamente.
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En el estudio de continuos, sus hiperespacios y conos, surgio la interrogan-
te sobre la relacion entre ellos. Particularmente, J. T. Rogers en [11] analiza la
relacion entre el Cono de un continuo X y su hiperespacio de continuos C'(X),
buscando aquellos continuos tales que Cono(X) y C(X) fueran homeomorfos.
Descubri6 que si X es un arco, una curva cerrada simple o un indescomponi-
ble cuyos subcontinuos sean arcos, entonces X posee esta propiedad conocida
como cono = hiperespacio. En 1977, S. B. Nadler en su articulo [9] determi-
na que existen exactamente ocho continuos hereditariamente descomponibles
con la propiedad de cono = hierpespacio y anos més tarde, A. Illanes encuen-
tra una caracterizacion para esta propiedad, véase [3]. Una propiedad que ha
adquirido amplia notoriedad en el estudio de hiperespacios es precisamente
la unicidad. Un continuo X que pertenece a una familia de continuos A posee
hiperespacio tnico (X)) si se tiene un continuo Y tal que cada que IC(X)
y K(Y') son homeomorfos, entonces X y Y también son homeomorfos. Utili-
zando una idea similar, se define la propiedad de cono tinico cada que un
continuo X cumple que Cono(X) es homeomorfo a Cono(Y'), para cualquier
continuo Y, y esto implique que X y Y sean homeomorfos. Comencemos con
un ejemplo que da pie a esta propiedad. Sabemos que C'ono([0, 1]) es homeo-
morfo a C([0, 1]), por lo que C([0, 1]) es una 2-celda. Por otro lado, Cono(S")
es homeomorfo a una 2-celda a través del homeomorfismo f : Cono(S*) — S*!
definido por f(6,t) = (1 —t)e®. De esta manera, Cono([0, 1]) y Cono(S') son
homeomorfos a pesar de que [0, 1] y 8! no lo son. Consecuentemente, ni [0, 1]
ni S! poseen la propiedad de cono tnico.

Recientemente, A. Illanes, D. y V. Martinez de-la-Vega descubrieron una
gran familia de continuos que cumplen con esta condicién, la cual seré abor-
dada en este capitulo.

2 Notaciéon y definiciones

Dado un subconjunto A de un continuo X, A°, clx(A), y Bdx(A), denotan
el interior, la cerradura, y la frontera de A en X, respectivamente. Si d es
la métrica de X, ¢ > 0, y a € X, el conjunto {x € X: d(a,x) < &} es
denotado por Bx(a,¢), o B(a,e) cuando no exista posibilidad de confusion.
Sea N(e, A) = J{B(a,e): a € A}. Dados n,r € N y subconjuntos Uy, ..., U,
de X, sea

(Ur,....U0p), ={AeC(X): ACU,U---UU, y ANU; # 0, para cada
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ief{l,....r}}

Es conocido que [4, Theorem 1.2] la familia de conjuntos de la forma (Uy, ..., U,
)n, donde cada U; es abierto en X, es una base para la topologia de C,,(X).
Sean p € X y B nimero cardinal. Decimos que p tiene orden menor o igual
que 8 en X, denotado por ord(p, X) < 3, cada que p tiene una base de vecin-
dades B en X tal que la cardinalidad de Bdx(U) es menor o igual a (3, para
cada U € B. Decimos que p tiene orden igual a [ en X (ord(p, X) = ) sise
cumple que ord(p, X) < By ord(p, X) £ a para cada nimero cardinal o < f3.
Sean E(X) = {z € X: ord(z,X) = 1}, O(X) = {z € X: ord(z, X) = 2},
y R(X) ={z € X: ord(z,X) > 3}. Los elementos de E(X) (respectivamen-
te, O(X) y R(X)) son llamados puntos extremos (respectivamente, puntos
ordinarios y puntos de ramificacion) de X.

Un punto z € X es un punto Fuclideano si tiene una vecindad en X
homeomorfa al espacio Euclideano E". El conjunto de puntos Euclideanos de
X se denota por a(X). Un punto x € X —a(X) es un punto semi-Euclideano
si tiene una vecindad homeomorfa a la mitad del espacio Euclideano. Es
decir, si existe una vecindad de = en X — «(X) homeomorfa al conjunto
{(z1,...,2,): &; > 0}. El conjunto de puntos semi-Euclideanos se denota por
B(X).

Los componentes de a(X) se conocen como componentes Euclideanos.

Para visualizar de una mejor manera estas definiciones, observemos lo
siguiente para una n-celda.

e Six € int(I™), entonces x € a(I™).
e Siz e Fr(I™), entonces z € S(I™).
e Mas atn, y(I™) = 0, por lo cual I™ es una variedad.

Lemma 2.1. Si C es una curva localmente coneza, entonces a(C x [0,1)) =

a(C) x (0,1).

Demostracion. Sea (z,t) € a(C x [0,1)). Entonces existe una vecindad V/
de (z,t) homeomorfa a E™. Recordemos que m; y 72 son las proyecciones
naturales y son funciones continuas. Entonces, 71 (V') es una vecindad de z
homeomorfa a E'. Esto implica que z € a(C'). Por otro lado, si ¢t € (0,1),
también tenemos que my(V') es vecindad de ¢. Supongamos finalmente que
t = 0. Notemos que C' x {0} es homeomorfo a C, por lo que todo punto
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Euclideano del primero es Euclideano del segundo. Esto prueba la primera
inclusion. La segunda inclusion se prueba de manera similar. ]

Un punto x € X es aprozimadamente Fuclideano si para cada € > 0 existe
una funcion continua f: X x [0,1] — X tal que

() f(z,0) ==,

(ii) d(f(z,t),7) <e, para cada (z,t) € X x [0,1],
(iii) = € a(f(X x 1)),

(iv)

Podemos tener un mejor acercamiento a los puntos aproximadamente Eucli-
deanos con los siguientes ejemplos.

dim,[f(X x 1)] = dim,[X].

(1) Sean Q, = {(z,y) € R%: (x+2,1%)2+y2 < M%,n e N}y X =
<U Qn> U ([0,1] x 0). Entonces, el punto (0,0) es aproximadamente
neN
Euclideano, pero no es Euclideano.

(2) Todo punto Euclideano de X también es aproximadamente Euclideano.

(3) En una variedad, los puntos Euclideanos y aproximadamente Euclidea-
nos coinciden.

Ahora un resultado que caracteriza los puntos aproximadamente Euclidea-
nos en el producto de una curva localmente conexa. Se sigue de |1, Theorem
7.

Theorem 2.2. Sea C una curva localmente conexa. Un punto (z,t) € C' X
[0,1) es aproximadamente Euclideano en C x [0,1) si y solo siorde(z) =2y
C' es localmente contrdctil en x yt € (0,1).

3 Resultados preliminares

Una funcién continua h : X x [0,1] — X se conoce como una deformacion
isotopica en X si h(x,0) = x para cada x € X y la funciéon h(x) = h(z,t) es
un encaje en X para cada t € [0, 1]. Una funcién continua b : X x [0,1] — X
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se conoce como una deformacion isotopica sobre X si h(z,0) = x para cada
r € X y la funcion h(z) = h(z,t) es un homeomorfismo sobre X para cada
te[0,1].

Dos puntos 1, z9 se dice que son isotépicos en X si existe una deforma-
cion isotopica sobre X, h: X x [0,1] — X, tal que h(xy,1) = zo. A partir de
la definicién es claro que la relacion isotopia entre puntos es de equivalencia.
Las clases de equivalencias se conocen como componentes isotopicos de X.

Consideramos ahora algunas propiedades de los componentes isotdpicos y
su relacion con los componentes Euclideanos.

Lemma 3.1. (i) Los componentes isotopicos de X son arco conezos.

(ii)) Siz € X yh: X — Y es un homeomorfismo, entonces la imagen de
un componente isotdpico de x es un componente isotopico de h(zx).

(111) Si xz,y pertenecen al mismo componente isotdpico de X, entonces X es
localmente homeomorfo en x y y.

(iv) Un componente Euclideano de X es un componente isotdpico de X .

Demostracion. (i) Sean x1,z, puntos en una componente isotopica de X.
Entonces existe una deformacion isotopica h : X x [0,1] — X tal que
h(z1,0) = x1, h(z1,1) = 29 y he(z) = h(z,t) es un homeomorfismo sobre
X. Observemos que h; es un arco que une x; con xo en X, por lo que se sigue
el resultado. (ii) y (iii) Se siguen del hecho que h es un homeomorfismo. [

Utilizando Lema 3.1, se tiene la siguiente observacion.

Observacion 3.1. Una curva localmente conexa C' tiene los siguientes com-
ponentes isotopicos:

(i) componentes Euclideanos,
(ii) subconjuntos unipuntuales de 5(C'),
(iii) subconjuntos unipuntuales de v(C).

Lemma 3.2. Sean C' una curva localmente conexa distinta del intervalo y
Sty A el conjunto de los componentes Euclideanos de C. Entonces A =
Al U ./42 U ./43, donde:
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e Ac Ay, sicl(A)NBC) =0y |cl(A)N~(C)| =1,
o A€y, sicl(A)NBC) =0y |c(A)N~y(C)] =2,
0.

o Ac As, sicl(A)Np(C) #

Demostracion. Puesto que C' es un continuo de dimensién 1 localmente cone-
X0, los componentes Euclideanos A seran homeomorfos a (0,1) con cl(A)Ny(C)
que contienen uno o dos puntos, por la definicion de v(C). O

Lemma 3.3. Sean C una curva localmente conexa (distinta del intervalo
y S1) y B el conjunto de componentes isotdpicos de C x [0,1). Entonces
7

B = | B;, donde esots conjuntos son ajenos por pares y:
i=1

e BeB, siB=Ax(0,1)yAe€A;, parai=1,2,3.

e Be By, si B=Ax{0}, para A€ A; U A,

B € Bs, si B=(cl(A)NBC)) x [0,1) UA x {0}, A € A,

B € Bg, si B={z} x(0,1), donde x € ~(C),

B € Bz, si B={xz} x {0}, donde x € v(C).

Demostracion. Para cada B € U B;, existe una componente isotopica que

contiene a B. Notemos que si B E Bl U By U B3, por Lemma 2.1 y 3.1 (iv), se
tiene que B es una componente isotopica de C' x [0, 1). Por otro lado, notemos

que f(C x [0,1)) = |J B. Por Lema 3.1, se tiene que cada B € B, U Bs
BeB4UBs

es una componente isotopica de C' x [0,1). Por Lema
0

Lemma 3.4. Sean C y C" dos curvas localmente conexas, tales que C #
7
St, ¢ #£[0,1], B = U B, B U B; son los conjuntos de componentes

isotdpicas de C' x [0, 1) Y C’ x [0,1) deﬁmdas en el Lema 3.3, respectivamente.
Sih:Cx[0,1) = C'"x[0,1) es un homeomorfismo, entonces h envia cada
B € B; en h(B) € B;, para cada i = 1,2,...,7.
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Demostracion. Por Lema 3.1 (b), tenemos que si B € B, entonces h(B) € B'.
Veamos entonces que si B € B;, entonces h(B) € B;, paracadai=1,2,...,7.
Sea B € B;. Entonces cl(B) es homeomorfa a S' x [0,1) y cl(B) N cl((C x
[0,1)) — cl(B)) es homeomorfo a [0, 1).

Sea B € By. Entonces cl(B) es homeomorfa a [0, 1]N[0,1) y cl(B)Necl((C x
[0,1)) — cl(B)) es homeomorfo a {0,1] x [0, 1).

Sea B € B3. Entonces cl(B) es homeomorfa a [0, 1] x[0,1) y cl(B)Nel((C x

[0,1)) — cl(B)) es homeomorfo a [0, 1).
3
Puesto que los componentes isotopicos de [J B; son de dimension 2 y

estan definidos por a través de propiedades tolpél(’)gicas, podemos concluir
que h preserva tipos ¢ de componentes isotopicas, para cada i = 1,2, 3.

Si B € By U B, entonces B se encuentra en la frontera de exactamente
una componente isotopica Cg de C' x [0,1). Més atn, si B € By, se tiene que
Cp € BiUBy; y si B € Bs, entonces Cg € Bs. Nuevamente, debido a que
h preserva componentes isotopicos del tipo i = 1,2, 3, se sigue que también
preserva componentes del tipo i = 4,5. Notemos que si B € By, tenemos que
B es de dimension cero. Més atin, es el inico que cumple esta condiciéon, por
lo que h también preserva componentes isotdpicos del tipo 7.

Finalmente, ya que h preserva componentes isotopicos de los tipos ¢ =
1,2,3,4,5,

7, se sigue que h también preservara los del tipo 6.

4 Descomposicion del cono

Vamos a construir el homeomorfismo entre dos curvas localmente conexas
utilizando el siguiente teorema.

Theorem 4.1. Si C y C" son curvas localmente conexas y C x [0,1) es
homeomorfo a C' x [0,1), entonces C' es homeomorfo a [0,1).

Demostracion. Observemos que si v(C') = (), entonces C' es un arco o una
curva cerrada simple, por lo que el resultado se sigue. De esta forma, vamos a
asumir que gamma(C % [0,1)) # (. Esto implica que [0, 1] # C # S'. Debido a
que existen solamente dos variedades de dimension 1 (la curva cerrada simple
y el arco), C' no es una variedad. Por definicion, v(C') # 0. Sea h : C'x[0,1) —
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C’" x [0,1) un homeomorfismo. Por Lema 3.3, para cada = € (7(C) x {0}, se
tiene que {x} es una compoenente isotopica de C' x [0, 1). Luego, por Lema
3.4, tenemos que h envia v(C) x {0} a v(C") x {0}. Tomemos ho(z) = h(z),
para cada z € y(C) x {0}.

Para cada x € 5(C) x {0} se tiene que existe una componente isotopica
K(z) € Bs tal que x € K(z). Por Lema 3.4, h(K(x)) € Bs y h(K(z)) =
(AN B(C") x [0,1) U A x {0}, para algtin A € A;. Notemos que 3(C") x
{0} N (K (x)) = (AN B(C") x {0}. Puesto que C" # [0, 1], tenemos que
|cl(A)NB(C")| = 1. Se sigue que existe un punto ' € S(C") x {0} Nh(K(z)).
Definamos entonces ho(z) = 2/, para cada x € 5(C) x {0}.

Veamos que esta funcién es continua. Por la definicion de hy, ho|~,(0)x{o}
es continua. Por esta razon, tomaremos una sucesion {z, },ey contenida en
B(C) x {0} y supongamos que converge a un punto o = (z§, x([JO’l). Es claro
que :c([)o’l) = 0. Debido a que en cada vecindad de z§ hay elementos de 3(C),
2§ no tiene una vecindad homeomorfa a (0,1) o [0,1). Luego, x5 € v(C).
Para cada n € N, existe una componente isotopica K(x,) € Bs tal que
z, € K(z,) = (A, NB(C)) x[0,1) U A, x {0}, donde A,, es una componente
Euclideana de C' y A,, € As. Ya que C es una curva localmente conexa, los
didmetros de las componentes de C' tienden a cero. Luego, lim didm(A,,) = 0
v K(z,) tiende a {x§'} x [0,1). Se sigue que ho(x,) tiende a h(xg) = h(xo).
Puesto que y(C)U B(C) es compacto, hy definida de esta forma es un homeo-
morfismo entre (v(C) U B(C)) x {0} y (v(C") U B(C")) x {0}. Por [1, Lema
11], se extiende este homeomorfismo a C' x [0,1) y se sigue el resultado. O

Si X y Y son homeomorfos, entonces sus respectivos conos también lo son.
Para probar el reverso, veamos el siguiente resultado.

Lemma 4.2. Si C' y C" son curvas localmente conexas, no son retractos
absolutos como vecindades y h : Cono(C) — Cono(C") es un homeomorfismo,
entonces h envia el vértice de Cono(C) al vértice de Cono(C").

Demostracion. Si C' es una curva localmente conexa, existen tres tipos de
puntos en Cono(C):

(i) (e, t) € C'x[0,1) tales que ¢ tiene una vecindad en C' que es una dendrita,

(i) (¢, t) € C x[0,1) tal que toda vecindad de ¢ en C contiene una curva
cerrada simple,
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(iii) el vértice de Cono(C).

Sea x € Cono(C). Si x satisface la condicion (i), entonces Cono(C') es local-
mente contractil en x y todos los puntos de x cercanos a él. Por otro lado,
si x satisface la condicion (ii), entonces Cono(C') no es localmente contractil
en z. Finalmente, si x es el vértice del Cono(C), entonces Cono(C') es lo-
calmente contractil en x. Sin embargo, como C' no es un retracto absoluto
como vecindad, en cada vecindad de x existe un punto y tal que Cono(C') no
es localmente contractil en y. Puesto que el vértice de Cono(C) es el tnico
punto que satisface esta propiedad, todo homeomorfismo entre Cono(C) y
Cono(C") enviara el vértice en el vértice, justo como queriamos probar.

]

Finalmente, podemos probar el resultado més importante del capitulo.

Theorem 4.3. Sean X yY dos curvas localmente conexas que no son retrac-
tos absolutos como vecindades. Entonces, Cono(X) es homeomorfo a Cono(Y')
st y solo si X es homeomorfo a 'Y .

Demostracion. Sea h : Cono(X) — Cono(Y') un homeomorfismo. Por Lema
4.2, h(xg) = yo, donde zq y yo son vértices de los conos en X y Y, respecti-
vamente. Usando Teorema 4.1, se tiene el resultado. O

Mas atin, se tiene una extension a este resultado:

Theorem 4.4. [5, Teorema 1.5/ Sean X y Y curvas localmente conezas dis-
tintas del intervalo, una curva cerrada simpe, un n-odo y una n-teta grdfica,
para cada n > 3. Entonces, Cono(X) y Cono(Y') son homeomorfos si y sdlo
st X es homeomorfo a Y.
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Capitulo 7

El n-ésimo producto simétrico suspension

Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera
Carrasco, Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo se presentan algunas propiedades del hiperespacio
SF,(X) para un continuo X, llamado el n-ésimo producto simétrico sus-
pensiéon de X. Se dan antecedentes histéricos y la construciéon de este
hiperespacio. También se presentan algunos modelos para ciertos conti-
nuos. Se estudian propiedades como la conexidad local, unicoherencia,
aposindesis, funciones inducidas y unicidad para dicho hiperespacio.

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.

Dado un continuo X, un hiperespacio de X es una coleccion especifica de
subconjuntos de X. Los hiperespacios que se estudian en este trabajo son los
siguientes:

2¥ ={AC X :A#0y Aesun cerrado de X},

Co(X)={A€2%: Atiene alo méas n componentes},
F,(X)={A€2%: Atiene alo mas n puntos}.

La familia 2% es llamada hiperespacio de los subconjuntos cerrados de X, y
C1(X) es el hiperespacio de los subcontinuos de X. Al hiperespacio F,,(X) se
le conoce como el n-ésimo producto simétrico de X. Note que, el primer pro-
ducto simétrico de X es el hiperespacio F;(X) de los subconjuntos singulares
de X, y se puede ver que X es homeomorfo a Fj(X).
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En 1979, S. B. Nadler Jr. [29] introdujo el concepto de hiperespacio suspen-
sion de un continuo X como el espacio cociente C(X)/F1(X), que se obtiene
de C(X) al identificar a F(X) en un punto y se denota como HS(X). En
2004, S. Macias [22] defini6 el n-ésimo hiperespacio suspension de un continuo
X, para un entero n mayor que 1, como el espacio cociente C,,(X)/F,(X), y
se denota como HS,(X).

En 2010, F. Barragén [4] defini6 para n € N, con n > 2, el n-ésimo
producto simétrico suspension de X, denotado por SF,(X), como el espacio
cociente F,,(X)/Fi(X).

Dado un continuo X, sea H(X) € {2%,C,(X), F.(X), HS,(X), SF,(X)}.
Decimos que un continuo X tiene hiperespacio unico H(X), si para cualquier
continuo Y tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces X es homeomorfo
a Y. Una clase de continuos C' tiene hiperespacio tunico H(X) si para cada
continuo X € O se tiene que X tiene hiperespacio tnico H(X).

En la seccion 3, se construye al n-ésimo producto simétrico de un continuo
y se prueba que éste es un continuo. En la seccién 4, se dan algunos ejemplos de
modelos geométricos del n-ésimo producto simétrico suspension para algunos
continuos. En la secciones 5, 6, 7 y 8 se presentan algunas propiedades del n-
ésimo producto simétrico de un continuo. En la seccién 9, se enuncian algunos
teoremas referentes al tema de unicidad del n-ésimo producto simétrico de un
continuo.

2 Preliminares

Dado un continuo X denotaremos por d a la métrica de X. Dadoa € X y
e > 0, la bola con centro en a y de radio ¢, se denota por By(a,e) = {z €
X :d(z,a) < €}. Para cualquier A C X y § > 0 definimos la nube de
radio § alrededor de A, como Ny(A,d) = U By(a,d). La métrica d en X

acA
induce una métrica en 2%, que es la métrica de Hausdorff, que se define de

la siguiente manera: H(A, B) = inf{e > 0: A C Ny(B,e) y B C Ng(A,¢)},
con A, B € 2%,

Dado un continuo X, en [17, Corolario 14.10| se prueba que (2%, H) y
(C(X), H) son continuos, asi podemos hablar de hiperespacios de 2% . Decimos
que X =~ Y cuando X es homeomorfo a Y. En este trabajo R" se considera
con la topologia euclidiana y por ende todos sus subespacios.
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Definicion 2.1. Sean X,Y espaciés metricos, decimos que la funcion f :
X — Y es un encaje si f es un homeomorfismo entre X y f(X).

Definicion 2.2. Un arco es cualquier conjunto homeomorfo al intervalo ce-
rrado [0, 1].

Definiciéon 2.3. Un continuo X es una grafica finita si se puede expresar
como la uniéon de un nimero finito de arcos tales que, cada par de ellos son
ajenos o se intersectan en uno o ambos puntos extremos. Cada arco que
conforma a una grafica finita le llamamos arista.

Definicion 2.4. Sea X un espacio métrico y p € X. Diremos que X es
localmente conexo en p, si para toda vecindad U de p, existe V' abierto
y conexo tal que p € V C U. Se dice que X es localmente conexo, si es
localmente conexo en todos sus puntos.

Definiciéon 2.5. Sea X un continuo, decimos que X es colocalmente cone-
X0, siempre que cada punto en X tenga una base local de vecindades abiertas
cuyos complementos son conexos.

Una n-celda es un espacio homeomorfo a la bola cerrada B™ en R", donde
B" = {x e R":||x|| <1} y ||x|| denota la norma euclidiana.

Definicién 2.6. Dado X una grafica finita, p € X y n € N, decimos que p
es de orden n en X, denotado por ord(p, X) = n, si p tiene una vecindad
cerrada que es homeomorfa a un n-odo simple que tiene a p como vértice.

Los puntos de orden 1 son puntos extremos, los de orden 2 son puntos
ordinarios y los puntos de orden 3 o mayor son puntos de ramificacion, estos se
identifican con E(X), O(X) y R(X), respectivamente. El conjunto de vertices
de X se denota por V(X) = E(X)UO(X) y una arista serd un arco cuyos
puntos extremos son vértices.

Sean Uy, Us, ..., Uy, una coleccion finita de subconjuntos de X, (Uy, Us, ..., Up )y,
denota el subconjunto de F),(X)

{AeF(X):AC U Uey ANUg # 0 para cada k € {1,2,...,m}}.
k=1
Se sabe por |17, Teorema 1.2] que la familia de todos los subconjuntos de
F,.(X) de la forma (Uy, Us, ..., Up,)p, donde cada U; es un subconjunto abierto

de X, es una base para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff en
F.(X).
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3 Construccion

En esta seccion construimos el n-ésimo producto simétrico suspension para
un continuo X. También probaremos que este espacio es un continuo. Sean
X un continuo y n € N. Veamos que F,,(X) es un continuo.

Teorema 3.1. Sea X" es producto topoldgico de n copias del continuo (X, d)
por st mismo. Sea f, : X" — F,(X) la funcion definida por f,(x1,za, ..., x,) =
{z1, 29, ..., 2, }. Entonces f, es continua y suprayectiva.

Demostracion. Sea D,, : X"xX™ — R, definida por D,,((x1, ..., Zn), (Y1, .-, Y2)) =
max{d(x1,y1), ..., d(xn, yn)}, esta es una métrica para X".

Probaremos que f, es uniformemente continua. Sea ¢ > 0, tomemos
(1, ooy Tn)y (Y1y ooy Un) € X™ tales que Dy ((x1,...,20), (Y1, .., Y2)) < €, por
como se define D,, se cumple que d(z;,y;) < ¢ para cada i € {1,...,n}. Es
decir, z; € By(yi,e) v yi € By(z,¢) para cada i € {1,....,n}, por lo tan-
to {x1,...,xn} C N(&,{y1, - Un}) ¥ {¥1,-un} C N(g,{x1,....,2,}). Esto
implica que H(fn(x1,....,xn), fu(y1, .., yn)) < €. Por lo tanto f, es unifor-
menete continua y por ende continua. Veamos que f, es suprayectiva, sea
{z1,...;xm} € F(X), donde m < n. Sin = m, se cumple que f,(x1,...,z,) =
{x1,...,zn}. Si m < n pongamos x; = z,, para cada j € {m +1,....,n}, es
claro que (x1,...,2,) € X"y fu(z1,...;xn) = {x1, ..., 2} = {21, ..., 2 }. Por
lo tanto, f,, es suprayectiva. [

Corolario 3.2. Sea X un continuo y n € N, entonces F,(X) es un continuo.

Demostracion. Se cumple que X" también es un continuo, entonces como f,
es continua f,(X"™) también es un continuo. Es decir, F},(X) es un continuo.

]

Definiciéon 3.3. Una descomposicion D, de un continuo X es una familia de
subconjuntos no vacios de X ajenos entre si tales que

UuD = X.

Definicion 3.4. Sea (X, 7) un espacio topologico y D una descomposicion
de X. Sea

T(D)={U CD:UU €T}
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El espacio (D, 7(D)) es conocido como el espacio cociente de X,y 7(D)
se conoce como la topologia cociente. Se suele denotar por X D a dicho
espacio. Note que los puntos en X /D son subconjuntos de X.

Definiciéon 3.5. Sea (X, 7) un espacio topolégico y D una descomposicion
de X. Se define la funcién cociente gx : X — X /D como ¢x(z) = D, donde
D es el tnico elemento en D tal que x € D.

Otra forma de definir una topologia para X /D, que es equivalente a 7(D)
es
7 (D) = {UU C D: ¢ (U) es abierto en X}.

Sea X un continuo y n € N. Consideremos D = {F;(X)} U{{A} : A €
F,,(X)—Fi(X)} una descomposicion de F),(X). El n-ésimo producto simétrico
suspension de X, denotado por SF,(X), es el espacio cociente F,,(X)/D,
como SF,(X) se obtiene de F,(X) al identificar a F;(X) a un punto, con la
topologia cociente, F,,(X)/D se suele denotar por:

E.(X)/Fi(X).
La funcién cociente gx es tal que, gy : F,(X) — SF,(X) definida por

(A} si Ae Fy(X) - Fi(X)

ax(A) = {FX si Ae F(X).

Fx denota al elemento tal que ¢x(F1(X)) = {Fx}. Note que gx(A) =
Fi(X) € D para toda A € Fy(X), entonces Fx = Fy(X), como Fy(X) puede
ser tomado como un subconjunto de F,(X) o un punto en SF,(X), se opta
por usar el simbolo Fy, para evitar confuncion, denotando asi a F;(X) como
un punto en SF,(X). La restriccion de gx al subespacio F,,(X) — Fi(X),

Ux|F.(x)-F(x): Fo(X) = F1(X) — SF.(X) — {Fx}

es un homeomorfismo. De ahora en adelante, escribimos

C]} = QX‘FTL(X)—Fl(X)-

Veamos que SF,,(X) es un continuo.
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Definicién 3.6. Sea X un continuo y D una descomposicion de X. Decimos
que D es semi continua superior (scs) si para cada elemento D € D y cada
abierto U de X tal que D C U, existe V abierto de X tal que D C V' y para
cada W € D tal que W NV # () se cumple que W C U.

Observe que esta definicion se basa tnicamente en la forma en que la
particion D esta siendo tomada, por lo que se utilizaré la topologia cociente.

Definicion 3.7. Si D es una particion de X, entonces cualquier subconjunto
de X que sea la union de una subcoleccién de D se dird D-saturado.

Lema 3.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, D una particion de X y qx la
funcion cociente. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. D es semi continua superiormente,
2. qx es una funcion cerrada,

3. ssDeD,Uert,yDCU, entonces existe V € 1 tal que D CV C U
y es D-saturado.

Demostracion. Veamos que 1 implica 2. Sean C' un conjunto cerrado de X y
z € ¢ (D—qx(C)), note que qx (z) € D—qx(C). Veamos que gx(x)NC = (.
Supongamos por el contrario, que y € gx(z)NC, entonces gx (z)Ngx(y) # 0y
asi, ¢x(x) = gx(y) y por lo que gx(x) € ¢x(C), lo cual es una contradiccion,
todo esto por como esta definida gx .

Tenemos entonces que gx(x) C X — C. Como X — C es abierto y D semi
continua superiormente, existe V' € 7 con gx(x) C V tal que si v € V |
entonces ¢x(v) C X — C. Supongamos que gx(v) € gx(C), entonces gy (v) =
gx(y) para algin y € C' y asi, y € gx(v) N C, entonces gx(v) C X — C, lo
cual contradice la definicion de v. Por lo tanto, ¢x (V) C D — ¢x(C). Luego,
z €V Cx (D —qx(0)) y se sigue que es abierto. Por lo tanto D — ¢x(C)
es abierto. Finalmente, como ¢y es la funcion cociente, se sigue que gx(C') es
cerrado en D.

Veamos que (2) implica (3). Sean D € Dy U € 7 tal que D C U.
Considere V = ¢' (D — qx(X — U)). Notemos que V es abierto puesto que
qx es cerrada y D C V C U. Para ver que V es D-saturado, veamos que
V=UD—-qx(X =U)).Seav € V, entonces v € gx(V) € D — qx(X —U)
y asi v € (D — ¢x(X — U)). Por otro lado, si v € | J(D — qx(X — U)),
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existe A € D — qx(X — U) tal que v € A. Luego, gx(v) = A, es decir,
v € g (D — qx(X — U)), y por lo tanto se cumple (3). Finalmente, se sigue
de la definicién que (3) implica (2). O

Teorema 3.9. [28, Teorema 3.10] Todo espacio cociente de una particion
semi continua superior de un continuo es un continuo.

Lema 3.10. Sea X normal y F' C X cerrado en X. Si D ={F}U{{z} :z €
X — F}, entonces D es semi continua superior.

Demostracion. Sea D € D y U abierto en X tal que D C U. Por la definicion
de D, se tienen dos casos:

Caso 1. Si D = {z}, para algin z € X — F, tenemos que D y F son cerrados
en X. Puesto que X es normal, existen Uy, Uy ajenos tales que D C U,
y FF C Us. Sea V= U; NU. Asi, tenemos que D C V C U. Notemos
V= U {z} y VN F =0, por lo que V es D— saturado.

zeV

Caso 2. Si D = F. Haciendo V = U se cumple que D Cc V Cc Uy V =

U {z}UF, como F € Dy {z} € D para cada z € U — F, por lo

zcU—-F
tanto V es D— saturado.

De ambos casos y utilizando el Lema 3.8 (3), tenemos que D es semi
continua superiormente. O]

Lema 3.11. Sea X un continuo y n € N. Entonces Fy(X) es un subconjunto
compacto de F,(X).

Demostracion. Sea f : X — F,(X) una funcion definida por f(z) = {z},
basta ver que f es continua y para ello, tomemos un béasico de la topologia
de F,(X), digamos (Uy, ..., Up)yn, con m < n y U; son subconjuntos abiertos

de X, para cada i € {1,...,m}. Note que mUi = f YUy, ...,Upn)n), por lo
i=1

tanto f~1((Uy,...,Un)n) es abierto en X, luego f es continua. Como X es

compacto entonces f(X) = F(X) también es compacto. O

Corolario 3.12. Sea X un continuo y n € N. Entonces, Fy(X) es un sub-
congunto cerrado de F,(X).
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Teorema 3.13. Sea X un continuo yn € N, entonces SF,(X) = F,(X)/F1(X)
es un continuo.

Demostracion. Sea D = {F|(X)} U{{A}: A€ F,(X)— F;(X)}. Puesto que
F,.(X) es normal y Fi(X) es un subconjunto cerrado de F,(X), tenemos que
D es semi continua superior por Lema 3.10. Finalmente, por el Teorema 3.9,
se sigue que SF,,(X) es un continuo. O

4 Modelos

En esta seccion se presentan algunos modelos del espacio SF, (X)), para algu-
nos continuos X.

Ejemplo 4.1. Sea X un arco. En [19, pag. 51| se demuestra que un mo-
delo para el hiperespacio F5(X) es el tridngulo en el plano con vértices en
(0,0),(0,1) y (1,1), el cual es homeomorfo a una 2-celda, a su vez F;(X) es
homeomorfo al segmento que une el punto (0,0) con el punto (1, 1). Si identi-
ficamos F(X) a un punto, obtenemos un espacio homeomorfo a una 2-celda.
Asi, el hiperespacio SF»(X), también es una 2-celda. Ver Figura 1.

Fi(X)
“7x (F1(X))
X Fy(X) SFy(X) = Fy)(X)/Fi(X)

Figura 1: El segundo producto simétrico suspension del arco.

Sea T el continuo que se conoce como triodo simple. A continuacion,
presentamos el n-ésimo producto simétrico suspension de 1" para el caso par-
ticular cuando n = 2.

Ejemplo 4.2. En [19, pag. 55| se demuestra que un modelo para el hiper-
espacio F5(T') es el espacio que se muestra en la Figura 2, el cual es una
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2-celda Dy que contiene tres 2-celdas, Dy, Dy v D3, pegadas de tal manera
que Dy N D; es un arco para cada i € {1,2,3} y la interseccion Dy N Dy N D3
es un punto p. Ademas, Fi(T') esta contenido en la frontera de Dy, Dy, D3 y
Fi(T) N Dy = {p}. Asi, al identificar F;(7") a un punto, obtenemos un espa-
cio homeomorfo a F5(T). Por tanto, SF5(T) es homeomorfo a F5(T). En la
Figura 2 podemos observar un bosquejo de como se llega al espacio SF»(T).

i

)
T SFy(T) = Fo(T)/F1(T)

Figura 2: Segundo producto simétrico suspension del triodo simple.

Ejemplo 4.3. Sea S! la curva cerrada simple. En [5, p. 877] se prueba que
F5(S') es homeomorfo a la banda de Mébius, y Fy(S') es homeomorfo a la
frontera de la banda de M&bius. Entonces SFy(S') es homeomorfo al plano
proyectivo real RP?.

Ejemplo 4.4. [4, Ejemplo 3.5] Si @ es el cubo de Hilbert, entonces para cada
n € N con n > 2, se cumple que SF,(Q)) es homeomorfo al cubo de Hilbert.

La curva cerrada simple S* es un ejemplo de un continuo que no es uni-
coherente y F(S') también es no unicoherente pero SFy(S;) es unicoherente
[5, p. 877].

En las siguientes secciones se presentan algunas propiedades del espacio
SF,(X) para un continuo X.

5 Unicoherencia

En esta seccion estudiaremos la propiedad de unicoherencia, mostrando que si
X es unicoherente, entonces SF, (X ) también es unicoherente, cuando n > 3
(ver Teorema 5.7). Si n = 2 puede ocurrir que no se herede esta propiedad, o
que el espacio X no sea unicoherente pero SF,(X) si lo sea.
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Definicion 5.1. Sea X un continuo, decimos que X es unicoherente si para
cada par de subcontinuos A, B de X tales que X = A U B se cumple que
AN B es conexo.

Ejemplo 5.2. El intervalo [0, 1] es unicoherente. Esto ya que los subcontinuos
del [0, 1] son subintervalos conexos de [0, 1]. La interseccion de dos intervalos
conexos también es conexa.

Ejemplo 5.3. La curva cerrada simple S! no es unicoherente. Un subcontinuo
de S* es un punto o un arco. Dados dos subcontinuos de X, A y B, tales que
St = AU B se cumple que AN B = {a, b} donde a, b son puntos extremos de
A, B.

Figura 3: S1

Definicién 5.4. Una funciéon continua f : X — Y es mondtona si, es so-

breyectiva y para cada punto y € Y, f~!(y) es un subconjunto conexo de
X.

Ejemplo 5.5. Sea f : [0,27] — [—1,1] definida por f(x) = sen(z), es claro
que f es continua y sobreyectiva. Pero f~1(0) = {0, 7,27} es un subconjunto
disconexo, por lo tanto f no es monoétona. Si cambiamos el dominio de f por
el conjunto [0, 7], entonces ya es mondtona.

Teorema 5.6. La funcion qx es mondtona.

Demostracion. Por definicién de espacio cociente ¢x es continua. Claramente
gx es sobreyectiva. Sea Y € SF,(X), por lo que existe X € SF, tal que
qx(X) =Y, entonces ¢ (Y) = X. Se tienen dos casos que X € F,(X) —
Fi(X) o X = Fi(X). Para el primer caso, es claro que X es conexo ya que es
un punto en F,(X). Hay que probar que Fj(x) es conexo en F,(X), esto es
asi ya que F;(X) es homeomorfo a X, por lo tanto es conexo. ]
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Teorema 5.7. Sea X un continuo yn € N tal que n > 3. Entonces SF,(X)
es un continuo unicoherente.

Demostracion. Por |23, Teorema 8|, F,,(X) es unicoherente. Por el Teorema
5.6 ¢x es mondtona. Entonces, por |28, Corolario 13.34] se tiene que SF,, (X)
es un continuo unicoherente. ]

Para el caso donde n = 2, el hecho de que X sea unicoherente no nece-
sariamente implica que el hiperespacio SF,,(X) sea unicoherente. Se conocen
dos ejemplos de esto, uno es |6, Ejemplo 2.1] y el otro en [4, Ejemplo 4.4]. En
estos ejemplos se da un continuo X que es unicoherente pero SF»(X) no es
unicoherente.

Por otro lado, en [30, P. 197] se muestra que SFy(S') es unicoherente.
Esto nos da un ejemplo de un continuo que no es unicoherente, S*, pero su
segundo producto simétrico suspension si lo es.

6 Conexidad local

En esta seccion se presentan propiedades referentes a conexidad local para el
n-ésimo producto simétrico suspension de un continuo, probando que el hecho
de que SF,(X) sea localmente conexo, es equivalente a que X sea localmente
conexo (ver Teorema 6.2).

Teorema 6.1. Sea X un continuo y sean > 2 un entero positivo. Si F,,(X)—
F1(X) es localmente conexo, entonces X es localmente conezo.

Demostracion. Sea x € X y U un abierto de X tal que x € U. Sea § > 0
tal que By(z,d) C U. Por |28, Corolario 5.5|, existe K un subcontinuo de X,
tal que {x} & K C By(x,0). Sea y € K tal que y # z. Es claro que existe
a > 0 tal que By(z,a) N By(y, o) =. Denotemos A = {x,y} y sea ¢ > 0 tal
que ¢ < min{w,0}. Sea Uy = By(x,e) y Uy = By(y,¢), asi (Uy, Us),, es un
subconjunto abierto de F,,(X). Por Corolario 3.12, se tiene que F,,(X)—F;(X)
es un subconjunto abierto de F,,(X), por tanto (U, Us), N (F,.(X) — F1(X))
es abierto en F,,(X) y por ende también es abierto en F,,(X) — F1(X). Como
F.(X) — Fi(X) es localmente conexo, existe C' un subconjunto conexo y
abierto de F,(X) — Fi(X) (también lo serd en F,(X)) tal que A € C C
(Ur,Uy)pn N (F(X) — F1(X)). Entonces, por [9, Lema 6.1] se cumple que |JC
es un subconjunto abierto de X y (|JC) N U; es un subconjunto conexo de
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X. Esto implica que (|JC)NU; es un subconjunto abierto y conexo de X tal
que z € (JC)NU; C U. Por lo tanto X es localmente conexo en x. Asi, X
es localmente conexo. O

Teorema 6.2. Sean X un continuo yn € N—{1}. Entonces X es localmente
conezxo si y solo si SF,(X) localmente conezo.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo, por |24, Lema 2| se
cumple que F),(X) es localmente conexo, como ¢x es continua y ¢x (F,(X)) =
SF,(X), por [28, Proposicion 8.16] se sigue que SF,(X) es localmente conexo.

Si SF,(X) es localmente conexo, por [21, Teorema 3, p. 230] SF,(X) —
{Fx} es localmente conexo. Dado que SF,(X) — {Fx} es homeomorfo a
F.(X) — Fi(X), se cumple que F,(X) — F1(X) es localmente conexo. Por lo
tanto, por el Teorema 6.1 X es localmente conexo. O]

Con respecto a la propiedad de arco conexidad, se enuncia el siguiente
Teorema.

Teorema 6.3. [4, Teorema 6.1] Sean X un continuo yn € N, tal que n > 2.
Si X es arco conezo, entonces SF,(X) es arco conezo.

7 Funciones inducidas

Dados dos continuos X,Y y f : X — Y una funcién, f induce una funcion
del hiperespacio 2% a 2¥, dada por la imagen de cualquier cerrado de X bajo
f. Veremos qué propiedades hereda la funcién f, a las funciones inducidas de
los espacios F,(X), F,(Y) y SF,(X),SE,(Y) y viceversa (ver Teoremas 7.2,
7.7).

Teorema 7.1. [28, Teorema 8.2.2] Sean X,Y continuos y f : X — Y una
funcion continua. Entonces la funcion 2/ : 2% — 2Y definida por 27 (A) =
f(A) es continua.

Sean X,Y continuos y f: X — Y una funcién continua. Para n € N con
n > 2, se denota por F,(f) : F,(X) — F,(Y) a la funcién inducida tal que
F.(f)(A) = f(A), como f es una funcion, F,(f) esta bien definida. Como
un Corolario del Teorema 7.1 se tiene que F,(f) es continua. Definimos la
funcién inducida por f entre los n-ésimos productos simétricos suspension de

X y Y, denotado por SE,(f): SF,(X) — SE,(Y) por:
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(v o Fu(f)ogx')(A) si A# Fy
Fy si A= Fy.

La funcién inducida SF,(f) es continua por [10, Teorema 4.3, p. 126].

SE.()(A) = {

Teorema 7.2. Sean X,Y continuos, f : X — Y un funcion continua yn > 2
un entero. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

o f: X =Y esun homeomorfismo;
o F.(f): Fu(X) — F.(Y) es un homeomorfismo;

o SF,(f):SF,(X)— SF,(Y) es un homeomorfismo.

Demostracion. Dados A, B € F,(X) tales que A # B, como f es un homeo-
morfismo se cumple que f(A) # f(B), por lo tanto F,,(f) es inyectiva. Dado
A € F,(Y) de la sobreyectividad e inyectividad de f existe A" € F,(X) tal
que f(A") = A, por tanto F,(f) es sobreyectiva. Como F,(X) es un continuo
y F,.(f) es continua se tiene que F),(f) es un homeomorfismo.

Los elementos que viven en SF,(X) son de la forma {A} donde A €
F.(X) — Fi(X) o Fx. Entonces, dados A, B € SF,(X) tales que A # B,
podemos suponer que A = {A'} y B € {{B'}, Fx} para algunos A, B’ €
F(X)—Fy(X),note que A" # B". Asi, ¢ (A) = A y ¢ (B) = B 0 ¢ (B) €
Fi(X), en ambos casos gy (A) # qx (B), como F,(f) es inyectiva se cum-
ple aue Fy(f)(ax (A)) # Falf)(ax (B)). Finalmente, ay (Fu(f)(a5'(4))) =
{F(F)(gx (4)) y
av (BN (B))) € LUE(F)ax (B)}, Fy}, como Fol(f) (a5} (A)) € Ful(Y)~
F1(Y) y de la inyectividad de F},(f) se cumple que (gy o F,(f)oqx ) (A) # (gyo
F.(f)oqx")(B), es decir, SF,(f) es inyectiva. La sobreyectividad de SF,,(f) se
tiene ya que qy, Fy,(f), ¢ son sobreyectivas. Dado que SF,(X), SF,(Y) son
continuos y SF,(f) es continua se cumple que SF,(f) es un homeomorfismo.

Sean z,y,z € X elementos distintos, consideremos A = {{z,z}} y B =
{{z,y}}, es claro que A, B € SF,(X). Como SF,(f) es inyectiva se cum-
ple que SE,(f)(A) # SF,(f)(B). Por como se define la funciéon se tiene que
(ay © Fu(f) 0 ax')(A) = (av o Fu(f)) ({7, 2}) = av (f({z, 2})) ¥ (av 0 Fu(f) o
0x )(B) = (av o Fu(f))({z,y}) = av(f({,y})), por lo tanto gy (f({z,y})) #

qv (f({z,z})), podemos suponer que gy (f({z, 2})) = {{/({z, 2 }} v ar (f({y, 2
H) € {{{f{y,z})}}, Fy}. Esta suposicion tiene de forma implicita que

f(z) # f(2). Tenemos dos casos.
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e Caso 1. gv(f({y,2})) = {{/({y, 2})}}, esto implica que f(y) # f(2).
Como gy (f({z,4})) # av(f({z,2})), entonces f({x,z}) # f({y,z}),

como f(z) pertenece a ambos conjuntos, debe ocurrir que f(z) # f(y).

e Caso 2. qv(f({y,2})) = Fy, esto implica que f(y) = f(z) y como
f(z) # f(2) se cumple que f(z) # f(y).

Por lo tanto, f es inyectiva. Sea y,z € Y distintos, dado que SF,(f) es
sobreyectiva y {{y,z}} € SF,(Y), existe A € SF,(X) tal que SF,(f)(A) =
{{y, z}}, por la definicion de SF, (f) se cumple que A # Fx, esto quiere decir
que A = {A"} donde A" € F,(X) — Fi(X), entonces como f es inyectiva
se cumple que SF,(f)(4) = av(f(4) = {f(4)}, por tanto {{y,z}} =
{f(A)}, es decir, f(A") = {y, 2z} de aqui que existe z € A" tal que f(z) = .
Por ende, f es sobreyectiva. Dado que f es continua y X, Y son continuos se
cumple que f es un homeomorfismo. ]

Se cumple algo similar al Teorema anterior, cambiando la propiedad de
homeomorfismo por la de funcién monoétona.

Teorema 7.3. [3, Teorema 4.1] Sea f : X — Y una funcion continua sobre-
yectiva y n > 2 un entero. Entonces los siquientes enunciados son equivalen-
tes:

e f: X —Y es mondtona;
o F.(f): Fu(X) = F,(Y) es mondtona;
o SEL(F):SF,(X)— SF,(Y) es mondtona.

Lema 7.4. Sean X un continuo, n,r € N tales que r < n y Uy, ...,U, sub-
conjuntos abiertos de X. Entonces | J(Ui, ..., Ur)n es un subconjunto abierto

de X.
Demostracion. Sea x € |J(Uy, ..., U, )y, entonces existe A € (Uy,...,U,), tal

quex € A. Dadoquex € A C U U;, podemos considerar J = {j € {1,...,r} :
i=1
x € U;}. Por lo tanto x € ﬂ Uj, es claro que ﬂ U; es un subconjunto abierto
jed jes
de X. Veamos que ﬂ U; C U<U1’ ey Uy, seay € ﬂ U; y consideremos B =

jedJ jedJ
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{y} U (A — {z}), note que B € (Uy,...,U, )y, por lo tanto y € | J(U, ..., U, )y.

Por ende, x € ﬂ U; C U(Ul, eeiy Up ), s decir, | J(Uq, ..., U,), es un conjunto
jed

abierto de X. ]

Como los conjuntos de la forma (U, ..., U,),, para n,r € N, son una base
para la topologia de F,(X), se cumple que todo abierto es uniéon de conjuntos
del tipo (U, ..., U,),, como consecuencia del Lema 7.4 se tiene el siguiente
Corolario.

Corolario 7.5. Sea X un continuo y n € N. Si C es un subconjunto abierto
de F,(X), entonces | JC es un subconjunto abierto de X.

Definiciéon 7.6. Sean X,Y continuos y f : X — Y una funcién. Decimos
que f es abierta, si para cualquier subconjunto abierto A de X se cumple que
f(A) es un subconjunto abierto de Y.

Teorema 7.7. Sean X,Y continuos, f : X — Y wuna funcion continua y
sobreyectiva, y n € N tal que n > 2. Si F,(f) es abierta, entonces f es
abierta.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de X. Entonces, (U),, es un
subconjunto abierto de F,,(X), por hipotesis F,(f)((U)») es abierto en F,,(Y),
por el Corolario 7.5 |J F,(f)({(U),) es un subconjunto abierto de Y.

Veamos que f(U) = |JF.(f)((U)n). Sea y € JF.(f)((U)n), entonces
existe B € F,(f)((U),) tal que y € B. Luego, existe A € (U), tal que
F.(f)(A) = B, por definicion de F,(f) se cumple que f(A) = B,y como A C
U se tiene que B C f(U), es decir, y € f(U). por lo tanto |J F,,(f)((U),) C
f(U). Sea z € f(U), existe a € U tal que f(a) = z. Consideremos C' =
{a} vy D = {z}, de esto que C' € (U),, y F,.(f)(C) = D. Asi, z € D €
F.(f){(U)n), por lo tanto z € |JF,(f)((U)n). Esto implica que, f(U) C
U F.(f)((U)y). Concluimos que f(U) es un subconjunto abierto de Y. Por lo
que f es abierta. ]

Teorema 7.8. [3, Teorema 5.4 Sean X, Y continuos, f : X — Y una funcion

continua y sobreyectiva, yn € N tal quen > 2. Si SF,(f) es abierta, entonces
f es un homeomorfismo.
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8 Propiedades aposindéticas

En esta seccion estudiamos la propiedad de aposindesis para un continuo X.
Probando que SF, (X) es aposindético siempre que n > 3 (ver Teorema 8.5).
Para el caso n = 2, SF,,(X) es aposindético solo cuando X también lo es.

Definiciéon 8.1. Sean X un continuo y z,y € X, decimos que X es apos-
indético en x con respecto a y, si existe un subcontinuo W de X tal que
rex W W C X —{y}. Entonces, X es aposindético en x, si X es apos-
indético en x con respecto a cada punto del subconjunto X — {z}. Decimos
que X es aposindético, si es aposindético en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 8.2. El arco X = [0, 1] es aposindético. Sean z,y € X distintos.
Basta considerar A = [0, 1] N (z — \3132;?J|7 T+ @), A es un subcontinuo de X
tal quez €x A C A C X — {y}. Como z,y se tomaron de forma arbitraria

se cumple que X es aposindético.

Ejemplo 8.3. Consideremos al continuo X = clgz ({(z, sen(1)) : z € (0,1]})),
este es conocido como el seno del topologo. Dados z,y € X tales que x,y €
{(0,t) : t € [-1,1]} C X, se cumple que cada subcontinuo A de X que
contenga a x en su interior también debe tener a y. Por lo tanto, X no es

aposindético en x con respecto a y, por ende X no es aposindético.

Figura 4: Seno del topologo

Teorema 8.4. Sean X un continuo y n € N, con n > 2. Entonces los si-
gquientes enunciados son ciertos:

o SF,(X) es aposindético en Fx.
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o Si A e SF,(X)—{Fx}, entonces SF,(X) es aposindético en A con
respecto a cualquier punto de SF,(X) — {Fx, A}.

Demostracion. Probemos el primer enunciado. Sea B € SF,(X) — {Fx}.
Podemos tomar U, V' dos subconjuntos abiertos de SF,,(X) tales que Fx € U,
BeVyUNV =40.Sea B € F,(X)— Fi(X) tal que ¢qx(B) = B, entonces
¢x (V) es un subconjunto abierto de F,,(X) tal que B € ¢ (V) C F,(X) —
F1(X), esta tdltima contencion es por que U NV = (). Por [24, Teorema
4], existe V un subconjunto abierto de F,(X) tal que B € V C ¢x' (V) v
F,(X) — V es conexo. De esto que B € gx(V) C V y gx(Fo(X) = V) es
conexo. Note que VN Fi(X) = 0, asi g5 (V) = ¢x(V) y como ¢% es un
homeomorfismo, se tiene que gx (V) es un subconjunto abierto de SF,(X) y
gx(Fo(X) = V) = SF,(X) — ¢x (V). Esto implica que SF,,(X) — gx(V) es un
subcontinuo de SF,(X). Observe que Fx € U C SF,(X) — gx(V), es decir,
Fx €sp,(x) (SF,(X) — qx(V). Por lo tanto, SF,(X) — gx (V) es un continuo
de SF,(X) tal que Fx €gp,x) (SF.(X) —gx(V) C SF,(X) — qx(V) C
SF,(X)—{B}. De esto que SF,,(X) es aposindético en F'y con respecto a B,
como B se tomo de forma arbitraria, se tiene que SF,(X) es aposindético en
FX-

Para segundo caso, sean A € SF,(X) —{Fx}y B € SF,(X) — {Fx, A}.
Debemos hallar un subcontinuo de SF, (X) de modo que tenga a A en su
interior, pero no tenga a B. Podemos tomar U,V dos subconjuntos abiertos
de SE,(X) talesque A, Fx e U, BeV yUNV =0. Sean B,A € F,(X) —
Fi(X) tal que ¢x(B) = By qx(A) = A, note que A # B por que ¢% es
un homeomorfismo, entonces gy’ (V) es un subconjunto abierto de F,(X) tal
que B € ¢'(V) C F,(X) — (F1(X) U {A}) esta tltima contenciéon es por
que UNV = (. Por [24, Teorema 4] F,(X) es colocalmente conexo, por lo
que existe V un subconjunto abierto de F,(X) tal que B € V C ¢ (V) y
F,(X)—V es conexo. De esto que B € gx(V) C V' y qx(F,(X)—V) es conexo.

Note que VN F(X) =0y gx(V)NU = 0, asi ¢ (V) = gx (V) y como g% es
un homeomorfismo, se tiene que gx (V) es un subconjunto abierto de SF,,(X)
v qx(Fo(X) = V) = SF,(X) — ¢x(V). Esto implica que SF,(X) — ¢x(V)
es un subcontinuo de SF,(X). A su vez, A € U C SF,(X) — gx(V), es
decir, A €gp,(x) (SF,(X) — ¢x (V). Por lo tanto, SF,(X) — ¢x(V) es un
continuo de SF,(X) tal que A €gp, (x) (SFL(X)—qx (V) C SF,(X)—qx(V) C
SF,(X)—{B}.

De esto que SF,(X) es aposindético en A con respecto a B, como B se
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tomo de forma arbitraria en SF,(X) — {Fx, A}, se tiene que lo deseado.
[

Teorema 8.5. Sean X un continuo y n € N, con n > 3. Entonces SF,(X)
es aposindético.

Demostracion. Por el Teorema 8.4, basta probar que para cada elemento
A e SF,(X)—{Fx}, SF,(X) es aposindético en A con respecto a Fy. Sea
A€ SF,(X) —{Fx} y tomemos A € F,(X) — Fi(X) tal que ¢gx(4) = A.
Consideremos dos puntos p, ¢ € A tal que p # q. Sean U y V' dos subconjuntos
abiertos de X tales que p € U, ¢ € V, clxUnNeclxyV =0y A Cc UU
V', estos existen ya que A es finito. Definamos C = (clx (U),clx (V), X), U
(bd(U),bd(V'), X), U (bd(U), {p}, X)n U {{p},{q}, X)n. Por [26, Lema 2|, C es
un continuo de F,(X). Note que A € (U, V), C C, porlo que A €p,(x)C CC.
Por otro lado, observe que C N Fi(X) = 0, como ¢% es un homeomorfismo
7% (C) = gx(C) es un subcontinuo de SF,(X) tal que A €gp,(x) (¢x(C)) C
qx(C) € SE,(X) — {Fx}. Por lo tanto, SF,(X) es aposindético en .4 con
respecto a Fx. O]

Teorema 8.6. [2, Teorema 3.10] Si X es un continuo aposindético, entonces
SFy(X) es aposindético.

9 Unicidad

En esta secciéon enunciaremos algunos resultados de unicidad para los hiper-
espacios F,(X) y SF,(X).
Unicidad del hiperespacio F,,(X)

El primero Teorema asegura la unicidad del hiperespacio F,,(X) para un tipo
de continuo especifico, a saber, las gréaficas finitas.

Teorema 9.1. [7, Corolario 5.9] Para cada n € N. La clase de las grdficas
finitas tienen hiperespacio inico F,(X).

Un espacio métrico, compacto y Hausdorff Y se llama compactaciéon mé-
trica de X, si X es un subconjunto denso de Y. En tal caso el conjunto
R =Y — X se llama el residuo de Y.
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Los siguientes Teoremas prueban la unicidad de F,,(X), cuando X es una
compactacion métrica del rayo [0, 00).

Teorema 9.2. [18, Teorema 3.1/ Si X es una compactacion métrica del
[0,00), entonces X tiene hiperespacio unico Fp(X).

Teorema 9.3. [18, Teorema 4.1] Para cadan € N conn > 4, si X es una
compactacion métrica del [0, 00), entonces X tiene hiperespacio inico F,(X).

Teorema 9.4. [18, Teorema 5.6/ Si X es una compactacion métrica del
[0,00) cuyo residuo es un retracto de una vecindad de X, entonces X tie-
ne hiperespacio unico F3(X).

Una dendrita es un continuo localmente conexo tal que cada subcontinuo
de X es unicoherente. Dicho de otra manera es un continuo localmente conexo
que no contiene curvas cerradas simples. Definimos el siguinte conjunto.

© = {X : X es una dendrita cuyo conjuntos de puntos extremos es cerrado}.

Teorema 9.5. [1, Teorema 5.2/ [11, Teorema 3.7 Para cadan € N. La clase
de los elementos de ® tienen hiperespacio unico F,(X).

Consideremos los siguientes conjuntos:

G(X)={x € X : x tiene una vecindad G en X, tal que
G es una gréfica finita },
P(X)=X-G(X).

Los siguientes teoremas, son para continuos casi enrejados o enrejados.

Definicién 9.6. Decimos que un continuo X es casi enrejado si y solo si
el conjunto G (X) es denso en X. Un continuo casi enrejado X es enrejado
si, X tiene una base de vecindades B tal que para cada elemento U € B se
cumple que U — P (X)) es conexo.

Teorema 9.7. [12, Corolario 4.4] Para cadan € N conn > 4. La clase de
los continuos localmente conexos y casi enrejados tienen hiperespacio unico

F(X).

Teorema 9.8. [13, Teorema 3.11] Para cada n € {2,3}. La clase de los
continuos enrejados tienen hiperespacio unico F,(X).

Matemdticas y sus aplicaciones 21, Capitulo 7, paginas 171-193



Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera Carrasco, Fernando
190 Macias Romero

Teorema 9.9. [14, Teorema 4.8] Para cada n € N — {3}. La clase de los
continuos casit enrejados y localmente conexos X tienen hiperespacio unico

F(X).

Teorema 9.10. /8, Teorema 3.10] La clase de los continuos casi enrejados y
localmente conexos X tiene hiperespacio unico F3(X).

Unicidad del hiperespacio SF,,(X)

La unicidad del hiperespacio SF,(X), cuando X es un continuo es una in-
vestigacion reciente, el Teorema 9.11 es de un trabajo del 2021 y el Teorema
9.12 es de un trabajo realizado en 2023.

Teorema 9.11. /27, Teorema 3.8/ Si X es una grdfica finita y n € N con
n > 4, entonces X tiene n-éstmo producto simétrico suspension unico.

Teorema 9.12. [16, Teoerma 6.2 y Teorema 6.4] Si X es una grdfica finita
yn €N conn e {23}, entonces X tiene hiperespacio unico SF,(X).

Actualmente se esté estudiando la unicidad del espacio SF,(X), cuando
X es un continuo localmente conexo casi enrejado y n € N, con n > 2.
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Capitulo 8

Contractibilidad en los hiperespacios 2* y C(X)

Luis Antonio Guevara Martinez, David Herrera
Carrasco, Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

Sean 2% el hiperespacio de todos los subconjuntos no vacios y cerrados
y C(X) el hiperespacio de todos los subcontinuos, de un continuo X.
En el presente trabajo se dan a conocer algunas caracteristicas que debe
satisfacer el continuo X para que los hiperespacios 2% y C(X) sean con-
traibles o tengan la propiedad del punto fijo.

1 Introduccion

El presente capitulo resume el trabajo realizado por el tercer autor como par-
te de su tesis de licenciatura en matematicas ([5]). Este escrito consiste en
una breve exposicion de las caracteristicas que debe tener un espacio conti-
nuo para garantizar que sus hiperespacios sean crontraibles o cuenten con la
propiedad del punto fijo, siguiento los resultados expuestos en 199 por Sam
B, Nadler Jr. y Alejandro Illanes en los capitulos 20, 21 y 22 de su obra ti-
tulada Hyperspaces: Fundamental and Recent Advances (|7]). El proposito de
este escrito es desarrollar de manera profunda las demostraciones expuestas
en estos capitulos, a fin de facilitar la consula a los lectores.

2 Preliminares

Definicién 2.1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y con
mas de un punto. Dados un continuo X y Y C X, diremos que Y es un
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subcontinuo de X si Y es un continuo como subespacio de X o bien, si Y
tiene exactamente un punto.

Definiciéon 2.2. Si X es un continuo, entenderemos por un hiperespacio de
X a una coleccién de subconjuntos de X con alguna propiedad en particular.
Por ejemplo, podemos considerar

2% = {A C X : A es no vacio y cerrado en X} .

Otros hiperespacios que se consideran en este trabajo son:
o C(X)={A€2¥: A conexo},
e C(pX)={AecC(X):pe A}
Paran € N:
o (,(X)={A e C(X): A tiene a lo mas n componentes},

e [1,(X)={A € 2% : A tiene a lo mas n puntos}. Al hiperespacio F}(X)
se le llama espacio de singulares de X.

Note que como X es un compacto, entonces 2% es el hiperespacio de todos
los subconjuntos compactos no vacios de X, en particular X € 2%, y C(X)
es el hiperespacio de todos los subcontinuos de X.

Definicién 2.3. Sea X un espacio métrico. Si x € X y A € 2%, definimos y
denotamos la distancia del punto = al conjunto A como

d(z,A) = inf{d(x,a) :a € A}.

Para cualquier r > 0 y A € 2%, denotamos la nube al rededor de A y radio
7 COmo

N(r,A)={z e X :d(z,A) <r}.

Definicién 2.4. Si X es un espacio métrico con métrica acotada d, la mé-
trica de Hausdorff para 2% inducida por d, denotada por Hy, para cada A,
B € 2% es

Hy(A,B)=inf{r >0: ACN(r,B)y BC N(r,A)}.
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Teorema 2.5. Sea X un espacio métrico compacto no vacio con métrica d.
Si A, B € 2% yae A, entonces existe b € B tal que d(a,b) < Hy(A, B).

Demostracion. Sean A, B € 2¥ y a € A. Si a € B, entonces d(a,a) = 0 <
Hy(A, B).

Supongamos que a ¢ B. Como B es un compacto, entonces existe b € B
tal que d(a,b) < d(a,c) para cada ¢ € B. En efecto consideremos la funcion
f: B — RU{0}, dada por f(c) = d(a,c). Note que f esta bien definida
y es continua, asi, f alcanza su minimo, esto es, existe un b € B tal que
d(b,a) < d(a,c) para cada ¢ € B. Veamos que d(a,b) < Hy(A, B).

Supongamos que Hy(A, B) < d(a,b). Note que d(a,b) es fijo, entonces
por la propiedad del infimo, existe gy tal que gy < d(a,b). Se sigue que A C
Ny(eo,B) y B C Ny(eo, A). En particular, A C Ny(eg, B), asi para a € A,
existe ¢y € B tal que d(a,cq) < g9 < d(a,b), pero esto contradice el hecho de
que d(a,b) < d(a,c) para toda ¢ € B. Por lo tanto d(a,b) < Hy(A, B). O

Teorema 2.6. Sean X es un continuo y d una métrica para X, entonces Hy
es una métrica.

Demostracion. Note que por definiciéon H; es una funcién de valores reales
positivos.
Sean A, B, C € 2%,

(1) Hy(A, B) = Hy(B, A).

Por definicion tenemos que H, es una funcion simétrica, es decir, Hy(A, B) =
Hy(B, A).

(2) Hy(A,B) =0siysolosi A=B.

Supongamos que Hy(A, B) = 0. Entonces por definicion se tiene que A C
Ny(r,B) y B C Ny(r,A). Sin perdida de generalidad, tenemos que A C
Ny(r, B) para toda r > 0. Sea p € A, entonces existe un b, € B para cada
n € N tal que d(p,b,) < % Como B es un compacto, entonces existe una
sucesion {by, } ey que converge a p y como B es cerrado en X, entonces p € B.
Por lo tanto A C B. De manera analoga B C A, asi A = B.

Reciprocamente, supongamos que A = B. Entonces para toda r > 0 se
tiene que A C Ny(r, A), asi Hy(A, A) = 0.
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(3) Ha(A,C) < Hy(A,B)+ Hy(B,C).

Sean § > a € A. Entonces por el lema 2.5, existe b € B tal que
d(a,b) < H ( ,B) Usando nuevamente el lema 2.5 para b € B, existe ¢ € C
tal que d(b,c) < Hq(B,C). Asi, d(a,c) < Hq(A, B)+ Hy(B,C) < Hy(A, B) +
Hy(B,C) + 6. Entonces para toda a € A, se tiene que A C Ny(Hq(A, B) +

_I_

C)
Hy(B,C) + 6,C). De manera analoga, se tiene que C' C Ny(Hy(A, B) +
Hd(B C)+9, A). Se sigue que Hy(A,C) < Hqy(A, B)+Hy(B, C)+6. Finalmen-
te, como § es arbitrario, se concluye que Hy(A, C) < Hy(A, B) + Hy(B, C).
Por lo tanto, H, es una métrica para 2%.
Mas atin, los otros hiperespacios heredan la métrica de 2%, por lo tanto
son espacios métricos. O]

Teorema 2.7. [11, Teorema 2.2/ Si X es un continuo, entonces 2% y C(X)
SO ATCO CONETOS.

Definicién 2.8. Sean X un espacio métrico compacto y H C 2%. Una fun-
cion de Whitney para H es una funciéon continua w : H — [0,00) que
satisface las siguientes condiciones:

1. Para cualesquiera A, B € H con A C By A # B, se tiene que w(A) <
w(B).

2. w(A)=0siysolosi AeHNF(X).

Teorema 2.9. [11, Teorema 1.41]Si X es un espacio métrico compacto, en-
tonces cualquier hiperespacio de X tiene una funcion de Whitney.

Teorema 2.10. [11, Teorema 2.7|Sea X un espacio métrico compacto, y
sean Ao, Ay € C(X) tales que Ag C Ay y Ag # Ay. Entonces existe un arco
ordenado en C(X) que va de Ay a A;.

Definiciéon 2.11. Un continuo se dice que es descomponible si es la unién
de dos subcontinuos propios. Un continuo que no es descomponible se dice que
es indescomponible. Un continuo se dice que es hereditariamente des-
componible si todos sus subcontinuos con méas de un elemento son descom-
ponibles. Un continuo se dice que es hereditariamente indescomponible
si todos sus subcontinuos son indescomponibles.
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Teorema 2.12. [5, Teorema 1.57] Sea X un continuo hereditariamente in-
descomponible, y sea w una funcion de Whitney para C(X) (w existe por el
lema 2.9). Si A, B € C(X) tales que AN B # 0 y w(A) = w(B), entonces
A=B.

Definicion 2.13. Sean X y Y espacios métricos compactos y no vacios. Una
funcion continua que va de X x [0,1] a Y es llamada homotopia.

Definicion 2.14. Para cada homotopia h : X x [0,1] — Y y cualquier
t € [0,1], denotemos por h; la funcion de X a Y dada por h,(z) = h(z,t)
para toda z € X. Decimos que dos funciones f,g : X — Y son homotodpicas
si existe una homotopia h : X x [0,1] = Y tal que hg = f y hy = g.

Definiciéon 2.15. Se dice que Y C X es contraible en X si existe una
homotopia h : Y x [0,1] — X y existe un punto 2y € X tal que, para toda
y € Y, se satisface:

b h(y7 0) =Y,
® h(y, 1) = Xy.
Teorema 2.16. La contractibilidad es una invariante topologica.

Demostracion. Sean X y Y espacios topologicos homeomorfos, tal que X es
contraible. Como X es contraible, existe una homotopia h : X x [0,1] = X
tal que para toda x € X h(z,0) =z y h(x,1) = o para algin o € X. Como
X y Y son homeomorfos existe f : X — Y homeomorfismo.

Sea g : Y x [0,1] — Y dada por g(y,t) = f o h(f~(y),t). Note que por
como se construy6 g, es continua y estd bien definida. Ademas, g(y,1) =
M), 1) = F(R(f (), 1) = flwo) = o v 9(y,0) = foh(f(y),0) =
f(h(g7 (), 0)) = f(f'(y)) = y, es decir, g(y,0) =y y g(y, 1) = yo para toda
y € Y yalgin yo € Y. Por lo tanto Y es contraible. O]

Lema 2.17. /5, Lema 1.42] Si X es un espacio contraible y X CY, entonces
Y es contraible en X.

Lema 2.18. /5, Lema 1.43] Sean Y y Z espacios métricos compactos y no
vacios, tales que Y es contraible en Z yV CY C Z C W, entonces Y es
contraible en W y V' es contraible en Z.

Corolario 2.19. /5, Corolario 1.46] Todo espacio contraible es arco conezo
y las contracciones de los espacios contraibles se pueden escoger de manera
que terminen en cualquier punto de nuestra eleccion.
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3 Hiperespacios contraibles

Comenzaremos con el que se considera el teorema fundamental con respecto
a la contractibilidad de hiperespacios. El teorema muestra que si uno de los
hiperespacios 2% y C(X) es contraible, entonces el otro también lo es. Este
teorema también muestra una manera usual para determinar cuando 2% o
C(X) es contraible, si el espacio de los singulares de X, F}(X), es contraible
en 2% o C(X).

Primero enunciaremos un resultado que nos ayudaré en la demostracion
de nuestro Teorema.

Lema 3.1. [5, Lema 2.1] Sean X un continuo y A C X. Consideremos a
las familias C(A) = {B € 2X : BC A} yD(A) ={B €2 : BN A # 0}.

Entonces se tienen las siguientes condiciones:

1. si A es abierto, entonces C(A) y D(A) son abiertos en 2%,

2. si A es cerrado, entonces C(A) y D(A) son cerrados en 2%.

Teorema 3.2. Sea X un continuo. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) F1(X) es contraible en C(X),
(b) Fi(X) es contraible en 2%,
(c) C(X) es contraible,

(d) 2% es contraible.

Demostracion. [(a) = (b)]. Haciendo uso del lema 2.18, se tiene que si un
espacio es contraible, entonces es contraible en cualquier espacio que lo con-
tenga, ademéas como C(X) C 2X.Tenemos que F;(X) es contraible en 2X.

[(b) = (d)]. Por hipotesis existe una funcion continua h : F;(X) x [0,1] —
2% y un elemento Ay € 2% tales que, para toda x € X, h({z},0) = {x} y
h({z},1) = Ap. Por hipotesis X es continuo, entonces por el teorema 2.7, se
tiene que 2% es arco conexo, y por el corolario 2.19, podemos suponer que
AQ = X.

Definimos L : 2% x [0,1] — 2% por:

L(At) = J{h({z},s) cz e Ay s €[0.1]}.
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Probemos que L es continua. Sea € > 0, como F;(X) x [0, 1] es compacto y h
es continua, entonces h es uniformemente continua, asi existe § > 0 tal que,
si H(A,B) <dy |t—u| <0, entonces H(h(A,t),h(B,u)) < e.

Sean A, B € 2% y t, u € [0,t] tales que H(A,B) < § y |t —u| < 4.
Necesitamos ver que H(L(A,t), L(B,u)) < €. Sea m € L(A,t). Entonces
existe v € Ay s € [0,t], tales que m € h({z},s). Yaque z € A C N(9, B),
existe y € B tal que d(z,y) < d. Tomemos ar = min{s, t}. Note que r € [0, ul.
Si s < u, entonces r = s € [0,t]N[0,u], ysiu<s, entonces r =u<s<ty
como t—u < §, tenemos que |s—r| < §. En cualquiera de los dos casos se tiene
que |s —r| < d. Por como elegimos a ¢, se tiene que H(h({x},s), h({y},r)) <
e. De manera que p € h({z},s) C N(e,h({y},7)) C N(e, L(B,u)), por lo
que L(A,t) C N(e, L(B,u)). De manera aniloga se muestra que L(B,u) C
N(e, L(A,t)). Por lo tanto H(L(A,t), L(B,u)) < e. Asi, L es continua.

Ahora, demostremos que L(A,0) = Ay L(A,1) = X, para toda A € 2%.
Observemos que

L(A,0) =| J{h({z},s) sz € Ay s €[0,0]}
= J{n({z},0) sz € A} = [ J{{z} 1z € A} = A,

LA 1) =| J{h({z}.s) iz e Ay s €[0,1]}
S J{r({z}, 1) rx e A} = X.

Asi, L es una homotépia para 2. Por lo tanto, 2% es contraible.

[(b) = (c)]. Note que si, A € 2%¥ y 0 <wu <t <1, entonces [0,y] C [0,¢] y
por como definimos L, se tiene que L(A,u) C L(A,t).

Si Ae C(X)ytel0,1], probaremos que L(A,t) € C(X). Supongamos
que esto no es cierto y que existe un t € [0, 1] talque L(A,t) no es conexo, es
decir, L(A,t) = GUK, donde G y K son cerrados, ajenos y no vacios. Por lo
demostrado anteriormente, tenemos que A C L(A,t) = GU K, y como A es
conexo, entonces A debe estar contenido en G o K. Supongamos que A C G,
tomemos P = {s € [0,t] : L(A,s) C G}, Q = {s € [0,t] : L(A,s) N K # 0}
y sea f : [0,t] — 2% definida por f(s) = L(A,s). Ya demostramos que L
es continua, por lo que f es continua, ademés notemos que P = f~}(D) y
Q=fYB),donde D={Fe€2X: ECG}yB={Ee€2X: ENK #}.
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Por el lema 3.1, D y B son cerrados en 2%, mas atin f es continua, entonces P y
@ son cerrados. Como G y K son ajenos, Py () también son ajenos. Por lo que
se demostro anteriormente, para toda s € [0,¢], L(A,s) C L(A,t) = GUK,
se tiene que s € P U Q. Entonces P y () son cerrados, ajenos y su union es
[0,t]. Como [0,t] es conexo, P o ) debe ser vacio. Pero L(A,0) = A C G,
porloque 0 € Py L(A,t) = GUK y K # () de donde y € Q. Se tiene una
contradiccion.

Por ultimo, de lo que hemos demostrado tenemos que L|c(x)x(o,1) : C(X) %
[0,1] = C(X) es una homotopia para C'(X), con lo que queda demostrado
(b) implica (c).

Observemos que (¢) implica (a) y (d) imlpica (b) se cumplen por el lema
2.17, pues si un espacio es contraible, cualquier subespacio es contraible en
él. O

4 X contraible, X hereditariamente indescom-
ponible

Usaremos el teorema anterior para mostrar que 2% y C'(X) son contrafbles
para dos diversas clases de continuo X. Nuestros resultados estan en los si-
guientes dos corolarios.

Primero recordemos que Fj(X) es homeomorfo a X. En efecto, ya que
existe una funcion h : X — Fy(X) dada por h(zx) = {z} es un homeomorfis-
mo. Esto nos ayudara a demostrar el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Si X es un continuo contraible, entonces 2% y C(X) son
contraibles.

Demostracion. Sea X un continuo contraible. Entonces, como F;(X) ~ X,
y F1(X) es contraible en si mismo. De ahi que Fj es contraible en C'(X).
Por lo tanto, haciendo uso del teorema 3.2, se tiene que 2% y C(X) son
contraibles. O

Corolario 4.2. Si X es un continuo hereditario indescomponible, entonces
2% y C(X) son contraibles.

Demostracion. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible. Mos-
traremos que Fj(X) es contraible en C(X), luego se harda uso del teore-
ma 3.2. Como por hipotesis X es compacto, entonces por el teroema 2.9,
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existe una funcion de Whitney w, para el hiperespacio C(X). Definamos
h: Fy x [0,w(X)] = C(X) como sigue. Sea ({z},t) € Fi(X) x [0,w(X)];
por el teorema 2.10, consideremos un arco ordenado en C(X) que va de {z}
a X, como w es una funcién continua, entonces existe A,; € w™i(t) tal que
x € A, y; més aln, por el lema 2.12, existe un tnico A, ;; sea

h({z},t) = Ay

Esto define a la funcion b : Fy(X) x [0,w(X)] — C(X). Se sigue de la defini-
cion de funcion de Whitney(2.8) que, para cada {x} € F,

h({z},0) = {z}y h({z}, w(X)) = X.

Ahora, probaremos que h es continua. Sea ({z},t) € Fi(X) x [0,w(X)], ¥y
sea {({z;},t1)};~, una sucesion que converge en Fy(X) x [0,w(X)] a ({z},1).
Supongamos, sin perdida de generalidad que la sucesion {h({z;},t;)};~, con-
verge a B en C(X). Entonces, dado que x; € h({z;},t;) para cada i, note que
x € B; también, como w(h({x;},t;)) = t; para cada i y ya que w es continua,
se tiene que w(B) = t. Por lo tanto, B = h({z},t). Asi, queda demostrado
que h es continua.

De las propiedades que se verificaron de h anteriormente, hemos probado
que F1(X) es contraible en C'(X). Por lo tanto, por el teorema 3.2, se tiene
que 2% y C(X) son contraibles. O

5 Propiedad de Kelley

Pongamos nuestra atencion en una condicién ttil y suficiente para determinar
si 2% y C'(X) son contrafbles. Dicha condicion se debe a Kelley y la llamaremos
propiedad (k). Més adelante se mostrara que si X es un continuo que cuenta
con la propiedad (k), entonces 2% y C'(X) son contrafbles.

Definicion 5.1. Sea X un continuo, y sea d una métrica para X. Decimos
que X cuenta con la propiedad (k), o propiedad de Kelley, si para cada
e > 0, existe un 0 > 0 que satisface la siguiente condicion:

(k) sip, g € X tales que d(p,q) < 0 ysi A e C(X) tal que p € A, entonces
existe B € C(X) tal que ¢ € By H(A,B) < e. (donde H denota la
métrica de Hausdorff para C'(X).
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Definicion 5.2. Sea X un continuo con métrica d, y sea p € X; decimos que
X tiene la propiedad (k) en p si para cualquier € > 0, existe § = d(p,e) > 0
tal que si ¢ € X satisface d(p,q) < d y si A € C(X) tal que p € A, entonces
existe Be€ C(X) talqueqe By H(A,B) <e.

Note que, un continuo tiene la propiedad (k) si y solo si tiene la propiedad
(k) en cada uno de sus puntos.

Teorema 5.3. La propiedad de Kelley es una invariante topologica.

Demostracion. Sean X y Y espacios topoldgicos tales que son homeomorfos
y X tiene la propiedad de Kelley.

Sean f : X — Y homeomorfismo y {b,},en una sucesion en Y tal que
lim b, = f(a) para algin a € X, sea B € C(Y) tal que f(a) € B. Como
n—oo
f es biyectiva, entonces para b, € Y existe a, € X tal que f(a,) = b, para
cada n € N. Luego, existe f~!: Y — X continua, ademéas lim f(a,) = f(a),

n—oo
entonces lim f~(f(a,)) = f~1(f(a)), asi lim a, = a. Como B € C(Y), se
n—oo n—oo
tiene que B es conexo y compacto, ademéas f~! es continua, asi f~!(B) es
conexo y compacto. Luego, como f(a) € B, entonces f~'(f(a)) € f~Y(B),
de ahi que a € f~1(B). Como X tiene la propiedad de Kelley, existe una
sucesion de subcontinuos {A, },en en X tal que a, € A, para todan € N
y lim (A,) = f~%(B), luego f(a,) € f(A,) para cada n € N, como A, es
n—o0
conexo y compacto, entonces f(A,) es conexo y compacto, asi f(A,) es un
subcontinuo para cada n € N. Luego lim (4,) = f~'(B), como f es continua
n—oo

lim f(A,) = B, por lo tanto Y tiene la propiedad de Kelley. ]
n—oo

Teorema 5.4. Sea X un continuo. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.

(2) Paratoda A € C(X) cona € A, para alguna a € X, y para toda sucesion

{an}nen en X tal que lim a, = a, existe una sucesion de subcontinuos
n—oo

{A, }nen tal que a,, € A, para toda n € N y lim A, = A.
n—oo

Demostracion. Supongamos que X es un continuo con la propiedad de Kelley.
Seana € X, A € C(X) cona € Ay unasucesion {a, }qen tal que lim = a.
n—o0
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Sea n € N y definimos f,, : C(a,, X) — R4 U {0} dada por f(B) =
H(A, B). Veamos que f,, es continua.

Sean B € C(a,,X)ye > 0. Sea U = By(B,¢) N C(a,, X), note que U
es abierto en C(ay, X). Tomemos un r € f,, (U), entonces existe un C' € U
tal que f,, (C) =r = H(A,C). Como C € U se cumple que H(B,C) < ¢,
asi H(A,B) < H(B,C)+ H(A,C) < e+ H(A,C), se sigue que H(A, B) —
H(A,C) < ¢, luego f,,(B) — fa,(C) < &, de ahi que f, (B) —r < e.

Por otro lado, H(A,C) < H(A,B) + H(C,B) < H(A,B) + ¢, de ahi
—e < H(A,B) — H(A,C), asi —e < f,,(B) —r. Por lo tanto tenemos que
| fan (B) — 1| < €, luego f,, es continua.

Como C(ay,, X) es compacto y f, es continua, entonces f, alcanza su
minimo, es decir, existe A, € C(a,, X) tal que H(A, A,) < H(A, B) para
toda B € C(a,, X).

Sea ¢ > 0, como X tiene la propiedad de Kelley, entonces existe § > 0 tal
que para todo b € B(a,d) existe B € C'(X) con b € B tal que H(A, B) < ¢.
Como lim a, = a, parad > 0, existe N € N tal que para todan > N se tiene

n—o0

que a, € B(a,0). Asi, para n > N existe B, € C(X) con a, € B, tal que
H(A,B,) < . Note que B, € C(a,, X), entonces ¢ > H(A, B,) > H(A, A,).
Por lo tanto lim A, = A.

n—00

Ahora, supongamos que X no es de Kelley en algiin punto a. Entonces
existe £ > 0 tal que para toda 6 > 0 existe b € B(a,d) y existe A € C'(X) con
a € A, tal que para todo B € C(X) conb € B, H(A,B) > ¢. Sean §, = =
con n € N, entonces existe b, € B(a, ) y existe 4, € C(X) con a € A, tal
que para toda B € C(X) con b, € B se tiene que A(4,, B) > ¢.

Sea C(a, X) = {a € C(X) : a € A}, note que C(a, X) = CLg,y NC(X),
note que C'(a, X) es cerrado en C'(X). Ahora, como {4, },en es una sucesion
en el compacto C'(a, X), entonces existe una subsucecion { Ay }ren de { A, bnen
tal que kll)rgo Ay = A, paraalgin A € C(X) con a € A. Ademas, H (A, B) > ¢

para toda B € C(X) con by € By by € B(a, ) (#).
Tenemos que A € C(a, X) vy {by}neny C X tal que klim b, = a por cons-
—00

truccion. Por hipotesis, existe {By}ren € C(X) tal que by € By para toda
ke Ny hm By = A. Como lim Ay = A para £ existe N; € N tal que

k—o0 2

H(Ag, A) < 5 para toda k > N;. Ademéds, como hm By = A para § existe

N, € N tal que H(By, A) < § para toda k > N2 Sea N = max{Ny, Na} y
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sea k > N, tenemos que

Entonces hemos encontrado By, € C(X) con by, € By y by, € B(a, 1) tal que
H(Ay, Bi) < ¢, lo cual contradice lo dicho en (#). Por lo tanto X tiene la
propiedad de Kelley. O

Teorema 5.5. Sea X un continuo localmente conexo, entonces X tiene la
propiedad de Kelley.

Demostracion. Sean € > 0, a € X y Y un subcontinuo de X talque a € Y.
Como X es localmente conexo, entonces para B(a, 5) existe un subconjunto
abierto y conexo U de X tal que a € U y U C B(a, 5). Ademas, como U es
abierto, existe 6 > 0 tal que B(a,d) C U. Si d(a,b) < 6 con b € U. Note
que por ser U conexo, se tiene que cl(U) es conexo, de ahi que cl(U) es un
subcontinuo de X. Definimos Z = Y U cl(i) un subcontinuo de X tal que
be ZydidmU) < 5,asi H(Z,Y) < § < . Por lo tanto, X tiene la propiedad
de Kelley. O

Definicién 5.6. Sea X un espacio topolégico. X es conexo en pequeno en
p (cik por sus siglas en aleman) si p tiene una vecindad base de vecindades
conexas, esto es, conjuntos conexos que contienen a p en sus interiores en X.
X es conexo en pequeno, si es conexo en pequeno en todos sus puntos.
Note que si X es localmente conexo en p, entonces X es cik en p.

Definicién 5.7. Sea X un continuo, y sea w una funciéon de Whitney para
C(X) (w existe por el teorema 2.9). Definimos F,, en X x [0,w(X)] por

Fy(z,t)={Acw(t):z e A},

para cada (z,t) € X x [0,w(X)]. Es util formular F,, en terminos de la
contencion de hiperespacios C,(X):

Fo(z,t) = Co(X) Nw™(t),
para cada (z,t) € X x {0,w(X)}.

Veamos el siguente hecho sobre F,.
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Proposicion 5.8. [5, Proposicion 2.19] Sea X un continuo. Entonces, para
cada (x,t) € X x [0,w(X)], F(x,t) € 2% .

Lema 5.9. [5, Lema 2.16] Si X es un cotinuo que es conexo en pequeno,
entonces tiene la propiedad (k).

Proposicion 5.10. [5, Proposicion 2.22] Sea X un continuo, y sea w una
funcion de Whitney para C(X). Entonces, X tiene la propiedad (k) si y solo
st F,, es continua.

Proposicion 5.11. [12, Teorema 81] Sea X un continuo. La funcion unidn
U: 22" — 2% definida por

U =J{Aa: A€ A},

X .
para cada A € 2%, es continua.

Teorema 5.12. Si X es un continuo que tiene la propiedad (k), entonces 2%
y C(X) son contraibles.

Demostracion. Mostremos que Fy(X) es contraible en 2% y haremos uso del
teorema 3.2.

Sea w una funcion de Whitney para C(X) (w existe por teorema 2.9). Por
la proposicion 5.10, F, : X x [0,w(X)] = 22" es continua (recordando 5.8).
Sea D = F1(X) x [0,w(X)]. Definimos una funcién h en D como sigue:

h({z},t) = UFw(az,t) para cada ({z},t) € D.

Note que la funcion natural de F;(X) en X (es decir, {z} — z) es continua;
como F, es continua, vemos que h es una funcién continua de D a 2% usando
la proposicion 5.11. Més atn, usando la definiciéon de funcion de Whitney
(2.8), vemos que para cada {z} € F;(X),

h({z},0) = | J Fule,0) = | {{z}} = {2}

A w(X)) = | Fule,w(X) = [ JIX} = X.

Entonces, h es una funcion homotoplca la cual muestra que F;(X) es con-
traible en 2%. Por lo tanto, por el teorema 3.2, tenemos que 2% y C(X) son
contraibles. W
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Corolario 5.13. Si X es un continuo localmente conezo, entonces 2% y C'(X)
son contraibles.

Demostracion. Por el teorema 5.5, se tiene que X cuenta con la propiedad (k).
Ahora, por el teorema 5.12, podemos concluir que 2% y C(X) son contraibles.

[

Definicién 5.14. Un espacio topologico X se dice que es homogéneo si
para cualesquiera p y g € X, existe un homeomorfismo h que va de X en X

tal que h(p) = q.

Corolario 5.15. [5, Corolario 2.32] Si X es un continuo homogéneo, enton-
ces 2% y C(X) son contraibles.

6 Hiperespacios con la propiedad del punto fijo

En esta seccién determinaremos clases de continuos X, para los cuales 2X y
C(X) tienen la propiedad del punto fijo (algunos resultados son tnicamente
para C'(X)).

Mencionaremos que exiten continuos Y, tales que tienen la propiedad del
punto fijo, pero C'(Y') no tiene la propiedad del punto fijo.

Definicién 6.1. Sean X un espacio métrico, p € X y f : X — X, se dice
que p es un punto fijo de f si f(p) = p. Diremos que X tiene la propiedad
del punto fijo si toda funciéon continua A : X — X tiene un punto fijo.

El resultado méas célebre sobre la propiedad del punto fijo es el teorema
de Brouwer:

Teorema 6.2 (Teorema del Punto Fijo de Brouwer). [2, Corolario 2.2] Cual-
quier n-celda tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 6.3. [7, Teorema 10.8] Si X es un continuo localmente conezo,
entonces 2% y C(X) son absolutamente retractos.

Definicién 6.4. Si Y es un espacio métrico compacto y no vacio. Una re-
traccion es una funciéon continua r de Y en Y, tal que r es la identidad en su
rango, es decir, r(r(y)) = r(y) para cada y € Y. Un subconjunto Z de Y, se
dice que es un retracto de Y, si existe una retracciéon sobreyectiva de Y en
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Z. Un espacio metrizable, compacto y no vacio K es un retracto absoluto
(AR por sus siglas en inglés), cuando K pueda ser encajado en un espacio
métrico Y, la copia de K es un retracto de Y.

Corolario 6.5. [5, Corolario 3.8] Todo absoluto retracto (AR) tiene la pro-
piedad del punto fijo.

Teorema 6.6. Si X es un continuo localmente conexo, entonces 2% y C(X)
tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Por el teorema 6.3, se tiene que 2% y C'(X) son absolutamente
retractos. Por lo tanto, haciendo uso del corolario 6.5, se tiene que 2% y C(X)
tienen la propiedad del punto fijo. ]

Definiciéon 6.7. Sean (X, d) un espacio métrico, Y un espacio topolégico, y
e > 0. Una funcion f: X — Y es llamada e-funcién con respecto a d si f es
continua y para cada y € f(X),

didmg(f~'(y)) < e.

Sean X un espacio métrico y P una coleccion de espacios métricos compactos,
X es tipo-P si para cada € > 0, existe una e-funcion f. sobreyectiva de X a
algiin elemento Y, de P.

Teorema 6.8. [5, Teorema 3.22] Si X es un continuo tipo-arco, entonces
C(X) tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 6.9. [5, Teorema 3.24] Si X es un continuo tipo-circunferencia,
entonces C(X) tiene la propiedad del punto fijo.

Proposicion 6.10. Sea (Y, d) un espacio métrico compacto. Para cada e > 0
existe una funcion continua f. de Y a un subconjunto Y. de Y, tal que Y.
tiene la propiedad del punto fijo y f. dista de la funcion identidad en Y en
menos que €. Entonces Y tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea f :' Y — Y continua. Sea ¢ > 0. Note que f. o f |y. es
una funcion continua que va de Y. a Y. Asi, f. o f |y. tiene un punto fijo p..
Entonces, como la distancia de f. a la funcién identidad en Y es menor que
67
d(f(p€)7p€> = d(f<ps)> fs(f(pe))) <é&.

Ahora, de lo que mostramos, existe una sucesion {p; }5°,, tal que d(f(p;),p;) <
% para cada ¢ € N. Como Y es compacto, alguna subsucesion de {p;}°,
converge a algin p. Se sigue que f(p) = p. ]
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Ahora, se probard un teorema que puede ser aplicado para varios tipos
de continuos. Primero daremos la definiciéon de funcién inducida, la cual nos
serd de mucha ayuda para la demostracion de dicho teorema.

Definicién 6.11. Sean X y Y compactos y sea f : X — Y una funcién
continua. La funcién inducida f* : 2X — 2¥ dada por

f*(A) = f(A) para cada A € 2%;

la funcién inducida f : C(X) — C(Y) es f* |cix). (A veces f* es denotada,
por 2/ y f es denotada por C(f).)

Teorema 6.12. Sea X un continuo. Supongamos que para cada € > 0, existe
una funcion continua f. de X a un continuo localmente conexo X., con X, C
X, tal que la distancia de f. a la funcion identidad en X es menor que €.
Entonces, 2% y C(X) tienen la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Denotemos con d una métrica para X. Supongamos que la
distancia de f. a la funcién identidad en X es menor que ¢, con respecto a la
métrica d en X. Asi, vemos que la funcién inducida f* : 2% — 2% dista de
la funcién identidad en 2% en menos que € con respecto a Hy. También, 2%
tiene la propiedad del punto fijo por el teorema 6.6. Por lo tanto, podemos
hacer uso de la proposicion 6.10 para concluir que 2% tiene la propiedad del
punto fijo. De manera analoga se demuestra para C'(X), haciendo uso de la

funcion inducida f. : C(X) — C(X.). O

Definicién 6.13. Un dendroide es un continuo arco conexo hereditariamen-
te unicoherente (hereditariamente unicoherente significa que cada subconti-
nuo es unicoherente 77).

Definicién 6.14. Una grafica finita es un continuo que puede escribirse
como la unién de una cantidad finita de arcos, tales que cuales quiera dos de
ellos son ajenos o bien se intersectan en uno o en sus dos puntos extremos.

Definiciéon 6.15. Un arbol es una grafica finita que no contiene curvas
cerradas simples. Note que un arbol es un dendroide localmente conexo.

Teorema 6.16. [/, p. 261/ Si X es una dendroide suave y e > 0, entonces
existe una retraccion r. de X en un drbol tal que la distancia de r. a la funcion
identidad en X es menor que € .
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Teorema 6.17. Si X es un dendroide suave, entonces 2% y C(X) tiene la
propiedad del punto fijo.

Demostracion. Por el teorema 6.16, podemos hacer uso del teorema 6.12, asi
2% y C(X) tienen la propiedad de el punto fijo. ]

Definicién 6.18. Un abanico es un dendroide X, para el cual solo un punto
es un punto extremo en comin para tres o més arcos en X.

Teorema 6.19. (Teorema de Fugate)/3, p. 120/ Si X es un abanico y
e > 0, entonces existe una retraccion sobreyectiva r. de X a un drbol (el cual
en este caso es un arco) tal que la distancia de r. a la funcion identidad en
X es menor que €.

Gracias al teorema que acabamos de enunciar, tenemos el siguiente resul-
tado:

Teorema 6.20. Si X es un abanico, entonces 2% y C(X) tienen la propiedad
del punto fijo.

Demostracion. Por el teorema de Fugate 6.19 podemos aplicar el teorema
6.12 para ver que 2% y C'(X) tiene la propiedad del punto fijo. O

Teorema 6.21. [5, Teorema 3.41] Sea X un producto cartesiano a lo mds ni-
merable, donde cada espacio coordenado es un abanico o un dendroide suave.
Entonces 2% y C(X) tienen la propiedad del punto fijo.
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Capitulo 9

El punto fijo en las dendritas

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero,
David Rodriguez Hernandez

FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo se hablara de la propiedad del punto fijo en los continuos,
especificamente se probaré esta propiedad en un caso particular de ellos
que son las dendritas. Daremos la definicién de dendrita y diremos cuando
un espacio topolégico tiene la propiedad del punto fijo, para después
probar que las dendritas tienen dicha propiedad.

1 Introduccion

La teoria del punto fijo es posible definirla en cualquier espacio topologico,
se sabe que actualmente esta tiene diversas aplicaciones en areas tales como
el analisis matematico, las ecuaciones diferenciales, fisica y economia, existen
teoremas que datan de finales del siglo XVIII y principios del XIX a cargo
de Poincaré y Banach donde ya se vislumbraba su utilidad. Se puede llegar a
probar que si un espacio topolégico tiene la propiedad del punto fijo, este debe
ser conexo y en conjunto con la compacidad se puede hacer teoria del punto
fijo en los continuos, pues, entendemos por continuo a un espacio métrico,
conexo, compacto y no vacio. No podemos permitirnos dejar pasar la pregunta
,que tipo de continuos tienen la propiedad del punto fijo? y aunque en general
este capitulo no responde completamente esa cuestion, centraremos nuestro
estudio en los continuos localmente conexos que no tienen curvas cerradas
simples, conocidos como dendritas. A saber, probaremos que las dendritas
tienen la propiedad del punto fijo.
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2 Preliminares

Ya que nuestro estudio tiene que ver con los espacios topologicos que tienen la
propiedad del punto fijo, daremos la definicién de punto fijo, ademéas enuncia-
remos un teorema importante que aunque no se incluye su demostracion, esta
puede ser revisada en la bibliografia correspondiente. Daremos una breve re-
visada al concepto de compacidad y conexidad para después dar la definicion
de continuo y continuo localmente conexo, asi como algunas caracterizaciones
de este tltimo.

Fue René Maurice Fréchet (1878-1973) quien a principios del siglo XIX definio
a los conjuntos compactos como aquellos que contienen s6lo un niamero finito
de puntos o si cada uno de sus subconjuntos infinitos tiene al menos un punto
limite. Aunque mas tarde se asumi6 que esta idea no era muy adecuada en el
contexto de espacios topologicos abstractos, fue entonces cuando se formuld
el concepto de compacidad en términos de cubrimientos del espacio por con-
juntos abiertos, y es actualmente la manera en que se trabaja la compacidad
en cualquier espacio topologico.

Definicién 2.1. SeaY € X. SiY C U U, con U, conjunto abierto en X; a

acl
la familia {U, }aer se le llama cubierta abierta de Y.

SiI'CcIestal queY C U U,, entonces decimos que la subfamilia {U, }aerr

acl’
es una subcubierta de Y.

Si ademés I’ es un conjunto finito, diremos que la subfamilia es una sub-

cubierta finita de Y.

Definicion 2.2. Sea X un espacio métrico y Y C X. Decimos que Y es
compacto si toda cubierta abierta de Y admite una subcubierta finita.

Ejemplo 2.3. Sea Y = {0} U {1 :n € Z"} CR, asaber, Y es compacto.

Demostracion: Sea A una cubierta abierta de Y, luego debe existir un
abierto U de A que contiene al 0 y por la forma en que esté definido Y el
conjunto U debe contener a todos los puntos de la forma % excepto a un ni-
mero finito de ellos; digamos 1, ..., y,. Ahora, para cada una de estos puntos
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que no estan en U, tomemos un elemento de A que los contenga, digamos
Ay, ... Ay. Luego U U {A;}f_ | es una subcubierta abierta para Y y por tanto
Y es compacto.g

Intuitivamente un espacio acotado es aquel que no se extiende indefinida-
mente, en otras palabras cuando se mantiene dentro de ciertos limites.

Definiciéon 2.4. Sea Y un subconjunto no vacio de (X, d) un espacio métrico.
Decimos que Y es acotado si existe & € RT tal que para todo z,y € Y se
tiene que d(z,y) < k.

El teorema que a continuacién se enuncia relaciona los intervalos acotados
y cerrados de R con el concepto de compacidad.

Teorema 2.5. Cada intervalo cerrado y acotado de R es compacto.

Demostracion. Sea [a,b] un intervalo cerrado de R y sea {U,}qes una
cubierta para dicho intervalo, consideremos a

B = {c € [a,b] : {Us}acr admite una subcubierta finita para [a,c|}

consideremos a S = sup{B}, a saber si S < b, entonces debe existir Ug de
{Us}aer tal que S € Ug, luego al ser U abierto debe existir un € > 0 tal que
(S—¢e,84¢)CUs yalser S—e < S, elintervalo [0,S5 — ¢] puede cubrirse
con una cantidad finita de elementos de {Uq}aer y asi el intervalo [0, S + ]
con los elementos que cubren a [0,S — ¢] junto com Up, lo que implicaria
que S no es el supremo de B, por tanto debe suceder que S = by asi [a, b]
puede cubrirse con una cantidad de elementos de {U, }qer. Por tanto [a,b] es
compacto. g

Teorema 2.6. Si (X, d) es un espacio métrico compacto y C un subconjunto
cerrado de X, entonces C' es compacto.

Demostracion. Sea {U, }.cr una cubierta abierta para C, luego al ser C'
cerrado, tenemos que C° abierto, notese que {Uy}acr U C° es una cubierta
abierta para X y al ser X compacto, este admite una subcubierta finita. A
saber C° puede ser o no parte de la subcubierta finita.

En el caso de que C° no sea parte de la subcubierta finita de X se tendria
que existe k € N tal que {U,,, ..., U,, } es una subcubierta finita para X, es
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decir X ¢ Uf_, Uy, y como C' C X, entonces C' C |JI_, Uy, y por tanto C
compacto.

En el caso de que C° sea parte de la subcubierta finita de X, esta seria de
la forma {U,,, ..., U,,, C°} para algin k£ € N, luego al igual que en el caso
anterior C' C Ule U, UC* pero C' ¢ C° por lo que C C Ule U,, y por tanto
C compacto. g

Siguiendo ahora con el concepto de conexidad. La definicion actual de es-
ta fue introducida en 1893 por C. Jordan (1838-1922) para la clase de los
subconjuntos del plano. El estudio sisteméatico de la conexidad fue iniciado
en 1914, por F. Hausdorff (1878-1973), y en 1921 por B. Knaster (1893-1980)
y K. Kuratowski (1896-1980).

Siempre podemos pensar de manera intuitiva a un conjunto conexo como
un conjunto de una sola pieza (que no se puede dividir), pero en términos méas
precisos y a manera de no generar ambigiiedad, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 2.7. Sea X un espacio métrico y sean P y ) subconjuntos
abiertos no vacios de X. Diremos que P Y () son una separaciéon de X
SiX=PUQyPNnQ=0.

Diremos que X es disconexo si existe una separaciéon de X y en caso con-
trario diremos que X es conexo, o bien. X es conexo si no puede ser descrito
como unién disjunta de dos conjuntos abiertos.

Ademas, si Y C X, entonces Y es disconexo o conexo si lo es como subespacio
con la topologia relativa.

Proposicion 2.8. Sean C' un subespacio métrico conexo de X. Si C' C B C
C, entonces B es conexo.

Demostracion. Supongamos que B es disconexo, entonces deben existir
M y N abiertos tales que B = MUN y M NN = (). Luego como C es
conexo, C debe ser subconjunto de M o bien de N, sin perdida de generalidad
supongamos que C' C M, entoces C C M por lo que CN N = . Y como
B c C se tiene que BN N = (0, luego N = ), pero esto es una contradiccion.
Por lo tanto, B es conexo. m

A continuaciéon un teorema que caracteriza los subconjuntos conexos del
espacio R.
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Teorema 2.9. Un subconjunto I de R es conexo siy solo si I es un intervalo
o un subconjunto unitario.

Demostracion: Primero Supongamos que I C R es conexo. En caso de
que sea un conjunto unitario no hay nada que probar, asi pues supongamos
que no es unitario y también que no es un intervalo, luego deben existir
a,b € I tales que [a,b] ¢ I, asi existe ¢ € (a,b) tal que ¢ ¢ I, Considerese los
conjuntos

P=(-oc0,c)NI y Q= (c,00)NI

luego I = PUQ con P y() separados, pero esto contradice que I conexo. por
tanto I debe ser un intervalo.

Ahora, demostremos el regreso, a saber, si I unitario no tenemos nada que
probar, supongamos pues que I es un intervalo y no es conexo. Luego, deben
existir P, C R no vacios y separados tales que I = PUQ. Sean z € Py
y € @ y supongase que = < ¥, al ser [ un intervalo podemos asegurar que
[z,y] C I. Asi pues, sea R = [z,y] N P, notemos que R # ) y tiene como cota
superior a y, luego debe exitir @ = supR.

Ahora bien, se tiene que * < o < y por lo que « € [z, y], entonces &« € P o
bien a € () pero no en ambos, supongamos que a € P, entonces o < .

Pero al ser P abierto en [ debe existir D abierto en R con la propiedad de
que P = DN 1, entonces « € D por lo que debe exitir un ¢ > 0 tal que
(¢ —e,a+¢€) C Dy como a <y podemos tomar ¢ > 0 a manera de que
a+e<y,asia+e € l,luego a+¢ € P lo que contradice que o = supR, lo
mismo para el caso en que a € ). Por tanto I conexo. g

Noétese que la union de conjuntos conexos puede ser un conjunto no cone-
x0, pero si la interseccion de estos conjuntos es al menos un punto, entonces
la unién dard como resultado un conjunto conexo.

El siguiente teorema generaliza esta idea.

Teorema 2.10. [/, Teorema (2.A.10)] Si {X;}32, es una familia de subcon-
Jguntos conexos en un espacio topologico X tales que para i # j, se cumple
que X; N X; # 0, entonces | J;2, X; es conezo.

Definicién 2.11. Sea X un conjunto no vacio y sea f: X — X una funcién
se dice que x € X es un punto fijo de f si f(z) = x.
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Teorema 2.12. [/, Teorema (1.F.6)] (Teorema de pegado de funciones).
Sean A y B subconjuntos cerrados de un espacio topoldgico X. Sea Y un
espacio arbitrario y supongamos que f: A —Y y g: B — Y son funciones
continuas tales que f | AN B = g | AN B. Entonces la funcion h: AUB =Y
definida, para cada x € AU B, por

h(x):{f(x)’ s?a:EA,
g(x), siz € B.

es continua.

Ejemplo 2.13. Es facil verificar que la funcion f : R — R definida por
f(z) = x? — 2z tiene como puntos fijos a 0 y 3.

Ejemplo 2.14. De igual forma es facil verificar que f : R — R definida por
f(z) = x + 5 no tiene puntos fijos.

Definicién 2.15. Se dice que un espacio topolégico X tiene la propiedad
del punto fijo si cada funciéon continua f: X — X, tiene un punto fijo.

Ejemplo 2.16. Denotemos como I al intervalo cerrado [0,1], veamos que
tiene la propiedad del punto fijo. En efecto, sean f: I — [ una funciéon
continua, A ={z €l :x2 < f(z)} y B={x €1 :xz > f(xr)}. Observe,
I = AUB Yy que Ay B son subconjuntos cerrados de I, ademas 0 € A y
1 € B. Entonces, como I es un conexo, existe tg € AN B, es decir x5 € Ay
xo € B por lo que xg < f(xo) y 2o > f(x0) y en consecuencia f(xq) = xo.

Es importante mencionar que la propiedad del punto fijo se preserva bajo
homeomorfismos.

La primera definicion de continuo fue dada en 1883 por G. Cantor (1845-
1918) y nos dice que un continuo es un subconjunto cerrado y denso en si
mismo y conexo en un espacio Euclidiano. Pero esta definicién habia sido for-
mulada sobre la base del estudio de otro objeto de investigaciéon matematica:
El concepto de linea o curva, las cuales eran mas importantes en esa época
(vea en [2, pag. 225-226)).

Tengamos en consideracion lo siguiente:
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e Decimos que un conjunto es no degenerado. si dicho conjunto tiene
mas de un punto.

e Decimos que un conjunto es numerable si es finito o si tiene cardina-
lidad igual a la del conjunto N.

e Se entiende que un subconjunto D de un espacio métrico X es denso
en X, si cada subconjunto abierto y no vacio en X intersecta a D.

e Decimos que un espacio topologico X es separable si este contiene un
subconjunto denso y numerable.

Ya que hemos dado una breve repasada a los temas de conexidad y com-
pacidad es momento de hablar de la definicion de continuo, no sin antes
mencionar que si se requiere profundizar més en esos temas se sugiere 7] [6]
como una buena referencia. Ahora hablemos un poco de los continuos.

Definicién 2.17. Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no
vacio. Ademas si X es un continuoy Y C X se dird que Y es un subcontinuo
de X, si Y es un continuo.

Nota: Con los puntos anteriores y dado que cada espacio métrico com-
pacto es separable, [6, pag. 90-93|, en consecuencia podemos decir que cada
continuo es separable.

Ejemplo 2.18. Cualquier conjunto unitario es un continuo.
Ejemplo 2.19. Sean a, b € R, donde a < b, el intervalo [a,b] es un con-

tinuo. Pues como demostramos en el teorema 2.5 [a,b] es compacto y como
demostramos en el teorema 2.9 [a, b] es conexo.

(R,
(=2

Intervalo [a, b].

Ejemplo 2.20. Sea X = {(z,y) € R? : d((0,0), (x,y)) = 1} donde d es la
métrica usual de R2. X es la circunferencia unitaria y es un continuo.
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Circunferencia unitaria.

___R2
Ejemplo 2.21. Si W = {(z,sen(1)) € R? : 0 < 2 < 1}, entonces X = W

es un continuo llamado la curva sinoidal del topologo. Observe que

WRQ:WU{(O,y)€R2:—1§y§1}.

El continuo X se puede observar de manera aproximada en la siguiente figura.

|

g ————

Continuo sen(2)

Llegados a este punto es valido hacernos la pregunta: ;La uniéon de con-
tinuos es un continuo? y aunque la respuesta es que no necesariamente, el
siguiente teorema nos dice bajo que condiciones esto es posible.

Teorema 2.22. La union de dos continuos es un continuo siempre que tengan
un punto en comun.
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Definicion 2.23. Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo
[0, 1].

Sea A un arco. Para cualquier homeomorfismo f: [0,1] — A, se tiene que
{p,q} = {f(0), f(1)}. Por esto, los puntos extremos del arco A son p y q.
Podemos decir que A es un arco de p a q o de ¢ a p.

Arco.

Como el intervalo [0, 1] es un continuo, asi un arco debe también ser un
continuo. En el ejemplo 2.16 probamos que el intervalo [0, 1] tiene la propiedad
del punto fijo y por la definiciéon 2.23 sabemos que un arco es homeomorfo
al intervalo [0,1] y dado que la propiedad del punto fijo es una invariante
topologica, entonces todo arco tiene la propiedad del punto fijo.

Definicién 2.24. Una curva cerrada simple es un espacio topolégico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria.

Curva cerrada simple.
Definicion 2.25. Sean X un espacio topologico conexo y p € X. Si X — {p}

es conexo, entonces p es llamado punto de no corte de X. Si X — {p} no
es conexo, entonces p es llamado punto de corte de X.
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Por ejemplo, sea A un arco de p a q.
El arco A tiene s6lo dos puntos de no corte, a saber, p y ¢, y tiene una
cantidad no numerable de puntos de corte que son los elementos de A—{p, ¢}.
Un ejemplo de un continuo que no tiene puntos de corte es la circunferencia
unitaria S*.

Definicién 2.26. Un espacio métrico X es localmente conexo en p € X,
si para cada vecindad V' de p existe un subconjunto abierto y conexo U de X
tal que p € U C V. Decimos que X es localmente conexo si es localmente
conexo en cada uno de sus puntos.

Definicién 2.27. Un espacio métrico X es uniformemente localmente
arco conexo, si para cada € > 0 existe § > 0 tal que para z,z € X con
x # z sid(z,z) < 0, entonces existe un arco A C X tal que diam(A) <ey A
tiene como puntos extremos a T y z.

Una definicién intimamente relacionada con la nocién de conexidad local
es la siguiente.

Definicion 2.28. Sea X un espacio topologico. X, es arco conexo si para
cualesquiera x,y € X con x # y, existe un arco A en X de x a y.

El siguiente resultado nos dice que los continuos localmente conexos son
arco conexos. Aunque la inversa no siempre es verdadera.

Ejemplo 2.29. Considere P = ([0,1] X 0) U (A x [0,1]), donde A ={+ :n €
N} U {0}. Conocemos a P como el Peine, es un continuo que es arco conexo
y no es localmente conexo.

Teorema 2.30. [7, 8.23] Todo continuo localmente conexo es arco conexo.

3 Graficas y arboles

Existen varias caracterizaciones de las graficas y dado que es de nuestro interés
abordarlas desde la nocién de los continuos. A continuacién damos la siguiente
definicion.

Definicién 3.1. Una grafica es un continuo que puede escribirse como la
unioén finita de arcos tales que cualesquiera dos de ellos o son ajenos o se
intersectan en una cantidad finita de puntos.
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Cabe mencionar que todo espacio topologico homeomorfo a los espacios
que mencionaremos en seguida son gréaficas:

Ejemplo 3.2. Sea X = S' U ([1,2] x {0}). Este continuo es llamado Paleta
y es una grafica.

Paleta.

Ejemplo 3.3. Consideremos los puntos del plano cartesiano ¢; = (—2,0),
y ¢2 = (2,0) y el intervalo [—1,1] x {0}. Sean R y S dos circunferencias
de radio uno, centradas en los puntos ¢; y ¢, respectivamente. Ahora, sea
X =RUSU([-1,1] x {0}). Este continuo es llamado la Pesa y también es
un ejemplo de grafica.

Pesa.

Ejemplo 3.4. El siguiente ejemplo es la unién de tres arcos que sélo se
intersectan en un punto. A este continuo se le conoce como Triodo Simple.
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Triodo simple.

Ahora definamos lo que es un arbol, el lector podra darse cuenta que la
familia de los arboles es una subfamilia de la familia de las gréaficas. Para el
desarrollo de este trabajo es necesario tener la nociéon de arbol ya que en el
siguiente capitulo veremos como aproximar una dendrita por arboles.

A continuacién se da una caracterizacion de arbol y curva cerrada simple las
cuales seréan auxiliares en la siguiente seccion.

Definicion 3.5. Un arbol es una grafica que no contiene curvas cerradas
simples.

Ejemplo 3.6. En la siguiente figura esquematizamos lo que es un arbol,
observe que éste es una grafica.

Arbol.

En el periodo 1916-1920 W. Sierspinski, S. Strazewicz y R. L. Moore ob-
tuvieron caracterizaciones topolodgicas del arco como el tinico continuo que
contiene exactamente dos puntos que no son de corte. R. L. Moore ademés
caracterizé a la curva cerrada simple como un continuo que es separado por
cualquier par de sus puntos.
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Ahora, como un arbol es la unién de un conjunto finito de arcos que se
intersectan en uno de sus puntos y que no contiene curvas cerradas simples,
podemos pensar en la siguiente caracterizacion.

Teorema 3.7. [7, 9.28] Un continuo X es un drbol si y solo si X contiene
una cantidad finita de puntos de no corte.

Algunas de las caracterizaciones de curva cerrada simple fueron consideradas
en 1911, por Z. Janiszewski. En 1924, J. R. Kline demostr6é que un continuo
el cual no es separado por subconjuntos conexos es una curva cerrada simple.
R. L. Moore caracteriz6 a la curva cerrada simple como sigue.

Teorema 3.8. [7, 9.31] Un continuo X es una curva cerrada simple si y sélo
si para cada x,y € X, tenemos que X — {x,y} es disconezo.

4 Dendritas

Para este seccion pondremos especial interes en los continuos que son local-
mente conexos y que no tienen curvas cerradas simples, los cuales llevan por
nombre dendritas. Los arboles son un ejemplo de dendritas. Las dendritas
suelen ser ejemplos para muchos conceptos en la teoria de los continuos local-
mente conexos. Existe una gran cantidad de caracterizaciones de las dendritas
(vea en [3]). A continuacion la definicion con la que daremos seguimiento a
este tema.

Definicién 4.1. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

Algunos ejemplos cléasicos de dendritas se muestran enseguida:

Ejemplo 4.2. Sean A, = {r(cos 5%, sen;2-) : 0 < r < 515} definamos a
F, = U,enA,. Este continuo es una dendrita, y es llamada F, o también, en

ocasiones, el punto peludo.
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F,.

Ejemplo 4.3. Sea W = U{{1/n} x [0,1/n] : n € N} U ([-1, 1] x {0}).
Este continuo es llamado Peine Nulo y es un ejemplo de dendrita.

4l ‘

Peine Nulo.

Ejemplo 4.4. Consideremos

Hy = ({0,1} x [0,1]) U ([0, 1] x {0})

k , 1
H, = {(.—,r) 10 < k <27k natural impar,r € [0, —}}
21-‘,—1 2
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para cada ¢ € N.

Luego el conjunto

es una dendrita.

L] |’| | ‘I" ‘I‘ I‘\ [‘ II‘I

H.

Observe que una curva cerrada simple es una gréafica y no es dendrita.
F,, es una dendrita, sin embargo no es gréfica, por lo que, no toda dendrita
es grafica y no toda gréafica es dendrita. Las graficas que son dendritas son
los arboles, por lo que la interseccion del conjunto de las dendritas con el
conjunto de las graficas es precisamente el conjunto de los arboles.

La siguiente proposicion ayudard en la demostracion que para cualesquie-
ra dos puntos en una dendrita existe un tnico arco que los une. Observe que
este hecho no funciona para las graficas ya que en una curva cerrada simple
existen dos arcos que unen a un par de puntos.

Proposicion 4.5. Sean X un continuo y p,q € X. Si A y B son arcos
distintos en X que van de p a q, entonces AU B contiene una curva cerrada
simple.

Demostracion. Sea A un arco en X que va de p a ¢. Supongamos que
existe otro arco B en X que va de p a ¢. Notemos que A y B son arcos que
tienen al menos a p y ¢ como puntos comunes. Se afirma que A U B contiene
una curva cerrada simple, sean
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f:10,1] -Ay ¢g:[0,1] = B

homeomorfismos tales que f(0) = ¢g(0) =py f(1) =g(1) =¢q. Como Ay B
son distintos, existe t € (0,1) tal que f(t) =r conr € Ay r ¢ B. Ahora,
sean

Ar=A{s€0,t): f(s) =g(s)} y As ={s € (£, 1] : f(s) = g(s)}
estos conjuntos son no vacios ya que al menos 0 € A; y 1 € A,. Luego, sean
ti =inf Ay y ty = sup A,

observe que f(t2) = g(t) ¥ f(tz) = g(ts), y F([tr,t2]), o([tr, 1a]) son axcos.
Sea C' = f([t1,t2])U g([t1,t2]), C es una curva cerrada simple donde C' C
(AUB) C X. Con lo que concluimos la prueba. g

Proposicion 4.6. Sean X una dendrita y p,q € X, entonces existe un unico
arco A en X que va de p aq.

Demostracion. Supongamos que existen A y B dos arcos disjuntos en
X que van de p a q, por Proposicion 4.5, A U B contiene una curva cerrada
simple, pero esto contradice el hecho de que X es una dendrita. Asi, existe
un unico arco Aen X quevadepagq. m

Puede demostrarse que cualquier subcontinuo de una dendrita es también
una dendrita.

Corolario 4.7. [7, 10.6] Todo subcontinuo de una dendrita es una dendrita.

Es posible trabajar con las dendritas a partir de arboles contenidos en
ellas, mismos que seran subcontinuos méas comodos para abordarlas, enuncia-
remos un teorema que nos dice que para las dendritas existe una sucesion de
arboles con ciertas propiedades que listaremos en 4.11, pero antes daremos
los siguientes lemas.

Lema 4.8. Sean X wuna dendrita y Y un subcontinuo de X. Para cada x €

X =Y eziste un tinico punto r(z) € Y tal que r(x) es un punto de cualquier
arco en X que va de x a cualquier punto de Y .
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Demostracion. Fijemos z € X —Y ysea yp € Y. Como X es un continuo
localmente conexo, (Teorema 2.30) X es arco conexo, por lo que existe un
arco A en X que va de x a yy. Consideremos el orden '<én el conjunto A
tal que z < yo. Sea M = {x <t:te€ ANY}, por el Teorema de Zorn el
conjunto M tiene minimo, sea r(z) = minM. Asi r(z) € ANY. Ahora, sean
y1 € Yy B un arco en X que va de x a y;. Se demostrara que r(z) € B.
Como Y es un subcontinuo de X, entonces por el Corolario 4.7, Y es una
dendrita y por el Teorema 2.30, Y es arco conexo; y asi, existe un arco C' en
Y que va de r(x) a y;. Sea D un arco en X que va de r(x) a . Notemos que
CND ={r(z)} y CUD esun arco en X que va de x a y;, asi, CUD y B son
arcos de la dendrita X con los mismos puntos extremos; y por la Proposicion
4.6, B =C U D; con lo que se demuestra que r(z) € B.

Ahora, se demostrara la unicidad de r(z). Para lo cual, supongamos que
para € X — Y existen r(z),s(z) € Y, con r(z) # s(z), tales que tienen
la propiedad anteriormente demostrada. Como X es arco conexo, existe un
arco A’ en X que va de x a r(x), notemos que s(z) € A’ ya que s(x) tiene
la propiedad de estar contenido en cualquier arco que va de x a cualquier
punto de Y. Asi, s(z) < r(x). De manera similar, existe un arco A” en X
que va de z a s(z), notemos que r(z) € A’ ya que r(x) tiene la propiedad de
estar contenido en cualquier arco que va de x a cualquier punto de Y. Asi,
r(z) < s(z). Por lo tanto, r(x) = s(x). Con lo se concluye la demostracion
del Lema. g

Lema 4.9. [7, 10.25] Sean X una dendrita y' Y un subcontinuo de X . Defi-
nimos r: X — Y porr(z) como en 4.8siz e X =Y yr(z)=x sizx €Y.
Entonces la funcion r es continua.

Definicién 4.10. La funcién r7: X — Y definida en 4.9 es llamada funcién
primer punto para Y.

Denotemos al arco que va de r a s como [r, s|. Ahora, estamos listos para
el siguiente teorema.

Teorema 4.11. [7, 10.27](Teorema de aproximacion por drboles) Sea
X wuna dendrita no degenerada. Entonces existe una sucesion {Y;}52, que
satisface los siguientes proposiciones:

(1) Cada'Y; es un drbol;
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(2) Para cadai € N, Y; C Yiyq;
(3) 1 ¥, = X;
71— 00

(4) Eziste {p;}3°, tal que Yy = {p1} vy, para cada i € N, Y11 —Y; es un
arco con punto extremo p; tal que Vi — Y;NY; = {p:i};

(5) Para cadai € N se tiene que r;: X — Y, es la funcion primer punto para
Y;. La sucesion {r;}32, converge uniformemente a la funcion identidad
sobre X.

Demostracion. Es facil demostrar el caso en que X es un arbol, asi pues
supongamos que X no es un arbol. Como todo continuo es separable, sea
{z; : 7 € N} un subconjunto denso numerable de X. Sean Y} = {z;} y
p1 = x1. Por el Teorema 2.30, existe el arco [py, 23] C X. Sean Y3 = [p1, 22| v
po = 2. Notemos que

Yo = YiNY1 = [p1,pa] —{p1} N {p1} = [pr,p2) N {p1} = {p1 }.

Luego, para k = min{j : z; ¢ Y5}, existe el arco [ps,z;] C X donde
po € Ya. Sea x, = p3 'y Y3 = Y3 U [pa, p3]. Notemos que

Y5 —YoNYs = (YaU|[pe,ps]) — Ya N Yo = [p2, ps] NYs = {pa}.

Ahora, supongamos que para k > 0, Y, es un arbol, y que Y, # X.
Escojamos a m = min{j : x; ¢ Y;}. Por el Teorema 2.30, existe el arco
[Pk, 2] donde py € Y. Sean pry1 = T ¥ Yis1 = Yy U [pr, D). Observemos
que

Yitr = Ye N Y, = (Y U [pe, pr+1]) — Ye N Y = [Pk, Dea] N Y = {pr}-

Por induccién, para cada i € N, se tienen definidos a Y; y p;, donde cada
Y; es un arbol. Con esta construccion los incisos (1), (2), y (4) del teorema
son validos.

Para la demostracion de los incisos restantes se sugiere ver |7, 10.27].
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5 Propiedad del punto fijo

En esta seccion demostrarémos que las dendritas tienen la propiedad del punto
fijo (Vea el Teorema 5.4). Pero antes veamos la siguiente proposiciéon que nos
serd de gran ayuda en nuestra prueba.

Proposicién 5.1. i X es un continuo y existe una sucesion de funciones
continuas que van de X en X, {fi}2,, que converge uniformemente a la
funcion identidad sobre X, idx, tal que para cada i € N, f;(X) tiene la
propiedad del punto fijo. Entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean f: X — X una funcién continua y ¢ > 0. Para
cada ¢ € N, la funcion

fio 1 F(Xa): f(Xi) — f(X)
tiene un punto fijo, es decir, existe z; tal que f;(f(x;)) = ;.

Por la convergencia uniforme de {f;}3°, tenenmos que d(f;,idx) < € para
1> N.Y por lo tanto

d(wi, f(z:) = d(fi(f(2:)), [(2:)) <,

y asi, z; = f(x;). Ahora, como X es compacto, la sucesion {z;}2, es conver-
gente en X | sea x el punto al que converge, entonces f(z) = x. Asi concluimos
que X tiene la propiedad del punto fijo. g

También para lograr nuestro cometido necesitamos probar que los arboles
tienen la propiedad del punto fijo, para esto el siguiente lema serda de gran
ayuda

Lema 5.2. S X y Y son dos continuos con la propiedad del punto fijo tales
que X NY = {p}, entonces X UY tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea f: X UY — X UY una funcién continua.
Sin pérdida de generalidad asumamos que f(p) € X.
Definamos r: X UY — X como

{z, size X;
r(z) = .
p, sizeY.
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Afirmacién: la funcién r es continua y el Teorema 2.12. nos permite justi-
ficarlo.
Fijémonos en f | X, y notemos que es continua.
Ahora bien, ro (f |x): X — X es composicion de funciones continuas, por lo
tanto es continua y tiene un punto fijo, ya que X tiene la propiedad del punto
fijo, entonces existe b € X tal que r(f(b)) = b. Entonces, si f(b) € X entonces
b= r(f(b)) = F(b) y si f(b) € Y, r(J(b)) = p = b,y ast f(p) = f(b) € XNV,
con lo que concluimos que f(p) = p. Por lo tanto X UY tiene la propiedad
del punto fijo. g

Lema 5.3. Todo drbol tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea Y un arbol. Por el Teorema 3.7 Y contiene una can-
tidad finita de puntos extremos. Sea E el conjunto de los puntos extremos de
Y. Asi, |E| = n. Realizaremos la demostraciéon por inducciéon tomando como
base los puntos extremos de Y.

Paso (i): Sea Ay = [x1, 23] un arco en Y, donde z1, xs € F, por la De-
finicion 2.23, A; es homeomorfo al intervalo [0, 1], el cual tiene la propiedad
del punto fijo y como dicha propiedad es una invariante topolégica entonces
A; tiene la propiedad del punto fijo. Luego, sea Ay = [p1,x3] un arco en Y,
donde x3 € E'y p1 € [x1,29] tal que py ¢ E'y AyNA; = {p1}, As tiene la
propiedad de punto fijo (justificando como anteriormente se hizo para A;),
asi por el Lema 5.2, Ay U A; tiene la propiedad del punto fijo.

Paso (ii): Supongamos que | J Ay, tiene la propiedad del punto fijo, y |J Ax
contiene los puntos extremos xi,Ts,...,Tr_1. Sea A, un arco en Y con
puntos extremos py y Tyi2, donde w40 € E, pp € |J Ak tal que pp ¢ E'y
U Ak] N Agr1 = {px}, notemos que Ay tiene la propiedad del punto fijo,
asi por el Lema 5.2, | J Apy1 tiene la propiedad del punto fijo. Notemos que
Y =J A1, por induccién se concluye que todo arbol tiene la propiedad del
punto fijo. g

Teorema 5.4. Toda dendrita tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea X una dendrita no degenerada. Por el Teorema 4.11,
existe una sucesion {Y;}22, tal que cada Y; es un arbol. Luego para cada i € N,
sea r;: X — Y, una funcién continua definida como en el Teorema 4.9.

Asi por el lema 5.3 cada Y; tiene la propiedad del punto fijo, entonces cada
funcion continua r; | Y;: Y; — Y; tiene un punto fijo, entonces r;: X — X
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tiene un punto fijo; y por (5) del Teorema 4.11, {r;}32, debe converger unifor-
memente a la funcion identidad Idy sobre X. Ahora, aplicando la Proposicién
5.1, se concluye que X tiene la propiedad del punto fijo. m
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