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Presentacion

Las International Conferences On Mathematics and its Applications (CIMA)
llevan ya 16 anos realizandose, ano tras ano. Aqui participa como organizado-
ra la Academia de Matematicas de la Facultad de Ciencias Fisico Matemati-
cas (FCFM) de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP) en
compania de sus estudiantes. Contamos con la participacion de matemaéticos
de nivel internacional en estos CIMA. Esta es la razén por la cual editamos
el libro que tienen en sus manos. La felicidad que propone este libro por su
divulgacion, investigacion e intercambio de ideas se debe a la generosidad de
muchisimos mateméticos que participaron en el denominado Eighth Interna-
tional Conference on Mathematics ant its Applications (8CIMA, 2021), un
esfuerzo profesional consolidado que ha permitido la participacion de gran-
des personajes de diversas universidades, nacionales y extranjeras, tanto en
el desarrollo del SCIMA, 2021 como en su memoria escrita, que es el presente
libro. La base ha sido un comité organizador especializado, entusiasta y vigo-
roso emanado de la Academia de Mateméticas de la FCFM de la BUAP. Es
por el amor a la matematica que ha nacido este ejemplar que nos brinda la
sabiduria necesaria para mostrarles parte de nuestros quehaceres cotidianos.

Los capitulos de este libro estdn agrupados por secciones de acuerdo al area
tematica. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, genti-
leza, dedicaciéon y trabajo cientifico.

Fernando Macias Romero
David Herrera Carrasco
Editores
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Capitulo 1

Matroides: algunas definiciones equivalentes

Mireya Diaz Loépez, Carlos Alberto Lépez Andrade,
Carlos Guillén Galvan

FCFM, BUAP

Resumen

La teoria de matroides surgio en los afios 30’s del siglo XX. Hassler Whit-
ney desarroll6 una nocién de independencia y rango en el contexto de la
teorfa de grafos y observo similitudes con los conceptos de independen-
cia lineal y dimensién de algebra lineal. Después de identificar las pro-
piedades de independencia abstracta, Whitney introdujo el concepto de
matroide en 1935 en [6] y se inspir6 en la palabra matriz para crearlo.
Otros matematicos contemporaneos de Whitney también contribuyeron
al nacimiento de la teoria de matroides. En 1937, B. L. van der Waerden,
en la segunda edicion de Moderne Algebra, establecié tres propiedades
fundamentales que son comunes a la dependencia algebraica y lineal,
descubriendo con ello el concepto de matroide de manera independiente
a Whitney. En este capitulo se estudiaran los conceptos fundamentales
de la teoria de matroides y se estableceran las equivalencias entre algunas
de las definiciones de matroide.

1 Introducciéon

Una importante caracteristica de los matroides es que pueden definirse de mu-
chas formas diferentes pero equivalentes. Desde su articulo fundador, Whitney
estableci6 cuatro definiciones equivalentes de matroides. Esto podria parecer
molesto, pero es una de las principales cualidades que posee esta teoria, ya
que puede preferirse una definicién sobre otra, dependiendo del problema que
quiera abordarse.

En las secciones siguientes se enunciarédn algunas de las principales y més
utiles definiciones de matroide. Se tomard como primera definiciéon aquella
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6 Mireya Diaz Lopez, Carlos Alberto Lopez Andrade, Carlos Guillén Galvan

que abstrae las propiedades que satisface un conjunto de vectores linealmente
independiente. Esta definicion, por tanto, proviene del algebra lineal. Pos-
teriormente, se definiran nuevos conceptos y se demostraran algunas de las
propiedades que dichos conceptos satisfacen. A continuacién se destacaran
aquellas propiedades que seran suficientes para dar una definicion alternativa
del concepto de matroide y se probaré la equivalencia de las definiciones. El
desarrollo de esta teoria estara acompanada de algunos ejemplos y observa-
ciones. Para el desarrollo de este capitulo de libro se tomaron [2] y [3] como
principales referencias. A lo largo de este capitulo [n| denotara el conjunto de
nameros naturales menores o iguales a n, es decir, {1,2,...,n}.

2 Definicién por conjuntos independientes

Sea V' un espacio vectorial. Los subconjuntos linealmente independientes de
V' cumplen las siguientes propiedades:

a) Todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente también
es linealmente independiente.

b) Si I y J son conjuntos linealmente independientes tales que |I| < |J],
entonces existe x € J\ I tal que I U {x} es linealmente independiente.

A continuacién se presenta una definiciéon de conjunto independiente en
grafos que permitira establecer una importante conexiéon con la independencia
lineal en &lgebra lineal.

Definicion 2.1. Sea G un grafo finito no dirigido, no necesariamente simple,
con conjunto de aristas F y conjunto de vértices V. Un conjunto S C E es
independiente si no contiene ciclos y es dependiente en otro caso.

Notese que ésta no es la definicion clasica de independencia de la teoria de
grafos, la cual dice que un conjunto de vértices en un grafo es independiente si
ninguno de sus vértices es adyacente a otro. Sin embargo, esta nueva definicion
es util pues resulta que las propiedades a) y b) también se cumplen para los
conjuntos de aristas independientes:

A) Todo subconjunto de un conjunto aciclico de aristas es aciclico.

Matemadticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 1, 5-40



Matroides: algunas definiciones equivalentes 7

B) Si I y J son dos conjuntos de aristas aciclicos y |I| < |J|, entonces
existe e € J\ I tal que I U {e} es aciclico.

Anteriormente se mencioné que Whitney y van der Waerden se basaron
en las propiedades que cumplen los conjuntos linealmente independientes en
algebra lineal y teoria de grafos para definir el concepto de matroide. Dichas
propiedades son justamente los incisos a), b), y A), B), respectivamente. La
primera definiciéon que se dara en este capitulo va en este sentido y se eligié
porque esta basada en resultados conocidos, y por ello puede resultar més
familiar para la mayoria de los lectores.

Definiciéon 2.2 (Por conjuntos independientes). Un matroide M es un par
ordenado (F, Z) que consiste de un conjunto finito £ y una familia Z de
subconjuntos de E que satisface las tres condiciones siguientes:

(I1) (No trivialidad) Z # 0.
(I2) (Cerrado bajo subconjuntos) Si I € Zy J C I, entonces J € 7.

(I3) (Aumento de independencia) Si I,J € Zy |I| < |J|, entonces existe un
elemento e € J\ I tal que I U {e} € T.

En este caso es usual referirse a M como matroide sobre E. Los elementos
de Z son los conjuntos independientes de M y E es el conjunto subyacente
de M. Cuando es necesario se denota a Z con Z(M) y a E con E(M). Un
subconjunto de E que no pertenece a Z se llama conjunto dependiente.

Puede darse una definicion de matroide muy similar a la Definicion 2.2
con ligeras modificaciones a las propiedades (I1) e (I3), que puede resultar
més practica al momento de verificar si un par ordenado es un matroide. Esto
se establece en el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sean E un conjunto finito e Z una familia de subconjuntos de
E. Entonces I es la familia de conjuntos independientes de un matroide si y
solo si satisfacen las tres condiciones siguientes:

(J1) 0 € T.

(J2) Sil €T yJ C I, entonces J € T.

Matemadticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 1, 5-40



8 Mireya Diaz Lopez, Carlos Alberto Lopez Andrade, Carlos Guillén Galvan

(J3) Si I,J € T son tales que |J| = |I| + 1, entonces existe un elemento
x € J\I que cumple que T U{z} € T.

Demostracion. Sea M = (E,Z) un matroide. Veamos que Z verifica las pro-
piedades (J1) y (J3). Dado que Z satisface la condicion (I1), Z # (). Asi, existe
un conjunto independiente, al que llamamos X. Como también se cumple (12)
y tenemos que () C X, concluimos que () € Z, es decir, se satisface (J1). La
condiciéon (J3) es un caso particular de (I3) y por lo tanto, se verifica. Para
la suficiencia supongamos que E es un conjunto finito y que Z es una familia
de subconjuntos de E que satisface las propiedades (J1), (J2) y (J3). Veamos
que M = (E,Z) es un matroide. Por (J1), ) € Z, entonces se verifica (I1).
Ahora, sean I, J € Z con |I| < |J]. Como I y J son conjuntos finitos, entonces
existe Iy C J tal que |[;| = |[I| + 1. Por (J2), I; € Z, luego por (J3) existe
x € L \N1I tal que I U{z} € Z. Mas aun, x € J\ I. Por lo tanto, M es un
matroide. [

La equivalencia entre los conjuntos de propiedades (I1), (I12), (I3) y (J1),
(J2), (J3) no puede establecerse probando de manera independiente que las
parejas (I1), (J1) e (I3), (J3) son proposiciones equivalentes. Para verificar
esto sea E = {a,b,c}, T = {{a},{b},{a,b,c}}. La condicion (J3) se satisface
(no existe una pareja de elementos I, J de Z que satisfagan |J| = |I|+1). Sin
embargo, (I3) no se satisface, pues los conjuntos {a} y {a, b, c} cumplen que
{a}| < [{a,b,c}| y no existe un elemento = € {a,b,c} \ {a} = {b,c} tal que
{a}U{z} € 1.

A continuaciéon se muestran dos ejemplos de matroides. Es importante
tenerlos presentes porque son basicos para comprender los conceptos y resul-
tados que se darén en las secciones posteriores.

Ejemplo 2.4. Sean V un espacio vectorial sobre un campo F y E un sub-
conjunto finito de V. Definase Z como la colecciéon de subconjuntos de E que
son linealmente independientes sobre F. Como ) es un conjunto linealmente
independiente entonces () € Z. Ademas, Z satisface las propiedades a) y b)
mencionadas anteriormente. Por lo tanto, M = (£, Z) es un matroide y se lla-
ma matroide vector o matroide representable y se dice que M es representable
sobre . Este es uno de los ejemplos que motivaron la definiciéon de matroide.

Ejemplo 2.5. Sean n y k enteros no negativos tales que £ < n. Sea F un
conjunto de cardinalidad n. Témese Z como la familia de todos los subcon-
juntos de E que tienen una cardinalidad menor o igual a k. Como ) C E' y

Matematicas y sus aplicaciones 18, Capitulo 1, 5-40
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|0| = 0 < k, entonces () € Z. Ahora, supéngase que [ € Zy J C I. Entonces
[I| <k, |J| < |I|, y por tanto |J| < k, de donde J € Z. Finalmente, sean
I,J € T tales que |I| < |J|. Como |I| < |J]|, entonces existe un elemento
x € J\ Iy setiene que |I U{z}| < |J|. Dado que J € Z, verifica que |J| < k
y por ello [TU{z}| < |J| < k. Por consiguiente I U{x} € Z. Asi que M es un
matroide. M se llama el matroide uniforme de rango k sobre un conjunto de n
elementos y se denota por Uy ,,. El matroide U, , se llama matroide libre. N6-
tese que en el matroide libre todos los subconjuntos de E son independientes,

es decir, T = P(E).

Es igual de importante saber identificar lo que si es un matroide de aquello
que no lo es. Es por ello que en el siguiente ejemplo se presenta una familia
de conjuntos que no satisface la condicion (I3) y por tanto no es un matroide.

Ejemplo 2.6. Sean FE = {a,b,c,d}, T = {0,{a},{b},{c},{d},{a,b},{c,d}}.
Se puede ver claramente que Z satisface las propiedades (I1) e (I2), sin em-
bargo, no cumple con (I3). Para comprobar esto, tomese los conjuntos {a} y
{¢,d} de la familia Z. Puede verse que no existe elemento = en {c,d} \ {a}
tal que {a} U {z} € Z, ya que ni {a,c} ni {a,d} son elementos de Z. Por lo
tanto, Z no es una familia de conjuntos independientes.

3 Definicién por bases

Sea M = (E,Z) un matroide. Para conocer por completo a M es necesario
poder identificar todos sus conjuntos independientes. Si M posee una gran
cantidad de conjuntos independientes dar una lista exhaustiva de todos ellos
podria resultar una tarea complicada. Sin embargo, existe una manera de
facilitar este trabajo. Sea I un conjunto independiente de M. Si no existe
un conjunto independiente que contenga propiamente a I entonces I es un
conjunto independiente maximal. En otro caso, supongase que I; € 7 es tal
que I C [;. Si no existe un conjunto independiente que contenga propiamente
a I; entonces [; es independiente maximal. De lo contrario existe un conjun-
to independiente I, diferente a I; que lo contiene. Podemos continuar este
proceso, pero no de manera indefinida, pues como FE es finito también lo es
su conjunto potencia. Asi que después de un numero finito de pasos halla-
remos un conjunto independiente que contiene a I y que no estd contenido

Matemadticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 1, 5-40



10 Mireya Diaz Lopez, Carlos Alberto Lopez Andrade, Carlos Guillén Galvan

propiamente en otro conjunto independiente, es decir, independiente maxi-
mal. De aqui concluimos que todo conjunto independiente esta contenido en
un conjunto independiente maximal. Ademas, todo subconjunto de un con-
junto independiente es independiente por (I2). Asi que una manera efectiva
de enlistar todos los conjuntos independientes es proporcionar una lista de
los conjuntos independientes maximales. De aqui la importancia de definir el
siguiente concepto.

Definicion 3.1. Sea M = (E,Z) un matroide. B es una base del matroide
M si B es un conjunto independiente maximal. Se denotara el conjunto de
las bases de M por B.

Enseguida se enunciaran algunas de las propiedades més importantes que
satisface el conjunto de bases de un matroide. Dichas propiedades permiti-
ran dar una definicion de matroide partiendo de este nuevo concepto. Para
probarlas se empleara el siguiente lema.

Lema 3.2. Sea M un matroide. Si By, By € B, entonces |B;| = |Bs|.

Demostracion. Supongamos que By y By son bases de M tales que |B;| #
| B2|. Sin pérdida de generalidad supongamos que |B;| < |Bs|. Ya que By y By
son conjuntos independientes, por (I3) existe e € Bo\ By tal que ByU{e} € Z,
de modo que B;U{e} es un conjunto independiente que contiene propiamente
a By, lo cual contradice que Bj sea base. Por lo tanto, By y Bs tienen la misma
cardinalidad. ]

Concluimos entonces que cualesquiera dos bases de un matroide M tienen
la misma cardinalidad.

Teorema 3.3. El conjunto de bases B de un matroide M verifica las siguien-
tes propiedades:

(B1) (No trivialidad) B # ().
(B2) (Familia Sperner o clutter) Si By, By € B y By C Bs, entonces By = Bs.

(B3) (Intercambio débil en bases) Si By, By € B y x € By \ By, entonces
existe un elemento y € By \ By tal que (B \ {z}) U{y} € B.

Matemadticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 1, 5-40
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Demostracion. Sabemos que () es un conjunto independiente. Entonces existe
un conjunto independiente maximal B que lo contiene. Por la definiciéon de B,
B € By por lo tanto (B1) se cumple. Tomemos By, By € B tales que B; C Bs.
Si suponemos que By C Bs entonces |By| < |Bs|, lo cual no puede ocurrir
por el Lema 3.2. Entonces B; = By. Para probar que se cumple (B3), sean
By,By € By x € B;\ By. Como By \{z} C By y By € Z, por (I2) tenemos
que By \ {z} € Z. Por el Lema 3.2, |B;| = |By|, luego |B; \ {z}| < |By|. Por
(I3) existe un elemento y € By \ (By \ {z}) tal que (B; \ {z}) U{y} € Z.
Queremos probar que (B; \ {z}) U {y} es una base, asi que solo falta probar
que es conjunto independiente maximal. Tenemos que |(B; \ {z}) U {y}| =
|By]. Si suponemos que (By \ {z}) U{y} ¢ B, debe existir B3 € B tal que
(BN {z})U{y} € B3y por tanto |B;| = |(B1 \ {z}) U {y}| < |Bs|, lo cual
contradice el Lema 3.2. Concluimos que (B;\{z})U{y} € B, por lo que (B3)
se verifica. O

La propiedad (B2) manifiesta que B es una familia Sperner o clutter, es
decir, que los conjuntos de dicha familia no se contienen entre si. La propiedad
(B3) expresa que dadas dos bases By y Bs, para un elemento z € By \ By
existe un elemento en la otra diferencia de conjuntos y € B, \ By tal que
x puede “intercambiarse” por y para obtener nuevamente una base, es decir,
(B1\ {z}) U{y} € B (de ahi el nombre de propiedad de intercambio débil
en bases). Aplicando la propiedad (B3) al elemento y se tiene que existe
z € By \ By tal que (Bx\{y}) U{z} € B. Sin embargo, dicha propiedad no
afirma algo acerca del conjunto (Ba\{y})U{z}. El Teorema 3.4 es una version
més fuerte de la propiedad de intercambio débil en bases, pues asegura que
siempre es posible que se dé un intercambio doble, es decir, que para cada
elemento de B; \ By es posible encontrar un elemento en By \ B; de tal forma
que pueden intercambiarse (el primero por el segundo y el segundo por el
primero) para obtener dos bases. En muchas ocasiones bastara con tener la
primera version de esta propiedad, pero se menciona a continuaciéon ya que
sera de utilidad mas adelante.

Teorema 3.4. (/2, pdg. 91]) Sea M un matroide. B satisface la siguiente
propiedad.:

(B3*) Si By, By € B yx € By \ By, entonces existe un elemento y € By \ By
de tal manera que (By\ {z}) U{y}, (B2 \{y}) U{z} € B.
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La propiedad (B3*) se conoce como propiedad de Intercambio Fuerte en
Bases.

Como pudo apreciarse, el Lema 3.2 fue crucial en la demostraciéon del
Teorema 3.3. En el Teorema 3.5 se vera que dicho lema puede emplearse para
formular una nueva caracterizacion de matroide. Para ello identificaremos a
la propiedad enunciada en el Lema 3.2 como (B2*).

Teorema 3.5. Sean E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos de
E. La familia B satisface (B1), (B2) y (B3) si y sdlo si satisface (B1), (B2*)
y (B3).

Demostracion. Sea B una familia que cumple (B1), (B2) y (B3) y sean
By,By € B, By # Bs. Supongamos que |B;| < |Bs|. By y B pueden es-
cribirse como las siguientes uniones disjuntas: By = (B; \ By) U (B; N By),
By = (By\ By) U (By N By). Como |B;| < |Bs|, entonces debe ocurrir que
| B\ By| < |Ba\ By|. Si By\ By = (), entonces B; C Bs, y por (B2), By = By,
lo cual es una contradiccion. Asi que By \ By # (). Sea n = | B1\ Bs|. Tomemos
x1 € By \ By. Por (B3) existe y; € B\ By tal que By = (B1\{z1})U{11} € B.
Sea 23 € B3\ By, entonces xo € (B1\ By)\{x1}. Por (B3) existe yo € By \ B
tal que By = (B3 \ {z2}) U {y2} € B. Se tiene que:

B\ By = By N [(Bi\ {1 }) U{wi }]” = Bon [(Bi N {21}9) 0 {11 }¢]
= By N [(BY U{x1}) N {yn}“] = [(B2n BY) U (Ba N {an})] N {wn}©
= (B2\ Bi) Ny}

esto es, Bo\ B3 = (B \ By) \ {y1}, por lo que y € (B2 \ By) \ {y1}. Notese
que x1,x2,Y1 ¥ Y2 son todos diferentes entre si. Por eso y por los conjuntos
en los cuales se tomaron tales elementos se tiene que

By = [[(BiN{z1}) U {mn N {z2}] U {e} = (BN {21, 22}) U {1, 42}

Tomemos z3 € By \ By, entonces z3 € (By \ By) \ {x1,22}. Por (B3) existe
ys € Ba\ By tal que By = (By\ {z3}) U{ys} € B. Puede verse que By\ By =
(BQ \ Bl) \ {yl» yQ} Ademés,

Bs = [[(BiM 1, m2})U{yn, v M MasH U{ys} = (BiM@1, 22, 23}1) U{y, 2, ys)-

Realizando este proceso n veces encontramos i, o, ..., T, € B; \ By todos
diferentes entre si y 41,42, ...,y, € By \ By también diferentes entre si tales
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que Buio = (BN A{xy, 29, ., 2, }) U{y1, 2, ..., yn} € B. Recordemos que
|B1 \ By| = n, entonces ocurre que By \ By = {x1,79,...,2,}, y como By =
(B1\ By)U(B1NBy), entonces By\{x1,Ta,...,T,} = Bi1\(B1\By) = BN By,
lo cual implica que By = (B1 N Ba) U{y1,%2,.-.,yn} € By y por (B2) se
concluye que B,, 192 = By, pero | B, ;2| = | B1| y estamos suponiendo que |B;| <
| Ba|, entonces |By+2| < |Baf, lo cual es una contradiccion. Similarmente se
prueba que no puede ocurrir que |B;| > |Bsy|. Entonces |By| = | Bz, es decir,
(B2*) es verdadera.

Para demostrar la suficiencia supongamos que B es una familia de sub-
conjuntos de un conjunto finito £ que satisface las propiedades (B1), (B2*)
y (B3). Veamos que también satisface la propiedad (B2). Para ello sean
Bi,By € B tales que By C Bjy. No puede ocurrir que By C Bs, ya que
por (B2*), |B;| = | B2|. Entonces la igualdad de los conjuntos se verifica y por
lo tanto, (B2) se cumple. O

Hasta este momento se ha abordado la manera mediante la cual pueden
conocerse las bases de un matroide considerando sus conjuntos independien-
tes, y las propiedades que dichas bases cumplen. Es de interés saber si puede
construirse un matroide a partir de una familia B que cumple (B1), (B2) y
(B3). La respuesta es si. Esto se logra formando a partir de B una familia Z
de lo que serén los conjuntos independientes y demostrando que dicha familia
satisface las propiedades (I1), (12) e (I3). El punto clave de esta construccion
es saber como definir la familia Z. Las bases se definieron como los conjuntos
independientes maximales, luego todo conjunto independiente esté contenido
en una base y cualquier subconjunto de una base es un conjunto indepen-
diente, asi que de manera natural Z se toma como el conjunto de todos los
subconjuntos de los elementos de B. Esto se aborda en el Teorema 3.6.

Teorema 3.6. Sean E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos
de E que satisface (B1), (B2) y (B3). Se define el conjunto T = {I C E |
dB € B: 1 C B}. Entonces M = (E,Z) es un matroide que tiene a B como
su coleccion de bases.

Demostracion. Por (B1), B # (), entonces existe B € B. Como B C B,
entonces B € Z, esto es, (I1) es verdadera. Ahora, sea I € Z. Entonces existe
B € B tal que I C B. Luego, si J C I, por transitividad de la contencién de
conjuntos tenemos que J C B,y por tanto J € Z. Entonces (12) se cumple.
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Sean Iy, Iy € 7 tales que |I;| < |2 y supongamos que (I3) no se cumple,
es decir, que para todo © € I\ I, [y U{z} ¢ Z. Como I, I, € Z, existen
By,By € B tales que I; C By e Iy C B,. Queremos analizar el conjunto

Figura 1: Diagrama de Venn de las relaciones entre By, By, I; e Is.

coloreado de negro de la Figura 1, es decir, el conjunto (I N By) \ I;. Si
(I, N By) \ I} # (), entonces existe © € (I, N By)\ I}, estoes, z € L\ 1} y
x € By, por lo que I; U{z} C By, de donde I; U{z} € Z, lo cual contradice
nuestra suposicion. Por lo tanto, (I;N By)\I; = (), o expresado de otra forma,
LN(Bi\NI) =0,y como BiNI, = (IoNI)U(I;N (B \ 1)) concluimos que
By NI, = I; N I,. Por otro lado, puede existir mas de un elemento en B que
contenga a I,. Tomaremos a By de tal forma que |By \ (I3 U By)| sea minimal
(ver en la Figura 1 region coloreada de gris). Afirmamos que Bo\(I,UB;) = ().
Si existe x € By \ (I U By), en particular € By \ By, luego aplicando la
propiedad (B3) a By y a B; (en ese orden), existe y € B; \ By tal que
Bg = (B2 \ {I}) U {y} € B. Veamos que B3 \ ([2 U Bl) g BQ \ (IQ U Bl)

Mah) Uyl N (U By)
By n{z}) U{y}]\ (12U By)
By U{y}) n ({z}° U{yh]\ (2U By)
)

B3\ (I U By) = [(Bs

(

( )N

(B U{y}) N {z}°I\ (12U By
( )

(

(

(

By U {y}) N {z}In (I, U By)“ (1)
By U{y}) N (I U By N {2}
By N (I, U By)“) U ({y} N (I U B)9) N {a}

Bo\ (L UB))U({y} N (LUB)") n{z}

[
[
[
[
[
[
[
[ ) U

= [B2\ (l2 U B1)| Nz} € [B2\ (12U By)]

La ultima igualdad se consigue ya que y € B; y la contencién propia se
da puesto que z € By \ (Iy U By). De aqui tenemos que |Bs \ (I U By)| <
|Bo\ (I U By)|. Como I, € By y x ¢ I entonces I C (B \{z})U{y} = Bs.
Entonces Bj es un elemento de B que contiene a I y tal que | B3\ (I,UBy)| <
| Bo\ (I3 U By)|, lo cual contradice la eleccion de By. Concluimos entonces que
By \ (I U By) = (. Usando un argumento similar, podemos elegir B; de tal
forma que By \ (I; U By) = (). Ahora bien, como By \ By = (I;\ By) U [(B2 \
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Ig) \ Bl] = (IQ \ Bl) U [BQ \ (_[2 U Bl>] y como B2 \ (]2 U Bl) = @, entonces
By \ By = I, \ B;. Previamente habiamos visto que 11 N Iy = By N I, lo cual
es equivalente a que Io \ I = I, \ By, asi que tenemos la siguiente igualdad:

32\31:]2\31:]2\]1. (2)

Puede demostrarse también que By \ By = I1 \ By. Ademas, como Iy C B,
entonces I; \ By C I; \ I5. Por tanto, tenemos las siguientes contenciones de
conjuntos:

Bi\By=1,\By, C I\ I (3)

Como B cumple (B1), (B2) y (B3), por el Teorema 3.5 también satisface
(B2*>, asi, |Bl| = |B2|, y como B1 = (Bl mBg) U (Bl \Bg), B2 = (Bl mBz) U
(B2 \ By), y dichas uniones son disjuntas, entonces |B; \ Bs| = |By \ By|. Por
las relaciones establecidas en (2) y (3), resulta que

ILNL| < |\ L. (4)

Pero I e I, son tales que |[1]| < |I5|, y pueden escribirse como las uniones
disjuntas [} = ([1 N L) U([1\ 1), Iy = (I1 N 13) U (I2\ I1), entonces |I) \ I] <
|13\ 11|, 1o cual contradice (4). Por lo tanto, (I3) es verdadera. Asi que en
efecto M = (E,Z) es un matroide.

Solo resta verificar que los elementos de la familia B son las bases de
M. Sea B € B. Como B C B, entonces B € Z, esto es, B es un conjunto
independiente. Ahora supongamos que B’ es un conjunto independiente tal
que B C B'. Por (B2) tenemos que B = B’, es decir, el tnico conjunto
independiente que contiene a B es él mismo, con lo cual queda probado que
B es un conjunto independiente maximal. Para el sentido inverso, sea B una
base de M. B € Z, entonces existe B’ € B tal que B C B’. B’ también es
conjunto independiente, pero B es maximal, entonces ocurre que B = B’ y
por consiguiente B € B. ]

Los Teoremas 3.3 y 3.6 justifican la equivalencia entre la definicion de
matroide por conjuntos independientes (Definicion 2.2) y la que se da a con-
tinuacion.

Definicion 3.7 (Por bases). Un matroide M es un par ordenado (E, B) donde
E es un conjunto finito y B es una familia de subconjuntos de E que satisface
las siguientes tres condiciones:
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(B1) (No trivialidad) B # 0.
(B2) (Familia Sperner o clutter) Si By, By € By By C By, entonces By = By.

(B3) (Intercambio débil en bases) Si By,By € By x € By \ By, entonces
existe un elemento y € By \ By tal que (B; \ {z}) U {y} € B.

M se llama matroide sobre E y los elementos de B se llaman bases de M.

Esta definicion surge de la idea de abstraer algunas de las propiedades
que cumple la familia de bases de un espacio vectorial V' de dimension n.
Dicha familia satisface (B1) porque todo espacio vectorial tiene una base;
satisface (B2*) porque todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo
namero de elementos. A continuacion se vera que también se verifica (B3).
Sean By = {v1,vs,...,v,} v By = {wy,ws,...,w,} dos bases para V. Sin
pérdida de generalidad supéngase que v; ¢ Bs y que para todo i € [n],
(B1 \ {v1}) U {w;} no es una base para V. Entonces (B; \ {v1}) U{w;} es
linealmente dependiente, de manera que existen escalares aq, s, ..., q, no
todos iguales a cero tales que:

OW; + QgVg + + - - + QU = 0.

Note que «; debe ser distinto de cero, pues los vectores vs, ..., v, son lineal-
mente independientes, asi que

%] Qap
W; = ——Vg —+++ — —Up
an aq
Esto es, para todo i € [n], w; € gen({va,...,v,}), por lo que,

gen({wy,wa, ..., w,}) C gen({ve,...,v,})

y como gen({wy,wy,...,w,}) =V, luego V = gen({ve,...,v,}), pero esto
contradice que la dimension de V' sea n. Entonces se cumple (B3).

Sin embargo, ésta no es la tnica manera de definir un matroide a partir
de sus bases. El Teorema 3.5 presenta propiedades equivalentes que pueden
emplearse para tal fin ademés de (B1), (B2) y (B3). El siguiente corolario
expone una equivalencia mas que es consecuencia inmediata de resultados
anteriores, pero se enuncia ya que se empleara posteriormente.

Matemadticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 1, 5-40



Matroides: algunas definiciones equivalentes 17

Corolario 3.8. Sea E un conjunto finito y B una familia de subconjuntos
de E que satisface las propiedades (B1), (B2*) y (B3*). Sea T la familia de
subconjuntos de E que estdn contenidos en algiun elemento de B. Entonces
M = (E,Z) es un matroide y B es su conjunto de bases. De manera inversa,

si M es un matroide, entonces su familia de bases B satisface las propiedades
(B1), (B2%) y (B3%).

Demostracion. Para la necesidad supongamos que B satisface las propiedades
(B1), (B2*) y (B3*). Por ser un caso particular de (B3*), B cumple (B3). Por
el Teorema 3.5, B satisface (B1), (B2) y (B3). La conclusion del corolario es

inmediata por el Teorema 3.6.
Para la suficiencia, sea M un matroide. Por el Lema 3.2 y por los Teoremas
3.3y 3.4, la familia de bases B satisface las propiedades (B1), (B2*) y (B3*).
O

En los siguientes ejemplos se presentan las bases de cada uno de los ma-
troides mencionados anteriormente.

Ejemplo 3.9. Sea M = (E,7Z) un matroide representable. Una base de M es
un conjunto de vectores de E linealmente independiente maximal, es decir,
es una base para el generado de E en el sentido usual de algebra lineal. En
caso de que el generado de E sea igual al espacio vectorial V', entonces una
base para M es una base para V.

Ejemplo 3.10. Sea M = (E,Z) el matroide uniforme de rango k sobre
un conjunto de n elementos definido en el Ejemplo 2.5. Veamos que B es
la familia de todos los subconjuntos de E de cardinalidad k. Sea B C E
de cardinalidad k. Claramente B € Z. Ahora, supongamos que B’ es un
conjunto independiente tal que B C B’, entonces k = |B| < |B’|. Como
B’ € 7, entonces |B’| < k. Concluimos pues que |B’| = k y por tanto B = B’,
con lo cual queda probado que B es una base. A la inversa, supongamos
que B es una base de M y supongamos que |B| # k. Como B es un conjunto
independiente ocurre que |B| < k, luego |B| < k. Como BC Ey k <n = |E|
entonces existe un subconjunto By de E que contiene propiamente a B y cuya
cardinalidad es igual k. Por sus caracteristicas B; es elemento de Z, pero esto
contradice que B sea un conjunto independiente maximal. Asi, |B| = k.
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4 Definicién por circuitos

A continuacién se enuncia un concepto que permitira dar una definicién mas
de matroide. Es el concepto dual de base, asi que, si una base es un con-
junto independiente maximal, el siguiente concepto se referird a un conjunto
dependiente minimal.

Definicion 4.1. Sea M = (F,Z) un matroide. Un subconjunto C' de E se
llama circuito si es un conjunto dependiente minimal, es decir, si es depen-
diente pero todos sus subconjuntos propios son independientes. Se denota con
C el conjunto de circuitos de M. En simbolos:

C={CCE|C¢IyVICC: :IeT

Notese que a diferencia de las bases, los circuitos de un matroide pueden
tener diferente cardinalidad entre ellos; un circuito podria ser un conjunto
unitario cuyo tinico subconjunto propio independiente sea el conjunto vacio,
o podria ser todo el conjunto subyacente del matroide.

En el siguiente teorema se establecen algunas de las propiedades que ca-
racterizan a la familia de circuitos de un matroide.

Teorema 4.2. Sea M un matroide. Su coleccion de circuitos C tiene las
sigutentes propiedades:

(C1) (No trivialidad) O ¢ C.
(C2) (Clutter) Si Cy y Cq son elementos de C y Cy C Cy, entonces Cy = Cy.

(C3) (Eliminacion de circuito) Si Cy y Cy son elementos distintos de C y e €
C1NCsy, entonces existe un elemento Cs de C tal que C3 C (C1UCy)\{e}.

Demostracion. Por (J1), 0 es independiente, entonces (C1) se cumple. Sean
C} y Cy circuitos tales que €7 C Cy y supongamos que C; # Cf, es decir,
que C es subconjunto propio de C5. Como C5 es un conjunto dependiente
minimal, C'; debe ser independiente, lo cual contradice que C' sea un circuito.
Por lo tanto, C7 = Cy, esto es, se cumple (C2).

Probemos ahora que (C3) es cierta. Tomemos dos circuitos diferentes C
y Cs, v un elemento e € C7 N Cy. Supongamos que ningtn subconjunto de
(Cy U Cy) \ {e} es circuito, en particular tenemos que (Cy U Cs) \ {e} no es
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un circuito. Entonces (C} U Cs) \ {e} no es un conjunto dependiente o es un
conjunto dependiente pero no minimal. Lo segundo no puede ocurrir, pues en
caso de que si, (C; UCy) \ {e} deberia tener como subconjunto un conjunto
dependiente minimal, es decir, algtin circuito, lo cual contradice lo supuesto.
Asi que (C1UCy)\{e} es independiente. Dado que Cy # Cy, entonces Cy € Co
o Cy ¢ Cy. Sin pérdida de generalidad supongamos que ocurre lo segundo.
Entonces existe un elemento de Cy que no esta en C, digamos f € Cy \ (.
El conjunto Cy \ {f} es independiente pues Cy es un circuito. Elijamos un
subconjunto I de C; U Cy, independiente maximal que contenga a Cy \ {f}
(existe porque CoN{f} € Ty CoN{f} C C1UC%). Si f € I, entonces Cy C 1,
y tendriamos que Cy es independiente, lo cual no es cierto, asi que f ¢ I.
Cy € I pues C es dependiente, asi que existe g € C; \ 1. Como f ¢ C; y
g € C1, entonces f # g. Ya que f y g no son elementos de I se cumple que

(] < W(CLUC)N{[, g} = [CLU o =2 < [(CLU o)\ {e}].

Como I y (C1UCy)\{e} son conjuntos independientes tales que |I| < |(Cy U
Cy) \{e}|, por (I3) existe h € {(C1 UCy) \{e}}\ I tal que IU{h} € Z. Dado
que I CCyUCyy h € CpUCy, luego TU{h} C C;UC,, y como h ¢ I,
I'U{h} es un subconjunto de C}; U Cy independiente de cardinalidad mayor
que I que contiene a Cy\{f}, lo cual contradice la eleccion de I. Por lo tanto,
la propiedad (C3) es verdadera. O

Existen dos tipos de conjuntos dependientes en un matroide: los minima-
les, que son los circuitos, y los que no son minimales, y por lo tanto, contienen
un circuito. Entonces los conjuntos independientes son todos aquellos que no
pertenecen a ninguna de esas dos clases de conjuntos, es decir, conjuntos que
no son un circuito y que no contienen un circuito, en resumen, conjuntos
que no contienen un circuito. Esta idea se emplea en el siguiente teorema
que establece como puede construirse un matroide a partir de una familia de
conjuntos que verifica las tres propiedades dadas en el Teorema 4.2.

Teorema 4.3. Sean E un conjunto y C una familia de subconjuntos de F
que satisface (C1), (C2) y (C3). Sea T la familia de subconjuntos de E tales
que ninguno de sus subconjuntos es elemento de C, es decir,

I={ICE|VCeCCgI}.

Entonces (E, T) es un matroide que tiene a C como su coleccion de circuitos.
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Demostracion. El tnico subconjunto del conjunto () es el conjunto () y por
(C1) 0 ¢ C, entonces () no contiene algtn elemento de C. Por tanto () € Z, asi
que (I1) es verdadera. Sean [ € Z y J C I. Ninguno de los subconjuntos de
I es elemento de C, entonces todo subconjunto de J tampoco es elemento de
C, de donde J es elemento de Z y, por lo tanto, (12) se cumple.

Veamos por tltimo que (I3) es verdadera. Sean Iy, I € Z tales que || < |I3].
Supongamos que para toda x € I,\ I1, Iy U{x} ¢ Z. Elijamos un elemento /3
de Z que esté contenido en I; U I, cuya cardinalidad sea mayor que la de [;
(I satisface tales condiciones) y tal que |I; \ I3] sea minima. Si suponemos
que I1\ I3 = 0, entonces I; C I3y como |I;] < |I3], entonces existe x € I3\ I,
y dado que I3 C I; U Iy, entonces = € I\ I} y como I U {x} C I3, por (I2)
IyU{z} € Z, lo cual contradice lo supuesto. Asi pues, I \ I3 # (); elegimos un
elemento e de I; \ I5. Si suponemos que I3\ I; = (), entonces I3 C I, lo cual
no ocurre porque la cardinalidad de I; es menor que la cardinalidad de /5. Por
tanto, I3\ I; # ). Para cada elemento f de I3\ Iy, sea Ty = (I3U {e}) \ {f}.
Por su definicion, Ty C I} U I,. Ademés, tomando en cuenta que e € I; N 130
y f ¢ I se cumple lo siguiente:

INTy =140 [(IU{e) N {3 = hn [ u{en U )]
= L0 [(I5 n{e})u{f}] = [Ln (5 n{e})] ulhn{f}]
=[N N{e}Nub=INIHN{e} CLNIS =L\ .

Por lo tanto, |I; \ Ty| < |I; \ I3|. Ty es un subconjunto de I; U I, y tiene
cardinalidad mayor que I; (|Tf| = |I3|). Por la manera en la que elegimos a
I3, tenemos que Ty ¢ Z, de donde T} contiene un elemento Cy de C. Dado
que f ¢ Ty, entonces f ¢ Cy. También debe cumplirse que e € Cf, en caso
contrario Cy C I, lo cual contradice que I3 € Z. Si CyN(I3\1;) = (), entonces
Cy C (L\NL)° = (I3NI9)° = I§ U I, es decir, C; C I; UI§. Como Cf
también es subconjunto de (I3 U {e}) \ {f} se cumple lo siguiente:

Cy C(LUIT) N [(U{e) N {f}]
= [0 (s uie) n{f19)| U [0 [ U e n{19]]
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— [0 [ AU (9] |V
1€ 0 [ {9 U (e N {19)]]

= (LN IN{f})Uhn{eh) U5 N In{f}9) U5 N{e})
= (LN L) N {f}Tu{e}
= [(L N L) U{et]N{f}

C .

Esto es, Cy C I, lo cual contradice que I; € Z. Entonces existe un elemento
gen CyN(I3\1;). Notese que como f ¢ C, entonces g # f. Como g € I3\ Iy,
existe su respectivo Cy € C. No puede ocurrir que Cy = Cy yaque g € Cy y
g ¢ C,. Entonces Cy y C, son dos elementos distintos de C y e € Cy N C,.
Por (C3) existe C' € C tal que C C (C;UC,) \{e}. Como C; y C, son
subconjuntos de I3 U {e}, entonces (Cy U C,) \ {e} C I3, de donde C' C I3,
lo cual contradice que I3 € Z. Entonces debe cumplirse (I3). Por lo tanto,
M =(E, ) es un matroide.

Ahora veamos que C es el conjunto de circuitos de M. Sea C' un circuito de
M, veamos que C' € C. Como C es circuito, no es un conjunto independiente,
asi que por la definicion de Z, C' debe tener un subconjunto C’ que es elemento
de C. Como C' es circuito, todo subconjunto propio de C' es independiente.
Sea [ un subconjunto propio de C'. Para todo C' € C se cumple que C' € [
y como I C I entonces I ¢ C y por lo tanto todo subconjunto propio de C
no es elemento de C, por consiguiente C' = C, es decir, C' € C. Ahora, si
C €C, como C C C, entonces C' ¢ T, luego C' es dependiente. Si suponemos
que un subconjunto C’ de C' también es dependiente, entonces C' ¢ Z, de
donde existe C" € C tal que C” C C'. En particular tenemos que C” C C.
Para C'y C” se cumple (C2) y por tanto concluimos que C' = C”, més atn,

C" = C lo cual verifica que C' es conjunto dependiente minimal, y por tanto
C' es circuito de M. O

Los Teoremas 4.2 y 4.3 justifican la siguiente definicion.

Definicion 4.4 (Por circuitos). Un matroide M es un par ordenado (E,C),
donde E es un conjunto finito y C es un subconjunto de P(E) que verifica las
siguientes tres propiedades:
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(C1) (No trivialidad) 0 ¢ C.

(C2) (Familia Sperner o clutter) Si Cy, Csy € C son tales que C; C Cy, entonces
Ol - 02.

(C3) (Eliminacion de circuito) Si Cy y C5 son dos elementos distintos de C y
e € Cy N Oy, entonces existe Cs € C tal que C5 C (C; U Cy) \ {e}.

M se llama matroide sobre F y los elementos de C se llaman circuitos de M.

Para finalizar este apartado, se presentan los circuitos de los matroides
dados en los ejemplos que se trataron en las secciones anteriores.

Ejemplo 4.5. Sea M un matroide representable. Los circuitos de M son
conjuntos de vectores linealmente dependientes, cuyos subconjuntos propios
son todos linealmente independientes.

Ejemplo 4.6. Sea M el matroide uniforme de rango k sobre el conjunto E de
n elementos. Claramente C es la familia de subconjuntos de E de cardinalidad
k 4+ 1. En este ejemplo, todos los circuitos del matroide tienen la misma
cardinalidad. Sin embargo, no siempre es asi.

5 Definicién por funcién rango

Sean M = (F,Z) un matroide y A C E. Como ) C Ay () es un conjun-
to independiente, entonces A tiene a un elemento de Z como subconjunto.
Puede compararse el tamano de todos los conjuntos independientes que estan
contenidos en A. Como A es finito, entonces existe el maximo de dichas cardi-
nalidades. Lo anterior garantiza que el siguiente concepto esta bien definido.

Definiciéon 5.1. Sean M = (F,Z) un matroide y A C E. El rango o la dimen-
sion de A es la mayor de las cardinalidades de los conjuntos independientes
que estan contenidos en A y se denota por r(A), es decir:

r(A) =max{|I|: [ €T el C A}
r(E) se llama el rango del matroide M, y se denota por r(M).
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En otras palabras, la funciéon rango r asociada a un matroide es una fun-
cion del conjunto potencia del conjunto subyacente del matroide al conjunto
de los enteros no negativos que se define de la siguiente forma:

r: P(E) - NU{0}
A—méx{|l|: I €T elC A}
Puede darse una definiciéon de matroide en términos de la funcién rango.
La manera de hacerlo se presenta en los teoremas siguientes. Para probarlos se

necesita una generalizacion de la propiedad (J3) que se enuncia y se demuestra
a continuacion.

Lema 5.2. Sea M = (E,Z) un matroide, y sean I y J dos conjuntos indepen-
dientes tales que |I| < |J|, n = |J|—|I|. Entonces existen x1, 2, ..., x, € J\I
tales que I U {x1,x9,...,20,} € L.

Demostracion. Sean I,J € T tales que |J| —|I| =n,n > 1. Sin=1,la
proposicion es cierta ya que es justamente (J3). Supongamos que el resul-
tado es valido para cualquier pareja de conjuntos independientes tales que

la diferencia de sus cardinalidades es igual a n. Si [J| — |I| = n + 1, eli-
jamos z € J. Por (12), J\ {z} € Z, ademas |J \ {z}| — |I|] = n. Por
la hipotesis de induccion existen xq,xs,...,z, € (J N\ {z}) \ I tales que

TU{xy,2s,...,2,} € Z. Ahora, I U {xy,29,...,2,} y J son dos conjuntos
independientes tales que |J| = |[IU{z1,z9,...,2,}|+ 1. Por (J3) tenemos que
existe 41 € J\(JU{z1,29,...,2,}) tal que TU{x1,29,..., 2y, 2p11} €L, e
decir, x1, 29, ..., %y, Tny1 € J\ I son tales que I U{zy,x9,...,2,, Tpi1} €L,
con lo cual el lema queda establecido. O

Teorema 5.3. Sea M = (E,Z) un matroide. La funcion rango r de M sa-
tisface las siguientes propiedades para cualesquiera A, B C E:

(r1) (Normalizacion) 0 < r(A) < |A|;
(r2) (Creciente) Si A C B, entonces r(A) < r(B);
(r3) (Semimodular) r(AUB) +r(ANB) <r(A)+r(B).

Demostracion. Como r(A) es la cardinalidad de un subconjunto de A enton-
ces trivialmente se cumple que 0 < r(A) < |A|. Sean A, B C E tales que
A C B. Todo subconjunto de A también es subconjunto de B, asi que

r(A) =méx{|l|: I €ZTel CA} <méx{|J|: J€ZTyJC B}=r(B).
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Esto prueba que (r2) se satisface. Sea I; un conjunto independiente contenido
en AN B tal que r(AN B) = |I,|. Queremos encontrar un subconjunto /
de AU B que sea independiente, que satisfaga que r(A U B) = |I| y que
contenga a I;. Lo haremos de la siguiente forma: como AN B C AU B, por
(r2) ocurre que r(ANB) = r(AUB) or(ANB) < r(AU B). Si ocurre
lo primero, entonces I; es un subconjunto de A U B que es independiente
y que satisface que r(A U B) = |[;], asi que elegimos I = I;. Si ocurre
lo segundo, sea [y un conjunto independiente contenido en A U B tal que
r(AU B) = |I]. Tenemos que |I;| < |I5], sea n = |I5| — |I1]. Por el Lema
5.2, existen xy,xs,...,x, € Io \ I tales que I} U {xy,29,...,2,} € Z. En
particular, x1,2,...,x, € AU B, por lo tanto, I; U {z1,zs,...,2,} es un
subconjunto independiente de AUB de la misma cardinalidad que I, entonces
r(AUB) = | U{xy,x9,...,x,}|, asi que elegimos I = I} U {xy,xo,...,2,}.
Podemos descomponer a I como la siguiente uniéon disjunta:

I=[IN(ANB)U[IN(A\NB)U[IN(B\A).

Definimos 4 = IN(A\B) e Ig = IN(B\ A). Observemos que IN(ANB) =
(I U{xy,x9,...,2,}) N (AN B). Si suponemos que para algun i € [n], z; €
AN B, entonces Iy U{x;} C AN B. Dado que I; U{z;} C I, [; U{z;} € Z. Por
consiguiente, I1 U {z;} serfa un subconjunto de AN B de mayor cardinalidad
que I3, lo cual contradice que r(AN B) = |I1]. Por lo tanto, IN(ANB) =1,
y tenemos lo siguiente:

r(AUB) = |I| = || + [14] + |IB]- (5)

También la unién disjunta I;UI 4 es un conjunto independiente por ser subcon-
junto de I y ademas esta contenido en A. Por lo tanto, |I;|+ [14| < 7(A). De
manera analoga obtenemos que |I1|+|I5| < r(B). Entonces 2|1 |+| 14| +|{5| <
r(A) + r(B). Pero recordemos que |I;| = r(AN B), entonces

||+ |1a| + |I| + 7(AN B) < r(A) +r(B). (6)

De (5) y (6) obtenemos la desigualdad esperada. Asi que la funcion rango r
de M satisface (r1), (12) y (r3). O

Existe un conjunto de condiciones que son equivalentes a (rl), (r2) y (r3).
En los siguientes teoremas se demuestra dicha equivalencia.
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Teorema 5.4. Sea r una funcion de valor entero con dominio el conjunto
potencia de un conjunto finito E que satisface las propiedades (r1), (r2) y
(r3). También r satisface lo siguiente:

(r1*) (Normalizacion local) () = 0.

(r2*) (Incremento del rango en una unidad) Para todo A C E y para todo
x € I, se tiene que

r(A) <r(Au{z}) <r(A) +1.

(r3*) (Semimodularidad local) Para cualquier A C E y cualesquiera x,y ¢ A,
sir(A) =r(Au{z}) =r(AU{y}), entonces

r(A) =r(Au{z,y}).

Demostracion. Por (rl) tenemos que 0 < r(@)) < || = 0, y, por lo tanto,
r(0) = 0, esto es, (r1*) se cumple. Sean AC Fyx € E. Como A C AU{z},
por (r2), 7(A) < r(A U {z}). Ahora, por (r3) tenemos que r(A U {z}) <
r(A) +r({z}) —r(An{z}). Como |[{z}| =1, por (rl) tenemos que r({z}) es
iguala0oal.Sir({z}) =0, entonces r(AU{z}) < r(A)—r(AN{z}). También
por (rl) sabemos que el rango de cualquier subconjunto de £ es mayor o igual
que 0, asi que r(A) —r(An{z}) <r(A) <r(A)+ 1. Si r({z}) = 1, entonces
r(Au{z}) <r(A)+1—-r(An{z}) <r(A)+ 1. Podemos concluir entonces
que (r2*) se satisface.

Sean AC E, x,y ¢ Atales que r(A) =r(AU{z}) =r(AU{y}).Siz =y
el resultado claramente es cierto, asi que podemos suponer = # y. Aplicando
la propiedad (r3) a los conjuntos AU {z} y AU {y}, se tiene que

r((Auf{ah) u(Au{y})) +r((Au{z}) N (AU{y})) < r(Au{z})+
r(AU{y})
=r(A) +r(A).

Dado que (AU{z})N(AU{y}) = [(AU{z})NAJU[(AU{z})N{y}] = AUD = A,
ocurre que r(AU{z,y})+7r(A) <r(A)+r(A), de donde r(AU{x,y}) < r(A).
Ademas, por (12), 7(A) < r(AU{x,y}). Concluimos que r(AU{x,y}) = r(A),
por lo que (r3*) es verdadera. ]
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A continuacion se demostrara el reciproco del Teorema 5.4, es decir, que
una funcion de valor entero r que satisface las propiedades (r1*), (r2*) y (r3*)
también verifica (rl), (r2) y (r3). Primero se probara que se cumplen (rl) y

(r2).
Teorema 5.5. Sean E un conjunto finito y r una funcion de valor entero

con dominio P(E) que satisface (r1%*), (r2*) y (r8*). Entonces r satisface las
propiedades (r1) y (r2).

Demostracion. Sea A C E. Probaremos que se cumple la condicion (rl) por
induccion sobre |A]. Si |A] = 0, por (r1*) tenemos que () = 0 = ||, asi que
(rl) es verdadera si |A| = 0. Supongamos que (rl) es cierta para todos los
conjuntos de cardinalidad n y que A es un conjunto de cardinalidad n + 1.
Sea A" C A tal que |A'| = n y sea x tal que {x} = A\ A’. Por hipotesis de
induccion se tiene que

0<r(A) <A (7)

Por (r2*) obtenemos la siguiente desigualdad:
r(A) <r(AU{z}) <r(A)+1. (8)
Asi que por (7) y por (8) obtenemos que
0 < r(A) <r(AU{e}) <r(A) +1< A+ 1=]4],

de donde, 0 < r(A"U{z}) < |A|. Pero A’ U{x} = A, asi que 0 < r(A) < |A|.
Por lo tanto, la proposicion (rl) es valida.

Sean A, B C F tales que A C B. Demostraremos que se cumple (r2) por
induccion sobre |[B\ Al. Si |[B\ A| = 0, entonces A = B y (r2) se satisface.
Supongamos ahora que la afirmacién se cumple para todas las parejas de
conjuntos tales que uno es subconjunto del otro y tales que la cardinalidad
de la diferencia del més grande con el mas pequeno igual a n. Supongamos
que |B\ A| = n + 1. Podemos elegir € B\ A tal que |B\ (AU {z})| = n.
Como AU {z} C B, podemos aplicar la hipotesis de induccion y obtenemos
que r(AU{z}) < r(B). Por (r2%), r(A) < r(AU{z}), asi que r(A) < r(B).
Por lo tanto, (r2) se cumple. O

Demostrar que una funcion de valor entero que satisface (r1*), (r2*) y (r3*)
verifica también (r3) es un tanto mas complejo. En la prueba se hara uso de
dos lemas; el primero se demuestra y del segundo se omite su demostracion.
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Lema 5.6. Sean E un conjunto finito y r una funcion de valor entero con
dominio P(E) que satisface (r1%), (r2*) y (r8%). SCACE, yx1,29,...,2, €
EN A son tales que r(A) = r(AU{z1}) =r(AU{zs}) = - =r(AU{x,}),
entonces

r(AU{zy, zo,...,2,}) = r(4).

Demostracion. La demostracion la haremos por inducciéon sobre n. Sin =1,
el resultado es trivialmente cierto. Supongamos que la afirmacion es valida
para algin n. Sean xy,Zs,...,T,, Tne1 € E \ A tales que para cada i €
n+ 1], 7(A) = r(AU{x;}) y sin pérdida de generalidad supongamos que
son todos diferentes entre si. Podemos aplicar la hipdtesis de induccion a
los conjuntos {x1, 22, ..., Tn_1,2,} y {1,229, ..., Zy_1,Tns1}, ya que ambos
tienen n elementos, de donde obtenemos lo siguiente:

r(A) =r(AU{z, xe,...,Tp_1,2,}) =T(AU{21, 20, ..., Tp_1,Zns1}). (9)

Por el Teorema 5.5 (r2) se cumple, asi que las siguientes desigualdades son
ciertas:

r(A) =r(Au{r}) <r(AUu{zy,z2,..., 2, 1})
<r(Au{zy,za,...,Th_1,2n})
=r(A),

por lo cual r(AU{zy,x9,...,2,-1}) = 1r(A). Por (9) se tiene que:

r(AU{zy, zo,...,xn1}) =r((AU{z1, 20,...,2p_1}) U{xn})
=r((AU{zy,z2,...,2n_1}) U{@pi1}).

Por (r3*) aplicado al conjunto A U {x1,zs,..., 2,1} concluimos que r(A U
{z1,29, ..., xp1}) = r((AU{z1, 29, ..., 21 }) U{Zp, Tni1 }), de aqui tenemos
finalmente que 7(A U {1, 29, ..., 2n, Tni1}) = r(A). Asi que el resultado es
valido para toda n. O

La propiedad mencionada en el Lema 5.6 se identificara con (r3**).

Lema 5.7. (/2] Lema 2.47, pdg. 69) Sean E un conjunto finito y r una funcion
de wvalor entero con dominio P(E) que satisface (r1*), (r2*) y (r3*). Sean
A, B C E tales que A C B, y sea x € E. Entonces

r(Au{z}) —r(A) > r(BU{z}) — r(B).
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Teorema 5.8. Sean E un conjunto finito y r una funcion de valor entero
con dominio P(E) que satisface (r1%), (r2%) y (r8*). Entonces r satisface la
propiedad (13).

Demostracion. Sean A;B C E. Si |[A\ B| = 0, entonces A C B, y por lo
tanto, AUB = B, ANB = A, de donde r(AUB)+r(ANB) =r(B)+r(A)y
el resultado se cumple. Supongamos que el resultado es cierto para cualquier
pareja de conjuntos tales que la cardinalidad de su diferencia es igual a n.
Supongamos que |A\ B| = n + 1. Podemos elegir z € A\ B. Entonces
(AN {z})\ B| = n. Por la hipétesis de induccion tenemos que

r((AN{z})UB) +r((AN{z}) N B) < r(A\{z}) +r(B).

Como AN {z} C (A\{z})U B, por el Lema 5.7 se verifica que
r((ANA{z}) U{z}) —r(AN{a}) 2 r(((AN2) UB) U{z}) — r((AN2) U B),
de donde

r(A) —r(AN{z}) >r(AUB) —r((A\z)UB). (10)
De (10) y de la hipotesis de inducciéon obtenemos las siguientes desigualdades:
r(AUB)—r(A)+r(AN{z}) < r((A\x)UB) < r(AN{z})+r(B)—r((AN{z})NDB).
Como z ¢ B, entonces A\ {z} N B = AN B. Por lo tanto,

r(AUB) —r(A) <r(B)—r(ANB),

de donde obtenemos la desigualdad (AU B) + (AN B) < r(A) 4+ r(B), es
decir, (r3) es verdadera. O

Dada la coleccion de conjuntos independientes de un matroide, es posible
encontrar el rango de todo subconjunto de E. Si se tiene el conjunto sub-
yacente E de un matroide M y el rango de cada subconjunto de E, jcémo
se encuentran los conjuntos independientes? El rango de un conjunto inde-
pendiente es igual a su cardinalidad, y si un conjunto tiene rango igual a su
cardinalidad, entonces éste debe ser independiente, ya que dicho conjunto es
finito y por lo tanto, no puede tener un subconjunto independiente propio
con su misma cardinalidad. Esto indica que los conjuntos independientes son
los tinicos conjuntos con la propiedad de que su rango coincide con su cardi-
nalidad. Esta idea permite construir un matroide partiendo de una funcién
que satisface las propiedades (rl), (r2) y (r3) como se explica en el siguiente
teorema.
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Teorema 5.9. Sea E un conjunto finito con una funcion de valor entero r con
dominio P(E) tal que satisface las propiedades (1), (r2) y (r3). Definimos
la familia

T={1CE|r(l)=1]}.

Entonces M = (E,T) es un matroide que tiene a r como su funcion rango.

Demostracion. A continuacion probaremos que la familia 7 satisface (I1), (I12)
e (I3).

Por (rl) tenemos que 0 < () < |0, de donde (@) = 0 = ||, y por lo
tanto, ) € Z, es decir, (I1) se cumple. Sean I € Zy J C I. Aplicando (r3) alos
conjuntos I\ J y J tenemos que r (IN J)UJ)+r ((INJ)NJ) < r(INJ)+
r(J), es decir, r(I)+7r(0) < r(INJ)+r(J),y por (I1), r(I) < r(INJ)+r(J).
Como I € Z, entonces r(I) = |I], asi que

[I| <r(INJ)+r(J). (11)
Por (r1), r(INJ) < |[INJ|y r(J) < |J], lo cual implica que
r(INJ)+r(J) < |[INJ|+|J| =]|I]. (12)

De (11) y de (12) tenemos que |[I| < r(I\J)+r(J) < |I], asi que r(I\ J) +
r(J) = |I| = [INJ|+]|J|, de donde [INJ|—r(INJ) = r(J)—]|J|. Como r(I\J) <
[INJ|yr(J) <|J]|, entonces 0 < [INJ|—r(INJ)yr(J)—|J] <0, porlo que
0 < |INJ|=r(INJ) =r(J)—|J| <0,luego 0 = [INJ|—r(I\NJ) = r(J)—|J|, por
consiguiente, r(I\.J) = [INJ|y r(J) = |J|. Asi queda demostrado que J € Z,
es decir, (12) se satisface. Para probar (I3), sean I, J € T tales que |I] < |J].
Como I,J € Z, entonces r(I) = |I| y r(J) = |J|. Sea J\T = {x1, 29, ..., 21},
para alguna k > 1. Supongamos que (I3) no se cumple, es decir, que para
todo ¢ € [k], I U{z;} ¢ Z, entonces r(I U {x;}) # |l U{z;}| = |I| + 1. Por
(rl), r(I U {x;}) < [T U{z;}| = |I| + 1, entonces r(I U {x;}) < |I| + 1. Por
(r2), (1) < r({ U{z;}), asi que |I| < (L U {x;}) < |I| + 1. Por lo tanto,
para todo i € [k, r({ U{z;}) = |I|. Si |J\NI| =1, entonces [ U{z 1} =Jy
por lo anterior tenemos que r(J) = r(I U{x,}) = r(I) = |I| < |J]| = r(J),
lo cual es una contradiccion. Entonces |J \ I| > 1, es decir, existe k > 1 tal
que J\I = {xy,x9,...,2}. Como r verifica (rl), (r2) y (r3), por el Teorema
5.4 r cumple con (r1*), (r2*) y (r3*), luego por el Lema 5.6 se cumple (r3**),
asi que r(I U{zy,xq,...,2x}) = |I], pero I U{zy,x9,...,2} = J, entonces
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|J| = r(J) = |I| < |J]|, lo cual es una contradiccon. Por lo tanto, (I3) se
satisface y en efecto M = (F,Z) es un matroide.

Por ultimo, vamos a demostrar que en efecto r es la funciéon rango de M.
Sea s la funcion rango de M, es decir, la funciéon que a cada subconjunto de
E le asigna la mayor de las cardinalidades de los conjuntos independientes
contenidos en él. Nuestro objetivo es comprobar que » = s. El dominio de
ambas funciones es P(FE), asi que solo falta verificar que su regla de corres-
pondencia es la misma. Sean A C E e I C A un conjunto independiente
tal que s(A) = |I|. Como I € Z, cumple que r(I) = |I|, de manera que
s(A) = |I| = r(I). Ademés, por (r2) tenemos que () < r(A). Por lo tanto,
para todo A € P(E), s(A) < r(A). Supongamos que la otra desigualdad no
se cumple, es decir, que existe A € P(E) tal que s(A) < r(A). Sea I € T sub-
conjunto de A tal que s(A) = |I|, entonces |I| < r(A) y para todo z € A\ I,
TU{z} ¢ Z. Por (v2%), |I| =r(I) < r(JU{z}) <r(I)+1 = |I|+1, pero por la
manera en la que se tomo I no puede ocurrir que r(/U{z}) = |I|+1, por lo que
r(IU{z}) = r(I). Como r verifica (r3**), obtenemos que r(A) = r(I) = |I|, lo
cual contradice que |I| < r(A). Concluimos entonces que para todo A € P(E),
r(A) < s(A). Asi que en efecto, r es la funciéon rango de M. O

Los Teoremas 5.3 y 5.9 permiten establecer una cuarta definiciéon de ma-
troide.

Definicion 5.10 (Por funcion rango). Un matroide M es un par ordenado
(E,r) donde F es un conjunto finito y 7 es una funcién de valor entero con

dominio P(E) que cumple las siguientes propiedades para cualesquiera A, B C
E:

(r1) (Normalizacion) 0 < r(A) < |Al;
(r2) (Creciente) Si A C B, entonces r(A) < r(B);
(r3) (Semimodular) r(AU B) +r(AN B) <r(A) +r(B).

En este contexto, M se llama un matroide sobre E. La funcién r se conoce
como la funcion rango de M.
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6 Representacion grafica de un matroide

En matematicas es de gran ayuda poder representar graficamente un con-
cepto, pues en muchas ocasiones es méas sencillo interpretar algunas de sus
propiedades mediante un dibujo o diagrama que teniendo soélo texto. En el
caso de matroides, igual que ocurre con sus definiciones, existen multiples
formas de representar un matroide. Esto depende en gran medida del rango
del matroide que desee representarse. A continuacion se presenta una manera
de representar e interpretar graficamente un matroide de rango 3.

Ejemplo 6.1. Las reglas para elaborar la representacion grafica de un ma-
troide de rango 3 son las siguientes:

e Los puntos aislados que se colocan dentro de una nube representan
un conjunto unitario dependiente. Cualquier otro punto representa un
conjunto unitario independiente.

e Dos puntos que se colocan en la misma posicién corresponden a un
conjunto dependiente de dos elementos. Cualquier otro par de puntos en
el que ninguno de los dos pertenezca a un conjunto unitario dependiente
representa un conjunto independiente.

e Tres puntos colineales simbolizan un conjunto dependiente. Cualquier
otro conjunto de tres puntos que no contenga un conjunto dependiente
de cardinalidad uno o dos es considerado independiente.

e Cualquier conjunto de 4 o més puntos representa a un conjunto depen-
diente.

Figura 2: Representacion de un matroide.

Sea M el matroide representado en la Figura 2. M tiene como conjunto
subyacente a E = {a,b,c,d, e, f}. M tiene 20 conjuntos independientes y son
los siguientes:

e Cardinalidad 0: 0.
e Cardinalidad 1: {a}, {b}, {c}, {d}, {e}.
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o ?;rd}inalidad 2: {a,c}, {a,d}, {a,e}, {b,c}, {b,d}, {b,e}, {c,d}, {c, e},

e Cardinalidad 3: {a,c, e}, {a,d, e}, {b,c,e}, {b,d,e}, {c,d,e}.

Las bases de M, son justamente todos los conjuntos independientes de
cardinalidad 3.
Los conjuntos dependientes de M son los siguientes 44 conjuntos:

e Cardinalidad 1: {f}.

e Cardinalidad 2: {a,b}, {a, f}, {b, [}, {c, f}, {d, [}, {e, [}

e Cardinalidad 3: {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b, e}, {a,b, f}, {a,c,d}, {a,c, f},
{0/7 d7 f}? {a7 67 f}? {b7 C’ d}7 {b7 c’ f}7 {b7 d7 f}? {b7 67 f}7 {C7 d? f}?
{c.e,f}, {d,e, [}

e Cardinalidad 4: {a, b, c,d}, {a,b,c,e}, {a,b,c, f},{a,b,d, e}, {a,b,d, f},

{0/7 b7 e? f}? {a7 C? d? 6}’ {a7 C7 d7 f}7 {a7 c7 67 f}? {a7 d7 67 f}7 {b7 C, d7 6}7
{b,c,d, f},{b,c,e, [}, {b,d,e, f}, {c,d,e, f}.

e Cardinalidad 5: {a,b,c,d,e}, {a,b,c,d, f}, {a,b,c e, f}, {a,b,d,e, f},
{0/7 c? d? 67 f}7 {b7 C? d? 67 f}'

e Cardinalidad 6: {a,b,c,d, e, f}.

Los conjuntos dependientes minimales, o bien, los circuitos de M, son {f},
{a,b}, {a,c,d}, {b,c,d}. Vemos en este ejemplo circuitos que tienen distinta
cardinalidad entre si, como se habia mencionado anteriormente.

A continuacion se enlistan todos los subconjuntos de E agrupados segun
Su rango.

e Rango 0: 0, {f}.
e Rango 1: {a, b}, {a, f},{b, [}, {c, f},{d, [}, {e, f} vy todos los conjuntos

independientes de cardinalidad 1.

e Rango 2: {a,b,c}, {a,b,d}, {a,be}, {a,c,d}, {a,c, [}, {a,d, [},
{a7 67 f}7 {b7 C7 d}7 {b’ C7 f}? {b7 d7 f}7 {b7 67 f}7 {C7 d? f}? {C7 67 f}?
{d’ 67 f}7 {a7 b? C’ d}’ {a’ b7 C7 f}7 {a7 b’ d’ f}? {a’ b7 67 f}? {a’ C’ d? f}?
{b,c,d, f},{a,b,c,d, f} y los conjuntos independientes de cardinalidad
2.
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e Rango 3: los conjuntos independientes de cardinalidad 3 y los conjuntos
restantes.

7 Matroide representable sobre el campo F y
matroide dual

Como es usual en matematicas, después de definir un nuevo concepto y es-
tablecer algunas de las propiedades que cumple es de interés saber si pueden
relacionarse entre si objetos del mismo tipo, por ejemplo, dos espacios vecto-
riales, dos grupos o dos anillos. Se busca una funcién que preserve la operacion
u operaciones definidas y una estructura en la que por alguna razoén sea mas
sencillo resolver determinado problema. En el caso de matroides lo que se
desea es una funcién que preserve la independencia de los conjuntos.

Definiciéon 7.1. Sean M; = (E1,Zy) y My = (E5,Z;) matroides. Una funcion
¢: Ey — Ey es un morfismo de matroides si para cada I € 7y, ¢(I) € Z,. La
funcion ¢ se llama isomorfismo de matroides si ¢ es morfismo de matroides,
¢ es biyectiva y ¢! es también un morfismo de matroides. Si existe un
isomorfismo de matroides entre M; y My, decimos que M, y M, son isomorfos.

Recuérdese que uno de los objetivos principales de este trabajo es asociar
un matroide a un coédigo lineal. Se ha visto que ciertos resultados de la teoria
de codigos pueden demostrarse con menos dificultad empleando resultados
de la teoria de matroides. A un cédigo lineal ya se le ha asignado su matriz
generadora.

Lo que se hara a continuacion es relacionar una matriz con un matroide.

Teorema 7.2. Sea Eg = [n| el conjunto de etiquetas de las columnas de
una matriz G de tamano k X n sobre un campo F y sea Zg la familia de
subconjuntos I de E¢ para los cuales el conjunto de columnas con etiquetas en
I es linealmente independiente en el espacio vectorial F*. Entonces (Eq,Zq)
es un matroide.

Demostracion. Demostraremos que (FEg,Zg) es un matroide mediante la ca-
racterizacion de conjuntos independientes. La condicion (I1) se satisface ya
que el conjunto de columnas etiquetadas por () es el conjunto (), que es lineal-
mente independiente en F*. Sea I € I, entonces el conjunto de columnas
etiquetadas por I es linealmente independiente en F*, asi que si J C I, el
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conjunto de columnas etiquetadas por J estda contenido en el conjunto de
columnas etiquetadas por I, y por ello también es linealmente independiente
en F*. Por lo tanto, se cumple (I2). Para probar (I3), tomemos I,.J € Z,
tales que |I| < |J|. Sea W el subespacio de F* generado por los vectores
columna etiquetados por I U J. Tenemos que dim W > |J|. Supongamos que
para todo elemento e de J \ I, el conjunto de vectores columna etiqueta-
dos por I U {e} es linealmente dependiente. Sea {vy,vs,..., v} el conjunto
de vectores etiquetados por Iy {uy,us,...,u} el conjunto de vectores co-
rrespondiente al conjunto J \ I. Entonces para cada ¢ € {1,2,...,l} existen
(i

escalares )\gi), )\2), e ,)\,(j), )\,(;J)rl no todos iguales a 0, tales que

)\Y)vl + )\g)m + -+ )‘I(ci)vk + )"(j}rlui =0,

. (i) . .
en particular A}, # 0, pues los vectores v1, vy, ..., v; son linealmente inde-
pendientes, asi que

)\(i) )\(i) )\(i)
N BN R N R
)‘k+1 )‘k+1 )‘k+1

es decir, cada uno de los elementos u; puede escribirse como una combinaciéon
lineal de los elementos v;. Entonces W es el subespacio generado por los
vectores etiquetados por I, luego

1] < dim W = [I] < |J]

lo cual no puede ocurrir. Por lo tanto, (I3) se cumple. Entonces, (FEq,Zg) es
un matroide. O

Definiciéon 7.3. El matroide que se obtiene como en el Teorema 7.2 a partir
de una matriz G se denota por M[G] y se llama el matroide vector de G.

Notese que el Teorema 7.2 es mas general, ya que no se limita a matrices
con entradas en un campo finito, sino que abarca incluso campos infinitos
como es el caso del siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.4. Sea G la matriz

1 2 3 45
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1 0011
01001
sobre el campo de los numeros reales. Sean Eg e Zg como en el Teore-
ma 7.2. Entonces Eg = {1,2,3,4,5} e Z = {0,{1},{2}, {4}, {5}, {1, 2},
{1,5},{2,4},{2,5},{4,5}}. La familia de bases de M [G] es B = {{1, 2}, {1,5},
{2,4},{2,5},{4,5}}; la familia de conjuntos dependientes de este matroide es
{431, 41,31, 11,4}, {2,3}, {3, 4}, 3,5} U{X C B+ |X| > 3} y su familia de

circuitos es {{3},{1,4},{1,2,5},{2,4,5}}. Observe que M[G] es un matroide
de rango 2.

Definicion 7.5. Un matroide M se llama representable sobre el campo F
si existe una matriz G con entradas en F tal que M es isomorfo al matroide
MIG]. G se llama representacion para M sobre F o F—representacion para M.
Un matroide es representable si tiene una representacion sobre algiin campo.

Sea C' un codigo sobre F, con matrices generadoras G y Go. (Es cierto
que (Eg,,Zg,) = (Fay, La,)? La respuesta es afirmativa, pero para demostrar
que en efecto es asi, se presenta el siguiente teorema.

Teorema 7.6. Sea G una matriz de tamano k X n con entradas en un campo
F. Sea G' una matriz que se obtiene realizando algunas de las operaciones
elementales con los renglones de G (es decir, intercambio de renglones, mul-
tiplicacion de un renglon por una constante diferente de cero o sumar un
maltiplo de un renglon a otro renglon). Entonces M[G] = M[G'].

Demostracion. Sean G = (gi;), G' = (gi;). Por la forma en la que se ob-
tiene G’, las matrices G y G’ son del mismo tamano, asi que Fg = Eg.
Veamos que los conjuntos independientes de M[G] pertenecen a Zg/. Si J =
{l1,13,...,1,} € Zg, entonces los vectores columna con etiquetas en J son
linealmente independientes, asi que la tinica solucién al sistema lineal homo-
géneo

a9, + azgu, +- -+ gy, =0

Qa1goy, + Qogor, + -+ rgoy, =0
(13)

Q1Gkl, + Q2gkl, + -+ g, =0
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es el vector [aq, ag, ..., a,] =1[0,0,...,0]. Queremos ver si los vectores colum-
na de &’ etiquetados por J también son linealmente independientes. Plantea-
mos el siguiente sistema de ecuaciones:

Brgu, + B291, + -+ Brgy, =0

Brgay, + Bagyy, + -+ + Brgy, =0
(14)

BrGa, + BoGh, + -+ + Brgyy, =0

La matriz de coeficientes asociada al sistema lineal homogéneo (14) es (g, )
de tamano k x r. Como G’ se obtiene mediante operaciones elementales con
los renglones de (G, entonces existe una serie de operaciones elementales que
al aplicarlas a la matriz G’ se obtiene la matriz G, asi que si aplican dichas
operaciones a la matriz (g, ) se obtiene la matriz (g,.,) que es la matriz
asociada al sistema (13). Por lo tanto, la tnica solucion al sistema (14) es
el vector [B1, B2, ..., B:] = [0,0,...,0], entonces los vectores columna de G’
etiquetados por J en efecto son linealmente independientes, por lo que J €
Ze. Analogamente se prueba que si J € Zg también J € Zg. En conclusion,
Ze = Zg y con ello queda probado que M[G] = M[G']. O

Definiciéon 7.7. Sea M = (E,Z) un matroide y B su familia de bases. Para
cada B € B se establece la notacion B+ = E \ B. Definimos la familia
Bt={Bt|BeB}.Sealt={ICE|3BeB:1C B} M+ =(E, 7Y
se llama matroide dual de M.

Teorema 7.8. Sea M un matroide. Entonces M* es, en efecto, un matroide.

Demostracion. En esta prueba haremos uso del Corolario 3.8: usaremos el
hecho de que M es matroide y por ello la familia B satisface (B1), (B2*) y
(B3*), y por otro lado probaremos que la familia B+ satisface las propiedades
(B1), (B2*) y (B3*) para demostrar que M+ es un matroide.

La familia B satisface la propiedad (B1), asi que existe B € B, de donde
Bt € Bt es decir, B+ # () y por tanto, B satisface la propiedad (B1). Ahora,
sean By, By™ € B, donde By, B, € B. Por (B2%), |B)| = |B,|, de aqui
obtenemos inmediatamente que |E\ Bi| = |E\ By|, es decir, |B;*| = | By,
asi que B también satisface (B2*). Dado que Bi-\ By = (E\ By)\(E\ By) =
By \ By, si € B \ By, entonces © € By \ By. B verifica la propiedad
(B3*), es decir, la propiedad de intercambio fuerte en bases, por lo que existe
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y € By \ By = By \ Bf tal que (B \ {y})U{x} y (B2\{z}) U {y} son bases
del matroide M, entonces E\ [(By\{y})U{z}] vy EN[(B2\ {z}) U{y}] son
elementos de Bt. Se tiene que £\ [(B;\ {y}) U{z}] = [E\ (B:\ {y})] N
(ENA{z}) = [(ENB) U{y} N (BN {z}) = [EN (B U{z})] Uy} = [(EN
BNz} U {y} = (B \ {z}) U {y}, y de manera aniloga puede mostrarse
que EN\ [(Bx\N{z}) U {y}] = (B&\ {y}) U {z}, por lo cual concluimos que
(Bi\{z}) U{y} vy (B \{y}U{z} € B+. Entonces B* verifica (B3*). Por lo
tanto, M+ es un matroide. O

El siguiente teorema muestra una forma sencilla de calcular en el matroide
dual el rango de un subconjunto a partir de la funcién rango del matroide

original. Se denotara la funcién rango del matroide dual como 7.

Teorema 7.9. Sea M = (E,Z) un matroide y r su funcion rango. Para
A C E se cumple lo siguiente:

rH(A) = r(EN A) 4 |A| — r(M).

Demostracion. Veamos que r+(A) = max{|A N B*|: B+ € B*}. Por defi-
nicion r+(A) es la cardinalidad del conjunto independiente més grande de
M~ que esta contenido en A. Sea I4 C A conjunto independiente tal que
r+(A) = |I4] y Bi una base de M+ tal que I, C By, porlo tanto 4 C ANB; .
Ademés, existe una base B; del matroide M tal que B = E\ B;. Si supo-
nemos que [4 C AN By, entonces existe € AN By tal que z ¢ I4 y se
cumple que Iy C Iy U{z} C AN B{. Como I, U{z} C Bff e [, U{z} C A,
I4 U {z} es un conjunto independiente de ML que es subconjunto de A y
cuya cardinalidad es mayor que I4, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
I4 = AN Bi. Finalmente, como todos los conjuntos de la forma A N B+
son conjuntos independientes de M-< que estdn contenidos en A e I, es
uno de tales conjuntos pero de cardinalidad méxima, entonces concluimos
que 7H(A) = |I4] = méx{|A N B*|: B+ € B'}. Entonces Bi es un ele-
mento de Bt cuya interseccion con A es maxima, o equivalentemente, Bi
es un elemento de B+ cuya interseccién con E \ A es minima, entonces la
interseccion de By = E\ Bit y E\ A es méxima entre todos los comple-
mentos de las bases de B+ (que son las bases de M), asi que por defini-
cion de rango del matroide M, r(E\ A) = [(E\ A) N By|. E se divide en
los siguientes cuatro conjuntos ajenos entre si: A\ B, AN B, Bf \ A
vy ENX(AUBY) = (ENA)N(E\ Bff) = (EN A) N By. Sean 1, 79,73
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y x4 las cardinalidades de dichos conjuntos, respectivamente. Tenemos que
2y =|ANB| =rt(A) yxy = |EN(AUBL)| = [(ENA) N By| =r(E\A).
Ademas, 23 + 14 = |[BENA|+ |[EN (AUBY)| = |E| — |Al y 23 + 23 =
|AN B+ |B \ A| = |B| = |E| — |B:| = |E| — r(M), asf que por el valor
de z3 en ambas igualdades tenemos que |E| — |A| — x4 = |E| — r(M) — x4,
por lo que z3 = |A| + x4 — (M), y sustituyendo los valores ya conocidos de
Ty v x4 concluimos finalmente que 7+(A) = r(E\ A) + |A| — r(M). O

& Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los conceptos basicos de la teoria de matroi-
des, poniendo especial atencion al establecimiento de las equivalencias entre
algunas de las definiciones del concepto de matroide. Tales equivalencias, ex-
plicadas a detalle en las secciones 2, 3, 4 y 5, pueden esquematizarse como se
muestra en la Figura 3.

CONJUNTOS
DEPENDIENTES
A
| g
£ 2 CONJUNTOS
2 = INDEPENDIENTES
o
=}
Y
CIRCUITOS

Figura 3: Equivalencias entre definiciones de matroide
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Ademas se presentaron algunos ejemplos de los conceptos definidos y se
abordd una manera de representar un matroide de manera grafica. Esperamos
que este material sea una herramienta tutil para el lector que esté por iniciarse
en el estudio de alguna de las miltiples aplicaciones de esta rama de las mate-
maticas. Como ejemplos de estas aplicaciones invitamos al lector a consultar
[4], donde encontrara una utilizacion de los matroides en el area de la Teoria
de la Informacion 6 [5], en el cual los matroides son ocupados para resolver
problemas en el area de Cinematica de Robots 6 [1], en donde se relacionan
a los matroides con la Criptografia a través del esquema de comparticiéon de
secretos ideal.
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Capitulo 2

Funciones semi-Lipschitz

Luz del Carmen Alvarez Marin, Héctor Noé Flores
Meza, José Margarito Hernandez Morales

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE LA MIXTECA

Resumen

En este capitulo se presenta un breve estudio sobre los espacios de fun-
ciones semi-Lipschitz, SLip,,(X,Y), para cuando (X, p) es un espacio
cuasi-métrico, con u = p, p, p°; y (Y,q) un espacio normado asimé-
tricamente, con r = ¢, g, ¢°. Se presentan resultados tales como que
dicho conjunto de funciones forma un cono normado y otros que dan
condiciones para cuando éstos resultan ser espacios lineales. Otro resul-
tado importante que tratamos es un teorema de extensién de una funcion
semi-Lipschitz, se anexa ademés un ejemplo que muestra que no siempre
es posible extender una funcién semi-Lipschitz sobre cualquier contrado-
minio métrico. Posteriormente abordamos una aplicaciéon de las funciones
semi-Lipschitz en el espacio de complejidad de algoritmos.

1 Preliminares

Uno de los conceptos del analisis funcional clasico que tuvo y sigue teniendo
mucha importancia, es el de funciéon Lipschitz. La extension de este concepto
al contexto de los espacios asimétricos se introdujo en los anos setenta, vease

[1], [4].
Definicion 1.1 (Funcion de Lipschitz). Sea I un intervalo en los nimeros

reales, una funcion f : I — R se llama de Lipschitz (o que cumple la
condicion de Lipschitz) si existe una constante M > 0, tal que:

|f(x) = f(y)] < M |z —y|

para cualesquiera z,y € I.
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Este concepto se generaliz6 a espacios métricos y se enuncia a continua-
cion.

Definiciéon 1.2 (Funcion Lipschitz). Sean (X, d;), (Y, ds) espacios métricos,
una funcion f: X — Y se llama funcion de Lipschitz si existe una constante
L >0, tal que

dQ(f(‘r)af(y)) <L dl(l’,y),

para todo los x,y € X. A L se le llama una constante de Lipschitz.
Anélogamente para codominios normados se tiene la definiciéon siguiente:

Definicion 1.3 (Funcion Lipschitz). Sean (X, d) un espacio métricoy (Y, ||-||)
un espacio normado, la funciéon f : X — Y se llama funcion de Lipschitz si
existe una constante L > 0, tal que

1f () = FWll < L d(z,y),

para todo los z,y € X. A L se le llama una constante de Lipschitz.

Si (X, d) es un espacio métrico y (Y, ||-||) un espacio normado, el conjunto
Lip(X,Y)={f: X — Y | f es Lipschitz} resulta ser un espacio vectorial con
la suma usual de funciones y el producto por escalar usual. Ademés en [10],
la expresion

mAax {sup {Ilf(z)(;yf)(y)ll cx,y € X d(z,y) > 0} , ||f||oo} ,

define una norma sobre el espacio Lip(X,Y), denotada por || f| .-

Definicion 1.4 (Cono). Un cono es una tripleta (X, +,+) donde (X, +) es
un monoide abeliano y la funcion -: RT x X — X satisface que para cada
r,s e RY, v,y e X,

L.r-(s-z)=(rs)-
2. (r+s)-x=r-z+s-x,
3.r-(z+y)=r-z+r-y,

4. 1-z==x.
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El cono (X, +, ) puede denotarse simplemente por X, siempre y cuando
no haya duda de las operaciones que estén asociadas a ¢l. Un cono X puede
ser dotado también de una norma, de la siguiente manera.

Definicion 1.5 (Norma). Dado un cono X, una funcion ||-|| : X — [0+ c0),
tal que para cada x,y € X, r > 0, cumple:

Lo flrzf = rflll

2. [lz +yll < ll=ll + {1yl

3. ||z|]| = 0 implica que —z € X y ||—z| =0,
se llama norma sobre X.

Un cono X equipado con una norma ||-||, se denomina cono normado.

2 Espacios Asimétricos

A rasgos muy generales los espacios asimétricos son: los espacios cuasi-semi-
métricos y los seminormados asimétricamente, los cuales se definen en los
siguientes parrafos.

Definicion 2.1 (Cuasi-semimétrica). Una cuasi-semimétrica sobre un con-
junto no vacio X, es una funcion p : X x X — [0, +00), que para cualesquiera
x,y,z € X, satisface las condiciones siguientes:

L. p(z,x) =0,
2. plx,2) < plz,y) + ply, 2).

Si ademas p cumple para toda z,y € X que
3. [p(x,y) = ply,z) = 0] = = =y,

entonces a p se le llama una cuasi-métrica.

El par (X, p) recibe el nombre de espacio cuasi-semimétrico, respectivamente
espacio cuasi-meétrico.
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Ejemplo 2.2. Dado un nimero real o > 0, en el conjunto de ntimeros natu-
rales N, la funciéon

pa(n) m) = .
a, st n>m;

{0, st n<m;

es una cuasi-métrica, por lo que (N, p,) es un espacio cuasi-métrico.

La conjugada de una cuasi-semimétrica p, denotada por p, es también una
cuasi-semimétrica, ésta se define mediante p(z,y) = p(y, =), z,y € X. El ma-
peo p*(z,y) = max{p(z,y), p(z,y)}, =, y € X, es una semimétrica, la cual
es una métrica si y solo si p es cuasi-métrica. Con frecuencia se trabaja con
cuasi-semimétricas extendidas, entendiendo que la cuasi-semimétrica puede
tomar el valor 400 para algunos pares (z,y) € X x X.

Es facil ver que las desigualdades:

p(y,x) < p(z,y) vy ple,y) < p'(z,y). (1)

son validas para cualesquiera z,y € X:

Por otra parte, una cuasi-semimétrica induce una topologia en el conjunto
X, la cual se construye mediante bolas abiertas, analogamente como en los
espacios métricos.

[Bola abierta, bola cerradal Sean (X, p) un espacio cuasi-semimétrico, r >
0 un ntmero real y zo un elemento de X. Se define la bola abierta B,(zo,r),
centrada en xy de radio r por el conjunto

By(zg, 1) ={x € X : p(xg,x) <r}.
La bola cerrada centrada en x( de radio r se denota y define por
Bp[x07r] = {I €X: p(l’o,l‘) < T}'

Note que B,(z,r) # 0, al igual que B,[x,r] # 0.

Definiciéon 2.3 (Subconjunto abierto y subconjunto cerrado). En un espacio
cuasi-semimétrico (X, p), un subconjunto A de X se llama abierto respecto a
p o p-abierto, si para cada x € A, existe r, > 0 tal que B,(z,r,) C A.

El subconjunto A se llama cerrado respecto a p o p-cerrado si X — A es
p-abierto.
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Las siguientes proposiciones muestran algunas similitudes y diferencias a
las correspondientes en espacios métricos respecto a la anterior definicion,
vease [3]; por ejemplo el resultado siguiente es anilogo a lo que pasa en un
espacio métrico:

Proposicion 2.4. En un espacio cuasi-semimétrico (X, p), toda bola abierta
B,(z,7) es un conjunto p-abierto.

Sin embargo, el siguiente resultado difiere a lo que sucede en un espacio
métrico.

Proposicion 2.5. En un espacio cuasi-semimétrico (X, p), toda bola cerrada
B[z, 7] es un conjunto p-cerrado.

Incluso no siempre se cumple que toda bola cerrada B[z, | sea un con-
junto p-cerrado.

Como se habia mencionado, un espacio cuasi-semimétrico (X, p) puede do-
tarse de dos topologias de manera natural 7, y 75, correspondientes a las cuasi-
semimétricas p y p, respectivamente. Mas atin, se puede construir una tercer
topologia 7,s, correspondiente a la semimétrica p®. Si A es un subconjunto p-
abierto de X, entonces para cada x € A, existe r, > 0, tal que B,(z,r,) C A
pero como p(x,y) < p°(z,y), se tiene que B,s(z,r;) C By(z,7;) C A. De
donde obtenemos que A es también p®-abierto, esto es, 7,5 es mas fina que 7,.
Analogamente puede verse también que 7,s es mas fina que 7;. Hay maéas de
una relacion sobresaliente entre estas tres topologias, por ejemplo:

Proposicion 2.6. Sea p una cuasi-semimétrica sobre el conjunto X. Para
todo x € X yr > 0 se satisface la siguiente igualdad:

B,s(x,7) = B,(x,7) N Bs(z, 7).

Otro resultado importante e interesante es el siguiente:

Proposicion 2.7. Si (X,p) es un espacio cuasi-semimétrico, entonces la
topologia T, es Ty si y solo si p(x,y) > 0 siempre que T # y.

A continuacién se tiene un segundo tipo de espacio asimétrico, este es
un conjunto que tiene una estructura algebraica de espacio vectorial, concre-
tamente: [Norma asimétrica] Sea X un espacio vectorial real. Una funcion
q: X — [0,400) es una norma asimétrica sobre X, si para toda x,y € X y
r >0,
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1. g(x) = q(—z) = 0siy solo si z = 0;
2. q(rz) = rq(z);
3. q(z+y) < qlx) +aly).

El par (X, q) recibe el nombre de espacio normado asimétricamente. Si la
funcion ¢ solo satisface las condiciones (2) y (3), entonces ésta se llama una
seminorma asimétrica, y el par (X, q), espacio seminormado asimétricamen-
te. También en algunas instancias, el valor +o0o podra ser permitido para g,
en cuyo caso ¢ es una norma (seminorma) asimétrica extendida.

De manera similar a lo que pasa en espacios cuasi-semimétricos, la con-
jugada de una seminorma asimétrica ¢, g(z) = ¢(—z), = € X, resulta ser
también seminorma asimétrica. La funcion ¢*(z) = max{q(z),q(z)}, z € X,
resulta ser una seminorma, la cual es llamada la seminorma asociada a q.
Mas atin, ¢ es una norma asimétrica si y solo si ¢° es una norma sobre X.
Una seminorma asimétrica g define también una cuasi-semimétrica p, sobre
X, que recibe el nombre de cuasi-semimétrica generada por q, o asociada a
¢, mediante la féormula

p(I(xvy)ZQ(y_x>7 LZ',yEX. (2)

En este caso, en analogia a las desigualdades (1), se tiene que

q(z) <¢*(x) y q(z) <¢’(x), zeX (3)

De manera andloga que en los espacios cuasi-semimétricos, a cualquier
espacio seminormado asimétricamente se le puede dotar de tres topologias
respecto a, la norma asimétrica, su conjugada y el maximo de ellas dos, es-
to se hace a través de una base para los abiertos, de bolas abiertas, como
“usualmente” se conocen. Para la construccion se puede uno auxiliar de la
cuasi-mértrica asociada.

También en un cono se puede definir una norma asimétrica, obteniendo
asi una dupla, llamada cono normado asimétricamente.

[Norma asimétrica sobre un cono [2|] Sea X un cono. Una funcion p :
X — [0, 400) es una seminorma asimétrica sobre X, si para toda z,y € X
yr=0,
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L. p(0)=0ysiz,—ze€ X Ap(x)=p(—z) =0 entonces = = 0;
2. p(rz) = rp(x);

3. plx+y) < plx)+ py).

Si ademas p cumple que p(z) = 0 <= x = 0, entonces p se llama
norma asimétrica.

En R, la norma asimétrica definida por u(z) = max {0,z}, = € R, tiene
como cuasi-métrica asociada a

pu('rv y) = u(y - I) = mé“X(O’ Yy — $)

Si se cambia el espacio vectorial R por el cono RTU{0}, entonces (RTU{0} , u)
es un cono normado asimétricamente.

Observacion 2.8. Si p es una seminorma asimétrica en el espacio X, en-
tonces se puede construir a partir de ella otra cuasi-semimétrica mediante
D(z,y) = méx(0,p(y) — p(x)), la cual es llamada la cuasi-semimétrica indu-
cida por p.

[Norma relativizada sobre un cono [7]] Sea X un cono. Una funcion p :
X — [0, +00) es una norma relativizada sobre X si para toda z,y € X y

r >0, se cumple p(rz) = 1p(z) y p(z +y) < p(z) + p(y).

Funciones crecientes

Sea (X, p) un espacio cuasi-métrico. Se define en X la relacion <, como sigue,
x <,y siy solosip(z,y) =0.

La relacion <, resulta ser un orden parcial en X. En efecto, dado que
p(z,x) = 0 para cualquier x € X, se sigue que z <, = para todo z € X.
De modo que <, es una relacion reflexiva. Por la desigualdad del triangulo,
stz <,yyy <,z entonces p(z,z) < p(x,y) + p(y, z) = 0, en consecuencia
p(z,z) =0, con lo que x <, z. Por lo tanto, <, es transitivo. Con todo, <,
es un orden parcial.

Observacion 2.9. Note que todo espacio o cono (X, ¢g) normado asimétri-
camente se dota del orden anterior con la cuasi-métrica asociada a la norma
asimétrica ¢, en este caso el orden parcial en cuestion se denota solo por <.

Matemadticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 2, 43-74



Luz del Carmen Alvarez Marin, Héctor Noé Flores Meza, José Margarito
50 Hernandez Morales

Considerando las definiciones previas podemos definir justificadamente el
siguiente término.

Definiciéon 2.10 (Funcién creciente). Sea (X, p) un espacio cuasi-métrico y
(Y, q) un espacio normado asimétricamente. Una funcion f: X — Y se llama
(p, q)-creciente si para cada x,y € X con z <, y se sigue que f(z) <, f(y).

En otras palabras, f es (p,q) — creciente si

p(r,y) =0 implica que q(f(z)— f(y)) =0, =,y € X,

o equivalentemente

q(f(z) — f(y)) > 0 implica que p(z,y) >0, x,y€X.

Observacién 2.11. Si (X,7,) es T, entonces toda funcién f: X — Y es
(p, q)-creciente. En efecto, si x <, y, entonces p(x,y) = 0. Dado que X es
Ty se tiene que z = y. Por lo tanto ¢(f(z) — f(y)) = ¢(0) = 0, esto es

f(x) < f(y).

3 El espacio de funciones semi-Lipschitz

En su mayor parte el estudio del espacio de funciones semi-Lipschitz se debe a
algunas de sus aplicaciones, como por ejemplo en el computo de la complejidad
de ciertos algoritmos.

Definicion 3.1 (Funcién semi-Lipschitz). Dado un espacio cuasi-métrico
(X, p) y un espacio normado asimétricamente (Y, ¢), una funcion f: X — Y
es llamada semi-Lipschitz si existe una constante M > 0, tal que

q(f(x) — f(y)) < Mp(z,y),

para todos los x,y € X.

Observacion 3.2. Si (X, p) espacio cuasi-métrico y (Y, ¢) un espacio norma-
do asimétrico, toda funcion f: X — Y semi-Lipschitz es (p, ¢)—creciente.

Contrario a lo que ocurre con el espacio de funciones Lipschitz, Lip(X,Y),
donde Y es un espacio normado, el conjunto de funciones semi-Lipschitz,
SLip,4(X,Y’), donde Y es un espacio normado asimétricamente, no necesa-
riamente resulta ser un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma
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de funciones y multiplicacion de una funcién por un escalar. El siguiente
ejemplo muestra una funciéon semi-Lipschitz cuyo inverso aditivo no lo es.

Ejemplo 3.3. Sea X = N con la cuasi-métrica p, del Ejemplo 2.2 (a > 1),
y sea Y = R con la norma asimétrica q del Ejemplo 2. Considere la funcion
f: X — Y dada por f(n) = —%. Se tiene que f es una funciéon semi-
Lipschhitz.

Sin embargo, —f no es una funcién semi-Lipschitz. En efecto, para n < m,

se tiene que po(n,m) = 0, luego ¢ ((—f)(n) — (=f)(m)) = "= > 0.
El ejemplo anterior muestra que, en general el conjunto
SLip,4(X,Y) = {f : X = Y|f es semi-Lipschitz}, no es un espacio vecto-

rial con las operaciones usuales de suma de funciones y multiplicaciéon de una
funcién por un escalar, sin embargo se tiene el siguiente:

Teorema 3.4. Sean (X,p) un espacio cuasi-métrico y (Y,q) un espacio
normado asimétricamente. El conjunto SLip,(X,Y) es un cono.

El siguiente resultado, muestra una relacion entre los espacios SLip,, ,(X, Y')
y SLip;,(X,Y).

Teorema 3.5. Sean (X, p) un espacio cuasi-métrico y (Y, q) un espacio nor-

mado asimétricamente, f €SLip,,(X,Y) siy sdlo st —f €SLip; ,(X,Y).

Demostracion. Si f €SLip,,(X,Y"), entonces existe M >0 tal que

q(f(z) = f(y)) < Mp(z,y)

para todos los z,y € X. Cambiando x por yy viceversa, tenemos ¢(f(y) —
f(x)) < Mp(y,z), o equivalentemente g¢((—f)(z) — (—f)(y)) < Mp(z,y),
por tanto —f €SLip;,(X,Y).

El reciproco se obtiene de manera analoga. ]

Los siguientes 3 resultados tienen una prueba sencilla, por lo que se omite
en este trabajo y todos se refieren a condiciones para tener una estructura de
espacio vectorial en espacios de funciones semi-Lipschitz.

Teorema 3.6. Si (X,p) es un espacio cuasi-métrico y (Y,q) un espacio
normado asimétricamente, entonces H = SLip,,(X,Y) N SLip; (X,Y) es
un espacio vectorial.
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Proposicion 3.7. Si (X,p) es un espacio cuasi-métrico y (Y,|-]]) un
espacio normado, entonces SLip, . |(X,Y) es un espacio vectorial.

Proposicion 3.8. Si (X, d) es un espacio métrico y (Y,q) un espacio nor-
mado asimétricamente, entonces SLipy,(X,Y') es un espacio vectorial.

Teorema 3.9. Dados un espacio cuasi-metrico (X, p) y un espacio normado
asimétricamente (Y, q). Entonces se cumple:

H = S8Lip,o(X,Y) N SLip;o(X,Y) C SLipys (X, Y).

Demostracion. Sea f € H, entonces

q(f(z) = f(y) < Mip(x,y) vy q(f(z) — f(y)) < Map(z,y),

luego
Q(f('r> - f(y)) < mé“X{Mh MQ}mé“X {p(x,y),,ﬁ(x,y)}
= Mp*(z,y),
por tanto f € SLip,s (X,Y). ]

Sea X = N con la cuasi-métrica

0, n < m;

1, n>m;

1, n < m;

0, n>m;

y es facil ver que p§(n,m) es la métrica discreta en N.

Para Y = R con la norma asimétrica ¢ = u dada en el Ejemplo 2.
Definamos f : N R, dada por f(n)= —%, se tiene que f € SLip,, ((X,Y),
pero —f ¢ SLip,, 4(X,Y), luego por el Teorema 3.5, f ¢ SLip, ,(X,Y) N
SLip,, ,(X,Y), sin embargo, f € SLip,; 4(X,Y).

Asi, con este ejemplo se ha mostrado que en general, SLip,. ,(X,Y) #
SLip, ,(X,Y) NSLip, ,(X,Y). En los siguientes teoremas, se dan condiciones
suficientes para que se cumpla la igualdad:
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Teorema 3.10. Sea (X, p) es un espacio cuasi-metrico y (Y, q) un espacio
normado asimétricamente, entonces H = SLip,,(X,Y) N SLip;,(X,Y) =
SLipy (X, Y).

Demostracion. Para la primera contencion, sea f € H, entonces

q(f(z) = f(y)) < Mip(x,y), v q(f(z) = f(y)) < Map(z,y),  (A)

de la ultima desigualdad, tenemos q(f(z) — f(y)) < Map(y,x), como esto
es valido para todos los z,y € X, podemos cambiar z por y y viceversa,
obteniendo

q(f(z) = f(v)) q(f(y) — f(z))

S MQP(:E7 y)

de (A) obtenemos que

¢’ (f(z) = f(y)) < mix{My, Ma} p(z,y)

luego f € SLip,q:(X,Y).
Para la contencion inversa, sea f € SLip, . (X,Y’), entonces

¢*(f(x) = fy)) < Mp(z,y)

pero
q(f(x) = f(y) < ¢ (f(x) = fw) v a(f(x) = f() <@ (f(x) — fy)),
luego f € SLip,4(X,Y) N SLip;,(X,Y). O

Similarmente al teorema anterior, resulta interesante el hecho de cambiar
los intersectandos por los espacios analogos con la diferencia de conjugar la
norma asimétrica en vez de la cuasi-métrica y es atin méas interesante que la
nueva interseccion coincide con el mismo conjunto, SLip, 4« (X, Y").

Teorema 3.11. Sea (X,p) es un espacio cuasi-metrico y (Y,q) un espacio
normado asimétricamente, entonces L = SLip,.(X,Y) N SLip,(X,Y) =
SLip, 4 (X,Y).
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Observacion 3.12. Si (X p) es un espacio cuasi-métrico y (Y, ¢) un espacio
normado asimétricamente, entonces los siguientes conjuntos son iguales:

o H = SLip,,(X,Y) N SLip,,(X,Y),
e L =SLip,,(X,Y) N SLip,;(X,Y),
o SLip,q (X, Y).

Con base en las Proposiciones 3.7 y 3.8, si alguno de los espacios X o
Y son simétricos, entonces el espacio SLip,,(X,Y’) es un espacio vectorial.
De modo que, SLip,s (X,Y) y SLip, 4 (X,Y’) son espacios vectoriales pero
;habra alguna relacion entre ellos a través de las intersecciones que hemos
manejado? En camino a responder esta pregunta se tiene el siguiente hecho.

Observacion 3.13. SLip, ,(X,Y) C SLip,:,(X,Y). En efecto,
SLip,+(X,Y) C SLip,,(X,Y) C SLip,s 4(X,Y).

El Teorema 2.10 dado por Séanchez-Alvarez en [6], se puede entender mas
rapidamente si se ve el siguiente resultado,

Teorema 3.14. Si SLip, ,(X,Y) C SLip; ,(X,Y), entonces
SLip, (X, Y) = SLip; (X, Y).

Demostracion. Solo hay que probar que SLip;,(X,Y) C SLip,,(X,Y). Si
J € SLip;4(X,Y), por el Teorema 3.5 se cumple que:

—f €SLip, ,(X,Y) C SLip, ,(X,Y),

luego f €SLip,q(X,Y). ]

Teorema 3.15. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) SLipp,q(Xa Y)= SLipm(X, Y)
(2) SLip,q(X,Y) es un espacio vectorial.
(3) SLip;4(X,Y) es un espacio vectorial.
(4) SLip,q(X,Y) C SLip; ,(X,Y).
(5) SLipp’q(X, Y) C SLipP,q(X, Y)
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Demostracion. (1) — (2) Se obtiene de inmediato por el Teorema 3.6.

(2) = (3) Supongamos que SLip,,(X,Y’) es un espacio vectorial, sea f €
SLip;4(X,Y’) entonces —f € SLip,4(X,Y) y como el espacio es un espacio
vectorial, f € SLip,q(X,Y), luego —f € SLip5,(X,Y).

(3) — (4) Si SLip;4(X,Y) es un espacio vectorial, dado cualquier f €
SLip,,(X,Y) entonces —f € SLip;,(X,Y) y f € SLip;,(X,Y), luego

SLip,,(X,Y) C SLip,,(X,Y).

(4) — (5) Si f € SLip;4(X,Y) entonces —f € SLip,,(X,Y), por 4) se
sigue que —f € SLip;,(X,Y), asi f € SLip,,(X,Y).

(5) — (1) Se satisface por el teorema previo que se menciono, al cambiar

p por su conjugada. O]

La utilidad del teorema 3.15 radica, por un lado, en que es mas facil tra-
bajar en espacios vectoriales y, por otro, para ver una igualdad de conjuntos
por contenciones es mas rapido ver sélo una de ellas. A continuacién se pre-
senta un hecho relacionado al mezclar las conjugaciones en la norma y la
cuasi-métrica.

Proposicion 3.16. SLip, ;(X,Y) CSLip; ,(X,Y).

Ademés, obsérvese que
SLip,,(X,Y) = SLip; 5(X,Y’) C SLip5 ;(X,Y’) = SLip, ;(X,Y).

Consecuentemente, SLip,s(X,Y) = SLip;4(X,Y).

4 El cono normado SLip, ,(X,Y)

Definimos la aplicacion |- |, : SLip,4(X,Y) — [0, +00) dada por

1fl,,= sup
P ex P@y)

p(z,y)#0

Para un ntmero real r > 0y para f,g € SLip,,(X,Y), se cumple:
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o((f +rg)(x) = (f +79)(y))

If +rgl,, = sup

z,yeX p(I, y)
p(z,y)#0
< swp q(f(z) = f) + q(rg(x) —rg(y))
X p(z,y)
p(z,y)#0
< swp a(f(z) — f(y) +r sup q(9(x) — 9(y))
egex  P@Y) evex  P@Y)
p(z,y)#0 p(z,y)#0
= ||f |p7q+r||g |p7q’
Ahora, si f, —f € SLip,4(X,Y) y cumplen que | f |, , = -/ |,, =0 enton-
ces
@56 D)~ (06D
z,yeX p(x, y) z,yeX p(l‘, y)
p(@,y)#0 p(z,y)#0

luego f(x)—f(y) =0 paratodoslos z,y € X y por tanto f es una constante.

En el espacio SLip,,(R,R), donde p y u son como en el Ejemplo 2, la
funcion constante f(x) = C es semi-Lipschitz y ademaés || f | pu =0

El ejemplo anterior muestra que ||- | ) 1O necesariamente es una norma
asimétrica para el cono SLip,,(X,Y’). Se tienen dos opciones para construir
un cono normado asimétricamente. La primera opcion es tomar el cociente de
SLip,,(X,Y’) sobre el conjunto de funciones constantes entre X y Y, de tal
manera que || f| pq = 0siysolosi f=0.Y lasegunda opcion es, volver un
espacio punteado a X, esto es, distinguir un punto 1z en X (zq es la punta
del conjunto). En el segundo caso, para zy € X se define

SoLip, ,(X,Y) = {f € SLip, ,(X,Y) : f(x0) = 0} .
Claramente, en SoLip M(X ,Y) la suma y la multiplicacion por un escalar
positivo son cerradas, luego SOLippyq(X ,Y) es un cono. Para este espacio,
sif|f|,,=I-f1,, =0, entonces

9(f(x) = f(y) 9((=f)(=) = (=N )

= sup
eyex  P@Y) syeX p(z,y)
p(z,y)#0 p(z,y)#0
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luego f es una constante, pero f(xg) =0 asi que f =0, por lo que se tiene
el siguiente resultado:

Proposicion 4.1. El conjunto <SOLipp7q(X, Y)
astmétricamente.

NN es un cono normado
)

Teorema 4.2. Sea (X,p) es un espacio cuasi-métrico y (Y,q) un espacio
normado asimétrico, entonces se cumple:

1. SLip,,(X,Y) es un cono en el espacio vectorial Lip,s «(X,Y) y ade-
mds || f|l s oo < WIf 1, para toda f € SLip,,(X,Y), donde

_ ¢ (f(x) — f(y))
= sup .
z,yeX,x#y ps (l‘, y)

I/

p%,q°

2. Si [ € SLipyy(X,Y), entonces ||f |,, es la constante de semi-
Lipschitz mds pequena para f.

5. [ € SLip,o(X,Y) siysdlosi [ es (p,q)—creciente y|f|,, <oo.
Recordar que SLip, ,(X,Y) N SLip, 4(X,Y) = SLip, 4 (X,Y) es un espa-
cio vectorial, para este caso ||- | »qe dueda como:
¢ (f(x) = ()
||f |p,q3 = Sup T ) .

z,yeX p( ’ y
p(y,x)#0

Es facil ver que
siguiente resultado.

Teorema 4.3. SoLip,(X,Y) N SoLip,s(X,Y) = SoLip,q(X,Y) es un
subespacio cerrado en SLip, (X,Y) N SLip,;(X,Y) = SLip, . (X,Y).

|- ],4+ €s una norma asimétrica. Mas atin, tenemos el

Teorema 4.4. Sean (X, p) es un espacio cuasi-métrico, y; € X y A un
subconjunto de X mo vacio.

1. s: X >R yr: X — R dadas por s(x) = p(x,y1) y r(z) = d(z,A) =
inf {p(x,a): a € A} para cada x € X, son funciones semi-Lipschitz con
HS ’pu = 1 Y HT ‘pu = 1
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2. Para cada a € X, f(zx) = pla,z0) — pla,x) y g(x) = p(z,a) = p(xo,a),
cumplen que

f € SLip,-(X,R) y g € SLip, (X, R)

con||f|,a<lylgl,,<1l

Demostracion. 1. Sea ¢ € X, por la desigualdad triangular, para cada
' € X pla,y) < pla, @) + p(a’, 1), de donde

w ol ) — oz ) = 30 st p(x,y1) < p(a', y),
(p(z,y1) — p(z’,41)) {p(x,yl)—p(x’,yl), si p(z,y1) > pla',y1),

Note que u (p(z,y1) — p(2’,y1)) < 1p(z, 2'), esto es, para cada x, 2’ € X,
u(s(x) — s(z’)) < p(x,2’), obteniendo asi que s es una funcion semi-
Lipschitz y [|s |, = 1. Por otro lado, dado que la desigualdad p(z, a) <
p(x,z") + p(2’,a) se cumple para cada a € Ay z,2’ € X, al tomar el
infimo respecto a a € A se obtiene que d(x,A) < p(z,2') + d(2/, A).
Luego

u(d(z, A) — d(z', A)) = { i st d(x, A) <d(a’, A),

d(x, A) —d(2', A), si d(x,A) >d(2, A),
< 1p(x,a’).
Probando asi que r es una funcién semi-Lipschitz y |[r |, = 1.

2. De la desigualdad p(a,zo) < p(a,z) + p(x, x0) se sigue que

f(x) = pla, o) = pla, x) < p(x,xo),

y por tanto
f@) = fly) = pla,xo) = pla,x) — p(a, x0) + pla, y)
= pla,y) — pla, )
< ply, ) = plz,y)

asi que f € SLip;,(X,R) = SLip,z(X,R).

Anélogamente se prueba para g.
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Se acostumbra denotar por SLip,(X) al espacio SLip,,(X) y a la norma
asimétrica |||, por |||,

Teorema 4.5. Sea (X,p) es un espacio cuasi-métrico. Si SoLip,(X) =
SoLips(X), entonces 7, es Ty y existen constantes positivas o, 5 tales que

pla, o) < ap(zo,a) y p(zo,a) < Bpla, zo).
Con algunas modificaciones, tenemos el reciproco del teorema anterior.

Teorema 4.6. Sea (X, p) es un espacio cuasi-metrico, tal que 7, es Ty y
existen constantes positivas o, tales que p(z,y) < ap(y,x) y ply,x) <
Bp(z,y). para todas las z,y € X, entonces SyLip,(X) = SoLips(X).

5 Sobre la extensién de una funcién Lipschitz
entre espacios métricos

Existen teoremas de extension sobresalientes en distintas areas de la matema-
tica, por ejemplo el teorema de Hahn-Banach, el cual ya tiene una version en
espacios asimétricos [2]. En este documento estamos interesados en teoremas
de extension para funciones semi-Lipschitz, pero primero podemos observar
algunos resultados para funciones Lipschitz.

Teorema 5.1 (Extension de una funcion Lipschitz real.). Dado un espa-
cio métrico (X,d) y A C X no vacio. Si f: A — R es una funcion Lips-
chitz, entonces existe una funcion Lipschitz F: X — R que extiende a f y

||FH(d,H.||) = ||f”(d,||.H)‘

En la misma direcciéon, el siguiente resultado fue dado por Kirsbraun,
vease [9].

Teorema 5.2 (De Kirszbraun). Sean n,m € N | E un espacio euclideo,
ACE"y f: A— E™ una funcion Lipschitz. Fxiste una funcion Lipschitz
F: E" — E™ que extiende a f y tiene la misma constante Lipschitz que f.

Los teoremas de extension son un tipo de teoremas de lo mas conveniente
tener, sin embargo, no siempre es posible obtenerlos. Sobre el que un dia fue
un problema abierto: determinar si existe un teorema de extension de fun-
ciones Lipschitz cuyo codominio es un espacio normado arbitrario, en 1966,

Matemadticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 2, 43-74



Luz del Carmen Alvarez Marin, Héctor Noé Flores Meza, José Margarito
60 Hernandez Morales

Schénbeck en [8], di6 un contraejemplo sobre ello, éste se presenta a conti-
nuacion:

En R?, sea H el hexdgono regular tal que la circunferencia unitaria S!
estd inscrita en él, ademés H tiene un lado paralelo a el eje x. Sean F y
F igual a R?, como espacios vectoriales con las operaciones usuales, dotados
respectivamente con las normas |||, v ||| » tales que {z € R? : ||z||, = 1} =
Hy{z e R?: ||z]|, = 1} = S', notese que ||-|| - coincide con la norma usual de
R% Después de algunos célculos véase que para cada (z,y) € E, ||(z,y)|, =

max {\y[, \/7§|:z:| + %|y|} Sean z1 = (0,1) y g = (‘/73, %) Se tiene que x; y
2 son dos puntos contiguos de tangencia entre H y S'. Notar que ||z1]|, =

1
y9 ).

|H

lo1llx = w2l g = vzl = 1. Pomgase = = 2522 = (5

S

También se cumple que, ||z — 22|, = H(—\/Tg, 3) ‘F =1y |lxr—zofp =

méx{%,l} = 1. Ademas,
11 11] 1
s = (553 | = mex (53} - 5
23 2/ |, 2'2) 2
11 11 1
e = | (2] w32} =1
203 2/, 2’2 2

1 ) 1 1
|2 — 22l g = ﬁ’o = max 0,5 =5
E

Figura 1: Representacion grafica de algunos elementos significativos.

T

X1 — T2 - X2
zZ — I
\S zZ — X2

Ahora, pongase D = {(0,0), 21,25} C E. Defina la funcion, T: D — F

Matematicas y sus aplicaciones 18, Capitulo 2, 43-74



Funciones semi-Lipschitz 61

tal que 7(0,0) = (0,0), T(x1) = 1 y T'(z2) = z2. Luego,
I7(0,0) = T(xi)llp = 11(0,0) = will p = [lill p  parai=1,2;
1T (1) = T(22)llp = 21 — 22l p = [l21 — 22| -
Dado que para cada =,y € D, ||T(z) — T(y)||p < ||l — y||5, se tiene que T es

una funcion Lipschitz, con constante Lipschitz igual a 1.

Afirmamos que T no tiene una extension Lipschitz sobre E. En efecto, por
contradiccion. Supongase que T” es una extension de T, luego se satisface lo
siguiente:

/ ! /! 1

1T e = I1T"(2) = T°(0,0)ll < ll=ll5 = 5, (5)
/ ! / 1 .

IT"(2) = illp = |T°(2) = T (@)l p < 2 — il p =5, i=1,2(6)

Como la norma ||-||» es la norma euclidiana, se tiene que para i = 1, 2:

1 . i 1 1
1Tl = zillpl < 55 sty solosi — o+ [lzill g < IT'(2)lp < llzillp + -
Puesto que [|z;|| = 1 para i = 1,2; y por (5), se sigue que || T"(z)||z = 1. De
donde, T"(z) se encuentra en la circunferencia C' de radio 3.
Por otro lado,

L=lo1—aollp = llor =T"(2) + T'(2) — 2allp
< o =T+ 1T'(2) = zallp
- Ll
= S45=

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz cumple lo siguiente
lor =T +T(z) —aslly = o —T'(=)e + IT'(2) = all. Pero
oy = T(2) + T'(2) = wallp = lles = T ()l + [ T(2) = 2all s y s6lo st as,
x9 y T'(2) son colineales. Lo que claramente resulta imposible. Por lo tanto,
T no tiene una funcion extension.

Mas atin, nétese que dicho ejemplo ilustra el hecho de que existen funciones
semi-Lipschitz que no pueden ser extendidas.
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6 Extensiones de funciones semi-Lipschitz

Sea (X, p) un espacio cuasi-métrico y A C X, la dupla (A, p) es un espacio
cuasi-métrico con la cuasi-métrica inducida por p y denotada también por p.
Denote por SLip,(A) = SLip, (A, R) al conjunto de funciones semi-Lipschitz
definidas sobre A; ademas |- |, denota la restriccion de |[|- |, sobre A, es decir
la funcion |- |, |4. Note que |[f |, es la menor constante semi-Lipschitz para

f € SLip,(A).

Para una funcion f € SLip,(A), una extension de f es una funcion F' €
SLip,(X) si y solo si F'|4 = f. El siguiente resultado fue dado por Mustéata
en [5].

Teorema 6.1. Sea (X, p) un espacio cuasi-métrico y A C X no vacio. Si
[ € SLip,(A), entonces existe F' € SLip,(X) tal que F' es una extension de
[y conserva la menor constante semi-Lipschitz de f, es decir ||F|, = || f|,.

Demostracion. Sea f € SLip,(A), considere la funcion
F(z) = inf {f(a) + [|f|, p(z,0): a € A} 2 €X. (7)

1. La funcién F' esta bien definida. Sean z € Ay x € X. Para cada a € A,
se tiene que

)+ 1, p(x,0) = f(z) +[f],p(z,a) = (f(2) = f(a))
= f) + ], plz,a) —u(f(2) — f(a))
> f) + I, plx,a) = 1f], (2, 0)
= f(2) = Il (p(z,0) — p(z,a))
> f(z) =], p(z )

Lo anterior prueba que para cada =z € X el conjunto
{ fla@) + | fl,p(z,a): a € A} esta acotado inferiormente, asi el infimo
n (7) es ﬁmto

2. La funcién F es una extension de f. Sean y € A, se sigue que
F(y) < fly) + Ifl, p(y,9) = f(y).
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Para cada a € A, se tiene que u(f(y) — f(a)) < ||f], p(y,a) de donde
fly) = f(a) < [If],p(y, a), de esta manera, f(y) <111, p(y,a) + f(a).
Por lo tanto, f(y) < inf {f + /], p(y,a A} F(y). En conse-
cuencia, F(y) = f(y) para cada y € A

3. Se cumple que ||F'|, = || f] . En efecto, dado que F'|4 = f, por definicion,

I1F], > |If],
Por otro lado, dados z,y € X y € > 0, existe a € A tal que

Fly) < fla) + ], p(y,a) < F(y) +¢,

de donde, —F(y) < —(f(a) +|If], p(y, ) — ¢). Ademss, F(z) < f(a) +
|f], p(x,a), de ambas desigualdades previas, se obtiene que
F(x)=F(y) < fla)+ £l plz,a) = (f(a) +1If],p(y,a) —¢)
= |Ifl, (o(z,a) = p(y,a)) +¢
< fl,p(z,y) +¢

Por la arbitrariedad de € > 0 se concluye que F'(z)—F(y) < || f], p(x,y).

Por lo tanto u(F(z) — F(y)) < | f], p(x,y), para cualesquiera z,y € X,
luego || F], < ||f|p De modo que ||F|p = ||f|p < 00.

4. La funcion F' es (p,u) — creciente. Dado que para cada z,y € X tales
que x <, y, se tiene que p(z,y) = 0. Por la desigualdad del triangulo,
p(z,a) < p(z,y) + p(y,a) para cualquier a € A. Con esto, p(x,a) <

p(y, a)
En consecuencia,

fla) +11fl, p(z,a) < fla) +[If], p(y, ).

De la desigualdad previa, se sigue que F(z) < F(y). Asi, u(F(x) —
F(y)) =0, por definicion F(x) <, F(y).

De los puntos, 3 y 4 se obtiene que F' € SLip,(X). ]

Similarmente, la funcion
G(x) = sup {f(0) = ], p(x,b) - b€ A}
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es una extension semi-Lipschitz de f. De hecho para cualquier a,b € Ay
x € X, como f es semi-Lipschitz se tiene

11, p(z,a) + |1 f1,p(b,2) > u(f(z) = fla)) +u(f(b) — f(2));
> u(f(b) — f(a));
> f(b) = f(a),

Por lo tanto, al tomar el infimo respecto a a y el supremo respecto a b se
sigue que

G(x) = sup {f(0) = Ifl,p(x.b) : b€ A}

< inf {f(a)+ 11, p(z,a) :a € A}
F(X).

Teorema 6.2. Dado un espacio cuasi-métrico (X, p) , A C X novacioy f €
SLip,(A). Si H es una extension semi-Lipschitz de la funcion f, entonces

G(zr) < H(x) < F(x), z e X.

Demostracion. Sea H € SLip,(X) una extensiéon de f. Seaz € X yy € A se
tiene

u(H(z) — H(y)) < ||f], p(z,y), ast H(z) — H(y) < || f], p(,y)

lo que implica

H(z) < H(y) + |Ifl, p(z,y) = f(y) + | f], p(, ).

Tomando el infimo respecto a y € A da como resultado

H(z) <sup {f(y) +|Ifl,pz.y) :y € A} = F(x), z€X.

De manera analoga se prueba que G(z) < H(z), para todo = € X. ]
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Corolario 6.3. Una funcion f € SLip,(A) tiene una unica extension en
SLip,(X) sty sdlo si

sup {f(b) —|[f1, oz, 0) : bGA} = inf {f(a)—l— 1£1, p(z,a): aGA},
para cada x € X.

Sea p,, con @ > 1, A =Ny f: N — R dada por f(n) = —%, como
en el Ejemplo 3.3. Se tiene que f es semi-Lipschitz y [|f|, = 1. Sean X =
(0,+00) C R. Para la funcién F' definida por (7) se tiene que

F(x) = inf{f(a)+|f],p(z,a): a€ A},

= inf{—l—i-p(x,a): aEA:N}.
a

Si0<a <1 Fl@) =f{-2: aecA=N} = —-1.Siz € A =N,
Flz) =if{-1: ac A=N} = —1.Sin <2 < n+1, entonces F(z) =
mf{-L+a,-L:acA=N}=-L =L As
-1, si0<ax <1,
F(zx) = -1 sizeA=N;
—[316—1, six ¢ N.

Y de manera similar la funciéon G definida por (6) es

—a, si)<ax <1,
G(z) = —i, size A=N;
_Lﬂlc_J’ si x¢N.

Claramente, G(z) < F(z) para todo x € R.

7 Funciones semi-Lipschitz y complejidad de al-
goritmos

En 2004 Schellekens introdujo el espacio (cuasi-métrico) de funciones de com-
plejidad para obtener un fundamento topolégico para el analisis de compleji-
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dad de programas y algoritmos. Este espacio consiste del par (C,d¢), donde

y d¢ es la cuasi-métrica sobre C dada por

o0

de(f.g) =) 27" KL — ﬁ) vo] ,

g(n)

para cada f,g € C y se toma la convencion que é = 0. Los elementos de C
se llaman funciones de complejidad.

En [7] Sanchez Alvarez muestra que las funciones semi-Lipschitz proveen
una herramienta eficiente para computar la complejidad de cierto tipo de
algoritmos en el siguiente sentido: Si T es la ecuacién de recurrencia sobre N
asociada a un algoritmo dado (con T'(n) > 0 para todo n € N) y f denota
la funcién de complejidad que es solucion de dicha ecuaciéon de recurrencia,
entonces la complejidad de este algoritmo se representa via f. Més atn, f
constituye una funcién total definida recursivamente, esto es, es el limite de
la sucesion {f,}, oy de funciones parciales también definidas recursivamente.

El espacio de funciones semi-Lipschitz que resulta ttil para los fines men-
cionados es SLip,,, 4. (w,C) donde w es igual al conjunto de los nimeros enteros
no negativos, p, es la cuasi-métrica definida en el Ejemplo 2.2 sobre w y C es
el espacio cuasi-métrico de funciones de complejidad, el cual también puede
ser descrito de la siguiente forma

: de(F'(n), F(m))
SLip w,C) = (F el © o sup — < 00
(pade) ( ) { (poudC) B (n7m)¢0 1004 (n’ m)

1
= {F €CG. a0 ESEEdC(F(n),F(m)) < oo} )
donde C¢ . ={F":(w,p,) = (C.dc) | F es funcién }.

poudc

El espacio SLip(;_4.) (w,C) con las operaciones usuales de suma de funcio-
nes y multiplicacion por escalar, para escalares positivos, resulta ser un cono.
Mas atin, con la funcién |||, 4.y SLipg, 40) (W, C) = RT tal que

1
1Fll ) = 5 5UP de(F(n), F(m)),
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para todo elemento F' en SLip@_ 4.) (w,C), se tiene el siguiente resultado.

Teorema 7.1. El espacio <SL2’p(ﬁwdc) (w,C), ||'||(p ,dc)> es un cono normado
relativizadamente.

Como se vi6 en la Observacion 2.8, la cuasi-semimétrica inducida por
[l 5, .ac)» queda como:

D(F,G) = méx {0, |Gl o) = | Flls a0y} - (8)

Descripciéon del método de aproximacion

Sea T' una ecuacién de recurrencia sobre N asociada a un algoritmo dado y
denote por f a la funciéon de complejidad que es soluciéon de dicha ecuacion
de recurrencia (suponga que f(0) = 00).

La funcién f puede ser aproximada por una sucesion de funciones parciales
{Pn}nen, donde cada funcién p,: {0,1,...,n} — (0, 00] estad definida como
sigue:

0, st k=0;
Pu(k) = {

T(k), sik=1,2,...,n.

Cada una de las funciones p,, puede asociarse con una funciéon de complejidad
fn definida por

0, st k= 0;
fulk) =< T(k), sik=1,2,...,n; 9)
0, stk >n.

De tal manera que se cumple f < f, v far1 < fn. para cada n € N. A
continuacion se demuestra que la sucesion {f,}, .y converge a f respecto
las cuasi-métricas de y su conjugada, lo que concuerda con la interpretacion
computacional de las funciones parciales p,,. Dado que para cualquier n € N se
cumple que f < f,, es claro que de(f, fn) = 0, de tal manera que de(f,, f) =0
para cada n € N. Luego, si n — oo, entonces: f, —4. f. Por otro lado,
puesto que f,(k) = f(k) para k = 0,1,...,ny f.(k) = o0 si k > n, se
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obtiene que para n € w arbitrario,

i) = 7 (55 - 1h) V)

k=0
> 1
= o—k_—
2w
> 1
< —k_—__
< 2 2
k=n+1
1 = —k - -k
- 7 (B %)
k=0 k=0
1 < 1 1 2—n—1>
Ty \1—-2"1 1271
B 1 2*7171
- T(k) 271
— 27”
- T(1)

En consecuencia si n — oo, entonces de(f,, f) = 0, asi f,, — a4, f.

Como segundo paso, se demuestra que la complejidad representada por la
funcién f puede ser obtenida calculando la norma relativizada |-, 4., sobre
ciertas funciones semi-Lipschitz que toman valores en la sucesion {fy}, e
en sus segmentos iniciales; por lo que se tiene una ventaja de calcular sumas
finitas (que son correspondientes a los segmentos iniciales de elementos en
{fa}nen) en lugar de las series infinitas.

En efecto, sea F': w — C dada por

n» ) :]‘727"';
F(n):{f sin

foos stn=0.

Donde f(n) = oo para cualquier n € N. Note que en cierto sentido F' puede
identificarse con la sucesion {f,}, .y ¥ por lo tanto con f. Vease que F' €
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SLip, de)(w, C) dado que:

lsupdC(F(n),F(m)) = lSUl}DdC(fnafm)

A n<m O n<m
v 2 (5~ 1) VO
= —sup 2 — A
1 N |
= —sup 2
an<mk;rl fm(k)
1 - 1
= =1 27k
ogml—{noo; m(k’)
= 122”“ ! < 00
aim fk)

De donde se observa que
= 1

1
HFH(* de) = _22%—
ParaC o — f(k)

Construya la sucesion de funciones {F;}, . que van del espacio cuasi-métrico
w al espacio de complejidad C. Dado para cada i € N se define

Joos stn=0;
Fi(n) =X f,, si0<n<i (10)
fi st i< n.

Obsérvese que F' < F; yv F,;.1 < F; para cada ¢ € N. Mas aun,
F; eSLip, de)(w,C), dado que

Lsup de(fi f)  (sii<n);
1 i<n<m
_SUPdC(E(n)7FZ<m>) = é iuf dC(fn;fz) (SZ 7’L<Zylgm>7
A n<m n<i<m
Losup de(fuf)  (sim <),
n<m<zu

Para los tres casos anteriores observe que si ¢ < n se tiene que
1
— sup de(fi, fi) = 0;

i<n<m
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sin <1yt < m se tiene que

1 1 "o ! !
anililgde(fmfi) = anilzlfmkz:oz k[(ﬂ“ﬂ) _fn<k)>vo}
_ Ly oL
_ lypa b
N a;2 filk)

Y si m < 1, entonces

Lo delhg) = 5w 30 (- )

k=0
1 N |
= — sup 27—
Q n<m<i k;m fm(k)

N |
= X
S fie1(k)

Puesto que f; < f;_1 para todo i € N se obtiene que

1 1 1
Fll. ., = —supdc(Fy(n),F; =) 27k < 11
IF 0= g S0 de i, Bim) = 0 57274 s <0 (1)
Con base en el resultado anterior, se concluye que zliglo 1Fill 5,00 = 1 E Nl 5, a0 -
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Miés concretamente,

1 & 11 1
1Fl g aey = 1l oy = =D 2 e = =3 0h
R = S U =
= =) 27—+ 27" <—_ )
o fR) e M) k)

IA
|

Finalmente, note que el uso de la cuasi-semimétrica inducida D dada en
(8), también resulta en una interpretacion satisfactoria puesto que la relacion

D(F,F,) =0y D(F1,F;) =0

concuerda con el hecho de que F' es mas eficiente que F; y el hecho de que
F;.1 es més eficiente que F;, dando asi una cuantificacién de la cercania a la
funcion solucion por cada nuevo valor de la sucesion (F;).

El siguiente ejemplo ilustra el método desarrollado anteriormente, ver [7].
Considere el algoritmo Quicksort para el caso promedio, donde se tiene la
siguiente ecuacion de recurrencia, T'(1) =1y

n+ 2 2n
T(n)= T(n—1 > 2
()= 2T 1)+ 2
Se considera hasta n = 3, primero note que 7'(2) = § y T(3) = 3. En

seguida defina la sucesion de funciones f,, como en (9) (he aqui la imagen de
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los primeros 3 elementos)

firw—=(0,00] | forw— (0,00 | f3:w — (0,00]
f1(0) = o0 f2(0) = o0 f3(0) = o0
A1) =1 (1) =1 fs(1) =1
filn) =ocon>1|f(2)=% f3(2) =%
fan) =ocon>2] f35(3) =2
fs(n) =00 mn >3

Nuevamente, defina la otra sucesion de funciones (F;), como en (10), para las
primeras tres funciones de acuerdo a la ecuacion (11) se tienen los siguientes
valores para las normas de dichos elementos:

Para n = 1:

I, . 1 11
1Fl i) = 5 2227 57 = a2

1
k=1

Para n = 2:

2
1 1 1/1 3 119
Il = — 2k :_(— _>:__
1E2 Ml 5. ac) a; folk) — a \2 + 32 a 32
Para n = 3:

1(1 3 12)_1575
2 ' 32 464

3
1 1
Bl ==Y 27F — = — -
15505, e a; f3(k) « a 928

Por lo que si se considera un error € = 0.003, se puede obtener el nimero
de pasos (i) resolviendo %l < 0.003 y para a = 1 se tiene que i > 9.
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Resumen

En este trabajo se propone la estrategia de cobertura de riesgo cono sobre
el BTCUSD. El cono se compone con una opcién de compra y otra de
venta, con precios de ejercicio y fecha de vencimiento iguales. Los precios
de las opciones se obtienen por simulacion Monte Carlo con el modelo
de difusién con saltos de Merton, con pardametros calibrados por méxima
verosimilitud de acuerdo con Rémillard (2013). La muestra para la esti-
macion de los parametros abarca el periodo 01/01/2020-01,/01,/2022 con
732 observaciones. Se obtienen los rendimientos logaritmicos y se realiza
la estadistica descriptiva a la muestra y prueba de normalidad de Jarque-
Bera; se rechaza la hipo6tesis nula de normalidad para los rendimientos.
Con los precios obtenidos se genera la estrategia cono a tres vencimien-
tos: 30, 60 y 90 dias. El anélisis de los resultados de la estrategia indica
que se obtienen ganancias para inversiones a 30 dias para un precio de
ejercicio de 46000USD, debido a que en ese plazo el BTCUSD tiene un
retroceso notable de 47686.8125 USD el 01/01/2022 a 38483.125 USD
el 31/01/2022 generando una ganancia de 867.51USD. No obstante, esta
estrategia no es adecuada para inversiones a 60 y 90 dias, puesto que en
ambos plazos se obtuvieron pérdidas, por ejemplo, con un precio de ejer-
cicio K = 48000 para un plazo de 60 dias la pérdida fue de -5162USD,
mientras que para un plazo de 90 dias con K = 48000 la pérdida fue
de -9775.25USD. La fuente de estas pérdidas es debido a que el precio
del BTCUSD no tuvo fluctuaciones suficientemente grandes para que la

estrategia cono fuera exitosa.
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1 Introduccion

Las criptomonedas se han vuelto un tema muy popular entre los inversio-
nistas, no solo son un tema relevante en la diversificaciéon de los portafolios,
puesto que en los dltimos meses ha presentado cambios notables en su co-
tizacion. Mucha atencion se centré en el Bitcoin al pasar de una cotizaciéon
de 10,600 dolares en octubre de 2020 a 40,700 doélares para enero del 2021,
a 61,000 dolares a finales de octubre y pasando a alrededor de 50,000 pa-
ra diciembre del mismo ano, lo cual implica e incremento en cinco veces su
precio. Empresas como Tesla, MicroStrategy Incorporated, y Galaxy Digital
Holdings depositaron su confianza en este activo al invertir grandes cantida-
des. El Bitcoin se ha convertido en un activo muy volatil, teniendo grandes
rendimientos, pero también presentando caidas abruptas, por lo cual nace la
necesidad de disenar e implementar estrategias que cubran la posicion de este
activo dentro de un portafolio de inversion limitando las posibles pérdidas o
administrar el riesgo mercado con un derivado, por ejemplo, con opciones.

El bitcoin es la primera y mas representativa criptomoneda del mercado,
en 2008 se publica un documento llamado peer-to-peer electronic cash system
firmada con el seudénimo de Satoshi Nakamoto. El autor plantea que es
posible crear dinero electrénico que permita hacer transacciones directamente
entre las partes sin necesidad de contar con un intermediario financiero o
alguna institucion, evitando cargos por comisiones y teniendo la privacidad
de nuestros pagos [15].

Posterior al surgimiento del bitcoin se abri6 la puerta para crear diferentes
tipos de criptomonedas, como el Ethereum que es parecido al Bitcon, pero
ademas de hacer trasferencias de dinero también se negocian contratos con
acuerdos especificos, o el Tether el cual tiene un valor ligado a dinero fiat como
el dolar o el euro y por tal motivo se le considera una moneda electrénica
estable. Para inicios del 2021 existian més de 4 mil criptomonedas y cada vez
se crean més, con caracteristicas especificas basadas en algin proyecto, sin
embargo, solo hay 20 monedas que representan el 90 % del mercado total y la
mayoria concentran su popularidad en regiones como China, Estados Unidos
y Europa [18|.

A continuacion, se presentan las principales caracteristicas del bitcoin des-
critas en [1]:

(a) Descentralizadas. No hay una autoridad que regule o sea gestora de
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las criptomonedas, no tienen algiin respaldo de gobiernos, bancos o cual-
quier tipo de institucién, y por lo cual no presenta cambios directos ante
politicas de bancos centrales o la situacion econémica de un determina-
do pais. De esta manera su valor se movera de acuerdo a la perspectiva
que se tenga en el conjunto de los mercados para cada momento deter-
minado.

Blockchain. Es la tecnologia a través de la cual funciona el Bitcoin, con
ella se pueden generar las transferencias de valor electronicas de forma
inmediata, segura y permanente sin que sea necesario la vigilancia o
atencion de un tercero llamado banco o institucion financiera. En esta
aplicacion tecnoldgica se conserva el registro con una sola copia por
medio de criptografia para verificar transacciones. En este Blockchain
que también se denomina libro mayor existe una red en la que todos
tienen acceso al registro de todas las transacciones generadas, en el
momento que se crea una nueva transaccion, autométicamente se recibe
la actualizacion para todos los usuarios dentro de la red. De esta manera
es imposible gastar el mismo valor dos veces o hacer una transaccion
duplicada sin que toda la red pueda visualizarlo.

No se puede falsificar. Las unidades de Bitcoin se crean e impri-
men a través de complejos problemas matematicos. Cada cierto tiempo
las diferentes partes de la red tratan de solucionar un nuevo problema
que se ha creado, ya que la recompensa por resolver estos problemas
de manera mas rapida son Bitcoins. A este mecanismo de compilacién
y creaciéon de Bitcoins se le llama mineria. Los usuarios de la red que
realizan esta actividad son llamados mineros, estos mineros certifican
todas las transacciones ocupando su propia infraestructura computacio-
nal resolviendo problemas matematicos y obteniendo criptomonedas.

Certificaciéon de propiedad. Después de ganar la recompensa, el Bit-
coin obtenido presenta una certificacién de posesion que no puede cam-
biar, a menos que sea por una transaccién de venta. Esta certificacion
puede ser depositada en una cartera digital la cual puede ser guardada
en cualquier computadora, celular o en servidores en linea.

Incremento de unidades y poder computacional. Cada cierto
tiempo se crearan mas unidades digitales en el mercado y la compleji-
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dad de los problemas mateméticos sera cada vez mas compleja. Dado
se han incrementado los participantes de la red, la verificacion y segui-
miento de las transacciones es mucho mayor. Actualmente esta moneda
digital tiene un poder computacional mayor las 500 supercomputadoras
combinadas en el mundo y para poder quebrantar la seguridad de su
tecnologia, he introducir una operacion falsa se necesitaria un poder
computacional mas potente que esté, funcionando al mismo tiempo y
lo se podria considerar imposible.

La regulacion también se inserta en este tipo de activos, de acuerdo con
[6] en 2019 treinta y dos estados de Estados Unidos ya habian promovido
una legislacion que permite el uso del Bitcoin y su tecnologia blockchain, y
mas actualmente a inicios del 2021 cuarenta y dos de los cincuenta estados ya
tenfan regulaciones, en Europa también ha promovido la generacion de estos
marcos regulatorios en los tltimos anos, desde el ano 2020 plantea una estra-
tegia de finanzas digitales que contempla un marco legal sobre criptoactivos.
En Asia se busca intensificar las regulaciones, principalmente en Singapur y
Hong Kong se han creado nuevas leyes de licencia para la aprobacion regu-
latoria, pero con algunos requisitos, tales como el evaluar las tecnologias de
monitoreo de intercambio para evitar el abuso de mercado que puede llevar
al lavado de dinero o financiamientos terroristas.

Ameérica Latina es una de las regiones que presenta un retraso en ma-
teria de esta regulacion, solo Colombia y México tienen avances. Colombia
ha creado el Registro Unico de Plataformas de Intercambio de Criptoactivos
(RUPIC) que es un marco regulatorio para intermediarios financieros. México
por su parte generd un sistema de regulacion a través de la Ley Fintech [6],
asimismo las transacciones comerciales con criptomonedas deben pagar los
correspondientes impuestos como se plantea en [16].

En los que sigue se presenta una breve revision respecto a investigacio-
nes relacionadas con criptomonedas. En [21] se revisan las propiedades de las
colas anchas y la valoracién de opciones europeas sobre la accion GCARSO
y estrategias de varianza minima. En [14] se utiliza la distribucion varianza
gamma y analizan la dependencia entre Bitcoin, Ripple y Ether, el método
de estimacion de parametros es por medio del algoritmo EM (Expectation-
Maximization). Un resultado importante es que hallan que existe una depen-
dencia positiva entre los tres tipos de cambio respecto del délar americano
y se estima una distribuciéon Varianza-Gamma de dimension tres, cuya lep-
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tocurtosis y sesgo se adapta eficientemente a esta distribuciéon, porque tiene
influencia en cuanto a la diversificaciéon de portafolios.

En [5] se hace una revision exhaustiva de las aplicaciones financieras de
Bitcoin. La atencion se centra en tres lineas de investigacion: formacion de
precios, deteccion de ineficiencia del mercado y construccién de portafolios
diversificados. Refieren que estudios empiricos encuentran que los mercados
de Bitcoin son ineficientes, con enormes fluctuaciones de precios y memoria
de largo plazo, y que estos mercados estan fuertemente influenciados por no-
ticias y eventos especificos del sector, o por condiciones de infraestructura
como el volumen de negociacion y la liquidez del mercado. En [10] se anali-
za el desempenio de ocho de las principales criptomonedas (Bitcoin, Litecoin,
Ethereum, Ripple, Tether, BitcoinCash, EOS y Tron) en términos de capita-
lizacién del mercado. Calculan diferentes métricas de desempeno y de riesgo
como: Valor en Riesgo (VaR) y Valor en Riesgo Condicional (CVaR). Entre
sus resultados resalta que el Ethereum es la criptomoneda que proporciona
mayor porcentaje de rendimientos positivos diarios y que existe un alto grado
de heterogeneidad en el desempeno de los activos no obstante que pertenecen
a una misma clase de activo, por lo que concluyen que su inclusiéon en porta-
folios de inversion aportaria poca diversificacion por lo que se requiere mayor
analisis en cuanto a su dinamica y participaciéon del mercado.

En [9] se presenta evidencia que apoya los beneficios de diversificacion de
criptomonedas mediante la utilizacion de portafolios media varianza, mejoran-
do la frontera eficiente y los rendimientos ajustados al riesgo de un portafolio
de economia un mercado emergente compuesto por activos tradicionales (ac-
ciones, bonos, divisas), activos alternativos (materias primas, bienes raices)
y criptomonedas.

Este capitulo esté organizado como sigue, en la seccion siguiente se descri-
ben: el modelo de difusion con saltos de Merton y el desarrollo de las formulas
semi-analiticas para obtener precios de opciones de compra y de venta. Asi-
mismo, se presenta el método para la estimacion de parametros por maxima
verosimilitud segin [17] y el procedimiento para obtener precios de opciones
de compra y de venta con el modelo de Merton por simulacion Monte Carlo.
En la seccién 3 se presenta un anélisis de resultados de la aplicacion de la
metodologia propuesta, comenzando con un anélisis de estadistica descriptiva
y prueba de normalidad sobre la serie de rendimientos del BTCUSD, asimis-
mo se ejecuta el analisis de los resultados de las estrategia de cobertura cono.
Por 1ltimo, en la seccién 4 se presentan las conclusiones del presente trabajo
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resumiendo los principales hallazgos.

2 Modelo de difusiéon con saltos de Merton

En la descripcion de los modelos tedricos que se usan en finanzas matemaéticas,
el proceso estocastico més importante es el proceso de Wiener, que se utiliza
para modelar las trayectorias de precios de los activos en tiempo continuo.
El siguiente proceso estocéastico importante es el proceso de Poisson, que se
utiliza para modelar variables aleatorias discontinuas [8]. Aunque el tiempo
se supone en tiempo continuo, la variable es discontinua porque puede repre-
sentar un “salto” en el precio de un activo, por ejemplo, precios de materias
primas, precios de criptodivisas, precios de la electricidad, o un evento de ries-
go crediticio, como la descripcion de escenarios de incumplimiento, migraciéon
de calificacion crediticia, entre otros fenémenos.

Definicién 2.1. La variable aleatoria Poisson X con parametro de intensidad
¢ > 0 modela el nimero de veces que ocurre un evento durante un periodo
de tiempo dado. La probabilidad de que sucedan k£ > 0 ocurrencias en un
periodo de tiempo estéd dado por la siguiente funcion de densidad:

ghe—e
k!

con E(X) = ¢ y Var(X) = e. El pardmetro ¢ > 0 representa el nimero de
veces que se espera que ocurra el fenémeno o evento durante un intervalo

dado.
Definiciéon 2.2. Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad. Un proceso de

Poisson (o proceso de Poisson homogéneo) {N; : t > 0} con intensidad € > 0
es un proceso de conteo con las siguientes propiedades:

(Z) NO = O;
b) N, tiene incrementos estacionarios e independientes; es decir, V ¢, =

O0<t; <ty --- < tn,N(tl) —N(to),N(tQ) —N(tl),...,N(tn) —N(tn_l)
son variables aleatorias independientes,
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¢) Para h > 0,t > 0, y valores enteros k > 0 los incrementos son conduci-
dos por una Poisson:

(&?t)ke_ft
P[N(t—l—h)—N(t):k;]:T (1)
d)
1—¢ch+o(h) sij=0.
P[Niyp, =1+ jINe =i] = < eh + o(h) sij=1.
o(h) sij>0.

El proceso de Poisson N(t) es un proceso de conteo al definir el nimero
de saltos en un periodo de tiempo ¢ con (4.2), asimismo, los incrementos son
estacionarios puesto que solo dependen de la longitud del intervalo y no del
tiempo inicial ¢. El pardmetro € es la “tasa” o intensidad del proceso N(t) e
indica el niimero de saltos en un periodo de tiempo.

Dado que el proceso V; con intensidad € es un proceso de conteo creciente,
por ello no es una martingala. Sin embargo, en su forma compensada, N; — ¢t
es una martingala.

Definicion 2.3. Sea {N; : t > 0} un proceso de Poisson con intensidad € > 0
definido en un espacio de probabilidad (€2, F,P) con respecto a la filtra-
cion F;, sean X1, X5,... una sucesion de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas con media E(X;) = (X) = u y varianza
Var(X;) = Var(X) = o2 Suponga ademés que X;, Xo, ... son independientes
de N;. El proceso de Poisson compuesto M; se define como:

Ny
My=> Xt >0.
=1

De la definicién se deduce que aunque los saltos en N; son siempre de
tamano 1, los saltos en M, son aleatorios ya que X; es una variable aleatoria.
La tnica similitud entre los dos procesos es que los saltos de N; y M; suceden
simultdneamente. Ademés, al igual que el proceso IV;, el proceso M; tam-
bién tiene la propiedad de incrementos independientes y estacionarios. Otra
generalizacion importante del proceso de Poisson es agregar un parametro
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de tendencia y un proceso de Wiener estandar para generar un proceso de
difusion con salto como:

dXt = /,L(Xt— s t)dt + U(Xt— 5 t)th + J(Xt— s t)dNt

donde J(X;-,t) es una variable aleatoria que modela el tamafio del salto y
ademaés:

IN, — 1 con probabilidad ¢ dt.
"7 10 con probabilidad 1 — ¢ dt.

Figura 1: Generaciéon de trayectorias por Monte Carlo con ¢ = 1. Lado iz-
quierdo: proceso de Poisson. Lado derecho: proceso de Poisson compuesto.
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Fuente: elaboracién propia.
La figura (1) muestra 1000 trayectorias discretas de un proceso de Poisson
con € = 1, en este caso se hace T' = 50, dt = T/250 [19]. En el caso del proceso

de Poisson (a) las trayectorias son siempre positivas y su correspondiente

Matemédticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 3, 77-105



Opciones europeas sobre el bitcoin: valuacién y cobertura por expectativa
de volatilidad 85

histograma (c) de los valores finales muestra una distribucion multimodal
debido a los saltos. En cambio, en la gréafica del proceso de Poisson compuesto
(b) las trayectorias en algin momento toma valores negativos y el histograma
de sus valores finales (d) hereda la propiedad de ser multimodal.

En lo que sigue se describe el modelo de difusién con saltos de Merton
1976 de acuerdo con [3].

Definicion 2.4. Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad, {N; : ¢ > 0} un
proceso de Poisson con intensidad € > 0y {B; : t > 0} un movimiento brow-
niano relacionado con la misma filtracion (F);>. Suponga que X; sigue un
proceso de difusion con saltos conducido por la siguiente ecuacion diferencial
estocastica:

dX.
X—t = (i — q)dt + odB, + (J, — 1)dN, (2)
-
donde:
IN, — 1 con probabilidad ¢ dt.
"7 10 con probabilidad 1 — ¢ dt.

con constantes j, q y o la tendencia, tasa continua de dividendos y la volati-
lidad, respectivamente, y J; la variable de salto tal que In J; ~ N (p17,0%).

Suponga que J;, B; y N; son mutuamente independientes. Asimismo, sea
Ji,1=1,2,... una sucesion de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas que también son independientes de N; y B;. Si X;- denota
el valor de X; antes de un evento de salto; al expandir d(In X;) en serie de
Taylor y aplicando el lema de It6 [20]:

e 1<dXt>2 1(dXt>3 1<dXt>4
dn x,) = e L Loy Liak
mmx)=+—-35\x%") *3\x°) "1\x-) *

1
= (4 — )t +0dB, + (J; = )N, — 5 (o%dt + (1 — 1)*dN,)

1 1
+ g(Jt —1)%dN, — Z(Jt — D*N, + ...
1
= (u—q— 502> dt + odB,
1 g 1 3 1 4
+ (=) = S(h =1+ 5= 1) = (= DT+ AN

1
— </~L —q— 502) dt + odB; + In J;dN,
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siempre que —1 < J; —1 <160 < J; < 2. Al integrar se tiene que:

T T 1 T T
/ d(In X,,) :/ (,u—q—502> du+/ adBu+/ InJ,dN,
t t t t

Np_y

X 1

i=1
aplicando la exponencial se obtiene:

Nr_y

Xr = Xte(ﬂ—q—%fﬂ)(T—t)'HfBTft H Ji (3)

donde J; € (0,2] es el tamano de salto aleatorio que ocurre al tiempo t; y
Np_y = Ny — N, es el namero total de saltos en el intervalo de tiempo (¢, 7.

Puesto que Br_; ~ N (0,T —t), InJ; ~ N (us,0%),i = 1,2,... y por
independencia entre los procesos:

1
IIIXT| {XtaNT—t = n} NN[IIIXt—F (u—q— §U2> (T—t)

—|—nuJ,a2(T—t)+n03-] (4)

Ademaés, a partir de X; y del supuesto de la mutua independencia del
browniano y del proceso de Poisson compuesto:

Nr_y
E(X7|X;) =E [Xte(“_q_;UZ)(T_tHUBTt H Ji’Xt]

=1

Nr_y

_ Xte(u*tI*%UQ)(T OR UBT t (H J)
Nr_y

_ X elnma- 3?00 o)) (H J>

Np_y
= X, 0T-Df (H J)
por lo tanto:

E(X7|X,) = X;e 9T exp {5 <e‘“+%”3 - 1) (T — t)} : (5)
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En cuanto a la varianza de X1 condicional a X;, se tiene que:
) Np_y
2
Var(X7|X,) = Var | X,el#=1727%)T-toBr 11 Ji|Xt]
i=1

Nr_y
= Xer(“_q_%"2)(T_t)Var(e"BT—t)Var <H Ji> .

i=1

Dado que Var(e?Br-t) = (e”Q(T_t) - 1) " (=1 entonces:

Var(X | X;) = X222 (e“Q(T_t) B 1)

(6)

X [exp {E(T —t) (62(’”_“3) - 1)} — exp {QE(T — 1) (e“”%"?f - 1)}] .
Bajo este mismo marco, bajo una medida martingala equivalente Q [7] el
proceso en (2) se puede escribir como:

dX 7 :
v = (r—d—e(J = 1)dt +0dB, + (J; — 1N,
-

donde J = EP(J,) = em+37 B = B, — (%)t es un movimien-
to browniano bajo la medida @ y N; ~ Poisson(et). Q es la medida de la
martingala equivalente obtenida al cambiar la tendencia del browniano, pero
dejando la parte de saltos sin cambios!, esto significa, que las propiedades
de riesgo neutral del componente de saltos de X; son las mismas que las de
sus propiedades estadisticas. En particular, la distribucion de los tiempos de
saltos y los tamanos de los saltos no cambian. De esta manera se reescribe

(3) como sigue:

Nr_y
_ . N
Xp = Xte(r*qfs(Jfl)fio' )(Tft)+oBT_t H J,
i=1

donde J; ~ LN (py,0%),i = 1,2..., Nr_; es una sucesion de variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas 'y Br_; ~ N(0,T —t). Por

IMerton justificé esto bajo el supuesto de que el riesgo de un salto es diversificable, por
lo que no hay prima de riesgo relacionada.
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independencia de J; = 1,2,..., Ny, Br_y vy Np_y:
1
In X7| {X;, Nr_y =n} ~ N[lnXt + <7" —q—c (e“”%"?f — 1) — 502> (T —t)

+npy, o> (T —t) + no?

Al hacer:
1
In X[ {X;,, Np_, =n} ~N [th + (u —§— 552) (T —t),6%(T — t)}
donde ¢ es la tasa con composicién continua de los dividendos y o la vo-

latilidad del precio del activo X; conducido por un movimiento geométrico
browniano. Asi se genera un sistema de ecuaciones a resolver:

1 1
(M—§—§52> (T —1t) = <r—q—5(e’”+5"3—1)—502) (T —t) 4+ npuy
72(T —t) = o*(T —t) + no3.

Al resolver se tiene:

~ ;L—i—%ch_ - n 12
i=ate (it 1) - 2 (o 33) g
2
~9 2 noy
= —_— 8
o U+T—t (8)

A partir de la definicién del precio de una opcién de compra de tipo europeo®
con precio de ejercicio K > 0 y plazo al vencimiento 7" > ¢:

Cou( X, t; K, T) = e "TVE? [(Xr — K,0)7 | F]

=N " Q(Nr—y = n)E? [(Xr — K,0)" | F,, Ny_y = n]
n=0

oo —e(T—t) AN L
— Ty {e =T =] o (Xr — K,0)" | F, Np_y = ”}
ot n!

20bserve que: (X1 — K,0)T = max(X7 — K, 0), el valor intrinseco de la opcién.
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donde el término ’S_E(T_t)nw es la probabilidad de n saltos en el periodo de

tiempo (¢, T]. Dado que la distribucion condicional de Xp dado Xy y Ny =n
puede escribirse de la siguiente manera:

In X7|{X;, Nr_y =n} ~ N [lnXt + ( —q— % ) (T —t),6*(T —t)

Entonces, de acuerdo con el modelo de Black y Scholes [2, 11|, el precio de
la opcion de compra con un enfoque probabilista [22] definido como el valor
presente de la esperanza bajo la medida neutral al riesgo @ dado por:

E? [(Xr — K,0)" | F, Nr_y = n]
es simplemente el precio de la opcion de compra con dividendo ¢ y volatilidad
o
E® [(X7 — K,0)" | F, Np—y = n] = Cps(Xy, t; K, T),

donde: )
Cps(Xi, t: K, T) = X,e 1T 9d(d, ) — Ke " T 0d(d_)

Entonces, la expresion para valuar la opcion de compra europea del modelo
de Merton es:

=TT — )]
n!

(X K, T) = e 7T D3 6 Cps(Xi,t, K, 1) (9)

n=0

Para el precio de una opciéon de venta de tipo europeo con precio de ejercicio
K > 0y plazo al vencimiento T' > t se tiene que:

E? [(K — X7,0)" |7, Nr—y = n] = Pps(Xy, t; K, T).

Bajo los mismos supuestos anteriores, la expresion para valuar la opcion de
venta de tipo europeo con el modelo de Merton es:

o0 [o(T — §)]"
Pu(Xt K1) = @0 S C TET 0 g ey kT (10)
n:

n=0

donde:

Pps(Xy, t; K, T) = Ke "I 00(—d_) — X,e 1T DP(—d,)
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con: . L
i, — In (3£) + (r — G £ 362) (T—t).
ovT —t
donde la funcion ®(d) es la funcion de distribucion acumulada de £ ~ N(0, 1),
es decir,

“C1 e
= = a2t =1—®(—
(d) = Pe{€ < d} /_OO =¥ = 1 a(-a)
De acuerdo con (9) o (10), el precio de la opcién, se calcula como el valor
ponderado, con respecto al proceso de Poisson que modela los saltos y el precio
de la opcion de compra o de venta con el modelo de Black y Scholes. Para n
suficientemente grande tales expresiones permitiran obtener aproximaciones
a precios de opciones de compra o de venta de tipo europeo del modelo de

difusién con saltos.

Figura 2: Superficie de precios de opciones compra y de venta con Merton
1976. Los pardmetros son: r = 0.05,7 = 1,05 = 0.25,u5 =0.1,0;, = 0.1y
A = 1.0; X, varia de 50, ...,150 y el precio de ejercicio K = 100.

C,(S,7)

((a)) Precios de opciones de compra ((b)) Precios de opciones de venta

Fuente: elaboracion propia.

Con el supuesto que la volatilidad en el modelo de Merton y la de Black-
Scholes-Merton son iguales al hacer o)y = /0% + n x 0,;/T; en la figura (2)
se muestra a continuaciéon superficies de precios de opciones de venta y de

compra.
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Después de haber desarrollado la féormula analitica para el precio de la
opcién entonces es pertinente plantear estimacion de parametros del proceso
de difusion con saltos, lo que implica estimar cinco parametros: la tendencia
del movimiento browniano y su varianza, asi como la tendencia, la varianza
de los saltos y su intensidad asociada al proceso de Poisson.

De acuerdo con [17] un método de estimacion basado en el principio de
méxima verosimilitud es viable si la densidad de los rendimientos esta dis-
ponible. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones, la densidad es una
suma infinita, por lo que debe truncarse en algin punto, lo que induce errores
que dependen de la precision del método numérico empleado.

Si se tiene un serie de precios del activo en intervalos regulares de tamano
h, los rendimientos se obtienen mediante:

X (i7)
XA{@G@E—-1)7}

que son observaciones independientes e idénticamente distribuidas con la mis-
ma distribucion.

Para el caso del modelo de Merton, condicionando a N, = n > 0, los
rendimientos se distribuyen como:

Ri:ln[ ],ie{l,...,n}

R; ~ N(a+ npy, ot + no?).

y su densidad esta dada por:

(r—a—nuy)?

k % 2 2
o0 (67—) e o T+no'J
(r) = e’ ,7€R
fRz( ) Z n! \/27.((0—27—_‘_710?])

n=0

Donde p y o son la media y varianza de B;, respectivamente, £ son los saltos,
py y o2 son la media y varianza de difusién con saltos, respectivamente.

Simulacion Monte Carlo del modelo de Merton 1976

La simulacion de Monte Carlo es una de las técnicas numéricas mas impor-
tantes en finanzas cuantitativas, puede ser que no sea la mas importante,
pero si la mas utilizada cuando se pretenden resolver problemas en los que
no existe una expresion analitica. Esto se debe principalmente al hecho de
que es el método numérico mas flexible cuando se trata de la evaluacion de

Matemédticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 3, 77-105



Ana Lorena Jiménez Preciado, Maria Teresa V. Martinez Palacios,
92 Ambrosio Ortiz Ramirez

expresiones matematicas como, por ejemplo, integrales y en particular, la va-
loracion de derivados financieros. Sin embargo, la flexibilidad tiene el costo de
una carga computacional relativamente alta, ya que con frecuencia se deben
realizar cientos de miles o incluso millones de calculos complejos para obtener
una estimaciéon confiable.

Una de las aplicaciones de la simulacion Monte Carlo es la valoracion
de activos contingentes (opciones, derivados financieros, notas estructuradas,
etc.). En resumen, en un mundo neutral al riesgo, el valor de un activo con-
tingente es la esperanza del pago descontado bajo una medida (martingala)
neutral al riesgo. Esta es la medida de probabilidad que hace que todos los
factores de riesgo (acciones, indices, divisas, criptomonedas, materias primas)
se “muevan” con la tasa libre de riesgo, haciendo que los procesos descontados
sean martingalas. De acuerdo con el Teorema Fundamental de la Valoracion
de Activos, la existencia de tal medida de probabilidad es equivalente a la
ausencia de arbitraje [4].

Una opcion financiera otorga el derecho a comprar (opcion de compra) o
vender (opcion de venta) un activo particular en una fecha de vencimiento
determinada (opcion europea), o durante un periodo de tiempo especifico
(opcion americana), a un precio determinado (precio de ejercicio). Considere
el caso de valuacion de opciones europeas y la funcién de pago de una opcién
de compra europea sobre un activo al vencimiento

h(St) = max (X7 — K, 0)

Donde X7 es el nivel del activo a la fecha de vencimiento T'y K es el precio de
ejercicio. En un mercado completo, la medida neutral al riesgo para un proceso
estocéstico particular, por ejemplo: un movimiento browniano geométrico o
un proceso de difusiéon con saltos; el precio de la opcion esta dado por

co = e "TEY (h(X7)) =T /O b h(z)q(z)da

En este caso para evaluar la integral anterior se debe calcular la esperanza,
que en el caso caso continuo es una integra, pero para fines de la simulacién
es una suma, por lo que se debe obtener la esperanza de la funcién de pago
bajo una medida neutral al riesgo, bajo estas condiciones se tiene la siguiente

expresion
1 M,
f=cy 2 h(X)
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La expresion anterior representa una estimacion del precio de la opcion eu-
ropea por simulaciéon Monte Carlo, donde X% es el m-ésimo nivel del activo
simulado al vencimiento y M es el nimero de trayectorias simuladas.

Por tltimo, a continuacion se presenta el procedimiento para ejecutar la
simulacion Monte Carlo y obtener el precio de la opcion:

0. Variables y parametros iniciales.

1) Xo: Precio inicial del activo.

11) r: tasa de interés libre de riesgo.

117) q: tasa de dividendos.

1w) K: Precio de ejercicio.

v) o: Volatilidad del activo.

vii) Ay Duracion de cada periodo de tiempo (en anos).

vitt) M: Numero de trayectorias.

1x) Opciéon de compra o venta.

x) Parametros de difusiéon con saltos: s, 0.

Tl

)
)
)
)
)
vi) N: Namero de periodos de tiempo.
)
)
)
)
)

Intensidad del proceso de Poisson ¢.

i) Hacer At = L.

i1) Establecer la semilla de la trayectoria inicial para cualquier entero

positivo.
i11) Generar v.a.’s Z; para cada trayectoria j = 1,2,..., M.
iv) Generar v.a.’s J;(t) para cada trayectoria j = 1,2,..., M y calcu-
lar el tamano de salto para cada periodo 7 con: J; = ﬁ I
n=1

2. Calcular Xy a la fecha de vencimiento 7" usando:
1
| X (t;) = X(ti1)exp [(p—q— 502)At +oZVAt+J
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J = uxN(At) + oxZy\/ N(At), Zy ~ N(0,1), N(At) ~ Poisson(cAt)

con /1y Zy dos variables aleatorias normales estandar independientes,
ZoV/ At una version discreta del movimiento browniano estandar By, y
ix v ox la media y desviacion estandar de los saltos, definida por:

1
px = E[X;] = exp{a + §b2}
0% = Var[X;] = exp{2a + b°} (exp{b°} — 1)
con a y b tales que In(X;) ~ N(a,b?).

3. Calcular los precios de las opciones con:
M
~ _ —rT qi o
co=¢€ " — ;:1 max (ST X, 0)

Do = e_TTi i max (X — S, 0)
M =1

Figura 3: Trayectorias simuladas del modelo de Merton.

— LN (1, 0%)

Frecuencia de ValsFins de X;

30000 10000 50000 60000 00 so00 90000

de Xt

Fuente: elaboracion propia.

La figura (3.4(a)) muestra 200 trayectorias del modelo de Merton con X, =
47686.813, p = 0.05, 0 = 0.2449,¢ = 203.4208, u; = —0.0003,0; = 0.0390,
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y la figura (3.4(b)) el histograma de los valores finales de X, se observa el
exceso de curtosis y la asimetria propios del modelo de Merton.

3 Analisis y Discusion de Resultados

En este apartado se calculan los rendimientos de los precios del BITCOIN
(BTCUSD) obtenidos de yahoo finance del periodo 01/01,/2020-24/03/2022
con 874 observaciones de precios expresados en dolares americanos. Como el
lector nota, se observa un comportamiento de precios influenciado por even-
tos extremos a finales del 2020 e inicios del 2021, la figura (3.5(a)) muestra
la evoluciéon de precios y rendimientos del periodo considerado. Se observa
un evento extremo en el 12 de marzo de 2020, ya que el precio pasa de 7911
USD el 11 de marzo a 4911 USD el dia siguiente, lo que significo6 un ren-
dimiento negativo de -46 % aproximadamente. La figura (3.5(b)) muestra el
histograma de los rendimientos con un ajuste de una distribucién normal con
N ~ (0.0022,0.0406), claramente se nota el exceso de curtosis y el efecto de
ese evento extremo en la cola izquierda del histograma.

Figura 4: Precios, rendimientos e histograma del BTCUSD del 01/01/2020—
24/03/2022.

—BTCUSD —RBTCUSD | Clfore

R RS)

01/0172020

A

((a)) Precios y rendimientos del BTC en  ((b)) Histograma de rendimientos del
USD. BTC en USD.

Fuente: elaboracion propia.

Al ejecutar la prueba de normalidad de los rendimientos con Jarque-Bera
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al 5% de significancia, el resultado es que se rechaza tal supuesto, puesto que
se obtiene una estadistica de 6035543.476 con un valor critico de 5.911. El
cuadro 1 muestra la estadistica descriptiva de los rendimientos del periodo
01/01/2020 al 01/04/2022 obtenida mediante Excel. Se observa un promedio
positivo muy cercano a cero. El coeficiente de variacion indica que los ren-
dimientos tuvieron una alta dispersion, lo que se confirma con la desviacién
estandar (diaria) y la curtosis. Respecto al coeficiente de asimetria tiene un
valor negativo, lo que indica que su distribucion es ligeramente sesgada hacia
la derecha.

Cuadro 1: Estadistica descriptiva de los rendimientos de BTCUSD.

RBTCUSD

,u CV | oy | 02, | Curt. | Coef. | Rango | Min. | Max. | Obs.
Asim.

0.0023 | 18 | 0.04 | 0.0016 23 -1.8 | 0.6366 | -0.4647 | 0.1718 | 821

Fuente: elaboracion propia.

Resultados de estimacién de parametros y las estrategias

En esta parte se presentan los resultados de la estimacion de pardmetros por
méaxima verosimilitud de acuerdo con [17] y los resultados de la estrategia
cono a los plazos de 30, 60 y 90 dias.

Cuadro 2: Estimacion de parametros del modelo difusion con saltos por
méxima verosimilitud a partir de los rendimientos de BTCUSD, periodo
01/01/2020-01,/01/2022.

L o 5 175 oJ
0.7400 | 0.2449 | 203.4208 | -0.0003 | 0.0390

Fuente: elaboracion propia.

El cuadro 3 muestra precios de opciones de compra y de venta sobre
el BTCUSD para plazos de T' = 30,60,90 dias. Los precios se obtuvieron

Matemédticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 3, 77-105



Opciones europeas sobre el bitcoin: valuacién y cobertura por expectativa
de volatilidad 97

mediante simulacion Monte Carlo con el modelo de difusiéon con saltos de
Merton 1976 con un precio inicial del dia 01,/01,/2022 de 47686.813 USD, con
M = 10000 trayectorias. La tasa libre de riesgo se obtiene de la pagina web:
https://home.treasury.gov/ en la parte de Daily Treasury Bill Rates. Como
se observa en el cuadro, conforme aumenta el plazo los precios de opciones
son crecientes. Ademas, los precios de opciones de compra van disminuyendo
a medida que aumenta el precio de ejercicio y en el caso de opciones de venta
van aumentando. Con estos precios se genera la estrategia cono, la cual se
compone con dos posiciones largas: la primera con una opciéon de compra (call
largo) y la segunda con una opcién de venta (put largo), ambas opciones con
el mismo precio de ejercicio y fecha de vencimiento.

Cuadro 3: Precios de opciones de compra y de venta sobre BTCUSD con el
modelo de Merton76.

T = 30d T = 60d T =90d

K Call 30d | Put 30d | Call 60d | Put 60d | Call 90d | Put 90d
35000 | 13033.35 | 121.01 13614.57 | 463.70 14116.83 | 907.80
36000 | 11929.66 | 159.76 12595.95 | 625.66 13215.07 | 1122.91
37000 | 11119.99 | 225.29 11804.73 | 802.01 12516.66 | 1235.45
38000 | 9984.74 | 316.19 11091.47 | 976.07 11818.87 | 1510.80
39000 | 9245.89 | 448.70 10284.18 | 1110.51 | 11106.05 | 1845.30
40000 | 8581.80 | 595.29 9223.18 | 1419.57 | 10338.76 | 2163.19
41000 | 7496.92 | 746.63 8892.31 | 1671.26 | 9581.12 | 2437.00
42000 | 6846.27 | 1046.63 | 8060.18 | 2068.62 | 9069.46 | 2745.49
43000 | 6128.58 | 1314.65 | 7222.25 | 2367.34 | 8421.34 | 3170.97
44000 | 5444.01 | 1654.94 | 6875.93 | 2670.64 | 7708.91 | 3668.90
45000 | 4921.17 | 1983.64 | 6435.74 | 3197.43 | 7244.53 | 4016.06
46000 | 4218.71 | 2430.65 | 5669.79 | 3576.87 | 6833.27 | 4460.99
47000 | 3650.54 | 2876.17 | 5019.49 | 4072.38 | 6293.50 | 5061.39
48000 | 3309.39 | 3387.12 | 4677.83 | 4559.88 | 5940.67 | 5552.93
49000 | 2788.76 | 3896.13 | 4314.03 | 5166.03 | 5349.54 | 6080.69
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50000 | 2439.44 | 4540.65 | 3947.10 | 5787.37 | 5126.81 | 6640.57
51000 | 2075.70 | 5306.75 | 3516.06 | 6503.35 | 4868.39 | 7381.73
52000 | 1755.10 | 5696.37 | 3227.95 | 7131.44 | 4386.83 | 8011.72
53000 | 1484.45 | 6567.47 | 2817.67 | 7606.02 | 3792.39 | 8687.97
54000 | 1338.36 | 7389.72 | 2578.86 | 8471.47 | 3642.70 | 9222.61
55000 | 1123.22 | 8161.05 | 2238.59 | 9329.94 | 3396.79 | 10085.58

Fuente: elaboraciéon propia

El siguiente cuadro muestra el perfil de pérdidas y ganancias para la estra-
tegia cono a un plazo de 30 dias con precio de ejercicio de 46000USD. La fecha
inicial es el 01/01/2022 y la fecha final es 31/01/2022, cada dia se compara
el precio que tuvo el subyacente con el cono, es decir, se calcula la pérdida
o ganancia al restarle a la funcién de pérdidas y ganancias del call largo la
prima obtenida con el modelo de Merton: max(Xy — K,0) — ¢j y lo mismo
para el put largo: max(K — Xr,0) — py lo que resulte de esas operaciones
se suma, si es positivo significa una ganancia en la estrategia cono y en caso
contrario una pérdida. El 31/01/2022 el precio del BTCUSD fue de 38483.125
USD, al hacer los calculos anteriores se tiene una ganancia de 867.51USD. La
figura (5) muestra la evolucion de las pérdidas y ganancias de la estrategia al
variar el precio del subyacente desde 35000USD a 55000USD.

Figura 5: Representacion del perfil de PyG de estrategia cono T' = 30 dias.
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Fuente: elaboraciéon propia.
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Cuadro 4: Perfil de pérdidas y ganancias de estrategia cono con 7' = 30 dias.

X PyG PyG PyG
Call largo | Put largo | estrategia cono
35000 -4218.71 8569.35 4350.63
36000 -4218.71 7569.35 3350.63
37000 -4218.71 6569.35 2350.63
38000 -4218.71 5569.35 1350.63
39000 -4218.71 4569.35 350.63
40000 -4218.71 3569.35 -649.37
41000 -4218.71 2569.35 -1649.37
42000 -4218.71 1569.35 -2649.37
43000 -4218.71 569.35 -3649.37
44000 -4218.71 -430.65 -4649.37
45000 -4218.71 | -1430.65 -5649.37
46000 -4218.71 | -2430.65 -6649.37
47000 -3218.71 | -2430.65 -5649.37
48000 -2218.71 | -2430.65 -4649.37
49000 -1218.71 | -2430.65 -3649.37
50000 -218.71 -2430.65 -2649.37
51000 781.29 -2430.65 -1649.37
52000 1781.29 | -2430.65 -649.37
53000 2781.29 | -2430.65 350.63
54000 3781.29 | -2430.65 1350.63
55000 4781.29 | -2430.65 2350.63
38483.125 | -4218.71 5086.22 867.51

Fuente: elaboracion propia
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La grafica (6) muestra las pérdidas y ganancias efectivas para todos los
precios del X; y K para el plazo de T' = 30 dias, como se observa a partir de
K = 46000 se comienza a tener ganancias para todos los precios de ejercicio
siguientes, lo que indica que la estrategia cono tuvo éxito.

Figura 6: Representacion de PyG para todo X; a T' = 30 dias.
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Fuente: elaboracién propia.

Posteriormente al hacer los perfiles de pérdidas y ganancias para los pla-
zos de T' = 60 dias y de T' = 90 dias se obtuvieron pérdidas para todos
los precios de ejercicio y del subyacente considerados con la estrategia. Una
explicacion de estos resultados es que el precio del BTCUSD no tuvo variacio-
nes significativas para que la estrategia presentara ganancias, ya que al plazo
de T = 60 que corresponde al dia 02/03/2022 el precio del BTCUSD cerr6
en 43924.117USD, mientras que al plazo de T" = 90 dias que corresponde
al dia 01/04/2022 cerré en 46281.645 USD, que estan muy cerca del precio
inicial de 47686.813USD considerado para generar los precios de las opciones
de compra y de venta por simulaciéon Monte Carlo. A manera de ejemplificar
para un precio de ejercicio K = 48000 a plazo de 60 dias la pérdida fue de
-5162USD, mientras que a un plazo de 90 dias con K = 48000 la pérdida fue
de -9775.25USD, la figura (7) muestra el perfil de pérdidas y ganancias para
los precios de ejercicio anteriores:
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Figura 7: Perfil de pérdidas y ganancias para T’ = 60 y T" = 90 con K = 48000.
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((a)) Perfil de PyG para T = 60 dias.  ((b)) Perfil de PyG para T = 90 dias.

Fuente: elaboracion propia.

4 Conclusiones

La dinamica de los mercados financieros durante la tltima década ha demos-
trado que el modelo de Black y Scholes no refleja de manera confiable varios
fendbmenos atipicos que se presentan en tales mercados. Como resultado, el
modelo de Black y Scholes se debe mejorar para incluir tanto un proceso de
salto como uno de difusién para que se capturen los “saltos” en el mercado.
Por ejemplo, el mercado de criptomonedas uno de los saltos mas represen-
tativos en el mercado de las criptomonedas fue la caida en -2941USD el dia
12/03/2020 en el precio del BTCUSD durante la crisis del COVID 19, un
alza de 7293 USD el 08/02/2021 o mas reciente una caida de -5483.45 USD el
28/02/2022. Lo anterior hace evidente que el movimiento browniano estandar
incluido en el modelo de Black y Scholes no tiene la capacidad de modelar
tales cambios tan significativos e inmediatos en el precio de ese activo u otros.
Ha habido muchos casos como los anteriores en los que el mercado ha pre-
sentado alzas o bajas extraordinarias en un corto periodo de tiempo. Estos
hechos ilustran la necesidad de una mejora del modelo de Black y Scholes y
considerar otros modelos como el de difusién con saltos de Merton.

El fenémeno de las criptomonedas ha ganado mucha atencion desde la
introduccion de Bitcoin en 2008. La relevancia de tal fenémeno se ha atribuido
a sus caracteristicas distintivas, ya que utiliza la tecnologia de blockchain que
lo diferencia de las clases de activos tradicionales [15]. Desde un enfoque
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de cobertura con opciones sobre el bitcoin y la evidencia empirica que se
desprende de este trabajo, se afirma que es deseable analizar en el corto plazo,
la conveniencia de los posibles beneficios de diversificacion al incorporar una
criptomoneda como el BTCUSD en un portafolio, con el objetivo de protegerse
contra los riesgos de un deterioro inesperado en el valor de las inversiones
debido a choques exdgenos como pueden ser el COVID-19, conflictos bélicos,
altos niveles de inflaciéon generalizados y asi sucesivamente.

En el presente capitulo se ha desarrollado un metodologia sustentada en
conceptos financieros y computacionales, con el objetivo de que un agente
que participa en el mercado de criptomonedas cuente con una alternativa para
implementar una estrategia de cobertura con opciones sobre el BTCUSD. Los
precios de opciones de compra y de venta se obtienen mediante simulaciéon
Monte carlo con el modelo de difusiéon con saltos de Merton 1976, calibrado
por maxima verosimilitud de acuerdo con [17], la muestra comprende precios
en dolares americanos (USD) del BTCUSD desde el 01/01/2020 hasta el
01/01/2022 con un total de 732 observaciones. Con los precios de opciones de
compra y de venta obtenidos se generaron estrategias de volatilidad con un
cono, el cual se forma a partir de una posiciéon larga en una opciéon de compra
y una posicion larga en una opcién de venta, ambas opciones con igual precio
de ejercicio y fecha de vencimiento. Se consideran tres vencimientos: 30, 60
y 90 dias. Se parte de un precio inicial del BTCUSD de 47686.813USD para
el 01/01/2022 para ejecutar la simulacion Monte Carlo. Al término de cada
vencimiento se compara el precio que tuvo el subyacente con el cono, es decir,
se calcula la pérdida o ganancia al restarle a la funcion de pérdidas y ganancias
del call largo la prima obtenida con el modelo de Merton: max(Xr—K,0)—cy
y lo mismo para el put largo: max(K — Xp,0) — pas lo que resulte de esas
operaciones se suma, si es positivo significa una ganancia en la estrategia
cono y en caso contrario una pérdida. El anélisis de los resultados de la
estrategia indica que se obtienen ganancias para inversiones a 30 dias para
un precio de ejercicio de 46000USD, debido a que en ese plazo el BTCUSD
tiene un retroceso notable de 47686.8125 USD el 01/01/2022 a 38483.125
USD el 31/01/2022 generando una ganancia de 867.51USD. No obstante,
esta estrategia no es adecuada para inversiones a 60 y 90 dias, puesto que
en ambos plazos se obtuvieron pérdidas, una causa de tales pérdidas se debe
a que el precio del BTCUSD no tuvo variaciones significativas para que la
estrategia cono fuera exitosa a esos plazos.
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Capitulo 4

Continuos %-homogéneos con tamano menor
que n

Felipe de Jestis Aguilar Romero, Patricia Dominguez
Soto, David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

Sea X un continuo métrico y p € X, se define C(p,X) co-
mo el hiperespacio de todos los subcontinuos de X que contie-
nen al punto p. En el presente trabajo se estudia el hiperespacio
K(X) = {C(p,X) : p € X} y la relacion entre el grado de homoge-
neidad de X y el tamanio de K(X). Se construye una familia de gréficas
finitas Y,, para las cuales el grado de homogeneidad y el tamanio de K (Y;,)
son distintos.

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.
Dado un continuo X, el hiperespacio de X es una coleccion especifica de
subconjuntos de X. Los hiperespacios més conocidos son los siguientes:

2¥ ={AC X:A# 0y Aes cerrado},

C(X)={A€2%: Aes conexro}.

La familia 2% es llamada hiperespacio de los subconjuntos cerrados de X, y
C(X) es el hiperespacio de los subcontinuos de X. En este trabajo utilizare-
mos también los siguientes hiperespacios; sean A € C(X) y p € X,

C(A,X)={Be(C(X):AcC B},
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Clp,X) ={Be€C(X):pe€ B},
K(X)={C(pX):pe X).

K(X) fue introducido por Patricia Pellicer Covarrubias en el articulo [11].
En la secciéon 5 se presenta una relacion entre el grado de homogeneidad de
un continuo X, con el tamano de K(X), véase el teorema 4.6. Finalmente,
en la seccion 6 se muestra que para todo n € N existe una grafica finita Y,,,
cuyo tamano de K(Y;,) es menor a n, véase el teorema 5.12.

2 Preliminares

Dado un continuo X denotaremos por d a la métrica de X. Dado a € X y
e > 0, la bola con centro en a y de radio ¢, se denota por By(a,e) = {z €
X :d(z,a) < €}. Para cualquier A C X y § > 0 definimos la nube de
radio ¢ al rededor de A, como N4(A,0) = U By(a,d). La métrica d en X

acA
induce una métrica en 2%, que es la métrica de Hausdorff, que se define de

la siguiente manera: H(A, B) = inf{e > 0: A C Ny(B,e) y B C Nqg(A,¢)},
con A, B € 2%,

Dado un continuo X, en [6, Corolario 14.10] se demostr6 que (2%, H) y
(C(X), H) son continuos, asi podemos hablar de hiperespacios de 2X. Sera
de nuestro interés la coleccion de subconjuntos cerrados no vacios en 2%,
que denotaremos por 22" . Para (2%, H), tenemos el hiperespacio (22*, H,),
donde H, es la métrica de Hausdorff en 2% inducida por H. Se sabe que
si p € X, entonces C(p, X) es un continuo, asi K(X) C 22 Decimos que
X =~ Y cuando X es homeomorfo a Y. En este trabajo R™ se considera con
la topologia euclidiana y por ende todos sus subespacios.

Definicion 2.1. Sea (X, d) un espacio métrico y {4;}5°, una sucesion de
subconjuntos de X. Se define el limite inferior y limite superior de {4;}
de la siguiente manera:

lim inf A; ={x € X : Para cada abierto U que contenga a x, U N A; # ()
para toda i € N excepto para un nimero finito};

lim sup A; ={x € X : Para cada abierto U que contenga a x, U N A; # ()

- . . L
para un numero infinito de 7 s}.
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Dado A C X decimos que A = lim A;, si lim inf A; = A = lim sup A;.

Definicién 2.2. Sea X un continuo y A un subconjunto de X. Se define el
hiperespacio K (A, X) = {C(p, X) : p € A} y se denota K (X, X) por K(X).

Definicion 2.3. Sea X un continuo y A C X, se define la funcion
74+ A = K(A,X) por 74(p) = C(p,X). Si A = X denotamos 7x por
T.

Algunas propiedades inmediatas de la definicion son las siguientes.

Teorema 2.4. Si X es un continuo y A C X, entonces la funcion T4 es
biyectiva.

Teorema 2.5. Si X es un continuo y A C X, entonces la funcion
7' K(A, X) — A es continua.

3 Propiedades de K(X)

En esta seccion, se exponen algunas condiciones necesarias y suficientes que
debe cumplir un continuo X para que K(X) sea compacto. Ademés, se da
un continuo X para el cual K(X) no es compacto. Para ello definiremos la
propiedad de Kelley. También se estudia la conexidad de este hiperespacio,
dando una condicion necesaria para que K (X) sea conexo.

Compacidad de K(X)

En esta seccién, se exponen algunas condiciones necesarias y suficientes que
debe cumplir un continuo X para que K(X) sea compacto. Ademés, se da
un continuo X para el cual K(X) no es compacto. Para ello definiremos la
propiedad de Kelley.

Definiciéon 3.1. Sea X un continuo y x € X. Decimos que X tiene la pro-
piedad de Kelley en z, si para toda sucesion {x, }2°, C X que converge a x
y para cada A € C(x, X), existe una sucesion {A,}°°, C C(X) que converge
a A, donde A,, € C(z,, X).

El continuo X tiene la propiedad de Kelley, si X tienen la propiedad de Kelley
en todos sus puntos.
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El abanico arménico Ay es ejemplo de un continuo que tiene la propiedad
de Kelley.

Figura 1: Abanico armoénico.

Si al abanico armonico A se le pega un arco como en la figura 2, se obtiene
un continuo A,, que no tiene la propiedad de Kelley. A este nuevo continuo
se le conoce como abanico armoénico con pata alargada.

Figura 2: Abanico armoénico con pata alargada.

El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes que debe cum-
plir X para que K(X) sea compacto.

Teorema 3.2. Sea X un continuo. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. K(X) es compacto;
2. La funcion 7 : X — K(X) es continua;
3. X tiene la propiedad de Kelley;
4 X ~ K(X).
Ejemplo 3.3. Existe un continuo X tal que K(X) no es compacto.
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Consideraremos el abanico armoénico con pata alargada A,,, denotado por X.
Sabemos que Ay, no tiene la propiedad de Kelley y K(X) no es compacto por
el teorema 3.2. En conclusion si X es un continuo, K (X) no es necesariamente
compacto y por lo tanto no es un continuo. Para poder dar mas detalles
de la compacidad de K(X), es necesario agregar la hipotesis de que X sea
localmente conexo, esto se trata en la siguiente seccion.

Conexidad de K(X)

En esta seccion se da una condicion necesaria para que K (X) sea conexo.

Teorema 3.4. Si X es un continuo y B un subespacio localmente conexo de
X, entonces la funcion g : B — K (B, X) es continua.

Demostracion. Sea p € B y € > 0. Por ser B localmente conexo, podemos
tomar U abierto y conexo, tal que p € U C B y diam(U) < 5. Veamos que

78(U) C Bm,(78(p), ).

Sean g € U, K € C(p, X) y consideremos D = K U cl(U). Es claro que D €
C(q,X), ademas D C N(K,e) y K C N(D,¢), luego H(D, K) < ¢, entonces
C(p,X) C Ny(C(g,X),e). Dada L € C(q,X) y tomando E = L U cl(U),
se cumple que F C N(L,e) y L C N(E,¢), por ende H(E,L) < e. Como
E € C(p,X), entonces C(q, X) C Nyg(C(p, X),e). Finalmente, se tiene que
Hy(15(q),78(q)) = H2(C(q,X),C(q, X)) < €. Asi, 75 es continua. O

Corolario 3.5. St X es un continuo y B un subespacio localmente conexo de
X, entonces B~ K(B,X). En particular, K(B,X) es localmente conezo.

Demostracion. T4 es biyectiva por el teorema 2.4, 7'21 es continua por el
teorema 2.5 y finalmente 75 es continua por el teorema 3.4. Por lo tanto

B~ K(B,X). 0

Corolario 3.6. Si X es un continuo localmente conexo, entonces K(X) es
conexo y localmente conezo.

Demostracion. En este caso X ~ K(X). O

Corolario 3.7. Sean X un continuo y A € C(X). Si A es localmente conezo,
entonces K (A, X) es compacto.
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4 Tamano y homogeneidad

En esta seccion se presentan los conceptos de homogeneidad de un continuo X
y el tamano de K (X), y se brinda una relacion entre estos dos conceptos. Para
ello note que, dado un continuo X, si dos elementos de K (X)) son homeomorfos
esto define una relacion de equivalencia, ~, en K (X).

Definicion 4.1. Sea X un continuo y n € N, decimos que K(X) tiene ta-
marno n, si el espacio cociente K(X)/ = tiene cardinalidad n.

Lema 4.2. Sean X,Y continuos, p € X y f: X — Y un homeomorfismo,
entonces C(p, X) = C(f(p),Y)

Demostracion. Basta considerar la funcion C(f), : C(p, X) — C(f(p),Y) tal
que C(f),(A) = f(A), ya que este es un homeomorfismo. O

Definiciéon 4.3. Si Y es un conjunto y (G, -) un grupo decimos que Y es un
G-conjunto si existe una funcion (accion) ay : G x Y — Y tal que:

1. ay(Id,y) =y paracaday €Y,

2. ay(f,alg,x)) = ay(f-g,x) paratoda f,ge GyyeY.

Sea X un continuo y H(X) ={f: X — X : f es homeomorfismo}. Se
cumple que (H(X), o) es un grupo, donde o es la composicion. El continuo X
es un H(X)-conjunto, con la accion ax : H(X) x X — X, ax(f,z) = f(x).

Definicion 4.4. Sea Y un G-conjunto. Dado y € Y la 6rbita de y bajo la
accién ay es:

Oy) ={alfy): feGiCY.
Dado z € X la orbita de x bajo la accion ax es O(z) = {f(x) : f € H(X)}.
Las 6rbitas brindan una particién de X, esto define la siguiente relacién
de equivalencia:
r=y <= x€0(y) (A4).
(A) es una relacion de equivalencia en X, donde las clases de equivalencia

son las orbitas.
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Definicién 4.5. Dado un entero positivo n, decimos que el espacio X es
%—homogéneo, si X tiene exactamente n o6rbitas distintas. De otra manera,
X es %—homogéneo si la cardinalidad del espacio cociente X = es igual a n.
Simplemente llamamos homogéneo al espacio 1-homogéneo.

Podemos afirmar que si y € O(z), entonces O(x) = O(y). Damos a con-
tinuacion algunos ejemplos de estos espacios.

Teorema 4.6. Sean n,m € N. Si X es un continuo %—homogéneo y K(X)
tiene tamano m, entonces m < n.

Demostracion. Supongamos que m > ny que C(x1, X), C(x9, X), ..., C(xm, X)
son los m representantes de la clases de equivalencia. Supongamos que O(z;) =
O(z;) para i,j € {1,...,m} con i # j, entonces existe f; € H(X) tal que
fi(z;) = ;. Luego, C(f;)|c(@,x) : C(x:, X) = C(f(x;), X) es un homeomor-
fismo por el lema 4.2. Asi, C(z;, X) es homeomorfo a C(x;, X), pero esto es
una contradicciéon. Por lo tanto m < n. O

Definicion 4.7. La curva cerrada simple es cualquier conjunto homeo-
morfo al subconjunto S* = {z € R? : ||z]| = 1}.

Ejemplo 4.8. La curva cerrada simple S es homogéneo y ademas K (S?)
tiene tamano 1.

Haciendo uso del homeomorfismo de la rotaciéon, se observa que todos los
elemetos de S! pertenecen a una misma orbita. Por lo tanto, dados dos puntos
p,q € X existe un homeomorfismo f : St — S! tal que f(p) = ¢ y por lo tanto
C(f):C(p,X) — C(q,X) es un homeomorfismo, asi K(S!) tiene tamaro 1.

Theorem 4.1. Para una grifica finita X, las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. K(X) tiene tamano 1,
2. X es una curva cerrada simple,
3. X es homogéneo.

Ejemplo 4.9. Sea X un arco, entonces X es %—homogéneo y ademas K (X)
tiene tamano 2.
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Basta probarlo para cuando X es el intervalo cerrado [0,1]. Sea f €
([0, 1]), primero veamos que f(0), f(1) € {0,1}. Supongamos que f(0) ¢
{0,1}, asi f(0) € (0,1). Como f es sobreyectiva existen
r,s € (0,1] con r # s tales que f(r) =0y f(s) = 1, supongamos sin pérdida
de generalidad que r < s. Definiendo la funcion h(z) = f(z) — f(0), tenemos
que h(r) < 0 < h(s), por lo que existe ¢ € [r, s] tal que f(c) = f(0) yasic =0,
pero esto es una contradiccion, por lo tanto, f(0) € {0,1}. De forma analoga
se puede probar que f(1) € {0,1}. Asi, tenemos que O(0) = {0,1} = O(1).
Veamos ahora que O(3) = O(z), para toda z € (1,0). Seay € (0,1), podemos
considerar que f, : [0,1] — [0, 1] estd definida por:

1

2y, six €0, 5],
fy(x) = . 1 2
21 —y)z+2y—1 size(31]

Observe que f, € H([0,1]) y ademas f,(3) = y, es decir, y € O(
tanto O(y) = O(3). Asi, solo hay dos érbitas en [0, 1] que son O(0
por lo tanto [0,1] es $-homogéneo.

). Por lo
y O(3),

N[ =

~—

Por lo tanto, en K([0,1])/ = solo hay dos clases de equivalencia, cuyos
representantes son C/(0, [0,1]) y C(3), asi K([0,1]) tiene tamarno 2.

Ejemplo 4.10. El triodo simple T3 es %—homogéneo y K(T3) es de tamanio
3, véase Figura 3

Figura 3: Triodo simple.

En [4] se estuadia el caso en de las graficas finitas con K(X) de tamano
igual que n.
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5 Graficas finitas con K(X) de tamano menor
que n

El teorema 4.6 muestra que el grado de homogeneidad de un continuo X es
una cota superior para el tamano de K(X). En esta seccién se presenta una
familia de graficas finitas {Y;,}5° , las cuales cumplen que el tamafio de K (Y,,)
es menor a n y que n coincide con el grado de homogeneidad de Y,,, véase el
teorema 5.12. Antes definiremos el concepto de gréfica finita.

Definicién 5.1. Un arco es cualquier conjunto homeomorfo al intervalo ce-
rrado [0, 1].

Definicién 5.2. Un continuo X es una grafica finita si se puede expresar
como la unién de un nimero finito de arcos tales que, cada par de ellos son
ajenos o se intersectan en uno o ambos puntos extremos. Cada arco que
conforma a una grafica finita le llamamos arista.

Para toda gréfica finita X consideramos la métrica d, dada por la “longitud
de arco”, es decir, dados x,y € X, la distancia de = a y seré la longitud de la
trayectoria mas corta que conecta x con y en X. Se supondré que la longitud
de cada arista es igual a 1.

Definiciéon 5.3. El n-odo simple, denotado por 7},, es un continuo que se
construye uniendo n arcos que se intersectan dos a dos en un tnico punto
llamado vértice, dicho vértice tiene que ser un punto extremo de cada uno
de los n arcos y los otros puntos extremos de los arcos se llaman extremos del
n-odo.

Definiciéon 5.4. Dado X una grafica finita, p € X y n € N, decimos que p
es de orden n en X, denotado por ord(p, X) = n, si p tiene una vecindad
cerrada que es homeomorfa a un n-odo simple que tiene a p como vértice.

Los puntos de orden 1 son puntos extremos, los de orden 2 son puntos
ordinarios y los puntos de orden 3 o mayor son puntos de ramificacion, estos se
identifican con E(X), O(X) y R(X), respectivamente. El conjunto de vertices
de X se denota por V(X) = E(X)UO(X) y una arista serd un arco cuyos
puntos extremos son vértices.

Teorema 5.5. Sea X una grafica finita, entonces K(X) es un continuo.
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Demostracion. Se sabe por [8, Proposicion 9.4| que una grafica finita es lo-
calmente conexa, entonces por los teoremas 3.7 y 3.5 de la seccion anterior se
cumple que K(X) es un continuo. O

Del teorema 4.1 podemos concluir, que no existe una grafica finita que sea
+—homogénea cuyo tamafio de K (X) se igual a uno.

Teorema 5.6. Sean X, Y grificas finitas yp € X, q € Y tales que C(p, X) =~
C(q,Y), entonces ord(p, X) = ord(q,Y).

El teorema anterior asegura que en una grafica finita X, dados p,q € X
tales que C'(p, X) ~ C(q, X), se cumple lo siguiente:

1. Sip € E(X), entonces ¢ € E(X).
2. Sip € O(X), entonces q € O(X).
3. Sipe R(X), entonces g € R(X).
Definicion 5.7. Sea X una grafica finita, que no es un arco. Si ¢ € F(X),

denotamos por v(g) al tnico punto en R(X) tal que la componente @) de
X —{v(q)}, que contiene a ¢, satisface que @ U {v(q)} es un arco.

Un punto v(q) es el primer punto de ramificacién que nos encontramos, si
caminamos sobre la grafica finita saliendo desde p, véase Figura 5.

v(p)

q v(q)
Figura 4: Puntos v(q) y v(p).

Teorema 5.8. Sea X una grifica finita distinta de un arco. Si ey, ey € E(X)
y Cer, X) = C(eq, X), entonces ord(v(ey), X) = ord(v(es), X).
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Definicion 5.9. Sean X una gréfica finita, p € O(X) y vw la arista de X
que contiene a p, con v,w € V(X). Se define

S(p, X) = ord(v, X) + ord(w, X), siv# w,
b= ord(v, X), siv=w.

Teorema 5.10. Sea X wuna grdifica finita. Si A es una arista de X y p €
O(X) N A, entonces existe A C C(p,X) tal que A esta contenido en una
Y(p, X) — celda.

Teorema 5.11. [5, Teorema 3.10] Sea X una grifica finita. Si p,q € O(X)
y C(p,X) ~ Cl(q,X), entonces X(p, X) = ¥(q, X).
Teorema 5.12. Para cada n € N, existe una grafica finita X,, tal que es %—

homogénea y K(X,,) tiene tamano n.

Se definen los siguientes conjuntos en el plano euclideano R?, donde || - ||
es la norma. Para n € N se definen los siguientes conjuntos:

1. I, = [n—1,n] x {0};
2. Jp={(z,y) eR*: ||(x —n,y — %)” = %}5
3. J={(z.y) eR*: [|(x -2,y — DIl =1}

4. Para cada ¢ € N, consideramos a lgn) como el segmento de recta que une

a los puntos (n,0) y (n — 1, —1);

2n
5. Sin>3, 8, =ILUC,ulJui".
i=1
Las Figuras 6, 7 y 8 muestran las graficas finitas que seran la base para
las graficas que deseamos construir.

P

Figura5: P1:[2UJ2UJyP2:IQUJ1UJ2UJ
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=1

Figura 7: Ps = P, U l§1) U lél) U l%z) U léQ).

En P; los puntos en color azul y rojo definen dos érbitas en la que solo
estan esos puntos y por lo tanto su C'(p, X) tiene un tnico representante, esto
es claro por el teorema 5.6.

Los puntos en color naranja pertenecen a una misma 6rbita, segtn el teore-
ma 5.6 podria ser posible que un punto naranja y un punto verde pertenezcan
a la misma orbita, pero esto no es posible por el teorema 5.11. Asi, los puntos
naranjas definen una misma orbita, en la cual sus C(p, X) pertenecen a una
misma clase.

Con argumentos anélogos, los puntos en color verde pertenecen a una
misma Orbita y sus C'(p, X) pertenecen a una misma clase. De esta manera
P, es }l—homogéneo y K(P,) tiene tamano 4, esto ya que cada color define una
orbita distinta y por los teoremas 5.6, 5.11 se prueba que cada color define
una clase de equivalencia distinta en K(P;),/ ~.

De manera similar al caso P;, haciendo uso de los teoremas 5.6, 5.8 y
5.11, se prueba que P; es H%-homogéneo y que K(P;) tiene tamano i + 3,
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para i € {1,2,3,4,5}. Las gréficas finitas S,, juegan un papel importante en
la construccion, por ello se presentan las graficas de S5 y Sy, véase Figura 9.

Figura 8: S3 y Sy.

Nuevamente utlizando los teoremas 5.6, 5.8, y 5.11, se prueba que S5 es
%-homogéneo y que el tamano de K (S3) es 6, también que Sy es %—homogéneo
y que el tamano de K(Sy) es 6.

Para continuar con las exposicion, debemos introducir un concepto nuevo.

Definicion 5.13. Sean X un continuo y p,q € X. Decimos que X es pseudo-
simétrico con respecto a p y q, si existe un homeomorfismo ¢ : C(p, X) —

C(g, X) tal que p({p}) = {q} vy p(X) = X.

Teorema 5.14. Sea X un continuo. Si X es homogéneo, entonces X es
pseudo-simétrico con respecto a cada par de sus puntos.

Demostracion. Sean p,q € X, por ser X homogéneo existe f : X — X un
homoemorfismo tal que f(p) = g. Por el Lema 4.2, se cumple que C(f), :
C(p,X) — C(gq, X) es un homeomorfismo, donde C(f),(A) = f(A). Es claro

que C(f)p({p}) = {a} y C(f)p(X) = X. -

La curva cerrada simple es homogénea, por lo que es psudo-simétrico con
respecto a cada para de sus puntos.

Ejemplo 5.15. El arco [0, 1] es pseudo-simétrico con respecto a 0 y 1.

Basta considerar el homeomorfismo f : [0, 1] — [0, 1], definido por f(z) =
1 — z. Tomando C(f)o : C(0,[0,1]) — C(1,[0,1]) por C(f)o(A) = f(A) se
cumple lo deseado.
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Definicién 5.16. Un continuo X es descomponible, si X puede ser puesto
como la unién de dos subcontinuos propios. Diremos que X es indescompo-
nible, si X no es descomponible.

Definicién 5.17. Un continuo X es hereditariamente descomponible
(indescomponible), si cada uno de sus subcontinuos propios, no degenera-
dos, es descomponible (indescomponible).

Teorema 5.18. [10, Lema 3.19] Sea X un continuo, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. X es hereditariamente indescomponible.
2. C(p,X) es un arco para cada p € X.

Teorema 5.19. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible, en-
tonces X es pseudo-simético con respecto a cada par de sus puntos.

Demostracion. Sean p,q € X, por el Teorema 5.18, podemos tomar los si-
guientes homeomorfismos f; : C(p,X) — [0,1] y fo : [0,1] — C(q,X).
Tenemos que fi({p}) = a, fi(X) = by falc) = {a}, fo(d) = X, donde
a,b,c,d € [0, 1]. Supongamos, sin perder generalidad, que a < by ¢ < d. Se
define la funcion f : [0,1] — [0, 1] por:

tr, six €0,q],
f@) =< Ea + (¢ — &=Ca), siz € (a,b],
Iy 4 (d— =4p), size (b,1).

Note que la funcién f es un homeomorfismo. Sea ¢ : C(p, X) — C(q, X)
dada por p(A) = (f2 o f o f1)(A). Se cumple que ¢ es un homeomorfismo,
ademas p({p}) = (f20 f)(/1({p})) = (f20 [)(a) = fa(f(a)) = falc) = {q} ¥
p(X) = (f20 /) (1(X)) = (f20 [)(b) = fo(f(b)) = fao(d) = X. Por lo tanto,

X es pseudo-simétrico con respecto de p y q. ]

El siguiente teorema es fundamental para la construccién de la clase de
graficas finitas que deseamos exponer.

Teorema 5.20. Sean Y un continuo pseudo-simétrico con respecto a los pun-
tos p y q, supongamos que la funcion ¢ cumple que, si A € C(p, X)NC(q, X),
entonces p(A) € C(p, X)NC(q, X). Sea X un continuo tal que X = LUY UK,
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donde L y K son continuos tales que LNY = {p}, KNY ={q} y LNK = 0.
Supongamos que existe un homeomorfismo f : C(p,L) — C(q,K) tal que
f{p}) ={q} v f(L) = K. Entonces, C(p, X) es homeomorfo a C(q, X).

Demostracion. Definamos la funcion g : C(Y, X) — C(p,L) x C(q, K) por
g(A) = (AN L, AN K). Veamos que ¢ es inyectiva. Para esto, tomemos
A, B € C(Y, X) tales que A # By, supongamos que g(A) = g(B). De esto
que ANL=BNLyANK = BNK. Como A # B supongamos, sin perder
generalidad, que existe a € A tal que a ¢ B, esto implica quea € Lo a € K.
Sia € L, entonces a € BNLysiae€ K, entonces a € BN K, en ambos casos
se llega a una contradiccion. Por lo tanto, g(A) # g(B).

Para ver que g es sobreyectiva basta ver que, dado (A, B) € C(p, L) X
C(q, K) se cumple que, g(Y UAU B) = (A, B).

Veamos que g es continua. Para ello, consideremos las funciones g; :
C(Y,X) = C(p, L), go : C(Y,X) = C(q, K) definidas por ¢g;(A) = ANL
y g2(A) = ANK. Sean A € C(Y,X) y {A,}52, una sucesion en C(Y, X)
que converge a A, es decir, A, = A. Veamos que (A, N L) = AN L, sea
x € sup(A, N L), luego, para cada U abierto que contenga a x se cumple
que, U N (A, N L) # () para un namero infinto de n's. Esto implica que
x €supA, =infA, =Ayx€cl(lL)=L,porende x € ANL. Siz =p,
es claro que = € inf(A, N L), cuando = # p se puede tomar r > 0 tal que
B(z,r)NY =0y B(z,r) N K =0, es decir, B(x,r) C L.

Luego, dado U un abierto de x se cumple que, existe r > ro > 0 tal
que B(z,rg) C U vy, existe ng € N tal que, para cada n > ng ocurre que
B(z,1m9) N A,, # 0. Como B(z,79) C UNL se tiene que, UN LN A, # () para
toda n > ng, esto implica que = € inf(A,, N L), por lo tanto (A, N L) existe
y, ademaés, (A, N L) C AN L, la contencion AN L C (A, N L) se obtiene con
pasos similares, por lo tanto (A, N L) = AN L.

Asi, g; es continua, con argumentos anilogos se prueba que gs es conti-
nua. Observe que g(A) = (g1(A)), g2(A)), por lo tanto g es continua. Por ser
C(Y, X) compacto se cumple que, g es un homeomorfismo.

Como Y pseudo-simétrico con respecto a p y ¢, existe ¢ : C(p,Y) —
C(q,Y) tal que o({p}) = {q}, ¢(Y) = Y vy, por hipotesis, para cada A €
C(p, X) N C(q,X) se cumple que p(A) € C(p,X) N C(q, X). También, por
hipotesis, existe un homeomorfismo f : C(p, L) — C(q, K) tal que f({p}) =

Matemdticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 4, 109-131



Felipe de Jestis Aguilar Romero, Patricia Dominguez Soto, David Herrera
124 Carrasco, Fernando Macias Romero

{¢} v f(L) = K. Se define la funcion h : C(p, X) — C(g, X) por:

ha) = JPANYIUFANLD U HANK), siAg C(Y.X),
(T ANK) (AN D)), siAeC(Y,X).

Por ser f, g, v homeomorfismos se cumple que, h también es un homeo-
morfismo. Por lo tanto, C'(p, X) ~ C(q, X) O

Con las hipodtesis del teorema anterior, si anadimos que X es %—homogéneo
y que, p,q pertenecen a diferentes orbitas en X/ =, se tiene que el tamano
de K(X) es menor que n.

Ejemplo 5.21. Consideremos la siguiente gréafica finita X,

Figura 9: Gréfica de X.

Esta grafica finita es %— homogénea. Sin embargo, veamos que K (X) tiene
tamano 5.
En X tenemos las siguientes érbitas:

e Los puntos sobre la circunferencia en color rojo, forman la 6rbita O(x;).

Los puntos sobre el segmento color negro, forman la 6rbita O(x2).

Los puntos sobre el segmento color verde, forman la 6rbita O(x3).

Los puntos en color rosa forman la érbita O(z4). Los puntos en color
amarillo y azul forman las orbitas O(z5) y O(xg) respectivamente.

El continuo X del Ejemplo 5.21, es pseudo-simétrico con respecto a los
puntos extremos (1,1) y (1, —1).
Esta gréfica finita es %— homogénea. Por el Ejemplo 5.15, L es pseudo-

simétrico con respecto a los puntos p = (—1,0) y ¢ = (1,0). Veamos que existe
f:C(p,S) = C(q,J) tal que f({p}) = {q} vy f(S) = J. De los Teoremas
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?? y 77, se tiene, que existen dos homeomorfismos f; : C(p,S) — [0,1]?,
f2 : [0,1]2 — C(g,J) tales que f1(S) = [0,1)* v f2([0,1]*) = J. Ademas,
fi{p}) = (0,0) y f2(0,0) = {q}. Considerando el homeomorfismo identidad
id : [0,1]> = [0,1)> y f = faoido f; se cumple lo deseado. Con esto, es claro
que se cumplen todas la hipotesis del Teorema 5.20, por lo que C(p, X) es
homeomorfo a C(q, X). Aplicando los Teoremas 5.6, 5.8 y 5.11, se verifica que
K(X) tiene tamano 5.

Lo siguiente sera construir una familia de graficas finitas {Y;,}°2; tales que,
el tamano de K (Y;,) sea menor al grado de homogeneidad de Y,,. Consideremos
las siguientes graficas finitas.

Y1 Ys

Figura 10: Y] y Y5.
*

Figura 11: Y3.

Note que Y] es la grafica finita presentada en el Ejemplo 5.21, por lo que
Y| es %—homogéneo y, K (Y1) tiene tamano 5.

Con argumentos similares al anterior, se puede ver que Y3 es %—homogéneo
y, K(Y>) tiene tamario 6, a su vez Y3 serd £-homogéneo y, K (Y3) tiene tamanio
7.

La idea para construir las graficas para n > 4, es usar el Teorema 5.20,
"pegando"dos continuos ajenos L y K, en un continuo Y, que sea pseudo-
simétrico con respecto a los puntos p y ¢, que satisfaga las hipotesis del
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Teorema 5.20, tales que C(p,L) y C(q, K) son homeomorfos, pero de tal
manera que no exista un homeomorfismo entre L y K que mande p en ¢, esto
iltimo para que el grado de homogeneidad de X = LUY UK sea extricamente
mayor que el tamano de K (X).

Para ello, utilizaremos las gréficas finitas P; previamente presentadas.

Py

i=1

Figura 14: Py =P, Ul ui? vt uil®.

Note que las graficas finitas P; son pseudo-simétricas respecto a p = (2, %)
y q=(2, %), ademas, cumplen con las hipotesis del Teorema 5.20.

Luego, unimos a cada P; los continuos L=[1.8,2.2|x{1} en azul y, K en
rojo, como el circulo con centro en (2, %) y de radio 1—11, obteniendo las gréficas
finitas que se muestran a continuacion.

Matemdticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 4, 109-131



Continuos %—homogéneos con tamano menor que n 127

Figura 17: Q5 = PsU LU K.

Por los Teoremas 77y 77, existe f : C(p, L) — C(¢, K) un homeomorfismo
tal que, f({p}) = {q} v f(L) = K. Luego, por el Teorema 5.20, C(p, X) es
homeomorfo a C(q, X).

Haciendo uso de los Teoremas 5.6, 5.8, 5.11 y 5.20, se ve que @); es
homogéneo y, K(Q;) tiene tamano 7 + 7.

Tomando como base estas gréficas finitas, se contruye de forma recursiva
la familia Y,, para n > 4:

1
i+8

1. Parai € {1,2,3,4,5}, Yii3 = Q;,

2. Para cada n > 9, expresamos primero a n = 5(k + 1) 4+ r, donde r €
{—1,,0,1,2,3}. Para después definir Y;, = Y5z, U Sg2.
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Las siguientes graficas muestran las primeras cinco iteraciones del proceso de
construccion:

Yy

Yio

Figura 18: YE; = Ql U Sg y Yio = QQ U 53.

Yio

Figura 20: Yi3 = Q5 U Ss.

Las siguientes graficas finitas muestran las 5 iteraciones posteriores de cons-
truccion:

Figura 21: Yy = Q1 U S5y Y19 = Q2 U Ss.
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Y1

Figura 23: Yig = Q5 U 53.

Las graficas S,, aumentan en 5 el grado de homogeneidad y el tamano.
Por lo cual podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 5.22. Para cada n € N, existe una grdfica finita Y, que es ——-

n+5
homogénea y K(Y,,) tiene tamano n + 4.

Recomendamos la lectura de las referencias [1] — [4] para conocimiento del
lector y pueda ver la evolucion de nuestras investigaciones las cuales tenemos
plasmadas en este capitulo.
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Capitulo 5

La 0,,-grafica tiene hiperespacio n-ésimo
producto simétrico suspensién tinico

David Herrera Carrasco, Maria de Jestis Lopez Toriz,
Fernando Macias Romero, German Montero Rodriguez
FCFM, BUAP

Resumen

Un tema interesante en la teoria de los hiperespacios de continuos es la
unicidad de hiperespacios de continuos. Sea m € N con m > 3. Una
Opn-grifica es la uniéon de m arcos E1,..., F, compartiendo los mismos
puntos extremos u y v y que satisfacen que E;NE; = {u, v}, para cada i #
J, 1, € {1,...,m}. En este trabajo se expone el resultado: sean m,n € N
conn > 4. Si X es una 0,,-grafica, entonces X tiene hiperespacio n-ésimo
producto simétrico suspension tnico SF,(X).

1 Introduccion

Uno de los temas que ha tomado auge en la rama de la Matemética conocida
como Topologia, especificamente en el drea de Teoria de Continuos, es el de
unicidad de hiperespacios de continuos.

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. El con-
junto de los enteros positivos lo denotamos por N.

Dado un continuo X y n € N, los hiperespacios més conocidos de X son:

2% = {AC X: A es un subconjunto cerrado y no vacio de X},
F.(X) = {A€2%: Atiene a lo méis n puntos} y
Co(X) = {Ae2¥: A tiene a lo méas n componentes}.

Todos estos hiperespacios son considerados con la métrica de Hausdorff H
[31, Teorema 2.2]. Note que F1(X) = {{z}: x € X}. El hiperespacio F,(X)
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se llama n-ésimo producto simétrico de X.

En 1979 Sam B. Nadler, Jr. introdujo el hiperespacio suspension de un
continuo X, HS}(X) (véase [39]). Después en 2004, Sergio Macfas introdujo
el n-ésimo hiperespacio suspension de un continuo X, HS(X), donde n € N
con n > 2 (véase [35]). Méas aun, en 2008, Juan Carlos Macias introdujo el
n-ésimo pseudo-hiperespacio suspension de un continuo X, HS}(X) (véase
[34]). El estudio del (n, m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo X,
HS(X), donde n,m € N,y n > m, es una generalizacion y ha ganado interés
recientemente (véase [5]).

El n-ésimo producto simétrico suspension de un continuo X lo introdujo
en el 2010 Franco Barragan Mendoza, considerado como el espacio cociente
F.(X)/Fi(X), denotado por SF,,(X), que se obtiene de F,,(X) al identificar
a F1(X) a un punto, con la topologia cociente (véase [7]).

Para un continuo X, sea H(X) cualquiera de los hiperespacios mencio-
nados anteriormente. Decimos que X tiene hiperespacio unico H(X) si la
siguiente implicacion se cumple: si Y es un continuo y H(X) es homeomorfo
a H(Y), entonces X es homeomorfo a Y.

Problema 1.1. Encontrar condiciones para un continuo X que tenga hiper-
espacio tnico H(X).

El problema de encontrar condiciones para un continuo X que tenga hi-
perespacio tnico H(X) ha sido ampliamente estudiado (véase [1]-[6], [8]-[30],
[32], [35]-(38]).

En este trabajo nos vamos a centrar en un caso particular del Problema
1.1, para ser precisos:

Problema 1.2. Para n € N con n > 2 encontrar condiciones para un conti-
nuo X que tenga hiperespacio tnico SF, (X).

Una grifica finita es un continuo que se puede escribir como la unioén finita
de arcos de tal manera que sean ajenos o se intersectan en uno o en ambos
puntos extremos.

En el caso particular de las graficas finitas se conocen los siguientes resul-
tados, todos estos teoremas tiene relaciéon o responden al Problema 1.1:

(a) Si X es una gréfica finita y n € N, entonces X tiene hiperespacio tnico
F,(X) (véase |8, Corolario 5.9]).
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(b) Si X es una grafica finita distinto de un arco o de una curva cerrada
simple, entonces X tiene hiperespacio tnico C(X) (véase |1, Teorema

1] y [10, 9.1]).

(c) Si X es una grafica finita y n € N con n > 2, entonces X tiene hiperes-
pacio unico C,,(X) (véase [27] y |28, Teorema 3.8]).

(d) Si X es una grafica finita y n,m € N con n > m, entonces X tiene
hiperespacio tnico HS} (X) (véase [5, Teorema 3.6, [18, Teorema 3.2],
y |38, Teorema 5.7]).

Sea m € N con m > 3. Una 6,,-grdfica es la unién de m arcos Ey, ..., B,
compartiendo los mismos puntos extremos u y v y que satisfacen que E;NE; =
{u,v}, para cada i # j, 1,5 € {1,...,m}.

Con relacion al Problema 1.2, el objetivo de este capitulo es exponer el
resultado:

(e) Sean m,n € N con n > 4. Si X es una 0,,-grafica, entonces X tiene
hiperespacio n-ésimo producto simétrico suspension tnico (véase el Teorema

6.4).

Es de resaltar que el Teorema 6.4 es uno de los resultados importantes
que contiene la tesis doctoral del cuarto autor German Montero Rodriguez
[36] y, también plasmado en el articulo [37, Teorema 3.5|.

2 Continuos e hiperespacios

A lo largo de este capitulo, si X es un espacio topolégico y A un subconjunto
de X, los simbolos cly(A), bdx(A) e intx(A) denotan la cerradura de A,
la frontera de A y el interior de A en X, respectivamente. La cardinalidad
de un conjunto A se representa por |A|. Como es usual, los simbolos (), R y
R2, representan el conjunto vacio, los niimeros reales y el plano euclidiano,
respectivamente.

Sean X un espacio topolégico y p € X; un subconjunto V' de X es una
vecindad de p si existe un conjunto abierto U en X tal que p e U C V.

Sean X un espacio métrico, con métrica d, p € X, A C X ye > 0.
La bola abierta en X con centro en p y radio € es el conjunto {z € X :
d(p,z) < €}, se denota por Bx(p,e) aunque escribimos B(p,¢) cuando no
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pudiera haber confusion. La nube de radio € alrededor de A: {x € X : d(z,a) <
e, para algin a € A}, se denota por Nx(e, A) aunque escribimos N (e, A)
cuando no pudiera haber confusion.

Sean X un espacio topologico y p € X. El espacio X es localmente conexo
en p si para cada conjunto abierto U en X tal que p € U, existe un conjunto
abierto y conexo V en X tal que p € V .C U. Si X es localmente conexo en
cada uno de sus puntos decimos que X es localmente conezxo.

Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].

Sea n € N. Consideramos que la métrica de R™ es la euclideana ||z||,,. Una
n-celda es un espacio topolégico homeomorfo a la bola unitaria B,(0,1) =
{z € R": ||z||, < 1}. Una curva cerrada simple es un espacio topologico
homeomorfo a la circunferencia unitaria S = {z € R?: ||z||, = 1}.

Un espacio topoloégico X es arco-conexo, si para cualesquiera x,y € X con
x # y, existe un arco contenido en X que une a x y y. Sea X un espacio
topologico. Si z € X, el espacio X es localmente arco-conero en x si para
cualquier abierto U de X tal que z € U, existe V' abierto de X y arco-conexo
tal que x € V' C U. El siguiente concepto se usara en el Teorema 4.8, el espacio
X es localmente arco-conezo si es localmente arco-conexo en cada uno de sus
puntos.

Dado un continuo X, los hiperespacios de un continuo X son clases de
subconjuntos de X que cumplen cierta propiedad especifica. Ademas de tra-
bajar al hiperespacio de subconjuntos cerrados de X, 2%, con la métrica de
Hausdorff, se puede dotar de una topologia.

Sean X un continuo, n,r € Ny A;y,..., A, subconjuntos no vacios de X.
El wvietdrico de Ay, ..., A,, denotado por (Aq,..., A,), es el conjunto

(A1, ..., Ap)ex N EL(X),
donde (Aq,..., A,)sx, es el conjunto
{BEQX:BCUAinﬂAi%@paracadaie{1,...,r}}.
i=1

Teorema 2.1. [31, Teorema 1.2] Si X es un continuo con una topologia T,
entonces la coleccion

{(S1,...,S:)ox: S; € T para cada i € {1,...,r},r € N},

es una base para la topologia para 2.
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La topologia generada por la base mencionada en el Teorema 2.1 es cono-
cida como la topologia de Vietoris.

3 Resultados preliminares

En esta seccion vamos a citar algunos resultados de continuos y sus hiperes-
pacios que se han trabajado en este tema, con el fin de que los lectores jovenes
puedan tener una idea de las propiedades topologicas y sea de su interés la
teoria de la unicidad de hiperespacios de continuos. Algunos de estos teore-
mas se encuentran demostrados en |23, Capitulo 1], también se le sugiere al
lector ver la tesis doctoral de Montero Rodriguez [36].

Sean X un continuo, p € X y [ un namero cardinal. Decimos que p
tiene orden en X menor o igual a (3, denotado por ord(p, X) < f3, si p tiene
una base de vecindades B en X tal que |bdx(U)| < 8, para cada U € B.
Decimos que p tiene orden en X igual a 8 (ord(p, X) = ) si ord(p, X) < 8
y ord(p, X) £ a para todo nimero cardinal o < 8. Ahora, sean

EX)={re X: ord(z,X) =1},

OX)={reX:ord(z,X)=2}y
R(X)={x € X: ord(x,X) > 3}.

Los elementos de E(X) (respectivamente, O(X) y R(X)) son llamados puntos
extremos (respectivamente, puntos ordinarios y puntos de ramificacion) de

X.

Sean € N, conn > 3. Un n-odo simpleY es la uniéon de n arcos L1, ..., L,
de Y tales que L; N L; = {v} sii # j y v es un punto extremo de los arcos
L;, para cada i € {1,...,n}. El punto v es el vértice del n-odo simple Y. Un
3-odo simple es llamado triodo simple.

Dada una grafica finita X, un ciclo en X es una curva cerrada simple J
en X tal que J — {a} es un subconjunto abierto de X, para algin a € J.
Un arco libre en X es un arco o en X con puntos extremos p y ¢ tales que
a—{p, q} es abierto en X. Un arco libre mazimal en X es un arco libre en X
que es maximal, con respecto a la inclusion. Consideremos las colecciones:

Ar(X)={J C X: J es un ciclo enX},
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Ap(X) ={J C X: J es un arco libre maximal tal que |J N R(X)| =1} y

Ag(X) ={J C X: J es un arco libre maximal en X} U Ar(X).

Los elementos de Ag(X) son las aristas de la gréfica finita X.

Lema 3.1. /23, Lema 3.1] Sean X una grdfica finita con R(X) #0 y J, K €
Ag(X). Entonces

(a) sip € intx(J), entonces p & R(X),
(b) sip € bdx(K), entonces p € R(X) y
(c) si J # K, entonces intx(J) N K = 0.
En [23, Teorema 4.4| se encuentra otra prueba del resultado que sigue:

Teorema 3.2. [8, Lema 3.2/ Si X es un continuo localmente conezxo el cual
no es una grdafica finita, entonces para cada k € N, X contiene una grdfica
finita con al menos k aristas.

Lema 3.3. /23, Lema 4.6/ St X es un continuo yn € N, conn > 2, entonces
F.(X) — F,1(X) es denso en F,(X).

Dado un continuo X, los conceptos que siguen fueron introducidos en |13,
pags. 1583 y 1584]:

G(X)={p € X: existe una grafica finita G en X tal que p € intx(G)},
P(X) =X -6(X),
X es casi enrejado si el conjunto G(X) es denso en X.

Lema 3.4. [23, Lema 3.3] Si X es una grdfica finita, entonces G(X) — R(X)
es un subconjunto denso de X.
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4 El producto simétrico suspensién de un con-
tinuo

Recordamos el hiperespacio que vamos trabajar en este trabajo. Sean X un
continuo y n € N con n > 2. El n-ésimo producto simétrico suspension de X,
denotado por SF,,(X), es el espacio cociente

SF,(X) = Fo(X)/F(X).

que se obtiene de F,(X) al identificar a F1(X) a un punto, con la topo-
logia cociente, véase [7|. La funcién cociente ¢, es la proyeccion natural
qy: Fo(X) — SFE,(X) y Fx denota el elemento gy (F1(X)). Observamos un
hecho importante en el desarrollo de nuestro trabajo: la funciéon restricciéon
de gy al subespacio F,(X) — F1(X) es un homeomorfismo, es decir,

Ax|F.0)-m(x) s Fn(X) = Fi(X) — SF(X) — {Fx}
es un homeomorfismo. De ahora en adelante, escribimos

Ix = 4x|r.(x)-F ()

A continuacion presentamos algunos ejemplos del n-ésimo producto simé-
trico suspension del arco y del triodo simple, en el caso cuando n = 2.

Ejemplo 4.1. Sea X un arco. En [30, pag. 51| se demuestra que un mo-
delo para el hiperespacio F5(X) es el tridngulo en el plano con vértices en
(0,0),(0,1) y (1,1), es una 2-celda, donde F;(X) es homeomorfo al segmento
que une el punto (0,0) con el punto (1,1). Si identificamos F;(X) a un pun-
to, obtenemos un espacio homeomorfo a este tridngulo. Asi, el hiperespacio
SF5(X), también es una 2-celda.

Ejemplo 4.2. Sea T un triodo simple. En [30, pag. 55| se demuestra que
un modelo para el hiperespacio F»(T") es homeomorfo a una 2-celda, Dy, que
contiene tres 2-celdas, Dy, Dy v D3, pegadas de tal manera que Dy N D; es
un arco para cada i € {1,2,3} y la interseccion D; N Dy N D3 es un punto p.
Ademaés Fi(T') esta contenido en la frontera como variedad de Dy, Dy, D3 y
Fi(T)NDy = {p}. Asi, al identificar F;(7T") a un punto, obtenemos un espacio
homeomorfo a F5(T). Por lo tanto, SF»(T') es homeomorfo a F5(T').
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Sean X un continuo y n € N. Consideramos los siguientes subespacios de
F.(X):

En(X)={A € F,(X): A tiene una vecindad en F,(X) la cual es una
n-celda} y

R.(X) = {A € Fy(X): AN R(X) # 0}.

En lo que sigue vamos a citar algunas propiedades de los conjuntos &, (X)
y R, (X), con los cuales demostramos los resultados principales, las demos-
traciones de éstos se encuentran en la tesis doctoral de Montero Rodriguez
[36] o bien en [23].

Lema 4.3. [23, Lema 4.2] Si X es un continuo y n € N, entonces £,(X) es
un subconjunto abierto de F,(X).

En [23, Teorema 4.3] se encuentra otra prueba del resultado que sigue:

Teorema 4.4. [8, Lema 3.1] Si X es un continuo localmente conexo y A €
En(X), entonces ningin punto de A es el vértice de un triodo simple de X.

Lema 4.5. [8, Lema 5.1] Si X es una grdfica finita, n € {2,3} y A € F,(X)—
R, (X), entonces A € E,(X).

Dada una gréfica finita X y n € N con n > 2, consideramos otro subes-
pacio del n-ésimo producto simétrico de la grafica X:

No(X)={A € F,(X)—F, 1(X): AN R(X) = 0}.
Lema 4.6. [23, Lema 5.3] Si X es una grdfica finita y n € N, con n > 2,
entonces Ny, (X) es un subconjunto denso de F,(X).

Lema 4.7. [23, Lema 5.4] Si X es una grdifica finita y n € N, entonces
No.(X) C E.(X).

El siguiente resultado es una caracterizacion de gréficas finitas, el cual nos
ayuda en la prueba del resultado principal de este trabajo. Otra prueba la
puede consultar en |23, Teorema 5.5].

Teorema 4.8. [8, Teorema 3.4] Un continuo localmente conexo X es una grd-
fica finita si y solo si para algin (para cada) n € N, &,(X) es un subconjunto
abierto y denso de F,(X) con un nimero finito de componentes.
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En los resultados que siguen mostramos explicitamente los conjuntos &,(Y)
de los continuos arco y la curva cerrada simple.

Lema 4.9. Sea Y un continuo localmente conezo.

(a) SiY es homeomorfo a [0,1] o a S*, y n € {2,3}, entonces E,(Y) =
F,(Y).

(b) Si R(Y)# 0 yn €N, entonces E,(Y) C F,(Y).

Demostracion. (a) Note que el arco [0,1] o S* no tienen puntos de ramifica-
cion asi, R(Y) = (). Por el Lema 4.5 se tiene que F,,(Y) C &,(Y).

(b) Como R(Y) # 0, por el Teorema 4.4 se obtiene que &,(Y) C F,(Y).

UJ

Lema 4.10. Sean X una grdfica finita, E € Ag(X) y m,n € N con m < n.
Si A, B € (intx(F)) tal que |A| = |B| = m, entonces eziste un arco A en
(intx(E)) con puntos extremos A, B y si C' € A, entonces |C| =m.

Demostracion. Supongamos que A = {aq,...,a,} vy B = {b,...,by,}. Consi-
deramos un homeomorfismo 5: (0,1) — intx(F). Para cada l € {1,...,m},
sean 74,1, € (0,1) tal que B(ry,) = a1 y B(ry,) = b. Sea T; el intervalo con
puntos extremos r,,, 75, y definimos

a;: [0,1] — T} tal que ay(t) = rq, + t(ry, — 74,)-

En caso de que r,, = 73, entonces a; es una funcion constante. En cualquier
caso, a; es una funcién continua. Note lo siguiente: si 4,7 € {1,...,m} y
t € (0,1), entonces «;(t) # «;(t). Supongamos que «;(t) = «;(t) y que si
J =i, entonces rq; > T4, ¥ T, > 1o, ASL, 7o, +1(1y, — Ta;) = 1o, +H(1y;, —74a;).
Luego, 74, — Ta; = t(15; — T, + T, — Tq;). Como 74, # 74;, tenemos que

Ta, — Ta

= (Tbj - rbi) + (T; - ra«j)' (1)

Como t € (0,1) y 74, — 74; < 0, tenemos que (1) implica que 74, — 4, >
(13, —73,)+(Ta,—Ta,). Asi, 0 > 13, —73,, lo cual es una contradiccion. Por tanto,
a;(t) # a;(t). Asi, para cada [ € {1,...,m}, la funcién v, = foy: [0,1] —
inty(F) es continua.

Afirmacion. La funcién «: [0,1] — (intx(£)) definida para cada t €
[0,1] como a(t) = {71 (t),...,vm(t)} es continua.
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Prueba de la Afirmacion. Notemos que a(0) = {5(1(0)), ..., S(am(0))} =
{a1,...,an} = A. Asi, a(0) = A. De manera similar a(1) = By |a(t)| = m,
para cadat € {1,...,m}. Sean ty € [0,1] y g > 0. Como Soq; es continua en
to, para cada [ € {1,...,m}, existe ; > 0, tal que si ¢t € [0,1] y |to — t| < &y,
entonces d(SB(ay(to)), B(au(t))) < go. Sea g = min{dy,...,d,}. Sit € [0,1]y
[to — t| < do, entonces d(B(ay(to)), B(cu(t))) < eo, para cada [ € {1,...,m}.
Asi, a(ty) C N(ep,a(t))) v aft) C N(e,afty)). Luego, H(a(ty),a(t)) < €.
Por tanto, a es continua. Asi, la Afirmacion es verdadera.

Como [0, 1] es localmente conexo, por [33, Teorema 5, pag 257, tenemos
que ([0, 1]) es localmente conexo. En particular, «([0, 1]) es arco conexo. Asi,
existe un arco A en «([0,1]) C (intx(E)) con puntos extremos A y B. O

5 0,,-graficas y propiedades

De ahora en adelante, cuando nos referimos a X como una gréfica finita
significa que

X tiene Ey,..., E,, aristas, con m € N.

Sean X una grafica finita y n € N. Dados i,...,7, € NU{0} tales que
i1+ -+ iy, = n, consideramos Kx (i1, ..., im,) como el subconjunto de F,,(X)
tal que cada elemento de Kx(is,...,,) tiene exactamente ¢; puntos en el
interior de la arista £, para cada j € {1,...,m}.

Note que si A € Kx (i1, ...,0n), esto significa que
Ae F,(X)yi;=|Anintx(E;)|, para cada j € {1,...,m}.
En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacion. Consideremos una grafica

finita X (con sus m € N aristas) y n € N, dados j,1 € {1,...,m} considera-
mos las colecciones:

K = Kx(ir, .. im) siij=n

,Cx<j,l):Kx(i1,...,im) 51j7élyzj+zl:n
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Note que IC& C (intx(E;)) vy Can(X)(’Cgc) = (Ej).

Las propiedades topolégicas de los conjuntos Kx (i1, ...,%,) son parte
esencial de las demostraciones de los resultados que se exponen en este capi-
tulo. Para una demostracion del resultado que sigue véase [36] o bien en [23,
Lema 6.1].

Lema 5.1. Si X es una grdfica finita entonces las siguientes propiedades se
cumplen.

(a) Kx(i1,...,im) €s arco conezo.

(b)) Kx (i, . im)NKx(l1,...,ln) =0 siy solo si existe j € {1,...,m} tal
que 1 # ;.

(c) Kx(i1,...,im) €s un subconjunto abierto de &,(X).

El siguiente resultado nos dice como son las componentes del subespacio
E,(X), para una grafica finita X, una demostracion la puede ver en [36] o
bien en [23, Lema 6.6].

Teorema 5.2. Sean € N conn > 4. 5t X es una grdfica finita, entonces las
componentes de E,(X) son los conjuntos de la forma:

K (i, vim)-

Teorema 5.3. [7, Teorema 5.2/ Sean X un continuo y n € N, con n > 2.
Entonces X es localmente conezo si y solo si SF,(X) es localmente conezo.

El resultado que sigue es de suma importancia en el desarrollo de nuestro
trabajo.

Lema 5.4. Sean X una grdfica finita y n € N con n > 4.

(a) Si A€ clp,x)(Kx(i1,...,im)), entonces |[ANintx(E;)| < 4, para cada

je{l,...,m}.
(b) La inica componente de E,(X) contenida en clp,x)(Kx(i1,...,im)) €s
K (i1, ... im).
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Demostracion. (a) Sea A € clp,(x)(Kx(i1,...,im)). Supongamos que existe
j € {1,....,m} tal que |[ANintx(E;)| > ;. Sea {Ax}3, una sucesion en

Kx(i1,...,4m,) que converge a A. Notemos que |ANE;| > [ANintx (E;)| > ;.
Por otro lado, la sucesion {A; N E;}7°, converge a ANE; y |[AyNE;| =1i; lo
cual es una contradiccion.

(b) Por Teorema 5.2, ICX (i1,...,%m) es una componente de &,(X) conteni-
da en clp, (x)(Kx (i1, ..., m))- Supongamos que existe Kx(l1,...,ln ) compo-
nente de &, (X) distinto de Kx(i1, ..., i) contenida en clp, (x)(Kx (i1, . . ., im))-

Por Lema 5.1(b), existe jo € {1,... ,m} tal que i, # [j,.

Caso 1. i, < [j,.

Sea A € Kx(ly,...,l,). Esto implica que {;, = |A Nintx(E;)|. Como
A € cp,x)(Kx(t1, ... im)), por (a), |[ANintx(Ej)| < 4,. Asi, 1, < ij, lo
cual es una contradiccion.

Case 2. i;, > [j,.

Esto implica que existe j; € {1,...,m} tal que i;, < [;,. De manera similar
como en el Caso 1, tenemos una contradiccion. O

Dado n € N con n > 2 y un continuo Z, consideramos la siguiente nota-
cion.

SE.(Z)={A e
SF,(Z): A tiene una vecindad en SF,(Z) la cual es una n-celda}.

Observacion 5.5. Sea n € N con n > 4.

(a) Si Z es un continuo, entonces S&,(Z) es un subconjunto abierto de
SF,(Z).

(b) Si X es una grafica finita, entonces las componentes de SE,,(X) son
los conjuntos de la forma:

q}(Kx(il, e ,Zm))

Para una demostracion del resultado que sigue véase [36] o bien en [23,
Teorema 6.10)].

Teorema 5.6. Sean X y Y continuos localmente conexos casi enrejados y
n €N, conn > 4.

(a) Entonces q5(E,(Y)) = SEL(Y)

(b) Sih: SF,(X) — SF,(Y ) es un homeomorfismo, entonces h(qy(A)) #
Fy, para cada A € E,(X).
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Para una demostracion del resultado que sigue véase [36] o bien en [23,
Lema 6.11].

Lema 5.7. Sean € N conn > 4. 51 X yY son grdficas finitas y h es un
homeomorfismo entre los hiperespacios SF,(X) y SF,(Y'), entonces £,(X) =
(a%) " (R gy (Ea(Y))).

Recordemos que, dado un m € N con m > 3, una 6,,-gréafica es la uniéon
de m arcos Ei,...,FE,, compartiendo los mismos puntos extremos v y v y
que satisfacen que E; N E; = {u,v}, para cada ¢ # 7, 4,5 € {1,...,m}. Asi
que por definicion se sigue que una 6,,-grafica es una grafica finita tal que sus
puntos de ramificaciéon son u y v.

Teorema 5.8. Seann € N, conn > 2, y X una grdfica finita con R(X) # 0.
St X no es una 6, grdifica, entonces

(elsm, oo (ax(Ky)) : By € As(X)} = {Fx}.

Si X es una 0, grdfica, entonces

({elsr.o0(ax (K%)= Bj € As(X)} = {Fx,ax({u.v})}.

Demostracion. Sean E; € Ag(X) y p € intx(E;). Note que podemos consi-
derar una sucesion {a, }n,en de elementos en intx(E;) que converja al punto
p. Luego, para cada n € N, sea A, = {a,}. Se sigue que, para cada n € N,
|A, Nintx(E;)| = 1, asi A, € K%, note que la sucesion {A,},en conver-
ge al punto {p}, esto es, {p} se puede aproximar por elementos de ng(, de
aqui se sigue que {p} € clp,(x)(K%). Asi, Fx € clgp,(x)(gx(K%)). Luego,
Fx € Mclskx)(ax(K%)) © Ej € As(X)}. Ademés, si X es una 0, gra-
fica, entonces u,v € E;, para cada j € {1,...,m}. Como n > 2, pode-
mos aproximarnos a {u,v} con elementos de IC?X Esto implica que {u,v} €
clp, 0 (Ky). Ast, gx({u,v}) € clsr,(x)(ax(K%)). Por tanto, gx({u,v}) €
Melsr,x)(ax (KY)) : Ej € As(X)}. ,

Supongamos que existe x € ({clsr,x)(ax(K%)) : E; € As(X)} — {Fx}.
Sea A € F,(X) — F1(X) tal que ¢x(A) = x. Como X es una grafica finita y
R(X) # 0, sabemos que |Ag(X)| > 2y | As(X)| < 2. Dado E; € Ag(X),
existe una sucesion {A4;}2°, en K tal que {qx(A;)}2, converge a . Asi, la
sucesion {A4;}2, converge a A. Luego, A C Ej. Por tanto,

Ac()As(X). (2)
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Como |A] > 2, por (2), tenemos que | () As(X)| = 2. Asi, |4] = 2.

Si X no es una 6, grafica, tenemos que | () Ag(X)| < 2. Por (2), tenemos
que |A| < 2, lo cual es una contradiccion. Por tanto, tal x no existe. Por
tanto, ({clsr, (x)(gx (%)) : E; € As(X)} = {Fx}.

Si X es una 6, grafica, tenemos que [ Ag(X) = {u,v}. Como A C
NAs(X)y A& Fi(X), entonces A = {u,v}. Asi, tenemos que x = gx ({u, v}).
Por tanto, x € {Fx,qx({u,v})}. Asi, N{clsr,(x)(ax(Ky)) : E; € As(X)} =
{Fx, ax({u,v})} O

6 Hiperespacio n-ésimo producto simétrico sus-
pensiéon tnico de una #,,-grafica

Iniciamos esta seccién citando que la clase de las graficas finitas tienen hiper-
espacio n-ésimo producto simétrico suspension SF),-cerrada, esto es, sea A la
clase de las graficas finitas, si para cualesquiera X € A y Y un continuo tal
que SF,(X) es homeomorfo a SF,(Y), se cumple que Y € \. La prueba del
resultado que sigue la puede ver en [36] o |23, Teorema 7.1|.

Teorema 6.1. Sean € N conn > 4. St X y Y son continuos tales que
SF,(X) es homeomorfo a SF,(Y'), entonces X es grifica finita si y solo si' Y
es grdfica finita.

Como una aplicacién del Teorema 6.1 mostramos que: (i) el arco tiene
hiperespacio n-ésimo producto simétrico suspension unico y (i) la curva ce-
rrada simple tiene n-ésimo producto simétrico suspension tnico.

Dada una variedad M, la frontera como variedad de M la denotamos por

oM.

Teorema 6.2. Sean Y un continuo yn € N conn > 2.

(a) Si SF,(Y) es homeomorfo a SF,([0,1]), entonces Y es un arco.

(b) Si SF,(Y) es homeomorfo a SF,(S'), entonces Y es una curva cerrada
simple.

Demostracion. A lo largo de la prueba vamos a considerar a X como el espacio
[0,1] o el espacio S'. Sea h : SF,(X) — SF,(Y) un homeomorfismo. Note
que X es un continuo localmente conexo, luego por el Teorema 5.3, SF,,(X)
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es localmente conexo. Se sigue que SF,(Y") es localmente conexo, nuevamente
por el Teorema 5.3 se tiene que Y es un continuo localmente conexo.
Caso 1. n € {2,3}.

Lo primero que haremos en este caso es demostrar que R(Y) = (). Para
esto supongamos que existe un punto a; € R(Y) y, sea ay € Z — {a1}.
Si gy({a1,a2}) = h(FY), entonces qy({ai,a}) # h(Fx), para cada a €
Y — {a1,as}. Por lo tanto, podemos suponer que gy ({ai,as}) # h(Fy).
Sea A = {aj,as}. Notemos que h™'(qy(A)) € SF,(X) — {Fx,h ' (Fy)}.
Ast, (%) H(h gy (A))) € Fu(X) — Fi(X). Como R(X) = 0, por |8, Lema
5.1] se obtiene que (¢%) ' (h7(gy(A))) € E.(X). Asi, existe una vecindad
U de (¢%) (R gy (A))) en F,(X) — Fi(X) la cual es una n-celda. Luego,
qx(U) es una n-celda y es vecindad de h™'(gy(A)) en SF,(X) — {Fx}. Por
tanto, existe una vecindad U’ de h™'(gy(A)) la cual es una n-celda tal que
U CaqxU)N(SF(X) — {Fx,h Y(Fy)}). Asi, h(U') es una n-celda y es ve-
cindad de ¢y (A) en SE,(Y) —{h(Fx), Fy}. Asi, (¢) " (h(U')) es una n-celda
y es vecindad de A en F,,(Y) — F1(Y). Por lo tanto, A € &,(Y). Por [8, Lema
3.1], A &€ E,(Y). Asi, tenemos una contradiccion. Por tanto, ¥ es un arco o
una curva cerrada simple

(Caso n = 2) Como SFy(S") es homeomorfo al Plano Proyectivo Real RP?
y SF([0,1]) es homeomorfo a [0,1]? (|7, Ejemplos 3.1 y 3.3]), tenemos que Y’
es homeomorfo a X.

(Caso n = 3) Como SFy(S') se puede encajar en SF3(S'), entonces
SF3(S') no es encajable en R3. Por otro lado, un modelo para F3([0,1]) es
una esfera unitaria (véase [29, Seccion 3]), donde Fi([0,1]) es un didmetro.
Asi, SF3(]0,1]) se puede encajar en R3. Por tanto, Y es homeomorfo a X.
Caso 2. n > 4.

Por el Teorema 6.1, tenemos que Y es una gréfica finita.

Como |Ag(X)| = 1, por Teorema 5.2, tenemos que &,(X) tiene una tunica
componente. Por Lema 5.7, £,(Y") es conexo. Asi, |Ags(Y)| = 1. Por lo tanto,
Y es un arco o una curva cerrada simple.

Afirmacion 1. Si B € &,(S') y M es una vecindad de B en F,(S) la cual
es una n-celda, entonces B esta en el interior como variedad de M.

Prueba de la Afirmacion 1. Como R(S') = ), por [8, Corolario 4.4, te-
nemos que B € F,(S') — F,_1(S"). Por |26, Teorema 2.5, existen sub-
conjuntos abiertos y conexos ajenos por pares Vi,...,V, de S! tales que
B e (Vi,...,V,) C intp,(s1)(M). Notemos que V; es homeomorfo a (0,1),
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para cadai € {1,...,n}. Asi, (Vi,...,V,) es homeomorfo a (0,1)". Luego, B
esta en el interior como variedad de M.

Afirmacion 2. Si A € &,([0,1]) y An{0, 1} # 0, entonces existe una vecindad
M de A en F,([0,1]) la cual es una n-celda tal que A € OM.

Prueba de la Afirmacion 2. Supongamos que 0 € A. Como A € &,([0,1]), en-
tonces A € F,([0,1]) — F,,_1([0,1]). Asi, A ={0,as,...,a,}, donde ay, ..., a,
son puntos distintos en [0, 1]. Sean «q,...,qa, en [0,1] arcos ajenos por pa-
res tales que 0 € intp (o), az € intpqj(as),...,a, € intjq1y(ay). Sea M =
(a1,...,0ap). Asi, A € intp, (j0,17)(M). Notemos que M es una n-celda la cual
es vecindad de A en F,,(]0, 1]). Como 0 € day, tenemos que A € OM. Por lo
tanto, se cumple la Afirmacion 2.

Por la Afirmacion 1 y la Afirmaciéon 2, tenemos que &,(S') no es ho-
meomorfo a &€,([0,1]). Por el Lema 5.7, se tiene que &,(X) es homeomorfo a
E,(Y). Como Y es un arco o una curva cerrada simple, se concluye que X es
homeomorfo a Y. O

De ahora en adelante, cuando Y sea una grafica finita, significa que

Y tiene Ej,..., E!

' aristas, con m’ € N,

Ahora, el siguiente resultado nos muestra una fuerte relacién entre los
elementos de Ag(X) con los elementos de Ag(Y'), para dos graficas finitas X
y Y.

Teorema 6.3. Sean X, Y grdficas finitas, n € N conn >4 y h: SF,(X) —
SF,(Y) un homeomorfismo. Entonces se cumple lo siguiente:

(a) Para cada E; € As(X), tenemos que h(qx(K%)) = qv(IC}), para algin
E}h S .As(Y).

(b) La relacion Ej— Ej, es una biyeccion entre As(X) y As(Y).

Demostracion. (a) Sea E; € Ag(X). Por el Teorema 5.2 y el Lema 5.7, tene-
mos que h(gx(K%)) = qv(Ky (i1, ..., im)), para alguna componente

le(il, ce ,’im/) de gn(Y)
Vamos a considerar el conjunto M’ = {j € {1,...,m'} :i; # 0} ysear’ =

|M’|. Por conveniencia, supongamos que M’ = {ji,...,j~} y notemos que
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Ky (i1, .. ine) C (inty (E7 ), ..., inty (£} )). Vamos a demostrar que r’ = 1.
Para esto supongamos que ' > 2.
Afirmacion. intFn(y) (Can(y) (Ky(il, C ,Zm/))) = ICy<i1, c. ,im/>.

Prueba de la afirmacion. Notemos que
/Cy(il, - ,im/) C intFn(y)(CIFn(y)(/Cy(il, - ,im/))).

Vamos a demostrar que intg, v)(clg, v)(Ky (i1, .- imr))) C Ky (i1, ..., ).
Para probar esto, sea A € intp, (v)(clp, v)(Ky (i1, ..., %m))). Vamos a probar
que (i) ANRY)=0y (ii) A€ F,(Y) — F,_1(Y).

Demostremos (i). Supongamos que existe p € AN R(Y). Sea r > 0.

Como A € clp,w)(Ky(i1,...,in)), existe B € Ky(i1,...,in) de tal
manera que H(A, B) < 7. Asi, existe un punto b € B de tal manera que
dy (p,b) < §. Como B € (inty (E})),...,nty (£} )), existe B, € {E} ..., E} }
tal que b € inty(E%). Como p € R(Y), existe F, € Ag(Y) — {E.} tal que
p € Ej. Sea c € inty (E]) — B tal que dy(c,p) < ] y sea C = (B — {b}) U {c}.
Como dy(c,b) < 3, tenemos que H(C,B) < 5. Asi, H(A,C) < H(A,B) +
H(B,C) < r. Mas atn, |C Ninty(E})| = 1+ |B Ninty(E})|. Como B €
Ky (i1, ..., im), tenemos que |C Ninty (E])| = 1 + 4;. By Lema 5.4(a), tene-
mos que C' & clp, (v)(KCy (i1, . . ., ims))-

Asi, A & intg, (vy(clp,v)(Ky (i1,...,%m))), lo cual es una contradiccion.
Por tanto, AN R(Y') = (. Luego, (i) se cumple.

Demostremos (ii). Supongamos que A € F,,_1(Y). Como AN R(Y) = 0,
tenemos que A € (inty (E}),....inty(E7 ) N clp, o) (Ky (i1, ..., im)). Por
Lema 5.4(a), tenemos que |A N inty(E})| < ij, para cada j € M’. Como
A€ F,1(Y), existe un elemento j, € M’ tal que [ANinty (£} )| < ij,. Como
r’ > 2, podemos tomar j, € M’ — {j.}. Sean l = n — |A| y r > 0. Eligiendo
puntos distintos por pares by, ..., b € inty(E] ) — A tales que H(A, B) <,
donde B = AU {by,...,b}. Notemos que |B Ninty(£})| = [A N inty(E})],
para cada j € M’ — {js}.

Supongamos que |B Ninty (£} )] < ij,. Notemos que

Bl = ) |BnNinty(E))
JjeM’
= Y |Bninty(E)|+|BNinty(E),)| + |B Ninty (E})|
JEM'—{jk,js}
- > Aninty (E))|+ |ANinty (E),)| + |B N inty (E} )].
JEM'—{jk.js}
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Por Lema 5.4(a) y como |A Ninty (Ej, )| < ij,, se sigue que

|B| < Y i+ [Aninty ()| + i,

JeM'—{jk.js}
< > i i
]eMli{]kJS}
Como E i; = n, tenemos que |B| < n lo cual es una contradiccion.

jeM’
Esto implica que |B N inty(Ej )| > 4;,. Luego, por el Lema 54 (a), B ¢
Can(y)(le(il, RN ,’im/)). ASi, dado r > 0, B(A, ’f‘) ¢ Can(y)(}Cy(il, .. ,im/)).
Por tanto, A ¢ intg, (v)(clg, v)(Ky (41, ..., im))) lo cual es una contradiccion.
Por tanto, A € F,,(Y) — F,,—1(Y). Luego, (ii) se cumple.

De acuerdo con [8, Corolario 4.4], A € &,(Y). Sea C la componente de
E,(Y) que contiene a A. Por el Lema 4.3, tenemos que C es un subcon-
junto abierto de F,(Y). Como A € clp,(v)(KCy (i1,...,im)), entonces C N
Ky (i1, ig) # 0. Por el Teorema 5.2, tenemos que C = Ky (i1, ..., 0m).
Asi, A € Ky (i1, .., ). Por lo tanto,

intFn(y)(CIFn(y) (’Cy(il, . ,Zm/))) C ’Cy(il, . ,im/).

Esto completa la prueba de la Afirmacion.

Consideremos A € F,(X) tal que h(gx(A)) = Fy y A’ € F,(Y) tal que
h™ gy (A") = Fx. Sean F = Fo(X) = (F1(X)U{A}), 7/ = Fo(Y) = (I (Y)U
{A'}), y g el homeomorfismo (gy|#) ' oho(gx|r) de F en F'. Notemos que
K C F, por la parte (b) del Teorema 5.6. Asi, Ky (i1,...,im) C F'. Como
cl;(IC] ) = (E;) N F, tenemos que 1nt;(cl;(lC] ) = <1ntX( ;) N F. Por
la Afirmacion y como F' es un subconjunto abierto de F,(Y), tenemos que
int]:/(cl]:/(le(il, PN ,Zm/))) =

= intp(cdp,m)(Ky (i1, ..., 0w)) N F)
= intp, ) (clp, o) (Ky (i1, .. i) N F) N F
= intp, ) (clp, o) (Ky (i1, .. - i) Nint g, vy (F) N F
= intg, vy (clp, o) (Ky (i1, .. . imr))) N F'

= Ky(i1,. o ip

)
- ]Cy(il,...,’lm/)
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Notemos que: g(intz(clz(K%)) = intz (cle (Ky (i1, . . ., im))). Asi, tene-
mos lo siguiente g((intx(£;)) N F) = Ky (i1,...,im), lo cual contradice al
hecho de que g(K%) = Ky (i1, ..., im ), pues intz(clx (K% )) # K% . Por tanto,
r' =1

(b) Como K es asociado a kI, entonces F; es asociado a E;, . Supon-
gamos que [ es asociado a Ej y que £ = Ej . Esto implica que, K3 =
Kl Asi, ¢ (K = ¢ (K. Por la parte (a), tenemos que h(q}(I@()) =
h(q% (KY%)), ¥ esto implica que ¢% (K% ) = ¢ (KY). Por tanto, K% = K. Asi,
tenemos que F; = L. O

El siguiente resultado muestra que las 6,,-graficas tienen hiperespacio n-
ésimo producto simétrico suspension tnico. Este teorema es una de las piedras
angulares para probar que las gréficas finitas tienen hiperespacio n-ésimo
producto simétrico suspension tnico (véase [36] o bien [37, Teorema 3.5]).

Teorema 6.4. Sean m,n € N conn > 4. Si X es una 60,,-grdfica, entonces
X tiene hiperespacio n-ésimo producto simétrico suspension Unico.

Demostracion. Sea'Y un continuo tal que los hiperespacios SF,,(Y) y SE,(X)
son homeomorfos. Asi podemos considerar h: SF,(X) — SF,(Y) un ho-
meomorfismo. Como X es una 6,,-grafica entonces X es una grafica finita
luego, por el Teorema 6.1 tenemos que Y es una grafica finita. Note que
Y en particular es un continuo localmente conexo, supongamos que Y no
tiene puntos de ramificacion, se sigue de [40, Ejercicio 8.40] que Y es un ar-
co o una curva cerrada simple. Ahora, aplicando el Teorema 6.2 tenemos
que X es un arco o una curva cerrada simple, lo cual es una contradic-
cién. Por lo tanto, R(Y) # 0. Recordar que Ef,...,E!, son las aristas de
Y, para algin m’ € N. Por la parte (b) del Teorema 6.3, tenemos que la
asociacion Ej — E} es una biyeccion entre los conjuntos de aristas Ag(X)
y As(Y), en otras palabras, m = m/. Mas atn, por el Teorema 5.8 tene-
mos que [{clsr,(x)(ax(K%)) : E; € As(X)} = {Fx,qx({u,v})}. Por la
parte (a) del Teorema 6.3, esto es, para cada E; € Ag(X), tenemos que
h(qx (K% )) = gy (K3), para algin B € As(Y). Luego, obtenemos:
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2 = HFx,ax({u,v})}]
= [P({Fx, gx({u, 0P}
= [rN{clsr0 (gx(Kx)) : Ej € As(X)}
= IN{clsr 0 (Mlax (KX))) : Ej € As(X)
= [Mclsp.o(ar (K3)) - B}, € As(Y)}.

)l
H

Finalmente, aplicando el Teorema 5.8 a la grafica finita Y se obtiene que Y
es una #,, grafica. Por lo tanto, ¥ es homeomorfo a X. [

Finalizamos este capitulo mencionando que el Teorema 6.4 es uno de los
resultados previos para probar que la clase de las graficas finitas tiene hiperes-
pacio n-ésimo producto simétrico suspension unico (véase [36] o [37, Teorema
3.8]).
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Capitulo 6

Propiedades basicas de los continuos casi
enrejados y enrejados

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero,
Leonardo Ramirez Aparicio
FCFM, BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico con mas de un punto que es compacto
y conexo. Si X es un continuo y m un entero positivo, denotamos como
Cy, (X) la familia de subconjuntos cerrados no vacios de X con a lo mas
n componentes y metrizado por la métrica de Hausdorfl.

En este capitulo presentamos algunos resultados que caracterizan a los
continuos casi enrejados como a su subclase de los continuos enrejados.
Mostramos que los continuos enrejados poseen la propiedad de ser lo-
calmente conexos. Ademas de una caracterizaciéon para cuando X es en-
rejado que involucra dicha propiedad con una propiedad de uno de los
hiperespacios de X.

Asimismo, se dardn algunas caracterizaciones para los subconjuntos de
Cy, (X) que tienen dimension finita cuando X es localmente conexo. Entre
estas caracterizaciones distinguimos, a dichos subconjuntos como subcon-
tinuos de X para los cuales existe una grafica finita como vecindad de
ellos, asi como una caracterizacion cuando X, ademas de ser localmente
conexo, es enrejado.

1 Preliminares

Un continuo es un espacio métrico X con més de un punto conexo y compac-
to. Un subconjunto Y de X es un subcontinuo de X si Y es un continuo o Y
es un conjunto de un punto. Los hiperespacios de un continuo X son espa-
cios cuyos elementos son subconjuntos de X que cumplen ciertas condiciones
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especificas.

Dado un subconjunto A de un continuo X, el interior, la cerradura y la
frontera de A en X, los denotamos por intyx(A), clx(A) y Bdx(A), respecti-
vamente. También, denotamos por N al conjunto de los niimeros naturales.

Si X es un continuo y n € N, algunos de los hiperespacios de X son:

2¥ ={AC X:A#0y Aes cerrado en X},
C(X)={A€c2%: Aesconexo} y
Co(X) ={A € 2%: Atiene a lo méas n componentes}.

La clase 2% se le conoce como el hiperespacio de los subconjuntos ce-
rrados de X, se acostumbra denotar a C(X) como C(X), conocido como el
hiperespacio de los subcontinuos del continuo X. Por otra parte, C,, (X)
es conocido como el n—ésimo hiperespacio de X.

Sean X un continuo y A, B C X, la distancia entre A y B que denotamos
como d (A, B), esta dada de la siguiente manera:

d(A,B) =inf{d(a,b): a € Ay b€ B}.
Si p € X, denotamos
d(p,A) = d({p}, A).

Mientras no se diga lo contrario dado un continuo X, denotamos por d la
métrica de X.

Sea X un espacio métrico con métrica acotada d y A C X, con A no vacio.
La e-nube de A (o la nube con centro en Ay radio ¢ >0 ), es:

Ny(e, A) ={z € X: existe a € A tal que d(z,a) < €}.

Si A,B € 2%, sea Hy: 2% x 2X — [0,00) definida para cada A, B € 2%
por

Hy(A,B)=inf{e >0: AC Ny(e, B) y B C Ny(c,A)}.

Teorema 1.1. |9, Teorema 0.2] Sea X un espacio métrico con métrica aco-
tada d. La funcion Hy es una métrica para 2.
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La métrica H, se le conoce como la métrica de Hausdorff inducida
por d o simplemente métrica de Hausdorff. De ahora en adelante, siempre
que consideraremos a 2%, lo haremos con esta métrica.

Observemos que la restriccion de la métrica de Hausdorff a C' (X) y C,, (X)
hace de cada uno de estos un espacio métrico.

Ahora presentamos algunos propiedades basicas de las nubes.

Lema 1.2. Sean X un continuo y A, B € 2% tales que AN B = (). Entonces
existe € > 0 tal que Ny (e, A) N Ny (e, B) = 0.

Demostracion. Como Ay B son compactos, entonces d (A, B) > 0. Sean € =

@ > 0 y supongamos que y € Ny (e, A)N N, (¢, B), entonces existen a € A
y b € Btalesqued(a,y) < eyd(b,y) < e. Luego, d(a,b) < d(a,y)+d (b,y) <

2¢ = d (A, B), es decir, d(a,b) < d(A, B), lo que es una contradiccion. ]

Lema 1.3. |2, Lema 2.1] Si X es un continuo, A € 2% y U es un sub-

conjunto abierto de X tal que A C U, entonces existe € > 0 que satisface
AC Ny (Aje) CU.

Lema 1.4. [2, Lema 2.8] Si X es un continuo, A, B € 2% y ¢ > 0, entonces
Hy(A,B) <esiysolosiAC Ng(B,e) y BC Ng(A,e).
Si X es un continuo con métrica d, € > 0y A € 2%, denotamos la bola
abierta en 2%, con centro en A y radio € como
BHd (A, 6) = {B S 2XI Hd (A, B) < 6}.

Definiciéon 1.5. Sean X un continuo y Uy, Us, ..., U, C X. El vietérico de
Uy, Us,...,U, en 2%, se define y se denota de la siguiente manera:

(U, Uy, ..Uy ={Ae€2X : Ac JU;, ANU; # () parai € {1,...,n}}
i=1

Teorema 1.6. [9, Teorema 0.13| Sea X un continuo. Una base de abiertos
para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff de 2% viene dada por:

{{U1,Us, ..., Up): U; es un abierto en X para cada i € {1,2,...,n} con
n € N}.

Sean X un continuo y n, k € N, el vietorico de Uy, Us, ..., Uy, en C, (X),

denotado por (U, Us, ..., Uk)Cn(X)7 es la interseccion del vietérico
(U1, U,, ..., Uy) vy el hiperespacio C,, (X), es decir,

Matemdticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 6, 157-179



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Leonardo Ramirez
160 Aparicio

<U1, UQ, ceey Uk)Cn(X) — <l]17 UQ, ceey Uk> ﬂ CTL (X)

2 Graficas finitas

En esta secciéon presentamos algunos propiedade bésicas sobre gréficas finitas,
que seran de utilidad en algunas demostraciones de la seccion 5.

Definicién 2.1. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo
cerrado [0, 1] con la topologia euclideana. Sea h: [0,1] — « un homeomorfis-
mo, decimos que h(0) y h(1) son los puntos extremos del arco a. El arco va
de h(0) a A (1) cuando h (0) y A (1) son sus puntos extremos.

Lema 2.2. [1, Lema 2.4| Sean X un espacio topoldgico arco conexo y Fy, Fy
dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de X. Entonces, existe un arco
a en X tal que, Fy Na = {z} y FsNa = {y}, donde x, y son los puntos
extremos de .

Definicién 2.3. Una curva cerrada simple es un espacio topologico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria con la topologia euclideana.

Definicién 2.4. Una grafica finita es un continuo que se puede escribir
como la unién de un numero finito de arcos tales que dos a dos son ajenos o
se intersectan solamente en uno o en ambos puntos extremos.

Teorema 2.5. Toda grifica finita es la union de sus arcos libres.

n
Demostracion. Sea G una grafica finita. Entonces G = |J «;, donde cada «;

=1
es un arco con puntos extremos a; y b;, y tal que, sii # j, a; Ny = o se
intersectan solamente en uno o ambos puntos extremos. Ademas, para cada
i€ {l,2,...,n}, como a;,b; € Gy G es un espacio métrico, entonces {a;, b;}
es cerrado en G, por lo tanto, G — {a;,b;} es abierto en G. Pero también,
cada a; es compacto, luego cada «; es cerrado en G. De modo que |J o es

J#
cerrado en G. Asi, (G —{a;,0;})N(G— | a;) = a; — {a;, b;}, es un abierto en
J#i

G, es decir, a; es un arco libre en GG. Por lo tanto, GG es la unién de su arcos
libres. O]

Matemdticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 6, 157-179



Propiedades basicas de los continuos casi enrejados y enrejados 161

Teorema 2.6. |10, Proposicion 9.2] Sean X y Y dos grificas finitas, tales
que su interseccion es no vacia y finita. Entonces X UY es una grdfica finita

Teorema 2.7. [10, Corolario 9.10.1] Todo subcontinuo de una grifica finita
es una grdfica finita.

El siguiente resultado, es una caracterizacion para la clase de las graficas
finitas. En particular, este nos dice que el conjunto de puntos de ramificaciéon
de cualquier grafica finita es finito.

Teorema 2.8. |10, Corolario 9.10] Un continuo X es una grdfica finita si y
solo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

(a) ord(xz,X) <N, para cada x € X.

(b) ord (z,X) < 2 para todos, excepto un nimero finito de puntos x € X.

Terminamos esta seccion con el siguiente resultado que aparece en |1,
Lema 4.3].

Teorema 2.9. Si X es un continuo arco conexo y Gi, ..., Gy una coleccion
de grdficas finitas de X ajenas por pares, entonces existen un numero finito
de arcos oy, g, ...,0q1 en X con k —1 € N tales que G = |J{G;: 1 <
i < k}UU{ai: 1 <i <k—1} es una grdafica finita en X. En particular,

k
U Gi CG.
=1

3 Dimensién y orden de un continuo X.

Definimos el concepto de dimension para un espacio topologico. Entre algunos
de los resultados importantes de este concepto esta, que la dimensiéon es una
propiedad topolégica, es decir, es invariante bajo homeomorfismos.

Definicion 3.1. Sean X un espacio topologico, x € X y n € N. Defi-
nimos la dimension de X recursivamente que denotamos como dim (X) €
{-1,0,1, ..., } U{oo}, de la siguiente manera:

(a) dim (X) = —1 siy solo si, X = 0.
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(f)

Supongamos que hemos definido cuando un espacio topologico Y tie-
ne dimension dim (Y) < n — 1, para algin n € N U {0}. Entonces,
decimos que la dimension de X en x es menor o igual a n, denotada
por dim (z, X)) < n, si y solo si X tiene una base local de vecindades
de x cuyas fronteras tienen dimensiéon menor o igual a n — 1. Si para
cada x € X, se cumple que dim (x, X)) < n, entonces escribimos que
dim (X) < n.

La dimension de X es igual a n, denotada por dim (X) = n, si y solo si
dim (X) < ny es falso que dim (X) <n — 1.

La dimension de X en x es igual a n, denotada por dim (z, X) = n, si
y solo si dim (z, X) < n y es falso que dim (z, X) <n — 1.

Decimos que la dimensiéon de X es oo, denotada por dim (X) = oo, siy
solo si es falso que dim (X) < n para cada n € N.

Decimos que la dimension de X en z es 0o, denotada por dim (z, X) =
00, si y solo si dim (X) > n, para cadan € NU{—1,0}.

Ademés, por convencion, aceptamos que para cada n € NU{oo}, se cumple
que n < 0.

Lema 3.2. Sea X un espacio topoldgico. Si'Y y A son subconjuntos de X,
entonces

(a)
(b)

Bdy (ANY) C Bdy (A).

Siclx (A) Cintx (Y), entonces Bdx (A) = Bdy (A).

Demostracion. Para probar (a) observemos que

de(AﬂY) :Cly(AmY)mCh/(Y—A),
C ClX (A) ﬂClX (X —A)
= BdX (A>7

es decir, Bdy (ANY') C Bdx (4).
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Ahora, para mostrar b) notemos primero que como A C Y, entonces
X—-A=(X-Y)U(Y — A). Teniendo esto en cuenta, tenemos lo siguiente

de (A) = ClX (A) N ClX (X - A)
= clx (A) N (clx (X —Y) Ucly (Y — A))
= (clx (A) N (X —intx (Y))) U (clx (A) Necly (Y — A))
= ClX (A) CIX (Y A)

=cly (A)NYNclx (Y —A)
= Cly A) N Cly (Y A)
= Bdy (4),
es decir, Bdx (A) = Bdy (A). O

Para una demostracion del siguiente resultado referimos al lector a |1,
Lema 5.2].

Teorema 3.3. Sean X un espacio topologico, A un subespacio de X yx € A.
Entonces, se cumple lo siguiente:

(a) dim(A) < dim (X).
(b) dim(z,A) < dim (z, X).
(c) Si X es un espacio topoldgico regular tal que x € intx (A), entonces
dim (z, A) = dim (z, X).
Teorema 3.4. Sean X, Y dos espacios topologicos homeomorfos y n € N. Si
dim (X) = n, entonces dim (V) = n.

Demostracion. La prueba se hace por inducciéon sobre la dimension de X.

Si dim (X) = —1, entonces X = (. Como X es homeomorfo a Y, en-
tonces Y = (. Asi, dim(Y) — 1. Supongamos que si dim (X) = n — 1,
entonces dim (Y) = n — 1. Ahora veamos que si dim (X) = n, entonces

dim (Y') = n. Para esto, demostremos que para cada z € X, si dim (z, X) =
n, entonces dim (h(x),Y) = n. Supongamos que dim (z,X) = n. Sea U
una vecindad de un punto h(x) en Y, entonces como h es continua en
z, se tiene que h™'(U) es una vecindad de z en X. Como dim (z,X) es
finita, existe W una vecindad de z en X tal que z € W C h'(U) y
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dim (Bdx (W)) < n — 1. Como h es un homeomorfismo entre X e Y, en-
tonces h [payw): Bdx (W) — h(Bdy (W)) es también un homemorfismo.
Como los homeomorfismos preservan frontentas, es decir, si A C X, enton-
ces h(Bdx (A)) = Bdy (h(A)), por hipétesis de induccién, se cumple que
dim (Bdx (W)) = dim (h (Bdx (W))) = dim (Bdy (h (W))) < n — 1. De es-
to, se sigue que h (W) es una vecindad de h(x) contenida en U tal que,
dim (Bdy (h (W))) <n — 1. Asi, dim (h (2),Y) < n.

Resta probar que dim (h (z),Y) > n—1. Supongamos que dim (h (z),Y) <
n — 1, luego, por hipétesis de induccion, dim (z, X) < n — 1, lo que es una
contradiccion, ya que dim (z, X) = n. Asi, dim (h(z),Y) > n—1y por lo
tanto, dim (h (z),Y) = n. Asi, como z fue elegida arbitrariamente en X, si
dim (X) = n, entonces dim (Y') = n. O

Lema 3.5. Sean X,Y dos espacios topologicos y (z,y) € X x Y. Entonces,
dim (z, X) < dim ((z,y), X x Y).

Demostracion. Notemos primero que la funcion h: X — X x {y} definida
por h(z) = (z,y) es un homeomorfismo. Luego, como la nocién de dimension
en un punto es una propiedad topologica, por el Teorema 3.4, dim (z, X) =
dim ((z,y), X x {y}). Después, por el Teorema 3.3 a), dim ((x,y), X x {y}) <
dim ((z,y), X x Y). Por lo tanto, dim (z, X) < dim ((z,y) , X x Y). O

Definicion 3.6. Sean X un continuo, A un subconjunto no vacio de X y
B un nimero cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual que [
en X, denotado por ord (A, X)) < 3, si para cualquier conjunto abierto U de
X con A C U, existe un conjunto abierto V de X tal que, AC V Cc Uy
| Bdx (V) |< B.Si A = {x} se escribiré que ord (z, X') <  en lugar de escribir
ord ({z}, X) < (. Se dice también que A es de orden 5 en X, denotado por
ord (A, X) = (3, si ord (A, X) < f y para cualquier nimero cardinal a < f3,
se tiene que ord (A4, X) £ a.

Definicién 3.7. Sea X un continuo. Un punto x en X es un punto extremo,
ordinario y de ramificacion de X si, ord(z,X) = 1, ord(z,X) = 2 y
ord (x, X') > 2, respectivamente.

Empleamos la siguiente notacién para algunos subconjuntos de un conti-
nuo X:
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(a) O(X)={z € X :z esun punto ordinario }.
(b) R(X)={x € X :z es un punto de ramificacion }.

(¢) E(X)={r € X :z esun punto extremo }.

Teorema 3.8. St X es un continuo, A un subespacio de X yx € A, entonces
ord (z,A) < ord (z, X). Ademds, si A es una vecindad de x en X, entonces

ord (z, A) = ord (z, X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de A con x € U, entonces
existe V' un subconjunto abierto de X tal que U = ANV. Como ord (z, X) <
ord (z,X) y « € V, por la Definiciéon 3.6, existe un subconjunto abierto W
de X tal que, z €¢ W C V y | Bdx (W) |< ord(z,X). Por el Lema 3.2
(a), Bda (ANW) C Bdx (W), luego, | Bda (ANW) |< ord(z, X). Por lo
tanto, como A N W es un abierto en Ay v € ANW C U, se sigue que,
ord (z, A) < ord (z, X).

Supongamos ahora que = € intx (A), por el andlisis anterior, es sufiente
mostrar que ord (x, X) < ord (z, A). Para esto, sea U un subconjunto abierto
de X que contiene a x. Notemos que x € intx (A) N U, donde, en particular,
inty (A) N U es un subconjunto abierto de A, luego, existe un subconjunto
abierto W de A tal que x € W C intx (A)NU y | Bday (W) |< ord (z, A).
Como x € W C U, si demostramos que | Bdx (W) |=| Bda (W) | habremos
terminado. Para esto, notemos que, como W C intyx (A) C A, entonces W
es abierto en inty (A) y por ende, en X. Ademas, como X es regular y x €
intx (A), podemos suponer que clx (W) C intx (A), luego, por el Lema 3.2
(b), se obtiene lo requerido. O

4 Continuos localmente conexos.

Los continuos localmente conexos tienen una importancia vital en el desarrollo
de esta seccion, tanto que los principales resultados (Teorema 5.6 y Teorema
5.13) giran alrededor de estos.

Definicién 4.1. Sean X un espacio topologico y x € X. Se dice que V es
una vecindad de x en X, si V es un subconjunto de X para el cual existe
un conjunto abierto U en X tal que x € U C V.
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Definicién 4.2. Decimos que un continuo X es localmente conexo en un
punto x € X si para cada vecindad V' de x existe un conjunto abierto conexo
U de X tal que x € U C V. Cuando X es localmente conexo en cada uno
de sus puntos, decimos que es localmente conexo.

Una propiedad equivalente a la de ser localmente conexo, es la siguiente.

Teorema 4.3. Un continuo X es localmente conexo si y solo si las compo-
nentes de cada subconjunto abierto de X son abiertas en X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un abierto
de X y C una componente de U. Sea z € C' C U. Como X es localmente
conexo, existe V' un abierto y conexo en X tal que z € V C U. Luego,
por la maximalidad de C, x € V C C. Por lo tanto, C' es abierto en X.
Ahora, supongamos que las componentes de cada subconjunto abierto de X
son abiertas en X. Dados x € X y U un abierto de X que contiene a x. Sea
C' la componente de U que contiene a x. Luego, C' es abierto y conexo en X
tal que z € C' C U. Por lo tanto, X es localmente conexo. ]

Definicion 4.4. Sea X un continuo. Se dice que X es conexo en pequeno
en un punto x € X si para cada vecindad V' de x existe una vecindad conexa
W de z tal que x € inty (W) C W C V. Ademas, X es conexo en pequeno
cuando X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos.

Teorema 4.5. Un espacio métrico X es localmente conexo si y solo si X es
CONexo en pequeno.

Demostracion. Sea X un espacio métrico localmente conexo. Es claro por
definiciéon que X es conexo en pequeno en cada punto z € X. Reciprocamente,
supongamos que X es conexo en pequeno. Por el Teorema 4.3, basta demostrar
que cada componente de cualquier abierto de X es un abierto de X. Sean U
un abierto de X y C una componente de U. Sea x € C. Como z € U,
existe una vecindad conexa V de z tal que z € intx (V) C V C U, luego
x € intx (V) C C, es decir C es abierto en X. O

Definicién 4.6. Un continuo X se dice que es arco conexo, si para cuales-
quiera dos puntos x,y € X tales que = # y, existe un arco o en X con puntos
extremos r y .

Teorema 4.7. |10, Proposicion 8.23] Todo continuo localmente conexo es
arco conezo.
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Teorema 4.8. [10, Teorema 8.26] Sea X wun continuo localmente conezo,
entonces cualquier subconjunto abierto y conexo de X es arco conexo.

El siguiente resultado acerca de conexidad, nos seréd de ayuda en la de-
mostraciéon del Teorema 4.10

Teorema 4.9. Sea X un espacio topologico y A una famila de subconjuntos
conexos de X . Si existe un subconjunto conexo Ag € X tal que Ag C|JA y
para cada A € A, AN Ay # (), entonces | JA es conexo.

Demostracion. Sean U y V abiertos de | J A tales que | JA=UUV yUNV =
(). Notemos que U N Ay y V N Ay son subconjuntos ajenos y abiertos de Ay
tales que (UN Ag) U (VNAy) = (UUV)N Ay = Ap. Luego, como Ay es
conexo, se sigue que UN Ay = 0 o VN Ay = 0. Por lo que, 49 C V o
Ag C U. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Ay C V. Por otro
lado, andlogamente, se puede demostrar que para cada A € A, se cumple que
ACcVoAcCU. Como AN Ay # 0, esto implica que A C V. Por lo tanto,
UA CV, esdecir, (UA)NU = 0. Asi, |J.A es conexo. O

Teorema 4.10. Sea X un continuo localmente conexo. Si'Y es un subconti-
nuo de X y U es cualquier subconjunto abierto de X tal que Y C U, entonces
existe un subcontinuo Z de X tal que Y Cintx (Z) C Z C U.

Demostracion. Como X es un continuo localmente conexoy Y C U es un sub-
continuo de X con U abierto en X, entonces, para cada y € Y existe un con-
junto abierto y conexo C,, de X tal que y € C, C clx (C,) C U donde cly (C,)
es conexo ya que O, lo es. Como Y es compactoy Y C |J{Cy: y € Y}, exis-
te I un subconjunto finito de Y tal que Y C J{Cy: y € I}. Sean A =
{cIlx (Cy):yel} y Z = JA, entonces Z es un conjunto cerrado de X y
como X es compacto, entonces Z es compacto, ademas Z C U. Notemos que
Y C Z,Y es conexo y para cada clx (C,) € A, clx (Cy) NY # 0, entonces,
por el Teorema 4.9, Z es conexo. Asi, como Z C X es compacto y conexo,
entonces Z es un subcontinuo de X. Ademaés, como |J{Cy: y € I} C Z, en-
tonces Y C U{Cy:y €I} C intx (Z), de donde, Y C intx (Z) C Z C U.
Concluyendo lo requerido. ]

Corolario 4.11. Si X es un continuo localmente conexo y Yy, Yo son sub-
continuos de X ajenos, entonces, existen subcontinuos Zy y Zy de X ajenos
tales que, Y1 Cintx (Z1) y Y C inty (Zs).
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Demostracion. Como Y] y Y, son dos subcontinuos de X ajenos, entonces,
en particular; Y7 y Y5 son subconjuntos cerrados de X. Luego, como X es un
espacio métrico y por lo tanto, un espacio normal, existen, Uy, Us subconjuntos
abiertos de X ajenos, tales que Y1 C Uy v Yy C U,. Asi, por el Teorema 4.10,
existen subcontinuos Z; y Z5 de X, tales que, Y C intx (Z) C Z; C Uy y
Ys Cinty (ZQ) C Zy C UQ, de donde Z; N Z3 = 0. ]

Teorema 4.12. Sean X yY dos continuos métricos y f: X — Y una funcion
biyectiva y continua. Entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Como f es biyectiva, entonces existe su inversa f~!. Para
probar que f es un homeomorfismo, es suficiente mostrar f~! es contiua. Sea
U un cerrado en X, como X es compacto, entonces U es compacto. Ademas,
como f es continua, entonces, f (U) es compacto y por lo tanto, cerrado en
Y. Asi, f~! es continua y por ende, f un homeomorfismo. O

Teorema 4.13. [1, Teorema 6.9] Si X es un continuo y n € N, la funcion

) (2X)n — 2% que estd definida por (A, As, ..., A,) 2 U A; es continua.
i=1

Theorem 4.1. Sean X un continuo y A = {Ay, ..., A} una familia de sub-

continuos ajenos dos a dos en X. La funcion ¢: [T C(4;) = (A1, ..., An) o, (x)

=1
n

definida por (By, Bs, ..., By) U B; es un homeomorfismo.

i=1
Demostracion. Observemos primero que ¢ = 1 [c(a,)xC(Az)x--C(A,), €ntonces
por el Teorema 4.13, tenemos que ¢ es continua. Asi, por el Teorema 4.12 es

suficiente mostrar que ¢ es biyectiva.
Sean B;,C € C(A), By,Cy € C(Ag), ..., B,,C,, € C(A,) tales que

U B; = U Ci. Notemos que B;, C; C A; para cada i € {1,...,n}, por lo que,
~ .

1= =1

B;NC; C BiNA; C A;nA; =0, para cada i # j, con j € {1,...,n}, donde
la igualdad es debido a que los elementos de A son disjuntos dos a dos. Sea
r € B; C |J C;, entonces, existe k € {1,...,n} tal que = € Cj. Luego, por

i=1

lo escrito anteriormente, k = 4, de donde x € C;. Como x es arbitrario en
B;, entonces B; C ;. Analogamente, obtenemos que C; C B;. Por lo tanto,
B; = C; para cada i € {1,...,n}. Asi, ¢ es inyectiva.
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Para mostrar que ¢ es suprayectiva, sea G € (A, As, ...,An)cﬂ,(X), en-
tonces, para cada i € {1,...,n}, se cumple que G N A; # (), ademas que

n
G C |J A4; vy G tiene a lo mas n componentes. Luego, observemos que co-

i=1

mo A es una colecciéon de conjuntos disjuntos dos a dos en X, se sigue que,

Gi = GNAy, ..., G, = GN A, son las n componentes distintas de G.

Por otro lado, como G es cerrado en X pues G € (Ay,...,A,) v ademaés,

para cada i € {1,...,n}, G; C A;, entonces GG; es cerrada en A;, es decir,

G; € C(A;). Asi, como Gy, ...,G, son las n componentes distintas de GG, en-
n

tonces ¢ (Gy, ...,G,) = |J Gi = G. Asi, concluimos que ¢ es suprayectiva. Por
i=1

lo tanto, como ¢ es una funcién biyectiva, continua, con dominio compacto y

codominio de Hausdorff, entonces ¢ es un homeomorfismo. ]

5 Continuos enrejados y casi enrejados.

En 2013 Alejandro Illanes, Rodriguez Hernandez Gutiérrez y Veronica de la
Vega definieron nuevas clases de continuos en su articulo titulado Unicidad
de hiperespacios para continuos de Peano (vease [3]), a saber; la cla-
se de los continuos enrejados y casi enrejados. Para poder definir a estos,
consideremos los siguientes subconjuntos de un continuo X.

Dado un continuo X, sean

G(X)={xr € X : z tiene una vecindad G en X, tal que
G es una grafica finita },

P(X)=X—-G(X).

Observacion 5.1. Dado un continuo X, el conjunto G (X) es abierto en X,
luego, P (X) es cerrado en X.

Definiciéon 5.2. Decimos que un continuo X es casi enrejado si y solo si
el conjunto G (X) es denso en X. Un continuo casi enrejado X es enrejado
si, X tiene una base de vecindades B tal que para cada elemento U € B se
cumple que U — P (X)) es conexo.

Demostraremos ahora el siguiente resultado, el cual nos sera de utilidad
més adelante.
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Lema 5.3. Sean X wun continuo casi enrejado y U un subconjunto de X.

Entonces intx (U) C clx (U — P (X)).

Demostracion. Cuando intx (U) = 0, el resultado es inmediato. Sean x € X
y V un subconjunto abierto no vacio de X tal que = € intx(U) y z € V.
Entonces V Nintx (U) es un subconjunto abierto no vacio de X. Como X
es un continuo casi enrejado y ademaés, inty (P (X)) = X — clx (G (X)), se
sigue que intyx (P (X)) = 0. Por lo que V Nintx (U) ¢ P(X), asi, V N
(intx (U) =P (X)) = (Vnintx (U)) — P(X) # 0. Como U — P(X) D
inty (U)—P (X), se tiene que VN(U — P (X)) D VN(intx (U) — P (X)) # 0,
es decir, x € clx (U — P (X)). Por lo tanto, como z es arbitrario, intx (U) C
clx (U =P (X)). O

Lema 5.4. Si X es un continuo enrejado, entonces X es un continuo local-
mente conexo.

Demostracion. Como X es un continuo enrejado, X tiene una base de ve-
cindades B tal que, para cada elemento U € B, U — P (X) es conexo. Sea
x € X y V un subconjunto abierto de X, tal que x € V. Elijamos ahora,
W un subconjunto abierto tal que, x € W C cly (W) C V. Sea U € B tal
que z € intx (U) C U C W. Por el Lema 5.3, intx (U) C clx (U — P (X)) C
cly (U) C clx (W) C V. Esto nos dice que, = € intx (cly (U —P (X))) C
clx (U —-"P (X)) C V. Ademas, U—P (X) es conexo, entonces clx (U — P (X))
también es conexo. Por lo tanto, como x es arbitrario en X, se sigue que X
es conexo en pequeno y por el Teorema 4.5, también localmente conexo. [

Lema 5.5. Sea X un continuo. Entonces X es enrejado si y solo si X es
casi enrejado, y X tiene una base D de subconjuntos abiertos conexos de X
tal que, para cada elemento U € D, U — P (X) es conezo.

Demostracion. La suficiencia es inmediata por la definicién de continuo enre-
jado, y ya que todo elemento de U € D, en particular, es un conjunto abierto,
y por lo tanto una vecindad de cada uno de sus puntos.

Para la necesidad, supongamos que X es enrejado. Sea B una base de
vecindades de X tal que, para cada elemento U € B, U — P (X) es conexo.
Sea p € X y W un subconjunto abierto no vacio de X tal que p € W.

Sea U € B tal que p € intx (U) C U C W. Por el Lema 5.4, como X es
localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo Z de X tal que
p € Z Cintx (U). Ya que G (X) es abierto en X, entonces P (X) es cerrado
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en X. Luego, se tiene que W — P (X) es un subconjunto abierto de X. Como
U—-P((X)CW—-P(X), para cada x € U — P (X), existe un subconjunto
abierto y conexo V, de X tal que, x € V, C W — P (X).

Consideramos ahora, V = ZU(|J{V,:z € U — P (X)}). Notemos que V'
es un subconjunto abierto de X ya que es la unién de dos conjuntos abiertos de
X.SeaS=J{Va:2€U—-P(X)},entoncesU-P (X)CSCW-P(X) C
W. En particular, S C W. Luego, como Z C W, se tiene que, p € Z C V C
W, es decir, p € V C W. Ademés, como V — P (X) = (ZUS) —P(X) =
(Z-P(X)U(S—-P(X))=(Z—-P(X))US, sesigue que S C V —P (X).
Como Z —P(X)CcU—-P(X) ,entonces V-P(X)C (U-P(X))uScS
ya que U — P (X) C S. Asi, se obtiene que S =V — P (X).

Por otro lado, como V — P (X) = V NG (X), se sigue que V — P (X)
es abierto en X. Méas aun, como {V,:2x € U —P(X)} es una familia de
subconjuntos conexos de X y U — P (X) es un subconjunto conexo de X
tal que, U = P(X) C SycadaV, € {V;:2€U—"P(X)} cumple que,
V., N (U—-P(X)) # 0, entonces, por el Lema 4.9, S es conexo, es decir,
V — P (X) es conexo. Por ultimo, como V — P (X) C V, por el Lema 5.3, se
sigue que V —P (X) CV Cclx (V =P (X)). Por lo tanto V' es conexo y por
lo mencionado mas anteriormente, también es abierto. O

Teorema 5.6. Sean X un continuo localmente conexo, n € N y A € C,, (X).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) dim (A, C, (X)) es finita.
(b) Eziste una grifica finita D contenida en X, tal que A C intx (D).

() ANP(X)=0.

Demostracion. (a)=-(b) Sea k el nimero de componentes de A. Entonces,
k <n.

Supongamos que k =1, es decir, A € C'(X). Como C (X) C C,, (X), por
el Teorema 3.3 (b), se tiene que dim (A4,C (X)) < dim (A, C,, (X)) y por lo
tanto, dim, (C' (X)) es finita. Luego, por [5, Lema 2.2, Afirmacion 1], existe
una grafica finita D contenida en X tal que, A C inty (D).

Supongamos ahora que k > 1. Sean Aj,..., Ay las componentes de A.
Notemos que Aj, ..., Ax son subcontinuos de X ajenos por pares. Asi, por el
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Corolario 4.11, existen subcontinuos 71, ..., Z; de X ajenos por pares, tales
que, A; C intx (Z;) para cada i € {1, ..., k}.

Dado i € {1, ..., k}, notemos que, A; € (intx (Z;))(x) C C (Z:), luego, se
tiene que, C' (Z;) es una vecindad de A; en C' (X), o sea, A € intexy (C'(Z))).
Asi, por el Teorema 3.3 (c), dim (A4;, C' (X)) = dim (A4;, C (Z;)). Luego, por el

k
Teorema 3.5 tenemos que, dim (A;,C (Z;)) < dim ((Al, AR, 11 C(Z5)
=1
Por otro lado, por el Teorema 4.1, existe un homeomorfismo

ﬁ ( ) <Zl7"-7Zk>Ck(X)a

,]:

que esta definido por (B, Bs, ..., B U B;. Luego, por el Teorema 3.4,
=1

dim <(A1, A, ﬁ[l C (zj)> = dim (A, (Zy,..., zk>ck(X)),

J

como (Zy,..., 7, )C C C’n (X), por el Teorema 3.3 (b),
dim (A, (21, Zh) e, (X)) A,C,(X)). Debido a esto y como
dim (4;,C (X)) = dlm (Ai, C(Z))), se tiene que

dim (4;,C (X)) < dim (A, C, (X)). Por lo tanto, la dimension de C (X) en
A; es finita. Asi, por [5, Lema 2.2, Afirmacion 1], existe una grafica finita G;
contenida en X, tal que, A; C intx (G;). Ademés, como cada A; es conexo y
A; Cinty (G;) Ninty (Z;), existe una componente C; de intx (G;) Nintx (Z;)
tal que, A; C C;. Notemos que, intx (G;) Ninty (Z;) es abierto en X y X es
locamente conexo. Luego, por el Teorema 4.3, C; es abierto en X. Tomando
ahora, D; = clx (C}), se sigue que, D; es conexo y cerrado en X. Ademas,
como G; N Z; D C; es cerrado en X |, se tiene que D; C G; N Z;. Por lo
tanto, D; es un subcontinuo de G; y Z;. Asi, por el Teorema 2.7, D; es una
grafica finita, la cual, cuample que, A; C C; C intx (D;) C D; C Z;. Asi, como
D; C Z; para cada i € {1,....,k} y los Z; son ajenos por pares, se sigue que,
D, ...., Dy es una coleccién de graficas finitas contenidas en X, ajenas por
pares. Luego, por el Teorema 2.9, existe una gréfica finita D contenida en
k k k

X tal que U D; € D. Asi, U A, € Jintx (D;) C D. Por lo tanto, como

i=1 =1 =1
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k
A= J A, sesigue que, A C inty (D). Concluyendo lo requerido.
i=1

(b)=(a) Supongamos que A C inty (D) para alguna gréfica finita D con-
tenida en X. Notemos que A € (intx (D))q, () C Cn (D), luego, se tiene que,
Cy (D) es una vecindad de A en C, (X), es decir, A € intc, (x) (Cp (D)). Asi,
por el Teorema 3.3 (b), dim (A, C,, (X)) = dim (A, C, (D)). Luego, por |7,

Teorema 2.4/,

dim (A,C, (D)) =2n+ >, (ord(p,D)—2)

pEANR(D)
<2n+ > (ord(p,D)—2),
pER(D)
es decir, dim (C,, (D)) < 2n+ > (ord(p,D) —2). Por el Teorema 2.8,
pER(D)

R (D) es finito, entonces dim (C,, (D)) es finita. Por lo tanto, dim (A, C, (D))
y dim (A, C,, (X)) son finitas.

(b)=-(c) Esta demostracion es clara, ya que cada punto de A tiene a D
como vecindad, la cual, es una grafica finita contenida en X. Por lo tanto,

ACG(X)yporende, ANP (X) = 0.

(c)=-(b) Supongamos que AN P (X) = (. Entonces para cada punto
a € A, existe una grafica finita D, en X tal que, a € intx (D,). Como X
es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo F, de X tal que
a € F, Cclx(F,) Cintx (D,).

Ademas, como A C |J F, y A es compacto, existen ay,as,...,a,, con

acA
r

T

r € N tales que, A C |J F,,. Sea F' = |J clx (F,,), entonces F' tiene K
i=1 i=1

componentes con K < r. Sean (1, (s, ...,C}. dichas componentes. Notemos

que para cada ¢ € {1,2,...,k}, C; es un continuo y ademas, C; C F C
U intx (Dy,). Asi, dado a € C;, existe j € {1,2,...,r} tal que a € intx (D,,).

iEé decir, D,; es una vecindad de a en X. Luego, por el Teorema 3.8, se
tiene que ord (a, C;) < ord (a, X) = ord (a, Daj), es decir, para cada a € Cj,
ord (a, C;) < ord (a, Daj). Mas aun, por el Teorema 2.8 cada punto de D, es
de orden finito y todos salvo una cantidad finita de puntos de D, tienen orden
menor o igual a dos en D,,. Como {a;: j € {1,2,...,7}} es un conjunto finito,
de lo anterior, se sigue que cada punto de C; tiene orden finito y todos salvo
una cantidad finita de sus puntos tienen orden menor o igual que dos en Cj.
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Asi, por el Teorema 2.8, C; es una gréfica finita. De modo que C4, (5, ..., C,
es una coleccion de graficas finitas ajenas por pares y por el Teorema, 4.8,
X es arco conexo. Aplicando el Teorema 2.9, obtenemos una gréfica finita D

k T
contenida en X tal que F' = |J C; C D. Entonces, AC |JF,, CF CDy

=1 =1
por lo tanto, A C intx (D) que es como se requeria. O]

Dado X un continuo y n € N, sea
Sn(X)={A e, (X): dim(A,C, (X)) es finita },

se acostumbra denotar §; (X) como §(X). Sea 22 la familia de todos los
subconjuntos no vacios y cerrados de 2% con la métrica de Hausdorff Hp,
definida para toda A, As € 22 como

HHd (.A1,.A2> = {7’ >0 : Al C NHd (.AQ,T),.AQ C NHd (.Al,?“)}.

Lema 5.7. |9, Lema 1.48] Sea X un continuo. Sea p: 22% 5 2% dada por
p(A) = Uyes A- Entonces p estd bien definida y para cada Ay, Ay € 22" e
cumple que

Hy(p (A1), p(A2)) < Hp, (A1, As).
En particular, p es continua.

Definicién 5.8. Un continuo X se dice que es arco conexo, si para cuales-
quiera dos puntos z,y € X tales que x # y, existe un arco o en X con
extremos r y y.

Definicién 5.9. Un arbol es un continuo que es una grafica finita y no
contiene curvas cerradas simples.

Lema 5.10. 57 X es un espacio topoldgico arco conexo y K es un subconjunto
finito de X, entonces existe un drbol T en X tal que K C T.

Demostracion. La demostracion se hace por induccion sobre el niimero finito
n de elementos de F. Si F' = {z,y}, como X es arco conexo, existe un arco
T en X que une z con y, como en particular 7" es homeomorfo a [0, 1] que
no contiene una curva cerrada simple, entonces 1" es un arbol tal que F' C T.
Supongamos ahora que el resultado es cierto para cualquier subconjunto que
tiene a lo mas n — 1 elementos y demostremos que el lema es cierto para
todo subconjunto finito con n elementos. Para esto, sea F' un subconjunto
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de X con n — 1 elementos y x € X, por el paso inductivo, existe T un
arbol contenido en X tal que F© C T. Ahora notemos, si x € T, entonces
FuU{z} C Ty termina la demostracion. En caso contrario, si « ¢ T, dado
y €T, como z,y € X y X es arco conexo, existe un arco 5 en X tal que va
de z a y. Aplicando el Lema 1.17, existe un arco « que esté contenido en X
tal que, TNa = {q} con z y ¢ los puntos extremos de a.. Notemos que ¢ # z.
Aplicando ahora el Teorema 1.4, se obtiene que T'U « es una gréfica finita. Si
demostramos que T'U« no contiene una curva cerrada simple, entonces T'U «
serd un arbol y habremos terminado. Para esto, supongamos que C' C T'U «
es una curva cerrada simple. Como 7" es un arbol y « es un arco, C no puede
estar contenido en ninguno de los dos. Ademas, como Ty a son compactos,
(TUa) —a =T —-ay (aUT)—T = a — T son subconjuntos abiertos,
ajenos y no vacios de T'U a que ademaés intersectan a C' — {¢} ya que, como
CgT,yC ¢ a,existen ¢1,c0 € C tales que ¢; ¢ Ty co ¢ a. Luego,
como C' C T'U « entonces ¢; € oy ¢o € T. Observe que ¢; # qy ¢ # q,
entonces (T'—a)N(C —{q}) # 0y (a« —=T) N (C —{q}) # 0. Luego, como
C—{g}=C—-Tna)=(C-T)U(C—-a) C(a—T)U (T — «), entonces
C' — {q} es disconexo, lo que es una contradiccion, ya que C' es una curva
cerrada simple y al quitarle uno de sus puntos no se hace disconexa. Por lo
tanto, T'U « es un arbol. O

Lema 5.11. Dados X un continuo, € >0, A, B € 2% y C C A no vacio, si
Hy (A, B) <€, entonces BN Ny (Cle) # 0.

Demostracion. Sea ¢ € C, por el Lema 1.4, A C Ny (B,e€), luego ¢ € C C
A C Ny(B,e), asi, existe b € B tal que d(b,c) < ¢, es decir, b € By(c,€) C
Ny (C€). Por lo tanto, BN Ny (C,¢€) # 0. O

Observacion 5.12. Si X es un espacio métricoy D C A C X, se dice que
D es denso en A si D es denso en el subespacio métrico (A, d). Esto quiere

decir, D es denso en A si y solo si cly (D) N A = A, o equivalentemente si y
solo si, A C clx (D).

Teorema 5.13. Sea X un continuo localmente conexo. Los siquientes enun-
crados son equivalentes:

(a) X es enrejado.

(b) Para cadan € N, §, (X) es denso en C,, (X).
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(c) Eziste n € N tal que, §, (X) es denso en C,, (X).

Demostracion. Sea d una métrica para X.

(a)=(b). Antes de comenzar la demostracion, hacemos la siguiente aclara-
cion. De acuerdo a la Observacion 5.12 para mostrar que §, (X) es denso en
C, (X), es suficiente mostrar que C,, (X) C clyx (F, (X)). Supongamos que
X es enrejado. Seann € N; A € C,, (X) y € > 0. Sean Ay, ..., Ay, cada una de
las componentes de A. Luego, en particular, Ay, ...A, son subconjuntos com-
pactos y ajenos por pares en X. Asi, por el Lema 1.2, Ny (e, A1), Ny (€, As),
..,N4 (€, Ax) son conjuntos disjuntos por pares. Por otro lado, por el Lema
5.5, existe una base de vecindades D de X que esté formada por subconjuntos
abiertos conexos de X tal que, para cada U € D, U — P (X) es conexo.

Asi, dado a € Ay By(a,e€), existe un subconjunto abierto conexo U, de
X tal que a € U, C By(a,¢) y ademés, V, = U, — P (X) es un conjun-
to conexo y abierto de X. De hecho, V, # () ya que como X es enrejado,
inty (P (X)) = 0, por lo que U, ¢ P (X). Ahora, sea b(a) € V,. Dado
i € {1,....,k}, por la compacidad de A;, existe m € Ny ay,....,a,, € A;
tales que A; C UL, Us, C UjZ, Ba(aise) C Ny(Ai ). Sea U = UL, Uy,
yV = U;nzl Va;- Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de X.
Ademas, como A = {U,,,...,U,,} es una familia de subconjuntos cone-
xos, A; C |JA y para cada j € {1,...m}, a; € A; N U,,, por el Teo-
rema 4.9 , se tiene que U = A; U (U;n:l Uaj> es conexo. Mostremos que
V' también es conexo, para esto, supongamos que es disconexo, es decir,
existen V) y V5, subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de V tales que
V = V1 UV, Como para cada j € {1,2,..,m}, Vg, es conexo, entonces
Vo, C Vio Vg, C Vs, asi, podemos asumir que existe r € {1,2,...,m—1} tal que

(Uiet Va,) € Viy (Ui Vay ) © Vs por o que (Ui Ve )0 (UL, Ve, ) =
0. Notemos que como U es conexo, W = (U, Us;) N (Uj;1 Uy ) es

un subconjunto abierto y no vacio de X. Ademas, como intx (P (X)) = 0,
W-P(X)= <<U§:1 Uaj) N (U;"’:Hl Uaj)) —P (X) # 0 ya que si fuera vacio,
(Ui Us,) N (Ul sy Uay ) € P (X). De donde (U, Ua, ) 0 (UTyy U, ) ©
inty (P (X)) = 0, lo que es una contradiccion. Sin embargo, si W—P (X) # 0,
entonces W —P (X) = <U§:1 Va].) N (U;n:?"Jrl Va].> # (), lo que también es una
contradiccion. Como en ambos casos obtenemos una contradicciéon, V' tiene

que ser conexo. Luego, por el Teorema 4.8, V' es arco conexo. Asi, por el Lema
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5.10, existe un arbol 7; contendio en V' tal que {b(ay), ..., b(an,)} C T;. Como
b(aj) € Vo, C Uy, C By(aj,€), entonces d(aj,b(a;)) < e. Sea x € By(aj,¢€),
entonces d(a;,x) < €. Como d(b(a;),z) < d(b(a;),a;) + d(aj,x) < 2,
entonces By (aj,€) C By(b(a;),2€) para cada j € {1,....,m}. Por lo que,
A C UL Usy; € UL, Balaje) € ULy Ba(b(a;),2¢) C Nyg(Ti,2¢). Co-
mo también, T, C V. C U C Ny(A;,e) C Ny(A; 2€), por el Lema 1.4,
Hy(A;, T;) < 2e. Ademés, T; C V—"P (X), de donde T;NP (X) = (). Notemos
que Hy, ({Ai:i <m},{Ti:i <m}) <2 SeaT =J;_, T; € C, (X), enton-
ces TNP (X) =0. Porel Lema 5.7, Hy (A, T) < 2¢, es decir, T € By, (4, 2¢).
Ademas, por el Teorema 5.6 (c), se obtiene que dim (T, C,, (X)) es finita. Por
lo tanto, T' € §,, (X) y Ba, (A, 2¢)NF, (X) # 0. Asi concluye la demostracion.

(b)=(c) Es claro, ya que para cadan € N, §, (X) es denso en C,, (X), en
particular, para algin ng € N.

(c)=-(a) Mostremos primero que X es casi enrejado. Para esto, es suficiente
mostrar que X C clx (G (X)). Sean x € X y € > 0. Como {z} € C,, (X) y
§n (X) es denso en C), (X), entonces By, ({z},€) N Fn (X) # 0, es decir,
existe A € §, (X) tal que Hy ({z}, A) < e. Como dim (A, C, (X)) es finita,
por el Teorema 5.6, existe una gréfica finita G contenida en X tal que A C
intx (G). Dado a € A por Lema 1.4, A C Ny ({z},¢), luego a € By(z,¢€).
Como también, GG es una grafica finita que es una vecindad de a en X, entonces
a € By (r,e)NG (X). Asi, G (X) es denso en X y por ende, X es casi enrejado.

Supongamos ahora que X no es enrejado, entonces existen x € X y W
una vecindad de x en X tal que para cada vecindad U de x conz € U C W,
U — P (X) es disconexo. Como X es localmente conexo, existe un conjunto
abierto conexo V tal que x € V' C W. Luego, V —P (X) es disconexo, es decir,
V—P(X)=SUT con Sy T subconjuntos abiertos de V' — P (X) no vacios
y disjuntos. Notemos que S y T son abiertos también en X. Sean = € Ty
P1, -, Pn € S, n puntos de S distintos por pares. Como V es abierto y conexo
en X, por el Teorema 4.8, V es arco conexo. Ademés, ya que {z} vy {p1, ..., pn}
son subconjuntos cerrados no vacios y ajenos de V', por el Lema 2.2, existe un
arco o C V que vade x a algin punto p; € {p1,...,0n} vy aN{p1, ..., 0n} = {0}
Supongamos que es p; = p,. Sea A = {p1,...,pn_1} Ua € C, (X). Como
a,{pi}, ., {pn_1} € 2% y son disjuntos por pares, por el Lema 1.2, existe
e > 0 tal que, By (€,p;), Ng(a,¢€), con j € {1,...,n — 1}, son disjuntos pares.
Ademas, ya que V, Ty S son abiertosen X cona C V, {z} C Ty {pr} C S,
para k € {1,...,n}, por el Lema 1.3, podemos suponer que Ny (a,¢) C V,
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By (z,e) C T y Byq(pr,e) C S. Por otro lado, como §, (X) en denso en
C, (X), existe B € §,(X) tal que Hy (A, B) < €. Luego, por el Lema 1.4,
B C Ny(Aje) = (U;:ll B, (pj,e)> U Ny (o, €), con cada uniendo abierto en
X y disjuntos por pares. Ademaés, por el Lema 5.11, B intersecta a cada
uno de estos uniendo. Asi, las componentes de B son By = B N By (p1,¢€),
By = BN By (p2,€), ....Bn1 = BN By (pp_1,€) y B, = BN Ny (a,€). Notemos
que por el Lema 5.11, BN By (pn,€) # 0y BN By (x,€) # 0. Asi, B,NS =
BN Nyg(a,e) NS D BN By(pn,e) NS = BN By(pn,e) y B,NT = BN
Nyg(a,e)NT D BN By(xz,e) NT = BN By(x,€) son conjuntos no vacios.
Como B, es conexo, B, ¢ SUT =V — P (X), ademas, B,, C Ny (a,¢) C V,
entonces B, NP (X) # 0. Asi, BNP (X) # 0. Luego, como B € C,, (X), por
el Teorema 5.6, B ¢ §, (X), lo que es una contradiccion. Esto prueba que X
es enrejado y concluye la demostracion. [
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PUEBLA

Resumen

Dado un espacio métrico X, un hiperespacio de X es una coleccién de
subconjuntos de X con alguna propiedad particular. En el presente tra-
bajo, se estudian algunas propiedades en los hiperespacios CL(X), 2X,
C(X) y CLC(X) tales como la separabilidad, compacidad, arco conexi-
dad, conexidad, arco conexidad local, conexidad local y homogeneidad,
cuando son considerados con la métrica de Hausdorff o la topologia de
Vietoris.

1 Introduccion

El presente capitulo consiste en una exposicion de algunas propiedades de
ciertos hiperespacios de un espacio métrico, la mayoria de los cuales son reco-
pilados por el tercer autor en [12, Capitulo 1]. El proposito de este escrito es
enunciar y desarrollar de manera profunda estas propiedades, a fin de facilitar
la consulta a futuros lectores, asi como ser fuente de inspiraciéon para posibles
futuros trabajos relacionados a la teoria de los continuos y sus hiperespacios.

2 Preliminares

En esta seccion, presentaremos algunas definiciones y resultados tutiles que
se necesitaran en las secciones siguientes. A lo largo del presente trabajo,
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usaremos la letra X para denotar un espacio métrico con métrica d. A la
topologia generada por la métrica d se le denotaré por 75. Dado x € X y
r > 0, se denotara por By(z,r) ={y € X : d(y,x) < r} ala bola con centro
en z y radio r, omitiendo la referencia a la métrica cuando esto no provoque
confusién. Dado A C X, los simbolos Fry(A) y A denotarén la frontera y la
cerradura de A en X, respectivamente. Salvo cuando sea necesario, se omitira
la referencia al espacio X. Por otro lado, se usaran los simbolos N y R para
denotar el conjunto de los niimeros naturales y el conjunto de los ntimeros
reales, respectivamente. Todo subconjunto de R"™ se considerara con la métrica
euclidiana y la topologia inducida por ésta.

Definicion 2.1. Un arco es un espacio métrico que es homeomorfo al inter-
valo cerrado [0, 1] con la métrica usual de R.

Definiciéon 2.2. Un espacio métrico X es arco conexo si dados cualesquiera
dos puntos distintos z,y € X existe un arco en X cuyos puntos extremos son
Ty y.

Observacion 2.3. Todo espacio métrico arco conexo es conexo.

El siguiente lema nos mostraré que para verificar la arco conexidad de un
espacio métrico, es suficiente fijar un punto y construir arcos entre este punto
fijo y los demés puntos.

Lema 2.4. Sean X un espacio métrico yp € X. Si para cualquier z € X \{p},
existe un arco con puntos extremos x y p, entonces X es arco conexo.

Demostracion. Sean x,y € X con x # y. Si x = p o y = p, por hipdtesis,
existe un arco con puntos extremos x y y, y termina la prueba, asi que su-
pongamos que x # p # y. Entonces existen arcos A; y A, tales que A; tiene
puntos extremos x y p, y As tiene puntos extremos y y p. Sean «y : [0, 1] — A;
y ag @ [0,1] — Az homeomorfismos tales que a1(0) = x,1(1) = p,a2(0) =y
y as(1l) = p. Definamos A = {t € [0,1] : ay(t) = az(t)}. Observemos que
A#D (yaquel e A)y A esta acotado inferiormente. Sea m = inf A. Por [7,
Lema 1, pag 161|, A es cerrado en R, lo que implica que m € A, con lo cual
aj(m) = as(m). Definamos (3 : [0,1] — A; U Ay como

B(t) = { ay(t) si te[0,m]

g (%m) si te[m,1]

Observemos que
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e [3 esta bien definida, ya que ay(m) = as(m).

e 3(0) =a1(0) =z y B(1) = az(0) = y.
e (3 es continua por el Lema del Pegado, ya que a1 y s son continuas.

e [ esinyectiva, ya que a; y o lo son, y £([0, m])NG([m, 1]) = a1 ([0, m])N
a3([0,m]) = {a1(m)} = {az(m)}.

Por lo tanto, ([0, 1]) es un arco en X con puntos extremos z y y. Se concluye

que X es arco conexo. O]

Definiciéon 2.5. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y con
més de un punto. Dados un continuo X y Y C X, diremos que Y es un
subcontinuo de X si Y es un continuo como subespacio de X o bien, si Y
tiene exactamente un punto.

Ejemplos de continuos son los siguientes:
(a) Cualquier intervalo cerrado [a,b] en R, con a < b.
(b) La circunferencia unitaria S* = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}. Mas aun,
para todo n € N, definimos y denotamos la esfera n-dimensional por
S"={x € R"™ . ||z = 1},

donde || - || es la norma euclidiana en R™™. Se puede verificar que S™
es un continuo, para cada n € N. Cualquier continuo homeomorfo a S!
se llama una curva cerrada simple.

(c) Cualquier bola cerrada en R", D(z,r), con z € R" y r > 0.
(d) El conjunto {(z,sin(1)):0<z<1}U{(0,y) € R? : =1 <y < 1},

conocido como seno del topologo.

(e) El conjunto I" = [[;_,[0,1] € R™ es un continuo. Cualquier continuo
homeomorfo a I" se llama una n-celda.

(f) El conjunto

o0

1~ =1Jlo,1

n=1
es un continuo dotado con la topologia producto. Cualquier continuo
homeomorfo a I*° es llamado cubo de Hilbert.
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3 Hiperespacios y métrica de Hausdorft

Si X es un espacio métrico, entenderemos por un hiperespacio de X a
una colecciéon de subconjuntos de X con alguna propiedad en particular. Por
ejemplo, podemos considerar

CL(X)={AC X : Aesno vacio y cerrado en X }.

Otros hiperespacios que se consideran en este trabajo son:
e CLC(X)={Ae€CL(X): Aes conexo}

e 2X ={A e CL(X): A es compacto}, conocido como el hiperespacio de
compactos de X.

e C(X)={A e CL(X): Aes compacto y conexo}, que se conoce como
el hiperespacio de subcontinuos de X.

o F1(X) ={A € CL(X) : |A| = 1}, que se conoce como el espacio de
singulares de X.

Observacion 3.1. En el caso de que X sea compacto, los hiperespacios
CL(X) y 2% coinciden, esto es, CL(X) = 2.

Es posible dotar a C'L(X) de una métrica especifica, llamada la métrica
de Hausdorff, para la cual necesitaremos del siguiente concepto.

Definiciéon 3.2. Sea X un espacio métrico. Siz € X y A € CL(X), definimos
y denotamos la distancia del punto = al conjunto A como

d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Para cualquier r > 0y A € C'L(X), denotamos la nube alrededor de A y
radio 7 como

N(r,A) ={x € X :d(z,A) <r}.

La siguiente proposicion enlista algunas propiedades ttiles de la distancia
de un punto a un conjunto y de las nubes alrededor de un subconjunto de un
espacio métrico.

Proposicion 3.3. Sean X un espacio métrico, A,B € CL(X) y x,y € X,
entonces se cumplen las siguientes condiciones:
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|d(z, A) = d(y, A)| < d(z,y).

1

2) x € A siysolo sid(x,A) =0.

4) Si A C B, entonces d(z, B) < d(z, A).

5

(1)
(2)
(3) Siry <y, entonces N(r1, A) C N(rg, A).
(4)
(5) N(e,A)UN(e,B) = N(e, AUB).

(6)

6) La funcion f: X — R, dada por f(z) = d(x, A), es continua.

Demostracion. (1) Sea a € A. Dado que d(z, A) < d(z,a) < d(z,y) +d(y,a),
se tiene que d(x,A) — d(z,y) < d(y,a). Como a € A es arbitrario, se si-
gue que d(z, A) — d(z,y) < d(y,A), de donde d(z, A) — d(y,A) < d(x Y).
Anélogamente se prueba que d(y, A) — d(z, A) < d( ,Y), concluyéndose que
|d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y).

(2) Supongamos que x € A; luego, d(z, A) < d(z,z) = 0. Por otro lado,
como d(x,a) > 0 para todo a € A, se cumple que d(z, A) > 0. Asi, d(z, A) =
0. Reciprocamente, supongamos que d(z, A) = 0. Veamos que z € A. Sea
e > 0. Como 0 = inf{d(z,a) : a € A} < ¢, existe a € A tal que d(z,a) < ¢;
dado que a € B(z,€) N A, se tiene que B(x,e) N A # (. Luego, v € A = A.

(3) Sea z € N(ry, A), entonces d(z, A) < r; < rqg, de donde z € N(ry, A).
Por consiguiente, N(r1, A) C N(rg, A).

(4) Supongamos que A C B, entonces {d(z,a) : a € A} C {d(z,a) :
a € B}, de donde inf{d(z,a) : @« € B} < inf{d(z,a) : a € A}, esto es,
d(z, B) < d(z,A).

(5) Sea x € N(e, A) U N(¢g, B), supongamos sin pérdida de generalidad
que x € N(e, A). Por el inciso (4), se tiene que d(z, AU B) < d(z,A) < ¢,
con lo cual z € N(g, AU B). Por lo tanto, N(¢,A)UN(e,B) C N(¢, AU B).
Reciprocamente, sea x € N(g, AU B), entonces existe z € AU B tal que
d(z,z) <e.Size A, entonces x € N(e,A); ysiz € B, entonces z € N(e, B).
En cualquier caso, © € N(e, A) U N(e, B), lo que prueba que N(e, AU B) C
N(e,A) U N(e, B). Por lo tanto, N(e, A) UN (e, B) = N(¢, AU B).

(6) Sea xy € X. Veamos que f es continua en xq. Sea e > 0. Por el inciso (1)
se cumple que |d(z, A)—d(zo, A)| < d(z,x0), asi que tomando § = ¢, se cumple
que si d(x,xo) < 6, entonces |f(x) — f(xo)| = |d(z, A) — d(x, A)| < €. O

A continuacién definiremos la métrica de Hausdorf.
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Definicion 3.4. Si X es un espacio métrico con métrica acotada d, la métri-
ca de Hausdorff para C'L(X) inducida por d, denotada por Hy, para cada
A, Be CL(X) es

Hy(A,B)=inf{r >0: ACN(r,B)y BC N(r,A)}.

Observacion 3.5. (1) La condicion de que la métrica d sea acotada nos
asegura que el conjunto que define a Hy(A, B) no es vacio (si k > 0 es
una cota superior para d, entonces A C N(k+1,B)y BC N(k+1,A))
y por ende su infimo existe, con lo cual Hy(A, B) siempre esta definida.

(2) Si Hy(A,B) < ¢, entonces A C N(e,B) y B C N(e, A). En efecto,
si Hy(A, B) < ¢, entonces ¢ no es cota inferior del conjunto {r > 0 :
A C N(r,B)y B C N(r,A)}, por lo que existe § > 0 tal que A C
N(§,B),BC N(6,A) y § < e. Respectivamente, por la Proposicion 3.3
(3), se tiene que A C N(e,B) y B C N(g, A).

(3) El reciproco del inciso anterior se cumple cuando A y B son compactos.
En efecto, supongamos que A C N(g,B) y B C N(e,A). Entonces
d(a, B) < € para cada a € A,y d(b,A) < ¢ para cada b € B. Sean f :
A—Ryg:B— Rdadas por f(z) =d(z,B)y g(z) = d(z, A). Como
f v g son continuas (por la Proposicion 3.3 (6)) y A y B son compactos,
entonces f y ¢ alcanzan su méximo, es decir, existen puntos ag € A y
by € B tales que d(ag, B) = max{d(a,B) : a € A} < ey d(by,A) =
max{d(b,A) : b € B} <e. Sea ¢ > 0 tal que max{d(ao, B),d(by, A)} <
d < g, entonces A C N(0,B) y B C N(d,A), con lo cual Hy(A, B) <
0 <e.

(4) Se sigue del inciso (2) que si A,B € CL(X) y d > 0, entonces A C
N(H4(A,B)+6,B)y BC N(Hy4(A,B)+4,A).

Verifiquemos que Hy es, en efecto, una métrica en C'L(X). Para ello, sera
conveniente usar la notacion

M(A,B)={r>0: ACN(r,B)y BC N(r,A)}

para cada A, B € CL(X).

Teorema 3.6. St X es un espacio métrico acotado, entonces Hy es una
métrica en CL(X).
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Demostracion. Se tiene de la definicion que Hy(A, B) > 0y que Hy(A, B) =
Hy(B, A) para cualesquiera A, B € CL(X).

Supongamos que Hy(A, B) = 0y veamos que A = B. Como inf M (A, B) =
0, existe una sucesion decreciente {r,},ey en M(A, B) tal que 7, — 0y
A C N(r,, B) para cada n € N. Sea a € A, entonces para cada n € N se
tiene que d(a, B) < r,, luego existe b, € B tal que d(a,b,) < r,. Por tanto,
la sucesion {b, },en €s una sucesion en B y converge al punto a. Por ser B
cerrado, se concluye que a € B. Esto prueba que A C B. Anélogamente,
B C A, concluyéndose que A = B.

Ahora veamos que Hy(A, A) = 0 para todo A € CL(X). Observar que
A C N(r,A) para todo r > 0. Asi, Hy(A, A) = inf M (A, A) = inf RT = 0.

Finalmente verifiquemos la desigualdad del triangulo, es decir, hay que
probar que si A, B,C' € CL(X), se cumple H;(A,C) < Hy(A, B)+ Hy(B, C).
Sea € > (. Por (4) de la Observacion 3.5, se tiene que

ACN (Hd(A, B) + % B) . (1)

BCN (Hd(B, 0) + %C) . 2)

Sea a € A. Por (1), se tiene que d(a, B) < Hy(A, B) + 3, de donde existe
b € B tal que

d(a,b) < Hy(A, B) + % (3)

Por (2), se tiene que d(b, C') < Hy(B,C) + 5, con lo cual existe ¢ € C tal que
d(b,¢) < Hy(B,C) + g (4)

Por lo tanto,
d(a,c) < d(a,b) + d(b,c)
< Ha(A,B)+ 5 + Ha(B,C) +
= Hy(A,B)+ Hy(B,C) +¢.
Como a es un punto arbitrario de A, hemos probado que

AC N (Hqy(A,B)+ Hy(B,C) +¢,0). (5)
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Por un argumento similar, se cumple también que

C C N (Hq(A,B)+ Hy(B,C) +¢,A). (6

~—

Asi, Hy(A,B)+ Hy(B,C)+¢e € M(A,C), con lo cual Hy(A,C) < Hq(A, B)
H4(B,C)+e¢e. Como € > 0 es arbitrario, se cumple la desigualdad Hy(A, C')
Hy(A, B) + Hy(B, C), lo que concluye la demostracion.

OIA +

Los hiperespacios CLC(X),2%,C(X), F,,(X) v F(X) adquirirdn la mé-
trica de subespacio de C'L(X).

La coleccion C'L(X) también puede dotarse de una topologia especifica,
denominada la topologia de Vietoris, que mencionamos a continuacion:

Definicion 3.7. Sea (X, 7) un espacio topologico. La topologia de Vietoris
Ty para CL(X) es la topologia mas pequena con las siguientes propiedades:

(1) Si U es un abierto de (X, 7), entonces {A € CL(X) : A C U} es un
abierto de (CL(X),Ty).

(2) Si B un es cerrado de (X, 7), entonces {A € CL(X) : A C B} es un
cerrado de (CL(X),Ty).

Nuevamente, los hiperespacios CLC(X), 2%, C(X), F,(X) y F(X) ten-
dréan la topologia de subespacio heredada por la topologia de Vietoris en

CL(X).

Asi pues, resulta natural preguntarse si la métrica de Hausdorff en CL(X)
induce la topologia de Vietoris. La respuesta es afirmativa cuando y solo cuan-
do X es un espacio métrico compacto, como se vera mas adelante.

Si Sq,...,.S, son subconjuntos de X, usaremos la siguiente notacion:
(S1,...,S,) = {AECL(X):AQ USZ-yAﬂSi#@paracadal Sign}.
i=1

Al conjunto (Si,...,S,) le llamaremos vietérico. Los vietoéricos nos pro-
porcionan una base para la topologia de Vietoris, tal como lo muestra la
siguiente proposicion.
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Proposicién 3.8. [6, Teorema 1.2] Si (X, 7) es un espacio topoldgico, enton-
ces
By ={(Uy,...,U,) :neNyU; €t para cada 1 <i <n}

es una base para Ty .

Proposicion 3.9. Si Ay, ..., A, son subconjuntos abiertos de un espacio mé-
trico X, entonces (A, ..., A,) es un abierto de (CL(X),Ty). Asimismo, si
Aq, ..., Ay son subconguntos cerrados de X, entonces (Aq, ..., A,) es un ce-

rrado de (CL(X),Ty).

Demostracion. Si Ay, ..., A, son abiertos de X, por la Proposicion 3.8, se
tiene que (A;,..., A,) es un béasico de la topologia de Vietoris para C'L(X).
En particular, (A;,..., A,) es abierto de CL(X).

Ahora observemos lo siguiente: si K es un subconjunto cerrado de X,
entonces:

(1) Por la Definicion 3.7 (2), (K) = {A € CL(X) : A C K} es un cerrado
de CL(X).

2) (X,K)={AeCL(X): ANK #0} = CL(X)\{A e CL(X): AC
X\ K} es un cerrado de CL(X), yaque {A € CL(X): AC X\ K} es
un abierto de C'L(X) por la Definicion 3.7 (1).

Supongamos que Aq,..., A, son cerrados en X. Observemos que

(A1,..., An)

:{AECL(X):AQUAiyAﬂAi#Q)paracada1§i§n}

i=1

= {AeCL(X):Ag UA,}
i=1
N{AeCL(X): AN A, # 0 para cada 1 <i < n}

- <0Ai> " ( : <X,Ai>) |

Como (J;_; A; es un cerrado de X, por (1) se sigue que (|J;—, 4;) es un cerrado
de CL(X). Asimismo, (2) implica que (X, A;) es un cerrado de C'L(X) para

Matem&ticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 7, 181-211



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Esai Alejandro Pérez
190 Rosales

cada i € {1,...,n}, con lo cual (., (X, A4;) es un cerrado de CL(X). Asi,
se concluye que (Ai,...,4,) = (U, 4) N (N, (X, A4;)) es un cerrado de
CL(X).

[

Lema 3.10. Sea X un espacio métrico.
(a) Si D es un conjunto denso en X, entonces
[D] ={A C D : A es finito y no vacio}
es denso en (CL(X),Ty).
(b) (CL(X),Ty) es separable si y solo si X es separable.

Demostracion. (a) Sea (Uy,...,U,) un abierto basico de (CL(X),Ty). En-
tonces Uy, ...,U, son abiertos en X. Como D es denso en X, se tiene que
U ND # () para cada i € {1,...,n}. Elijamos z; € U; N D para cada
i € {1,...,n}, entonces {xy,...,x,} € (Uy,...,U,) N[D], de donde [D] es
denso en (CL(X),Tv).

(b) Supongamos que (CL(X),Ty) es separable y sea D un subconjunto
denso y numerable de C'L(X). Para cada F' € D sea pr € F, y definase
D = {pp : F € D}. Se tiene que D es numerable. Para ver que es denso en
X, sea U C X abierto y no vacio, entonces (U) es un abierto no vacio de
CL(X), de donde existe F' € (U)ND. Luego, F C U, con lo cual pr € UN D,
teniéndose que UND # (). Por lo tanto, D es denso en X y asi X es separable.
Reciprocamente, supongamos que X es separable y sea D un subconjunto
denso y numerable de X. Sea [D] = {A C D : A es finito y no vacio} C
CL(X). Entonces [D] es numerable y por (a), es denso en (CL(X),Ty). Por
lo tanto, (CL(X),Ty) es separable. O

Teorema 3.11. Sea X un espacio métrico. Las condiciones siquientes son
equivalentes:

(a) X es compacto.

(b) La topologia de Vietoris Ty y la topologia inducida por la métrica de
Hausdorff Ty, en CL(X) coinciden.
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Demostracion. [(a)=-(b)] Supongamos que X es compacto. Por la Observa-
cion 3.1, CL(X) = 2%. Probaremos que Tyy = 7y,. Veamos primero que
Ty C 7p,. Sea (A;,...,A,) € Ty. Dado que (A4y,...,A4,) = (U, 4) N
(N, (X, A;)), sera suficiente probar que (U) € 7, y (X,U) € 74 para cada
U € 14. Para ello, sea U € 74 y veamos que (U) € 74. Si U = X, entonces
(U) ={A e CL(X): AC X} = CL(X) € Tg,, asi que supongamos que
U#X.Sean Ae (U)ye=d(A X\U)=inf{d(a, X\U) : a € A}. Observe-
mos que € > 0, ya que Ay X \U son compactos. Veamos que By, (A,¢) C (U).
Sea B € Bpy,(A,¢), entonces Hy(A,B) < €. Luego, B C N(e, A). Pero
por la eleccion de ¢, se cumple que N(g,A) C U. Asi que B C U, con
lo cual B € (U). Hemos probado que para cada A € (U) existe ¢ > 0
tal que Bpy,(A,e) C (U). Esto prueba que (U) € 7p,. Ahora veamos que
(X,U) € ty,. Sea A € (X,U). Entonces ANU # . Seap € ANU. Como
peUyUE€ 1y, existe 6 > 0 tal que N(6,{p}) = B(p,0) C U. Probaremos
que By, (A,d) C (X,U). Para ello, sea B € By, (A, J). Luego, Hy(A, B) <.
Se sigue que A C N (4, B). Dado que p € A, existe b € B tal que d(b,p) < 0.
Como N(4,{p}) = B(p,d) C U, entonces b € U. Luego, BNU # (), lo que
muestra que B € (X, U). Asi, se concluye que (X,U) € 7g,. Por lo tanto,

TV g TH,-
Probaremos ahora que 75, C Ty. Sea A € CL(X) = 2¥ y r > 0. Como
A es compacto y A C |J,c4 Bala, 5), entonces existen ay,...,a, € A tales
que A C U, Ba(a;, %). Luego, A € (By(ay,%),... Balay £)> Veamos que
(Ba(a1,%),. .., Bi(an, 5)) € Bp,(A,r). Sea K € < (a1, %), ... Ba(an, 5))-
Veamos que K C N(r,A). Sea z € K. Dado que K C |J_, B (ai, %), existe
J € {1,...,n} tal que v € By(ay,3), luego, d(z,A) < § < r, esto es, v €
N(r,A). ASl
K C N(r,A). (7)

Ahora veamos que A C N(r, K). Sea z € A. Dado que A C |J;_, Ba(a;, §),
existe j € {1,...,n} tal que # € By(a;,%). Como K N By(a;, 5) # 0, sea
y € K N By(aj, 5). Se sigue que d(z,y) < d(x,a;) +d(a;,y) < 5+ 5 =1, con
lo cual d(z, K) < r, esto es, x € N(r, K). Asi,

AC N(r, K). (8)

De (7), (8) y la Observacion 3.5 (3) se sigue que Hy(A, K) < r, es decir,
K € By,(A,r). Hemos probado que para todo A € CL(X) y todo r > 0,
existe un vietorico (Uy,...,U,) tal que A € (Uy,...,U,) C By,(A,r). Esto
prueba que 7y, C Ty
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[(b)=-(a)] Supongamos que Ty = 7g,. Esto implica que Ty es metrizable.
Para probar que X es compacto veremos que todo subconjunto infinito nume-
rable de X admite un punto de acumulacion. Sea A C X infinito numerable.
Luego, A es separable. Por el Lema 3.10, CL(A) es separable. Como C'L(A) es

un subespacio de CL(X) se sigue que CL(A) es metrizable, y por ser separa-
ble, es segundo numerable. Luego, por |4, Proposicion 3.6], A no es un espacio
discreto, con lo cual A tiene un punto de acumulacion, el cual es también un

punto de acumulacién de A en X. Por lo tanto, X es compacto. [

4 Convergencia en hiperespacios

Habiendo definido una métrica en C'L(X) (a saber, la métrica de Hausdorff),
es posible hablar de sucesiones en C'L(X). Més atn, una sucesion { A, }nen
converge a un elemento A € C'L(X) si para cada ¢ > 0 existe N € N tal que
Hy(A,, A) < e para cada n > N. Sin embargo, la definicion que daremos a
continuacion resultara tutil en los capitulos posteriores. En la Proposicion 4.4,
veremos que ambas definiciones son equivalentes cuando el espacio métrico
X es compacto.

Definicion 4.1. Sean X un espacio métrico y {A,}nen una sucesion en
CL(X). Se define el limite inferior y el limite superior de la sucesion
{A, }nen, respectivamente, como

liminf A, = {z € X : si U es un entorno de z, entonces U N A4, # ()

para cada n € N salvo para un namero finito}

limsup A, = {z € X : si U es un entorno de z, entonces U N A,, # ()

para una cantidad infinita de n's, con n € N}.

Si liminf A,, = A = limsup 4,,, decimos que la sucesion {4, },en converge a
A y este hecho se denotara por lim A,, = A.

Observacion 4.2. Si X es un espacio métrico, {A, },en €s una sucesion en
CL(X)y x € X, se cumplen:

(1) liminf A,, C limsup A,. Como consecuencia, la sucesién converge a A
siy solosi A C liminf A, y limsup A,, C A.

Matemdticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 7, 181-211



Una breve introduccién a las propiedades de hiperespacios de un espacio
métrico 193

(2) = € liminf A, si y solo si para todo ¢ > 0 existe N € N tal que
B(z,e) N A, # () para cada n > N.

(3) x € limsup A, si y solo si para todo € > 0 existe J C N infinito tal que
B(z,e) N A, # 0 para cada n € J.

(4) limsup A,, puede escribirse como

limsup A4,, = ﬁ [OJ A;.

n=11i=n

Como consecuencia, lim sup A,, es un cerrado de X, ya que es intersec-
cion de conjuntos cerrados.

Lema 4.3. Si X es un espacio métrico compacto y { Ay fnen una sucesion en
CL(X), entonces limsup A,, # 0.

Demostracion. Para cadan € N, sea x,, € A, (yaque A, # () y consideremos
la sucesion {x, }nen. Como X es compacto, existe {x,, }ren una subsucesion
de {x,}nen convergente a algin z € X. Veamos que z € limsup A,,. Sea U
un entorno de z. Como {x,, }ren converge a z, existe N € N tal que x,, € U
para cada k > N. Dado que x,, € A, , se tiene que A, NU # ) para cada
k > N. Esto implica que z € limsup A,,. Por lo tanto, limsup A,, # (. O]

Proposicion 4.4. Sean X un espacio métrico compacto y { A }nen una su-
cesion en CL(X). Silim A, = A, entonces A € CL(X) y {A,}nen converge
a A en CL(X) con respecto a la métrica de Hausdorff. Reciprocamente, si
{An}nen converge a A en CL(X) con respecto a la métrica de Hausdorff,
entonces lim A,, = A.

Demostracion. Supongamos que lim A, = A. Por la Observacion 4.2 (4) y
el Lema 4.3, se tiene que A = limsup 4, € CL(X) = 2%. Veamos que
{A, }nen converge a A en C'L(X) con respecto a la métrica de Hausdorff. Sea
€ >0.Como AC N(5,A) =U,c4 Bla,5), entonces {B(a,3) : a € A} es una
cubierta abierta de A en X. Como A es compacto, existen ay, ..., a; € A tales
que A C Ule B(a;, 5). Como ay, ...,a; € A= liminf A,, por la Observacion
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4.2 (2), existen Mj, ..., M}, tales que

A,NB (al, g) # () siempre que n > Mj,

A,NB ((12, %) # () siempre que n > Mo,

A,NB (ak, g) # () siempre que n > Mj,.

Sea N; = méax{My,..., My} y consideremos n > N;. Veamos que A C
N(e,Ap). Seaa € A C Ule B(a;, §), entonces existe j € {1,...,k} tal que
a € B(aj;,35). Como A, N B (aj, %) # 0, seabe A, NB (aj, g), observemos
que d(a,b) < d(a,a;)+d(a;,b) < §+5 = ¢, con lo cual d(a, A,) < ¢, es decir,
a € N(g, A,). Esto prueba que

A C N(eg, A,) para todo n > Nj. (9)

Afirmacién: Existe Ny € N tal que si n > N,, entonces 4, C N(g, A). En
efecto, supongamos lo contrario. Entonces existe J C N infinito tal que para
cadan € J, A, € N(e, A). Para cada n € J, sea z, € A, N (X \ N(¢, 4)).
Entonces {z,}ncs es una sucesion en X \ N(g,A). Como X \ N(g, A) es
un cerrado del compacto X, entonces también X \ N(e, A) es compacto,
asi que existe {z,, }ren subsucesion de {x,},c; convergente a algtin punto
z € X\ N(e, A). Veamos que z € limsup A,,. Sea U un entorno de z. Como
{@n, }ren converge a z, existe M € N tal que x,,, € U para cada k > M. Dado
que x,, € A,,, se tiene que A,, NU # () para cada k > M. Esto implica que
z € limsup A,,. Pero limsup A, = A C N(g, A), con lo cual z € N(e, A), lo
que es una contradiccion. Esto prueba la afirmacion.

Finalmente, sea N = max{N;, No}, por (9) y la afirmacién anterior, se
tiene que Hy(A,, A) < e para todo n > N. Esto nos permite concluir que
{A, }nen converge a A en C'L(X) respecto a la métrica de Hausdorff.

Supongamos ahora que {A,}nen converge a A respecto a la métrica de
Hausdorft.

Probaremos primero que limsup A, C A. Sea = € limsup A,, y sea € > 0.
Como { A, }nen converge a A respecto a la métrica de Hausdorff, existe N € N
tal que Hy(A,, A) < 5 para todon > N. Esto implica que A, € N(5, A) para
todon > N. Como x € limsup A,, existe J C N infinito tal que B(z, 5)NA,, #
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() para cada n € J. Sea m € J tal que m > N. Luego, B(z,5) N Ay, # 0. Sea
y € B(z,5) N Ay,. Como A, € N(5,A), sesigue que d(y, A) < 5. Por (1) de
la Proposicién 3.3, se tiene que d(x, A) < d(z,y) +d(y, A) < 5+ 5 = . Como
e > 0 fue arbritrario, se concluye que d(x, A) = 0, es decir, z € A.

Ahora probaremos que A C liminf A,. Sean z € Ay ¢ > 0. Como
{A; }nen converge a A respecto a la métrica de Hausdorff, existe N € N
tal que Hy(A,, A) < € para todo n > N. Esto implica que A C N(e, A,,) para
todon > N. Sean > N. Como xz € A C N(g, A,), se tiene que d(z, A,) < ¢.
Entonces existe a,, € A, tal que d(z,a,) < ¢, con lo cual a, € B(z,e) N A,.
Hemos probado que B(z,e) N A, # 0 para cada n > N. Esto implica que
x € liminf A,,.

De lo anterior, se sigue que A C liminf A, C limsup A, C A. Por la
Observacion 4.2 (1), se concluye que lim 4,, = A. O

5 Algunas propiedades de los hiperespacios

Nuestro interés ahora es probar que C'L(X) con la métrica de Hausforff es
compacto cuando X es un compacto. Para ello necesitaremos los siguientes
lemas.

Recordemos que un espacio métrico X es totalmente acotado (o precom-
pacto) si para cada € > 0 existe un ntmero finito de puntos z1,...,x, en X
tales que X = J;_, B(x;,¢).

Lema 5.1. Sea X un espacio métrico acotado. Entonces X es totalmente
acotado si y solo si (CL(X), Hy) es totalmente acotado.

Demostracion. Supongamos que X es totalmente acotado y veamos que
CL(X) también lo es. Sea ¢ > 0. Entonces existen zi,...,z, € X tales que
X =", Bi(x;, ). Definamos A = p({z1,...,2,})\{0}. Observemos que A
es finito y A C CL(X). Probaremos que CL(X) C |{Bu,(D,c) : D € A}.
Sea A € CL(X). Definamos J = {i € {1,...,n} : By(z;,5) N A # 0}.
Observemos que J # () (ya que A es no vacio) y que J es finito. Definamos
D = {z; :i € J} y notemos que D € A. Veamos que Hy(A, D) < e.Seaa € A.
Como A C X =, By(w;,5), existe j € {1,...,n} tal que a € By(x;,5).
Luego, z; € D, con lo cual d(a,D) < d(a,z;) < 5. Como a es un punto
arbitrario de A, se tiene que A C N (3, D). Ahora veamos que D C N(3, A).
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Sea x; € D. Luego, By(z;,5) N A # 0, lo que implica que z; € N(5, A). Es-
to prueba que D C N(5, A). Por lo tanto, § € M(A, D) y en consecuencia,
Hy(A, D) < § < e. Se concluye que A € |J{By,(D,¢) : D € A}. Por lo tanto,
CL(X) C\U{Bu,(D,e) : D € A} y asi CL(X) es totalmente acotado.
Ahora supongamos que C'L(X) es totalmente acotado. Para probar que
X también lo es, sea ¢ > 0. Entonces existen A;,..., A, € CL(X) ta-
les que CL(X) = U, Bu,(A;,¢). Para todo ¢ € {1,...,n}, sea a; € A;.
Veamos que X C J, By(a;,€). Sea © € X. Luego, {z} € CL(X) =
Ui, Br,(A;,¢), por lo que existe j € {1,...,n} tal que {z} € Bpy,(4;,¢).
Se sigue que Hy({z}, A;) < e, y el inciso (3) la Observacion 3.5 implica que
A; C N(e,{z}). Como a; € A;, entonces d(a;j, x) < ¢, es decir, z € By(aj,¢).
Esto implica que = € J;_, Bq(a;,€). Asi, X C |J;_, Ba(a;, €). Se concluye que
X es totalmente acotado. O

Lema 5.2. [1, Lema 4.2] Sean X un espacio métrico, { A }nen una sucesion
de Cauchy en CL(X) y e > 0. Entonces existe N € N tal que si m > N,
entonces eziste una sucesion de nimeros naturales {ny}ren tal que m =ny y
para cada k € N,

9
N <Ng41 Y Hd<Ank7Ank+1) < 2_k

Lema 5.3. El hiperespacio Fy(X) es cerrado en CL(X).

Demostracion. Sea C' € Fi(X). Entonces existe una sucesion {C, }nren en
F1(X) que converge a C' con respecto a la métrica de Hausdorff. Supongamos
que C' ¢ F1(X). Sean x1,z9 € C con x1 # 3, y 7 = d(x1,22) > 0. Como
{Ch}nen converge a C, existe N € N tal que Hy(C,,C) < § para cada
n > N.Sean > N. Como C, € Fi(X), pongamos C,, = {c}. Dado que
Hy(C,,C) < 5, entonces C C N(3,C,) = By(c, 5). Por lo tanto,

d(l'l,xg) S d(x17c) + d(c, 332) < g —+ g =7,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, C' € Fy(X), de donde F;(X) C
Fy(X), concluyéndose que F;(X) es un cerrado de CL(X). O

También recordemos que un espacio métrico X es completo si toda suce-
sion de Cauchy en X es convergente en X.
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Lema 5.4. Sea X un espacio métrico acotado. Se cumple que X es completo
si y solo st (CL(X), Hyq) es completo.

Demostracion. Supongamos que X es completo. Para ver que C'L(X) también
lo es, sea {A, }neny una sucesion de Cauchy en C'L(X). Demostraremos que
{A, }nen converge a limsup A, en C'L(X) respecto a la métrica de Hausdorff,
asi que la prueba se hara en dos partes. Primero veamos que limsup A,, €
CL(X). Por la Observacion 4.2 (4), se tiene que lim sup A,, es un cerrado de X,
asf que para ver que lim sup € C'L(X), solo resta verificar que lim sup A,, # 0.
Por el Lema 5.2, existe una sucesion de ntimeros naturales {n;}ren tal que
para cada k € N,

g < M1 ¥ Ha(An,, Any,y) <

Nk+1

@.

Por la Observacion 3.5 (2), para cada k € N, se cumple que

1
ey (Lan)
Sea x,, € A,,, entonces existe z,, € Ay, tal que d(z,,,z,,) < 3. Luego,
existe x,, € A,, tal que d(z,,,T,,) < 2% Continuando recursivamente este
proceso, obtenemos la sucesion {z,, }ren en X tal que para cada k € N,
d(Zpy, Ty, ,) < 3. Veamos que esta sucesion es una sucesion de Cauchy en
X. Para ello, sea € > 0. Observemos que si j,I € N con j < [, entonces

d<xnj7 Inl) < d(xnj7xnj+1) + d<Inj+17xnj+2) +eeet d(xnl—17xnl)
1 1 1
<gtgmtoto

Como la sucesion {%}neN converge a 0, es posible elegir M; € N tal que si
J,1 > My con j < [, entonces d(y,;,Ty,) < 2% + 21% + e+ 21%1 < e. Esto
implica que {z,, }ren €s una sucesién de Cauchy en X. Por ser X completo,
existe z € X tal que {z,, }ren converge a z. Veamos que x € limsup A,,. Sea
r > 0. Como {x,, }reny converge a z, existe My € N tal que z,, € By(z,7)
para cada k > M. Asi, ©,,, € By(z,7)NA,, para todo k > M,. Esto implica

que z € limsup A, y asi limsup 4,, # (). Por lo tanto, limsup A,, € CL(X).
La segunda parte de la prueba consiste en verificar que {4, },en converge
a lim sup A, respecto a la métrica de Hausdorff. Para ello, seane > 0y r = §.
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Como {A, }nen es una sucesion de Cauchy en C'L(X), existe Ny € N tal que
para cada n > Ny, se tiene que Hy(An,, An) < §. Por otro lado, el Lema 5.2
garantiza la existencia de Ny € N tal que si m > N,, entonces existe una
sucesion de nimeros naturales {ny }ren tal que m = ny y para cada k € N,

r
N < Ng41 Y Hd(Amw Ankﬂ) ok

Sea N = méx{Ny, No}. Veamos que para cada m > N se cumple que
Hy(A,,,limsup A,) < €. Sea m > N. Notar que si n > m, se sigue que
Hy(Ap, An) < Hy(Ap, Ay)+Hi(An, Ay) < 5+ 5 = 5. Esto implica que para
cadan>m, A, C N(g,Am).

Afirmacion 1: N(g,Am) C N(r, An). En efecto, sea y € N(, Ay,). Lue-
g0, Ba(y,5) N N(5, An) # 0. Sea z € Ba(y, 5) N N(§, Ap). Entonces existe
a € Ay, tal que d(z a) < §. Luego, d(y,a) < d(y, )—l—d(z,a) <z+tz=mrlo
que implica que y € N(r, A,,). Por lo tanto, N(%, A,,) € N(r, Ay,).

Afirmacion 2: limsupA4, C N(r,A,). En efecto, dado que
A, € N(%,A,,) para cada n > m, se tiene que |J;~ = A, € N(}, A,,), de mo-
do que |J;2,, A, € N(3, Ay,). Por la Afirmacion 1, se sigue que J,~,, A, C
N(r,A,,), asi que sera suficiente probar que limsup 4, C |J,—  A,. Para

ello, sea y € limsup A,, y supongamos que y ¢ |J,— A, entonces existe
d > 0 tal que By(y,d) N (U,—,, A,) = 0. Esto implica que para todo n > m,
Ba(y,d)N A, = (). Se sigue que By(y, ) intersecta a lo més a una cantidad fi-
nita de términos de la sucesion { A, }.en, lo que contradice que y € limsup A,,.

Por lo tanto, limsup A, C |~ A, y asi limsup A,, C N(r, A,,).
La Afirmacién 2 implica que
limsup A, C N (g,Am> : (10)

Veamos ahora que A,, € N(5,limsup A,). Por la eleccion de m, existe una
sucesion de nimeros naturales {ny }ren tal que m = ny y para cada k € N,

r
N < Ngy1 Y Hd(Amw Ankﬂ) ﬁ
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Por la Observacion 3.5 (2), para cada k € N, se cumple que

r
Ank g N (Z_kaAnk+1> .

Sea x,, € Ay, entonces existe x,, € Ay, tal que d(x,,,z,,) < 5. Luego,
existe z,, € Ap, tal que d(v,,,7,,) < 3z. Continuando recursivamente este
proceso, obtenemos la sucesion {z,, }ren en X tal que para cada k € N,
d(Zp,, Tny,,) < 35- Veamos que {Zn, fren es una sucesion de Cauchy en X.
Para ello, sea s > 0. Observemos que si j,I € N con j < [, entonces

d<xnj7 x”l) < d(xnj7xnj+1> + d<Inj+l7xnj+2) +oeet d(xnpl?xnz)
T T T
< §+2j+1 +"'+F.

Como la sucesion {%}neN converge a 0, es posible elegir M3 € N tal que
si 7,1 > Mj con j < [, entonces %+2j%+~~-+21—1,1 < 2, con lo cual
d(wp,, Tn,) < 57 + 551 + -+ 5=r < 5. Esto prueba que {z,, }ren es una
sucesion de Cauchy en X. Por ser X completo, existe y € X tal que {x,, }ren
converge a y. Observemos que y € limsup A, y que d(2,,,2p,) < 5+ 5z +
-+ si=r <1 para todo k € N. Como {w,, }ren converge a y, existe My € N
tal que para todo k > My, d(x,,,y) < r.Sea k > M,. Se sigue que d(z,,,y) <
d(zn,, Tp,) + d(7y,,y) < r+7 =5, con lo cual z,, € N(5,limsup A,). Por
ser x,, € A,, arbitrario, se concluye que

A,=A4A,, CN (g,h'msup An> : (11)

En resumen, de (10) y (11) se tiene que limsup A, € N(5, A4,) y Am C
N(5,limsup A,) para cada m > N. Luego,

Hy(A,,, limsup A,,) < % <e

siempre que m > N. Esto prueba que {4, },cn converge a limsup A,, en
CL(X), concluyéndose que C'L(X) es completo.

Reciprocamente, supongamos que C'L(X) es completo. Por el Lema 5.3,
F1(X) es un cerrado de CL(X), y como C'L(X) es completo, por |7, Teorema
3, pag 118], F1(X) es completo. Pero Fi(X) es homeomorfo a X (ya que
h: X — Fi(X) dado por h(x) = {z} es un homeomorfismo). Por lo tanto, X
es completo. O
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Teorema 5.5. Si X es un espacio métrico, se cumple que X es compacto si
y solo si (CL(X), Hq) es compacto.

Demostracion. Como X es compacto si y solo si X es totalmente acotado
y completo, por los lemas 5.1 y 5.4, esto es equivalente a que (CL(X), Hy)
es totalmente acotado y completo, es decir, equivale a que (CL(X), Hy) es
compacto. O]

Corolario 5.6. Si X es un espacio métrico compacto, entonces (2%, Hy) es
compacto.

Demostracion. Si X es compacto, por la Observacion 3.1, 2% = CL(X). En
virtud del Teorema 5.5, se concluye que (2%, Hy) es compacto. O

También CLC(X) con la métrica de Hausdorff es un hiperespacio com-
pacto, como se vera en el siguiente teorema:

Teorema 5.7. Si X es un espacio métrico compacto, entonces el hiperespacio
(CLC(X), Hq) también es compacto.

Demostracion. Como CLC(X) C CL(X) y CL(X) es compacto (por el Teo-
rema 5.5), bastard demostrar que CLC(X) es un cerrado de CL(X). Para
ello, sea A € CLC(X). Entonces existe una sucesion { A, }neny en CLC(X) que
converge a A. Notemos que A € C'L(X), asi que para ver que A € CLC(X),
solo resta verificar que A es conexo. Supongamos por contradicciéon que A
es disconexo, entonces existen U y V subconjuntos no vacios de X, aje-
nos, cerrados en A y tales que A = U U V. Notemos que U y V son ce-
rrados en X; luego, U y V son compactos. Como U NV = (), entonces
d(U,V) = inf{d(u,V) : u € U} > 0. Sea ¢ = d(U,V). Dado que {A,}nen
converge a A, existe N € N tal que Hy(A,, A) < § para cada n > N.
Sea n > N. Por (2) de la Observaciéon 3.5, se tiene que A C N(5,A4,) y
A, € N(5,A). Pero A=UUV; luego, N(5,A4) = N(5,U) UN(5,V), con lo
cual A, € N(5,U)UN(5,V). Observemos que N(5,U) y N(5,V) son sub-
conjuntos abiertos de X. Veamos que N(5,U) N N(5,V) = 0. Supongamos
que existe z € N(5,U) N N(5,V), se sigue que d(x,U) < 5y d(z,V) < 5.
Entonces existe u € U tal que d(z,u) < §; luego,

e=d(U, V) <du,V) < d(u,z) +d(z,V) < %%:a
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lo que es una contradiccion. Por lo tanto, N (5, U)NN(5,V) = 0. Asi, N(5,U)
y N(5,V) son abiertos ajenos tales que A, € N(5,U) U N(5,V). Por ser
A, conexo, A, € N(5,U) o A, € N(5,V). Supongamos sin pérdida de
generalidad que A, € N(5,U). Afirmamos que N(5,A4,) € N(e,U). En
efecto, sea z € N(5, A,), entonces existe a € A, tal que d(z,a) < 3. Pero
A, € N(5,U), asi que existe u € U tal que d(a,u) < 5. Luego, d(z,u) <
d(z,a) + d(a,u) < 5+ 5 = ¢, es decir, z € N(e,U). Observemos que £ =
mf{d(u,V) : uw € U} implica que V N N(g,U) = 0. En efecto, si existiese z €
VNN(e,U), entonces d(z,U) < ¢, por lo que existe u € U tal que d(z,u) < ¢,
de donde d(u, V') < e, lo que es una contradiccion. Asi, VN N(e,U) = 0.
Como VC AC N(5,4,) € N(e,U), se tiene que V=V N N(,U) = 0,
lo que es una contradiccion. Por lo tanto, se concluye que A es conexo. Asi,
CLC(X) es un cerrado de CL(X) y, por ende, es compacto. ]

Corolario 5.8. Si X es un espacio métrico compacto, entonces (C(X), Hy)
es compacto.

Demostracion. Si X es compacto, por la Observacion 3.1, se tiene que C'(X) =
2XNCOLC(X) =CL(X)NCLC(X) = CLC(X). En virtud del Teorema 5.7,
se concluye que (C(X), Hy) es compacto. O

6 Funciones de Whitney

Nombradas en honor al matemético estadounidense Hassler Whitney, las fun-
ciones de Whitney estan estrechamente relacionadas con la estructura de arco
en los hiperespacios, y su importancia radica en que siempre es posible cons-
truir una de estas funciones en cualquier hiperespacio de un compacto. Por
otro lado, las funciones de Whitney conservan cierto parecido con el concepto
de medida de un conjunto.

Definicién 6.1. Sean X un espacio métrico compacto y H C 2%. Una fun-
cion de Whitney para H es una funciéon continua w : H — [0,00) que
satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cualesquiera A, B € H con A C By A # B, se tiene que w(A) <
w(B).

(2) w(A) =0siysolosi AeHNF(X).
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Observacion 6.2. (1) El primer inciso de la definicién anterior es equi-
valente a que w : (H, <) — ([0,00), <) como funcién entre conjuntos
parcialmente ordenados sea estrictamente creciente.

(2) Si w: H — [0,00) es una funcion de Whitney para H y N C H,
entonces w [ es una funcion de Whitney para N.

Definicién 6.3. Sea X un espacio métrico compacto. Definimos la funcién
didametro como la funcién didm : 2¥ — [0, 00) dada por

didm(A) = sup{d(zx,y) : x,y € A}.

Ejemplo 6.4. En R con la métrica usual, dado A C R acotado y no vacio,
el didmetro de A es didm(A) = sup A — inf A.

Lema 6.5. Si X es un compacto, entonces la funcion didmetro didm : 2% —
[0,00) es continua.

Demostracion. Sea e > 0. Sean 6 = 5y A, B € 2X tales que Hy(A, B) < 6.
Veamos que |didm(A) —didm(B)| < . Como A es compacto, existen a, as €
A tales que didm(A) = d(ay,az). Por (2) de la Observacion 3.5, se tiene que
A C N(4,B), asi que ay,as € N(9, B), es decir, d(ay, B) < ¢ y d(as, B) < 0,
por lo que existen by, by € B tales que d(ay,b1) <y d(ag, by) < d. Luego,

dlém(A) = d(al, 0/2) S d(al, bl) + d(bl, bg) + d(bg, Clg)
<0+ d(bl, bg) +0= d(bl, bg) +e
< didm(B) +«.
Por lo tanto, didm(A)—diam(B) < e. Analogamente, se prueba que didm(B)—

didm(A) < e. Por lo tanto, | didm(A) — didm(B)| < €, lo que concluye la de-
mostracion. ]

Recordemos que un espacio topolégico X es separable si contiene un sub-
conjunto A numerable y denso en X.

Lema 6.6. Todo espacio métrico compacto es separable.

Demostracion. Sea X un espacio métrico compacto.
Afirmacion: Para cada n € N, existe A, C X finito tal que X C

UxeAn B(.’L’, %)
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En efecto, sea n € N. Como X es compacto y X C [J,cy B(x,%),
entonces existen zy,...,z, € X tales que X C (JI_, B(x, %) Definiendo
A, =A{z1,...,2,}, se prueba la afirmacion.

Sea A = (J,en An- Observemos que A es numerable. Veamos ahora que
A es denso en X, es decir, que A = X. Sean p € X y ¢ > 0. Entonces
existe m € N tal que % < e. Por la afirmacion, existe A,, C X finito tal que
p€ X CU,en, Blr, %) Luego, existe a € A,, tal que p € B(a, %) Como
d(p,a) < % < €, se sigue que a € B(p,¢e). Ademas, a € A,, C A, con lo cual
B(p,e) N A # ). Como € > 0 fue arbitrario, se concluye que p € A. Esto
prueba que A es denso en X, concluyéndose que X es separable. [

Teorema 6.7. St X es un espacio métrico compacto, entonces cualquier hi-
perespacio de X tiene una funcion de Whitney.

Demostracion. Si w es una funcion de Whitney para CL(X) y H C CL(X),
por (2) de la Observacion 6.2, w [y serd una funcion de Whitney para H. Asi
que bastaréa probar que existe una funcion de Whitney para C'L(X). Para ello,
observemos que X es separable (por el Lema 6.6), asi que tomemos Z = {z, :
n € N} un subconjunto denso numerable de X. Para cada n € N, definamos
fn: X — [0,1] como f,(x) = m. Ahora definase para cada n € N,
la funcién w, : CL(X) — [0,1] como w,(A) = didm(f,(A)). Finalmente,
definamos w : CL(X) — [0, 1] como

y la serie Y 7| 2inwn(A) converge por el criterio de comparacion, por lo que

w esté bien definida.

Veamos que w es una funcion de Whitney para C'L(X). Observemos que
w, = didmof’ para cada n € N, asi que los lemas 6.5 y [12, Lema 1.32]
implican que w, es continua para todon € N. Por el Criterio M de Weierstrass,
se tiene que w es continua.
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Ahora sean A, B € CL(X) con AC By A# B. Como A C B, se tiene
que fr,(A) C f.(B) para todo n € N, con lo cual w,(A) = didm f,(4) <
didm f,,(B) = w,(B) para todo n € N. Para comprobar que w(A4) < w(B),
sera suficiente probar que existe m € N tal que w,,(A) < wy,(B). Para ello,
seanp € B\ Ayr= %d(p, A). Notemos que r > 0, ya que A es cerrado y

p ¢ A. Como p € X = Z, entonces B(p,r) N Z # . Sea z,, € B(p,r) N Z.
Dado que d(z,,p) < r, se tiene que
1 1

m = > .
Jm () 1+d(zm,p) 147
Ahora, como d(p, A) — d(zm, A) < d(p, zm) < T, se tiene que r + d(z,, A) >
d(p, A) = 2r, lo que implica que d(z,,, A) > r, con lo cual

1 1

(12)

- (a) = _ 13
fm(@) 1—|—d(zm,a)<1+'r (13)
para todo a € A. Combinando (12) y (13), se tiene que
1
m(A) < —— < fi(p). 14
D f(4) < T < ful) 14
Pero como p € B, se deduce que
SUp fn(A) < $up fin(B). (15)
Por otro lado, como A C B, se cumple que f,,(A) C f,,(B), con lo cual
inf fu(B) < fuf fyn(4). (16)

Se sigue de (15), (16) y del Ejemplo 6.4 que
Wi (A) = didm f,,(A) < didm f,,(B) = wn(B)

esto prueba que w(A) < w(B).

Finalmente, veamos que w satisface que w(A) = 0 si y solo si A € Fy(X).
Asi pues, sea A € CL(X). Supongamos que A € F;(X), digamos, A = {z}.
Luego, w,(A) = diam f,(A) = didm{ f,,(x)} = 0 para cada n € N, por lo que
w(A) = 0. Ahora supongamos que A ¢ F|(X). Sean z,y € A con x # y, y sea
r= %d(:v,y) > (0. Como Z es denso en X, existe z,, € B(x,r) N Z. Notemos
que z, ¢ B(y,r) (de lo contrario, d(x,y) < 2r, lo que es una contradiccion),
lo que implica que f,,(x) # fn(y). Con esto, wy,(A) = didm f,,,(A) > 0, luego,

w(A) > 0.
De todo lo anterior, se concluye que w es una funciéon de Whitney, lo que
prueba el teorema. O
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7 Arco conexidad de 2% y C(X)

En esta seccion estudiaremos la arco conexidad de los hiperespacios 2% y
C(X) cuando X es un continuo, utilizando el concepto de arco ordenado
en un hiperespacio. En particular, se demostrara que si X es un continuo,
entonces 2% y C'(X) también lo son.

Definicion 7.1. Una coleccion N de conjuntos es una red o nido si para
cualesquiera Ny, Ny € A se cumple que N; C N, o bien Ny C N;.

Una red desde Ay hasta A; es una red N tal que Ag, A; e Ny Ag C N C
A, para cualquier N € N.

Definicién 7.2. Sean X un espacio métrico compacto y H C 2%. Un arco
ordenado en H es un arco en H que es también una red.

Una red compacta N/ C 2% es una red que es también un subconjunto
compacto de 2%.

Lema 7.3. Sean X un espacio métrico compacto, H C 2% y w una funcion
de Whitney para H. Si N es una red compacta en H, entonces w [ es un
homeomorfismo.

Demostracion. Veamos que w [y es inyectiva: sean F,G € N con F # G.
Por ser N una red, se tiene que F C G o bien G C F, lo que implica que
w(F) < w(G) o bien w(G) < w(F). En cualquier caso, w(F') # w(G). Asi,
w [a es inyectiva. Luego, es posible restringir el codominio de w [y a w(N)
para tener una funcion biyectiva. Ademas, w [ es continua, ya que w lo es,
y como N es compacto, concluimos que w [y es un homeomorfismo. [

Lema 7.4. Sea X un espacio métrico compacto y A un subcontinuo de 2% con
mds de un punto. Si A es una red, entonces A es también un arco ordenado.

Demostracion. Sea w una funciéon de Whitney para 2% (la cual existe por el
Teorema 6.7). Como A es una red compacta en 2%, por el Lema 7.3, se tiene
que w [ 4 es un homeomorfismo. Asi, w(.A) es un continuo, que resulta ser un
intervalo cerrado y acotado de R con més de un punto. Por consiguiente, .4
es un arco, y por ser A una red, se concluye que A es un arco ordenado. [

En [12] se muestran condiciones para asegurar la existencia de arcos orde-
nados en los hiperespacios C'(X) y 2%. Particularmente, se tiene el siguiente
teorema:
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Teorema 7.5. [12, Teorema 2.7| Sea X wun espacio métrico compacto
y Ao, A1 € C(X) tales que Ag € Ay y Ao # Ay. Entonces existe un arco
ordenado en C(X) desde Ay hasta A;.

Como consecuencia, los hiperespacios 2% y C'(X) son arco conexos cuando
X es un continuo, lo cual se enuncia y demuestra a continuacion.

Teorema 7.6. Si X es un continuo, entonces 2% y C(X) son arco conexos.

Demostracion. Primero probaremos la arco conexidad de 2X: sea K € 2% con
K # X y sea Ay una componente de K. Como Ay, X € C(X) y Ay # X, el
Teorema 7.5 nos asegura la existencia de un arco ordenado a en C'(X) desde
Ap hasta X. Sea h un homeomorfismo de [0, 1] sobre « tal que h(0) = Ay y
h(1) = X. Definamos f : [0,1] — 2% como f(t) = K Uh(t). Se tiene que f es
continua por [12, Proposicion 1.24]. Ademas, f(0) = Ky f(1) = X. Luego,
£([0,1]) es un subcontinuo de 2% con més de un punto. Més atin, el hecho de
que « sea un arco ordenado implica que f([0,1]) es una red desde K hasta
X. Asi, por el Lema 7.4, f([0,1]) es un arco ordenado en 2% desde K hasta
X.

Hemos probado que para cualquier K € 2% con K # X, existe un arco en
2% entre K y X. Por el Lema 2.4, se concluye que 2% es arco conexo.

Finalmente, probaremos que C'(X) es arco conexo. Si Ay € C(X) con
Ay # X, por el Teorema 7.5, existe un arco en C(X) desde A, hasta X.
Nuevamente, el Lema 2.4 nos permite concluir que C'(X) es arco conexo. [

Corolario 7.7. Si X es un continuo, entonces 2% y C(X) son continuos arco
CONET0S.

Demostracion. Como X es compacto, por los corolarios 5.6 y 5.8, se tiene que
2% y C'(X) son compactos. Por el Teorema 7.6, también son arco conexos, lo
que implica, en virtud de la Observacion 2.3, que son conexos. Por lo tanto,
2% y C(X) son continuos arco conexos. O

8 Arco conexidad local de 2% y C(X)

Finalmente, estudiaremos la arco conexidad local y la conexidad local de los
hiperespacios 2% y C(X) y veremos algunas condiciones equivalentes a ser un
continuo de Peano, involucrando el concepto de homogeneidad.
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Definiciéon 8.1. Un espacio topolégico Y es localmente arco conexo en
un punto p € Y si para todo entorno U de p existe V' un subconjunto abierto
arco conexo de Y tal que p € V C U. Decimos que un espacio topolégico es
localmente arco conexo si es localmente arco conexo en cada uno de sus
puntos.

Definicion 8.2. Un espacio topolégico Y es localmente conexo en un
punto p € Y si para todo entorno U de p, existe V' C Y abierto y conexo
tal que p € V C U. Decimos que Y es localmente conexo si es localmente
conexo en cada uno de sus puntos.

Un continuo localmente conexo es llamado un continuo de Peano.

Observacion 8.3. Si un espacio topoldgico Y es localmente arco conexo en
un punto p € Y, entonces Y es localmente conexo en p. Como consecuencia,
Y es localmente conexo siempre que Y sea localmente arco conexo.

Observacion 8.4. La arco conexidad local y la conexidad local son propie-
dades topologicas.

Teorema 8.5. [12, Teorema 3.2 Sean X wun espacio métrico compacto y
Ag, Ay € 2% con Ay # A,. Entonces las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) Eziste un arco ordenado en 2% desde Ay hasta Aj.

(b) Ag C Ay y cada componente de Ay intersecta a Ay.

Si a es un arco ordenado en 2% desde Ay hasta A; y H C 2%, diremos
que « empieza en H si Ag € H. Cuando esto ocurra, diremos que « se queda
en HsiaCH.

Corolario 8.6. Sean X un espacio métrico compacto y o un arco ordenado
en 2%, Si a empieza en C(X), entonces a se queda en C(X).

Demostracion. Supongamos que « es un arco ordenado en 2% desde Aj hasta
Ay, donde Ay € C(X). Veamos que o C C(X). Para ello, sea B € a con
B # Aj. Notemos que Ay C B. Sea (8 el subarco de o desde Ay hasta B.
Como B C «, entonces /3 es una red, es decir, 3 es un arco ordenado en 2%
desde Aj hasta B. Por el Teorema 8.5, cada componente de B intersecta a
Agy. Pero Ay es un subconjunto conexo de B, con lo cual B tiene solo una
componente. Esto quiere decir que B es conexo, es decir, B € C'(X). Esto
prueba que o C C'(X), como queriamos. ]
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Corolario 8.7. Si X es un continuo, los hiperespacios 2% y C(X) son local-
mente arco conexos en X.

Demostracion. Verifiquemos primero la arco conexidad local de 2% en X. Sea
U C 2% un entorno de X. Entonces existe ¢ > 0 tal que X € By, (X,e) C
U. Veamos que By,(X,¢) es un subespacio arco conexo de 2%. Para ello,
sea Ay € By, (X,e) con Ay # X. Por ser X conexo, se satisface (b) del
Teorema 8.5 (con A; = X); luego, existe a un arco ordenado en 2% desde
Ap hasta X. Veamos que o« C By, (X,e). Sea A € «, entonces Ay C A.
Como Hy(Ap, X) < ¢, se sigue que X C N(Ap,e) € N(A,¢). Por otro lado,
A C X C N(X,e). Por (3) de la Observacion 3.5, se tiene que Hy(A, X) < e,
es decir, A € By, (X, ¢).

Hemos probado que para todo Ay € By, (X,¢) \ {X} existe un arco en
Bpu,(X,¢e) con puntos extremos Ay y X. Por el Lema 2.4, se concluye que
By, (X, ¢) es arco conexa. Esto prueba la arco conexidad local de 2% en X.

La prueba de la arco conexidad local de C'(X) en X se realiza de manera
analoga al caso anterior, observando que ahora Ay € C'(X) y el Corolario 8.6
nos asegura que o C C(X). O

Corolario 8.8. Si X es un continuo, los hiperespacios 2% y C(X) son local-
mente conexos en X.

Demostracion. Es consecuencia del Corolario 8.7 y la Observacion 8.3. [

Definiciéon 8.9. Un espacio topologico X es homogéneo si para cualesquiera
p,q € X, existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(p) = q.

De manera intuitiva, un espacio topolégico es homogéneo si su estructura
topologica es la misma en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 8.10. (1) Para cada n € N, la esfera n-dimensional 5™ en R"*! es
homogénea, ya que para cada par de sus puntos existe una rotacion de S, la
cual es un homeomorfismo, que lleva uno de estos puntos en el otro.

(2) El intervalo cerrado [0, 1] no es homogéneo. En efecto, supongamos que
existe f : [0,1] — [0, 1] homeomorfismo tal que f(1) = 3. Como [0,1]\ {1} es
conexo, se tiene que f([0,1]\ {1}) es conexo. Pero f([0,1]\ {1}) = f([0,1]) \
{f(1)} =[0,1]\ {3}, el cual es disconexo, teniéndose una contradiccion. Con

esto, se asegura que [0, 1] no es homogéneo.
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Lema 8.11. [8, Teorema 2.67| Sea X un continuo. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

(a) X es un continuo de Peano.
(b) 2% es un continuo de Peano.
(¢) C(X) es un continuo de Peano.

Los siguientes dos teoremas caracterizan la homogeneidad de 2% y de

o(X).

Teorema 8.12. Sea X un continuo. Las siguientes proposiciones son equi-
valentes:

a) X es un continuo de Peano.
(a)

b) 2% es un continuo de Peano.
(

(c) 2% es homogéneo.

Demostracion. [(a)=-(c)] Véase [12, Teorema 3.11].

[(c)=(b)] Supongamos que 2% es homogéneo. Como X es un continuo,
por el Corolario 7.6, 2% es un continuo. Ademés, por el Corolario 8.8, 2% es
localmente conexo en X. Como 2% es homogéneo, para cada A € 2% existe
un homeomorfismo que envia X en A. Luego, 2% es localmente conexo en
cada uno de sus puntos, es decir, 2% es localmente conexo y, por ende, es un
continuo de Peano.

[(b)=(a)] Es consecuencia del Lema 8.11. O

Para el siguiente teorema, diremos que un arco A contenido en X es un
arco libre si A\ {p, ¢} es abierto de X, donde p y ¢ son los puntos extremos
de A.

Teorema 8.13. Sea X un continuo sin arcos libres. Las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

(a) X es un continuo de Peano.
(b) C(X) es un continuo de Peano.

(¢) C(X) es homogéneo.
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Demostracion. [(a)=-(c)] Véase [12, Teorema 3.14].

[(c)=(b)] Supongamos que C'(X) es homogéneo. Como X es un continuo,
por el Corolario 7.6, C'(X) es un continuo. Ademaés, por el Corolario 8.8, C'(X)
es localmente conexo en X. Como C(X) es homogéneo, para cada A € C'(X)
existe un homeomorfismo que envia X en A. Luego, C(X) es localmente
conexo en cada uno de sus puntos, es decir, C'(X) es localmente conexo y, por
ende, es un continuo de Peano.

[(b)=(a)] Es consecuencia del Lema 8.11. O
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Capitulo 8

Una introduccion a la dindmica de la familia
senoidal y dos perturbaciones de ella

Laura Cano Cordero, Patricia Dominguez Soto, Gabriel
Martinez Ramos, Maria de Jestis Lopez Toriz
FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo definimos la funcién senoidal de variable compleja y
enunciamos algunas propiedades interesantes de ella. Estudiamos pro-
piedades de la familia de funciones enteras trascendentes f\ = Asen(z),
A €, y definimos los conjuntos de Fatou y Julia. Se dan algunos resul-
tados importantes relacionados con la dinamica de la familia f) y se
enuncian algunas preguntas abiertas. Se dan dos ejemplos de perturba-
ciones de la familia senoidal y resultados relacionados con la dinamica de
esas perturbaciones, con el objetivo de observar algunas diferencias entre
la dindmicas de la funcién senoidal y la dindmica de sus perturbaciones.

1 Introduccion a la funcidén senoidal

Estudiar e investigar en el area de la variable compleja es ir de una variable x
a dos variables z,y. En particular, la geometria de funciones de una variable
real, es muy diferente a la geometria de una funciéon de variable compleja.
El tema en este capitulo es de divulgaciéon para estudiantes que se inician
en los menesteres de la geometria de funciones de la variable compleja y su
dindmica. En esta seccion se define la funciéon senoidal y se muestran algunas
propiedades importantes estudiadas en el curso de variable compleja.

Como es usual en el area de variable compleja, denotamos a como el
plano complejo y a z = x 4+ iy €, con x,y € un numero complejo. La funcién
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senoidal compleja se define como sigue:
eiz - efiz
sen(z) = ————
( ) 22 Y
donde € = €@+ Observemos que sen(z) = 0 si, y sélo si z = n7 pa-
ra n € N. La demostracion es muy sencilla: veamos que sen(nm) = 0 para
n € N, por lo tanto si sen(z) = 0, entonces z = nm.

Ahora, si sen(z) = 0, entonces €** = e~** y multiplicando ambos lados de
la igualdad por e¢* y usando la propiedad de la funcién exponencial tenemos
que €% = 1. Ahora por la periodicidad de la funcién exponencial, existe
n € 7 tal que 2z = 27n, es decir z = mn.

Otro resultado que tiene en la funcién senoidal es el siguiente: si para

algiin o namero complejo, se tiene que
sen(z+a) = sen(z), (1)

entonces a = 27n para n € N.

La demostracion de la propiedad arriba descrita es la siguente: Suponga-
mos que se cumple la igualdad anterior para algin a € C. Entonces si z = 0
tenemos que sen(a) = 0, por lo tanto (de la univalencia de la funcion exponen-
cial) a es un entero multiplo de 7. Solo queda demostrar que el entero es par.
Sustituyendo z = 7 en la igualdad (1), tenemos sen (a + %) = sen (%) =1,
asi a+ 7 = § + 2mn para algin entero positivo n. Por lo tanto o = 27n para

n € N.

El siguiente teorema establece la univalencia de la funcion sen(z).

Teorema 1.1. La funcion compleja sen(z) es univalente sobre la parte ver-

tical V. = {2 € C:0 < Re(z) < 5}.

Demostracion. Supongamos que z, w € V' y sen(z) = sen(w). De la definicién
del seno complejo observemos que:

e — 6z(—z) — W _ 62(—11))

9

realizando algunas operaciones obtenemos:
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PP LT ez(—z) 6z'(—w) (2)
ei(fz)ei(fw) (eiw . eiz) . (3)

Asi, tenemos

Supongamos que la Ecuacion (4) es cierta. Entonces ¢ = €™ asi (por
propiedades de la funcién exponencial) z = w + 2wn para algin n, es decir,
|Re(z) — Re(w)| = 27 |n|. Pero |Re(z) — Re(z)| < m, asi n = 0, por lo tanto
z = w.

Si se cumple la Ecuacion (3) tenemos que e = —1 = e CG+W) a5 1 =
e~ =Htwtm) por propiedades de la exponencial z + w + m = 27n para algin
n, es decir, z + w debe ser miltiplo impar de w. Por lo tanto pasaria lo
mismo Re(z) + Re(w): serfa un multiplo impar de 7. Pero z, w € V asi
0 < Re(z) + Re(w) < m, por lo tanto concluimos que el miltiplo impar no
puede existir. O

La funcion sen(z), z € C, es simétrica respecto del origen. Ahora, si toma-
mos ¢ + it, con ¢,t € R, su imagen bajo la funcién senoidal es una hipérbola
con focos £1 y centro en (0,0). Por otro lado, la imagen de la recta t+ic, con
c,t € R, bajo sen(z) es una elipse con centro en el origen y focos +1, véase
Figuras 1 y 2. En conclusion, la transformacion sen(z) hace corresponder la
red ortogonal que se forma con las rectas paralelas y los ejes de coordenadas
a la red de elipses e hipérbolas con focos comunes 1 y centro en el origen,
véase Figura 2.

Definiciéon 1.2. Decimos que una funciéon analitica tiene un valor asintotico
en a si existe una curva continua 7 (t) C C, v (t) — oo cuando t — oo tal que
f(y(t)) = a cuando t — oc.

Teorema 1.3. La familia f\(z) = Asen z no tiene un valor finito asintético.

Demostracion. Es suficiente demostrar que la funciéon senz no puede tener
un valor asintético finito.

Supongamos que sen(z) tiene un valor asintotico 3, entonces por definicion
existe una curva continua vy (t) C C, 0 < t < oo tal que v (t) — oo cuan-
dot — ooy sen(y(t)) — [ cuando t — oo. Sea v(t) = x(t) + iy(t).
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15

15

Figura 1: Rectas verticales y horizontales en el plano complejo

wl

]
USSR
(T

]
5

Figura 2: Imagen de rectas verticales y horizontales.

Observemos que sen (y(t)) = sen (z(t) + iy(t)) = sen (z(t)) (e—yauzre—y(t)) n

icos (z(t)) (M) Como z(t) — oo existe una sucesion t, — oo tal
que x (tx) = km, se sigue que Re () = 0. Por otro lado, existe una sucesion

b = o0 tal que o () = 207 + 5. De Re (sen (7 () = 20050 -

se sigue que Re () > 1 lo que es una contradiccion. ]

Los puntos criticos de fy(z) = Asen(z) son los puntos que cumplen f’(z) =
0. Esto es, Acos(z) = 0 < 2z = (2k+1) 5, k € Z. Por lo tanto, los puntos
criticos de fy son de la forma 2z = (2k +1) 7, k € Z.
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Al evaluar los puntos criticos en f) obtenemos los valores criticos, esto es,

HQ2k+1)=={)\=)\}.

|

Por lo tanto, la funcién f) tiene valores criticos A y —A.

Definicion 1.4. El conjunto de valores singulares de una funcién analitica f
son los valores asintoticos y los valores criticos de f y se denota por SV (f).

Por lo comentando anteriormente vemos que los valores singulares de
fr = Asen(z) son SV (f) ={\, —A}.
Un conjunto importante a considerar en el estudio de funciones analiticas

es el siguiente conjunto.

Definicién 1.5. Decimos que una funciéon analitica esta en la clase S, si el
conjunto de valores singulares es finito.

Observemos que el conjunto de valores singulares SV (f)) es finito, porque
Ay —\ son los tnicos valores criticos de fy, por lo tanto f) € S.

En lo que sigue definimos los puntos fijos de cualquier funcién analitica f.

Decimos que zg es un punto fijo de f si f(z9) = zo. Si para algin n # 0
se cumple que f"(zg) = 29, decimos que 2y es un punto periddico. Cuando n
es el menor natural que satisface esta igualdad, decimos que zj es de periodo n.

La clasificacion de puntos fijos se enuncia a continuacion: Sea f una fun-
cién analitica y zo un punto fijo de f:

—_

. Si|f'(z0)] = 0, entonces zy es un punto fijo superatractor.

[\]

. Si|f'(20)| < 1, entonces zy es un punto fijo atractor.

w

. Si|f'(z0)] > 1, entonces zy es un punto fijo repulsor.

W

. Si[f'(20)| =1y es una raiz de la unidad, entonces zy es un punto fijo
indiferente racional.
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5. Si |f'(z0)] = 1 pero f’(zp) no es una raiz de la unidad, entonces z, es
un punto fijo indiferente irracional.

En este trabajo estaremos interesados en encontrar los puntos fijos de la
familia f, = Asen(z) y ver la naturaleza de esos puntos, esto es, queremos
resolver la ecuacion

fr = Asen(z),

para A real o complejo y ver si los puntos que solucionan la ecuacién son
puntos fijos atractores, repulsores o indiferentes.

2 Los conjuntos de Fatou y Julia

En el marco teodrico del anélisis complejo y las funciones de variable compleja,
el matemaético francés Paul Montel introdujo la teoria de familias normales en
sus trabajos [21] y [22]. Recordemos que una familia F de funciones holomor-
fas definidas sobre un abierto U C C es normal si cada sucesiéon de funciones
{fn}nen C F tiene una subsucesion uniformemente convergente en U hacia
una funciéon holomorfa o a infinito.

El estudio del comportamiento dindmico de funciones racionales sobre la
esfera de Rieman comenzo6 en el siglo XX por los matemaéticos franceses Pierre
Fatou y Gaston Julia (véase [14] y [19]), que definieron dos conjuntos que hoy
llevan sus nombres. El principal objeto de estudio de estos dos matematicos
fue la iteracion de funciones racionales sobre la esfera de Riemann. Un resul-
tado de Montel les permiti6 descomponer a la esfera en el conjunto estable
(Fatou) que consiste de los puntos del plano complejo tales que su sucesion
de iteraciones esta bien definida y es normal en alguna vecindad de cada uno
de los puntos, y el conjunto inestable o cadtico (Julia) que el complemento
del conjunto de Fatou.

La investigacion sobre la iteracion de las funciones enteras trascendentes
tuvo su inicio con el trabajo de Pierre Fatou en el afio 1926, véase [15], y su
continuaciéon con los trabajos de I. N. Baker en el ano 1968 [1]. El proposi-
to de esta seccion es introducir las definiciones de el conjunto de Fatou y el
conjunto de Julia, para funciones enteras trancendentes. Para un estudio mas
profundo se puede consultar la bibliografia [5], [12] y [13].
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Definicion 2.1. A las funciones definidas y holomorfas en todo C que no son
polinomios se les llama funciones enteras trascendentes.

Observe que cada funcion en la familia Asen(z) es entera trascendente.
La n—ésima iterada de una funcién entera trascendente f es la composi-
cién de f con ella misma n veces y se denota por f".

Definicion 2.2. Sea f una funcién entera trascendente, el conjunto de Fatou
de f (o conjunto Estable), denotado por F(f), esta formado por todos los
puntos z € C tales que la sucesion de iteradas de f esté bien definida y forma
una familia normal en una vecindad de z.

El congunto de Julia de f (o conjunto Cadtico), denotado por J(f), es el
complemento del conjunto de Fatou, es decir,

J(f) = (F(f)" = C\F(f).

Algunas propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou para funciones
enteras trascendentes son las siguientes, véase [17| para su demostracion.

(a) F(f) es abiertoy J(f) es cerrado.
(b) J(f) es perfecto.

(¢) F(f)y J(f) son completamente invariantes, es decir, z € F(f) si, y
solosi f(z) € F(f)y z€ J(f) si, ysolosi f(z) € J(f).

(d) F(f") = F(f) y J(f*) = J(f) para todo n € N.

Si f es transcendente entera y U una componente de F(f). El comporta-
miento de la o6rbita de U bajo f tiene tres posibilidades:

(i) Si f(U) C U para algan n > 1, U es llamada una componente periddica
de F(f). El minimo n es el periodo de la componente U. En particular,
si n = 1, se dice que la componente U es invariante.

(i) Si f™ es periodica para algun entero m > 1, llamamos a U una compo-
nente pre-periddica. En particular, si U es pre-periédica pero no perié-
dica, entonces llamamos a U una componente pre-periédica propia.

Matemdticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 8, 213-232



220

Laura Cano Cordero, Patricia Dominguez Soto, Gabriel Martinez Ramos,
Maria de Jests Lopez Toriz

(iii) Si U no es periddica o pre-periddica, llamamos a U una componente

errante.

La clasificacién de una componente peridédica U en el conjunto de Fatou
es la siguiente:

(1)

(i)

(iv)

(v)

Existe zp € U con fP(z)) = 20y |f'(20)] < 1. Entonces cada punto
z € U satisface f™ (2) — zp cuando n — o0. Si zp es super-atractor,
entonces U es llamado dominio de Bottcher. De otro modo U es llamada
dominio atractor.

Existe zg € OU, zg # oo con fP(z9) = z0 y |f'(20)| = 1. Cada punto
z € U satisface " (z) — 2o cuando n — oo. U es un dominio de Leau
en zg, o de otra forma dominio parabolico.

Existe un homeomorfismo analitico ) : U — D, donde D es el disco
unitario tal que 1 o f o ¥~1(z) = €™ para algiin § € R\Q. En este
caso, U es llamado un disco de Siegel.

Existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — A, donde A es un anillo
A={z:1<|z| <r},tal que o forp~1(2) = €™ para algiin § € R\Q.
En este caso, U es un disco de Herman.

Para cada z € U, f" (z) — oo cuando n — co. En este caso el dominio
U es no acotado y simplemente conexo y, en algunas veces es llamado
dominio de Baker.

Para una funcion entera transcendente que tiene conjunto de valores sin-
gulares finito se tienen lo siguientes resultados, véase [6] y [13] para su de-
mostracion.

Teorema 2.3. Supongamos que f es entera trascendente, y el conjunto de

[e.9]

puntos singulares es finito. St z € F(f), entonces la orbita {f" (2)},_, no
puede tender a infinito, es decir, no existen los dominios errantes en el con-
junto de Fatou.

Teorema 2.4. Si f es entera trascendente y su conjunto de puntos singulares
es finito, entonces el conjunto de Fatou no contiene dominios de Baker.

Matemdticas y sus aplicaciones 18, Capitulo 8, 213-232



Una introduccién a la dindmica de la familia senoidal y dos
perturbaciones de ella 221

Con los teoremas anteriores, estamos en posicion de enunciar las siguientes
propiedades de la familia fy(z) = Asen z.

1. La familia fy pertenece a la clase S.

En la seccion anterior se encontré que los valores singulares SV (f,) son
Ay —A y que son los tnicos valores criticos de fy, por lo tanto f) € S.

2. La familia f\ no tiene componentes errantes, anillos de Herman ni do-
minios de Baker.

Demostracion. Supongamos que existe H un anillo de Herman en el
conjunto de Fatou, entonces los puntos de la componente interna del
anillo 0H tienen que estar en el conjunto de Julia J(f). Ahora, si v
es una curva de Jordan invariante en H, todas las iteradas de f estan
uniformemente acotadas sobre la curva v y por el Principio del Médulo
Maximo, también en la componente acotada del complemento de H,
esto implica que las iteradas de f forman una familia uniformemente
acotada, asi por el teorema de Montel tenemos que es una familia normal
en la unién de H con la componente acotada del complemento de H.
Por lo tanto este conjunto debe estar en el conjunto de Fatou F'(f) y no
puede interceptar J(f), lo cual es una contradiccién con el hecho que
OH contiene puntos de J(f).

La no existencia de dominios errantes y de Baker se tiene inmediato
por 1 (arriba), porque el conjunto de valores singulares de fy, es decir,
SV = {A\,—A} es finito y por los Teoremas 2.3 y 2.4 se tiene la no
existencia de dominios errantes ni de Baker. O

Una descripcion completa de la dinamica del conjunto de Fatou de una
funcién entera transcendente, donde el conjunto de valores singulares es finito,
es decir, esta en la clase S, se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 2.5. Si f una funcion entera transcendente en S, entonces ca-
da orbita en el conjunto de Fatou es absorbida por uno de los ciclos de los
dominios atractores, dominios parabdlicos o discos de Siegel.
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Observacion 1. Aunque la funcion sin(z) se puede reescribir en términos de
exponencial, esto es,

21
se podria pensar que anadiendo un parametro A\ a las funciones, las familias
resultantes tienen dindmicas similares, sin embargo McMullen en [20] prueba
que la medida de Lebesgue del conjunto de Julia de la familia g)(z) = Ae* es
igual a cero, pero no lo es para la familia fy(z) = Asin(z), por lo tanto las
familias tienen didmicas diferentes.

3 Dinamica de la familia Asen(z)

En lo que sigue se enunciaréan algunos resultados relacionados con la dindmi-
ca de la familia fy(z) = Asen(z), para después enunciar algunas preguntas
abiertas relacionadas con la dindmica de la familia. De ahora y en adelante
usaremos la notacion f para referirnos a la familia f\(z) = sen(z).

Teorema 3.1. [6] Para cualquier funcion entera trascendente f en S el con-
gunto de Julia de f es conezxo en .

En particular, la familia f) es conexa en , por el Teorema 3.1 .
Teorema 3.2. [7] El conjunto de Julia de fy\(z) es localmente conexo en cero.

Tomemos la familia de funciones f, y un punto critico cualquiera, en
este caso tomaremos el punto 7, si seguimos la 6rbita del punto critico bajo
iteracion podemos definir el plano de parametros de la familia f) como sigue:

P:{AGC:

" (g) ‘ est acotado} )

En el plano de pardmetros P de f, se puede observar, véase la Figura
3 una componente Dy que contiene al cero y del lado izquierdo y del lado
derecho de Dy dos componentes, que llamaremos D; y Dy, que interceptan
el eje real. También se puede observar que hay mas componentes que estan
unidas a D; y Dy, pero estamos interesados sélamente en la componente Dy,
dado que la componente D; es simétrica a Dy por la naturaleza de la funcién
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senoidal.

Figura 3: Plano de parametros de f.

Por el Teorema 2.5 el conjunto de Fatou de la familia f) s6lo puede conte-
ner componentes atractoras, parabolicos y discos de Siegel. En [9], Dominguez
y Sienra investigan la dindmica de la familia f) y prueban los siguientes dos
resultados.

Teorema 3.3. Sea f)(z) = Asenz, donde 0 < |\| < 1. El conjunto de Fatou
consiste de una componente U atractora completamente invariante simple-
mente conexa.

Teorema 3.4. Sea f\(z) = Asenz, A =¥ 0 =p/q, con (p,q) =1. Siq es
par, existe un ciclo con q componentes de Fatou atraidas a 0. Si q es impar,
existen dos ciclos con q componentes de Fatou cada una. FEstas son las unicas
componentes periddicas de Fatou. Mds aun, tales componentes son acotadas.

G. Zhang [24] demuestra el siguiente teorema relacionado con los discos
de Siegel.

Teorema 3.5. Sea 0 < 6§ < 1 un nimero irracional de tipo acotado. Entonces
la frontera del disco de Siegel de la funcion entera fo(z) = e*™sen(z) es un
casi-circulo que pasa exactamente a través de dos puntos criticos w/2 y —m /2.
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Dando valores al parametro A, se obtienen los planos dindmicos de la fa-
milia f), véase Figuras 4 y 5 para valores de A = 1/2 y A = 1 respectivamente.
Observe que en la Figura 4 s6lo existe una componente completamente in-
variante, donde el punto fijo atractor es el cero, es decir, cualquier punto en
el conjunto de Fatou bajo iteracion converge al cero, que es un punto fijo
atractor en el conjunto de Fatou Fatou. En la Figura 5 cualquier punto en el
conjunto de Fatou (flor de dos hojas con sus pre-imagenes) converge al cero,
que es un punto fijo repulsor, es decir, esta en en el conjunto de Julia.

Figura 4: Plano dindmico de fy, para A = 1/2. La 6rbita de un punto, en
negro, converge a cero (punto fijo atractor).

/

Figura 5: Plano dindmico de fy, para A = 1. La érbita de un punto, en negro,
converge al cero (punto fijo repulsor).
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Preguntas abiertas

Las preguntas que surgen de observar el plano de parametros son las siguien-
tes:

1. ;Cémo son los puntos fijos y las componentes de Fatou para valores
reales de A > 1 que se encuentran en la componente Dy en el plano de para-
metros?

2. ;Cémo son los conjuntos de Fatou y Julia en el plano dinamico?

Algunas conjeturas a las Preguntas 1 y 2 se encuentran en la tesis de
maestria de Lizzeth Trujillo Santamaria [23] que a continuacion se enuncian.

Conjeturas con respecto a la Pregunta 1. Sea f,.

I. (a) Para 1 < A < § + 0.57 el conjunto de Fatou tiene dos componentes
atractoras simplementes conexas. Similar para —3 + 0.57 < A < —1.

(b) En una vecindad de 7 con radio € = 0.4 el conjunto de Fatou tiene
dos componentes atractoras simplemente conexas.

II. Para A = \,, conn > 1y A\, = % , la familia f) tiene 2n + 1 pun-
tos fijos (incluyendo el cero), para estos puntos fijos solo se toman en cuenta

aquellos que se encuentran en la porcion positiva de fy, (z),x €.

II1. Tomemos z = it, con t € R. Hay dos puntos fijos sobre el eje imaginario,
localizados en ipL(\), donde p, > 0y p_ = —p,. Estos puntos son puntos
fijos repulsores, y la porciéon positiva del eje imaginario qué conecta ip, ()
con oo consiste de puntos que tienden a infinito bajo iteraciéon. Similar para
ip_(A) en la porcion negativa del eje imaginario.

Con respecto a la Pregunta 2, Trujillo Santamaria en [23] obtuvo los si-
guientes planos dinamicos. Las conjeturas estdn basadas en aproximaciones
usando el método de Newton y la graficacion de los planos dinamicos usando
el programa FractalStream. A continuacion se muestran algunos planos dina-
micos (conjuntos de Fatou y Julia) para algunos valores de A.
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(i) En la Figura 6 se muestra el conjunto de Fatou (dos pétalos con sus
pre-imagenes) para A = 1.6. Se observa que los pétalos son atractores, porque
al tomar la orbita de un punto, en el pétalo izquierdo, converge a un punto
fijo (en el conjunto de Fatou) dentro del pétalo izquierdo. La funciéon fy es
simétrica, asi debe suceder lo mismo en el pétalo derecho.

\

% Activate Win di
", _Go to Settings 1§ 4
il

Figura 6: Conjuntos de Fatou y Julia de f) con A = 1.6.

(ii) La Figura 7 muestra el conjunto de Fatou (dos pétalos con sus pre-
imagenes) para A = 1.8. Se observa que los pétalos son atractores porque al
tomar la orbita de un punto, en el pétalo derecho, converge a un punto fijo (en
el conjunto de Fatou) dentro del pétalo derecho. La funcion fy es simétrica,
asi debe suceder lo mismo en el pétalo izquierdo.

Se puede observar, que la diferencia entre las Figuras 6 y 7 es la siguiente:
la Figura 7 es un poco mas plana que la Figura 6, pero la dindmica parece ser
la misma; es decir, el conjunto de Fatou tiene dos componentes invariantes
atractoras simplemente conexas. Si se siguen variando los valores de A entre
I <A< 3§ + 0.57 se tienen similares figuras, sélo que se van haciendo més
planas. Similar para valores de A entre —3 + 0.57 < A < —1. Observe que
los valores de A son reales en las conjeturas. Para obtener resultados para A
complejo sé tendrian que utilizar otros métodos, porque la aproximacion de
Newton no ayuda.
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Figura 7: Conjuntos de Fatou y Julia de f) con A = 1.8.

4 Perturbaciones de la familia Asen(z)

Si perturbamos la familia f con un polo, la nueva familia no es una familia
de funciones enteras trascendentes. Al anadir un polo se cambia la naturaleza
de la familia y trabajamos con una nueva familia, que tiene una singularidad
esencial en infinito, es decir, el polo bajo cada la funcién de la familia va a
infinito. Por ejemplo, tomemos la siguiente perturbacion de la familia f):

: H
Fru(z) = Asin(z) + P - (5)
donde \,p € R\ {0} y k € Z\ {0}; es decir, se perturba la familia Asin(z)
anadiendo un polo en z = kn. La familia f, ,(2) fue investigada en [10]

por Dominguez, Montes y Vazquez. Posteriormente Dominguez y Vazquez en
2018 y 2020 generalizan algunos resultados en [10], cuando 2, es un nimero
real que cumple ciertas condiciones.

. u
Pz = Asin(z) + — (6)

Recordar que la n-iterada de f esta definida por la composicion de f con
ella misma, estoes, fof...of = f*, paran € Ny f0 = Id.
—_—

Las funciones con un polo no son cerradas bajo la composicién. Por ejem-
plo, tomemos la familia en (6) cuando zy = 0.
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Fu(z) = Asin(z) + g,donde)\, p e C\ {0}.

La segunda iterada de fy , esta dada por:

fiu(z) = fauo frau(z) = Asin ()\ sin(z) + g) + m

Observe que fiu es analitica en C excepto en cero y en el conjunto de
soluciones de la ecuacion Asin(z) + £ = 0, que es un conjunto contable de
singularidades esenciales. Asi, oo no es la tnica singularidad esencial de ff e
Po lo tanto, f)% ., 1o es meromorfa en el sentido que la familia en (6) lo era.

Para tratar este tipo de funciones debemos restringir el dominio de la fa-
milia y de los dominios de la composicion de ellas, para poder trabajar con
iteradas bien definidas y que sélo tengan una singularidad esencial en infinito.
Aunque la familia en (6) es una perturbacicion de la familia fy, no es una fa-
milia de funciones enteras trascendentes, de hecho es un familia de funciones
meromorfas; es decir, funciones que son analiticas de la esfera de Riemann
a la esfera de Riemann , por lo tanto su dindmica es diferente a la familia
senoidal fy :—.

Tomamos la perturbacion de la familia f anadiendo un polo en zy = k,
es decir, es la familia en (5). En [11] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Si A\, i y z9 son parametros reales tal que 0 < X < 1, > 0
suficientemente pequenio y |zo| > |\ + 7/2, entonces el conjunto de Fatou
de la familia fx,(z) = Asin(z) + 45—, tiene una componente completamente
mvariante la cual es multiplemente conexa.

El plano dindmico (conjuntos de Fatou y Julia) para los parametros A =

1/2 , p=0.3 y zp =3.2 se muestra en la Figura 8.

En los Teoremas 3.3 y 4.1 se obtiene que el conjunto de Fatou tiene una
componente completamente invariante, pero en el Teorema 3.3 la componente
es simplemente conexa y en el Teorema 4.1 la componente es multiplemente
conexa, lo cual tiene sentido, porque la familia tiene un polo en km, k € \{0}
y ese punto no esta en el dominio de la familia. En la Figura 8 se observan
puntos grises, que son las pre-imagenes del polo, y la érbita de un punto
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Figura 8: Conjuntos de Fatou y Julia, con A =1/2 , u = 0.3y 2y = 3.2.

(blanco) en el conjunto de Fatou que converge al punto fijo atractor.

Si se perturba la familia senoidal f, se pueden obtener otros ejemplos de
componentes atractoras en el conjunto de Fatou para la familia f) , en (6),
es decir, tomemos zy = 0 con los siguientes parametros como se muestra a
continuacion.

Tomemos A = —1, p = 72 y 2z = 0 en (6). Observemos quelLa funcién
. 2 . .
fo1x2(2) = —sin(z) + = tiene dos puntos fijos en (, = 7y —(; = —7.

2

T

Efectivamente, evaluando z = 7 en la funcion f_; 2(2) = —sin(z) +
obtenemos:

fo1x2(m) = —sin(m) + %2 =T.

Anélogamente —(; = —n. Para determinar la naturaleza de los puntos
fijos 1 y —(i; se evalua en la derivada de f_; ;2 en (; = 7, obteniendo:

2

f/_177r2(7r)) = ‘ — cos(m) — % =0<1.

Asi, (; = 7 i es un punto fijo super actractor de f_; 2. Por la simetria
tenemos que —(; = —7 es otro punto fijo super actractor de f_; 2. Usando
Fractal Stream el plano dindmico se muestra en la Figura 9, donde conjunto
de Fatou (en negro) contiene dos componentes atractoras y sus preimagenes,
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el polo es el cero, que esta en el conjunto de Julia. Si tomamos la 6rbita de
un punto(en blanco) en una de las componentes se observa la convergencia al
punto fijo.

-
-

,,,,,,,,,

mﬂ,:’
.",,‘,ﬁkaﬁ ;‘
HEly * “

W

Figura 9: Los conjuntos de Fatou y Julia con pardmetros A = —1 y u = 72

El capitulo es un tema de divulgacion relacionado con el drea de dindmica
holomorfa, el objetivo es que el estudiante se interese en estudiar la dinamica
de diversas funciones y sus posibles perturbaciones. Se sugiere revisar para
una introduccion a la iteracion de funciones meromorfas el articulo [4]. La
perturbcion de la familia senoidal, con un polo, arroja claramente diferentes
resultados en el plano dindmico de la nueva familia a los obtenidos en el plano
dindmico de la familia Asen z.
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