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Presentacion

Mostraremos principalmente los resultados de International Conference On
Mathematics and its Applications (CIMA), que lleva 16 anos realizandose,
ininterrumpidamente donde participa como organizadora la Academia de Ma-
tematicas de la FCFM en compania de estudiantes de la FCFM. Contamos
con la participacion de matematicos de nivel internacional en estos (CIMA).
Esta es la razon por la cual editamos el libro que tienen en sus manos. La fe-
licidad que propone este libro por su divulgacion, investigacion e intercambio
de ideas se debe a la generosidad de muchisimos matematicos que participa-
ron en el denominado Seventh International Conference on Mathematics ant
its Applications (TCIMA, 2020), un esfuerzo profesional consolidado que ha
permitido la participacion de grandes personajes de diversas universidades,
nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo del 7TCIMA como en su me-
moria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un comité organizador
especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia de Matematicas
de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP. Por el amor a
la matematica es que ha nacido este ejemplar que nos brinda la sabiduria
necesaria para mostrarles parte de nuestros quehaceres cotidianos.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo al
area tematica en el 7TCIMA. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje
riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, gen-
tileza, dedicacion y trabajo cientifico. Un agradecimiento especial a Antonio
de Jesus Libreros Lopez por su apoyo en la edicion de esta obra. Gracias por
dejar huella.

Fernando Macias Romero
David Herrera Carrasco
Editores






Homenaje académico a Fernando
Macias Romero en ocasion de su
60 aniversario







Matematicas y sus aplicaciones 16, Textos Cientificos, Fomento
Editorial de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN:
978-607-525-764-8

Capitulo 1

Fernando Macias Romero en ocasiéon de su 60
aniversario

David Herrera Carrasco', Maria del Rocio Macias Prado
FCFM, BUAP!

Resumen

Con este capitulo hacemos un homenaje a Fernando Macias Romero en
ocasion de sus segundos 30 anios. Describimos parte de la ejemplar trayec-
toria de trabajo de este sobresaliente mateméatico originario de la Sierra
Norte de Puebla.

1 Breve introduccién a la vida y actividad aca-
démica de Fernando Macias Romero

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 David Herrera Carrasco y Marfa del Rocio Macias Prado
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CONACYT

2 Introduccion

Fernando Macias Romero naci6 el 11 de noviembre de 1961 en Huauchinango,
Puebla, México a las 4:20 hrs. Fernando es moreno, de temperamento regular,
tiene ojos cafés claros un poco razgados, complexion robusta, poco cabello y
de pies grandes. Desde su nacimiento ha convivido con mucha famila, en su
mayoria, de la materna.
Sus estudios de nivel basico los hizo en ese pueblo mégico, pero su sed de
conocimiento y superacion lo hicieron salir de su ciudad natal para llegar a la
capital del estado en 1975, encaminado por su primo Renato Cabrera Macias.
A pesar de que su bisabuela materna le dijo a su mama, ;para qué Fernando
se va a ir a estudiar la preparatoria en Puebla?, mejor que él ya trabaje y que
sea como tu papa, él sin saber leer ni escribir mira, hasta dénde llegé. ; Como
vas a sacar agua de una piedra?

Dejar a su madre y a sus hermanos atrés, siendo ¢l el mayor, le costo
mucho, pero siempre en sus pensamientos estaba la esperanza de reunirse de
nuevo.

Lleg6 a estudiar en la preparatoria Emiliano Zapata de la Universidad
Auténoma de Puebla (UAP). Por su tia Consuelo Macias Oropeza, la tia
Maura y el tio Armando le dieron hospedaje en la ciudad de San Martin Tex-
melucan. Durante un semestre, se trasladé todos los dias desde esa ciudad al
Edificio Carolino. Para el periodo siguiente, decidié vivir en Puebla con un
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Fernando Macias Romero en ocasion de su 60 aniversario 7

companero en un local cerca de la central de abastos, la duena, era familiar
de éste. El lugar, era un local que antes habia sido tortilleria, junto a uno
que era una tortilleria; dormia en el piso. Rentaban con servicio de alimentos;
para desayunar ella le dejaba a su entera disposicion un galén de leche helada
de la cual le costaba tomarse tan solo un vasito de leche. Sin embargo, cuando
regresaba de la prepa, a la casera no le daba tiempo hacer la comida y en lo
que la hacia, los dos bachilleres, quedaban encargados de la tortilleria; por
lo que caian en las garras del olor a tortilla recién hecha que terminaban co-
miendo con limén y sal. Fueron tiempos muy dificiles en lo econémico: lo que
recibia no le era suficiente para vivir. Un tiempo después consiguié hospedaje
en la “7 Poniente y casi 16 de Septiembre”, en un departamento del centro de
la capital poblana en un departamento tres hospedados dormian en el mismo
cuarto (adaptado). Mas tarde, casi todos se fueron a vivir a un edificio muy
antiguo en la “5 Oriente casi esquina con 3 Sur”. Al principio del cuarto (y
tltimo) semestre de sus estudios de preparatoria, un par de embusteros le
ofrecieron un certificado de preparatoria. Confiado de conseguirlo, cambi6 su
escuela preparatoria por clases de oyente en Ingenieria Civil, en 1978. Al final
del semestre, no recibio, afortunadamente, el certificado y regreso a la escuela
para terminar sus estudios, con mucha disciplina y enjundia. La carrera de
computaciéon lo sedujo y comenzo a estudiarla en 1979. Sin embargo, le bas-
taron las primeras clases para saber que a lo que se queria dedicar eran las
matematicas. En aquel entonces no era necesario mucho papeleo para cam-
biar de carrera: simplemente hizo la peticion a la secretaria en turno en el
Departamento Escolar y movieron su archivo a la pila de la licenciatura en
matemaéticas. Cabe mencionar que en esa época, estudiar matematicas era co-
sa de locos, lo cual no lo disuadié de tomar este camino. En uno de los cursos
que llevo en el primer semestre de la carrera, tuvo la fortuna de conocer a una
de las personas més importante de su vida, su angel de la guarda, Fernando
Velazquez Castillo (conocido como profe Ferruco). Al final del curso, cuando
Macias estaba comiendo una torta, que contenia una mini salchicha, desde lo
alto de un edificio de la ECFM el profe Ferruco le gritaba -Macias, -Macias; y
Macias no escuchaba hasta que el profe Ferruco le grité «jpinche Macias!» lo
buscaba para ofrecerle su departamento amueblado, sin pagar renta ni luz ni
agua, ya que el profe Ferruco se iba de ano sabético, en momentos precarios
de la vida de Macias, lo salvo para seguir estudiando matemaéticas.

En 1980, su mamé y sus hermanos se mudaron a Puebla con ayuda de
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8 David Herrera Carrasco y Marfa del Rocio Macias Prado

Macias, él se fue a vivir con ellos y apoyd a su mamé en todo lo que se ne-
cesitaba. En esta etapa de su vida, su mama, prestigiosa cocinera, abri6 una
fonda donde “salvd” a muchos comensales con sus exquisitos platillos. Ahi,
Fernando logré satisfacer su hambre de lenador y asi continuar cursando la
carrera. Como la llegada de su familia a la ciudad signific6 problemas econé-
micos, sus responsabilidades extraescolares aumentaron. Mientras estudiaba
la carrera (segundo semestre de 1981), tuvo la oportunidad de dar clases en
la preparatoria Enrique Cabrera, iniciAndose asi su carrera profesional en la
UAP. El 1 de septiembre de 1982 fue contratado como auxiliar de docencia
(ahora se llama Técnico Académico) en la (entonces) ECFM, mientras conti-
nuaba impartiendo clases en la preparatoria.

El 31 de agosto de 1984, se titul6 de Licenciado en Matemaéticas con la
tesis No hay Quinto Malo o Escuela y Secuela de Fuclides, asesorado por el
sabio y generoso Agustin Contreras Carreto, quien le contagié su amor por
la geometria, por el campo traviesa, etc.

Al término de su licenciatura, se dedico a participar en seminarios de &l-
gebra moderna junto con el bardo Juan Angoa Amador y con el ahora su
Sensdei, el primer autor. También estudiaba en los seminarios de investiga-
cion en algebra que organizaba en la (entonces) UAP el mitico Raymundo
Bautista Ramos. Juan Angoa y el primer autor comenzaron a estudiar la
maestria en la UNAM. La carga académica de Macias no le permitié acom-
panarlos en esta nueva aventura.

El 19 de febrero de 1988 se casa con Maria del Rocio Prado Lobato, el
amor de su vida.

Por ahi de 1989, Macias y el primer autor tomaron un curso de reparaciéon
de televisores que los llevo inmediatamente después a estudiar la licenciatura
en electrénica en la ECFM; a Fernando le faltaron solo dos cursos para ser
pasante.

Al cabo de un tiempo, motivado por su esposa, por su pasiéon por las
matemaéticas y por el amor al algebra que despertaron en él los seminarios
mencionados de parrafos arriba, aunado a que por esas fechas las carreras de
Computacion y Electronica se separaron de la FCFM se crearon las condicio-
nes para superacion académica. Macias logr6—al fin—comenzar sus estudios
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Fernando Macias Romero en ocasion de su 60 aniversario 9

de maestria en la FCFM BUAP. Ahi conoci6 a excelentes profesores que ahora
son sus grandes amigos como Miguel Antonio Jiménez Pozo, Andrés Frague-
la Collar y Alexander Bykov, ademas del bondadoso Raul Escobedo. Macias
tenia la esperanza de que su amigo, Arnoldo Bezanilla Lopez, le dirigiera una
tesis en variable compleja; él, en cambio, lo mandé a estudiar el articulo: J.
J. Charatonik, W. J. Charatonik, Dendrites, Aportaciones Mat. Comun. 22,
Sociedad Matematica Mexicana, México, (1998), 227-253. Fernando buscod
apoyo para entender las sutilezas de esta disciplina en la que él era un neofi-
to, encontro6 al docto Ratl Escobedo Conde. No pasé mucho tiempo para que
la topologia le arrebatara al algebra su corazon.

En tiempos del «Big Bang de la Teoria de los Continuos e hiperespacios»
en las «Primeras jornadas veraniegas de tiopologia (1996)» Fernando se puso
de acuerdo con Rail para que él y la espléndida Isabel Puga (de la Facultad
de Ciencias de la UNAM) le dirigieran la tesis de maestria. El 12 de septiem-
bre de 1997, defendi6 su tesis, intitulada El Margen de los Continuos, dando
inicio formalmente a su relaciéon inseparable con los continuos. Ya encarre-
rado el raton (macias), se inscribi6 al doctorado en la FCFM, presentando
su examen el 21 de junio de 2002. Su trabajo de tesis se llamo6 Propiedades
Topologicas de los Continuos de Margen Cero. Apoyado por los ilustres Bety
Puga, Ratl Escobedo y Jorge Bustamante Gonzalez. Mientras Fernando se
desarrollaba como matematico, no descuid6 su interés por la divulgacion de
la Matematica. Cuando él estudiaba la maestria, él y Jacobo Oliveros orga-
nizaron un seminario semanal llamado «épsilon sobre dos», donde invitaban
de ponentes a mateméticos locales y de la UNAM.

En 2005, dando continuidad al trabajo de las colegas Soraya Gomez y
Estrada y la sin par Esperanza Guzman Ovando, Fernando convoco a la or-
ganizacion de la «Primera Gran Semana de las Matematicas (PGSNM)», que
se convertiria en una actividad anual de nivel nacional que se realizaé con este
nombre (GSNM) hasta 2013. El tamano de estas reuniones académicas creci6
inesperadamente con el paso de los anos, expandiéndose en 2014 al Primer
Congreso Internacional de Matematicas y sus Aplicaciones (1CIMA). Desde
su primera edicion (acabamos de realizar la octava), han llegado invitados
nacionales y extranjeros que trabajan en diversas areas de la matematica.
La organizacion del CIMA sigue vigente hasta la fecha, atin en medio de la
pandemia.

Matemdticas y sus aplicaciones 16, Capitulo 1, paginas 5-41



10 David Herrera Carrasco y Marfa del Rocio Macias Prado

El 4 de enero de 2011 fallece el padre de crianza de Fernando.

A la par de la organizacion de estos congresos (CIMA), Fernando ha esta-
do a cargo del trabajo editorial de las publicaciones anuales “Mateméticas y
sus Aplicaciones”, que en este ano llegd a su namero 17. Estos libros son pro-
ducto de las conferencias impartidas en los CIMA (y antes, en las GSNM).
Su carrera académica no solo se ha limitado a la divulgaciéon cientifica. A
partir del ano 2000, dio inicio a su aventura en la formaciéon de nuevos inves-
tigadores. Desde aquel entonces a la fecha, ha dirigido treinta y cinco tesis
de licenciatura, ocho de maestria (dos méas en proceso) y cinco de doctorado
(tres mas en proceso). Aunque de debut tardio, Fernando logré convertirse
en un investigador reconocido entre sus colegas continu6logos (apoyado por
Rail Escobedo, Isabel Puga, Alejandro Illanes, Veronica Martinez de la Vega,
Sergio Macias, etc.). Con actividades disciplinadas y constantes, ha contri-
buido para situar a la FCFM como uno de los lugares més importantes en la
disciplina a nivel nacional. Aqui ponemos una breve semblanza de su carrera
de investigador.

Asi como su deseo de estudiar lo llevo a la ciudad de Puebla a principios
de los ochenta, su trayectoria como investigador lo ha llevado a varios lugares
fuera de México en los tltimos anos. Ha compartido su trabajo en eventos
académicos en lugares como la IV Reuniéon Conjunta entre la Sociedad Ma-
tematica Americana y la Sociedad Matemética Mexicana que se realizo en
Denton, Texas, E.U. (1999) ; la University of Louisiana at Lafayette, en Lafa-
yette, Louisiana, E. U. (2000); la Universidad de San Carlos, Prage, Reptblica
Checa.(2006); la Universidad Jaume I, de Castellon, Espana (2007); el Ins-
tituto Educativo Tecnologico de Mesolongi, en Naupacto, Grecia (2010); en
el City College, CUNY, Nueva York, Nueva York (2011), E.U.; la Universi-
dad de Ciencias Pedagogicas Juan Marinello en Matanzas, Cuba (2012); la
Shimane University, Matsue, Japon (2013); el State University of Sao Pau-
lo (UNESP), Sao José do Rio Preto, Brazil (2014); la Universidad Antonio
Narino en Bogota, Colombia (2015); la Universidad Normal de Minnan en
Zhangzhou, China (2015); la Universidad de Leicester en Inglaterra (2016);
Buséan, Republica de Corea (2017); la Universidad de Malpete en Estambul,
Turquia (2018) y la Universidad de Witwatersrand en Johannesburgo, Suda-
frica (2019), entre otros.
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Fernando Macias Romero en ocasion de su 60 aniversario 11

Desde 1980, Fernando jugaba baloncesto, en el primer y segundo tiempo,
por lo menos dos veces a la semana, junto con Juan Angoa, Jaime Arroyo,
Agustin Contreras, Manuel Ibarra (desde 1986), primer autor, Raul Linares,
Armando Martinez (desde 1986), Celestino Soriano; quienes, desde entonces
han sido sus méas grandes amigos de toda la vida (més de 40 anos). Dichos
encuentros se realizaban en CU (en la mayoria de las veces) teniendo como
adversarios deportivos a equipos de estudiantes de la FCFM y de otras escue-
las. El tercer tiempo se realizaba en «la Escuelitay acompanados de ponentes
extraordinarios. Hasta como en 2018, se acabaron estos amistos encuentros
deportivos.

Fernando también recuerda a la mayoria de sus alumnos, en especial a los que
ha asesorado en tesis o en proyectos cientificos y académicos.

Macias recuerda a sus maestros de licenciatura que se mantienen laborando
en la FCFM como el eximio Juan Alberto Escamilla. También recuerda a sus
compaineros que entraron a la licenciatura el mismo ano 1979 y que se mantie-
nen laborando en la FCFM como los célebres Francisco S. Tajonar Sanabria
y Pablo R. Zeleny Vézquez.

Macias estd muy agardecido con: (1) todos sus amigos de la Academia de
Matematcas de licenciatura y de posgrado con quienes sigue compartiendo
proyectos, acreditaciones, organizacion de congresos, etc. (2) todos los conti-
nudlogos del pais y del exranjero por su interaccion cientifica con ellos. (3)
todos los matematicos del mundo, en particular con los topologos (UNAM,
UAMéx, UANCH, UTM, UDLAP, etc. ).

El 14 de febrero de 2015 Fernando conoce a su padre biologico.

Actualmente se encuentra investigando en teoria de los continuos e hi-
perespacios con el primer autor y con M. de J. Lopez junto a sus actuales
estudiantes de doctorado German Montero, Antonio Libreros y Gerardo Her-
nandez.

Después de una fuerte disciplina y esfuerzos sobrehumanos por mantener-
se en el camino, Fernando goza de prestigio académico, con una carrera de
investigador en ascenso. Més alla de esto, se ha vuelto famoso entre la comu-
nidad de la FCFM, BUAP por su carisma, su jornada de trabajo de hasta
doce horas diarias, su capacidad inusitada para hacer amigos, sus cualidades
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12 David Herrera Carrasco y Marfa del Rocio Macias Prado

como gestor, administrador, organizador y editor, y por su manera peculiar
de formar nuevas generaciones de investigadores.

Retonos: Marfa Fernanda (1988), segundo autor (1991), Fernando (1993)
y Alejandro (2004).

Su figura de companero incondicional, amigo incansable, progresista, con-
gruente y honesto nos hacen sentirnos afortunados de habernos encontrado
con él en nuestro camino.

3 Estrellitas

1. Es miembro del Sistema Nacional de Investigadores NIVEL 1. Vigencia:
del 1 de enero de 2021 al 31 de diciembre de 2024.

2. Es miembro del Perfil PRODEP. Vigencia: del 6 de noviembre de 2017 al
8 de nociembre de 2023.

3. Es miembro del Cuerpo Académico BUAP-CA-32 Topologia y sus apli-
caciones. Nivel Consolidado. Vigencia: del 8 de noviembre de 2017 al 7 de
noviembre de 2022.

4. Es miembro del Padréon de Investigadores BUAP, Vigencia 1 de enero de
2021 al 31 de diciembre de 2024.

5. Su méaximo nivel de estudios: Doctorado en Ciencias (Mateméticas) con
tesis y examen de grado con dos publicaciones indizadas.

6. Profesor Investigador Titular C de Tiempo Completo.

4 Antecedentes académicos

1. Profesor Hora Clase del 15 de septiembre de 1984 al término del segundo
semestre lectivo del mismo ano, en la Escuela de Ciencias Quimicas de la
UAP.

2. Profesor Hora Clase del 16 de octubre de 1982, al término del segundo
semestre lectivo del mismo ano y Profesor Medio Tiempo “A” del 16 de oc-
tubre de 1983 al término del segundo semestre lectivo del mismo ano, en la
Preparatoria “Enrique Cabrera Barroso” de la UAP.

Matemdticas y sus aplicaciones 16, Capitulo 1, paginas 5-41



Fernando Macias Romero en ocasion de su 60 aniversario 13

3. Auxiliar de Docencia “A” del 1 de septiembre de 1982 al término del primer
semestre lectivo de 1983, ECFM, UAP.

4. Profesor Tiempo Completo “B” del mes de febrero de 1985 al término del
primer semestre lectivo del mismo ano, ECFM, BUAP.

5. Profesor Tiempo Completo “A” del 2 de septiembre de 1985 al 30 de octubre
de 1991, DEFINITIVO a partir del 8 de abril de 1991 en la ECFM BUAP.
6. Profesor Investigador Asociado “B”, tiempo completo, del 1 de noviembre
de 1991 al 31 de mayo de 2004.

7. Profesor Investigador Titular “A”, tiempo completo, del 1 de junio de 2004
al 14 de agosto de 2012 en la BUAP.

8. Profesor Investigador Titular “B”, tiempo completo, del 15 de agosto de
2012 al 17 de mayo de 2015 en la BUAP.

9. Profesor Investigador Titular “C”, tiempo completo, del 18 de mayo de 2015
a la fecha en la BUAP.

5 Director de tesis

Director de 35 Tesis de Licenciatura concluidas. Director de 8 Tesis de Maes-
tria concluidas. Director de 5 Tesis de Doctorado concluidas.

Tesis de licenciatura dirigidas

1. Nombre del estudiante: Antonio Pelaez Morales. Titulo de la Tesis: Los
Continuos Encadenables. Titulado el 25 de agosto de 2000. Titulo: Licenciado
en Mateméticas, FCFM, BUAP. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

2. Nombre del estudiante: Ignacio Flores Xelhuantzi. Titulo de la Tesis:
La s-conexidad en los Continuos. FCFM, BUAP. Titulado el 1 de febrero de
2002. Titulo obtenido: Licenciado en Ensenanza de las Matematicas. Director
de Tesis: Fernando Macias Romero.

3. Nombre del estudiante: Armando Espindola Pozos. Titulo de la Tesis:
Funciones Continuas entre Continuos. Facultad a la que pertenece: FCFM,
BUAP. Titulado el 26 de julio de 2002. Titulo obtenido: Licenciado en Ma-
tematicas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

4. Nombre del estudiante: Carlos Palomino Jiménez. Titulo de la Tesis:
Margen de Continuos en el Plano Facultad a la que pertenece: FCFM, BUAP
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14 David Herrera Carrasco y Marfa del Rocio Macias Prado

Titulado el 14 de febrero de 2003. Titulo obtenido: Licenciado en Mateméti-
cas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

5. Nombre del estudiante: David Carrillo Vazquez. Titulo de la Tesis: Los
Continuos de Peano Facultad a la que pertenece: FCFM, BUAP Titulado
el 20 de septiembre de 2004. Titulo obtenido: Licenciado en Matematicas.
Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

6. Nombre del estudiante: Jorge Otero Gonzélez. Titulo de la tesis: Gra-
ficas en Continuos. Facultad a la que pertenece: FCFM, BUAP. ticas de la
BUAP. Titulado el 3 de diciembre 2004. Titulo obtenido: Licenciado en Ma-
teméaticas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

7. Nombre del estudiante: Eduardo Herrera Ortiz. Titulo de la tesis: Intro-
duccioén a la teoria de la dimensiéon. Numero de matricula 990020647. Facultad
a la que pertenece: FCFM, BUAP. Titulado el 30 de septiembre de 2005. Titu-
lo obtenido: Licenciado en Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias
Romero.

8. Nombre de la estudiante: Alicia Santiago Santos. Titulo de la tesis:
El Teorema de Clasificacion de Superficies. Numero de matricula 200020707.
Facultad a la que pertenece: FCFM, BUAP. Titulada el 6 de diciembre de
2005. Titulo: Licenciada en Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias
Romero.

9. Nombre de la estudiante: Magdalena Lopez Adauta. Titulo de la tesis:
Un curso de Geometria Euclidiana. Nimero de matricula 990003401. Facultad
a la que pertenece: FCFM, BUAP. Titulada el 9 de diciembre de 2005. Titulo:
Licenciada en Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

10. Nombre del estudiante: Israel Rojas Pérez. Titulo de la tesis: El Teo-
rema de la Curva de Jordan. Niumero de matricula: 990009093. Facultad a la
que pertenece: FCFM, BUAP. Titulado el 11 de diciembre de 2006. Titulo:
Licenciado en Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

11. Nombre del estudiante: Dulce Maria Flores Sanchez. Titulo de la tesis:
Un Estudio de Dendritas. Matricula: 200014099 Facultad a la que pertenece:
FCFM, BUAP. Titulada el 10 de diciembre de 2008 Titulo: Licenciada en
Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

12. Nombre del estudiante: Vicente Ledezma Santiago. Titulo de la tesis:
Desarrollo de Habilidades Matematicas en el Nivel Medio Superior. Matricu-
la: 870251200 Facultad a la que pertenece: FCFM, BUAP. Titulado: 15 de
diciembre de 2008. Titulo obtenido: Licenciado en Matematicas. Director de
Tesis: Fernando Macias Romero.
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13. Nombre del estudiante: Yaziel Pacheco Juarez. Titulo de la tesis: Pro-
piedades del Producto de Espacios Topologicos. Matricula: 200324672 Facul-
tad a la que pertenece: FCFM, BUAP. Titulada: 27 de febrero de 2009. Titulo
obtenido: Licenciada en Matematicas Aplicadas. Director de Tesis: Fernando
Macias Romero.

14. Nombre del estudiante: Luis Alberto Guerrero Méndez. Titulo de la
tesis: Clases de Continuos Localmente Conexos. Matricula: 200214966. Facul-
tad a la que pertenece: FCFM, BUAP. Titulado el 26 de junio de 2009.Titulo
obtenido: Licenciado en Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias
Romero.

15. Nombre del estudiante: Maria Teresa Dominguez Pliego. Titulo de la
tesis: Una Introduccién a los Limites Inversos. Matricula: 990000660. Facultad
a la que pertenece: FCFM, BUAP. Inici6: 8 de enero de 2007. Titulada el 20
de julio de 2010. Titulo obtenido: Licenciada en Matemaéaticas. Director de
Tesis: Fernando Macias Romero.

16. Nombre de la estudiante: Guillermina Izelo Castillo. Titulo de la tesis:
Razonamiento Deductivo en la Resolucién de Problemas. Matricula: 8422003.
FCFM, BUAP. Titulada: 8 de abril de 2011. Titulo obtenido: Licenciada en la
Ensenanza de las Matemaéticas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.
Folio de Acta de Examen 66481.

17. Nombre del estudiante: Faustino Agustin Romano Velazquez. Titulo
de la tesis: Singularidades Casi-Homogéneas Polares. Matricula 200607887.
Facultad a la que pertenece: FCFM, BUAP. Inici6: 31 enero de 2010. Fecha
de examen: 24 de mayo de 2011. Titulo obtenido: Mencién honorifica: CUM
LAUDE Licenciado en Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias
Romero. La tesis se encuentra en: http://www.fcfm.buap.mx/sec-acad/
tesisL/FaustinoAgustinRomanoVelazquez.pdf; con mencién honorifica.
http://www.fcfm.buap.mx/sec-acad/tesisL/sotero.pdf. Folio de Acta de
Examen 67176

18. Nombre del estudiante: Vianey Coérdova Salazar. Titulo de la tesis:
Propiedades Basicas de los Hiperespacios. Matricula: 200503228. Facultad a
la que pertenece: FCFM, BUAP. Inici6: 8 de enero de 2010. Fecha de examen
profesional: 26 de agosto de 2011. Titulo obtenido: Licenciada en Matemé-
ticas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero. La tesis se encuentra en
http://www.fcfm.buap.mx /sec-acad /tesisL/VianeyCordovaSalazar.pdf. Folio
de Acta de Examen 0069066

19. Nombre del estudiante: Juan Manuel Ramirez Contreras. Titulo de la
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tesis: Una propuesta didactica sobre la ensenanza de la geometria en el nivel
medio superior. Matricula: 200224847. FCFM, BUAP. Fecha de examen: 30
de marzo de 2012. Titulo obtenido: Licenciado en Matematicas. Director de
Tesis: Fernando Macias Romero. La tesis se encuentra en http:

//www .fcfm.buap.mx/sec-acad/tesisL/ JuanManuelRamirezContreras.pdf Fo-
lio de Acta de Examen 74408.

20. Nombre de la estudiante: Betsy Christian Cuevas Martinez. Titulo de
la tesis: Propiedades basicas del n-ésimo hiperespacio de un continuo. Ma-
tricula: 200309955. FCFM, BUAP. Examen profesional: 22 de junio de 2012.
Titulo obtenido: Licenciada en Matematicas Aplicadas. Director de Tesis: Fer-
nando Macias Romero. La tesis se enuentra en http:www.fcfm.buap.mx/sec-
acad /tesisL /BetsyChristianCuevasMartinez. pdf. Folio de Acta de Examen
75985.

21. Nombre de la estudiante: Maria Castro Sanchez. Tesis: Introduccion a
las funciones de Whitney. Matricula: 200714778. Facultad a la que pertenece:
FCFM, BUAP. Examen profesional: 9 de agosto de 2013. Titulo obtenido:
Licenciada en Matemaéticas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero. La
tesis se enuentra en https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/docencia/
tesis/matematicas/MariaCastroSanchez.pdf. Folio BUAP: 0085314.

22. Nombre de la estudiante: Maria del Rocio Macias Prado. Titulo de
la tesis: Modelos de Hiperespacios. Matricula: 200814588. FCFM, BUAP.
Examen profesional: 28 de agosto de 2013. Titulo obtenido: Licenciada en Ma-
tematicas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.
https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/docencia/tesis/matematicas/
MariaDelRocioMaciasPrado.pdf. Mencién honorifica: AD HONORUM Fo-
lio BUAP: 0085607.

23. Nombre del estudiante: Gerardo Ahuatzi Reyes. Titulo de la tesis: Los
continuos enrejados tienen enésimo hiperespacio tinico. Matricula: 200525774
FCFM, BUAP. Examen Profesional: 30 de mayo de 2014. Folio: 92632. Li-
cenciado en Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

24. Nombre del estudiante: Alejandro Rodriguez Zepeda. Titulo de la tesis:
Productos Topolégicos. Matricula 990020951 Facultad a la que pertenece:
FCFM, BUAP. Examen Profesional: 30 mayo 2014. Folio: 92640. Licenciado
en Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

25. Nombre del estudiante: Cristina Sanchez Lopez. Titulo de la tesis:
Propiedad del punto fijo: Lema de Sperner. Matricula: 200730194. Folio 93185.
FCFM, BUAP. Examen Profesional: 30 de junio de 2014. Titulo: Licenciada
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en Matematicas. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

26. Nombre del estudiante: Lazaro Flores De Jesus. Titulo de la tesis:
Continuos localmente conexos. Matricula: 200930643. Institucion: FCFM de
la BUAP. Licenciada en Matematicas Examen profesional: 4 de diciembre de
2015 Director de Tesis: Fernando Macias Romero. Folio: 0105532

27. Patricia del Pilar Macias Patraca 200500723 Fecha de examen profe-
sional: 14 de diciembre de 2015. Folio: 0105977. Titulo de la tesis: Elementos
bdsicos del n-ésimo pseudohiperespacio suspension de continuos. Director de
Tesis: Fernando Macias Romero.

28.Lucero Guadalupe Contreras Hernandez. 200933687. Fecha de examen
profesional: 4 julio 2016. Tesis: Continuos, construcciones y propiedades.
https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/docencia/tesis/matematicas/
LuceroGuadalupeContrerasHernandez.pdf. Folio: 0110574. Director de Te-
sis: Fernando Macias Romero.

29. Antonio de Jestus Libreros Lopez. 201104476. 5 de julio de 2016. Te-
sis: Espacios cociente y encajes. https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/
docencia/tesis/matematicas/AntonioDeJesusLibrerosLopez.pdf. Folio:
0110682. Mencion honorifica: CUM LAUDE. Director de Tesis: Fernando Ma-
cias Romero.

30. Nancy Marquez Lazaro 990009528. 11 de agosto de 2017. Folio: 0119541.
tesis: Introduccion a los continuos de Peano. Folio: 0119541. Director de Tesis:
Fernando Macias Romero.

31. Levent Arturo Chaves Moreno matricula. 201324531 2 de febrero
2018. Folio BUAP: 0123113. Estudio del n-ésimo hiperespacio de un continuo.
Director de Tesis: Fernando Macias Romero. https://www.fcfm.buap.mx/
assets/docs/docencia/tesis/matematicas/LeventArturoChavesMoreno.
pdf. Menciéon honorifica: CUM LAUDE.

32. Mabel Priscila Martinez Sandoval, matricula: 201113713. Licencia-
tura en Matemaéticas. Examen 21 de noviembre de 2018. Tesis: Introduc-
cion a la teoria de la dimension inductiva pequena. Folio BUAP: 0129226.
https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/docencia/tesis/matematicas/
MabelPriscilaMartinezSandoval.pdf Director de Tesis: Fernando Macias
Romero.

33. Patricia Aguilar Rangel. No. matricula 200225611. Titulo de la te-
sis: Introduccion a los espacios métricos compactos y conexos 22 de febrero
de 2019. Folio BUAP: 0131325. Lic. Mate. Director de Tesis: Fernando Ma-
cias Romero. https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/docencia/tesis/
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matematicas/PatriciaAguilarRangel.pdf.

34. Nombre del estudiante: Felipe de Jestus Aguilar Romero. Numero de
matricula: 201344131. Titulo de tesis: Dindmica en el intervalo y en su hiper-
espacio de compactos. Licenciatura en Matematicas Aplicadas 9 de diciembre
de 2019. Folio BUAP: 0138837 Director de Tesis: Fernando Macias Romero.
https://www.fcfm.buap.mx/docencia/tesis/licenciatura-ma.

35. Nombre del estudiante: Fabian Valdivia Pérez. Titulo de la tesis: Ma-
temdtica de los siglos XV-XVIII. Matricula 980021165. Institucion: FCFM,
BUAP. Licenciatura en Matematicas. 8 de septiembre de 2021. Director de
Tesis: Fernando Macias Romero.

Tesis de maestria dirigidas

Direccién de & tesis de maestria concluidas:

1. Nombre del estudiante: Francisco Vazquez Juérez. Titulo de la tesis:
Propiedades de las dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado.
Matricula: 254700579 Institucién: FCFM BUAP. Grado obtenido: Maestro en
Ciencias (Matemaéticas) Fecha de examen: 28 de mayo de 2010. Folio de acta
de examen 60546. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

2. Nombre del estudiante: Eduardo Herrera Ortiz. Titulo de la tesis: Teoria
de la Dimension. Matricula: 254700579. Institucion: FCFM BUAP. Grado
obtenido: Maestro en Ciencias Matemaéticas. Fecha de examen: 25 de febrero
de 2011. Folio de Acta de Examen: 65535

3. Nombre del estudiante: Luis Alberto Guerrero Méndez. Titulo de la te-
sis: Dendritas y productos simétricos. Matricula: 204702073. FCFM BUAP.
Grado obtenido: Maestro en Ciencias Matematicas. Fecha de examen de gra-
do, 18 de mayo de 2012. Folio de acta de examen 75744. Director de Tesis:
Fernando Macias Romero.

4. Nombre del estudiante: Vianey Cordova Salazar. Titulo de la tesis: Gra-
ficas finitas X con hiperespacio tunico C-n(X). Numero de matricula 212470171.
Institucion: FCFM BUAP. Grado obtenido: Maestro en Ciencias Matemati-
cas. Fecha de examen: 6 de junio de 2014. Folio de acta de examen: 92789.
Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

5. Nombre del estudiante: German Montero Rodriguez. Titulo de la te-
sis: Rigidez de hiperespacios. Niimero de matricula: 213470925. Institucion:
FCFM BUAP. Grado obtenido: Maestro en Ciencias Mateméticas. Inicié: 16
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de agosto de 2013. Fecha de examen: 14 de agosto de 2015.Folio de acta de
examen: 102141. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

6. Nombre del estudiante: Lazaro Flores de Jesus. Titulo de la tesis: Conti-
nuos Whitney determinados Ntimero de matricula: 216470050. Nim. de CVU
737265. Institucion: FCFM BUAP. Grado obtenido: Maestro en Ciencias Ma-
teméaticas. Inicid: 8 de enero de 2016. Fecha de examen: 12 de marzo de 2018.
Folio de acta de examen: 0123880. Director de Tesis: Fernando Macias Ro-
mero.

7. Nombre del estudiante: Antonio de Jesiis Libreros Lopez Titulo de la
tesis: Continuos con n-ésimo producto simétrico tinico. Numero de matricula:
216470298. Num. de CVU: 773067. Institucion: FCFM BUAP. Grado obteni-
do: Maestria en Mateméticas. Fecha de examen: 5 de julio de 2018. Folio de
acta de examen: 083462. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

8. Nombre del estudiante: Gerardo Hernandez Valdez. Titulo de la tesis:
Sobre el (n,m) hiperspacio suspension de un continuo. Numero de matricula:
217470734. Num. de CVU: 850840. FCFM, BUAP. Grado obtenido: Maes-
tria en Matematicas. Fecha de examen: 4 de julio de 2019. Folio de acta de
examen: 0135620. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

Tesis de Maestria en Ciencias en Proceso:

1. Nombre del estudiante: Felipe de Jests Aguilar Romero. Hiperespa-
cios unicos en Cp(p, X). Numero de matricula: 220470113. Nam. de CVU:
1028106. Institucion: FCFM BUAP. Grado por obtener: Maestro en Cien-
cias Matematicas. Inicié: enero de 2020. Director de Tesis: Fernando Macias
Romero.

2. Nombre del estudiante: Leonardo Ramirez Aparicio. Tesis: Unicidad de
los hiperespacios para continuos de Peano. Numero de matricula: 221470064.
Nium. de CVU: 1097611. Institucion: FCFM BUAP. Inici6: enero de 2021.
Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

Tesis de doctorado dirigidas

Direccién concluida de 5 Tesis de Doctorado.

1. Nombre del estudiante: Francisco Vazquez Juarez. Titulo de la tesis:
Continuos localmente conexos y casi enrejados con hiperespacio inico Fn(X)
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y grdficas finitas con hiperespacio unico C,(X)/F,(X). Matricula: 205702875
Institucion: FCFM BUAP. Grado obtenido: Doctor en Ciencias Matemaéticas
Fecha Inicio: 16 de agosto de 2010 Fecha de término: 7 de julio de 2014.
Folio de acta de examen 93313. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.
MathSciNet ID: 987314

2. Nombre del estudiante: Luis Alberto Guerrero Méndez. Titulo de la te-
sis: Los continuos enrejados tienen sequndo y tercero producto simétrico unico.
Matricula: 212570813 Institucion: FCFM BUAP. Grado obtenido: Doctor en
Ciencias (Matematicas) Fecha Inicio: 13 de agosto de 2012 . Fecha de término:
27 de junio de 2016. Director de Tesis: Fernando Macias Romero. Folio: 11699

3. Nombre del estudiante: Adolfo Maceda Méndez. Titulo de la tesis: Com-
plejos cubicos difusos e imdgenes digitales n-dimensionales en tono de gris.
Nimero de matricula: 235701197. Institucion: FCFM BUAP. Grado obteni-
do: Doctorado en Ciencias (Matematicas). Fecha Inicio: 4 de agosto de 2014.
Titulado: 1 de junio de 2018. Folio BUAP: 0125849

4. Nombre del estudiante: José Gerardo Ahuatzi Reyes. Titulo de la tesis:
Dendritas que son determinadas por sus niveles positivos de Whitney. Ntmero
de matricula: 215571041 CVU: 383242 Institucion: FCFM BUAP. Doctorado
en Ciencias (Matematicas). Fecha Inicio: 15 de agosto de 2015. Titulado: 14
noviembre de 2019. Director de Tesis: Fernando Macias Romero. Folio BUAP:
0138813.

5. Nombre del estudiante: Vianey Cordova Salazar. Titulo de la tesis: Los
continuos cast enrejados localmente conexos tienen tercer producto simétrico
unico. Nimero de matricula: 214570943. Institucion: FCFM BUAP. Docto-
rado en Ciencias (Matemaéticas). Fecha de término: 25 de noviembre de 2019.
Director de Tesis: Fernando Macias Romero. Folio BUAP: 0139895.

Tesis de Doctorado en Ciencias en Proceso:

1. Nombre del estudiante: German Montero Rodriguez. Titulo de la te-
sis: Las grdficas finitas tienen n-ésimo producto simétrico suspension unico.
Numero de matricula: 218570078. CVU: 552119. Institucion: FCFM BUAP.
Grado por obtener: Doctorado en Ciencias (Matematicas). Fecha Inicio: 8 de
enero de 2018. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

2. Nombre del estudiante: Antonio de Jesus Libreros Lopez. Titulo de la
tesis: La rigidez del sequndo y tercer producto simétrico para continuos arco
indescomponibles. Numero de matricula: 218570567. Nim. de CVU: 773067.
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Institucion: FCFM BUAP. Titulo por obtener: Doctor en Ciencias Matema-
ticas. Inici6: agosto de 2018. Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

3. Nombre del estudiante: Gerardo Hernandez Valdez Titulo de la tesis:
Sobre el (n, m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo. Numero de ma-
tricula: 219570563. Nim. de CVU: 850840. Institucion: FCFM BUAP. Titulo
por obtener: Doctor en Ciencias Matematicas. Inici6: septiembre de 2019.
Director de Tesis: Fernando Macias Romero.

6 Apoyo al proceso de Ensenanza—Aprendizaje

Programas 2017 en los que Fernando Macias participé como elaborador Célcu-
lo Integral en Varias Variables; Anélisis Matematico en R™; Analisis Matema-
tico en Espacios Métricos; Variable Compleja 1. https://www.fcfm.buap.
mx/docencia/licenciatura-matematicas.

7 Gestion Académica

1. Coordinador del Posgrado en Mateméticas en la FCFM de la BUAP del 4
de marzo de 2015 al 31 de marzo de 2019.

2. Miembro del Comité Académico del Posgrado en Mateméticas en la
FCFM de la BUAP a partir del 1 de abril de 2019 a la fecha.

3. Coordinador de las Licenciaturas en Matemaéticas en la FCFM, BUAP
de marzo de 2021 a la fecha. https://www.fcfm.buap.mx/academiam/.

4. Evaluador de Expedientes Generales, nombramiento realizado por la
Comision Institucional del Programa de Estimulos al Desempeno del Personal
Docente de la BUAP (a) del 14 de marzo al 3 de mayo de 2016. (b) del 19 de
febrero al 5 de abril de 2018.

5. Integrante del Comité de Contraloria Social «DES Ciencias Exactas»
niamero de Registro 2016-11-S245-511-11-21-114-000-5/1 del programa de for-
talecimiento de la calidad en instituciones educativas (PROFOCIE) version
2015 Desde mayo de 2016 a diciembre 2016.

6. Comité de revalidacion de estudios de los estudiante venezolana durante
otono de 2016: Karla Andreina Carrero Vera para que ingresara al Posgardo
en Matematicas de la FCFM, en Primavera de 2017.
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7. Comité de revalidacion de estudios de los estudiante venezolano durante
otono de 2016: Uvencio José Giménez Mujica para que ingresara al Posgardo
en Matematicas de la FCFM, en Primavera de 2017.

8. Miembro del Jurado del Examen de Admision al programa de Doctorado
en Ciencias (Matemaéticas), realizado el dia lunes 27 de noviembre de 2017, en
el edificio FM2/302-C, a las 10:00 hrs. Ademas de haber evaluado el examen
se realizdo una entrevista el dia 5 de diciembre de 2017 a los aspirantes a
ingresar.

9. Editor de publicacion periddica encargado del diseno, ordenamiento y
seguimiento de las politicas editoriales de la revista responsable de la coordi-
naciéon y seguimiento de los trabajos de un comité editorial de publicaciones
de caracter académico de los Libros de matematicas y sus aplicaciones 1——17.

10. Comité de revalidacion de estudios de los estudiante de doctorado
durante Primavera de 2017: Adolfo Maceda para que ingresara al Posgardo
en Matematicas de la FCFM, en Otono de 2017.

11. Evaluador de proyectos de investigacion Evaluador de una propuesta
de un proyecto en la UAEMex cada ano desde 2017 a la fecha.

12. En 2019, el Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia Nacional de
Ciencia y Tecnologia le pidi6 Evaluar las solicitudes presentadas en la: «Con-
vocatoria 2019 (1) Estancias Posdoctorales Vinculadas al Fortalecimiento de
la Calidad del Posgrado Nacionaly.

13. Responsable de la Comision de Titulacion y de Exdmenes Profesionales
de la Academia de Matemaéticas. Desde 2019 a la fecha. https://www.fcfm.
buap.mx/docencia/tesis/licenciatura-m.

12. Imparti6 la Conferencia de Puertas Abiertas BUAP 7 de mayo de 2021

13. Jurado de tesis licenciatura de Brian Eliezer Ortega Santiago el 4 de
mayo de 2021.

8 Libros publicados

1. Fernando Macias Romero (otros autores: Juan Angoa Amador, Jaime Arro-
yo Garcia, Agustin Contreras Carreto, David Herrera Carrasco, Manuel Ibarra
Contreras, Rail Lineras Gracia, Armando Martinez Garcia, Celestino Soriano
Soriano, Fernando Velazquez Castillo) Cdlculo Diferencial en una Variable,
Fomento Editorial de la BUAP, marzo de 2005, tiraje de 1000 ejemplares,
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ISBN 968 863 817 X, 261 paginas. Primera Reimpresion 2014. Segunda Re-
impresion 2018.

2. Editores Miguel Angel Garcia Ariza, Fernando Macias Romero, José Ja-
cobo Oliveros Oliveros. Matemdticas y sus Aplicaciones I. Textos Cientificos,
Fomento Editorial de la BUAP. Primera Edicion, ISBN: 978-607-487-338-2.
Tiraje de 283 ejemplares. 334 paginas. Publicado el 30 de septiembre de 2011.

3. Editores Miguel Angel Garcia Ariza, Fernando Macias Romero, José Ja-
cobo Oliveros Oliveros. Matemdticas y sus Aplicaciones 2. Textos Cientificos,
Fomento Editorial de la BUAP. Primera Edicion, ISBN: 978-607-487-600-0.
Tiraje de 240 ejemplares. 312 paginas. Publicado el 1 de octubre de 2013.

4. Editor Fernando Macias Romero. Matemdticas y sus Aplicaciones 3.
Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP. Primera Edicién, ISBN:
978-607-487-659-8. Tiraje de 300 ejemplares. 238 péaginas. Publicado el 1 de
noviembre de 2013.

5. Editor Fernando Macias Romero. Matemdticas y sus Aplicaciones 4.
Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP. Primera Edicién, ISBN:
978-607-487-791-5. Tiraje de 500 ejemplares. 248 paginas. Publicado el 1 de
noviembre de 2014.

6. Editor Fernando Macias Romero. Matemdticas y sus aplicaciones 5.
Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 137-164, Primera
Edicion 2015, ISBN: 978-607-487-934-6. Tiraje de 500 ejemplares. 224 pégi-
nas. Publicado el 19 de octubre de 2015.

7. Editor Fernando Macias Romero. Matematicas y sus aplicaciones 6,
Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP. Primera Edicion 2015,
ISBN: 978-607-487-975-9. Tiraje de 500 ejemplares. 272 paginas. Publicado
el 7 de diciembre de 2015.

8. Editor Fernando Macias Romero. Matematicas y sus aplicaciones 7.
Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, Primera Edicion 2016,
ISBN: 978-607-525-135-6. Tiraje de 500 ejemplares. 270 paginas. Publicado
el 7 de diciembre de 2016.

9. Editores Maria de Jestus Lopez Toriz y Fernando Macias Romero. Ma-
teméticas y sus aplicaciones 8, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la
BUAP. Primera Edicién 2017, ISBN: 978-607-525-376-3. Tiraje de 500 ejem-
plares. 240 paginas. Publicado el 7 de noviembre de 2017.

10. Coordinadores: David Herrera Carrasco y Fernando Macias Romero.
Mateméticas y sus aplicaciones 9, Coleccion Manuales y Textos, Serie Cien-
cias Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP. Primera Edi-
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cion 2018, ISBN: 978-607-525-520-0. Tiraje de 500 ejemplares. 176 paginas.
Publicado el 26 de octubre de 2018.

11. Coordinadores: David Herrera Carrasco y Fernando Macias Romero.
Matemaéticas y sus aplicaciones 10, Coleccion Manuales y Textos, Serie Cien-
cias Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP. Primera Edi-
cion 2018, ISBN: 978-607-525-521-7. Tiraje de 500 ejemplares. 184 paginas.
Publicado el 26 de octubre de 2018.

12. Coordinadores: David Herrera Carrasco y Fernando Macias Rome-
ro. Matematicas y sus aplicaciones 11, Coleccion Manuales y Textos, Serie
Ciencias Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP. Primera
Edicion 2019, ISBN: 978-607-525-615-3. Version electrénica en

https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2 MB.
209 péginas. Publicado el 26 de octubre de 2019.

13. Coordinadores: David Herrera Carrasco y Fernando Macias Romero.
Mateméticas y sus aplicaciones 12, Coleccion Manuales y Textos, Serie Cien-
cias Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP. Primera Edi-
cion 2019, ISBN: 978-607-525-616-0. Tiraje de 500 ejemplares. 208 péaginas.
Publicado el 26 de octubre de 2019.

14. Editores: Fernando Macias Romero y David Herrera Carrasco. Mate-
maéticas y sus aplicaciones 13, Colecciéon Manuales y Textos, Serie Ciencias
Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP. Primera Edicién
2020, ISBN: 978-607-525-695-5. Version electronica en https://www.fcfm.
buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2 MB. Publicado el 26
de octubre de 2020.

15. Editores: Fernando Macias Romero y David Herrera Carrasco. Mate-
maticas y sus aplicaciones 14, Coleccion Manuales y Textos, Serie Ciencias
Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP. Primera Edicién
2020, ISBN: 978-607-525-695-5. Version electronica en

https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2 MB.
Publicado el 26 de octubre de 2020.

16. Editores: Fernando Macias Romero y David Herrera Carrasco. Mate-
maticas y sus aplicaciones 15, Coleccion Manuales y Textos, Serie Ciencias
Exactas, Direccién General de Publicaciones de la BUAP, péags. 135 - 160.
Primera Edicion 2020, ISBN: 978-607-525-696-2. Version electronica en

https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2 MB.
Publicado el 26 de octubre de 2020.

17. Editores: Fernando Macias Romero y David Herrera Carrasco. Mate-
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maticas y sus aplicaciones 16, Coleccion Manuales y Textos, Serie Ciencias
Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP. Primera Edicién
2021, ISBN: 978-607-525-764-8. Version electronica en

https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2 MB.
Publicado el 9 de noviembre de 2021.

18. Editores: Fernando Macias Romero y David Herrera Carrasco. Mate-
maticas y sus aplicaciones 17, Coleccion Manuales y Textos, Serie Ciencias
Exactas, Direccién General de Publicaciones de la BUAP. Primera Edicién
2021, ISBN: 978-607-765-696-5. Version electronica en https://www.fcfm.
buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2 MB. Publicado el 9 de
noviembre de 2021.

9 Publicacién de 37 capitulos de libro

1. Vianey Coérdova Salazar, David Herrera Carrasco, Fernando Macias Ro-
mero, La Topologia de los Hiperespacios (Capitulo 26), Mateméticas y sus
Aplicaciones I, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 291—
300, Primera Edicién, ISBN: 978-607-487-338-2. Editores Miguel Angel Gar-
cia Ariza, Fernando Macias Romero, José Jacobo Oliveros Oliveros. Tiraje de
283 ejemplares. 334 paginas. Publicado el 30 de septiembre de 2011.

2. Luis Alberto Guerrero Méndez, David Herrera Carrasco, Fernando Ma-
cias Romero, Dendritas Locales (Capitulo 27), Matematicas y sus Aplica-
ciones I, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 301-312,
Primera Edicién, ISBN: 978-607-487-338-2. Editores Miguel Angel Garcia Ari-
za, Fernando Macias Romero, José Jacobo Oliveros Oliveros. Tiraje de 283
ejemplares. 334 paginas. Publicado el 30 de septiembre de 2011.

3. David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Francisco Véazquez
Juérez, ;Tienen las Dendritas Locales Producto Simétrico Unico? (Capitulo
28), Matematicas y sus Aplicaciones I, Textos Cientificos, Fomento Edito-
rial de la BUAP, pags. 313-325, Primera Edicion, ISBN: 978-607-487-338-2.
Editores Miguel Angel Garcia Ariza, Fernando Macias Romero, José Jacobo
Oliveros Oliveros. Tiraje de 283 ejemplares. 334 paginas. Publicado el 30 de
septiembre de 2011.

4. Luis Alberto Guerrero Méndez, David Herrera Carrasco, Fernando Ma-
cias Romero, Encajes (Capitulo 19), Matematicas y sus Aplicaciones 2, Textos
Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 271-285, Primera Edicion,
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ISBN: 978-607-487-600-0. Editores Miguel Angel Garcia Ariza, Fernando Ma-
cias Romero, José Jacobo Oliveros Oliveros. Tiraje de 240 ejemplares. 312
paginas. Publicado el 1 de octubre de 2013.

5. David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Francisco Véazquez
Juarez, Continuos Casi Enrejados y localmente conexos con n-ésimo Produc-
to Simétrico Unico (Capitulo 20), Matemaéticas y sus Aplicaciones 2, Textos
Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 287-299, Primera Edicion,
ISBN: 978-607-487-600-0. Editores Miguel Angel Garcia Ariza, Fernando Ma-
cias Romero, José Jacobo Oliveros Oliveros. Tiraje de 240 ejemplares. 312
paginas. Publicado el 1 de octubre de 2013.

6. Luis Alberto Guerrero Méndez, David Herrera Carrasco, Maria de Jestus
Lopez Toriz, Fernando Macias Romero, El n-ésimo hiperespacio suspension de
un continuo (Capitulo 10), Matemaéticas y sus Aplicaciones 3, Textos Cienti-
ficos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 175-195, Primera Edicién, ISBN:
978-607-487-659-8. Editor Fernando Macias Romero. Tiraje de 300 ejempla-
res. 238 paginas. Publicado el 1 de noviembre de 2013.

7. David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Francisco Véazquez
Juérez, El n-ésimo hiperespacio suspension de grdficas finitas (Capitulo 11),
Matematicas y sus Aplicaciones 3, Textos Cientificos, Fomento Editorial de
la BUAP, pags. 197-214, Primera Edicion, ISBN: 978-607-487-659-8. Editor
Fernando Macias Romero. Tiraje de 300 ejemplares. 238 paginas, Publicado
el 1 de noviembre de 2013.

8. Vianey Coérdova Salazar, David Herrera Carrasco, Fernando Macias Ro-
mero, Grificas finitas con hiperespacio inico C,,(X) (Capitulo 7), Mateméti-
cas y sus Aplicaciones 4, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP,
péags. 159-181, Primera Edicién, ISBN: 978-607-487-791-5. Editor Fernando
Macias Romero. Tiraje de 500 ejemplares. 248 paginas. Publicado el 1 de
noviembre de 2014.

9. David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, German Montero
Rodriguez, Dendritas C-determinadas (Capitulo 8), Matemaéticas y sus Apli-
caciones 4, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 183-207,
Primera Edicion, ISBN: 978-607-487-791-5. Editor Fernando Macias Romero.
Tiraje de 500 ejemplares. 248 péginas. Publicado el 1 de noviembre de 2014.

10. Fernando Macias Romero, Arturo Sanchez Gonzélez, Espacios de di-
mension cero y su relacion con los espacios totalmente disconexos (Capitulo
10), Matemaéticas y sus Aplicaciones 4, Textos Cientificos, Fomento Edito-
rial de la BUAP, pags. 227-245, Primera Edicion, ISBN: 978-607-487-791-5.
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Editor Fernando Macias Romero. Tiraje de 500 ejemplares. 248 paginas. Pu-
blicado el 1 de noviembre de 2014.

11. José Gerardo Ahuatzi Reyes, David Herrera Carrasco, Fernando Ma-
cias Romero, Dimension finita en el n-ésimo hiperespacio de continuos lo-
calmente conexos. (Capitulo 6), Matematicas y sus aplicaciones 5, Textos
Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, péags. 137-164, Primera Edicion
2015, ISBN: 978-607-487-934-6. Editor Fernando Macias Romero. Tiraje de
500 ejemplares. 224 paginas. Publicado el 19 de octubre de 2015.

12. David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, German Monte-
ro Rodriguez, Indescomponibilidad. (Capitulo 8), Matematicas y sus Aplica-
ciones 5, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 187-213,
Primera Edicion, ISBN: 978-607-487-934-6. Editor Fernando Macias Romero.
Tiraje de 500 ejemplares. 224 péaginas. Publicado el 19 de octubre de 2015.

13. José Gerardo Ahuatzi Reyes, David Herrera Carrasco, Fernando Ma-
cias Romero, Continuos localmente conexos sin hiperespacio inico Cy(X)
(Capitulo 9), Matemaéticas y sus aplicaciones 6, Textos Cientificos, Fomento
Editorial de la BUAP, pags. 215240, Primera Edicion 2015, ISBN: 978-607-
487-975-9. Editor Fernando Macias Romero. Tiraje de 500 ejemplares. 272
paginas. Publicado el 7 de diciembre de 2015.

14. Mauricio Esteban Chacoén Tirado, Luis Alberto Guerrero Méndez, Da-
vid Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Acerca de continuos con n-
ésimo producto simétrico unico (Capitulo 10), Matematicas y sus aplicaciones
6, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 241-262, Prime-
ra Edicion 2015, ISBN: 978-607-487-975-9. Editor Fernando Macias Romero.
Tiraje de 500 ejemplares. 272 péaginas. Publicado el 7 de diciembre de 2015.

15. José Gerardo Ahuatzi Reyes, David Herrera Carrasco, Fernando Ma-
cias Romero, Funciones de Whitney admisibles (Capitulo 8), Matematicas y
sus aplicaciones 7, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags.
199-229, Primera Edicion 2016, ISBN: 978-607-525-135-6. Editor Fernando
Macias Romero. Tiraje de 500 ejemplares. 270 paginas. Publicado el 7 de
diciembre de 2016.

16. Vianey Cordova Salazar, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
Romero, Tercer producto simétrico unico (Capitulo 9), Mateméticas y sus
aplicaciones 7, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 231—
248, Primera Edicion 2016, ISBN: 978-607-525-135-6. Editor Fernando Macias
Romero. Tiraje de 500 ejemplares. 270 paginas. Publicado el 7 de diciembre
de 2016.
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17. Lazaro Flores De Jestis, David Herrera Carrasco, Fernando Macias Ro-
mero, Caracterizacion de los hiperespacios de un continuo localmente conexo
(Capitulo 10), Mateméticas y sus aplicaciones 7, Textos Cientificos, Fomento
Editorial de la BUAP, pags. 249-268, Primera Edicion 2016, ISBN: 978-607-
525-135-6. Editor Fernando Macias Romero. Tiraje de 500 ejemplares. 270
paginas. Publicado el 7 de diciembre de 2016.

18. Alexander Bykov, Fernando Macias Romero, Marcelino Tesis, Texis,
FEspacios fibrantes isovariantes (Capitulo 9), Matematicas y sus aplicaciones
8, Textos Cientificos, Fomento Editorial de la BUAP, pags. 169-192, Primera
Edicion 2017, ISBN: 978-607-525-376-3. Editores Maria de Jestus Lopez Toriz
y Fernando Macias Romero. Tiraje de 500 ejemplares. 240 paginas. Publicado
el 7 de noviembre de 2017.

19. Lazaro Flores De Jesus, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
Romero, Las grificas finitas son continuos Whitney determinados (Capitulo
10), Matematicas y sus aplicaciones 8, Textos Cientificos, Fomento Editorial
de la BUAP, pags. 193-208, Primera Edicion 2017, ISBN: 978-607-525-376-3.
Editores Maria de Jestis Lopez Toriz y Fernando Macias Romero. Tiraje de
500 ejemplares. 240 paginas. Publicado el 7 de noviembre de 2017.

20. José Gerardo Ahuatzi Reyes, David Herrera Carrasco, Fernando Ma-
cias Romero, Tipos de homotopia en los niveles de Whitney de grdficas finitas
(Capitulo 11)», Matematicas y sus aplicaciones 8, Textos Cientificos, Fomento
Editorial de la BUAP, pags. 209-208, Primera Edicion 2017, ISBN: 978-607-
525-376-3. Editores Maria de Jestis Lopez Toriz y Fernando Macias Romero.
Tiraje de 500 ejemplares. 240 paginas. Publicado el 7 de noviembre de 2017.

21. Jorge Bustamante Gonzalez, Patricia Dominguez Soto y Fernando Ma-
cfas Romero, M. A. Jiménez Pozo en ocasion de su 80 aniversario (Capitulo
1), Matematicas y sus aplicaciones 9, Coleccion Manuales y Textos, Serie
Ciencias Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP, pags. 5—
26. Primera Edicion 2018, ISBN: 978-607-525-520-0. Tiraje de 500 ejemplares.
164 péginas. Publicado el 26 de octubre de 2018.

22. David Herrera Carrasco, Antonio de Jesus Libreros Lopez, Fernando
Macias Romero, Continuos sin sequndo y sin tercer producto simétrico rigido
(Capitulo 6) Matemaéticas y sus aplicaciones 9, Coleccion Manuales y Tex-
tos, Serie Ciencias Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP,
pégs. 113-139. Primera Edicién 2018, ISBN: 978-607-525-520-0. Tiraje de 500
ejemplares. 164 paginas. Publicado el 26 de octubre de 2018.

23. David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, German Montero
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Rodriguez, Continuos con hiperespacio rigido C,,(X) (Capitulo 7) Mateméti-
cas y sus aplicaciones 9, Colecciéon Manuales y Textos, Serie Ciencias Exactas,
Direccién General de Publicaciones de la BUAP, pags. 141-161. Primera Edi-
cion 2018, ISBN: 978-607-525-520-0. Tiraje de 500 ejemplares. 164 paginas.
Publicado el 26 de octubre de 2018.

24. Gerardo Hernandez Valdez, David Herrera Carrasco, Fernando Ma-
cias Romero Génesis del (n, m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo
(Capitulo 3) Matemaéticas y sus aplicaciones 10, Coleccion Manuales y Tex-
tos, Serie Ciencias Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP,
pags. 51-71. Primera Edicion 2018, ISBN: 978-607-525-521-7. Tiraje de 500
ejemplares. 176 paginas. Publicado el 26 de octubre de 2018.

25. David Herrera Carrasco, Adolfo Maceda Méndez, Fernando Macias
Romero Complejos cibicos difusos (Capitulo 4) Matemaéticas y sus aplica-
ciones 10, Coleccion Manuales y Textos, Serie Ciencias Exactas, Direcciéon
General de Publicaciones de la BUAP, pags. 73-101. Primera Edicion 2018,
ISBN: 978-607-525-521-7. Tiraje de 500 ejemplares. 176 paginas. Publicado
el 26 de octubre de 2018.

26. Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera Carrasco, Fernando
Macias Romero, Fernando Mauricio Rivera Vega Progresiones aritméticas co-
mo base para algunos espacios topoldgicos (Capitulo 7) Mateméticas y sus
aplicaciones 11, Coleccion Manuales y Textos, Serie Ciencias Exactas, Direc-
cion General de Publicaciones de la BUAP, pags. 135-148. Primera Edicion
2019, ISBN: 978-607-525-615-3. Indautor: 03-2019-082010541400-01 Version
electronica en https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros; peso del ar-
chivo: 2 MB. Publicado el 26 de octubre de 2019.

27. Gerardo Hernédndez Valdez, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
Romero, Modelo del hiperespacio suspension del continuo de Knaster (Capi-
tulo 9) Matematicas y sus aplicaciones 11, Coleccion Manuales y Textos, Se-
rie Ciencias Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP, pags.
177-198. Primera Edicion 2019, ISBN: 978-607-525-615-3. Version electrénica
en https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2 MB.
Publicado el 26 de octubre de 2019.

28. David Herrera Carrasco, Antonio de Jesus Libreros Lopez, Fernando
Macias Romero Fl arco y la curva cerrada simple, inicos continuos localmente
conexos sin triodos simples (Capitulo 6) Mateméticas y sus aplicaciones 12,
Coleccion Manuales y Textos, Serie Ciencias Exactas, Direccion General de
Publicaciones de la BUAP, pags. 125-149. Primera Edicion 2019, ISBN: 978-

Matemdticas y sus aplicaciones 16, Capitulo 1, paginas 5-41



30 David Herrera Carrasco y Marfa del Rocio Macias Prado

607-525-616-0. Indautor: 03-2019-082011001000-01. Tiraje de 500 ejemplares.
208 paginas. Publicado el 26 de octubre de 2019.

29. David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, German Montero
Rodriguez Los continuos enrejados tienen (n,m)-ésimo hiperespacio suspen-
sion unico (Capitulo 7) Matemaéticas y sus aplicaciones 12, Colecciéon Ma-
nuales y Textos, Serie Ciencias Exactas, Direccion General de Publicaciones
de la BUAP, pégs. 151-166. Primera Edicion 2019, ISBN: 978-607-525-616-0.
Indautor: 03-2019-082011001000-01. Tiraje de 500 ejemplares. 208 péaginas.
Publicado el 26 de octubre de 2019.

30. Gerardo Hernandez Valdez, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
Romero, Unicidad del hiperespacio C(p, X) para la familia de drboles (Capi-
tulo 3) Matematicas y sus aplicaciones 13, Coleccion Manuales y Textos, Se-
rie Ciencias Exactas, Direcciéon General de Publicaciones de la BUAP, pags.
39-54. Primera Edicion 2020, ISBN: 978-607-525-694-8. Version electronica
en https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2
MB. Publicado el 26 de octubre de 2020.

31. David Herrera Carrasco, Antonio de Jesus Libreros Lopez, Fernan-
do Macias Romero, Limites inversos y continuos indescomponibles (Capitu-
lo 6) Matematicas y sus aplicaciones 14, Coleccion Manuales y Textos, Se-
rie Ciencias Exactas, Direcciéon General de Publicaciones de la BUAP, pags.
135-160. Primera Edicion 2020, ISBN: 978-607-525-695-5. Version electronica
en https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2
MB. Publicado el 26 de octubre de 2020.

32. Felipe de Jestus Aguilar Romero, David Herrera Carrasco y Fernando
Macias Romero, Continuidad de la funcion wy en el intervalo [0, 1] (Capitu-
lo 7) Matematicas y sus aplicaciones 14, Coleccion Manuales y Textos, Se-
rie Ciencias Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP, pags.
161-181. Primera Ediciéon 2020, ISBN: 978-607-525-695-5. Version electronica
en https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros; peso del archivo: 2
MB. Publicado el 26 de octubre de 2020.

33. David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, German Montero
Rodriguez La clase de las grdficas finitas es SF,-cerrada (Capitulo 7) Mate-
maticas y sus aplicaciones 15, Coleccion Manuales y Textos, Serie Ciencias
Exactas, Direccion General de Publicaciones de la BUAP, pags. 135-160. Pri-
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La conjetura de Quillen a través del anillo de
Burnside

Itzel Rosas Martinez, David Villa Hernandez, César
Cejudo Castilla
FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo mostramos una aplicacién del anillo de Burnside de un
grupo finito G en el estudio de invariantes asociados a G—conjuntos con
estructura, tales como los G—copos. Ademés, con ayuda de esta teoria, se
demuestra una version algebraica débil de la conjetura de Quillen.

1 Introduccion

A finales del siglo XIX, William Burnside sent6 las bases de lo que actualmente
se conoce como anillo de Burnside, pero fue hasta 1967 cuando Louis Solomon
(véase [10]) le dio estructura de anillo.

El anillo de Burnside B(G) para un grupo finito G es uno de los anillos
de representacion fundamentales de G. Es, en muchos sentidos, el objeto
universal a considerar cuando se estudia la categoria de G—conjuntos finitos
y puede verse como el andlogo del anillo de los enteros Z para esta categoria.

El anillo de Burnside, ademés, es el objeto fundamental para estudiar los
invariantes asociados a G—conjuntos con estructura, tales como los G—copos
0, méas generalmente, los G—conjuntos simpliciales.

Por otra parte, alrededor de 1978, Daniel G. Quillen en su articulo Ho-
motopy properties of the poset of nontrivial p—subgroups of a group, conjeturd
que si S,(G) denota al copo de p-subgrupos no triviales de un grupo finito G
y |Sp(G)] a su realizacion geométrica asociada, entonces existe un p-subgrupo
de G normal no trivial si y solo si |S,(G)| es contraible topologicamente.
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Es claro ([1], p. 225) que la existencia de un p-subgrupo de G normal no
trivial implica que S,(G) es contraible. El reciproco es una conjetura.

Cabe mencionar que para una mayor comprension de este trabajo se re-
comienda tener conocimientos basicos de la teoria de grupos y anillos.

2 El anillo de Burnside

En este trabajo consideraremos anillos conmutativos con unidad.

Definicion 2.1 (cf. [4], Definicion 2.1). 1. Sea G un grupo, H < G un
subgrupo y X un G—conjunto finito. Definimos y denotamos al conjunto
de puntos fijos de X bajo la accion de H como

Xt ={zxeX|hr=xVhec H}.
2. Definimos la marca de H en X como la cardinalidad de X# y la deno-
tamos por ¢y (X).

Teorema 2.2 (cf. [4], Teorema 2.2). Sean G un grupo, H, K < G subgrupos
y X, Y G-conjuntos finitos. Entonces se cumplen:

1oog (XUY) =pu(X)+eu(Y),
2. o (X xXY)=pu(X)eu(Y),

3. St H y K son conjugados, entonces para todo G-conjunto finito X se
satisface que pr(X) = pr(X).

Teorema 2.3 (cf. [4], Lema 2.6). Sean H, K < G subgrupos. Entonces

[ Ne(K) [Ne(H)|
vg(G/K)=—""—> a(H,K)="—F—— B(H, K
donde
a(H,K)=|{E <G| E y K son conjugados y H C E}|
Y

B(H,K)=|{E <G| FE y H son conjugados y E C K}|.
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Definicion 2.4 (cf. [4], p. 43). Dado G' un grupo finito, sea A la clase de
todos los G—conjuntos finitos, es decir,

A = {X | X es un G-conjunto finito} .

Observacion 2.5. En A hay una relacion de equivalencia ~, a saber, dados
X,Y € A se tiene que X ~ Y siy solosi X =5 Y, es decir, X y Y son
isomorfos como G—conjuntos.

Definiciéon 2.6. Denotaremos por [X]| a la clase de equivalencia de X € Ay
la llamaremos la clase de G—isomorfismo de X. Asi, definimos

BY(@) ={[X]| X € A}.

Teorema 2.7 (cf. [4], Teorema 3.3). Sea G un grupo finito. Entonces (B*(G),
+,+) es un semianillo (véase [7], p. 1) conmutativo con unidad, con las ope-
raciones de suma y producto definidas de la siguiente forma:

o (Suma) [X]+[Y]=[XUY],
e (Producto) [X]| [Y] =X xY].

Teorema 2.8 (Ley de cancelacion, cf. [4], Teorema 3.5). Sean [X|, [Y],[Z] €
BT(G) tales que [X] + [Y] = [Z] + [Y]. Entonces [ X| = [Z].

Definicion 2.9. El anillo de Burnside B(G) es el anillo de Grothendieck de
B*(G), es decir, su construccion es analoga a la de Z a partir de N.

Teorema 2.10 (cf. [2], p. 746). Dado un grupo finito G, se tiene que B(G)
es libre como grupo abeliano, generado por los elementos de la forma G/H,
donde H recorre los elementos de [Sg|, el cual denota un conjunto de clases
de conjugacion de los subgrupos de G.

Demostracion. Sean G un grupo finito y X un G—conjunto finito. Como X es

finito, existe un conjunto de indices I tal que X =g |_| G/H;, donde H; < G
icl

para cada i € I (véase [4], Teorema 1.20). Asi,

[X] = |_|G/Hz

il

=> [G/H]] € BY(G).

il
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Ahora, note que para cualesquiera H;, H; < G, i # j, G/H; =¢ G/H; si
y solo si H; y H; son conjugados (véase [4], Lema 1.24), por lo que podemos
tener repeticiones de algunos [G/H;]. Denotaremos con ay, € N el niamero de
veces que se repite el elemento [G/H;]. Con esto, si [X] € BT(G), tenemos
que
(X]= Y anlG/H]

He[Sq]

con ay € N. De ahi que si [X] € B(G), entonces

(X]= ) aulG/H],

HG[Sg}

con ag € Z. Veamos que {[G/H| | H € [Sg|} es base.

Supongamos que Z ap|G/H] =0y que no todos los ag € Z son cero.
He[Sq]
Entonces tenemos la siguiente igualdad:

Y axl[G/K] =) (—an)[G/L].

ar >0 ar, <0

Sean [Y] = Y ax|G/K] y [Z] = > (—a.)[G/L]. Observemos que si
ap>0 ar, <0
[Y] = [0], alguno de los coeficientes, digamos af,, seria distinto de cero, lo
que significaria que la orbita G/Kj de [(}] es no vacia, lo cual no es posible.
Asi, sin pérdida de generalidad, supongamos que [Y] # [0] # [Z].

Si Ky € [S¢] es tal que ag, > 0, entonces existe Og(yy) C Y que cumple
Oc(vo) = G/Ky. Por otro lado, [Y] = [Z], por lo que Og(yo) ¢ Oc(20)
para algin zy € Z, que a su vez Og(z0) =¢ G/ Ly, para algin Ly € [Sg] tal
que ar, < 0.

De ahi que G/Ky =g G/Ly. Asi, Ky y Lo son conjugados, lo cual es una
contradiccion, pues Ky # Ly en [SG]. Asi, ay = 0 para todo H € [Sg]. Por lo
tanto,

= P zc/H). O

HG SG}

Observacion 2.11 (cf. [4], Observacion 3.11). Dados G un grupo finito, R
un anillo conmutativo y f : BT (G) — R un morfismo de semianillos (véase
[7], p. 105), tenemos que f se extiende de manera tnica a B(G), esto es, existe
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F : B(G) — R morfismo de anillos (es decir, abren sumas y productos y
mandan la unidad en la unidad) tal que F|g+q) = f. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta:

BT (G)—— (G)
f
R”
Ademas, F' esta dada por F([X] —[Y]) = f([X]) — f([Y]).
A partir de aqui, abusando de la notaciéon usaremos

X eBHG)= P NG/H) y [X]eB(G)= P z[G/H).

He[Sq) He[Sq]
Lema 2.12. Sea ¢ : BT(G) — Z5¢) dado por o(X) = (r (X)) rersq-
Entonces ¢ es un morfismo de semianillos, el cual se extiende de manera

unica a un morfismo inyectivo de anillos & = B(G) — Z5) (véase [2], p.
747) teniendo que el siguiente diagrama conmuta:

/ H' F de anillos

e

0 -

B*T(G)% B(G)

2 €]l @ de anillos

7)ISal]

Demostracion. Notemos que Z!5¢!l es un anillo conmutativo con unidad, con
la suma y el producto usuales.

Sea X € B*(G). Por propiedades de la marca, (¢n(X))pc(s,) no depende
del representante de H.

Sea Y € BT(G) tal que X =Y. Entonces existe f : X — Y isomorfismo
de G—conjuntos. Sea H € [Sg]y 2 € X! . Entonces h-z = x paratodoh € H.
Luego, hf(x) = f(hx) = f(x), es decir, hf(x) = f(z) para toda h € H. Esto
pasa si y solo si f(z) € Y. Luego, f(X#) C Y.

Ahora, como f es isomorfismo de G-conjuntos, f~! también lo es. Sea
H e [Sql yy e Y™ Entonces h-y =1y para todo h € H. Luego, hf ( ) =
f~Yhy) = f(y), vy esto pasa si y sélo si f~(y) € X*. De ahi que f~1(YH) C
XM, Asi, f(XT) =Y,

Entonces f|xu : X% — Y es biyeccion, asi que pgp(X) = op(Y).
Esto se cumple para cada H € [S¢], de modo que o(X) = (¢u(X))pes,) =
(pr(Y))gese = ©(Y). Por lo tanto, ¢ esta bien definida.
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Recordemos que 1p+g) = G/G y 155 = (1,...,1).
———
[[Sc]| veces

Ahora, para cada H < G subgrupo, tenemos que H < G, con lo que
en(G/G) # 0, de modo que ¢y (G/G) = 1. Por tanto,

(G/G) = (en(G/G))gesy = (1., 1).

[[Sc]| veces

Por propiedades de la marca, se puede ver que ¢ preserva sumas y pro-
ductos. Por lo tanto, ¢ es morfismo de semianillos.

Por la Observacién 2.11, podemos extender ¢ de manera tnica a un
morfismo de anillos & : B(G) — ZI%¢Il tal que Pty = ¢ y tal que
B([X]) = ¢(X).

Veamos que ¢ es inyectivo.

Sea a € B(G) \ {[0]}. Entonces a = Z ag(G/H) con ay € Z.

HelSq]

Note que en [Sg] hay una relacion de orden parcial: dados H, K € [Sg],
H =< K siy solosi H es subconjugado (véase 4], Definicion 1.25) de K. Como
G es finito, toda cadena estrictamente creciente K7 < Ky < - -+ de elementos
en [Sg] se estaciona, por lo que elegimos K’ € [Sg| maximo respecto a este
orden parcial tal que ax: # 0.

Entonces a = Z bu(G/H)— Z cu(G/H), donde by = ag siayg >0

HelSc] He[Sg]
ycg = —apg siag < 0.
Ahora, como ¢ extiende a ¢, tenemos que

Pla)=3| D au(G/H)

He[Sq]

9 Z bu(G/H) — Z cu(G/H)

He[Sq) He[Sq]
= > bu@d(G/H) = > cu@(G/H)
HelSq) HEe[Sq]
= > byp(G/H)— > cyp(G/H)
HelSq] HelSq]
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= > bulex(G/H))kesq) — Y, culpx(G/H))kels

He[Sq] He[Sq]

= Y anlex(G/H))kelsq

HG[Sg}

Para que @ sea inyectiva basta ver que una de las entradas de ¢(a) no es
cero. Para esto, sabemos que ¢/ (G/H) # 0 siy s6lo si K’ < H. Como elegi-
mos K’ méaximo con respecto a este orden parcial tal que ax # 0, entonces
la K'-ésima entrada de ¢(a) es Z ager (G/H) = ag |Na(K")/K'| # 0.

He[Sq]

Asi, ¢(a) # 0. Por lo tanto, ¢ es morfismo inyectivo de anillos.

Ahora, como @[+ = ¢ ¥ @ es inyectivo, entonces ¢ también lo es. Asi,
© es morfismo inyectivo de semianillos. [

Corolario 2.13 (Teorema de Burnside, cf. [2], Teorema 2.3.2). Sean G un
grupo finito y [X],[Y] € B(G). Entonces [X] = [Y] si y sdlo si pg(X) =
en(Y) para todo H € [Sg].

Demostracion. Se sigue de la buena definicion y la inyectividad de ¢ del Lema
2.12. [

3 Homologia de copos finitos

Definicion 3.1. Un orden parcial sobre un conjunto no vacio £ es una rela-
cion binaria < en £ que satisface para toda a,b,c € L las siguientes condi-
ciones:

1. (Reflexividad) a < a,

2. (Antisimetria) Sia < by b < a, entonces a = b,

3. (Transitividad) Sia < by b < ¢, entonces a < c.

El par (£, <) es llamado conjunto parcialmente ordenado o copo.

Definiciéon 3.2. Sea (£, <) un copo y P un subconjunto de L.

1. Un elemento yy € P es elemento mayor de P siy < yy para todo y € P.
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2. Diremos que yo € P es elemento menor de P siyy < y paratodoy € P.

Definicion 3.3. Sean (A, <), (B, <) copos. Sea f : A — B una funcion.
Diremos que f es morfismo de orden si para cualesquiera aq,as € A tales que
a1 < as se cumple que f(a1) <" f(a2).

Diremos que f es un isomorfismo de orden si f es morfismo de orden
biyectivo y f~! es morfismo de orden.

Definiciéon 3.4. Sea (Y, <) un copo finito. Definimos el conjunto de cadenas
de elementos de Y de longitud n + 1 de la siguiente forma:

Sd(Y)={{yo,-- st |l €Yo Stn < S ynt

De igual forma, definimos la caracteristica de Euler—Poincaré de Y, deno-
tada por x(Y), como

o

X(Y) =) (=1)"|Sd(Y)].

n=0

Como el copo Y es finito, a partir de cierto N € N tendremos que para
cualquier n > N, Sd,(Y') es vacio por lo que la suma de la definicién anterior
es finita.

Ejemplo 3.5. 1. Si Y = {e}, entonces x(Y) = 1.

2. SiY es el siguiente copo:

entonces x(Y)=5—-6=—1.

Si (X, <x), (Y, <y) son dos copos y f,g: (X,<x) — (Y, <y) son mor-
fismos de orden, denotaremos por f < g si f(z) <y g(x) para todo z € X.

Definiciéon 3.6. Si f,g: X — Y son morfismos de orden, decimos que f y
g son comparables si f < gog< f.
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Definicion 3.7 (cf. [9], p. 815). Sea R un anillo. Un complejo de cadena
(Cy, Ox) es una sucesion de la forma

On

6n+1
O* = C’n—s—l On Cn—l

donde cada C), es un R—moddulo izquierdo; los 9, : C,, — C,,_1 son morfismos
de R—modulos, llamados diferenciales y son tales que Im 0,,1 C Ker 0, para
cada n € Z.

En lo sucesivo consideraremos X un copo finito y R = Z. Entonces

Ch(X) = &y 7 (zo, ..., o)

{$07"'7I‘n}65dn (X)

es el Z-modulo libre con base los elementos de Sd,(X).
El morfismo d,, : C,,(X) — C,,—1(X) esta dado por

n

dn(l'o,...,iljn) = Z(—l)z (170,---75/5\1,---75511)

=0
donde (zo, ..., %;,...,x,) denota la cadena (xq, ..., T; 1, Zit1, - - ., T,). Exten-
diendo linealmente, d,, es morfismo de grupos abelianos para toda n € Z.

Lema 3.8. Sea (X, <) un copo finito. Entonces d, od,+1 = 0 para todan € Z.

Demostracion. Sean (X, <) uncopoyn € Z. Sin < 0 tenemos que d,,0d, 1 =
0 pues al menos d,, = 0.

Supongamos que n > 1. Sea (2o, ..., Zp+1) € Chr1(X) un elemento gene-
rador. Entonces

n+1
(dn ©] dn+1) (1‘07 e ,xn+1) == dn (Z(—l)Z (I'(), e ,@, e ,xn_t'_l))

=0
n+1 i—1
=D (1D (=1 (o, Ty Ty Tng)
i=1 j=0
n n+1
A DY (1 @ T T )
i=0 j=i+1
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n+1 i—1

:ZZ(_QHJ'(:CO,...,@,...,@,...,xnﬂ)

i=1 j=0

n  n+l

‘I’Z Z (—l)iﬂ_l(:100,...,@,...,@,...,xnﬂ)

i=0 j=i+1

Veamos que para cada término de la primera suma doble hay un corres-
pondiente término en la segunda suma doble con signo contrario.

Sea (—1)" (zg,...,Tj,...,Tiy...,Tps1) un término de la primera suma
doble y sea (—1)*"=1 (2o, ..., Zx, ..., 21, ..., Tpy1) un término de la segunda
suma doble.

Sean j = k e i = . Notemos que los signos de cada término son (—1)"** y
(—1)"**=1 respectivamente, por lo que tienen signos distintos. En consecuen-
cia, los términos se eliminan.

Por lo tanto, d,, od,+; = 0. O

Observacion 3.9. Sea (X, <) un copo finito y sea

dn 1 n
= (X) 5 C(X) = G (X) — -+

una sucesion. Del Lema 3.8 podemos notar que Vn € Z, d, od,y; =0siy
s6lo si Im d, 1 C Ker d,.

De esta observacion se desprende la siguiente definicion:

Definicion 3.10 (cf. [9], p. 818). Sea (X, <) un copo finito. Definimos y
denotamos para toda n € Z la n-ésima homologia de X como

Ker d,

H,(X)=—F.
n( ) ]mdn—‘rl

Ejemplo 3.11. Sea X = {e}. Consideremos el siguiente complejo para X:

= O (X) = Co(X) = Ca(X) = 00—

Notemos que, como X = {e}, para cualquier n > 1 se tiene que Sd,(X) =
y asi Cp,(X) = 0.
Luego, Sdy(X) = X, por lo que Cy(X) = Z(e)

2

Z.
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Con estas observaciones, el complejo que consideramos para X queda de
la siguiente forma:

dy do

0 7 0

donde d; y dy son los morfismos cero. Entonces

H, (X) = Z sin=0
0 sin#£0

Definicion 3.12 (cf. [9], p. 817). Sea R un anillo. Una aplicacion de cadenas
de R-moddulos izquierdos del complejo de cadenas (C,, d,) en el complejo
de cadenas (C.,0.) es una sucesion de morfismos de R-moddulos izquierdos
fn: C, — C! tal que para toda n € Z el siguiente diagrama conmuta:

8n+ 1 Bn

T n+1_>0n_> n—-1—_->" """

fn+1j lfn l/fnl
o’ al,

e LH)CZ—7>CL1—>"'

En lo sucesivo, consideraremos X y Y dos copos finitos, f : X — Y un
morfismo de orden y R = Z. Entonces f, = C,(f) : Ch(X) — C,(Y) esté
definida como sigue:

(f(z0), .-, f@n)) st f(zi1) < fzi) Vie{1,...,n}

C, ZQy ...y Tp) =
(f)(zo ) {O si f(zi—1) = f(x;) p-a. i€ {1,...,n}

Al extender linealmente a C,(f), éste es un morfismo de grupos abelianos
para cada n € Z.

Lema 3.13. Sean X,Y,Z copos finitos. Entonces:

1. El siguiente diagrama conmuta:

dn

Cn(X) —> Cpa(X)
Cn(f)l Lcnl(f)
Cn(Y) 7) nfl(Y)

n
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es decir, di, o Cp,(f) = Cr_1(f) od,, donde d,, y d], son los diferenciales
correspondientes a los complejos de cadena relativos a los copos X y'Y
respectivamente.

2. Sean f: X — Y yl:Y — Z morfismos de orden. Para toda n € Z,
Co(lo f) = Cu(l) o Cu(f).

3. Sea 1x : X — X el morfismo de orden identidad. Para toda n € 7,
Cn(1X> = 1Cn(X)-

4. Sea f: X — 'Y un morfismo de orden. Entonces existe

tal que para toda n € Z se tiene que H,(f)(a+1Im d,11) = C,(f)(a) +

Imd, .
Demostracion. 1. Sea (zg,...,z,) € Cyp(X) un elemento generador. En-
tonces
(Cro1(f) ody) (zoy .-y 20) = Cra(f) (Z(—l)i(xo, e Ty ,xn)>
i=0

n

(—1)iC’n_1(f)(a:0, e ,i’\i, e ,CL’n)

=0

S (Fa) @) S @) s F (@) < fw) Vi

0 si f(zio1) = fzi) p-a. i

Por otra parte, (d, o C,(f)) (zo,...,Zn)

_ {d; (f(20)s .- fl@n)) s flzir) < fla) Vi
0 si f(zio1) = f(2:) p-a. i

DD (Fao) e F@i o fl@n) s f(rie) < fla) Vi

0 si f(@i—1) = fzi) p-a. 1
= (Cna(f) ody) (xg,...,2,)
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2. Sea (xg,...,2,) € C,(X). Entonces (Cy, (1) o C,(f)) (xo, ..., xp)

_ {Cn(l) (F(x0), .-, flan)) i Fzi) < flag) Vi
Cn(1)(0) =0 en otro caso

_ {(l(f(a?o)),---,l(f(fcn))) si1(f (1)) < U(f(2:)) Vi

0 en otro caso

0 en otro caso

_ {((ZOf)(wo), s (lo f)@n)) si (Lo f)(@im) < (Lo f)(z:) Vi

=Ch(lo f)(xo,...,2zn).
Por lo tanto, C,,(l o f) = C,(I) o C,,(f) para toda n € Z.

3. Sea (xq,...,x,) € Ch(X). Entonces C,, (1x) (zo, ..., zn)

_ {(1x($0), B 1X(mn>) sl 1X(mi—1) < 1X(~Ti> Y1

0 en otro caso
= (20, .., Tp)
= 1Cn(X) (ZL‘Q, Ce ,l’n)

Por lo tanto, C,,(1x) = 1¢, (x) para toda n € Z.

4. Veamos que H,(f) esta bien definido para cada n.

Sean a + Im d,y1,d + Im d,1 € H,(X) tales que a + Im d,;1 =
a' 4+ Im d,41. Entonces a — a’ € Im d, 11, es decir, existe b € Cy,11(X)
tal que a — a' = d,41(b). Luego, C,(f)(a — a') = Cn(f)(dns1(b)) =
d, 1 (Coya(f)(B)) € Im d,, ;. Por otro lado, Cy,(f)(a—a’) = Cn(f)(a) —
Cu()(a')-
Asi, Co(f)(a) + Im d,, = Cp(f)(a) + Im d), . Es decir, H,(f)(a +
Im dn+1) = HN<f)(a/ +Im dn+1)'

[

Observacion 3.14. Sean X, Y, Z copos finitos.

Matematicas y sus aplicaciones 16, Capitulo 2, paginas 45-73



58 Itzel Rosas Martinez, David Villa Hernandez, César Cejudo Castilla

1. Sean f: X — Y y [:Y — Z morfismos de orden. Entonces H, (I o
f)=H,(l) o H,(f) para toda n € Z.

En efecto. Sea a + Im d,,y1 € H,(X). Entonces

H,(lo f)(a+Im dp1) = Cyp(lo f)(a) + Im d; 4
= (Cu(l) 0 Cu(f)) (@) + Im dy
= H,(I) (Cu(f)(a) + Im d;,,;)
= H,(1) (Ho(f)(a+ Im dnyq))
= (Ha(l) o Hy(f)) (@ + Im dy1)

Por lo tanto, H,(lo f) = H,(l) o H,(f).

2. Sea 1x : X — X el morfismo identidad. Entonces H,(1x) = 1g,(x)
para toda n € Z.

Veamos que es cierto. Sea a+ Im d, 1 € H,(X). Entonces H,(1x)(a+
[m dn+1) = Cn<1x)<a) + [m dn+1 = 1Cn(X)(a) + Im dn+1 = a +
Im dn+1 = 1Hn(X) (a/ + Im dn+1)

Por lo tanto, Hn<1X) = 1Hn(X)'

Definicion 3.15 (cf. [9], p. 820). Una aplicacion de cadenas f: (Cy, 0.) —
(C1,0.) se dice nulhomotdpica si, para cada n, existe un morfismo de R-
modulos izquierdos s,,: C,, — C) ., con f, = Opq1 0 8y + Sp—1 0 Oy

Ademas, si f, g: (Cy,0,) — (C., 9.) son aplicaciones de cadenas, decimos
que f es homotopica a g si f — g es nulhomotopica.

En este caso, sean X, Y dos copos finitos y f,I : X — Y morfis-
mos de orden. Decimos que f es homotdpico a | si para cada n € 7Z existe
Oy Cp(X) — Cpy1(Y) morfismo de Z-modulos tal que C,,(f) — C,(l) es
nulhomotopico, es decir, C,,(f) — C,(l) = d,,, 1 ©0,, + 9,1 0 d,,. Lo denotamos

por f ~ 1.

Proposicién 3.16. Sean f,l: X — Y morfismos de orden tales que f ~ L.
Entonces H,(f) = Hy(l) : H,(X) — H,(Y).

Demostracion. Sea a+Im d,1 € H,(X). Notemos que H,,(f)(a+Im d,41) =
Co(f)(a) +Im d, ., y Hy(I)(a+Im dnyr) = Cp(l)(a) + Im d, ;.

Para probar que H,(f)(a+ Im d,+1) = H,(l)(a+ Im d, 1), tenemos que
ver que Cy(f)(a) — Cy(l)(a) € Im d, ;. Como f ~ I, Cp(f)(a) — Cr(l)(a) =
(41 00n) (@) + (dn1 0.dn) (@) = d},11(n(a)) + 0 = d; 1y (u(a)) € Im d ;.
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Por lo tanto, H,(f)(a + Im dpy1) = H,(I)(a + Im d,41) para toda a +
Im d,1 € Hy(X). Asi, H,(f) = Hy(1). O

Definiciéon 3.17. Sean X, Y copos finitos. Decimos que X y Y son homo-
topicos si existen f: X — Y y [ : Y — X morfismos de orden tales que
lof~1xy fol~1y. Lo denotamos por X ~ Y.

Decimos que X es contraible si X es homotopico a {e} y lo denotamos
por X ~ e.

Lema 3.18. Sean X,Y copos finitos tales que son homotopicos. Entonces
para toda n € Z se cumple que H,(X) = H,(Y).

Demostracion. Como X y Y son homotopicos, entonces existen f: X — Y
yvi:Y — Xtalesquelof~1xy fol~1ly.

Por la Proposicion 3.16 tenemos que H,(lo f) = H,(1x); por la Observa-
cion 3.14, Hy(lo f) = Hy(l) o Hy(f) y Hn(1x) = 1u,(x). Asi, Hy(1) o Hy(f) =
La,(x)- Similarmente, H,(f) o H,(l) = 1g,(v)-

Asi, existen H,(f) : Ho(X) — H,(Y) y Hu(l) : Hy(Y) — H,(X) tales

que Hn<l> © Hn(f) = 1Hn(X) y Hn(f) © Hn(l) = 1Hn(Y)'
Por lo tanto, V' n € Z se tiene que H,(X) = H,(Y). O

Corolario 3.19. Si X es un copo finito contraible, entonces

Z sin=0

0 sin#0

Demostracion. Se sigue del teorema anterior y del ejemplo 3.11. [

Teorema 3.20 (cf. [2], Lema 4.1.2). Sean f,l: X — Y morfismos de orden
que son comparables. Entonces f y | son homotdpicos.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

dnl n
s Gt (X) — 25— G (X) — 2 Oy (X) — -

cnﬂ(nlcm(f) : cna)lcn(wlmtcnuf)

T n+1(Y) Cn<Y) Cnfl(Y) -

dl

U
n+1 dn

Como f y [ son comparables supongamos, sin pérdida de generalidad, que
f<i
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Veamos que f ~ [, es decir, que existen 0, : C,(X) — Cp,11(Y) tales que
d, 11 00p+ 0p_10d, = Cp(l) — Co(f) para toda n € Z.

Consideremos entonces 6, : Cy,(X) — C,41(Y) definida para n € Z de
la siguiente forma: si para toda ¢ = 0,...,n se cumple que f(zg) < -+ <
flz) <l(x;) <--- <l(x,), entonces

On(T0, -y ma) = > (=1 (f(@o), -, flxi) 1), U (x))

=0

en otro caso tenemos que
(5n(x0, c. ,.Tn) = 0.

Note que, al estar definida en los bésicos de C),(X), extendiendo linealmente
tenemos que §,, es morfismo de grupos abelianos.

Verifiquemos que f y [ son homotépicos, es decir, que d,, , 06, +0,_10d,, =
Cn(l) — C,(f) para toda n € Z.

Sea (zo, ..., ,) un elemento generador de C,,(X). Tenemos que
(Cn(l) = Cu(f)) (0, -y n) = (o), - -, 1)) = (f(20), - - f(n)) -
Ahora desarrollemos (d),,, 0 8, + 6,1 0 dy,) (zo, ..., Tp):

(d;L—i-l 00, +0,_10 dn) (X0, -y Tn)

= (d 11 00,) (o, .-, 2p) + (01 0 dy) (20, ..., T0)

—d (Z(—w‘ (f(xo), . fx), (), ... ,l(a:n)))

=0

601 (Z(—ni (o, Ty, . .. ,xn)>

=0
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= diy 1 (F(@o), U(wo), - Wan)) + D (=1)dy iy (f(0), - fl@i), U)o, L))
=1
+Z(_1)26TL—1 (ZL’(), 7%\17 ,$n>
=0
- dn+1 (f($0), l(l‘o), 7l(xn)) + Z(_1>Zd;1+l (f(x0)7 7f(xz)a l(xz)a al(xn))
i=1
n+1

+ Z<_1)i715n71 (.1'0, s 7'77/1;\17 s 7:Cn)
i=1

Desarrollemos cada sumando y reindexemos adecuadamente:

—

= (f(20), l(wo), - - - Uxn)) (1)

+j;(_1)j+1(f(xo),z(xo),...,z@, ,l(xn)> (2)

. é_ly j;<—1>ﬂ (Flaohsoo @ Fad ey M) B)
+§<_1y:1<—1>f (Fan)ee £ U ) la) (@)
+§< 1>zlg<_1>j<f<xo>,...,m S ), l(w) ()
+g<_1>i§<—1>f’<f<xo>,...,f<xj>,z<xj>,...,@,...,zm)) (6)

Notemos que el término (1) esigual a (I(xo), ..., l(z,)) = Cn(l)(z0, . . ., Tp).
Ademas, si tomamos i =n,j =n+ 1 en el término (4), tenemos que es igual
a

—

(_1)n+n+1 (f(!EO), ) f(xn)v l(l’n)> == (f(z(])v ) f(xn)) = _Cn(f)($0, e a$n)

Ahora veamos como se eliminan los deméas términos:
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e Si tomamos j = 0 en el término (2) y en el término (3) tomamos
1 = 1,7 = 1, podemos notar que se trata de términos iguales pero con
signo contrario, pues el primero tiene signo (—1)°*! = —1 y el segundo
(—1)*! = 1. Por lo tanto, se eliminan.

e Si tomamos j > 1 en el término (2), tenemos

n

SO0 (f(w0), Uwo), - Uwy), - ) )

j=1
Por otro lado, si tomamos j = 0 en el término (6) tenemos

n

D (=D (f (o), Uwo), -, Ty Uwn)) -

i=1
Asi, si tomamos j = ¢ podemos notar que se trata de los mismos térmi-
nos con signo contrario, pues para el primero tendremos (—1)! y para
el segundo (—1)*. Por lo tanto, se eliminan los términos.

e Si del término (3) ahora tomamos i = j > 2 tendremos

n
o —

S (Fwo) s Flaa), U)oU)

i=2
y si tomamos j =i+ 1 < n del término (4) tendremos

n

SO0 (Fo), o i) i), - M)

i=2
Se puede ver que se trata de los mismos términos y claramente tienen
signos diferentes. Por lo tanto, se anulan.

e Si tomamos los sumandos restantes del término (3), es decir,

n
Z (_1)i+j <.f(x0)a R f(xj)a R f(-rz)a l(l&), s 7l($n)>
055
y el término (5), podemos notar que tienen los mismos sumandos si
f(z;) vy T;_| estan en la misma posicion, es decir, si j = i — 1. Al
sustituir estos valores en cada término tendremos que los signos son
(1)t = —1y (—=1)" 1 =1, por lo que estos términos se anulan.
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e Finalmente, si tomamos los sumandos restantes del término (4) y los
términos restantes del término (6), éstos tienen los mismos sumandos si

—_—

[(xj—1) y T; estan en la misma posicion, es decir, si j =i+ 1. En cada
término tendremos que los signos son —1 y 1 respectivamente, por lo
que se anulan los términos.

Por lo anterior, los tinicos términos que no se anulan son los correspon-
dientes a (C,,(f) — Cr (1)) (o, ..., x,). Asi, f y | son homotépicos. ]

4 G——copos y la conjetura de Quillen

Definicion 4.1 (G—copo, cf. [11]). Sea G un grupo finito. Sea X un copo
finito que ademéas es un G—conjunto. X es un G'—copo (finito) si para todo
g € G y para todo z,y € X se cumple que z < y implica que gr < gy.

Definicion 4.2. Sean X, Y dos G—copos. Sea f : X — Y una funcion.
Diremos que f es un morfismo de G—copos si f es morfismo de orden y
morfismo de G—conjuntos.

De igual forma, diremos que f es un isomorfismo de G-copos si f es
isomorfismo de orden e isomorfismo de G—conjuntos.

Observacion 4.3. Sea X un G—copo finito. Entonces para n € N, Sd,,(X)
es un G—conjunto con la siguiente accion:

Para todo g € G y todo (o, ...,x,) € Sd(X), g(xo, ..., 2n) = (9Z0, - - ., 9Tn).

En efecto, sea (xg,...,z,) € Sd,(X). Primero notemos que e (xg,...,x,) =
(exq,...,exy) = (xo,...,Tp).
Por otro lado, sean g1, g2 € G. Entonces tenemos que (g192) (zg, ..., T,) =

((9192) 2o, - - (g9192) 2n) = (91 (920) .-, 91 (922n)) = g1 (9270, - .-, Gotn) =
g1 (g2 (o, ..., 20)).
Asi, podemos ver a Sd,(X) como un elemento de B(G).

La siguiente definicion del invariante de Lefschetz se debe a J. Thévenaz
(cf. [11], p. 124):

Matematicas y sus aplicaciones 16, Capitulo 2, paginas 45-73



64 Itzel Rosas Martinez, David Villa Hernandez, César Cejudo Castilla

Definiciéon 4.4. Sea X un G-—copo finito. El invariante de Lefschetz de X es
el elemento de B(G) definido de la siguiente forma:

oo

Ax =) (—1)"Sd,(X).

n=0

Como X es un G—copo finito, esta suma es finita.

Dicho invariante es importante dentro de la teoria de representaciones y
es esencial en este trabajo.

Ejemplo 4.5. 1. Sea X = {e}. Entonces Ax = (—1)'Sdp(X) = {e} =
|G/G] = 1p(c).

2. El invariante de Lefschetz del copo vacio es Ay = [B] = Op(q).

Proposicion 4.6 (cf. 3], 11.2.11). Sean X, Y dos G—copos finitos. Entonces
AXUY = AX + Ay en B(G)

Demostracion. Primero veamos que para todan € Z, Sd,(XUY') = Sd,(X)U
Sd,(Y). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que X y Y son ajenos.

(C) Sea (zo,...,r,) € Sd, (X LUY). Entonces xq,...,x, € XUY y xy <
e < Ty

Luego, (zg,...,xp € X yxg < -+ < x,) 0 (Tg,..., 2, EY yag< -+ <
z,). De ahi que (xg,...,z,) € Sd,(X)U Sd,(Y). Afirmamos que esta union
es ajena, pues si (xo,...,z,) € Sd,(X) N Sd,(Y), entonces (xg,...,z, € X
yag<-<xp)y (Toy...,0n €Y y o < -+ <), por lo que zg,...,x, €
X NY, lo cual es una contradicciéon pues estamos suponiendo que X y Y son
ajenos. Asi, Sd,(X UY) C Sd,(X)U Sd,(Y) para toda n € Z.

(D) Sea (xq, ..., x,) € Sd,(X)USd,(Y). Entonces tenemos que (zg, . . ., T,)
€ Sd,(X) o (xg,...,x,) € Sd,(Y). Luego, (zo,..., 2, € X yxg < -+ < 2y)
o (xg,...,0p € Y y a9 < -+ < x,). Entonces xg,...,z, € X UY y
xo < -+ < Xy Ast, (2o, ..., 1) € S, (X UY).
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Por lo tanto, Sd,,(X UY) = Sd,(X) U Sd,(Y) para toda n € Z. Asi,

[e.9]

Axiy =) (=1)"Sd, (X UY)

I
Mo 1

1) (Sd(X) U Sdy (V)

i
o

Mg

(—=1)"Sd,( Z 1)"Sd,(

x + Ay [

3
I
o

Teorema 4.7 (cf. [3],11.2.9, 11.2.11). Sea G un grupo y sean X yY G-copos
finitos. Denotamos por X XY el producto cartesiano de X y Y, dotado con
la accion diagonal y con el siguiente orden: para cualesquiera x,x' € X vy
cualesquiera y,y' € Y, (z,y) < (2/,y') st y sélosix <z’ yy <y’

Entonces Axwy = Ax Ay en B(G).

Teorema 4.8 (cf. [3], 11.2.8). Sean X yY G-copos finitos y H < G. Enton-
ces:

1. (Ax)" = Axn en B(Ng(H)/H),

2. or(Ax) = x (XH),

3. Ax = Ay en B(G) si y sdlo si x (XH) =X (YH) para cualquier sub-

grupo H de G.

Demostracion. 1. Primero veamos que para toda n € Z se cumple que
Sd,(X)" = Sd, (X*). Sea (xo,...,2,) € Sd(X)" y sea h € H.
Entonces h(xg,...,z,) = (hzo, ..., hz,) = (zo,...,T,), es decir, hz; =

x; para toda i € {0,...,n}. Luego, x; € X para toda i € {0,...,n}.
Asi, (2o,...,2,) € Sd, (X)), por lo que Sd,(X)” C Sd,, (X*) para
toda n € Z.

Ahora, sea (xg,...,z,) € Sd, (XH) Tenemos que h (xg,...,T,) =
(hzo,...,hr,) = (xg,...,1,) para cada z; € X y para cada h € H,
por lo que (zg,...,7,) € Sd,(X)".
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Asi, Sd,, (X)) C Sd,(X)H para toda n € Z. Luego,

(Ax)" = (Z(—l)”smm)

n=0

S (1) Sd, (X)"

3
Il
o

[
WE

(~1)"Sd,, (X"

n=0
= Ayn.
2. Notemos que
er(Ax) =|(Ax)"| (por Definicién 2.1)
= |Au| (por 1. de este Teorema)
= i(—l)"Sdn (X™)|  (por la Definicién 4.4)
n=0

= i(—l)" |Sd, (XH)} (el morfismo marca es de anillos)
- ;:((;(H) (por la Definicion 3.4)

3. Se sigue de 2. de este Teorema y del Corolario 2.13. [

Ejemplo 4.9. Consideremos al copo Y descrito en 2. del Ejemplo 3.5y a G
un grupo finito actuando trivialmente en él, es decir, gy = y para cualesquiera
g€ GyyeY. Con esta accidon, Y es un G—copo.

Luego, notemos que para cualquier H < G, Y# =Y ast que x (Y¥) =
x(Y)=-1.

Por el teorema anterior, Ay = —1 B(G)-

Definiciéon 4.10. Sea X un copo finito. Decimos que X es aciclico si X tiene
la homologia de un punto, es decir, si

7Z sin=0

H”(X):{o sin£0
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Definicién 4.11. Sean G un grupo finito y X un G—copo finito. Decimos que
X es G-aciclico si para todo H < G subgrupo se tiene que X es aciclico, es
decir, si

I (XH)— Z sin=0
" |0 sin#£0

Recordemos que el rango de un Z-mobdulo libre de torsion G, al cual
denotaremos por rank(G), es el numero de elementos en un subconjunto
independiente méximo; y de igual forma definimos el rango de un Z-modulo
arbitrario G como el rango de su parte libre de torsion.

El siguiente es un resultado sobre Z-modulos que nos ayudara posterior-
mente:

Teorema 4.12 (cf. [6], Teorema A.31). Sea 0 — A — B — C —»

0 una sucesion exacta de grupos abelianos finitamente generados. Entonces
rank(B) = rank(A) + rank(C).

Observacion 4.13. Sea X un G-copo finito. Recordemos que la definicion
(o)

de la caracteristica de Euler es y(X) = Z(—l)" |Sd,(X)|. Consideremos la

n=0
siguiente sucesion:

0% 0(X) 20 Gy (X) 22 =2 0y (X) =25 G (X) 2= 0

Recordemos que C,(X) tiene como base a Sd,(X). Entonces el rango de

Cr(X) es rank (Cn(X)) = |Sd,(X)]|, por lo que

X(X) =) (=1)"rank (Cn(X)) .

n=0
Consideremos ahora las siguientes sucesiones exactas cortas:

0——= Ker d, "> Co(X) —2 Im d,, —0 (7)

0—=Im dp1 = Ker dp —2= Hy(X) —0 (8)

Usando el Teorema 4.12, de la sucesion (7) tenemos que

rank (C, (X)) = rank (Ker d,) + rank (Im d,,)
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y de la sucesion (8) tenemos que
rank (Ker d,) = rank (Im d,11) + rank (H,(X)).
Entonces

rank (Cn(X)) = rank (Im d,) + rank (Im dp+1) + rank (H,(X)) .

Luego,

o0 o0

Z(—l)"r(mk (Ch(X)) = Z(—l)" (rank (Im d,) 4+ rank (Im d,y1) + rank (H,(X))) .

n=0 n=0

Al tratarse de una suma alternada, los respectivos sumandos rank (Im d, 1)
y rank (Im d,) se cancelan para toda n € N. Asi,

> (=1)"rank (Co(X)) =Y (=1)"rank (H,(X))
es decir,
X(X) = (=1)"rank (H,(X)).

Proposicion 4.14 (cf. [2|, Proposicion 4.2.5). 1. Sean X yY G-copos fi-
nitos y sean f : X — Y, 1Y — X morfismos de G—copos. Silo f
es comparable con 1x y f ol es comparable con 1y, entonces Ax = Ay

en B(G).

2. Si un G—copo finito X tiene un elemento mayor o menor, entonces X
es contraible. Mds aun, X es G-aciclico.

Demostracion. 1. Por 3. del Teorema 4.8, basta con demostrar que para
todo H < G se cumple que x (X*) = x (Y#).

Notemos que, si f : X — Y yl:Y — X son morfismos de G—copos,
entonces fi = flxu : X7 — YH yilg =llyu: Y — X7

De ahi que Iy o fg es comparable con 1xx y fg oly es comparable
con lyw. Luego, por el Teorema 3.20 tenemos que lg o fg ~ lxw y
fH o lH ~ 1yH.
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Entonces, por la Proposicion 3.16, H, (Ig o fu) = Hy, (1xn) = 1g, (xm)
y Hy (fuoly) = Hy(lyn) = 1y, yny, es decir, H, (Ig) o H, (fu) =
1Hn(XH) y Hn (fH)OHn (lH) = 1Hn(YH)' De ahi que Hn (XH) = Hn (YH),
por lo que rank (Hn (XH)) = rank (Hn (YH)).

Por lo tanto, Z(—l)"mnk (H, (X™)) = Z(—l)"rank (Ho (Y™)), es

decir, x (X#) = x (YH).

2. Sea X un G—copo finito y supongamos que existe un elemento menor
en X, a saber, zo. Sea g € GG. Como xy es elemento menor, entonces
2o < gro ¥y 1o < g 1ag, es decir, 7y < gz ¥ g9 < 0. Entonces para
toda g € G se tiene que gry = o, por lo que zy € X%. De hecho,
para cualquier H < G se tiene que zo € X. De ahi que X¥ tiene un
elemento menor para todo H < G.

Sean f: X! — eyl :e — X morfismos de G-copos tales que
para todo z € X se cumple que f(z) = o y [ (o) = x.

Notemos que (f o 1) (o) = f (I(s)) = f(zo) = & = 1.(s), por lo que fo!
es comparable con 1,.

Por otro lado, para todo z € X ocurre que (lo f)(2) = [ (f(2)) =
(o) =x¢ < z=1xu(2), es decir, Lo f < 1yu, por lo que son compara-
bles.

Asi, por 1. de esta Proposicion, tenemos que Axr = Ay = 1) (por 1.
del Ejemplo 4.5).

Por otra parte, o f ~ 1xun y fol ~ 1,, por lo que X# es contraible.
De ahi que X es G—aciclico.

El caso en el que X tiene elemento mayor es analogo. [

Sea GG un grupo y p € Z un nimero primo tal que p divide al orden de G.
Denotamos por S,(G) al conjunto de p-subgrupos de G no triviales, es decir,

Sp(G) ={P <G| P#1y P es psubgrupo}.

Observacion 4.15. S,(G) es un G—copo con la accion conjugacion y el orden
dado por la inclusion, es decir, si H, K € S,(G), entonces H < K si y sélo si
gHg™ < gKg™".
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Para dar contexto a la conjetura de Quillen daremos las siguientes nociones
provenientes de la topologia algebraica.

Definicion 4.16 (cf. [5], p. 359). Un complejo simplicial abstracto (finito) es
una coleccion K de subconjuntos no vacios, llamados simplejos (abstractos),
de un conjunto finito V', llamado conjunto de wvértices, con la propiedad de
que todo subconjunto de un simplejo es un simplejo.

Un n-simplejo es un conjunto o en K con n + 1 elementos.

Definicion 4.17 (cf. [5], p. 360). El conjunto
{toPo+t1PL+ -+, Py [t 2 0,80+t + - + ¢, = 0}
es llamado simplejo geométrico generado por los puntos Fy, ..., P, € V.

Definicion 4.18 (cf. [5], p. 360). La realizacion geométrica de un complejo
simplicial abstracto K, denotada por |K|, se construye tomando los vértices
V' como base para un espacio vectorial, y definiendo a |K| como la uniéon de
los simplejos geométricos generados por los simplejos abstractos en K.

Daniel G. Quillen, inspirado en los trabajos de K. Brown sobre caracteris-
ticas de Euler para grupos discretos y en los cuales se da una variante de un
teorema de Sylow usando la caracteristica de Euler de la realizacion geométri-
ca del copo S,(G), estudio6 las propiedades homotépicas de dicha realizacion
geomeétrica en su articulo [8].

Dentro de este articulo estableci6 la siguiente conjetura:

Conjetura 4.19 (Quillen, cf [8]). Sea G un grupo finito y p € Z primo tal
que p divide al orden de G. Consideremos S,(G). Entonces son equivalentes:

1. La realizacion geométrica de S,(G) es contraible topoldgicamente.

2. Existe P un p-subgrupo normal no trivial de G.

Esta conjetura ha sido muy estudiada durante las tltimas décadas y toma
relevancia al considerarse una via de comunicacion entre la teoria de grupos
finitos, la topologia algebraica y la combinatoria. Ha sido probada para al-
gunos tipos de grupos, por ejemplo para grupos solubles (véase [8|, Teorema
12.1, Corolario 12.2), pero en general la conjetura sigue abierta. Ademas, las
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herramientas que se han desarrollado al estudiarse la conjetura se muestran
utiles en las interacciones entre dichas areas.

Se demostrara una afirmaciéon més débil que esta conjetura y meramente
algebraica a continuacion.

Teorema 4.20 (cf. [2], Proposicion 4.3.2). Sea G un grupo. Entonces Ag () =
1) sty solo si existe un p—subgrupo P de G normal no trivial.

Demostracion. =) Supongamos que As, @) = 1p). Entonces para to-
do H < G se cumple que g (Agp(g)) = 1. En particular, ¢g (ASP(G)) =
vc (1)) =1, es decir, x (S,(G)¢) = 1.

Afirmamos que S,(G)“ # 0, pues en caso contrario, x (S,(G)) = 0.
Entonces existe P € S,(G), es decir, para toda g € G, gPg~! = P; es decir,
P es un p—subgrupo de GG normal no trivial.

<) Supongamos que P es un p—subgrupo normal no trivial de G. Con-
sideremos [P,00) = {E < G | P < E} C S,(G). Notemos que [P, 00) es un
G-copo, pues si Q € [P, ), entonces P < Q. Luego, P = gPg™' < gQg™' €
[P, 00).

Sean ¢ : [P,00) — S,(G) el morfismo inclusion y f : 5,(G) — [P, o0)
morfismos de G—copos dados por ¢(Q) = Q) y como P < G, entonces [ esta
dado por f(Q) = PQ.

Ahora, (fo)(Q) = f(Q) = PQ = Q = 1;poy(Q), pues P < @, por lo
que f ot = 1py. De ahi que f os es comparable con 1jp).

Ademas, (1o f)(Q) =1 (PQ) = PQ > Q = 15,(¢)(Q), por lo que to f >
Ls, (@), es decir, son comparables.

Luego, por 1. de la Proposicion 4.14, Ag, ) = Ajpe)- Pero como [P, 00)
tiene un elemento menor, a saber, P, por 2. de la Proposiciéon 4.14 tenemos
que Ajpoo) = 1p(q), es decir, Ag ) = 1) ]

Definicion 4.21. Sea X un G—copo finito. Decimos que X es G—contraible
si para todo H < G subgrupo se cumple que X es contraible.

Notemos que, si X es un G—copo finito G—contraible, por definiciéon si H
es subgrupo de G se tiene que X* es contraible. En particular si H = {e} es
el subgrupo trivial tendremos que X = X es contraible. Es, en este sentido,
que afirmamos que el siguiente resultado es mas débil que la conjetura 4.19.

Teorema 4.22. Sea G un grupo finito y p € Z primo tal que p divide al orden
de G. Consideremos S,(G). Entonces son equivalentes:
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1. As ) = 1B@);
2. FExiste un p—subgrupo P de G normal no trivial;

3. Sp(G) es G—contraible.

Demostracion. Sea G un grupo finito.

(1. = 2.) Se da por el Teorema 4.20.

(2.=3.) Como P < G, en particular se tiene que P € S,(G)" para
cualquier H < G. Tomemos f : S,(G) — [P,oc0) e 1 : [P,00) — S,(G)H
(el morfismo inclusion) morfismos de G—copos tales que f(Q) = PQ e +(Q) =
Q.

Como [P, 00) tiene un elemento menor, entonces por 2. de la Proposicion
4.14, [P,00) ~ e. Notemos que (fo:)(Q) = f(Q) = PQ = Q = 1;po)(Q)
para todo @ € [P, 00). En particular, f oty 1;p. son comparables.

También observemos que (1o f) (Q) = «(PQ) = PQ > Q = 1g,¢)u(Q)
para todo @ € S,(G)". De ahi que to f y 1g (u son comparables.

Luego, por el Teorema 3.20, f o ~ 1jps) y to f ~ 1g u, por lo que
S,(G)H ~ [P,0). Como [P,c0) ~ e, tenemos que S,(G)7 ~ e es decir,
Sp(G) es G—contraible.

(3. = 1.) Como S,(G) es G-contraible, entonces S,(G)? ~ e para todo
H < G. Luego, x (S,(G)") =1 = x({e}) = x({#}") = x(15s,) para todo
H S G. De ahi que ASP(G) = 1B(G’)- O
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Resumen

Se presenta el resultado de una prueba de diagnéstico que se aplicé a un
grupo de estudiantes de una preparatoria de la Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla para conocer su nivel de comprensiéon en el tema
de angulos y triangulos. Ademas de los resultados de la prueba escrita
se presentan las entrevistas de dos estudiantes seleccionados del grupo
que respondié el diagnoéstico. El diseno y analisis de las respuestas de la
prueba y de las entrevistas se basan en el Modelo de Van Hiele y pretende
ser un punto de partida para una propuesta de actividades fundamenta-
das en este modelo. Después del anélisis de sus respuestas se concluyd
que la mayoria puede utilizar definiciones, pero solo con estructuras sen-
cillas, de tal forma que tuvieron dificultades para discriminar angulos y
tridngulos de figuras con lados curvos. También, que un ejemplo puede
servirles como prueba y que son pocos los que tienden a usar propiedades

matemaéticas para justificar sus afirmaciones.
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1 Introduccion

Los conceptos basicos de la geometria, &ngulo y triangulo son de los més estu-
diados en los programas de la educacion obligatoria en México. Esto quizas se
debe a su gran aplicaciéon en la solucion de problemas de la vida diaria y sus
conexiones con diversos conceptos matematicos. El concepto de tridangulo es
el ejemplo més ilustrativo porque su estudio inicia en la educacion preescolar
y continiia hasta la educaciéon media superior, mientras que el del angulo ini-
cia en la educaciéon primaria y se prolonga también hasta la educacién media
superior.

De la literatura se desprende que los estudiantes presentan dificultades
para comprender la naturaleza multifacética de estos dos conceptos y que es
esta caracteristica la que conlleva a contar con una amplia gama de defini-
ciones de los mismos ([2], [3], [7], [13] [14] y [15]). Barroso en [1]| reporta que
las dificultades se deben al uso de modelos prototipo y Tsamir [18] menciona
que se deben a la falta de contraejemplos y no ejemplos de estos conceptos.

Barroso [1], en su investigacion sobre el proceso de definir matematicamen-
te al triangulo, explica como las definiciones formales de tridngulo expuestas
en los diferentes textos, las utilizaciones de los materiales para construir trian-
gulos y la manera como los programas de simulaciéon geométrica trazan trian-
gulos sobre la pantalla pueden influir, tanto en las definiciones personales
como en los esquemas conceptuales de los alumnos.

El matrimonio formado por Pierre y Dina Van Hiele propuso un modelo de
ensenanza y aprendizaje de la Geometria en 1957, el cual ha sido ampliamente
aceptado por la comunidad de investigadores en educacion matematica. En
su modelo describen el razonamiento geométrico a través de cinco niveles y
proponen cinco fases para guiar el proceso de ensenanza.

En las preparatorias de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
se imparte el tema de angulos y tridngulos en el segundo semestre. Dos de los
autores de este trabajo son docentes de una de esas preparatorias e imparten
este tema regularmente, por lo que decidieron evaluar la comprension de los
estudiantes antes de impartir el tema. Con los resultados de este diagnostico,
se pretende disenar una propuesta didactica que favorezca la comprension de
angulos y triangulos.

Asi, el objetivo de este trabajo es analizar la comprension de los conceptos
de dngulo y tridngulo con base al Modelo de Van Hiele, mediante un instru-
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mento que evalia los niveles de razonamiento y los procesos de pensamiento
propuestos por Gutiérrez y Jaime [8] de un grupo de estudiantes de nivel
medio superior de la Benemeérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP).
El analisis de las respuestas es de tipo cualitativo y se complementa con una
entrevista hecha a cuatro de los participantes con la intenciéon de profundi-
zar en su razonamiento, pero solo se presentan las respuestas de dos de ellos
para ilustrar esta actividad. Como resultado de este analisis (de respuestas
escritas y entrevistas) se concluye que la mayoria de los estudiantes se en-
cuentran en los niveles uno y dos del modelo y que, por tanto, es necesario
disenar actividades didacticas que los ayuden a transitar hacia los niveles tres
y cuatro.

2 Marco Teo6rico

Clasificacion de dificultades en los conceptos de angulo y
triaAngulo

Los conceptos de angulo y triangulo son de los temas geométricos que se
estudian por un periodo largo de tiempo, del nivel basico hasta el nivel medio
superior, sin que esto implique una compresiéon completa de ellos. Lo anterior
se ha reportado en varios estudios. Rotaeche y Montiel [15] mencionan, a
partir de las investigaciones de Casas y Luengo [2]|, Mitchelmore y White
[13], Clements y Burns [3]| y otros, que la dificultad impuesta por el propio
concepto se debe a la diversidad de definiciones que hay en los libros. Las mas
frecuentes son: Cantidad de giro alrededor de un punto entre dos lineas; Un
par de rayos con un punto en comin; Una region formada por la interseccion
de dos semiplanos.

Rotaeche y Montiel [15] precisan también que existen dificultades frecuen-
tes que surgen del uso de diversas definiciones del concepto de angulo:

1. La coordinacion de las distintas facetas del concepto, por ejemplo, como
giro (Mitchelmore y White, [12]), o como inclinacion (Douek, [6]).

2. Las que se derivan por asumir que la longitud de las rectas que definen
al angulo afecta su medida.

3. Identificar al angulo dentro de otras figuras.

4. Reconocer como angulos los de medida 0°, 180° y 360°.
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Rotaeche y Montiel [16] y [17] plantean con evidencia empirica que es po-
sible usar el concepto sin definirlo formalmente. En [15], las mismas autoras
dan evidencia de la construccion de significados, representaciones y usos, pre-
vio al concepto formal. Su resultado mas importante con respecto a la nocién
de angulo, por medio de su diseno didactico, es la construccion de ciertos
significados angulares en los estudiantes. Sin embargo, observan que el paso
a una abstracciéon del concepto les resulta una tarea compleja, por lo cual
sugieren mas tiempo del asignado al tema u otro enfoque de ensenanza. Para
el caso del concepto de tridngulo, Barroso [1] encontré que las definiciones
revisadas en los textos se podrian agrupar en las categorias siguientes:

1. Descripcion de triangulo.

2. El tridangulo como poligono.

3. Atributos de los triangulos.

4. jPueden estar los vértices situados en linea recta?

La gran mayoria no descarta explicitamente que los vértices puedan es-
tar situados en linea recta, por lo que, dicha mayoria, entiende que se puede
considerar al triangulo «degenerado», con sus vértices en linea recta. El uso
de diferentes definiciones del concepto de tridngulo genera confusiéon en los
alumnos, no permite una generalizacion del triangulo y eso causa concepcio-
nes erroneas, como suponer que un tridngulo podria estar formado por lados
curvos.

El Modelo de Van Hiele

El modelo propuesto por Pierre M. y Dina Van Hiele (en adelante, Modelo
de Van Hiele) es descriptivo e instructivo; en su fase descriptiva se identifican
las diferentes formas de razonamiento geométrico de los sujetos y se puede
valorar su progreso, mientras que en su fase instruccional indica las pautas
a seguir por el profesorado para que el avance del alumno esté presente. Se
centra en la determinacion de la evoluciéon del razonamiento geométrico de los
estudiantes mediante cinco niveles consecutivos, que tienen que ir superando
la sucesién inmediata para poder pasar al siguiente. Se trata de un proceso
lento que puede llevar incluso anos, en el que se va pasando de un nivel al
siguiente, sin que exista la posibilidad de saltarse ninguno de ellos. Cada nivel
supone la comprension y razonamiento geométrico por parte del estudiante
de un modo distinto, por lo que su manera de definir, interpretar y demostrar
los conceptos varia. A continuacion se describen cada uno de los niveles:
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NIVEL 1. Reconocimiento o visualizacion: El estudiante no diferencia par-
tes de las figuras geométricas, sino que conoce las formas como un todo.

NIVEL 2. Analisis: El estudiante reconoce las formas, pero no establece
relaciones entre propiedades de distintas familias de figuras.

NIVEL 3. Deduccion informal: El individuo determina las figuras por sus
propiedades, construye interrelaciones, pero ain su razonamiento esta basado
en la manipulacion.

NIVEL 4. Deduccion formal: El alumnado puede realizar deducciones y
demostraciones logicas y formales, entiende la naturaleza axiomética.

NIVEL 5. Rigor: Capta la geometria en forma abstracta, capacitado pa-
ra analizar el grado de rigor de varios sistemas de deduccion y realizar una
comparativa. Es un nivel alcanzado por estudiantes universitarios con apti-
tudes geométricas. Por lo que, en muchas de las investigaciones y estudios en
estudiantes no universitarios, este nivel no se incluye.

El transito de un nivel a otro, necesita asegurarse con instrucciones ade-
cuadas, las cuales no dependen de la edad o madurez intelectual de los es-
tudiantes, sino de la ensenanza. Asi, este modelo propone que la instruccion
debe incluir 5 fases.

FASE 1: ENCUESTA / INFORMACION. En esta fase inicial el profesor
determina mediante el didlogo con los estudiantes dos aspectos importantes:
a) cudl es el conocimiento previo sobre el concepto que se va tratar y b) se
expone qué direccion tomaré el estudio con posterioridad y toda observacion
que sea pertinente. En esta fase se introduce el vocabulario especifico del nivel
de que se trate.

FASE 2: ORIENTACION DIRIGIDA. Determinado en la fase anterior el
conocimiento previo del alumno sobre el concepto a estudiar, los estudiantes
exploran dicho concepto a través de los materiales que les presenta el profesor
de forma secuencial, de tal manera que las actividades progresivas permitan
revelar las estructuras caracteristicas de cada nivel. Las cuestiones a plantear
por el profesor no deberfan tener ambigiiedades.

FASE 3: EXPLICITACION. Partiendo de sus experiencias previas, los
estudiantes expresan e intercambian sus opiniones acerca de las estructuras
observadas. En esta fase se explicita el sistema de relaciones exploradas. El
papel del profesor debe ser minimo si bien debe cuidar que el lenguaje del
alumno sea el apropiado a su nivel.

FASE 4: ORIENTACION LIBRE. En esta fase el alumno se enfrenta a
tareas mas complejas, trabajos con muchas etapas y que pueden concluirse
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por distintos procedimientos. El objetivo de esta fase es la consolidacion de
los conocimientos adquiridos y su aplicaciéon a situaciones inéditas, aunque
de estructura comparable a las estudiadas previamente.

FASE 5: INTEGRACION. El estudiante revisa, suma y unifica los obje-
tivos y sus relaciones que configuran el nuevo sistema de conocimiento cons-
truido. En esta fase no se presenta nada nuevo, simplemente se plantea como
sintesis de lo ya hecho y, en todo caso, revision de los origenes que dieron
lugar a esa sintesis. Una vez superada esta quinta fase los estudiantes han
alcanzado un nuevo nivel de conocimientos y estan dispuestos para repetir
las fases de aprendizaje en el nivel inmediato superior.

Gutiérrez y Jaime [8] llegan a la conclusion de que un nivel de razonamien-
to de Van Hiele no se puede considerar como proceso singular alcanzado por
el estudiante, sino como un conjunto de procesos. Un estudiante alcanza un
nivel solo cuando muestra dominio de los procesos que integran dicho nivel.
Algunos autores consideran estos procesos exclusivos de un solo nivel, Villiers
y otros [5] los consideran compartidos por varios niveles [10].

Gutiérrez y Jaime proponen cuatro procesos de razonamiento matematico
para caracterizar cada nivel del Modelo de Van Hiele:

RECONOCIMIENTO: De tipos y familias de figuras geométricas, identi-
ficacion de componentes y propiedades de las figuras.

DEFINICION: De un concepto geométrico. Este proceso puede ser visto
de dos maneras. Como la formulacién de definiciones de conceptos que estan
aprendiendo los estudiantes y como el uso que dan los estudiantes a una
deficion leida en un libro de texto, escuchada de un maestro u otro estudiante.

CLASIFICACION: De figuras o conceptos geométricos en familias o clases.

DEMOSTRACION: De propiedades o afirmaciones, esto es, explicar de
alguna manera convincente porqué alguna propiedad o afirmacién es verda-
dera.

Cada uno de estos procesos es parte de uno o mas niveles de razonamiento
del modelo. El cuadro 1, resume las principales caracteristicas de cada proceso
utilizado para distinguir entre estudiantes de los diferentes niveles del Modelo
de Van Hiele.
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Niveles de Van | Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Hiele/ Proce-

Sos
Identificacion | Atributos Propiedades
fisicos matematicas
Uso de Solo Cualquier Acepta  varias
definiciones definiciones definicion definiciones
con estructura equivalentes
sencilla
Formulacion Lista de Lista de Conjunto  de | Pueden probar
de definiciones | propiedades propiedades propiedades la equivalencia
fisicas matematicas necesarias y | de definiciones
suficientes
Clasificacion Exclusivamente | Exclusivamente | Se mueve entre
basada en basada en | inclusiva y
atributos fisicos | atributos mate- | exclusiva
maticos
Prueba Verificacion con | Pruebas logicas | Pruebas
ejemplos informales matematicas
formales

Cuadro 1: Procesos y niveles de Van Hiele

3 Método

Este es un estudio de tipo cualitativo e interpretativo en el que se analizan las
respuestas de un grupo de estudiantes a un cuestionario diseniado para eva-
luar su nivel de comprensién de los conceptos angulo y tridngulo y algunas
de sus propiedades. En el analisis también se consideraron las respuestas a
entrevistas que se realizaron a estudiantes seleccionados porque se considerd
necesario profundizar en su razonamiento. El nivel de comprensiéon se descri-
bird de acuerdo al Modelo de Van Hiele y a los procesos de pensamiento de
Gutiérrez y Jaime [8]. Aqui se presenta el analisis a las respuestas escritas y el
anélisis de dos de las entrevistas con la intencién de mostrar coémo fue posible
obtener més informacién sobre los niveles y procesos de los estudiantes.

Matematicas y sus aplicaciones 16, Capitulo 3, paginas 77-104



Lidia Aurora Hernandez Rebollar, Israel Molina Lara, José Eduardo
84 Reynoso Lara

Participantes

Los participantes fueron 78 alumnos de dos grupos del segundo semestre (uno
matutino y otro verpertino) de una Preparatoria de la Benemérita Universi-
dad Autéonoma de Puebla. El grupo matutino constaba de 40 estudiantes y
el vespertino de 38; su edad variaba entre los 15 y 16 anos. El 85 % proviene
de escuelas publicas y el resto de escuelas particulares. Se encontraban cur-
sando la materia de Geometria y Trigonometria. El cuestionario se les aplico
de manera individual, en una sesiéon de 50 minutos y se les informé que era
de caracter diagnostico.

Cuestionario

En esta secciéon se presenta el cuestionario que se aplico a los participantes vy,
después, un analisis del contenido del mismo para mostrar coémo se correspon-
den, cada una de las preguntas, con los niveles y procesos que se pretenden
evaluar.

1. A) En la siguiente figura identifica todos los angulos que observes y
maércalos con algtin color.

B) En la siguiente figura identifica todos los triangulos que observes y
maércalos con algtn color.
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2. Marca con el mismo color los angulos iguales en la siguiente figura.

/
=
\

\

3. En la siguiente figura, determina ;cuél es el tridngulo de mayor area?,
justifica tu respuesta

b

4. En la figura que sigue A es el centro de la circunferencia. Prueba que
el tridngulo ACD es isosceles.
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Los reactivos miden los niveles y procesos de Van Hiele de acuerdo con el
cuadro 2.

Niveles de Van | Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
Hiele/ Proce-
SOs

Identificaciéon | la, 1b,2y 3

Uso de la, 1b, 3y 4
definiciones

Formulacion 3y4
de definiciones

Clasificaciéon 2y 3 3 4
Prueba 3y4 3y4

Cuadro 2: Clasificacion de los reactivos de acuerdo con los procesos y los
niveles de Van Hiele

Andalisis de contenido

Pregunta 1A. Como se puede observar en el cuadro 2, esta pregunta evalta
el nivel 1 en el proceso de Identificaciéon y el nivel 2 en el proceso de Uso de
definiciones. Los alumnos pueden responder identificando los angulos por la
forma que ellos guardan en su mente o haciendo uso de la definicion.

Pregunta 1B. Esta pregunta se propuso para evaluar los mismos niveles y
procesos de la pregunta 1A pero para el concepto de tridngulo.

Pregunta 2. Este reactivo se plante6 para que el alumno analice la figura,
identifique componentes, sus relaciones y descubra propiedades o reglas. De-
bido a que no se solicita justificaciéon de su respuesta, esta pregunta evalda
el nivel 1 en los procesos de Identificacion y Clasificacion del concepto de
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angulo con la aplicacion de la propiedad de los 4ngulos entre rectas paralelas
cortadas por otra recta.

Pregunta 3. Como se observa en el cuadro 2, este reactivo se disené para
evaluar todos los niveles y procesos del modelo, ya que solicita identificar
y justificar su seleccion. Para responder, el estudiante tendré que relacionar
propiedades o reglas descubiertas previamente y justificar la seleccion del
triangulo con mayor érea.

Pregunta 4. Esta pregunta busca evaluar los niveles 3 y 4 en los procesos de
Uso de definiciones, Formulacion de definiciones, Clasificacion y Prueba. Para
responder, el estudiante debe relacionar la definiciéon de triangulo isésceles con
la longitud de los radios de una circunferencia y utilizar estos elementos para
formular una prueba.

4 Resultados

En esta seccion se reportan los porcentajes del total de 78 estudiantes que
se clasificaron en los niveles y procesos del Modelo de Van Hiele que fueron
considerados en el cuestionario. Ademaés, se presentan algunas respuestas de
estudiantes para ilustrar los niveles y procesos que se identificaron en este
grupo de participantes. Durante el anélisis se decidi6 hacer una subdivision
de los niveles, colocando los signos + o - después del ntiimero de nivel para
indicar qué tanto se adecuaban a dicho nivel. En cada pregunta analizada se
explica la razon de ubicar a los estudiantes en un nivel 1+, 1-, 24, 2-, 3+ o
3-, respectivamente.

Pregunta 1A. La mayoria de los estudiantes (76.9 %) reconocio a los angu-
los como la apertura entre dos lineas rectas o segmentos de recta unidas en un
punto. Sin embargo, también marcaron erréneamente algunos espacios entre
lineas curvas, (véase Figura 1). A este grupo de estudiantes se le ubicé en un
nivel 1+. El resto del grupo (23.1 %) marcé como angulos a la apertura entre
dos lineas cualesquiera unidas por un extremo, incluyendo, en gran cantidad,
a lineas curvas, (véase Figura 2). A este grupo de estudiantes se le clasifico
en un nivel 1-.

Pregunta 1B. Un poco menos de la mitad (46.1 %) reconoci6 a un triangulo
como la figura geométrica cerrada de tres lados rectilineos (véase Figura 3),
por lo que se les clasifico en un nivel 1+. El resto (53.9 %) reconoci6é a un
tridngulo como la figura geométrica cerrada de tres lados, incluyendo lados
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Figura 1: Ejemplo de respuesta a la pregunta 1A en el nivel 1+

Figura 2: Ejemplo de respuesta a la pregunta 1A en el nivel 1-
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Figura 3: Ejemplo de respuesta a la pregunta 1B en el nivel 1+

formados por lineas curvas (véase Figura 4), por lo que a este grupo se le
ubico en un nivel 1-.

Pregunta 2. El 47.05% de los alumnos seleccion6é pocos dngulos que son
iguales y la mayoria de los angulos seleccionados no lo eran (véase Figura 6).
A este grupo se le ubico en el Nivel 1-. El 47.2 % se ubico en el 1+ porque la
mayoria de los angulos que seleccion6é como iguales si lo eran, de tal manera
que cometieron pocos errores (véase Figura 5), en donde se puede apreciar
uno de los errores més frecuentes: considerar que la recta paralela de en medio
divide al angulo formado por las dos rectas oblicuas en dos dngulos iguales.
Un 5.75 % de los estudiantes no respondio este ftem.

Pregunta 3. Un 9.2 % pudo alcanzar el nivel 3- porque esboz6 una demos-
tracion informal. Estos estudiantes identificaron al tridngulo mayor e hicieron
referencia a la formula del area, resaltando a la base y a la altura para justifi-
car su respuesta (véase Figura 7). Otro 7.7 % del grupo identifico al triangulo
mayor y mencioné a la formula del area sin intentar una demostracion, por lo
que se ubico en un nivel 2- (véase Figura 8). Un tercer grupo, correspondiente
al 68.5 %, identificaron al tridngulo mayor, pero lo hicieron solo por observa-
cion, no escribieron una justificacion o dieron justificaciones no validas (véase
Figura 9), por lo que se les ubico en un nivel 1+. El 8.6 % no identifico al
triangulo de mayor area y el 6% restante no contest6 la pregunta. En las
respuestas a esta pregunta 3 fue posible observar que, a mayor nivel de ra-
zonamiento los estudiantes usaban un lenguaje méas formal y con un mayor
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Figura 4: Ejemplo de respuesta a la pregunta 1B en el nivel 1-

Figura 5: Ejemplo de respuesta a la pregunta 2 en el nivel 1+
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Figura 7: Ejemplo de respuesta a la pregunta 3 en el nivel 3-

namero de términos matematicos (véase Figura 7), y que a menor nivel (véase
Figuras 8 y 9) el lenguaje era méas sencillo.

Pregunta 4. Un 6.35 % alcanzo el nivel 3+ porque redactaron una demos-
tracion no formal con justificaciones validas (véase Figura 10). Mientras que
otro 9.5 % de los estudiantes se ubico en el nivel 2+ debido a que no propor-
cionaron una prueba, pero si justificaron su respuesta por la estimacion de la
longitud de los lados del triangulo o por una medicién directa de los mismos
(véase Figura 11). Un poco més de la mitad de los estudiantes (55 %) solo
hizo uso de la definicién de tridngulo isosceles para identificar el tridngulo,
por lo que se ubicaron en el nivel 2- (véase Figura 12), otro 15.35 % escribio
justificaciones no validas (véase Figura 13) y un dltimo grupo (15.35%) no
contesto la pregunta. Al igual que en las respuestas de la pregunta 3, podemos
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Figura 8: Ejemplo de respuesta a la pregunta 3 en el nivel 2-
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Figura 9: Ejemplo de respuesta a la pregunta 3 en el nivel 1+
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Figura 10: Ejemplo de respuesta a la pregunta 4 en el nivel 3+

apreciar en las figuras 10, 11, 12, y 13, que la redacciéon de las argumentacio-
nes va utilizando un lenguaje mas formal (a mayor nivel el lenguaje es méas
formal).

Entrevistas

En este apartado se presentan las transcripciones de dos entrevistas seleccio-
nadas, la primera de ellas del estudiante 12V y la segunda del estudiante 25V.
Al entrevistador se le denot6 con la letra E.

ENTREVISTA de 12V

Pregunta 1B

Lee la siguiente pregunta

E: ;Qué idea de tridngulo tenias antes de contestar la prequnta?

12V: ... que era una figura de tres lados, y tres dngulos y todos terminaban
en punta. . .

E: ;Cudntos tridngulos hallaste con esta idea?

12V: ... cinco. ..

E: sTodos son tridngulos?

12V: ... mmmmm, ...ahorita viéndolos uno no es, ...

E: Entonces spor qué lo marcaste?

12V: ... cuando yo lo w, tiene dos lineas rectas y yo las vi una como
recta. . .
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Figura 11: Ejemplo de respuesta a la pregunta 4 en el nivel 2+
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Figura 12: Ejemplo de respuesta a la pregunta 4 en el nivel 2-
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1sdsceles

Figura 14: Imagen de la respuesta de la pregunta 1B del estudiante 12V

En la respuesta a la pregunta 1B, el estudiante 12V muestra la selecciéon
de todos los triangulos contenidos en la imagen proporcionada, més uno que
no lo es; el poligono de la esquina inferior izquierda que él seleccioné tiene
cuatro lados (véase Figura 14). En la entrevista este estudiante definié ade-
cuadamente lo que entiende por tridngulo y se dio cuenta de su error al haber
seleccionado una figura que no era triangulo. Inicialmente, a este estudiante
se le ubico en nivel 1- y con las respuestas de la entrevista se le reubico en el
nivel 1+.

Pregunta 3

E: sMe puedes leer lo que respondiste?

12V: El triangulo de mayor drea es BEF ya que al usar la formula para
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sacar el drea del triangulo es el que mayor drea tiene.

E: ;Qué tridngulo marcaste como el de mayor drea?

12V: BEF E: ;En qué te basaste para decir que ese triangulo era de mayor
drea?

12V: ... en la formula de drea, porque te dice cudl es el de mayor drea,
... Y pues ya nada mds.

12V: Y porque apliqué la formula a los dos tridngulos.

E: ;Como?

12V:  Es que medi la base y luego medi la altura que tienen, porque te
dan la altura de los dos triangulos, entonces el drea del triangulo es base por
altura entre dos y luego la del otro triangulo BEF. El darea de DEB es la que
tiene una altura menor, entonces no podia tener un drea tan grande y el otro
tiene mds altura entonces su drea era mayor.

En cuanto a la pregunta 3 (véase Figura 15), el alumno argumenta en su
respuesta “El triangulo de mayor area es BEF, ya que al usar la féormula para
sacar el drea de triangulo es el que mayor area tiene”, y en la figura de la
pregunta pinta el contorno del tridngulo mencionado (BEF). De acuerdo a lo
escrito por este estudiante, se pensdé que habia hallado el triangulo usando
solo su percepcion y se le habia ubicado en el nivel 2-. Sin embargo, en la
entrevista mencion6 que us6 la férmula para obtener el area, pero midiendo su
altura y su base para establecer que es el de mayor area, ademés, lo comparo
con el triangulo DEB (del cual también midi6 su altura y mencioné que la
base la comparte con el tridngulo BEF). Por esta razon, se le reubico en el
nivel 2+.

Pregunta 4

E: Lee la cuarta pregunta. Para ti ;Qué era un tridngulo isdsceles, antes
de contestar la pregunta?

12V: El que tenia dos lados iguales y uno desigual.

E: ;Me puedes leer lo que respondiste?

12V: Si es escaleno, porque me equivoqué ya que tiene dos lados iguales y
el tercero es mds grande que los otros.

E: ;Te equivocaste y en lugar de poner isdsceles pusiste escaleno?

12V: Si.

E: ;Como sabias que esos lados eran iguales?

12V: Porque el planteamiento dice que A es como el centro de la circun-
ferencia y entonces yo tomé como si los otros dos lados los hicieras como una
recta, como no formaran el tridngulo y entonces si lo tomas como una recta
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Figura 15: Imagen de la respuesta de la pregunta 3 del estudiante 12V

normal medirian lo mismo que FE y si te dice que A es el centro entonces los
otros dos deben medir lo mismo.

E: ;Por qué?

12V: Porque A se supone que ya es el centro de la circunferencia, A es la
mitad de la recta, entonces por eso yo deduje que los otros dos lados deben
tener la misma medida.

E: ;Los mediste?

12V: Ah si, Eso fue lo primero que pensé, lo primero que hice y luego para
comprobarlo los medi con la regla.

En la respuesta escrita de este estudiante (véase Figura 16) podemos ob-
servar que no da ninguna justificaciéon para su afirmacién y que se equivoca
al llamar escaleno al triangulo isésceles. Sin embargo, en sus respuestas de
la entrevista aclar6 que se equivocod en el nombre del triangulo y detalld co-
mo dedujo que los lados AC y AD eran iguales. El gir6 estos lados hasta
hacerlos coincidir con el didmetro de la circunferencia y dado que A es el
centro, concluy6 que debian ser iguales. Con esta nueva informacion, el nivel
del estudiante 12V cambi6 de 2+ a 3+.

En el anélisis de las respuestas escritas del alumno 25V se observo que
en los dos incisos de la pregunta 1, sus respuestas fueron claras. Por lo que
no hubo dudas sobre su ubicacién, en cambio, en las preguntas 2,3 y 4 con-
sideramos necesario entrevistarlo para analizar su razonamiento con mayor
profundidad.

ENTREVISTA DE 25V
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Figura 16: Imagen de la respuesta de la pregunta 4 del estudiante 12V

Pregunta 2

E: Lee la seqgunda prequnta. ;Qué era para ti dngulos iguales?, antes de
contestar la pregunta

25V: Pues que tuvieran la misma apertura.

E: Los dngulos que para ti eran iguales los marcaste del mismo color,
¢ Como decidiste que esos dangulos eran iguales?

25V: Porque se veian del mismo tamano.

E: ;Hubo otro concepto, aparte del que ya mencionaste, para marcar otro
tipo de dngulos iguales?

25V: No.

E: Solo usaste la vista.

25V: FEzxacto.

El alumno 25V selecciond la mayoria de los dngulos iguales de manera
correcta (véase Figura 17), se dedujo que selecciond dngulos opuestos por el
vértice y alternos internos. Sin embargo, la respuesta no es clara porque hay
colores que se repiten en angulos que no son iguales; la ubicacion inicial fue
nivel 2-+. Al preguntarle cual habia sido su criterio para seleccionar los angulos
iguales él respondi6 “Pues que tuvieran la misma apertura”’, “Porque se veian
del mismo tamano” y confirmé que no habia usado ninguna propiedad. Lo
anterior nos llevo a decidir que su nivel correcto era el uno.
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Figura 17: Imagen de la respuesta de la pregunta 2 del estudiante 25V

Pregunta 3

E: Lee la tercera prequnta. ;Me puedes leer lo que respondiste?

25V: Porque es el mds grande y por lo tanto tiene mayor drea.

E: ;s Qué tridngulo marcaste como el de mayor drea?

25V: EBF.

E: ;En qué te basaste para decir que ese tridngulo era de mayor drea?

25V: Porque se veia mds grande.

E: s Algin concepto tedrico?

25V: No, solo el drea, en el momento no.

El alumno 25V, en su respuesta escrita a la pregunta 3 (véase Figura 18),
repinta en color rojo el contorno del triangulo mayor y escribi6 “Porque es el
més grande, y por lo tanto tiene mayor area”; por lo que se le ubico en el nivel
1. En la entrevista manifesté que solo usé su percepcion para seleccionar el
triangulo de mayor area, por lo que su ubicacion se conservo en el nivel 1.

Pregunta 4

E: Lee la cuarta pregunta. ;Qué tridngulo marcaste como isdsceles?

25V: ACD.
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Q: Pox e es el mas
L [ ‘Oﬁd
Y Qo _\O ‘\CA(\‘\C) A eNe 9 th\(je()(

Drinlha miia <1t

Figura 18: Imagen de la respuesta de la pregunta 3 del estudiante 25V

E: ;Me puedes leer lo que respondiste?
25V: Sus lados miden lo mismo y la base tiene medidas distintas

E: ;Qué concepto teorico fue el que utilizaste para saber que ese era el
tridngulo isdsceles?

25V: Los lados iguales y la base de distinto tamano.

E: ;Como sabias que esos lados eran iguales?

25V: Porque segin yo, se ven iguales.

El alumno 25V, en su respuesta escrita a la pregunta 4 (véase Figura 19),
argumenta “Sus dos lados miden lo mismo (AC, AD) y la base tiene medidas
distintas (CD)”, por lo que se le ubico en el nivel 1+. En la entrevista, al
preguntarle en qué se basaba para determinar que el tridngulo ACD era isos-
celes, hace referencia a la definicion “Sus lados miden lo mismo y la base tiene
medidas distintas”, y al querer saber cuél era su base matematica para deter-
minar que es tridngulo isoésceles, el refirio “Porque segtun yo, se ven iguales”.
Al igual que en la pregunta anterior, se confirmé que solo usé la percepcion
para determinar que el tridngulo ACD es is6sceles, por lo que su ubicacion se
conservo en el nivel 1+.
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Cc

Suﬁ.' 605 \Cdos omaen \o W\\SMO(AC,mﬁ
E‘? \a \xﬁt’_ Yene W\f‘Q\‘\Ckls d\S‘x'\T\'\Cks,(CD)

Figura 19: Imagen de la respuesta de la pregunta 4 del estudiante 25V

5 Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado el nivel de razonamiento de un grupo de
estudiantes a través de un cuestionario con cuatro tareas relacionadas a los
temas de dngulos y tridngulos. Hemos mostrado algunas de las respuestas
mas representativas de cada nivel para que el interlocutor pueda identificar
las caracteristicas de los niveles de razonamiento evidenciados con mayor
frecuencia por este grupo de estudiantes.

De los resultados se concluye que la mayoria de los alumnos respondi6 al
cuestionario utilizando un razonamiento propio de los niveles 1 y 2 de Van
Hiele. Lo anterior significa que, los que mostraron un nivel 1, usan inicamente
la percepciéon o lo sensorial para diferenciar tipos de figuras. Estos alumnos
no tienen una definiciéon completa de los conceptos angulo y tridngulo, por-
que no hacen diferencia entre lados conformados por segmentos de rectas y
los formados por segmentos de lineas curvas. Los que mostraron un nivel 2
usan definiciones basicas o aplican algunos conceptos como altura o base,
o bien comprueban sus afirmaciones midiendo los lados de un triangulo. Se
identificaron algunos casos aislados de alumnos (5 de 78) con razonamien-
tos propios del nivel 3, los cuales realizan pruebas o bosquejos de pruebas
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utilizando definiciones sencillas y propiedades basicas de los tridngulos.

Se observo que el lenguaje utilizado por cada estudiante esté relacionado
con su nivel de razonamiento. A mayor nivel, el lenguaje usado es mas formal y
mejor estructurado, también es mas rico en el uso de definiciones y conceptos
geométricos. Esta es una coincidencia con lo descrito por Van Hiele.

Como una consecuencia de este trabajo se deduce la necesidad de disenar
actividades para el tema de angulos y triangulos que favorezcan el transito
del nivel 2 al nivel 3. También, nos planteamos disenar tareas con las que
podamos evaluar los niveles de razonamiento de otros conceptos geométricos
para disenar secuencias didacticas que favorezcan niveles de razonamiento més
altos y que estén de acuerdo con el programa de estudio de las preparatorias

de la BUAP.
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Capitulo 4

Linear combination of trigonometric polynomial
operators

Jorge Bustamante Gonzalez
FCFM, BUAP

Abstract

We present estimates for the rate of convergence of two different types of
linear combination of trigonometric polynomial operators.

1 Introduction

Let (5, denote the Banach space of all 27-periodic, continuous functions f,
defined on the real line R, provided with the sup norm

[fllee = max | f(z) .
z€[—m,7]
For 1 < p < oo, the Banach space IL” consists of all 2m-periodic, p-th
power Lebesgue integrable (class of) functions f on R with the norm

= (5= [ 5@ 1)

—T

In order to simplify we write X? = P for 1 < p < oo and X*° = (b,.
By W} we mean the family of all functions f € X? such that f,..., DY f)
are absolutely continuous and D"(f) € XP. Here D(f) = D'(f) = f’ and
D(f) = D(D'(f).

Forr € N, f € X7, and ¢t > 0 the usual modulus of continuity (smoothness)
of order r of f is defined by

wr(f;1)p = sup [|A5 flp, (1)

|n|<t

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 107
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where
W) = Z(—U’“(,:)f(x +kh).

A linear operator L : X? — XP is positive if Lf > Lg, whenever f > g.
As Korovkin showed in [10], for any sequence of positive linear operators
L, : X? — XP? there are functions f € X? such that

lim sup n***|| L, (f) — [, = oo,

n—o0

for each ¢ > 0. Hence, if we want to obtain a rate of convergence to zero
greater than 1/n?, another kind of operators should be considered. In some
cases, special linear combinations have been used to construct new sequences
which provide a rate of approximation faster than the original one.

The work is organized as follows. In Section 2 we recall three of the
methods that have been used for studying linear combination of sequence
of operators. In Section 3 we include several auxiliary results. Section 4 is
devoted to present the main results. Finally, in Section 6 some applications
of the main results are given.

2 Construction of linear combinations

We say that a sequence of linear operators L,, : X? — XP? is an approzimation
process, it | L,(f) — f|l, = 0 as n — oo, for every f € XP.

The are at least three different approaches to construct special linear com-
binations of an approximation process.

1) A first approach follows some ideas presented by de la Vallée Poussin
[25, p. 47|. The method is complicated, because we need to chose the coeffi-
cients of the linear combinations in such a way that some of the first terms
in the Taylor expansion of a differentiable function vanish. It can be done if
we know the asymptotic expansions related with the so called Voronovskaya
type theorems. We will refer to this method as the VP-type combinations.

Let ¢; (1 <i < m) be positive integers satisfying 1 < ¢; < ¢2 < -+ < ¢-
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Since
1 /¢ - 1/gn
L 1/¢g - 1/¢k | #0,
L /¢ - 1/qn

there exist reals a;,,, 0 < ¢ < m such that

m m

Z Qi =1 and Z

=0

for 1<j5<m.

shl’_‘

Now, for a sequence of operators {L,} set

Mmm(f)_aOm n— +Zalm nz (2)

where L, ; = L(q'n — 1y

We do not know any reason for studying the operators defined for general
sequence of integers 1 < ¢; < ¢o < -+ < ¢,. For the moment we only consider
the integers ¢; = ¢ + 1. These corresponding operators were considered by
Rathore in [18] for the case of Jackson kernels.

For example, for m = 1 and ¢; = 2, one has

1
—14+2=1 and —1—|—2§:O.

Hence ap; = —1 and a;; = 2.

If m=2, ¢ =2 and g3 = 3, then

1 9 1 1 91 1 1 91

S 442 =1, - 4- = S Sl |

p At =l gmdgrgy =0 ad o mdpaag =0
Hence ap2 = 1/2, a1 = —4 and a2 = 9/2.

Therefore

Mn,l(f) = _Lnfl(f) + 2L2n71<f)
and

Mas(f) = 5La1(f) = 4Lans () + 5 Lan ().
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Ditzian and Freud used this approach to study some linear combination
of de la Vallée Poussin operators [7| with m = 2. An extension for any m € N
was considered by Yu in [32].

The numbers a;; can be replaced by a sequence of different integers
dy,...,dns1 for which the determinant is different from zero, a;; = d; 7
In this case, the operators can be written in the form

L(f) =3 T 7% L (f0). )

For application of these combinations in approximation theory see the [26]
and [11].

2) For a sequence {L,, }, the second approach consider iterates of operators
and the construction is written in the form

(= L) (f) = Z(—w@ LA(f. ), @

k=0

where LY = [ and LF*' = [,(LF). We refer to this method as iterative
combinations, but they are also called Boolean sums. It seen that Natanson
[15] was the first in using this idea. These kind of operators also appeared in
[5, p. 97|

Other authors have presented the operators (4) in a different form. For
instance, if

Ln(fwr) 1/Wf(v){%+ng,n608k(v_x)}dvv fEXla
k=1

Sha [21] defined
% L[ RN
P"f(x)y== [ f(v) 5t iy, COS k(v — ) ¢ dv,
7T bl
o k=1

where )\Lﬂn =1—(1— okn)"- A straightforward computation (or see [21, p.
56-57|) shows that

P f(z) =) (-1) <T> L} f ().

i=1 J
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Therefore
f=PBlf(z) = - L) ().
As an application Sha considered the Jackson operators. Later, Weng and Sha
[31] considered the same operators in IL” spaces and studied their saturation
properties.
3) The third approach uses the specific form of the symmetric difference
to define linear operators L,, in such a way that

“”de@wAw@ma (5)

Fl@) = Lalfi) = 5

for a given kernel K,(t). Mamedov [14] and Petrov [17] gave some result for
the operators (5). The construction was also used by Lorentz [13, p. 57]. We
call this method combinations with symmetric differences.

Here, we discuss approximation properties of the operators (4) and (5).

3 Auxiliary results

The family of all trigonometric polynomials of degree non greater than n is
denoted by T,,.
For n € Ny and f € XP, the best approximation of order n is defined by

Fulf)p = inf 1 =T,

The convolution of two functions f and g in ! is defined by

(Fe)e) =5 [ 5= vl ()

The following results are well known.

Proposition 3.1. [5, Proposition 0.4.1] If f € X? (1 <p < o) and g € L!,
then (f x g) € X? and
1 Dl < gl ll f1lp-

Proposition 3.2. |5, Proposition 1.1.14] Assume (1 < p < o0). Ifr € N
and [ € XP, g € CL, then fxg € W] and

(f*9)® = (f*g").
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Theorem 3.3. [5, Page 76,] Assumer € N and 1 < p < oc.
(i) If f € XP and At > 0, then

wr(f, At)p < (14 A) wr(f, 1), (7)

(ii) If r € N and f € W], then

wr(fit) SN (8)

For continuous functions Proposition 3.4 was proved by Stechkin in [23].
For the IL? spaces the proof is similar to one in the continuous case.

Proposition 3.4. Assume 1 < p < oc. Ifr,n €N, fe XP, T, €T,, and

t >0, then

1 1 s

Z o <_T< _> T,

TNy < geon(£2) +15 =Tl, 9
Proposition 3.5. If 1 <p<oo, fe XP, reN, h >0, and

—_— — - —_ k 71 ' e ' -
Sen(f, ) = ;( 1) (k’) /0 /0 f(x + kh;uk)dul ...dug.  (10)
then S,n(f) € Wy,

I1F =Sl < wrlforhhy— and  ISQPl < (R

Equation (12) appeared in [24, Theorem 5| for continuous functions in a
slight different form.

Theorem 3.6. Assume 1 < p < oco. Fixr € N, a constant A, and let {L,},
L, : X? — X? be a sequence of bounded linear operators such that

A T
[ T0 = Ln(T0)llp < ;I\Té M- (11)

for eachn € N and T, € T,.
(i) For each f € X? and n € N one has

A s
17 = LalP)ly < ULl + DBy + g (£.7) . (12
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where E, ,(f) is the best approzimation of f by trigonometric polynomials.

(i) If for eachn € N, and T,, € T,,, L,(T,,) = T,,, then
1f = La(H)llp < A+ [ Lal) Enp(f), (13)
for everyn € N and f € XP.

Proof. (i) Fix f € X? and, for each n € N, let T}, € T,, be a polynomial
of the best approximation for f. We have

1F = La(H)llp < (1 = Tallp + 1T0 = La(To)llp + 1 n (T = F)lp
< (V4[| Lal) Enp(f) + ||T Iy (14)

A T
< Q4 ILall + D) Byl )+ gron (£.7) |

where we have used equation (9).
(i) We can take A = 0 in (i). O

Theorem 3.7. Let K be a positive even 2m-periodic kernel and for f € Coy

set
/f K(t—z)d /K )dt # 0.

For each 6 > 0 and f € Cy, one has

I =KDl < (15 [ [5]KOd)an7.0)..

and

t t

1=Kl < (145 [ ([5] +2[5]) KOd)wntr. 00

An important case appears when K (t) = K,,(t) = 14+2 > 0k, cos(kz) >0
k=1
is a positive kernel. In this case one has

I =KDl = (141 [ 2] matte)an (7.7
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This inequality has been used by several authors (for instance, see [29] and
[30])-

The ideas of the proof of Theorem 3.7 have been used for several authors.
It many case particular operators were considered. For instance, for the first
modulus similar inequalities appeared in [29], [20], [1], [8], [27], [28], [12] and,
for the second modulus in [2| and [9]. It can be proved that the constant
presented in the result is the best possible, but we will no prove this assertion
here. As usual [x] denotes the integer part of x. When one looks for the best
constant a careful analysis of the integrals in Theorem 3.7 should be done.
The proofs of Theorem 3.7 is similar to the one given for Theorem 3.8.

With respect to the next result, the estimate (16) has been known for a
long time (see [4, Proposition 3.1] and [5, page 69]). Equation (17) is needed
for applications of Theorem 3.6.

Theorem 3.8. Let K be an even periodic non-negative function such that
IK[i=1and1<p<oo. IfL(f)=(f*K) and a > 0, for any f € X? and
g€ VVp2 one has

1Ellp < 111l (15)
1
1f=L(h)lly < 5(1+ 7) wr(f,av/T= ), (16)

and
2

lg = L)y < 50 = ax)llgll (17)
where o = (1/m) [ cos(t) K (t)dt.

Proof. The assertion (15) follows from Proposition 3.1.
Since K is even, then

L(f,x):%/o fle+t)K dt+—/ flea —t)K

and

1

L(f.2) — fo) = = / C(Fla 1) — 2f(2) + £z — ) K (D).

For each A > 0 one has (the generalized Minkowskii inequalty as well as
equation (7) are needed)

L) = Fla < 5= [ 156+0)+ Flo =8 = 2fC) I, K0t

2T
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< %/0 wnl £ 1), K (0t < w7, %)%/0 (14 \)2K (t)dt

= Wy (f, ;)p% /07r (1 + 2)t + )\2t2)K(t)dt.

Notice that
1 s ) T » t T T
— | t*K{t)dt <m [ sin“-K(t)dt == [ (1 —cost)K(t)dt
T Jo 0 2 2 Jo

2

:%(1—l/oﬁcostK(t)dt), (18)

m
and
1 /7 1 1/2 12 g
—/ LK (1)dt < (-/ 2K (1)d / K(t dt <1 ax.
T Jo T Jo V2
Therefore, by taking A = (av/1 — ag) ™,

1
IL(f) = fllp < 5(1 e R

On the other hand, if g € W, then (see equation (8))

12(0) = sl < 5= [ llato +1)+ glo =) =20}, K ()t

||9 ||p/ m’
K (t)dt < 1l -« . O
=75 ; (t)dt < 1 ( ©)g” ||p

4 Estimate for iterative combinations

We first present inequalities related with bounded linear operators. Later,
positive operators are considered. We also study sequence of operators that
commutes with the differentiation operator. Taking into account Proposition
3.2 the operators defined by convolution satisfy the needed commutative pro-
perties.

The ideas behind the proof of equation (20) have been used for several
authors (for instance, see |4, equation (2.11)]).
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Theorem 4.1. Assume 1 < p < oco. Fixr € N, a constant A, and let {L,},
L, : X? — XP, be a sequence of bounded linear operators such that for each
neN,andT, €T,

A T
IT0 = Lo(To)llp < ;IlTé - (19)

(i) If L,(X?) C T, for eachn € N, and L, (g) = L,(¢'), for g € T,, then

m

1 = o))l < (@ + Lall)™ + A™) By () + e (£.5) (20

for everym € N and f € XP.
(i) If for each n € N, and T,, € T,,, L,(T,) = T,, then

17 = Ln)™ (P)llp < (L + N Lal)™) Enp(£),

for every n,m € N and f € XP.

Proof. (i) Set M,,(f) = (I — (I — L,)™)(f). First notice that

“(m " (m m
IAESS (k) IESY (k) IZall* < (1)l + 17 —1
k=1 k=1

and (I — L,)™ "(g9) C W}, whenever g € W}
Ifm>1and T € T,, then

I = L@y = (= )T = L™ (D)l < ST = 2 T) @,

m

1T,

A - T
= (7 = La)" (T, <

nrm

Note that
—( = L)"(f) = f = = L)"(f) = [ = f = Mu(f).

In particular, if T,, € T,,
Am

nrm

1T = Mu(Ta)llp = 17 = La)™ (F)lp < — 1T
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Thus one has an inequality similar to (11).
Now we apply Theorem 3.6 to the operator M, (f) to obtain, for f € X7

1T = La)™ (Dl = I1f = Ma(F)lp

A s
< m — —
— <1+||Mn||+A )En,p(f)‘l‘ Qrmwrm<f7n>p

m

< (O L) + A" By () + gorn (£.7)
(ii) We can take A = 0 in (i). O

Theorem 4.2. Fiz 1 <p <oo. Fixr € N (r > 1) and a constants K. If
{L.}, L, : X? — XP, is a sequence of linear operators such that for each

neN, geWy,
K
< 3

lg = La(9)llp < —llg®" 1, (21)

n?"
then

I = 2 ()l < (U IEal) + a2 = 1) e (£ —2) |

for everyn € N and f € XP.

Proof. Let g = Way1/n(f) be defined by (10) with A = 1/y/n. From Proposi-
tion 3.5 we know that g € Wp2” and

(Lo = )" (Do < WL = D" (f = Dllp + 1 (Ln = 1) (9l

. Ks, (o
< (X +Lal)"[1f = gllp + FHQ@ N,

K32%" —1
< (L | Lal) war(f 200y + 2 == war (£ ),
2r
< r 2r =)
< (U N2l + (2 = 1) ) (£ 7). m

Corollary 4.3. Assume 1 <p < oo . Let {Q,} (Q, € T,) be a sequence of
even positive polynomials such that

1 ™
%/_ Qu(t)dt = 1.
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Set
La(fia) = 5 [ fOQu—tat fe X,
1 s

and

An = —/ cos(t)Q,(t)dt.

T Jo
(i) If there exists a constant A such that 0 < 1 — X\, < A/n* for each
n € N, then

(Ax?)™

T
22m w2m<f7 E)p’
for each f € XP and m € N.
(ii) If there exists a constant A such that 1 — A\, < A/n, then

I = Lo)™ (F)llp < (27 + (AT /™) Enp(f) +

I = L))l < (27 4+ A2 = 1)) (1. 2)

for every m € N and f € X?.
Proof. (i) From (15) and (17) we know that || L,(f)|l, < || f]l, and

2 An?
9= Loto)ly < (=AM < Al g€ W

Thus (19) holds with the constant Aw?/4. On the other hand, from Propo-
sition 3.2 we know that L,(g) = L,(g'), for each g € W, . Hence, it follows
from Theorem 4.1 with r = 2 that

17 = L) (H)llp < 27 + (A7 /4)™) B (f) + mi#“?m(f ’ 9[3

(ii) We apply Theorem 4.2. In this case K3 = An?/4. O
Let {@,} be a sequence of positive trigonometric polynomials which can
be wrtten in the form

1 n
Qn(z) = 3 + Z Ok.n cos(kx),
k=1
We consider the operators
1 s
Lalfia) =+ [ OG-~ ot (22)
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Remark 4.4. If £,, is given by (22), equation (16) can be written as

1= LDl < 2o T ). (0=

and
I = (Dl < 5 (14 75) v T= ). (a=1)

These kind of estimates were given in [5, Theorem 1.5.8|.

Theorem 4.5. Assume 1 < p < oo. Let L, is given by (22).
(i) If r € N and g € W', then

(1 - 1n)\" 2r
10— @)l < ()Y gy, 23)
(ii) If r € N and f € XP, then

1= £ (Dl < (2742 = 1) (Frmy/ T e1).

Proof. (i) We proceed by induction. The case r = 1 is just (17). If we assume
that the inequality holds for some r € N and g € W+, then

11 = L) (@)l < 11 = L2)"((1 = La)(9)lp

< (FE22) 1o 2ol = (FE522) 10 - £ ),

7T2(1_Q1n) i r
< () D),

Note that, as a convolution operator, £, commutes with D (see Proposition
3.2).

(ii) For f € X7, let g = Wo,,(f) be defined by (4.2) with h = 7 /1 — 01.,/2.
From Proposition 3.5 we know that g € W)™ and

17 = La)"(Dllp < 271 = gllp + 11T = L2)"(9) I

2 1— " r .
< 2f — gll, + (CU282)) (g,

4
, T2 (1 — 01.0)\" 2% — 1
<2 W2r(fv 2rh)p+< ( 4 - )> h2r wQT(f’ h)p
< (27" 4o 1>w2r( f.2rh),. O
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Remark 4.6. If we want a result in terms of the moduli of odd order, then
we consider the error in the form

Lalfia) = 1) = 3 [ (1) = Qa0

-7
and, as above, we can prove that if g € W} (r no necessarily even), then

™

) 1= eIl

I = £ (@)l < (

If f e XP, then

1= 27 (D)llp < (47 (fm0/200 = 010)).

5 Linear combinations with symmetric differ-
ences

First we consider a particular variant for even index. It is not the usual one,
but it has the advantage that allows us to obtain good constants.

Denote
O fe) = Y <—1>’f(2,:)f(x +(r—k)h)

k=0,k#r

Notice that the symmetric difference of order 2r can be written as
2 2r 2r
A ) =D (-1 ( k)f(fv +(r—k)h) = <—1>’"( ) )f(x) + O f ().
k=0
This expression motivates the definition, for any K € L' and f € X!,
Lah.0) = L) = (-0 0L [ o son.
2r\J» Kz2r\J, (27_)‘ ot t .

—Tr

Proposition 5.1. Fiz 1 < p < oo and K € L' such that [*_K(t)dt = 2.
If r € N, and Lo, is defined by (24), then

L)l < 1K T g3 (2 - (2[))||f||p,
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lg = Lar(9)llp < (19" (T!)Qi/r | K(t) | t*dt
aridle = P ) .

and

I = LDl < 0 (2 (2,: ) Soon [ KO dt)an(£.0),

forany f € XP, g€ W2, and § > 0.
Proof. First

|2 iy
L), < 21 / K1) | (192 f e

2 2r /),
(rh2 1 [T 2" (27“)
< floisoz | K@) | dt
(2r)! 27 /7r k:%k:# k

- Hmé;);%/_i | K(t) | dt<22r B (2:)).

@) = Lar(fa) = (1 g [ K(t)((—l)’(%)f(x) O () )t

i, 2

Note that

~ (U ighae [ EOAT o

Therefore, for g € WZ?’” (see equation (8)),

lo = Lal < Ia™ M5 [0 | e
2r P = p(27“)!27r

—T

and (see equation (7))

1f = Lo (F)lp <

oz | K0 a0

Mor ) .

< (Y 5 (3:) ool LG R

k=0
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For the use of Proposition 5.1 with a sequence {K,} of polynomials we
need estimates of the moments [*_ | K, (t)t* |, 0 < k < 2r, (even in the case
of positive polynomials). In general it is not an easy task and depends on the
particular sequence. The analysis of the moments has been done in details
only for some particular operators.

Another operators are obtained by defining

M, (f,z) = % / " K@) ZT:(—NH (Z) f(a: + k:t) dt. (25)

—T —

An assertion analogous to Proposition 5.1 follows easily. This construction
has the advantage that it can be done for any r € N, while the operators (24)
are only defined for even r. But the constant associated to M, are bigger.
For instance ||Mg .|| < (2" — 1)||K;. Notice that

f(@) = Mg, (f,z) = % /_ K@) S (-1 (;)f(:c + kt)dt

Proposition 5.2. Fiz 1 < p < oo and K € L' such that [*_K(t)dt = 2.
If r € N, and Mg, is defined by (25), then

1 K
lg = Mk (9)llp < ||g(r)||p%/ | K@)t | di, g e Wy,

and, for any f € X? and § > 0.

17 = Mica (Pl < (3 <k> Sior [ 1K@ | de)(£,5),

k=0

6 Applications

The Fejér operators are defined by

oulf. 1) = Saolf +Z(1——)Ak(f, ) (26)

The results presented above can be used to prove part of Theorem 6.1.
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Theorem 6.1. (Bustamante and Flores, [3]) If 1 < p < oo, f € X? and
n,r € N, with r even, then

I =0 (Dl < 2+ DEy(1) + e (£.7).

< (1 4 4r(6 4+ Inr) (27 + 1)>wr <f, nLH) .
p
For n > 1 the Jackson kernel is defined by

ot =1 (D

where 7,5 is chosen from the condition

. 2(n—1)
1 /sin(nt/2)\* 1
( ) =3 + kz:; f.2n—2 cos(kt), (28)

Yon—2 SlH(t/Q)

for some real constant py,,. The exact values of theses constants are known
(see [16] or [19]). Here we only need to recall that

B 3
2n2 +1

H12n—2 = 1

Theorem 6.2. If 1 < p < oo and Js,_o s the Jackson operator, for each
ne€N, n>5and f € XP, one has

I = Tona) (1)l < (2727 = Ve (£77) |

Proof. Recall that
3

1-— no = ————.
01,2n—2 m2 11

Hence, it follows from Theorem 4.5 that

(7 = By ()l < (2 + 2 = V) (£.rmy/T= 012002

rev/3

< (27‘ 4o 1)w2r (f, m)p < <2T 4o 1>w2r (f, %)p 0

Matemédticas y sus aplicaciones 16, Capitulo 4, paginas 107-128



124 Jorge Bustamante Gonzélez

For n > 2, the Fejér-Korovkin kernel is defined by
I cos?((n + 2)x/2)
= sin )
n+2 n+ 2 (cos(m/(n+2)) — cos x)?

for x # +m/(n +2) + 2j7, j € Z.
For f € X! and n € N, the Fejér-Korovkin operator is defined by

Fo(f,2) = %/_W Fo + K, (8)dt.

A representations of the Fejér-Korovkin operators in the form (22) can be
found in [16, page 129] and [22, p. 1098 |. In particular

1 n
K, (z) = 5t Z Ok, cos(kx),
k=1
with
7r
= cos .
O1,n n+ 2

Estimates for error in approximation by the iterative linear combinations
of Féjer-Korovkin were given by Butzer and Nessel in [5, p. 97]. But they only
considered smooth functions and did not provided any information concerning
the constants.

Theorem 6.3. Assume 1 < p < oo, r € N, and F,, is the Fejér-Korovkin
operator. If n € N and f € XP, then
2

10 =E) (Dl < (2427 = e (£ )

2(n+2)
Proof. Since 1 — cosx < 22/2 |, we know that
T T
7\/1—01,=1/1—cos < .
o n+2 = \a(n+2)

Thus the results follows from Theorem 4.5. U
As another application we consider the singular integral of de la Vallée-
Poussin of degree n defined by

(n!)* <2 cos £>2n

Vof,x) = %/_ﬂ flz +t)v,(t)dt where wv,(t) = %(Qn)! 5
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Theorem 6.4. If 1 < p < oo andr € N, for eachn € N and f € X?, one
has

2r
[—V,) <<22’“ 2?—1) (-)
I )" (Pl < + war  f i),
Proof. We obtain the proof from Theorem 4.2. We should compute the norm
of the operator V,, and verify equation (21) with K5 = 1.
Since V,, is a positive operator ||V, || = 1.
It is known that (see [6, p. 79])

Vilfor) = fa) = Y %DQVk(f,x), ae.
k=n+1

Ifge WPQ, since D and V,, commute, then

oo o0

1 1
IValg) = all, < > =ID*Vilg)ll, = > ZVe(D*9)ll, < D%l

k=n+1 k=n+1

where v, = >°2 L (1/k?) < 1/n.
Hence

1(Va(g) = 921y < (Ve = DD )y < 51D ()

It follows by induction that

(Va9) = 0 Iy < 1D (o) 0
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Capitulo 5

Algunos resultados relacionados con la
dinamica de Aze*, A € C\ {0}

Patricia Dominguez Soto, Wendy Rodriguez Diaz
FCFM, BUAP

Resumen

Se presentan algunos puntos fijos y valores singulares de la familia Aze?
para A € C\ {0}. Se definen el plano de parametros y el plano dinamico
de la familia Aze®. Si |A| < 1 el conjunto de Fatou tiene una componente
atractora completamente invariante; se da un ejemplo de los conjuntos
de Julia y Fatou para el pardametro A = .5. Si |A| > 1 se enuncian algunas
conjeturas y se da un ejemplo de los conjuntos de Fatou y Julia para
A = 1.5. También, se demuestran dos resultados relacionados con el plano
de parametros.

1 Preliminares

En esta primera seccién enunciaremos algunos conceptos importantes de fun-
ciones complejas y propiedades que seran de gran utilidad para la comprension
de las siguientes secciones. Se da por hecho que el lector conoce la teoria de
la variable compleja. El material de esta seccion se encuentra en [5], [13], [15],
[16], [17] y [19].

Una funciéon f de variable compleja es diferenciable en A si existe su
derivada en cada punto de A C C. Si f es diferenciable y se cumplen las
ecuaciones de Cauchy Riemman, se dice que f es holomorfa.

Sea f una funcién de variable compleja definida en un conjunto abierto
en A C C. La funcion f es analitica si para cualquier zy € A existe r > 0 con
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D(zp,7) C Ay una serie de potencias

convergente en D(zg,r), tal que

f(z) = Zan (z — 29)" con z € D(29,7),

n=0
donde D(zp,r) es el disco abierto con centro en zy y radio r.

Teorema 1.1. Cualquier funcion f holomorfa en A es analitica, y para un
punto arbitrario a € A, f(z) se expande en una serie de potencias

f()=) an(z—a)",

para z € D(a;d (a;0A)), cuyo radio de convergencia no es menor a d(a; 0A).

A continuacién enunciamos la definicién principal de convergencia en la
teoria de familias normales.

Definicién 1.2. Una sucesion de funciones f, converge (esféricamente) uni-
formemente en subconjuntos compactos de un dominio A a una funciéon f si,
para cualquier compacto K C Ay € > 0, existe un ntimero ng = ng (K, €) tal
que n > ngy implica

[fn(2) = f(2)] <
(o bien, x (fn(2), f(2)) <€), paratodo z € K, donde x es la métrica esférica.

Para definir el concepto de familia normal es necesario enununciar los con-
ceptos de acotacion local y de equicontinuidad, asi como algunos resultados
que se pueden revisar en [18].

Definicién 1.3. Una familia de funciones F es localmente acotada en un
dominio A si, para cada zp € A existe un nimero positivo M = M (zy) y una
vecindad D(zg;7) C A, tal que |f(z)] < M para todo z € D(z;7) y toda
feF.
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Esto es, F es uniformemente acotada en una vecindad de cada punto de
A. Dado que cualquier subconjunto compacto K C A puede cubrirse por un
numero finito de vecindades, se sigue que una familia F localmente acotada
es uniformemente acotada sobre subconjuntos compactos de A.

Teorema 1.4. Si F es una familia de funciones analiticas localmente aco-
tadas en un dominio A, entonces la familia de derivadas F' = {f": f € F}
forman una familia localmente acotada en A.

Observemos que el inverso de este teorema es falso, tomemos como ejemplo
la familia de constantes F = {n:n=1,2,3,...}.

Definicion 1.5. Una familia F de funciones definidas en un dominio A es
equicontinua (o equicontinua esféricamente) en un punto 2z’ € A si, para cada
e > 0, existe un § = § (¢, 2') > 0 tal que

1f(z) = f(Z)] <e

(o bien x (f(2), f(Z')) < €) cuando |z — 2| < 0, para cada f € F. Mas atn,
F es equicontinua (o equicontinua esféricamente) en un subconjunto £ C A
si es equicontinua (o equicontinua esféricamente) en cada punto de E.

El siguiente teorema relaciona acotacion local y equicontinuidad.

Teorema 1.6. Una familia F de funciones analiticas localmente acotada en
un dominio A es equicontinua sobre subconjuntos compactos de A.

El término normal aparecio6 en el ano 1911 con los trabajos del matematico
Paul Montel, sin embargo el trabajo de Montel sobre familias normales inici6
en 1907.

Definicién 1.7. Una familia F de funciones analiticas en un dominio A C C
es normal en A si cada sucesion de funciones {f,} € F contiene o bien, una
subsucesion que converge a una funcion limite f # oo uniformemente en cada
subconjunto compacto de A, o una subsucesion que converge uniformemente
a oo sobre cada subconjunto compacto.

Definicion 1.8. La familia F se dice ser normal en un punto zy € A si es
normal en alguna vecindad de z.
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Montel observd que si una familia de funciones analiticas es localmente
acotada esto implicaba la equicontinuidad.

Teorema 1.9. Sea F una familia de funciones analiticas en un dominio A
tal que cada sucesion de funciones en F tiene una subsucesion que converge
uniformemente sobre subconjuntos compactos a una funcion analitica. En-
tonces F es localmente acotada, y por tanto equicontinua sobre subconjuntos
compactos de A.

2 Funciones enteras trascendentes, iteracion y
puntos fijos

La investigacion de la iteracion de funciones enteras trascendentes tiene su
inicio con los trabajos de Pierre Fatou en 1926 [11] y I. N. Baker en 1968 [1].
En esta seccion presentamos la definicion de funciones enteras trascendentes,
asi como algunas de sus propiedades. También, definimos la iteracion de fun-
ciones transcendentes enteras, sus puntos fijos y su clasificacion. Para esta
seccion el lector puede consultar la siguiente bibliografia [4], [8] ¥ [9].

A las funciones definidas y holomorfas en todo C se les llama funciones
enteras. Las funciones enteras trascendentes son funciones analiticas en el
plano complejo, que no son polinomios, y la funcién no esta definida en oco.

Al conjunto de funciones enteras trascendentes lo denotaremos como:

E={f:C— C|f es entera trascendente} .
Ejemplos de funciones trascendentes enteras son las siguientes familias:
(i) h(z) = €.
(ii) f(z) = Aze*, A € C.
Iteraciéon y clasificacién de puntos fijos

En esta subseccion enunciaremos los conceptos basicos que nos permitiran
estudiar algunas propiedades de la familia f\ = Aze®, A € C\ {0}.
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Dada una funcion f : A — A, a la composicién de ésta consigo misma
la lamamos iteracion de f, y denotamos f°(2) = z, f1(2) = f(2), f3(z) =
f(f(2)) y asi sucesivamente. Donde la n-ésima iterada de f se define como:

ff=fofo...ofof nelN.

Definicion 2.1. La orbita hacia adelante de un punto zy bajo f se define
por z, = f"(z0) y se denota por O% (zy, f). La drbita hacia atrds de un punto
2o bajo f se define por O~ (zo, f) = Unpenf "(20). La gran drbita de z, es la
uniéon de la orbita hacia adelante con la 6rbita hacia atras y se denota por

O (207f)‘

Si O~ (29, f) es un conjunto finito de puntos, a zy se le llama valor excep-
cional de Fatou. St O~ (2o, f) = 0, a 2o se le llama valor omitido.

Definicion 2.2. Dada f € &, decimos que zy es un punto fijo de f si f(z9) =
2p. Si para algin n # 0 se cumple que f"(z9) = zp, decimos que zy es un
punto fijo periodico. Cuando n es el menor natural que satisface esta igualdad,
decimos que zy es un punto fijo de periodo n.

Observemos que un punto fijo es un punto periddico de periodo 1. La
clasificacion de los puntos fijos se define a continuacion:

Definicién 2.3. Sea f € £ y 2y un punto fijo de f.
1. Si|f'(z0)] = 0, se dice que 2 es un punto fijo superatractor.
2. Si|f'(20)| < 1, se dice que zy es un punto fijo atractor.
3. Si|f'(z0)] > 1, se dice que 2y es un punto fijo repulsor.

4. Si |f'(z0)] = 1y f'(20) es una raiz de la unidad, zy es un punto fijo
indiferente racional.

5. Si |f'(z0)] = 1 pero f’(20) no es una raiz de la unidad, 2z es un punto
fijo indiferente irracional.

La Definicion 2.3 se generaliza a puntos periddicos considerando que si z
es de periodo n, entonces 2y es punto fijo para f*. Al valor de (™) (z) se le
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conoce como el multiplicador de zy. Si 2y es el infinito, el multiplicador de z
esta dado por (g")' (0), donde:

1
9(z) = m

z
Si zg es un punto periédico de periodo n, diremos que la érbita hacia
adelante de zg es un ciclo atractor o repulsor, segiin zy sea atractor o repulsor.

3 Conjuntos de Julia y Fatou

En esta seccion presentamos la definicion de los conjuntos de Fatou y Julia
para funciones en la clase £ asi como algunas de sus propiedades.

Definicion 3.1. Sea f € &, el conjunto de Fatou de f o conjunto estable,
denotado por F(f), esta formado por todos los puntos z € C tales que la
sucesion de iteradas de f esta bien definida y forma una familia normal en
una vecindad de z, es decir,

F(f)={2€C:{f"}es normal en una vecindad de z}.

El conjunto de Julia de f o conjunto inestable, denotado por J(f), es el
complemento del conjunto de Fatou, es decir,

J(f) = (F(f)" = C\F().

A continuacién enunciaremos algunas propiedades de los conjuntos de Ju-
lia y Fatou para funciones en la clase &, véase [2], 3], [7] ¥ [12] para su
demostracion.

Teorema 3.2. Si f € £, entonces se tienen las siguientes propiedades.
(a) F(f) es abierto y J(f) es cerrado.

(b) J(f) es perfecto.

(c) F(f) y J(f) son completamente invariantes, es decir, z € F(f) si, y
solo si f(z) € F(f) yz € J(f) si, y sdlo si f(z) € J(f).

(d) F(f") = F(f) y J(f") = J(f) para todo n € N.
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Aproximadamente entre 1918 y 1920 P. Fatou y G. Julia demostraron las
propiedades (a)-(d) para funciones racionales, véase [10] y [14]. Para las fun-
ciones enteras trascendentes, las propiedades (a)-(d) fueron demostradas por
P. Fatou en 1926, véase [11].

Si 2o es un punto fijo peridédico atractor de periodo p, decimos que
A(z)) ={z: f"(2) = 20}
es la cuenca de atraccion de zg.
Teorema 3.3. Si 2y es un punto periddico atractor, entonces 0A (zy) = J(f).

Debido que F(f) y J(f) son completamente invariantes, se cumple que si
Up es una componente conexa de F(f) y n € N, entonces f" (Uy) C U, para
alguna componente conexa U,, de F(f).

Definicién 3.4. Sea f € £ y U una componente de F'(f). El comportamiento
de la orbita de U bajo f tiene tres posibilidades:

(i) Si f(U) C U para algan n > 1, U es llamada una componente periddica
de F(f). El minimo n es el periodo de la componente U. En particular,
si n = 1, se dice que la componente U es invariante.

(ii) Si f™ es periodica para algin entero m > 1, llamamos a U una compo-
nente pre-perioddica.

(iii) Si U no es periddica ni pre-periodica, llamamos a U una componente
errante.

La clasificacién de una componente periédica U en el conjunto de Fatou
para funciones enteras transcendentes es la siguiente: Dominio Atractor, Do-
minio Parabolico, Disco de Siegel y Dominio de Baker, véase [12]| para sus
definiciones.

Decimos que que w es un valor critico de f € €, siw = f(z) con f'(2) =0
al punto z se le llama punto critico.

Un punto w € C es llamado valor asintotico de f € £, si existe una curva
v :[0,00) = C tal que y(t) = 0oy f(7(t)) = w cuando t — 0.
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Definicion 3.5. El conjunto de valores singulares de una funcion f € £ es
la clausura del conjunto de valores asintéticos y valores criticos de f, y se
denota por:

SV (f) = {valores asintoticos y valores criticos}.

Teorema 3.6. [9] Un ciclo de dominios atractores o parabolicos contiene al
menos un valor singular.

Teorema 3.7. [9] Si f € £ con un numero finito de valores singulares,
entonces el conjunto de Fatou no contiene dominios errantes ni dominios de
Baker.

4  fi(z) = Aze*; A € C\ {0}, sus puntos fijos y
valores singulares

Los puntos fijos de una funciéon dan informacién del comportamiento dinami-
co de cualquier familia analitica. En esta secciéon investigaremos primero los
puntos fijos de f)\ y después sus valores singulares.

I. Puntos Fijos de f) y su clasificacion

Los puntos fijos de fy(z) = Aze*, A € C\ {0}, son las soluciones de la
ecuacion:

Aze® = z. (1)

En particular si tomamos z = z, podemos observar en la Figura 1, que
hay dos soluciones 0 y un x; > 0 de la ecuacion h(z) = Aze® —x = 0 para A
con 0 < A < 1, es decir, h(x) cruza dos veces el eje real una vez en 0 y otra
en el real positivo x1, para A real dado entre cero y uno.

De manera analoga se pueden graficar las funciones fy(x) = Aze®, para
diferentes valores de A € R\ {0} y ver la interseccién con la recta y = x,
véase Figura 2, para encontrar los puntos fijos de fy(x).

Ahora, si tomamos diferentes valores de 1 < A < €2, podemos observar

en la Figura 3 que hay dos puntos fijos. El punto fijo 0 se mantiene, pero el
otro punto fijo x5 es un real negativo. Es importante mencionar que la familia
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J).

Figura 1: Gréaficas de h(z) con A = .2,.3,.5,.7,.8,.9

-2.4 -2

3

-3

Figura 2: Interseccion de fy(z) y y =z, con A = .2,.3,.5,.7

no puede tener un comportamiento similar alrededor de los puntos fijos x1 y
xq, porque la familia fy(z) no tiene la propiedad de simetria. Para saber la
naturaleza de los puntos x; y x5 se necesita hacer uso de la Definicion 2.3. Es
decir, necesitamos saber si los puntos fijos 0, 1 y x5 son atractores, repulsores
o indiferentes.

Para demostrar la existencia de los puntos fijos x; y x5 podemos usar
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3

3

Figura 3: Interseccion de fi(x) y y =z, con A = 1.5,1.7,3,4,7

el Teorema del Valor Intermedio, pero lo anterior lo podemos generalizar a
variable compleja, es decir, podemos realizar las siguientes cuentas bésicas
para obtener los puntos fijos de fy con A € C\ {0}. De la Ecuacion (1)
tenemos que 0 es un punto fijo de fy y resolviendo la Ecuaciéon (1) tenemos:

Aze® = z, esto es, \e® = 1.

Asi |, z = —log A\ + 2kmi son los puntos fijo de f).

Para clasificar los puntos fijos 2 = 0y z = — log A+2kmi de f) necesitamos
primero calcular la derivada de fy:

f:\(z) = \e* +ze*) = Xe*(1 + 2). (2)

Recordar que |f,(z)| = |A\e*(1 + 2)| determina la naturaleza de los puntos
fijos. En lo que sigue investigaremos los siguientes casos:

(a) De la Ecuacion (2) podemos deducir que el multiplicador en z = 0 es:

£3(0)] = Al

Asi, por la clasificacion de puntos fijos tenemos que z = 0 puede ser un
punto fijo atractor si |A\| < 1, repulsor si |A\| > 1 o racional indiferente si
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|A| = 1, pero este ultimo caso no lo estudiaremos.

(b) Sustituyendo en la Ecuaciéon (2) el punto fijo 2 = —log A + (2k7i) y
tomando la rama principal de log A tenemos:

[fa(=log )| = [Ae™ X (1 + (= log A))| = |1 — log Al.

Si queremos que el punto fijo z = — log A+ (2ki) sea un punto fijo atractor
necesitamos que | — log A + 1| < 1, es decir, | —log A| < 2.
Tomemos la parte real de z, esto es,

ParteReal z = ParteReal (—log A + (2kmi)) = —log |\| < 0,
es decir, log|A| > 0, entonces |A| > 1.

Por otro lado ParteReal z = —log |\| > —2, es decir, log |A\| < 2 de donde
se deduce que |A| < e%. Debemos tomar el valor principal, denotado por PV
de log A. En conclusion los puntos fijos atractores de fy vienen de PV (—log))
con \ satisfaciendo |A| < e? tal que | —log A + 1| < 1.

Observacion: Para el caso real fy(x) = Aze® y el parametro A\ negativo
se tiene que 0 es el unico punto fijo, véase Figura 4. En verdad, si fy(z) =
Azre® = x, entonces se tienen dos posibilidades: z = 0 o A\e® = 1, donde la
segunda posibilidad implica que z = —In(\), pero en los reales, In(\) solo
tiene sentido si A > 0. Por lo tanto = 0 es el tnico punto fijo.

Si tomamos el valor de A tal que —1 < A < 0, se observa en la Figura 5
que el punto fijo de fy(x) sigue siendo 0.

II. Valores Singulares de f)

Recordemos que el conjunto de valores singulares de una funcion f es la
clausura del conjunto de valores asintoticos y valores criticos, es decir,

SV (f) = {valores asintoticos y valores criticos}.

Hay dos valores singulares finitos 0 y ’7)‘ de f) , el primero es un valor
asintotico y el segundo es un valor critico. Asi, el conjunto SV (f)) es finito,
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3

Figura 4: Graficas de las funciones f)(z) = Aze® con A = —1.5, -3, -5, —6, —7

3

-3

Figura 5: Graficas de las funciones fy(z) = Aze®” con A = —1.5, -3, =5, -6, —7

por lo tanto no hay componentes errantes ni dominios de Baker. Los puntos
criticos de fy se obtienen solucionando la siguiente ecuacion:

fr(2) = M€ + ze*) = Xe(1+ 2) = 0. (3)

Observemos que A # 0 y e® nunca es cero, asi la tunica forma en que la
Ecuacion (3) sea cero es cuando 1+ z = 0, por lo tanto z = —1 es el punto

critico de fy, por lo tanto fy(—1) = =2 es el valor critico de f) como ya se

Matemédticas y sus aplicaciones 16, Capitulo 5, paginas 129-148



Algunos resultados relacionados con la dindmica de Aze*, A € C\ {0} 141

habia mencionado.

5 Conjuntos de Fatou y Julia de f, = \ze*,A € C

De la Seccién 4 (IT), tenemos que hay dos valores singulares finitos de f\ que
son: 0y ’7’\ El punto critico finito de f) es -1. Con esta informacién podemos
definir el plano de parametros de la familia f, como sigue:

PL = {X: f(—1) esta acotado, donde — 1 es punto critico}.

La Figura 6 muestra el plano de pardmetros para la familia f\, = Aze®.

H.;

Figura 6: Plano de parametros de fy, = Aze®

En el plano de parametros se puede observar una componente Dy que
contiene al cero y del lado derecho hay otras componentes que llamaremos
Dy, Dy ... que intersectan el eje real. Este capitulo es una introduccion al
estudio de los conjuntos de Fatou y Julia para A dado en las componentes Dy
v D,, n € N, del plano de parametros PL. Asi, necesitamos la definicién del
plano dindmico para una A fija, que se enuncia a continuacion:
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PD = {z € C: f}(z) esta acotado, con A fija}.

Observemos que la 6rbita del 0 es 0 - 0 — 0 — 0 — ... y que 0 es un
punto fijo, por Secciéon 4 (I), puede ser:
(i) Atractor si [A| < 1;

(i) Repulsor si [A| > 1;
(iii) Indiferente si |A| = 1.
En este capitulo estamos interesados en los casos (i) y (ii).

(i) Si |A| < 1 el punto fijo atractor z = 0 estd en una componente inva-
riante U, que contiene por Teorema 3.6 un valor singular finito diferente a
0, es decir, debe contener a ’TA, el cual converge a cero en la componente U.
Coémo fy solo tiene un valor critico finito _7’\, entonces la componente U, que
es la cuenca de atraccion del 0, debe ser completamente invariante, dado que
ya no hay mas valores singulares. En la Figura 7, se muestra el plano diné-
mico cuando A = .5, es decir, los conjuntos de Fatou y Julia para la funciéon
f5 = .bze*. El color negro en la figura es la componente atractora U, que
es completamente invariante, asi para cualquier punto en U bajo iteracion
converge a cero. El color blanco en la Figura 7 es el complemento de U, que
es el conjunto de Julia de f5 = .5ze®.

Asi, tenemos que considerar solo el siguiente caso.

(ii) Si |A| > 1, el valor singular 0 no juega ningtin papel en el comporta-
miento iterativo de f). En la Figura 8 se muestra el plano dindmico cuando
A = 1.5, es decir, se muestran los conjuntos de Fatou y Julia para la funciéon
fis = 1.5ze”.

Este caso es cuando todos los puntos fijos de f) son diferentes de cero, por
ejemplo el punto fijo 2 = —log A es un punto fijo atractor, si el parametro
cumple que 1 < |A| < €2, véase las cuentas en I (b). Asi, en la Figura 8 lo ne-
gro debe representar una componente atractora invariante W en el conjunto
de Fatou.
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Figura 7: Los conjuntos de Fatou y Julia para A = .5

\

(

Figura 8: Los conjuntos de Fatou y Julia para A = 1.5

A continuacion se enuncian las siguientes conjeturas:

Conjeturas: (a) En el caso (ii) cuando e? < A\ < 8 existe componente W

atractora de periodo 2 en el conjunto de Fatou.

(b) Utilizando la derivada Schwarziana se pueden obtener una cascada de bi-
furcaciones de doble periodo, del lado derecho del plano de parametros, para
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A real, véase 6] para una introduccion y definicion de la derivada Schwarziana.
(c) Existe A € R tal que J(f\) = C.

En lo que sigue demostraremos el siguiente resultado que esta relacionado
con la Conjetura (b).

Proposicion 5.1. Sea f,, = Aze®, A € C\ {0}. Hay muchas elecciones de
tal que fy tiene un 2-ciclo atractor.

Demostracion. Par tal ciclo debemos incluir —1, que es punto critico de fy y
necesitamos que A satisfaga:

f)%(_l) = -1,
donde -1 es puto fijo super atractor. Esto es,

MN/e = ex.

Ahora, hay muchos valores de A\ que satisfacen la ecuaciéon de arriba,
denotemos esos valores por \,, cada \, define puntos de PL, donde —1 es
punto fijo super atractor.

Cuando |A,| crece, la parte real de % crece, pero mas despacio que |\,|.
Ahora, cuando variamos A de \,,, el 2-ciclo, que denotaremos por (z1(\), z2())),
es una funcion analitica de A\ siempre que

a2
E(zl(/\)) —1#0.

Mas atn, el multiplicador m(\) definido por:

of?
m(A) = 5~ (2(}))
es analitico en A cerca de A, con m(\,) = 0. Entonces existen vecindades
D,,, de \,, que representan parametros donde la funcién tiene algiin punto
fijo atractor de periodo dos, tal que A € D,,, esto implica que f) tiene un
2-ciclo atractor. ]

Proposicion 5.2. Sea f\ = Aze®, A € C\ {0}. Entonces Dy, # Dapi1, €5
decir, )‘n-‘rl ¢ -D2,n
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Demostracion. Supongamos que A\,41 € Dsy,. Unamos A, a A\,41 por un ca-
mino v en Dy ,,. Entonces z3(\) es una funciéon analitica de A a lo largo de el
camino v, véase Figura 9.

zz (’Ym—] )

}\«n+1
¥ z
— ()
Z;
An \ z,(,)

z,(Y)

zi(y,) ==1=z,(You)

Figura 9: Las funciones z1, 25 y el camino v

Observe que z3(7) es un camino, donde :

2(An) = =Anfey za(Ant1) = —Anpa /e

De forma similar, 21(y) es un camino, donde:

21(An) = =1 = z1(Ang1).

Pero,

Az (N) = Az (Ve = z5(N),

por ser un 2-ciclo, asi z;(A) — e manda z,(7) a z(7), lo cual es una
contradiccién porque z;(7y) es un camino cerrado y z2(7y) no es un camino
cerrado. O
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Varias preguntas abiertas surgen del estudio anterior:
(1) (Es Dy, acotado?
(2) (La funcion m(A) manda Ds,, conformemente a D(0,1) = Dy?

(3) (Es la frontera de D, una curva analitica?
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Capitulo 6

El hiperespacio K(X)

Felipe de Jestis Aguilar Romero, Patricia Dominguez
Soto, David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

Sea C(X) el hiperespacio de todos los subcontinuos de un con-
tinuo métrico X, y p € X. Se define C(p,X) como el hi-
perespacio de todos los subcontinuos de X que contienen al
punto p. En el presente trabajo se estudia el hiperespacio
K(X) ={C(p,X) : p € X} y se demuestra que K(X) no siempre es
un continuo. También, se estudia la relaciéon entre el grado de homoge-
neidad de X y el tamano de K(X) y se profundiza el estudio cuando X
es una grafica finita.

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.
Dado un continuo X, el hiperespacio de X es una coleccién especifica de
subconjuntos de X. Los hiperespacios mas conocidos son los siguientes:

2X ={AC X :A#0y Aes cerrado},

C(X)={A€2%: Aes conexo}.

2% es el hiperespacio de los subconjuntos cerrados de X y C'(X) es el hiper-
espacio de los subcontinuos de X. En este trabajo utilizaremos también los
siguientes hiperespacios:

C(A,X)={Be(C(X): AC B}, donde A€ C(X);
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Clp,X)={BeC(X):pe B}, donde pe X;
K(X)={C({p,X) :pe X}

K(X) fue introducido por Patricia Pellicer Covarrubias en el articulo [10].
En la seccién 3 se exponen algunas condiciones necesarias y suficientes que
debe cumplir un continuo X para que K(X) sea compacto, véase el teorema
3.4. Ademas, se da un continuo X para el cual K(X) no es compacto, véase
el ejemplo 3.5. En la secciéon 4 se da una condicion necesaria para que K (X)
sea conexo, véase corolario 4.2. También se da un ejemplo de un continuo
X, para el cual K(X) no es conexo, véase el ejemplo 4.5. En la seccion 5 se
presenta una relacion entre el grado de homogeneidad de un continuo X, con
el tamano de K(X), véase el teorema 5.10. Finalmente, en la seccion 6 se
muestra que para todo n € N existe una grafica finita X,,, cuyo tamano de
K(X,) es igual a n, véase el teorema 6.17.

2 Preliminares

Dado un continuo X denotaremos por d a la métrica de X. Dado a € X y
e > 0, la bola con centro en a y de radio e, se denota por By(a,e) = {z €
X :d(z,a) < €}. Para cualquier A C X y § > 0 definimos la nube de

radio ¢ al rededor de A, como Ny(A,0) = U By(a,d). La métrica d en X
acA
induce una métrica en 2%, que es la métrica de Hausdorff, que se define de

la siguiente manera: H(A, B) = inf{e > 0: A C Ny(B,e) y B C Nqg(A,¢)},
con A, B € 2%,

Dado un continuo X, en [5, Corolario 14.10] se demostr6 que (2%, H) y
(C(X), H) son continuos, asi podemos hablar de hiperespacios de 2%. Sera
de nuestro interés la colecciéon de subconjuntos cerrados no vacios en 2%,
que denotaremos por 22" . Para (2%, H), tenemos el hiperespacio (22", H,),
donde H, es la métrica de Hausdorff en 22" inducida por H. Se sabe que
si p € X, entonces C(p, X) es un continuo, asi K(X) C 22 Decimos que
X =~ Y cuando X es homeomorfo a Y. En este trabajo R™ se considera con
la topologia euclidiana y por ende todos sus subespacios.

Definicion 2.1. Sea (X, d) un espacio métrico y {4;}5°, una sucesion de
subconjuntos de X. Se define el limite inferior y limite superior de {4;}
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de la siguiente manera:

lim inf A; ={x € X : Para cada abierto U que contenga a x, U N A; # ()
para toda i € N excepto para un namero finito};

lim sup A; ={x € X : Para cada abierto U que contenga a x, U N A; # ()

para un namero infinito de i s}.
Dado A C X decimos que A = lim A;, si lim inf A; = A = lim sup A;.

Definicién 2.2. Sea X un continuo y A un subconjunto de X. Se define el
hiperespacio K (A, X) = {C(p, X) : p € A} y se denota K (X, X) por K(X).

Definicion 2.3. Sea X un continuo y A C X, se define la funcién
T4+ A — K(A,X) por 74(p) = C(p,X). Si A = X denotamos 7x por
T.

Teorema 2.4. Si X es un continuo y A C X, entonces la funcion T4 es
biyectiva.

Demostracion. Sea X un continuo y A C X. Veamos que 74 es inyectiva,
para ello tomemos p, g € A tales que p # ¢. Observe que {p} € C(p, X), pero

{p} ¢ Clq,X) por lo que C(p, X) # C(q,X), es decir, Ta(p) # 7a(q) por
ende 74 es inyectiva. Claramente 74 es suprayectiva. O]

Teorema 2.5. Si X es un continuo y A C X, entonces la funcion
' K(A, X) = A es continua.

Demostracion. Sean A C X y p € A. Tomemos {C(pn, X)}22, € K(A,X)
una sucesion que converge a C(p, X).
Dado € > 0, existe ng € N tal que para toda n > ng se cumple que

H3(C(pp, X), C(p, X)) <e.
Asi, para cada n > ng se cumple:
C(p7X) C NH(C(pnaX)7€)

Esto asegura que existe E € C(p,, X) tal que {p} € By(F,¢), asi E C
N({p},e), como p, € E se cumple que d(p,,p) < e. Entonces, d(p,,p) <
e para cada n > ng, por ende la sucesion {p,}52, converge a p, es decir,
{7:1(C (pn, X))}, converge a 7, (C(p, X)). Por lo tanto, 7' es continua.

O]
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3 Compacidad de K(X)

En esta seccion, se exponen algunas condiciones necesarias y suficientes que
debe cumplir un continuo X para que K(X) sea compacto. Ademas, se da
un continuo X para el cual K(X) no es compacto. Para ello definiremos la
propiedad de Kelley.

Definicién 3.1. Sea X un continuo y z € X. Decimos que X tiene la pro-
piedad de Kelley en z, si para toda sucesion {x, }2°,; C X que converge a x
y para cada A € C(z, X), existe una sucesion {A,}22, C C(X) que converge
a A, donde A, € C(z,, X).

El continuo X tiene la propiedad de Kelley, si X tienen la propiedad de Kelley
en todos sus puntos.

El siguiente ejemplo aclara la definicion anterior. Consideremos en el plano
cuclideano R?, los siguientes puntos a = (—1,0), ap = (0,0) y a,, = (0,2),
para cada n € N. Dados dos puntos c¢,d en el plano, se entiende por cd

oo
al segmento de recta que une ¢ con d. Se define A, = U aa, como el
neNU{0}
abanico arménico, véase Figura 1.

Es claro que A, es arco-conexo y compacto, por lo tanto A, es un continuo.
Veamos que Ay tiene la propiedad de Kelley.

Figura 1: Abanico arménico.

Sean x € Ay, {x,}°°, una sucesion que converge a x'y A € C(x, Ay). Se
tienen dos casos: (1) x € aag y (2) = € aay.

(1) En este caso, existe n, € N tal que = € aa,,. Observe que debe existir
no € N tal que z, € aa,, para toda n > ng, por ende zx,, C aa,,.
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Construimos la sucesion {4,}°, de la siguiente manera: para i < n,
tomamos A; = A, y para i > n, tomamos A; = AU xz;.

Es claro que A; € C(z;, X) para toda i. Dado ¢ > 0, existe n; € N tal
que d(z,r,) < 5, para todan > n;. Consideremos N = méx{ng, n; }, asi
para toda n > N se cumple que z,, € aay,, y d(z,z,) < 5. Dado y € xx,
se tiene que d(z,y) < 5. Sii > N, es inmediato que A C N(A;, 5). Para
y € A; se tienen dos casos, siy € A es claro que y € N(A, 5), si y € xz;
se cumple que d(z,y) < § y por ende y € N(A,5). Concluimos que
H(A;, A) < e para toda ¢ > N. Por lo tanto {4;}3°, converge a A.

Para este caso definamos los conjuntos, N' = {n € N : z,, € aag} y
N ={n e N:uxz, ¢ aa}. Si N es finito se sigue como el caso (1).
Supongamos que N es infinito. Para n € N”, sea m, € N tal que
Ty € Gy, . Dependiendo de la naturaleza de A, se tienen dos subcasos:

(a) ACaayy (b) AL aap.

(a) En este caso A es un arco, digamos que p,q son sus puntos ex-
tremos, es decir, A = pg. Sean y,,y, las rectas perpendicula-
res a aag que pasan por p y ¢ respectivamente. Para ¢ € N !
consideremos ¢, = Y, N A, ¥ Pi = Yp N Aay,,. Construimos la
sucesion {A4;}2°, de la siguiente manera, para i € N tomamos
A, = AUzxz;, parai € N consideraremos A; = p;q; Uz, p;. De este
modo A; € C(z;, X), para toda i. Por la construccion se tiene que
{A;}52, converge a A.

[e.9]
(b) Siap=(A—- U aa,) U {a}, observar que ap es un arco contenido

neN
en aay, donde a y p son sus puntos extremos. Ahora, sea y, la recta

perpendicular a aag que pasan por p. Para i € N consideremos
Di = Yp N aly,,. Construimos la sucesion {4;}°, de la siguiente
manera: para i € N tomamos A; = AUxz; y parai € N consi-
deramos B; = az;Ux;p; y A; = AUB;. Es claro que A; € C(z;, X),
para toda i. Por como se ha construido { 4,}5°,, se cumple que esta
converge a A.

Por lo tanto de (1) y (2) se tiene que A, tiene la propiedad de Kelley.

Consideremos b = (1,0), el continuo Ay, = A;Uagb se conoce como abanico
armoénico con pata alargada, véase Figura 2.
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Figura 2: Abanico armoénico con pata alargada.

Con este cambio, el continuo A, no tiene la propiedad de Kelley. Observe
que la sucesion {a,}5°,; C A, converge a ag. Si A = agh, A € C(ag, Asa),
notar que no existe una sucesion {A;}2, que converga a A tal que A; €
C(a;, As,) para toda i. Por lo tanto Ay, no tiene la propiedad de Kelley.

Teorema 3.2. Si es X un continuo, © € X y {x,}°2, una sucesion que
converge a x, entonces lim sup C(x,, X) C C(x, X).

Demostracion. Si A € limsup C(x,,, X), entonces A € 2% y para cada k € N,
existe ny € N tal que

By (A, %) N Clan,, X) £ 0.

Podemos tomar A,, € C(z,,,X) tal que H(A, A,,) < 1. Como la sucesion
{A,, }72, esta contenida en C'(X) y converge a A, entonces A € C'(X). Para
probar que x € A, supongamos que x ¢ Ay consideremos r = min{d(z, a) :
a € A}, por ser A un continuo se cumple que 7 > 0. Tomemos ahora ¢ = ,
donde d(z,a) > ¢ para toda a € A. Para § > 0 existe m € N, tal que
d(zn,,,x) < 5y H(A,,,A) < 5. Deesto A,,, C Nyg(A,5)ycomo z,, €A,,
debe existir ag € A tal que d(zy,,,a0) < 5. Por la desigualdad del tridangulo
d(z,a0) < d(z,zp,) + d(z,,,,a0) < €, que es una contradiccion. Por lo tanto
reAyAeC(z,X). O

Teorema 3.3. Sea X un continuo. Entonces, la funcion 7 : X — K(X) es
continua si y solo st X tiene la propiedad de Kelley.

Demostracion. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley. Sea z € X
y {z,}5°, C X una sucesion que converge a x. Como X tiene la propiedad
de Kelley en x, dado D € C(z, X) existe {D,,}>2; C C(X) una sucesion que
converge a D, tal que D, € C(x,,X). Entonces, para cada ¢ > 0, existe
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ng € N tal que para cada n > ng, se tiene que H(D,, D) < &, entonces
Bu(D,e)NC(x,, X) # 0, n > ng. Dado D € C(x, X) para cualquier abierto
U en 2% que contenga a D se cumple que U N C(z,,X) # 0 para toda
n € N excepto para un numero finito, es decir, C'(z, X) C liminf C(x,,, X).
Por el teorema 3.2 se tiene que limsup C(x,,) C C(z, X), donde lim C(x,,) =
C(z, X), es decir, la sucesion {7(x,)}>, converge a 7(z). Por lo tanto 7 es
continua.

Ahora, sean z € X, A € C(z,X) y {x,}32, C X una sucesién que
converge a x. De la continuidad de 7 se tiene que {C(z,, X)}>°, converge a
C(z, X). Asi, para cada n € N existe m,, € N, tal que para toda m > m,, se

cumple que

Hy(Clam, X), Cla, X)) < .

n

Podemos tomar la sucesion de {m,, }°° ,, de tal forma que sea estrictamente
creciente. Construimos la sucesion {4;}°, como se muestra a continuacion.
Para i € {1,...,m; — 1} tomamos A; = X. Dado j e Ny i€ {m;,.....,mjs1 —
1}, como ¢ > m; se cumple C(z, X) C Ny(C(x;, X), %), entonces para cada
i € {mj,....,mj41 — 1} podemos elegir A; € C(z;, X) tal que H(A;, A) < %
Esto se hace para cada j € N y se construye la sucesion {4,}°, C C'(X) tal
que A; € C(x;, X). Como {m,}>2, es estrictamente creciente, los elementos
A; estéan bien definidos para toda ¢ € N. Dado ¢ > 0, existe n € N tal que
% < €, para esta misma n existe m, € N tal que, para toda m > m,, se
cumple que H(A,,, A) < L. Por lo tanto {4}, converge a A, asi X tienen
la propiedad de Kelley en z. O

El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes que debe cum-
plir X para que K(X) sea compacto.

Teorema 3.4. Sea X un continuo. Entonces, los siquientes enunciados son
equivalentes:

1. K(X) es compacto;
2. La funcion 7 : X — K(X) es continua;

3. X tiene la propiedad de Kelley;
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4. X ~ K(X).

Demostracion. Veamos que (1) < (2), es claro que (2) = (1). L funcion 77!

es continua por el teorema 2.5 y biyectiva por el teorema 2.4. Como K (X) es
compacto 7 es continua, es decir (1) = (2).

(2) < (3) por el teorema 3.3 . Si suponemos (3) se cumplen (1), (2) y por
ser T biyectiva, concluimos que X ~ K(X), es decir, (3) = (4). Si suponemos
(4) se cumple (1), por lo tanto (4) = (3), asi (3) & (4). O

Ejemplo 3.5. Existe un continuo X tal que K(X) no es compacto.

Consideraremos el abanico arménico con pata alargada A,,, denotado por X.
Sabemos que A, no tiene la propiedad de Kelley y K(X) no es compacto por
el teorema 3.4. En conclusion si X es un continuo, K (X) no es necesariamente
compacto y por lo tanto no es un continuo. Para poder dar mas detalles
de la compacidad de K(X), es necesario agregar la hipotesis de que X sea
localmente conexo, esto se trata en la siguiente seccion.

4 Conexidad de K(X)

En esta seccion se da una condicion necesaria para que K(X) sea conexo y
también se da un ejemplo de un continuo X, para el cual K(X) no es conexo.

Teorema 4.1. Si X es un continuo y B un subespacio localmente conexo de
X, entonces la funcion g : B — K (B, X) es continua.

Demostracion. Sea p € B y € > 0. Por ser B localmente conexo, podemos
tomar U abierto y conexo, tal que p € U C By diam(U) < 5. Veamos que

78(U) C B, (78(p), ).

Sean g € U, K € C(p, X) y consideremos D = K U cl(U). Es claro que D €
C(q,X), ademas D C N(K,e) y K C N(D,¢), luego H(D, K) < ¢, entonces
C(p,X) C Ny(C(g,X),e). Dada L € C(q,X) y tomando E = LU cl(U),
se cumple que F C N(L,e) y L C N(FE,¢), por ende H(E,L) < e. Como
E € C(p,X), entonces C(q, X) C Ny(C(p,X),e). Finalmente, se tiene que
Hy(15(q),78(q)) = H2(C(q,X),C(q,X)) < €. Asi, 75 es continua. O

Corolario 4.2. Si X es un continuo y B un subespacio localmente conezxo de
X, entonces B~ K(B,X). En particular, K(B,X) es localmente conero.
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Demostracion. 74 es biyectiva por el teorema 2.4, 7';1 es continua por el
teorema 2.5 y finalmente 75 es continua por el teorema 4.1. Por lo tanto
B~ K(B,X). [

Corolario 4.3. Si X es un continuo localmente conexo, entonces K(X) es
conexo y localmente conexo

Demostracion. En este caso X ~ K(X). O

Teorema 4.4. Sean X un continuo y B un subespacio de X. Entonces, B es
arco conezo si y solo si K(B,X) es arco conexo.

Demostracion. Supongamos que K (B, X) es arco conexo, por le teorema 2.5
se cumple que 75" : K(B,X) — B es continua, asi 75" (K(B, X)) = B es
arco conexo.

Por otro lado supongamos que B es arco conexo y sean p,q € B tomemos
C(p,X),C(¢q,X) € K(B,X). Existe una funcion f : [0,1] — B tal que
f([0,1])) = A es un arco y f(0) = p, f(1) = ¢. Por ser f un encaje y [0, 1]
localmente conexo se cumple que A es un subespacio localmente conexo de
X. Luego por el teorema 4.1 se cumple que 74 es continua y por lo tanto
(14 0 £)([0,1]) es un arco en K(B,X), donde (140 f)(0) = C(p,X) y (ta0
f)(1) = C(q, X). De este modo K (B, X) es arco conexo.

O]

Ejemplo 4.5. Existe un continuo X tal que K (X) no es conexo.

Sea A = {(0,y) e R : y € [-2,2]} y B = {(x,sen(1)) € R? : 2 € (0,7]}.

Tomando X = AU B, entonces X es un continuo, el cual no es localmente

€ONexo.

Dado que A, B son localmente conexos, por el corolario 4.2 se cumple que

A~ K(A,X)y B~ K(B,X), por ende K(A, X) es cerrado en K (X).

Si suponemos que K (B, X) no es cerrado en K (X). Existen z € Ay {x,}22,

estda contenida en B es una sucesion que converge a x, tal que la sucesion

{C(xn, X)}52,, contenida en K (B, X), converge a C(x, X).

Sea M = {0} x [—1, 1], podemos tomar un arco K € C(z, X) de tal manera

que KN(X —-—M) # 0y Mn (X — K) # (. Por como se ha elegido a

K, podemos asegurar qu% ( a]l\g;[)uno de sus puntos extremos, digamos p, no
P,

pertenece a M. Sea r = =2, se cumple que 1 > r > 0. Dadon € Ny

D € C(x,,X), no es dificil probar que d(p,q) > 1, para todo ¢ € D, por lo
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tanto d(p, D) > r. Asi, H({p}, D) > r, como {p} € C(z,X), se cumple que
C(z,X) € Nu(C(xn, X),r) para toda n € N, esto es una contradiccion. Por
lo tanto K (B, X) es cerrado en K (X). Por ser K(A, X), K(B, X) disjuntos y
no vacios, con K (X) = K(A, X)UK (B, X), se tiene que K (X) es disconexo.
Sin embargo K (X) es localmente conexo por el corolario 4.2.

De forma similar a la seccién anterior, si X es un continuo, la conexidad
de X no necesariamente la hereda K (X), por ende si X es un continuo esto
no implica que K(X) sea un continuo. Los siguientes teoremas culminan el
tema sobre la compacidad de K(X), lo cuales son consecuencia del teorema
4.1.

Corolario 4.6. Sean X un continuo y A € C(X). Si A es localmente conezo,
entonces A tiene la propiedad de Kelley.

Demostracion. Por el teorema 4.1, se cumple que 74 es continua, luego por
el teorema 3.3 A tiene la propiedad de Kelley. O

El reciproco de este corolario es falso, para ver esto basta considerar el
abanico armonico, ya que este tiene la propiedad de Kelley, pero no es local-
mente conexo.

Corolario 4.7. Sean X un continuo y A € C(X). Si A es localmente conezo,
entonces K (A, X) es compacto.

5 Tamano de K(X)

En esta seccion se presentan los conceptos de homogeneidad de un continuo X
y el tamano de K (X)), y se brinda una relacion entre estos dos conceptos. Para
ello note que, dado un continuo X si dos elementos de K (X') son homeomorfos
esto define una relacion de equivalencia ~ en K (X).

Definicion 5.1. Sea X un continuo y n € N, decimos que K (X) tiene ta-
marno n, si el espacio cociente K(X)/ = tiene cardinalidad n.

Lema 5.2. Sean X,Y continuos, p € X y f: X — Y un homeomorfismo,
entonces C(p, X) = C(f(p),Y)

Demostracion. Basta considerar la funcion C(f), : C(p, X) — C(f(p),Y) tal
que C(f),(A) = f(A), ya que este es un homeomorfismo. O
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Definiciéon 5.3. Si Y es un conjunto y (G, ) un grupo decimos que Y es un
G-conjunto si existe una funcion (accion) ay : G x Y — Y tal que:

1. ay(Ild,y) =y paracaday € Y,

2. ay(f,a(g,r)) = ay(f-g,z) paratoda f,ge Gyy Y.

Sea X un continuo y H(X) ={f: X — X : f es homeomorfismo}. Se
cumple que (H(X), o) es un grupo, donde o es la composicion. El continuo X
es un H(X)-conjunto, con la accion ax : H(X) x X — X, ax(f,z) = f(z).

Definicién 5.4. Sea Y un G-conjunto. Dado y € Y la érbita de y bajo la
accion ay es:
Oy) ={a(f,y): f€G} CY.

Dado x € X la orbita de x bajo la accion ax es O(z) = {f(z) : f € H(X)}.
Las 6rbitas brindan una particion de X, esto define la siguiente relaciéon
de equivalencia:

r=y <= x€0(y) (A).

(A) es una relacion de equivalencia en X, donde las clases de equivalencia
son las orbitas.

Definicién 5.5. Dado un entero positivo n, decimos que el espacio X es
%—homogéneo, si X tiene exactamente n o6rbitas distintas. De otra manera,
X es %—homogéneo si la cardinalidad del espacio cociente X / = es igual a n.
Simplemente llamamos homogéneo al espacio 1-homogéneo.

Podemos afirmar que si y € O(z), entonces O(x) = O(y). Damos a con-
tinuacion algunos ejemplos de estos espacios.

Definicién 5.6. La curva cerrada simple es cualquier conjunto homeo-
morfo al subconjunto S* = {z € R? : ||z]| = 1}.

Ejemplo 5.7. La curva cerrada simple S es homogéneo y ademas K (S?)
tiene tamano 1.

Haciendo uso del homeomorfismo de la rotacion, se observa que todos los

elemetos de S! pertenecen a una misma orbita. Por lo tanto, dados dos puntos

p,q € X existe un homeomorfismo f : S' — S* tal que f(p) = ¢y por lo tanto

C(f):C(p,X) — C(q,X) es un homeomorfismo, asi K(S') tiene tamaitio 1.
Note que la homogeneidad es una propiedad topologica.
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Ejemplo 5.8. El intervalo [0,1] es 3-homogéneo y ademas K([0,1]) tiene
tamano 2.

Sea f € H([0,1]), primero veamos que f(0), f(1) € {0,1}. Suponga-
mos que f(0) ¢ {0,1}, asi f(0) € (0,1). Como f es sobreyectiva existen
r,s € (0,1] con r # s tales que f(r) =0y f(s) = 1, supongamos sin pérdida
de generalidad que r < s. Definiendo la funcion h(z) = f(z) — f(0), tenemos
que h(r) < 0 < h(s), por lo que existe ¢ € [r, s] tal que f(c) = f(0) yasic =0,
pero esto es una contradiccion, por lo tanto, f(0) € {0,1}. De forma analoga
se puede probar que f(1) € {0,1}. Asi, tenemos que O(0) = {0,1} = O(1).
Veamos ahora que O(3) = O(z), para toda z € (1,0). Seay € (0,1), podemos
considerar que f, : [0,1] — [0, 1] estd definida por:

2y, six €0,
fy(Q?) = . 1 2
21 —y)z+2y—1 size (1]
Observe que f, € H([0,1]) y ademas f,(3) = y, es decir, y € O(3). Por lo
tanto O(y) = O(3). Asi, solo hay dos 6rbitas en [0,1] que son O(0) y O(2),

por lo tanto [0,1] es 1-homogéneo.
Por lo tanto, en K([0,1])/ = solo hay dos clases de equivalencia, cuyos
representantes son C/(0, [0,1]) y C(3), asi K([0,1]) tiene tamarno 2.

Ejemplo 5.9. El triodo simple es %—homogéneo, véase Figura 3

Figura 3: Triodo simple.

e Los puntos en color negro pertenecen a una misma Orbita digamos
O(x1), porque bajo rotacion envia un punto negro en otro punto ne-
gro.
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e Los puntos sobre los segmentos en color rojo pertenecen a otra orbita
digamos O(x3).

e El punto en color azul es el tinico punto que conecta con 3 segmentos y
por ende este determina otra érbita digamos O(z3).

Como las orbitas O(z1), O(z3) y O(x3) son ajenas, entonces el triodo
simple es %—homogéneo.

Teorema 5.10. Sean n,m € N. Si X es un continuo =-homogéneo y K(X)
tiene tamano m, entonces m < n.

Demostracion. Supongamos que m > ny que C(x1, X), C(x9, X), ..., C(z, X)
son los m representantes de la clases de equivalencia. Supongamos que O(z;) =
O(z;) para i,j € {1,...,m} con i # j, entonces existe f; € H(X) tal que
fi(x;) = x;. Luego, C(fi)|c(@,x) : C(xi, X) = C(f(x;),X) es un homeomor-
fismo por el lema 5.2. Asi, C(z;, X) es homeomorfo a C(x;, X), pero esto es
una contradiccion. Por lo tanto m < n. O]

6 Graficas finitas con K(X) de tamano n

El teorema 5.10 muestra que el grado de homogeneidad de un continuo X
es una cota superior para el tamano de K(X). En esta seccién se presenta
una familia de graficas finitas {X,,}22 ;, las cuales cumplen que el tamano de
K(X,) esigual a n y que este coincide con el grado de homogeneidad de X,
véase el teorema 6.17. Antes definiremos el concepto de grafica finita.

Definicién 6.1. Un arco es cualquier conjunto homeomorfo al intervalo ce-
rrado [0, 1].

Definicién 6.2. Un continuo X es una grafica finita si se puede expresar
como la uniéon de un nimero finito de arcos tales que, cada par de ellos son
ajenos o se intersectan en uno o ambos puntos extremos. Cada arco que
conforma a una grafica finita le llamamos arista.

Para toda gréfica finita X consideramos la métrica d, dada por la “longitud
de arco”, es decir, dados x,y € X, la distancia de = a y seré la longitud de la
trayectoria mas corta que conecta x con y en X. Se supondré que la longitud
de cada arista es igual a 1.
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Definicién 6.3. El n-odo simple, denotado por 7},, es un continuo que se
construye uniendo n arcos que se intersectan dos a dos en un tnico punto
llamado vértice, dicho vértice tiene que ser un punto extremo de cada uno
de los n arcos y los otros puntos extremos de los arcos se llaman extremos del
n-odo.

Definicién 6.4. Dado X una grafica finita, p € X y n € N, decimos que p
es de orden n en X, denotado por ord(p, X) = n, si p tiene una vecindad
cerrada que es homeomorfa a un n-odo simple que tiene a p como vértice.

Los puntos de orden 1 son puntos extremos, los de orden 2 son puntos
ordinarios y los puntos de orden 3 o mayor son puntos de ramificacion, estos se
identifican con E(X), O(X) y R(X), respectivamente. El conjunto de vertices
de X se denota por V(X) = E(X)UO(X) y una arista sera un arco cuyos
puntos extremos son vértices.

Teorema 6.5. Sea X una grafica finita, entonces K(X) es un continuo.

Demostracion. Se sabe por |7, Proposicion 9.4] que una grafica finita es lo-
calmente conexa, entonces por los teoremas 4.7 y 4.2 de la seccién anterior se
cumple que K (X) es un continuo. O

Ejemplo 6.6. Consideremos en R? la grafica finita X = S U LU J, donde
L S={(z,y): (z+2?*+y* =1}
2. L={(z,0): 2 € [-1,1]};
3. J=A{(1,y) : y € [-1,1]}, véase Figura 4.
En X se tienen las siguientes érbitas:
e Los puntos sobre la circunferencia en color rojo, forman la 6rbita O(x;).
e Los puntos sobre el segmento color negro, forman la 6rbita O(z3).
e Los puntos sobre el segmento color verde, forman la orbita O(x3).

e Los puntos en color rosa forman la o6rbita O(z4). Los puntos en color
amarillo y azul forman las orbitas O(z5) y O(xg) respectivamente.
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Figura 4: Gréfica de X.

La grafica finita es ¢- homogénea. Sin embargo, en [4, Teorema 5.2] se
prueba que K (X) tiene tamano 5.

Teorema 6.7. [4, Teorema 3.3] Sea X una grdfica finita y p € X. Para cada
AeCp,X)ye >0, eviste A C C(p,X) tal que A contiene una n-celda,
donde n = ord(p, X) y Ha(A, {A}) < e.

Observacion 6.8. Si A = {p} en el teorema 6.7, cabe resaltar que el sub-
conjunto A C C(p, X), que nos brinda el teorema 6.7, no solo contiene una
n — celda, sino que esta es una n — celda. Ademés, por su construccion, po-
demos asegurar que {p} es un punto interior de A.

Teorema 6.9. Sean X, Y grificas finitas yp € X, q € Y tales que C(p, X) ~
C(q,Y), entonces ord(p, X) = ord(q,Y).

Demostracion. Seann = ord(p, X), ord(q,Y) = m y supongamos que n < m.

Como C(p,X) ~ C(q,Y) existe h : C(p,X) — C(g,Y) un homeomorfismo.
min{d(p,r): reV(X)}

Sea ¢ = 5 , por el teorema 6.7 y la observacion 6.8, existe
A C C(p,X) una n — celda, tal que Hy(A, {{p}}) < ¢ y ademas {p} es un
punto interior de A. Entonces existe £y < ¢ tal que By ({p}, o) C A. Ahora,
por ser h ™! continua, existe § > 0 tal que para cada D € By (h({p}),d) ocurre
que H(h~ (D), {p}) < 2.

Por el teorema 6.7 existe A C C(q,Y), que contiene una m — celda, tal
que Ho(A', {h({p})}) < 4. Esto implica que h~'(A") C By({p}, L), entonces
h~'(A") C A. Es claro que h~'(A’) contiene una m — celda, lo cual es una
contradiccion, porque A es una n — celda, asi n > m. Analogamente se puede
demostrar que m > n. Por lo tanto m = n. O]
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El teorema anterior asegura que en una grafica finita X, dados p,q € X
tales que C(p, X) =~ C(q, X), se cumple lo siguiente:

1. Sipe E(X), entonces ¢ € E(X).
2. Sip e O(X), entonces g € O(X).
3. Sipe R(X), entonces ¢ € R(X).

Sea X es una gréfica finita tal que K (X) tiene tamano 1, veamos que esta
es una caracterizacion de la curva cerrada simple.

Teorema 6.10. Para una grdfica finita X, las siquientes condiciones son
equivalentes:

1. K(X) tiene tamano 1;
2. X es una curva cerrada simple;

3. X es homogéneo.

Demostracion. Veamos que 1 = 2. Dados p,q € X se cumple que C(p, X) ~
C(q,X) y por ende ord(p, X) = ord(q,X). Esto implica que p € O(X),
para toda p € X. Luego por |7, Proposicion 9.5] se cumple que X es una
curva cerrada simple. Para probar que 2 = 3, basta revisar el ejemplo 6.6.
Finalmente, 3 = 1 por el teorema 5.10. [

Definicion 6.11. Sea X una grafica finita, que no es un arco. Si ¢ € F(X),
denotamos por v(g) al tnico punto en R(X) tal que la componente @ de
X —{v(q)}, que contiene a ¢, satisface que Q U {v(g)} es un arco.

Un punto v(q) es el primer punto de ramificacién que nos encontramos, si
caminamos sobre la grafica finita saliendo desde p, véase Figura 5.

v(p)

q v(q)
Figura 5: Puntos v(q) y v(p).
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Teorema 6.12. Sea X una grifica finita distinta de un arco. Si ey, ey € E(X)
y Cer, X) = C(eq, X), entonces ord(v(ey), X) = ord(v(es), X).

Demostracion. Sea h : C(e, X) — C(ez, X) un homeomorfismo. Considere-
mos las aristas de X, l; = ejv(ey) y lo = eqv(es), donde n = ord(v(ey), X) > 3
y m = ord(v(ez),X) > 3. Sea A € C(ey,l1) — {l1}, podemos suponer que
A = er, para algin r € [} — {v(e;)}. Tomemos ¢ = d(r,v(e1)) y su-
pongamos que h(A) ¢ C(es,ly). Como la funcion inversa de h es conti-
nua, h~! es continua en h(A), entonces existe & > 0 tal que para todo
D € By(h(A),d) se cumple que H(h™'(D), A) < e. Por como se ha elegi-
do € se cumple que, h™}(D) € C(ey, 1) para cada D € By(h(A),d). Es claro
que h(A) € C(ey, X) y como h(A) ¢ C(es,ls) se cumple que v(eg) € h(A).
Asi, por el teorema 6.7 existe A C C'(v(ez), X), que contiene una m — celda,
tal que Ha(A,{h(A)}) < 0. Esto implica que A C By(h(A),d) y por ende
h='(A) C C(ey,ly). Es claro que h™'(A) contiene una m-celda. Pero por el
teorema [9, Teorema 3.17], C'(eq, ;) es un arco, que es una contradiccion. Por
lo tanto h(A) € C(eq, ).

Sea {A,}5°, C Cley,ly) — {l;} una sucesién que converge a [y, por la
continuidad de h, se cumple que la sucesion {h(A4,)}52, C C(ey,l3) converge
a h(ly) y por ser C(eq,ls) cerrado, se tiene que h(ly) € C(eq, ().

Veamos que h(l;) = ls. Supongamos que h(ly) # lo, entonces h(ly) = ear,
para algin r € lo—{wv(ez)}. Seae = d(r,v(ez)) y por la continuidad de h existe
0 > 0, tal que para cada D € By(ly, ) se cumple que H(h(D), h(l;)) < e. Por
como eligié € tenemos que h(D) € C(es,ly) para cada D € By(ly,0). Como
v(ey) € [y, por el teorema 6.7 existe A C C(v(e1),X), el cual contiene una
n—celda y ademés Ho(A, {l1}) < d. De esto ultimo, se tiene que A C By (l1,9)
y por lo tanto h(A) C C(eq,l3), lo cual es una contradiccion, porque por |9,
Teorema 3.17] C(eq,l3) es un arco y h(.A) contiene una n-celda. Por lo tanto

h(ly) = bo.

Con argumentos andlogos, se prueba que h='(C/(ez,15)) C C(e1,ly), en-
tonces h(C(ey,l1)) = C(es,ly). Definamos los siguientes conjuntos: Y; =
(Cler, X)—=Cler, 11))U{li}, Yo = (C(ez, X)—Cleq, I2))U{la}, Z1 = cl(X —11)
y Zy = cl(X — ly). Ahora definamos las funciones, f; : Y1 — C(v(e1), Z1)
por fi(4) = (A=lL)U{v(e)} v fo 1 Yo = Clu(ez), Z2) por fo(B) =
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(B — l3) U {v(ez)}. Observe que las funciones f; y fo son homeomorfis-
mos, asi Y, ~ C(v(ey),Z1) y Yo = C(v(eq),Z5). La funcion h da un ho-
meomorfismo entre Y] y Ys, entonces C'(v(ey), Z1) =~ C(v(eq), Z3), luego por
el teorema 6.9 se cumple que ord(v(e;), Z1) = ord(v(es), Z2). Es claro que
ord(v(ey), X) = ord(v(er), Z1) + 1 y ord(v(es), X) = ord(v(es), Zs) + 1, por
lo tanto ord(v(ey), X) = ord(v(ez), X). O

Definicion 6.13. Sean X una grafica finita, p € O(X) y vw la arista de X
que contiene a p, con v, w € V(X). Se define

ord(v, X) + ord(w, X), siv#w,
ord(v, X), siv=w.

E(p,X)Z{

Teorema 6.14. Sean X un continuo y L € C(X). Entonces, L esta contenido
en el centro de un k — odo de X si y solo si C(L, X) contiene una k — celda.

La demostracion se puede consultar en [12] corolario 3.15.

Teorema 6.15. Sea X una grifica finita. Si A es una arista de X y p €
O(X) N A, entonces existe A C C(p,X) tal que A esta contenido en una
Y(p, X) — celda.

Demostracion. Sea A = vw, con v,w € V(x). Se tienen los siguientes dos
casos:

1. v = w. Sea k = ord(v,X) = X(p,X). Se tiene que A es una curva
cerrada simple, consideremos A; = pv y Ay = pw de tal manera que
A = Ay U Ay. Tomemos py,ps € X, con p; # po, tal que Ay = pp; U

p1p2 U pov. Podemos tomar ¢y, qs, ..., qx_2 € X, puntos distintos dos a
k—2

dos, tales que vg; Nwg; = {v}, j # i. Sea V = U vq;, observar que

Y =V Uwvp; Upsw es un continuo. Si M = pw, sel clumple que Y — M
tiene exactamente k componentes en Y, es decir, Y es un k — odo y
p € M, donde M es el centro. Luego, por el teorema 6.14, C'(p, X)
contiene una Y(p, X) — celda.

2. v # w.Sean k; = ord(v, X )y ke = ord(w, X). Podemos tomar ry, ..., 7, €
X, puntos distintos dos a dos, tal que vr; Nvr; = {v}, i # j. También
es posible seleccionar sy, ..., Sg, € X, puntos distintos dos a dos, tales
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que ws; Nws; = {w} cuando i # j. Sean V = Um’, y W = U ws;, NO

es dificil probar que Y =V UAUW es un contlnuo y que Y A tiene
k1 + ko = 3(p, X) componentes en Y, es decir, Y es un X(p, X) —odo y
A es un centro. Como p € A por el teorema 6.14 se cumple que C(p, X)
contiene una X(p, X) — celda.

O]
Teorema 6.16. [/, Teorema 3.10] Sea X una grifica finita. Si p,q € O(X)
y Clp, X) ~ Clg, X), entonces S(p, X) = 2(g, X).

Se definen los siguientes conjuntos en el plano euclideano R?, donde || - ||
es la norma. Para n € N se definen los siguientes conjuntos:

1. I, = [n—1,n] x {0};
2. Jo={(z,y) eR*: |[(x —n,y — DIl = 1}
3. J={(z,y) eR*: [|(x = 2,y — Il = 3 };

4. Para cada i € N, consideramos a lg") como el segmento de recta que une
a los puntos (n,0) y (n — 1, —1);

2n
5. Sin>3, 8, =1LUC,ulJui".
=1

Las Figuras 6, 7 y 8 muestran las graficas finitas que seran la base para
las graficas que deseamos construir.

P

Figura6: P1:IQUJQUJYPQZIQUJlLJJQUJ.
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Py

=1

Figura 8: P; = P, Ul uil? ui® uil®.

En P, los puntos en color azul y rojo definen dos érbitas en la que solo
estan esos puntos y por lo tanto C'(p, X) es su tnico representante, esto es
claro por el teorema 6.9.

Los puntos en color naranja pertenecen a una misma 6rbita, segin el teore-
ma 6.9 podria ser posible que un punto naranja y un punto verde pertenezcan
a la misma 6rbita, pero esto no es posible por el teorema 6.16. Asi, los puntos
naranjas definen una misma orbita en la cual sus C(p, X) pertenecen a una
misma clase.

Con argumentos anélogos, los puntos en color verde pertenecen a una
misma orbita y sus C'(p, X) pertenecen a una misma clase. De esta manera
Py es }L—homogéneo y K(Py) tiene tamano 4, esto ya que cada color define una
orbita distinta y por los teoremas 6.9, 6.16 se prueba que cada color define
una clase de equivalencia distinta en K(Py),/ ~.

De manera similar al caso P;, haciendo uso de los teoremas 6.9, 6.12 y
6.16, se prueba que P; es Z.J%g—homogéneo y que K(P;) tiene tamano i + 3,
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par i € {1,2,3,4,5}. Las gréficas finitas S,, juegan un papel importante en la
construccion, por ello se presentan las graficas de S5 y 54, véase Figura 9.

Figura 9: S3 y Sy.

Nuevamente utlizando los teoremas 6.9, 6.12, y 6.16, se prueba que S3 es
%—homogéneo y que el tamano de K(S3) es 6, también que Sy es %—homogéneo
y que el tamano de K(S,) es 6.

Definimos X,,, como sigue:
1. Sea X; una curva cerrada simple, X5 un arco y X3 un triodo simple.

2. X413 =P, parai€{1,2,3,4,5}.

Para cada n > 9 se define de forma recursiva a X,,, de la siguiente
manera.

3. Primero expresamos a n en la forma siguiente: n = 5(k + 1) + r, donde
re{-1,0,1,2,3).

4. Luego se define para cada n > 9 se define X,, = X5p1, U Skio.

Tenemos asi la familia de graficas finitas X;, observe que X;, X5, X3 son
espacios 1, 3, 5- homogéneo respectivamente, ademas K (X;), K(X2) y K(X3)
tienen tamano 1,2 y 3 de forma correspondiente.
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Las Figuras 10, 11 y 12 muestran las gréaficas de las primeras cinco iteraciones
de la construccion.

Xy

Figura 12: Xj3.

Observar que S3 aumenta en 5 el tamano de K (X;), cuandoi € {4,5,6,7,8}.
Las siguientes cinco iteraciones se muestran en las Figuras 13, 14 y 15.

Figura 13: X4 v X;5.
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Xig

Figura 15: Xjs.

Nuevamente, ahora gracias a Sy, el tamano de K(X;) aument6 en cinco,
para i € {9,10,11,12,13}. Como se puede observar en las graficas, el tamano
de K(X,) va aumentando en 5 unidades. Asi, para cada n € N, es posible
encontrar una grafica finita X,, cuyo tamano de K(X,) sea n y que ademas,
X, sea %—homogéneo. Esto nos permite enunciar el siguiente teorema.

Teorema 6.17. Para cada n € N, existe una grdfica finita X,, tal que es %-
homogénea y K(X,,) tiene tamano n.

Recomendamos la lectura de las referencias [1] — [3| para conocimiento del
lector y pueda ver la evolucion de nuestras investigaciones las cuales tenemos
plasmadas en este capitulo.
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Capitulo 7

Status de la unicidad de hiperespacios de
continuos

Mauricio Esteban Chacén Tirado, David Herrera
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Resumen

En topologia general, dado un espacio X hay varias maneras de construir
un nuevo espacio K(X) a partir de X. Ejemplos de esta situacion son:
conos, productos, espacios de funciones de R, grupos de homomorfismos,
hiperespacios, etc. Una pregunta natural es si podemos recuperar el es-
pacio X cuando conocemos el espacio K (X); para lograr este objetivo,
el espacio K(X) debe ser unico, esto es, este debe venir de un solo X,
claro, salvo homeomorfismo. En este capitulo panoramico vamos a men-
cionar algo de lo que se ha hecho en esta direccién cuando la estructura
K(X) es uno de los hiperespacios 2%, Cp,(X), F,,(X), Cn(X)/Fn(X) o
Fo(X)/Fn(X). También tratamos clases de continuos sin hiperespacio
anico.

1 Introduccion

El objetivo de este capitulo es el de concebir los ultimos logros de esta rama
de la topologia que vincula la teoria de los hiperespacios y la teoria de los
continuos. Para ser més concisos, restringimos nuestras consideraciones a la
parte mas importante de la teoria de los hiperespacios, a saber, la de los
continuos (métricos). Debe subrayarse que hasta los tltimos afos del siglo XX,
el estudio de los hiperespacios de continuos se concentroé en la investigacion de
dos hiperespacios principales: el hiperespacio 2% de todos los subconjuntos
cerrados no vacios de un continuo X y el hiperespacio C(X) de conexos
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miembros de 2%, es decir, de subcontinuos de X. Muy recientemente, durante
los dltimos anos, se inici6 un estudio més extenso de otros hiperespacios, y
la atencion de los investigadores se refiere principalmente a los hiperespacios
Co(X)y F.(X), paran € N.

Este capitulo consta de ocho secciones. Los conceptos basicos utilizados en
el escrito se recopilan en los preliminares. En la segunda seccion se recuerdan
algunos modelos para varios hiperespacios y se estudian las relaciones entre
hiperespacios. La tercera seccion esta dedicada a los continuos determinados
por el hiperespacio y algunos conceptos relacionados: tener un hiperespacio
{nico.

Otro trabajo relacionado con este tema, pero en términos de la teoria
de categorias, contiene una descripcién en términos categoricos de algunos
conceptos tratados aqui |6, Capitulo 4].

2 Preliminares

Un continuo es un espacio métrico no vacio compacto y conexo.
Para un continuo X, consideraremos los siguientes hiperespacios de X:

2 ={AC X : A#0Dy Aes cerrado de X}.

A este hiperespacio se le dota de la topologia de Vietoris:

Definicién 2.1. Para un continuo X, la topologia de Vietoris para 2% es la
topologia més pequeiia, Ty tal que 2% tiene las siguientes propiedades: (1)
{A e 2X: AC U} € 7y, para todo abierto U de X y (2) 2¥\{Ae€2%: AC
B} € 1y, para todo cerrado B en X.

Si Uy, ..., U, son abiertos de X, entonces

<U1,...,Um):{A62X:ACUU,~ y ANU; # 0 para cadai € {1,...,m}}

i=1
es un basico para la topologia de Vietoris (véase [41, Teorema 1.2]).

Como subespacio de 2% de un continuo X, para cada n € N, tenemos a

Matematicas y sus aplicaciones 16, Capitulo 7, paginas 177-201



Status de la unicidad de hiperespacios de continuos 179

F,(X)={A€2¥ : A tiene a los mas n puntos}.

que denotan el producto simétrico n veces de X. Por lo tanto, el producto
simétrico una vez de X es el hiperespacio F;(X) de los subconjuntos singulares
de X, y por las definiciones tenemos X es homeomorfo a F;(X). El concepto
de producto simétrico lo introdujeron K. Borsuk y S. M. Ulam en [8]. Ver [41,
(0.48), pag. 23| y [55, pag. 6 y 7] para obtener més informacion. Ademas, se
define el hiperespacio F,(X) de subconjuntos finitos de X por

Fo(X) ={A € 2%: Aes finito} = [J{F.(X) : n € N}

como subespacio de 2% de un continuo X (see [41, Definicion 1.8, pag. 7,
donde Fi,(X) se denota por F'(X)). Notemos que para un continuo X todos
los hiperespacios F,(X) son continuos (ver [52, 2.4.2, pag. 156], y [11, Teorema
4.10, pag. 165]; comparar con [8, pag. 877]) y Fo(X) es un subconjunto denso
(v conexo) de 2% (ver [52, 2.4.1, pag. 156]).

De manera similar, para cada n € N, se definen

Cn(X) ={A € 2% : A tiene a los més n componentes} y
Coo(X) = {A € 2% A tiene un ntimero finito de
componentes} = [ J{C,(X): n € N}.

Si n = 1, el hiperespacio C;(X) de todos los elementos conexos de 2%, es
decir, de todos los subcontinuos de X, generalmente se denota por C'(X).
Es uno de los hiperespacios de X mas importantes (y mas estudiado en la
literatura contemporanea), como puede verse en el contenido de [41] y [55].
Los hiperespacios C,(X) para arbitrarios n € N, ahora, son objeto de una
investigacion mas intensa. Se sabe en particular que, para cada n € N, los
hiperespacios C,,(X) son continuos arco conexos (véase [46, Teorema 3.1, pag.
240]). Se remite al lector a [45] y [46] para obtener informacion basica sobre
estos hiperespacios.

En 1979, S. B. Nadler Jr. introdujo el concepto de hiperespacio suspension
de un continuo X como el espacio cociente C(X)/F;(X), que se obtiene de
C(X) al identificar a F;(X) en un punto y se denota como HS(X) véase |56,
pag. 125].

En 2004, Sergio Macias lo generaliz6 al n—ésimo hiperespacio suspension
de un continuo X y es definido como el espacio cociente C,,(X)/F,(X) que
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se obtiene de C,,(X) al identificar a F,(X) en un punto y se denota como
HS,(X), donde n € N con n € N\ {1}, véase [47, pag. 127].

En 2008, Juan Carlos Macias [42] defini6 el n-ésimo pseudo hiperespacio
suspension de un continuo X, PH S, (X), como el espacio cociente C,(X)/F}
(X). Para conocer propiedades basicas de este hiperespacio se remite la lector
a la referencia [42].

En 2010, F. Barragén [7] definié para un continuo X y n € N, con n €
N\ {1}, el n-ésimo producto simétrico suspension de X, denotado por
SF,(X), como el espacio cociente F,,(X)/F;(X), el cual es obtenido de F,,(X)
al identificar a F}(X) a un punto con la topologia cociente; también en |7|
podemos encontrar ejemplos y propiedades de este hiperespacio. Para més
sobre este hiperespacio véase [53].

En 2018, J. G. Anaya, D. Maya y F. Véazquez-Juarez [5] se defini6 el
(n, m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo X es el espacio cociente
Cn(X)/Fn(X) que se obtiene de C,(X) al identificar a F,,,(X) a un punto,
donde m,n € N con m < n, y lo denotamos por HS} (X) (véase [5]). De
acuerdo a esta notacion HS](X) = HS(X) y HS™"(X) = HS,(X).

Considere los siguientes hiperespacios H(X) de un continuo X, donde
n,méeNconm<n

H(X) € {2%, F,(X),Cn(X), HS" (X), SF,(X)}. (1)

Las inclusiones obvias para estos hiperespacios son:
Fo(X) C Fo1(X) C Foo(X) y Cp(X) C Cryr(X) C Cun(X), (2)

Fu(X) C Co(X) y Fao(X) C Cou(X). (3)

H'(X) € {27, Fu(X), Cu(X)}- (4)

Por lo tanto, las inclusiones (2) y (3) conducen al siguiente resultado que
extiende |10, Proposiciéon 1.2, pag. 6].

Teorema 2.2. Para cada continuo X, el hiperespacio Fy(X) es homeomorfo
(incluso isométrico) a X. Notemos que Fy(X) C H'(X) C 2%. Asi, X estd
encajado en cualquier hiperespacio H'(X) citado en (4).
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Un modelo geométrico para un hiperespacio H(X) para un continuo dado
X es, en términos generales, una imagen que muestra cémo se ve el hiper-
espacio. Para la mayoria de los continuos X, es bastante dificil imaginar la
estructura (geométrica) de un continuo que es homeomorfo a los hiperespa-
cios méas simples como 2% y C(X). Recordemos que el problema de que si
el cubo de Hilbert es un modelo para 2% tiene una larga e interesante his-
toria desde la pregunta de Wojdyslawski de 1938 en [61]| hasta la respuesta
afirmativa de 1972 de R. M. Schori y J. E. West en [57], [58] y [59] hasta
la solucion completa de 1978 de D. W. Curtis y R. M. Schori en [13] y [14]
quienes demostraron el muy importante resultado que sigue (véase también
[41, Teorema de Curtis-Schori 11.3, pag. 89] ).

Teorema 2.3. Un continuo no degenerado X es localmente conexo si y solo st

2% es homeomorfo a [0,1]%. Si, ademds X no contiene arcos libres, entonces
C(X) es homeomorfo a [0, 1]%.

Asi, en particular, el cubo de Hilbert es un modelo para 2% y para
C([0,1]?). Por [41, Ejemplos 5.1 y 5.2, pags. 33 y 35, respectivamente|, la
2-celda es un modelo para C([0,1]) y para C(S').

De hecho, si X = [0, 1], entonces los puntos de C([0,1]) son intervalos
cerrados [a, b] con 0 < a < b < 1. Definiendo una funcion h de C([0,1]) en R?
por h([a,b]) = (a,b) vemos que la imagen h(C([0,1])) es una 2-celda (triangu-
lo) en el plano R? con vértices (0,0),(0,1) y (1,1). Es facil observar que h es
inyectivay h(C([0,1])) = T. Dado que una secesion de puntos [a;, b;] : i € Nen
C([0,1]) converge a [a,b] si y solo si la sucesioén de puntos (a;,b;) € R? i € N
converge (en el plano R?) a (a,b), se deduce que h : C([0,1]) — T es un
homeomorfismo.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de modelos geométricos del
n-ésimo producto simétrico suspension de un continuo dado, en los cuales se
puede apreciar algunas caracteristicas interesantes.

Ejemplo 2.1. Sea X = [0,1]. En [39, pdg. 51] se demuestra que un mo-
delo para el hiperespacio Fy(X) es el tridngulo en el plano con vértices en
(0,0),(0,1) y (1,1), (una 2-celda), donde F\(X) es homeomorfo a el segmen-
to que une el punto (0,0) con el punto (1,1). Si identificamos F\(X) a un
punto, obtenemos un espacio homeomorfo a este tridngulo. Asi, el hiperespa-
cio SFy(X), también es una 2-celda. La Figura 1 ilustra lo dicho.
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Fi(X)

Ux (F1(X))
X Fy(X) SFy(X) = F»(X)/F1(X)

Figura 1: El segundo producto simétrico suspension del arco.

Ejemplo 2.2. Sea T el triodo simple. En [39, pag. 55] se demuestra que un
modelo para el hiperespacio Fy(T) es el espacio que se muestra en la Figura
2, el cual es una 2-celda Dy que contiene tres 2-celdas, Dy, Dy y D3, pegadas
de tal manera que Do N D; es un arco para cada i € {1,2,3} y la interseccion
Dy N Dy N Dy es un punto p. Ademds Fy(T') estd contenido en la frontera
como variedad de Dy, Dy, D3 y F\(T) N Dy = {p}. Asi, al identificar F\(T) a
un punto, obtenemos un espacio homeomorfo a F»(T). Por tanto, SF»(T) es
homeomorfo a Fy(T). En la Figura 2 podemos observar un bosquejo de como

se llega al espacio SFy(T

N
T SFy(T) = F2(T)/F1(T)

Figura 2: Segundo producto simétrico suspension del triodo simple.

En los Ejemplos 2.1 y 2.2, se dan continuos tales que sus respectivos segun-
do producto simétrico y segundo producto simétrico suspension son homeo-
morfos. Podemos pensar que esto simpre sucede. Sin embargo, en el Ejemplo
2.3 se prob6 que no siempre pasa eso. Este ejemplo es una de las razones por
lo cual es importante el estudio del n-ésimo producto simétrico suspension de
un continuo.
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Un continuo X es unicoherente si para cualquier par de subcontinuos H
y K tales que X = H U K, se tiene que H N K es un continuo.

Ejemplo 2.3. Sea S' la circunferencia unitaria en el plano centrada en el
origen. En [39, pdg. 23] se demuestra que un modelo para Fy(S") es el espacio
conocido como la Banda de Moebius, donde Fy(S*) es homeomorfo a la fron-
tera como variedad de la Banda de Moebius. Asi, al identificar F1(S') a un
punto, obtenemos el plano proyectivo real RP?. Ast, SF5(S") es homeomorfo
a RP?. El espacio S' es un continuo no unicoherente tal que Fy(S') no es
unicoherente. Por [60, Pdg. 197], tenemos que SFy(S") es unicoherente. Por
tanto, F5(S') no es homeomorfo a SFy(S").

Sea f una funciéon continua de un continuo X a un continuo Y. Para un
hiperespacio fijo H(X) citado en (1) se define la H-funcién inducida por
Hf): H(X) — H(Y) por H(f)(A) = f(A), para cada A € H(X).

Si H(X) = 2%, entonces H(f) generalmente se denota por 2/. Se sabe
que para cada funcién f: X — Y la funcién inducida 27: 2% — 2Y es conti-
nua (ver [41, Lema 13.3, pag. 106] y comparar |55, 5.10.1 del Teorema 5.10,
pag. 170]). Dado que H(X) C 2% simplemente por la definicién, y dado que
H(f) = 27|H(X), la continuidad de 27 implica la continuidad de cada H(f).
Similarmente,

si fes un homeomorfismo, entonces H(f) es un homeomorfismo.  (5)
(véase [55, (0.52) y (0.53), pag. 29 y 30]).

Los siguientes resultados son una consecuencia inmediata de la implicacion
(5).
Teorema 2.4. Si f es una funcion continua de un continuo X a un continuo

Y y H(X) € {2%, F,(X),Cn(X)}, entonces H(f)(F1(X)) C Fy(Y).

Teorema 2.5. St f es una funcion continua de un continuo X a un conti-
nuo Y, H(X) € {2%, F,(X),C(X)} y A,B € H(X) con A C B, entonces
H()(A) C H(f)(B).

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la implicacion (5).

Teorema 2.6. Si X y Y son continuos y X es homeomorfo a 'Y, entonces
2% es homeomorfo a 2¥ y C(X) es homeomorfo a C(Y).
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De hecho, si h: X — Y es un homeomorfismo, entonces la funciéon inducida
2M: 2% — 2Y es un homeomorfismo, y por lo tanto 2"|C(X) = C(h): C(X) —
C(Y') también es un homeomorfismo (véase [55, (0.52) y (0.53), pag. 29 y 30]).

La proposicion reciproca del Teorema 2.6 no es cierta, en general, véase
[55, (0.58), pag. 32].

En el ano de 1978, S. B. Nadler, Jr. en [55, (0.61)| define:

Definicién 2.7. Los miembros de una clase de continuos A estan C-determi-
nados si X,Y € A tales que C(X) es homeomorfo a C(Y'), entonces X es
homeomorfo a Y.

Desde entonces se iniciaron las busquedas de clases de continuos cuyos
miembros son C-determinados. En lo que sigue de este trabajo presentamos
una lista de clases de continuos, acompanadas con las definiciones de dichas
clases, cuyos miembros estan C-determinados, con sus correspondientes refe-
rencias en donde se pueden encontrar las demostraciones de tales propiedades.

Generalizando la definicién de miembros que en cuya clase estan C-deter-
minados (no solo C'(X)), para otros tipos de “hiperespacios”, en 2003, J. J.
Charatonik en [11, pag. 247| introdujo la nociéon de miembros que estan H-
determinados para los hiperespacios H(X) € {2%, F,,(X), C,(X)}. De manera
natural extendemos este concepto para todos los hiperespacios.

Definiciéon 2.8. Dados un continuo X y un hiperespacio H(X). Los miem-
bros de una clase de continuos A estan H-determinados si X,Y € A tales
que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces X es homeomorfo a Y.

Definicion 2.9. Dado un continuo X, denotamos por H(X) un hiperespacio
de X. Una clase de continuos A es H-cerrada si X € A y Y un continuo tal
que H(X) es homeomorfo a H(Y), entonces Y € A.

En 1999, Gerardo Acosta en [1], defini6 el concepto de hiperespacio tnico:

Definicion 2.10. [1, Definicién 57| Un continuo X tiene hiperespacio tani-
co C(X) si cada vez que Y sea un continuo tal que C(X) es homeomorfo a
C(Y), entonces X es homeomorfo a Y.

En el &nimo de generalizar el concepto de hiperespacio tinico dado en la
Definicion 2.10, se di6 el siguiente concepto.
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Definiciéon 2.11. Un continuo X tiene hiperespacio tinico H(X), si para
cualquier continuo Y tal que H(X) es homeomorfo a H(Y), entonces X es
homeomorfo a Y.

Uno de los problemas que ha tomado auge en la teoria de hiperespacios
de continuos es conocer las clases de continuos que tienen hiperespacio tinico
H(X). En general, como lo muestra la nomenclatura, una forma de resolver
este problema ha sido probar que los miemmbros de dicha clase de continuos
estan H-determinados y luego H-cerrada, o bien, primero se prueba que la
clase es H-cerrada y luego H-determinada, para finalmente obtener que la
clase de continuos tiene hiperespacio tinico H(X). A lo largo de este capitulo se
presentan algunas clases de continuos que, satisfacen uno o ambos conceptos,
tienen hiperespacio unico; ademés también se presentan algunas clases de
continuos que no tienen hiperespacio tnico.

3 El hiperespacio 2*

En 1999, S. Macias |44, Teorema en la pag. 416] probo que:

Teorema 3.1. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
tienen hiperespacio tinico 2°X.

En 1999, S. Macias [44, Teorema en la pag. 417] probo que:

Teorema 3.2. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
es 2-determinada.

4 FEl hiperespacio de subcontinuos de X, C'(X)

Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].

Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la circunferencia
unitaria en el plano.

Un continuo es una gréafica finita si se puede escribir como la unioén finita
de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan
solamente en uno o en sus dos puntos extremos.

En 1968, R. Duda probo6 [15, Teorema 9.1] que:
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Teorema 4.1. La clase de las grdficas finitas diferentes del arco y de la curva
cerrada simple es C-determinada.

En 1999, G. Acosta |1, Teorema 67, pag. 32| (véase también |2, Teorema
1, pag. 38]) probd que:

Teorema 4.2. Las grificas finitas X que no son ni un arco y ni una curva
cerrada simple, tienen hiperespacio unico C(X).

Un continuo es indescomponible si no se puede escribir como la uniéon
de dos subcontinuos propios. Un continuo es hereditariamente indescom-
ponible si todos sus subcontinuos son indescomponibles.

En 1978, Nadler probo [55, (0.60)] que:

Teorema 4.3. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
es C'-determinada.

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 63, pag. 31|, véase también |2, Teorema
2, pag. 38|, probo que:

Teorema 4.4. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
X tienen hiperespacio unico C(X).

Un continuo indescomponible se llama arco-continuo indescomponible
si todos sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos.
En 1997, S. Macias |43, Teorema 3| prob6 que:

Teorema 4.5. La clase de los arco-continuos indescomponibles es C'-deter-
minada.

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 158, pag. 164] probo6 que:

Teorema 4.6. Los arco-continuos indescomponibles X tienen hiperespacio

unico C(X).

Un espacio métrico, compacto y Hausdorff X se llama compactaciéon
métrica de X, si X es un subconjunto denso de X. En tal caso el conjunto
R = X\ X se llama el residuo de X.

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 154, pag. 159] probo que:
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Teorema 4.7. La clase de las compactaciones métricas de la recta real cuyo
residuo es conexo y no degenerado es C'-determinada.

Consideremos dos nimeros reales a > 0y b < 0, supongamos que [a, c0) U
Ry (—00,b] U R representan dos compactaciones métricas de los semirayos
ajenos [a, 00) y (—o0, b], respectivamente, ambas con residuo no degenerado R.
Sea X = [a,00) U RU (—00,b]. En general, consideremos F la clase de todos
los continuos que se pueden escribir como la unién de dos compactaciones
métricas de semirayos ajenos, ambas con el mismo residuo.

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 126, pag. 106| (véase también |2, Teorema
10, pag. 48]), probd que:

Teorema 4.8. La clase F es C-determinada.

En 2002, G. Acosta [2, Corolario 5, pag. 44| y |2, Corolario 8, pag. 45|,
respectivamente, probaron que:

Teorema 4.9. La clase de las compactaciones métricas del espacio [0,00),
con residuo no degenerado, es C'-determinada.

Teorema 4.10. La clase de las compactaciones métricas de R, diferentes del
arco y cuyo residuo no es conezo, es C-determinada.

En 1999, G. Acosta [1, Teorema 118, pag. 81| (véase también |2, Teorema
4, pag. 42]), probo que:

Teorema 4.11. Las compactaciones métricas del espacio [0,00), con residuo
no degenerado X, tienen hiperespacio unico C'(X).

En 1999, G. Acosta |1, Teorema 134, pag. 116] (véase también |2, Teorema
6, pag. 44]), probd que:

Teorema 4.12. La clase de las compactaciones métricas de R, cuyo residuo
no es conexo y tiene exactamente dos componentes no degeneradas X tienen
hiperespacio unico C(X).

En 2002, G. Acosta probo en |2, Teorema 7, pag. 45| que:

Teorema 4.13. Las compactaciones métricas de R, diferentes del arco y cuyo
residuo no es conexo X, tienen hiperespacio uinico C(X).
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Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas
cerradas simples.

Denotemos por ® a la clase de las dendritas cuyo conjunto de puntos
extremos es cerrado.

En 2007, D. Herrera-Carrasco prob6 que (véanse las pruebas del Teoremas
9y 10 de [22]):

Teorema 4.14. La clase ®© es C-cerrada.

En 2007, D. Herrera-Carrasco |22, Teorema 6] (véase también [21, Teorema
3.13]) probo que:

Teorema 4.15. La clase © es C-determinada.

Dado un continuo X denotamos por

G(X) = {z € X: x tiene una vecindad en X que es una grafica finita}

P(X)=X\G(X).

Un continuo X es casi enrejado si el conjunto G(X) es denso en X.
Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base de vecin-
dades B tal que U \ P(X) es conexo, para cada U € ‘B.

En 2013, R. Hernandez G., A. Illanes y V. Martinez de la Vega [18, Teo-
rema 30| probaron que:

Teorema 4.16. La clase de los continuos casi enrejados y localmente conexos
que no son arcos es C-determinada.

En [32, Teorema 2 y el Ejemplo 3| se demostro que la clase de los continuos
encadenables no es C-determinada.

En [33] se demostr6 que la clase de los abanicos no es C-determinada.
En 2007, David Herrera |22, Teorema 10| (véase [21, Teorema 3.22, pag.
60]) probo que:

Teorema 4.17. Si X € © entonces X tiene hiperespacio inico C(X).
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Gréafica finita

No grafica finita

Un continuo X es una dendrita local si cada punto de X tiene una
vecindad que es una dendrita.

Denotamos por £ la clase de las dendritas locales X tales que cada punto
de X tiene una vecindad que pertenece a ®.

En 2010, G. Acosta, D. Herrera-Carrasco y Fernando Macias-Romero [4,
dentro de las demostaciones de los Teorema 3.21 y Teorema 5.1| probaron
que:

Teorema 4.18. La clase £3 sin arcos ni curvas cerradas simples es C'-
determinada.

En 2010, G. Acosta, D. Herrera-Carrasco y Fernando Macias-Romero [4,
dentro de las demostaciones de los Teorema 3.21 y Teorema 5.1| probaron
que:

Teorema 4.19. La clase £9 sin arcos ni curvas cerradas simples es C'-
cerrada.

En 2010, G. Acosta, D. Herrera-Carrasco y Fernando Macias-Romero [4,
Corolario 5.2| probaron que:

Teorema 4.20. 5t X € £9 y X no es un arco y no es una curva cerrada
simple, entonces X tiene hiperespacio unico C(X).
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Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base de vecin-
dades B tal que U \ P(X) es conexo, para cada U € B.

En 2013, R. Hernandez, A. Illanes y V. Martinez de la Vega [18, Teorema
37| probaron que:

Teorema 4.21. Los continuos enrejados X que no son un arco ni curva
cerrada simple, tienen hiperespacio inico C(X).

En [18, Corolario 23|, se demostro que

Teorema 4.22. Si X es un continuo localmente conexo y casi enrejado tal
que X — P(X) es disconexo, entonces X no tiene hiperespacio inico C(X).

5 [El n-ésimo hiperespacio de X, C,(X)

En 2008, D. Herrera-Carrasco y F. Macias-Romero [?, Teorema 4.1| probaron
que:

Teorema 5.1. Para cadan € N\ {1,2}. La clase ® es C,,-determinada.

En 2008, D. Herrera-Carrasco y F. Macias-Romero probaron que (véase
|7, Teoremas 4.2 y 5.1]):

Teorema 5.2. Para cadan € N conn € N\{1,2}. La clase ® es C,,-cerrada.

En 2009, D. Herrera-Carrasco, A. Illanes, M. Lopez y F. Macias-Romero
probaron que (véase [23, Teorema 13| y [37, Teorema 3.1]):

Teorema 5.3. La clase © es Cy-cerrada.
En 2002, A. Illanes [34, pag. 356] demostréd que:
Teorema 5.4. La clase de las grdficas finitas es Cy-cerrada.

En 2009, D. Herrera-Carrasco, A. Illanes, M. Loépez y F. Macias-Romero
|23, Teorema 12| probaron que:

Teorema 5.5. La clase ® es Cy-determinada.

En 2003, A. Illanes [36, Teorema 3.8, pag. 186] demostro que:
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Teorema 5.6. Para cada n € N con n € N\ {1,2}. La clase de las grificas
finitas es C,,-cerrada.

En 2013, R. Hernéndez, A. Illanes y V. Martinez de la Vega [18, Teoremas
29 y 35| probaron que:

Teorema 5.7. Para cadan € N\{1}. La clase de los continuos casi enrejados
y localmente conexos es C,-determinada.

En 2000, S. Macias [45, Teorema 6.1] prob6 que:

Teorema 5.8. Seann € N conn > 1. Los continuos hereditariamente indes-
componibles tienen hiperespacio unico Cy(X).

En 2002, A. Ilanes |34, Teorema 4.1] probé que:
Teorema 5.9. Las grdficas finitas tienen hiperespacio inico Cy(X).
En 2003, A. Illanes |36, Teorema 3.8| probo6 que:

Teorema 5.10. Si n € N\ {1,2}. Las grdficas finitas tienen hiperespacio
unico Cp(X).

En 2008, D. Herrera y F. Macias |?, Teorema 5.7| probaron que:

Teorema 5.11. Sin € N\ {1,2}. Los elementos de © tienen hiperespacio
inico Cy(X).

En 2009, A Illanes, D. Herrera, M. Lopez y F. Macias [37, Teorema 3.1]
y |23, Teorema 13| probaron que:

Teorema 5.12. Los elementos de ® tienen hiperespacio tinico Cy(X).
En 2011, D. Herrera y F. Macias |30, Teorema 5.4] probaron que:

Teorema 5.13. Sin € N\ {2}. Los elementos de £ tienen hiperespacio
anico Cp(X).

En 2013, R. Hernéndez, A. Illanes y V. Martinez de la Vega [18, Teorema
37| probaron que:

Teorema 5.14. Sin € N\ {1}. Los continuos enrejados tienen hiperespacio
unico Cy(X).
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En 2013, R. Hernandez, A. Tllanes y V. Martinez de la Vega [18, Teorema
20| probaron que:

Teorema 5.15. Sin € N. Los continuos localmente conexos que no son casi
enrejados no tienen hiperespacio unico Cp(X).

En 2013, R. Hernandez, A. Illanes y V. Martinez de la Vega [18, Teorema
22| probaron que:

Teorema 5.16. Sean n € N y X un continuo localmente conexo y casi en-
rejado. Si existe un subconjunto cerrado R de P(X) y conjuntos abierto, no
vacios, ajenos por pares Uy, ...,U,1 tales que

(a) X\R=U,U---UU,11 y

(b) para cada i € {1,...,n+ 1}, R C clx(U;), entonces X no tiene no
tiene hiperespacio unico Cy,(X) para cada m < n.

6 El n-ésimo producto simétrico de X, F,(X)

En 2006, E. Castaneda y A. Illanes |9, Corolario 5.8] probaron que:

Teorema 6.1. Para cadan € N. La clase de las grdficas finitas es F,,-determi-
nada.

La clase de las graficas finitas es F,-cerrada, para algin n € N, (véase |9,
Corolario 3.5]).
En 2002, A. Illanes [35, Teoremas 1 y 8] probo que:

Teorema 6.2. La clase de las dendritas es Fy-cerrada.

En 2009, G. Acosta, R. Hernandez y V. Martinez de la Vega [3, Teorema
5.2| probaron que:

Teorema 6.3. Para cada n € N. La clase ® es F),-cerrada.

En 2009, D. Herrera, M. Lopez y F. Macias |25, Teorema 3.5| probaron
que:

Teorema 6.4. Para cada n € N. La clase ® es F,,-determinada.

En 2006, E. Castaneda y A. Illanes |9, Corolario 5.9] probaron que:
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Teorema 6.5. Sin € N. Las grdficas finitas tienen hiperespacio inico F,(X).

En 2009, G. Acosta, R. Hernandez, V. Martinez de la Vega, D. Herrera,
M. Lopez y F. Macias [3, Teorema 5.2| y |25, Teorema 3.7| probaron:

Teorema 6.6. Sin € N. Los elementos de la clase ® tienen hiperespacio
inico F,(X).

En 2009, A. Illanes y J. M. Martinez-Montejano [40, Teorema 3.1| proba-
ron el siguiente resultado.

Teorema 6.7. Si X es una compactacion métrica del [0,00), entonces X
tiene hiperespacio unico Fy(X).

En 2009, A. lllanes y J. M. Martinez-Montejano [40, Teorema 4.1| proba-
ron el siguiente resultado.

Teorema 6.8. Si X es una compactacion métrica del [0,00) y n € N\
{1,2,3}, entonces X tiene hiperespacio unico F,(X).

En 2009, A. lllanes y J. M. Martinez-Montejano [40, Teorema 5.6] proba-
ron el siguiente resultado.

Teorema 6.9. Si X es una compactacion métrica del [0, 00) y el residuo Rx
de X es un ANR, entonces X tiene hiperespacio tinico F3(X).

En 2012, D. Herrera, F. Macias y F. Véazquez 31, Corolario 4.4| probaron
que:

Teorema 6.10. Sin € N\ {2,3}. Los continuos localmente conezxos y casi
enrejados tienen hiperespacio unico F,(X).

Un alambre en un continuo X es un subconjunto o de X tal que « es ho-
meomorfo a uno de los siguientes espacios (0, 1), [0, 1), [0, 1] o la circunferencia
unitaria en el plano Euclidiano y « es una componente de un subconjunto
abierto de X.

Dado un continuo X sea

W(X)= U{a C X : « es un alambre en X }.

Un continuo X es alambrado si el conjunto W(X) es denso en X.

En 2013, R. Hernandez y V. Martinez de la Vega [19, Corolario 6] probaron
que:

Matematicas y sus aplicaciones 16, Capitulo 7, paginas 177-201



Mauricio Esteban Chacon Tirado, David Herrera Carrasco, Antonio de
Jests Libreros Lopez, Maria de Jests Lopez Toriz y Fernando Macias
194 Romero

Teorema 6.11. Sin € N con n € N\ {1,2,3}. Los continuos alambrados
tienen hiperespacio unico F,(X).

En 2015, L. Guerrero- Méndez, D. Herrera, M. Lopez y F. Macias [17,
Teorema 3.10| probaron que:

Teorema 6.12. Para cadan € {2,3}. La clase de los continuos enrejados es
F, -cerrada.

En 2015, L. Guerrero-Méndez, D. Herrera-Carrasco, M. Lépez y F. Macias-
Romero [17, Teorema 3.11] probaron que:

Teorema 6.13. Sin € {2,3}. Los continuos enrejados tienen hiperespacio
unico F,(X).

En 2016, D. Herrera-Carrasco, M. Lopez y F. Macias-Romero [27, Teorema
4.8] probaron que:

Teorema 6.14. Si n € N\ {3}. Los continuos localmente conexos y casi
enrejados X tienen hiperespacio inico F,(X).

En 2019, V. Cérdova-Salazar, D. Herrera-Carrasco y F. Macias-Romero
[12, Teorema 3.10| probaron que:

Teorema 6.15. La clase de los continuos casi enrejados y localmente conexos
X tiene hiperespacio unico F3(X).

7 ElLHS! (X)esel (n,m)-ésimo hiperespacio sus-
pensiéon de X

En 2004, R. Escobedo, M. Lopez y S. Macias |16, Teorema 8.2] probaron que:

Teorema 7.1. La clase de los continuos hereditariamente indescomponibles
es HS-cerrada.

En 2004, R. Escobedo, M. Lopez y S. Macias [16, Teorema 8.5| probaron
que:

Teorema 7.2. Los continuos hereditariamente indescomponibles tienen hi-
perespacio inico HS(X).
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En 2018, D. Herrera, M. Lopez y F. Macias en |28, Teorema 3.6] demos-
traron:

Teorema 7.3. Para cadan € N\ {1,2}. La clase de los continuos localmente
conexos y casi enrejados es HS,-determinada.

En 2006, S. Macias [49, Teorema 7.1| demostro que:

Teorema 7.4. Sin € N\ {1}. Los continuos hereditariamente indescompo-
nibles tienen hiperespacio inico HS, (X).

En 2006, S. Macias y S. B. Nadler, Jr. [50, Teorema 3.2] demostraron que:

Teorema 7.5. Para cada n € N. La clase de las grdficas finitas es HS,,-
cerrada.

En 2014, D. Herrera-Carrasco, A. Illanes, F. Macias-Romero y F. Vazquez-
Juérez |24, Teorema 3.2] probaron que:

Teorema 7.6. Sin € N. Las grificas finitas tienen hiperespacio inico HS,,(X).

En 2015, D. Herrera, M. Lopez y F. Macias en |26, Teorema 3.4] demos-
traron:

Teorema 7.7. Para cadan € N. Los continuos enrejados tienen hiperespacio
unico HS,(X).

En 2018, J. G. Anaya, D. Maya y F. Vazquez-Juarez en |5, Teorema 3.3]
probaron:

Teorema 7.8. Para cadan,m € N conn < m. La clase de las grdficas finitas
es HS)! -cerrada.

En 2018, Anaya, Maya y Vazquez-Juérez en [5, Teorema 3.6| probaron:

Teorema 7.9. Para cadan,m € N conm < n. La clase de las grdficas finitas
tienen hiperespacio unico HS)! (X).

Con respecto al pseudo hiperespacio suspension de un continuo X denota-
do por PHS,(X). En 2018, Ulises Morales-Fuentes [54, Teorema 5.7| probo:

Teorema 7.10. Para cada n € N. La clase de las grdficas finitas tienen
hiperespacio unico PHS,,(X).
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