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Presentación

Tenemos la fortuna de hacer un recorrido hacia un proceso creativo sin prece-
dentes. Ha llegado el momento de compartir esta sabiduría, de invitar a todo
el mundo a embarcarse en el navío que nos conduce hacia la Fuente de todo
lo creado. Esta es la razón por la cual editamos el libro que tienen en sus
manos. La felicidad que propone este libro por su divulgación, investigación e
intercambio de ideas se debe a la generosidad de muchísimos matemÆticos que
participaron en el denominadoSixth International Conference on Mathema-
tics ant its Applications (6CIMA, 2019), un esfuerzo profesional consolidado
que ha permitido la participación de grandes personajes de diversas univer-
sidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo del 6CIMA como en
su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un comitØ or-
ganizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia de
MatemÆticas de la Facultad de Ciencias Físico MatemÆticas de la BUAP. Es-
te producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve
meses de trabajo constante. Por el amor a la matemÆtica es que ha nacido
este ejemplar que nos brinda la sabiduría necesaria para mostrarles parte de
nuestros quehaceres cotidianos.

Los capítulos de este libro estÆn agrupados por secciones de acuerdo al
Ærea temÆtica en el 6CIMA. Dichos capítulos fueron sometidos a arbitraje
riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los Ærbitros su amabilidad, gen-
tileza, dedicación y trabajo cientí�co. Un agradecimiento especial a Antonio
de Jesœs Libreros López por su apoyo en la edición de esta obra. Gracias por
dejar huella.

David Herrera Carrasco
Fernando Macías Romero

Editores
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Capítulo 1

On Sobolev-type perturbations of classical
orthogonal polynomials

Luis Enrique Garza Gaona
Facultad de Ciencias, Universidad de Colima

Abstract

A brief survey on algebraic and analytic properties of a certain kind of
Sobolev-type orthogonal polynomials is presented, including their relative
asymptotic behavior, zeros interlacing and localization properties, and
some applications related to their role as polynomial solutions of certain
second order di�erential equations.

1 Introduction

Classical orthogonal polynomials
Consider a positive Borel measure� with support on some in�nite subset
E � R, and de�ne the inner product

hp; qi � =
Z

E
p(x)q(x)d� (x); p; q2 P; (1)

whereP is the linear space of polynomials with real coe�cients. Then, apply-
ing the Gram-Schmidt orthogonalization process to the basisf 1; x; x2; : : :g,
we can obtain a sequence of polynomialsf Pngn> 0 orthogonal with respect
to (1). These polynomials are unique (up to constants) and their general
properties are very well known (see [11], [46]). For convenience, two normal-
izations are frequently used: the monic polynomials, with leading coe�cient
1 for everyn > 0, and the orthonormal polynomials, with norm equal to1 for
every n > 0. In what follows, Pn will denote a monic orthogonal polynomial
of degreen.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Luis Enrique Garza Gaona

The most studied cases correspond undoubtedly to the so-called classical
measures, i.e. the cases when

d� (x) = (1 � x) � (1 + x) � dx; �; � > � 1 E = [ � 1; 1] (Jacobi polynomials);
d� (x) = x � e� xdx; � > � 1 E = R+ (Laguerre polynomials);
d� (x) = e� x2 dx; E = R (Hermite polynomials):

We will focus here on the Laguerre polynomials. Given a family of orthogonal
polynomials, the reproducing kernel is de�ned as

K n (x; y) :=
nX

k=0

Pk(x)Pk(y)
kPkk2 =

Pn+1 (x)Pn (y) � Pn+1 (y)Pn (x)
(x � y)kPnk2 (2)

and plays a key role in the theory of orthogonal polynomials. The expression
on the right is called the Christo�el-Darboux formula, and it is valid forx 6= y.
We will denote its partial derivatives by

K ( j;k )
n (x; y) :=

@j + kK n (x; y)
@j x@ky

: (3)

Straightforward calculations and the use of Leibniz rule yield the following
lemma regarding the derivatives of the reproducing kernel, which will be
useful in the upcoming sections.

Lemma 1.1. For i; j 2 N and x 6= y we have

K ( i;j )
n (x; y) =

1
jjPn jj2

 jX

k=0

iX

t=0

(� 1)t � i j !i !
k!t!

(( j + i ) � (k + t))!
(i � t)!( j � k)!

En;t;k (x; y)
(x � y)( j + i ) � (k+ t )+1

!

;

(4)
where

En;t;k (x; y) =
�

[Pn+1 ](t )(x) [Pn ](t )(x)
[Pn+1 ](k)(y) [Pn ](k)(y)

�
: (5)

Since we will be dealing with Laguerre polynomials, it is convenient to list
some of their well known (see [4], [11] and [46]) properties.

Proposition 1.2. Let f L �
n gn � 0 be the sequence of Laguerre monic orthogonal

polynomials, and denote byf L ( � )
n gn � 0 (notice the braquets in the parameter

� ) the sequence of Laguerre polynomials with leading coe�cient( � 1)n

n ! . Then

MatemÆticas y sus aplicaciones 15, Capítulo 1, pÆginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 7

1. For n 2 N;

xL �
n (x) = L �

n+1 (x) + (2 n + � + 1) L �
n (x) + n(n + � )L �

n � 1(x): (6)

2. For n 2 N;

L �
n (x) = ( � 1)n (� + 1) n

1X

k=0

(� n)k

(� + 1) k

xk

k!
; (7)

where

(a)m :=

8
>>><

>>>:

1 if m = 0

jm � 1jQ

k=0
(a + k sgn(m)) if m 2 Z � f 0g

;

and

sgn(m) :=

8
><

>:

1 if m 2 f 1; 2; : : :g

� 1 if m 2 f� 1; � 2; : : :g
:

3. For n 2 N;

(L �
n )( i )(0) = ( � 1)n+ i n!�( � + n + 1)

(n � i )!�( � + i + 1)
: (8)

4. For n 2 N;
kL �

n k2
� = n!�( n + � + 1) ; (9)

wherekL �
n k2

� =
R1

0 (L �
n )2(x)x � e� xdx.

5. For n 2 N, L �
n (x) satis�es the di�erential equation

xy00+ ( � + 1 � x)y0 = � ny: (10)

6. For n 2 N;

x (L �
n (x))0 = nL �

n (x) + n(n + � )L �
n � 1(x): (11)

MatemÆticas y sus aplicaciones 15, Capítulo 1, pÆginas 5-28



8 Luis Enrique Garza Gaona

7. For n 2 N;

L �
n (x) =

n!
(� 1)n

nX

k=0

�( n + � + 1)
(n � k)!�( � + k + 1)

(� x)k

k!
: (12)

8. For n 2 N;
L �

n (x) = L � +1
n (x) + nL � +1

n � 1(x): (13)

9. For n 2 N;
(L �

n (x))0� +1
n � 1 (x): (14)

10. Outer strong asymptotics (Perron’s asymptotics formula onC n R+ ).
Let � 2 R. Then

L ( � )
n (x) =

1
2

� � 1=2ex=2 (� x) � �= 2� 1=4 n�= 2� 1=4e2(� nx )1=2

( p� 1X

k=0

Ck (x)n� k=2 + O(n� p=2)

)

:

(15)

Here Ck(x) is independent of n. This relation holds forx in the complex
plane with a cut along the positive real semiaxis. The bound for the
remainder holds uniformly in every closed domain with no points in
common withx � 0 (see [46], Theorem 8.22.3).

11. Mehler-Heine type formula. Fixedj , with j 2 N [f 0g and J� the Bessel
function of the �rst kind, then

lim
n !1

L ( � )
n (x=(n + j ))

n� = x � �= 2J�
�
2
p

x
�

; (16)

uniformly over compact subsets ofC (see [46], Theorem 8.1.3).

Sobolev-type inner products
Notice that the inner product (1) is standard, in the sense that the multipli-
cation by x operator is symmetric with respect to (1), i.e.hxp; qi � = hp; xqi �

MatemÆticas y sus aplicaciones 15, Capítulo 1, pÆginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 9

for all p; q 2 P. This condition leads to some important properties for the
corresponding orthogonal polynomials, such as the three term recurrence re-
lation, with many applications in spectral theory, and the location of their
zeros, always contained in the interior ofE .

If the symmetry condition is not met, the inner product is callednon-
standard. Non-standard orthogonal polynomials do not have some of the
properties that standard orthogonal polynomials have, being the most re-
markable the fact that three term recurrence relations are, in general, not
longer valid. Furthermore, the zeros of such polynomials can be located out-
side of the support of the measure. As an example, consider the inner product

hp; qi � =
Z

T
p(z)q(z)d� (z); (17)

whered� (z) is a positive measure supported in the unit circleT, and p; q are
Laurent polynomials. The corresponding orthogonal polynomials are called
orthogonal polynomials on the unit circle, and have drawn much attention
in recent years (see [44]). It is clear that (17) does not satisfy the symmetry
condition and is therefore non-standard.

Sobolev inner products constitute another example. These are, essentially,
inner products containing derivatives. The �rst studied example goes back
to 1962 (see [3]), where the inner product

hp; qi S =
Z 1

� 1
p(x)q(x)d� 0(x) +

Z 1

� 1
p0(x)q0(x)d� 1(x);

where

d� 0(x) = dx; d� 1(x) =
¤

10dx if � 1 6 x < 0;
dx if 0 6 x < 1;

was considered. The author found thatQ2(x), the polynomial of degree2
orthogonal with respect toh�; �i S, has a zero atx = � 1:08 =2 [� 1; 1]. He also
studied the inner product

hp; qi S =
Z 1

� 1
p(x)q(x)dx + �

Z 1

� 1
p0(x)q0(x)dx; � > 0;

in connection with the problem of determining the best polynomial approxi-
mation in least squares, in the metric induced by the Sobolev inner product.

MatemÆticas y sus aplicaciones 15, Capítulo 1, pÆginas 5-28



10 Luis Enrique Garza Gaona

More generally, we can consider a Sobolev inner product of the form

hp; qi S =
mX

k=0

Z
p(x)Aq t (x); (18)

where A is a (m + 1) � (m + 1) matrix whose entries are positive Borel
measures, and

p(x) = [ p(x); p0(x) : : : ; p(m )(x)];

q(x) = [ q(x); q0(x) : : : ; q(m )(x)]:

This is the general case of acontinuous Sobolev inner product. IfA is a
diagonal matrix, then we have

hp; qi S =
mX

k=0

ak

Z

Ek

p(k)(x)q(k)(x)d� k(x); (19)

where m 2 N, ak > 0 for 1 6 k 6 m, and all measures� k are positive and
supported in Ek � R. This is called thediagonal continuouscase, and the
order of the derivatives in each integral is the same. Notice that, for general
A , we obtain mixed derivatives in the inner product.

If d� 0 = d� is a positive Borel measure, and

d� k = � ck ; ck 2 R; 1 6 k 6 m;

i.e. the Dirac delta at x = ck de�ned by
Z

p(x)d� k(x) = � ck [p(x)] := p(ck);

then (19) becomes

hp; qi S = a0

Z

E
p(x)q(x)d� (x) + p(c)Aq t (c)

where
p(c) = [ p(c0); p0(c1) : : : ; p(m )(cm )];

q(c) = [ q(c0); q0(c1) : : : ; q(m )(cm )];

and A is now a(m+1) � (m+1) diagonal positive de�nite matrix (notice that
we have included a Dirac delta atx = c0 with no derivatives). We can also

MatemÆticas y sus aplicaciones 15, Capítulo 1, pÆginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 11

consider di�erent orders of derivatives at thesamepoint, and a generalization
of the above inner product is

hp; qi S = hp; qi � + P t (c)AQ (c); (20)

where
P (c) = [ p(c1); : : : ; p( ‘ 1 )(c1); : : : ; p(cm ); : : : ; p( ‘ m )(cm )]t

is a vector of dimensionN � 1, with

N = m +
mX

i =1

‘ i ;

Q is de�ned in a similar way, andA is a diagonal and de�nite positiveN � N
matrix. Notice that if

A = diag(a1;0; : : : ; a1;‘ 1 ; : : : ; am;0; : : : ; am;‘ m );

with ak;i 2 R+ , then (20) becomes

hp; qi S = hp; qi � +
mX

k=1

‘ kX

i =0

ak;i p( i )(ck)q( i )(ck): (21)

This is called thegeneral diagonalcase of thediscreteSobolev inner product.
It is usually said that massesak;i at the points ck are added to the standard
inner product. If A is a symmetric positive de�nite matrix (not necessarily
diagonal), then (20) is called thegeneral non-diagonalcase of the discrete
Sobolev inner product.

Particular examples of all four cases (continuous and discrete, diagonal
and non-diagonal) have been studied in the last years by several authors (see,
among many others, [7], [8], [9], [10], [20], [26] [29], [30], [31], [35], [39], and
the nice surveys [37], [38], and references therein). They focus mainly in ana-
lytic properties (relative and strong asymptotics), algebraic properties (con-
nection formulas, location and distribution of zeros), and some applications.
Asymptotics of orthogonal polynomials have been studied in connection with
the analysis of linear prediction in the theory of stochastic processes ([22]),
numerical integration and rational approximation ([19], [45]), estimation of
entropy ([5], [6]), among other applications. Zeros of orthogonal polynomi-
als, on the other side, have applications in the development of quadrature
formulas ([11], [21], [42]), among many other applications.

MatemÆticas y sus aplicaciones 15, Capítulo 1, pÆginas 5-28



12 Luis Enrique Garza Gaona

In this contribution, we will present some results related to the discrete
case of Sobolev orthogonal polynomials, when the� is the Laguerre measure.
The corresponding families of orthogonal polynomials are usually called La-
guerre Sobolev-type orthogonal polynomials.

2 Discrete Laguerre Sobolev-type classical poly-
nomials: Outer relative asymptotics

Consider the discrete Sobolev-type inner product (20), withA not necessarily
diagonal, and denote byf Pngn> 0 and f Qngn> 0 the sequences of monic poly-
nomials orthogonal with respect toh�; �i � and h�; �i S, respectively. Here,� is
any positive Borel measure supported in someE � R. Then, we can put

Qn (x) = Pn (x) +
n � 1X

k=0

� n;k Pk(x);

where

� n;k = �
P t

n (c)AQ n (c)
kPkk2 ;

and therefore we obtain

Qn (x) = Pn (x) � K t
n � 1(x; c)AQ n (c); (22)

whereK n � 1(x; c) is the N � 1 vector

K n � 1(x; c) = [ K (0;0)
n � 1 (x; c1); : : : ; K (0;‘ 1 )

n � 1 (x; c1); : : : ; K (0;0)
n � 1 (x; cm ); : : : ; K (0;‘ m )

n � 1 (x; cm )]t :

Applying derivatives and evaluating at the pointsck , the unknown values in
the vector Q t

n (c) can be obtained by solving the linear system

Qn (c) = Pn (c) � K n � 1(c; c)AQ n (c);

with
K n � 1(c; c) =

MatemÆticas y sus aplicaciones 15, Capítulo 1, pÆginas 5-28
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2

6666666666666664

K (0 ;0)
n � 1 (c1 ; c1 ) � � � K (0 ;‘ 1 )

n � 1 (c1 ; c1 ) � � � K (0 ;0)
n � 1 (c1 ; cm ) � � � K (0 ;‘ m )

n � 1 (c1 ; cm )
...

. . .
...

...
. . .

...
K ( ‘ 1 ;0)

n � 1 (c1 ; c1 ) � � � K ( ‘ 1 ;‘ 1 )
n � 1 (c1 ; c1 ) � � � K ( ‘ 1 ;0)

n � 1 (c1 ; cm ) � � � K ( ‘ 1 ;‘ m )
n � 1 (c1 ; cm )

...
...

...
...

K (0 ;0)
n � 1 (cm ; c1 ) � � � K (0 ;‘ 1 )

n � 1 (cm ; c1 ) � � � K (0 ;0)
n � 1 (cm ; cm ) � � � K (0 ;‘ m )

n � 1 (cm ; cm )
...

. . .
...

...
. . .

...
K ( ‘ m ;0)

n � 1 (cm ; c1 ) � � � K ( ‘ m ;‘ 1 )
n � 1 (cm ; c1 ) � � � K ( ‘ m ;0)

n � 1 (cm ; cm ) � � � K ( ‘ m ;‘ m )
n � 1 (cm ; cm )

3

7777777777777775

;

so that
Qn (c) = ( I N + K n � 1(c; c)A )� 1Pn (c);

where I N is the N � N identity matrix. Since both K n � 1(c; c) and A are
symmetric and positive de�nite matrices, the matrixI N + K n � 1(c; c)A is also
positive de�nite and therefore invertible. As a consequence, we obtain the
following result.

Proposition 2.1. (Connection formula). If f Pngn> 0 and f Qngn> 0 denote
the sequences of monic polynomials orthogonal with respect toh�; �i � and (20),
respectively, withA not necessarily diagonal, then we have

Qn (x) = Pn (x) � K t
n � 1(x; c)A (I N + K n � 1(c; c)A )� 1Pn (c): (23)

On the other hand, the outer relative asymptotic betweenPn and Qn is
denoted by

lim
n !1

Qn (x)
Pn (x)

; x 2 C n E

The asymptotic is studied in the complement of the supportE in order to
guarantee a zero-free region for the denominatorPn . On the other hand, the
points ck are usually chosen to be on the boundary ofE , or outsideE . Notice
that, for an arbitrary measure� , computing the relative asymptotic using (23)
is complicated, since closed expressions (and their asymptotic behavior) are
needed for the reproducing kernels, the polynomialsPn , and their derivatives,
evaluated at certain arbitrary points. Since such expressions exist for the case
when � is a classical measure (see, as an example, Proposition 1.2 for the
Laguerre polynomials), these families are usually considered for analysis.

The cases when the points are in the boundary ofE (in the Laguerre case
E = R+ ) i.e. ck = 0 , and when the points are outsideE , i.e. ck < 0, lead to
di�erent asymptotic results, and we will consider them separately. In what
follows, we use the Laguerre measure, and denotePn = L �

n and Qn = eL �
n .

MatemÆticas y sus aplicaciones 15, Capítulo 1, pÆginas 5-28



14 Luis Enrique Garza Gaona

Mass points at the boundary
The simplest particular case of (20) was analyzed in [17] , where the inner
product

hp; qi S =
Z

R+

p(x)q(x)x � � e� xdx + Mp0(0)q0(0); M > 0;

was considered. In this situation, the connection formula (23) becomes

eL �
n (x) = L �

n (x) �
nL � +1

n (0)
1 + MK (1;1)

n � 1 (0; 0)
K (0;1)

n � 1 (x; 0):

In order to compute the relative asymptotic, the idea is to express the kernels
K (0;1)

n � 1 (x; 0) and K (1;1)
n � 1 (0; 0) in terms of Laguerre polynomials (with di�erent

parameter), and then use the asymptotic properties in Proposition 1.2. In
short, one proves that the denominator in the right hand side of the connection
formula goes to in�nity faster than the numerator, and thus

Proposition 2.2. If Qn and Pn are as above, we have

lim
n !1

eL �
n (x)

L �
n (x)

= 1 ; (24)

uniformly in compact subsets ofC n R+ .

More generally, in [16] the authors considered the inner product

hp; qi S =
Z

R+

p(x)q(x)x � � e� xdx + Mp( j )(0)q( j )(0); M > 0; (25)

where j is a positive integer. In such a case, it is easy to see that the corre-
sponding connection formula is

eL �
n (x) = L �

n (x) �
[L �

n ]( j )(0)
1 + MK ( j;j )

n � 1 (0; 0)
K (0;j )

n � 1 (x; 0);

and expressing again the reproducing kernels in terms of Laguerre polynomi-
als, it can be proved that (24) holds. Later on, a (diagonal) Sobolev inner

MatemÆticas y sus aplicaciones 15, Capítulo 1, pÆginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 15

product with a �nite arbitrary number of derivatives was studied in [12],
where the authors studied the inner product

hp; qi S =
Z

R+

p(x)q(x)x � � e� xdx +
mX

k=1

M kp(k)(0)q(k)(0); M k > 0; (26)

Unlike the previous cases, since more than one mass point are added, the
connection formula has to be expressed in matrix form. This makes the
computation of the relative asymptotic more di�cult, since the inverse of
the matrix K n � 1(0; 0) is needed. In [12], the authors obtain a recurrence
relation for the corresponding Laguerre-type polynomials, an expression in
terms of hypergeometric functions, and some properties of their zeros. There
is a workaround to the problem of inverting the matrix in the connection
formula, that allows the computation of the relative asymptotic in this case.
We will discuss it in the following subsection.

Regarding the non-diagonal case, a2 � 2 particular case for the Laguerre
polynomials was analyzed in [15], where the inner product

hp; qi S =
Z

R+

p(x)q(x)x � � e� xdx + P t (0)
�

M 0 �
� M 1

�
Q(0);

where P t (0) = [ p(0); p0(0)], M 0; M1 > 0, and � 2 R such that the matrix is
de�nite positive. Using similar techniques, the authors prove that the relative
asymptotic (24) also holds. Non-diagonal cases of Laguerre-type polynomials
have also been studied in [43] and [32] for the continuous case, and in a more
general context in [1].

Mass points outside E

The analysis of Laguerre Sobolev-type polynomials when the mass points are
located outside the positive real line had not drawn much attention for re-
searchers until the last years. The �rst reference goes back to [33] , in which
the authors analyzed the more general framework of semiclassical linear func-
tionals. More recently, analytic and algebraic properties of Laguerre Sobolev-
type polynomials when the mass points are located outside the support have
been studied in [14], [18], [24], [25], and [41].
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16 Luis Enrique Garza Gaona

In [36], the authors consider the inner product

hp; qi S =
Z

R+

p(x)q(x)x � � e� xdx+ M 0p(c0)q(c0)+ M 1p0(c1)q0(c1); M0; M1 > 0;

(27)
with c0; c1 < 0. This is, a 2 � 2 diagonal case. The relative asymptotic can
be obtained in a similar way that in the previous subsection, although the
behavior of the polynomials and the reproducing kernels is di�erent when
they are evaluated at a negative value. However, the authors use a di�erent
approach, based in a connection formula that relates the Laguerre Sobolev-
type polynomials with other families of orthogonal polynomials associated
with the Christo�er transformation of the Laguerre measure. We will provide
more detail on this approach in the following section.

The relative asymptotic for the polynomials orthogonal with respect to
the above inner product is

lim
n !1

eL �
n (x)

L �
n (x)

=
1Y

k=0

� p
� x �

p
jck j

p
� x +

p
jck j

�
:

Notice that, in both cases (i.e., when the mass points are located on the
boundary or outside of the support), the value of the mass has no e�ect on
the asymptotic result. What is important in terms of the asymptotic is the
location of the mass. When the mass points are located atx = 0 , the Sobolev
polynomials tend to the Laguerre polynomials asn ! 1 . The situation
changes when the mass points are located in the negative real axis. As can
be seen in the previous equation, and by Hurwitz’s theorem, each mass point
attracts a zero of the Sobolev polynomials. Some other results related to the
behavior of the zeros will be discussed in the next section.

A generalization of the above inner product for the addition of a �nite
number of masses (in the diagonal case), but with no derivatives, was analyzed
in [24]. The authors considered the inner product

hp; qi S =
Z

R+

p(x)q(x)x � � e� xdx +
mX

k=1

akp(ck)q(ck); ak > 0; 1 6 k 6 m;

with ck < 0, 1 6 k 6 m and m 2 N. For this inner product, (22) becomes

eL �
n (x) = L �

n (x) �
mX

k=1

akK n � 1(x; ck)eL ( � )
n (ck); (28)
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and thus
eL �

n (x)
L �

n (x)
= 1 �

mX

k=1

akK n � 1(x; ck)eL �
n (ck)

L �
n (x)

: (29)

Thus, the relative asymptotic is just the limit of the right hand side when
n ! 1 . In order to prove the existence of such a limit, the expression is
evaluated at the pointsck , to construct the linear system

L �
n (cj ) = (1 + aj K n � 1(cj ; cj )) eL �

n (cj ) +
mX

k=1
k6= j

akK n � 1(cj ; ck)eL �
n (ck);

for 1 6 j 6 m. After some trivial computations, the linear system can be
rewritten as

� n (x; j; t )S�
n (x; j; t ) +

mX

k=1
k6= j

	 n (x; j; k )S�
n (x; k) = � 1; (30)

where

S�
n (x; k) := �

akK n � 1(x; ck)eL �
n (ck)

L �
n (x)

; 1 6 k 6 m; (31)

and

� n (x; j ) =
L �

n (x)
L �

n (cj )
[1 + aj K n � 1(cj ; cj )]

K n � 1(x; cj )
;

	 n (x; j; k ) =
L �

n (x)
L �

n (cj )
akK n � 1(cj ; ck)

K n � 1(x; ck)
:

Notice that the limits of the expressions (31) are needed to �nd the limit in
(28). On the other hand, the limits of � n (x; j ); 	 n (x; j; k ) can be obtained
from the (known) behavior of the Laguerre polynomials and their reproducing
kernels. Therefore, taking the limit whenn ! 1 in (30), we obtain a limit
linear system that can be solved to obtain the required limits. Using this
approach, in [24] the authors obtain

lim
n !1

eL �
n (x)

L �
n (x)

=
mY

k=0

� p
� x �

p
jck j

p
� x +

p
jck j

�
:
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18 Luis Enrique Garza Gaona

Although the last considered case does not constitute a Sobolev inner product
(because it does not contains derivatives), the approach taken can be extended
to the most general Sobolev inner product. Indeed, in [13] the authors show
that the relative asymptotic result is still valid even if derivatives of arbitrary
order are added at the mass points. This is, the only relevant data (in terms
of the relative asymptotic) is how many distinct points ck are considered.
Each point ck adds a rational factor to the product. The value of the masses
ak and the order of the derivatives do not a�ect the relative asymptotic.

3 Zeros of Sobolev-type orthogonal polynomi-
als

As stated before, one very useful property of the standard orthogonal poly-
nomials is that their zeros are real, simple, and located in the interior of the
support of the measure. If the measure is also classical, they also satisfy that
between any two zeros ofPn there exist one zero ofPn � 1. This is called the
interlacing property.

Consider the inner product (25). In [16], the authors show that the zeros
of the corresponding orthogonal polynomials are still real, simple, and satisfy
an interlacing property with the zeros ofL �

n , but they are not necessarily
located in the positive real line. The proof of the following proposition is
based on Meijer ideas [40].

Proposition 3.1. (see [16]) The zeros ofeL �
n , orthogonal with respect to(25),

are real, simple, and at most one of them is located outside(0; 1 ) Further-
more, if we denote by� n;k the zeros ofeL �

n , and byxn;k the zeros ofL �
n , then

� n;1 < x n;1 < : : : < � n;n < x n;n :

When the more general inner product (26) is considered, the following
results about the zeros are obtained.

Proposition 3.2. (see [2].) Let
� eL �

n (x)
	 1

n=0 be the sequence of monic or-
thogonal polynomials with respect to the inner product(26). Then, for all
n > m, eL �

n (x) hasn � m changes of sign in the support of the measure.

And, as a consequence (see [12]), we have
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Proposition 3.3. If M k > 0, for k = 0 ; : : : ; m, there exist (n � m) zeros of
eL �

n in the support of the measure.

The case with mass points on the negative real axis has also been studied.
In [36], the zeros of the polynomials orthogonal with respect to a particu-
lar case of (27) whenM 0 = 0 are analyzed. The authors use an alternative
method that uses orthogonal families with respect to Christo�el transforma-
tions of the Laguerre measure. This transformation is de�ned by multiplying
the measure by the polynomial(x � c1), so that d� c(x) = ( x � c1)d� (x). It
turns out that the Sobolev polynomials orthogonal with respect to (27) when
M 0 = 0 can be expressed as a combination of polynomials orthogonal to the
two-iterated Christo�el transformation of � , i.e. d� c(x) = ( x � c1)2d� (x).

Furthermore, the authors study the asymptotic behavior of the zeros when
the massM 1 ! 1 . This is, the zeros of the limit polynomialsGn (x) =
limM 1 !1 eL �

n . We summarize the results in the following Proposition.

Proposition 3.4. (see [36]). Letf eL �
n gn> 0 the Sobolev polynomials associated

with (27) whenM 0 = 0 are analyzed, and letGn (x) = lim M 1 !1 eL �
n . Denote

by � n;k and gn;k the zeros ofeL �
n and Gn (x), respectively. If xn;k are the zeros

of L �
n , then

� When n ! 1 , c1 "attracts" a zero of eL �
n .

� The zeros ofeL �
n are real, simple, and at leastn � 1 zeros are located in

(0; 1 ).

� The zeros ofeL �
n and L �

n interlace, and if eL �
n has zeros outside(0; 1 ),

at most one is located outside[c1; 1 ).

� Gn has real and simple zeros, andgn;1 < c1. Furthermore, the zeros
interlace with those ofL �

n .

� The zeros ofGn , eL �
n and L �

n interlace, i.e.

gn;k < � n;k < x n;k ; 1 6 k 6 n:
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� The zeros ofeL �
n are monotone decreasing functions ofM 1, so the zeros

of eL �
n approach the zeros ofGn .

4 Electrostatic interpretation of the zeros

There is a nice and well known electrostatic interpretation of the zeros of
the classical orthogonal polynomials. It is a consequence of the second order
di�erential equation that they satisfy. In particular, for the Jacobi case, if
we consider �xed positive charges of masses(� + 1) =2 and (� + 1) =2, located
at x = 1 and x = � 1, respectively, under a logarithm potential, andn unit
chargesX = ( x1; : : : ; xn ) moving freely on (� 1; 1), then the total energy
E (X ) of the system is

E (X ) = �
X

16 k<j 6 n

ln jxk � x j j +
nX

k=1

’ (xk);

where the �rst term on the right is the mutual interaction of the n charges,
and the second term is the �eld generated by the �xed charges, with

’ (x) = �
� + 1

2
ln jx � 1j �

� + 1
2

ln jx + 1 j:

Stieltjes proved that, when the points inX are the zeros of the polynomial
p�;�

n (x), the system attains a strict global minimum ofE (X ). In other words,
the set of zeros of the Jacobi polynomials constitutes a critical point. In
this case, a global minimum ofE (X ), known as stable equilibrium (for more
information, see [34] and [47]). The same can be obtained for the zeros of the
Laguerre polynomials, although in this case only one positive charge is �xed
at the origin, and a constraint is introduced so that then unit charges don’t
escapeto in�nity.

A similar interpretation can be obtained for the Sobolev polynomials. To
illustrate this, we will consider the polynomials orthogonal with respect to
(26), studied in [12]. The key is to obtain a di�erential equation satis�ed by
these polynomials, and then follow Stieltjes’s approach. The di�erential equa-
tion can be obtained from the connection formula, and some of the properties
of Laguerre polynomials, including the next lemma.
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Lemma 4.1. (see [12]) For eachk; n 2 N and k � n, we have
L �

n � k(x) = Dn � k(x)L �
n � 1(x) + Sn � k(x)L �

n (x); (32)

where
Dn � k(x) =

(x � M n � k+1 )Dn � k+1 (x)
Nn � k+1

�
Dn � k+2 (x)

Nn � k+1
;

and
Sn � k(x) =

(x � M n � k+1 )Sn � k+1 (x)
Nn � k+1

�
Sn � k+2 (x)

Nn � k+1
;

with Dn � 1(x) = 1 , Dn (x) = 0 , Sn � 1(x) = 0 , Sn (x) = 1 , M n � t =
�
2(n � t) +

1 + �
�

and Nn � t = ( n � t)(n � t + � ).

Proposition 4.2. (see [12]) Let
�

L �
n (x)

	 1
n=0 be the Laguerre polynomials and

� eL �
n (x)

	 1
n=0 the orthogonal polynomials associated with the inner product(26).

Then,

Q(x; n)
� eL �

n (x)
� 00+ W (x; n)

� eL �
n (x)

� 0+ R(x; n)eL �
n (x) = 0 ; (33)

where
Q(x; n) = x

�
f j � 1(x)gj +1 (x) � hj (x)qj (x)

�
;

W (x; n) =
h
(� + j + 2 � x)

�
f j � 1(x)gj +1 (x) � hj (x)qj (x)

�
+

xf j � 1(x)
j +1X

k=0

A [k]
n (n � k)Dn � k(x) � xh j (x)

j +1X

k=0

A [k]
n (n � k)Sn � k(x)

i
;

R(x; n) =
"

� qj (x)
j +1X

k=0

A [k]
n (n � k)Dn � k(x) + gj +1 (x)

j +1X

k=0

A [k]
n (n � k)Sn � k(x)

#

; (34)

with

hj (x) =

" j +1X

k=0

A [k]
n Dn � k(x)

#

and f j � 1(x) =

" j +1X

k=0

A [k]
n Sn � k(x)

#

;

gj +1 (x) =
j +1X

k=0

A [k]
n

h
(n � k)Dn � k(x) + ( n � k)(n � k + � + j + 1) Dn � k � 1(x)

i
;
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and

qj (x) =
j +1X

k=0

A [k]
n

h
(n � k)Sn � k(x) + ( n � k)(n � k + � + j + 1) Sn � k � 1(x)

i
; (35)

and A [k]
n are constants.

As an application of (33), we present an electrostatic model that responds
to the zeros distribution of the Laguerre-Sobolev type orthogonal polynomi-
als. For n 2 N, let f � n;k g1� k � n be the zeros ofeL �

n (x). Thus, for every
k 2 f 1; : : : ; ng, from (33) we get

Q(� n;k ; n)
� eL �

n (� n;k )
� 00+ W (� n;k ; n)

� eL �
n (� n;k )

� 0 = 0 ;

or, equivalently, � eL �
n (� n;k )

� 00

� eL �
n (� n;k )

� 0 = �
W (� n;k ; n)
Q(� n;k ; n)

: (36)

Therefore,

W (� n;k ; n)
Q(� n;k ; n)

=
(� + j + 2)

� n;k
� 1 +

f j � 1(� n;k )
P j +1

k=0 A [k]
n (n � k)Dn � k(� n;k )

f j � 1(� n;k )gj +1 (� n;k ) � f j (� n;k )gj (� n;k )

�
f j (� n;k )

P j +1
k=0 A [k]

n (n � k)Sn � k(� n;k )
f j � 1(� n;k )gj +1 (� n;k ) � f j (� n;k )gj (� n;k )

: (37)

SinceF (� n;k ) := f j � 1(� n;k )gj +1 (� n;k ) � f j (� n;k )gj (� n;k ) is a polynomial of
degree at most2j � 2, then there exists t1 2 f 1; 2; : : : ;2j � 2g, such that
x(F )

1 ; : : : ; x(F )
t1 are all the zeros ofF (x) di�erent from 0.

In the general case, ifF (x) has complex and real zeros, we considerI 1 �
f 0; 1; : : : ; t1g such that, for eachi 2 I 1, x(F )

i is a complex number (but not
real) and, for eachi 2 J1, x(F )

i is a real number, where

J1 = f 0; 1; : : : ; t1g � I 1:

Since for eachi 2 I 1, the complex conjugate ofx(F )
i is also a zero ofF (x),

then the number of elements inI 1 is even, say2bn, where bn is an integer
smaller than or equal toj � 1. If i 1; : : : ; i2bn denotes an order ofI 1 such that,
for every k 2 f 1; 3; : : : ;2bn � 1g, x(F )

i k +1
is complex conjugate ofx(F )

i k
then we
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de�ne �I 1 =
�

i k 2 I 1 : (1 � k � 2bn) ^ (k odd)
	

. For each i 2 �I 1 and ‘ 2 J1,
there exist real constantsA, A i , B i , Ci , _A ‘ , such that

� eL �
n (� n;k )

� 00

� eL �
n (� n;k )

� 0 =
A

� n;k
+

X

i 2 �I 1

A i x + B i

(� n;k )2 + C2
i

+
X

‘ 2 J1

_A ‘

� n;k � x(F )
‘

= 0 ;

and, since (see [21]),
� eL �

n (� n;k )
� 00

� eL �
n (� n;k )

� 0 = � 2
nX

j =1 ; j 6= k

1
xn;j � � n;k

; (38)

we obtain,
nX

j =1 ; j 6= k

1
xn;j � � n;k

+
1
2

A
� n;k

+

1
2

X

i 2 �I 1

A i x + B i

(� n;k )2 + C2
i

+
1
2

X

‘ 2 J1

_A ‘

� n;k � x(F )
‘

= 0 : (39)

Therefore, we can make the following electrostatic interpretation of the
zeros ofeLn (x). If we have n � 1 electric particles located on the complex
plane under the interaction of a logarithmic external �eld and we have

’ 1(x) =
1
2

A ln jxj +
1
2

X

‘ 2 J1

_A ‘ ln
���x � x(F )

‘

���+

1
2

X

i 2 �I 1

�
A i ln

¨
x2 + C2

i +
B i

Ci
tan� 1

�
x
Ci

��
;

then (39) indicates that the totally energy gradient

" (X ) = �
X

1� j<i � n

ln jx j � x i j +
nX

i =1

’ 1(x i );

with X = ( x1; : : : ; xn ), vanishes at the points(� n;1; : : : ; � n;n ). In other words,
the set of the zeros of Laguerre-Sobolev type orthogonal polynomialeL �

n (x)
constitutes a critical point. However, it is an open problem to determine if
this critical point is a maximum, a minimum, or neither.

For a more general study of the electrostatic interpretation of standard
orthogonal polynomials, we refer the reader to [23], [27], [28] and [34].
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Resumen

El reconocimiento de patrones en imÆgenes digitales es un campo de in-
vestigación relevante para distintas Æreas de las ciencias. Existen sistemas
de reconocimiento de patrones que ayudan a automatizar la clasi�cación
de objetos mediante imÆgenes capturadas, donde en algunos casos el ta-
maæo o escala de los objetos a estudiar no varía, como puede ocurrir con
su posición u orientación. En este trabajo se desarrolla un sistema de re-
conocimiento de patrones en imÆgenes digitales invariante por posición y
rotación, fundamentado en la teoría de la transformada de Fourier y de la
transformada de Hilbert. Para esto, se generan dos mÆscaras binarias de
anillos concØntricos que surgen del estudio de la transformada de Hilbert
radial, las cuales son la base para que el sistema de reconocimiento de
patrones en imÆgenes digitales sea invariante por rotación. La invarianza
de la posición resulta de la aplicación de la transformada de Fourier.

1 Introducción

El reconocimiento de patrones es un Ærea de interØs en los sectores social y
económico, en distintos campos de la ciencia y en el desarrollo de tecnologías,
por citar sólo algunos ejemplos. Desarrollar nuevas aplicaciones, algoritmos y
tØcnicas mÆs e�cientes, y mejores tecnologías, es una tarea multidiciplinaria
donde participan ingenieros, físicos y matemÆticos, entre otros.
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Las aplicaciones del reconocimiento de patrones se pueden clasi�car en los
grupos siguientes: comunicación entre las computadoras y el hombre, biomedi-
cina, física, aspectos de seguridad, estudio y estimación de recursos naturales,
estereología, industria y robótica e inteligencia arti�cial [15]. La mayoría de
las aplicaciones del reconocimiento de patrones, correspondientes a los grupos
mencionados, estÆn basadas en herramientas que surgen del estudio de distin-
tas ramas de las matemÆticas. En particular, el reconocimiento de patrones
en imÆgenes digitales se sustenta, en gran medida, en conceptos y resultados
del anÆlisis funcional. AdemÆs, las teorías de la estadística paramØtrica jue-
gan un papel esencial para dar validez a las aplicaciones desarrolladas en esta
Ærea.

En este capítulo se presenta un sistema digital de reconocimiento de pa-
trones en imÆgenes digitales invariante por posición y rotación, basado en el
estudio de las transformadas de Fourier y de Hilbert, el cual fue desarrollado
en [1] por los autores del trabajo presente. La transformada de Fourier ha
sido ampliamente estudiada y aplicada en el campo del reconocimiento de
patrones en imÆgenes digitales, a diferencia de la transformada de Hilbert,
cuyas principales aplicaciones son en el Ærea de procesamiento de seæales uni-
dimensionales.

Una ventaja de la transformada de Fourier, es que las aplicaciones de Østa
para funciones de una variable se extienden de manera natural para funcio-
nes multivariables. Desafortunadamente, la transformada de Hilbert no tiene
esa ventaja; al calcular la transformada de Hilbert de seæales bidimensionales
(por ejemplo imÆgenes) no se obtienen los mismos resultados que para seæales
unidimensionales. Por ello, se han propuesto modi�caciones a la transformada
de Hilbert con el objetivo de extender las aplicaciones de una a dos dimensio-
nes. Entre dichas propuestas, se encuentra latransformada de Hilbert radial
[13, 5], a partir de la cual se elaboraron dos mÆscaras binarias de anillos con-
cØntricos para lograr la invariancia por rotación, a las cuales se les denoninó
mÆscaras de Hilbert.

2 Fundamentos

Una imagen digital se puede de�nir como una seæal bidimensional discreta y
�nita I [n1; n2], conn1 = 0 ; 1; :::; M � 1 y n2 = 0 ; 1; :::; N � 1, donde la amplitud
de I en cualquier coordenada(n1; n2) representa la intensidad de la imagen en
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ese punto. A un punto(n1; n2) se le denomina píxel de la imagen. En el siste-
ma digital de reconocimiento de patrones en imÆgenes digitales desarrollado
en este trabajo, se consideró œnicamente imÆgenes enescala de grises. Este
tØrmino se usa para referirse a la intensidad de imÆgenes monocromÆticas. En
dicha representación, la intensidad de cada punto en la imagen es un tono de
gris que va desde el color negro hasta el blanco [8].

En el contexto del procesamiento de seæales en general, existen diversas
razones para considerar la transformada de Fourier de seæales. Por ejemplo,
representar la información de una seæal en el dominio de frecuencias es œtil
para aplicar algunos algoritmos y de determinar ciertas propiedades de la
seæal. Sin embargo, calcular la transformada de Fourier de una seæal discreta
f [n] conn = 0 ; 1; :::; N � 1 de la forma habitual, requiere deO(N 2) operaciones
[3]. Debido a las limitaciones computacionales que implica tal nœmero de
operaciones, comœnmente se utiliza un algoritmo desarrollado por Cooley y
Tukey denominadotransformada rÆpida de Fourier[4]. Con este algoritmo, se
obtiene el mismo resultado que utilizar la transformada de Fourier realizando
œnicamenteO(Nlog(N )) operaciones aritmØticas.

Para una imagen digitalI [n1; n2] representada en escala de grises, se cum-
ple lo siguiente

jF F [I [n1; n2]]j = jF F [I [n1 � a; n2 � b]]j; (1)

para a; b2 N [3], dondeFF denota la transformada rÆpida de Fourier. Es de-
cir, el módulo de la transformada de Fourier, conocido tambiØn como espectro
de amplitud de Fourier, es invariante por traslación.

Con base en esta propiedad de la transformada de Fourier, es posible
elaborar un sistema de reconocimiento de patrones en imÆgenes digitales in-
variante por posición, es decir, un sistema que sea capaz de identi�car un
objeto en una imagen trasladado en cualquier dirección. Por ejemplo, en la
Figura 1 se muestra el espectro de amplitud de Fourier de dos imÆgenes con
el mismo objeto pero en diferentes posiciones.
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(a) Imagen (b) jF F (I )j (c) Imagen J (d) jF F (J )j

Figura 1: Ejempli�cación de la invariancia por posición del módulo de la trans-
formada de Fourier de una imagen. Ambos espectros de amplitud se muestran
bajo una transformación logarítmica por cuestiones de visualización.

Es comœn que el módulo de la transformada de Fourier de una imagen
tenga valores de intensidad entre0 y 106. Debido a esto, al visualizar dicho
espectro se pierden detalles correspondientes a los valores de intensidad meno-
res, por lo que generalmente se visualiza bajo una transformación logarítmica
[8].

El �ltrado de imÆgenes digitales es una tØcnica muy utilizada en el proce-
samiento de imÆgenes digitales. Existen �ltros para resaltar o suavizar bordes
en imÆgenes, remover distintos tipos de ruido, entre otros. En el Ærea de re-
conocimiento de patrones, se pueden utilizar �ltros en imÆgenes digitales con
el �n de obtener ciertas características que permitan hacer una clasi�cación
o identi�cación entre imÆgenes. A los �ltros utilizados en imÆgenes digitales,
tambiØn se les conoce como mÆscaras.

Una forma de aplicar un �ltro a una imagenI [n1; n2] es mediante la con-
volución. Este procedimiento se conoce como �ltrado espacial cuando las ope-
raciones se llevan a cabo en cada píxel[n1; n2] de la imagenI y como �ltrado
en frecuencia cuando se trabaja en el dominio de la transformada de Fourier
de I [8].

El �ltrado en frecuencia estÆ fundamentado por el teorema de convolución.
La convolución entre dos imÆgenes en el dominio de frecuencias es una multi-
plicación punto a punto de matrices oproducto Hadamard. De esto, el �ltrado
en frecuencia de una imagenI [n1; n2] se de�ne comoW [k1; k2] � j I F [k1; k2]j,
donde I F [k1; k2] es la transformada rÆpida de Fourier deI , W [k1; k2] es el
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�ltro a utilizar y el símbolo � denota la multiplicación punto a punto.
La imagen �ltrada, se obtiene tomando la transformada inversa rÆpida de

Fourier, es decir,

Î [n1; n2] = F � 1
F

ƒ
F̂F [I [n1; n2]]

'
; (2)

dondeF̂F [I [n1; n2]] es la imagen resultante de aplicar el �ltroW en el dominio
de frecuencias.

En el Ærea de reconocimiento de patrones en imÆgenes digitales, no siempre
es necesario obtener la imagen̂I [n1; n2] de la ecuación (2), basta con trabajar
con el módulo de la transformada de Fourier deF̂F [I [n1; n2]] (tambiØn co-
nocido como espectro de amplitud de Fourier) para obtener la clasi�cación o
identi�cación.

3 Transformada de Hilbert

La transformada de Hilbert de una función f (x) de variable real se de�ne
como sigue:

H [f (x)] = f (x) �
1

�x

=
1
�

Z 1

�1

f (s)
x � s

ds:
(3)

Como el integrando de (3) tiene una singularidad ens = x, se toma el valor
principal de Cauchy, denotado porP , mediante el cual se permite asignar
valores a integrales impropias. Para esta ecuación integral, el valor principal
de Cauchy se representa por

1
�

P
Z 1

�1

f (s)
x � s

ds =
1
�

l��m
� ! 0

� Z x � �

�1

f (s)
x � s

ds+
Z 1

x+ �

f (s)
x � s

ds
�

: (4)

La ecuación 3 surge de considerar una funciónf (z) = u(x; 0) + iv (x; 0)
analítica en la mitad superior del plano complejo que ademÆs tiende a cero
en el in�nito. Con esto, se llega a lo siguiente:

u(x0) = �
1
�

P
Z 1

�1

v(x)
x0 � x

dx; (5)
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y

v(x0) =
1
�

P
Z 1

�1

u(x)
x0 � x

dx: (6)

Las ecuaciones (5) y (6), indican que conociendo œnicamente la parte real de
una función analítica f sobre la recta real, es posible encontrar su armónica
conjugada y viceversa. VØase [9].

En la mayoría de las aplicaciones, la transformada de Hilbert se aplica en
el espacio de frecuencias. De la ecuación (3) y por el teorema de convolución,

FfH [f (x)]g = F
�
f (x) �

1
�x

�

= F [f (x)] F
�

1
�x

�
:

(7)

La transformada de Fourier de la funciónsgn (la función signo) esF [sgn(x)] =
� i

�� , y por la propiedad de simetría de la transformada de Fourier se tiene
que F

�
� i

�x

�
= sgn(� � ). AdemÆs, como el operadorF es lineal, se llega a

F
�

1
�x

�
= � isgn(� ) (8)

De esto, la transformada de Fourier de la transformada de Hilbert de una
función f (x) se expresa como

FfH [f (x)]g = � isgn(� )F (� ); (9)

dondeF (� ) es la transformada de Fourier def (x).
Al expresar F (� ) en tØrminos de su amplitud y fase, la ecuación (9) se

escribe como

FfH [f (x)]g = � isgn(� ) jF (� )j ei� : (10)

Si � < 0, entonces

FfH [f (x)]g = i jF (� )j ei�

= ei ( � + �
2 ) jF (� )j :

(11)

Y si � > 0, entonces

FfH [f (x)]g = � i jF (� )j ei�

= ei ( � � �
2 ) jF (� )j :

(12)
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Por lo tanto, la transformada de Fourier deH [f (x)] se interpreta como la
transformada de Fourier de la función f (x) con su espectro fase de Fourier
rotado � �

2 .
La transformada de Fourier de la transformada de Hilbert de una función

de dos variables,f (x2; x2), es:

FfH [f (x1; x2)]g = � sgn(� 1)sgn(� 2)F (� 1; � 2): (13)

En el Ærea de procesamiento de seæales, para el caso de seæales con una sola
variable independiente, la transformada de Hilbert tiene diversas aplicaciones,
las cuales se basan principalmente en la construcción de una seæal compleja
denominadaseæal analítica.

A partir de una seæal realu(x), es posible construir una seæal compleja
f (x), con el �n de extraer ciertas características deu(x), como la amplitud
local y la fase local. En 1946, Gabor propuso utilizar la transformada de
Hilbert de u(x) para construir dicha seæal compleja [7], llamÆndola seæal
analítica:

f (x) = u(x) + iH [u(x)]: (14)

Al representar una seæal analíticaf (x) en forma polar,

f (x) = A(x)ei� (x) ; (15)

se obtiene la amplitud localA(x) y la fase local� (x) de la seæalu(x), donde

A(x) =
¨

u(x)2 + H [u(x)]2; � (x) = arctan
H [u(x)]

u(x)
: (16)

La transformada de Fourier de una seæal analíticaf (x) = u(x)+ iH [u(x)],
estÆ dada por

F [f (x)] = F f u(x) + iH [u(x)]g
= U(� ) + i [� isgn(� )U(� )]
= U(� )[1 + sgn(� )];

(17)

dondeU(� ) es la transformada de Fourier de la seæalu. De la ecuación (17),
se obtiene que

F (� ) =

8
><

>:

2U(� ); si � > 0;
U(0); si � = 0 ;

0; si � < 0:
(18)
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La de�nición de la transformada de Hilbert de una función, se puede
generalizar directamente al caso de varias variables, sin embargo, con esta
generalización no es posible construir una seæal compleja de dos variables
que tenga las mismas características que la seæal analítica. Pese a esto, en
los trabajos de Felsberg y Sommer [6], Larkin y colaboradores [10] y Lorenzo
[11], por mencionar algunos, se presentan diferentes propuestas de construc-
ción de una seæal bidimensional compleja para obtener características como
la amplitud y la fase local de una seæal, o bien, para demodular seæales bidi-
mensionales.

Aunque las principales aplicaciones de la transformada de Hilbert en di-
mensión uno se basan en la construcción de la seæal analítica a partir de una
seæal real, tambiØn se puede utilizar para la detección de bordes de seæales. Es
natural intentar sacar provecho de estas propiedades o atributos que cumple
la transformada de Hilbert en dimensión uno para funciones de dos variables,
pero en general, no se obtienen resultados anÆlogos.

Se han propuesto diferentes transformadas para extender a dimensión dos
las principales aplicaciones de la transformada de Hilbert. En algunos casos,
se utiliza la transformada de Hilbert unidimensional para detectar bordes
de alguna función f (x1; x2) en dos direcciones, es decir, calcularH [f (x1)] y
H [f (x2)]; sin embargo, sólo funciona para detectar bordes en esas direcciones.

Davis y colaboradores [5], de�nen una transformada de Hilbert que permi-
te el realce o la detección de bordes para funciones o seæales bidimensionales
sin las limitaciones antes mencionadas, la cual denominantransformada de
Hilbert radial. La idea de esta propuesta, es utilizar la funcióneiP � en lugar
de sgn(� 1)sgn(� 2) en la ecuación (13), lo que da lugar a la de�nición de la
transformada radial de Hilbert:

FfH R [f (x1; x2)]g = eiP � F (� 1; � 2); (19)

donde � = arc cos
� � 1

r

�
con r =

p
� 2

1 + � 2
2 para (� 1; � 2) 6= (0 ; 0) y � = 0

en el origen,F (� 1; � 2) es la transformada de Fourier de la funciónf y P es
cualquier nœmero entero.
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Pei y Ding [13], proponen una generalización de la transformada de Hilbert
radial dada por Davis y colaboradores [5], la cual denominantransformada
de Hilbert radial generalizaday la de�nen por

F fH RG [f (x1; x2)]g = �( � )F (� 1; � 2); (20)

donde�( � ) es cualquier función. En el caso particular en que�( � ) = eiP � con
� = arc cos

� � 1
r

�
y r =

p
� 2

1 + � 2
2 , se obtiene la ecuación (19).

Para una función discreta f [n1; n2] donde n1 = 0 ; 1; :::; M � 1 y n2 =
0; 1; :::; N � 1, la ecuación (20) se modi�ca a

F fH RGd [f [n1; n2]]g = �[ � ]F [k1; k2]; (21)

donde F [k1; k2] representa la transformada discreta de Fourier def [n1; n2],
con k1 = 0 ; 1; :::; M � 1 y k2 = 0 ; 1; :::; N � 1.

4 Sistema de reconocimiento de patrones inva-
riante por posición y rotación

Como ya se mencionó, al trabajar con el espectro de amplitud de Fourier de
las imÆgenes digitales, se obtiene directamente un sistema de reconocimiento
de patrones que es invariante por posición. El invariante por rotación no es
directo, para lograrlo se construyeron mÆscaras binarias de anillos concØntri-
cos, con las cuales se calculan �rmas unidimensionales que son invariantes por
traslación y rotación.

Partiendo de la versión discreta de la transformada de Hilbert radial ge-
neralizada (20), se propone que

�[ � ] = eir� ; (22)

con � = cos k1
r 2 y r =

p
k2

1 + k2
2 para (k1; k2) 6= (0 ; 0), y � = 0 en (k1; k2) =

(0; 0), dondek1 y k2 representan las variables discretas en el plano de frecuen-
cias. Como la función�[ � ] toma valores complejos en el espacio de frecuencias,
se puede expresar como una funciónH [k1; k2] = Re[H ] + iIm [H ]. Las funcio-
nesRe[H ] e Im [H ], correspondientes a la parte real e imaginaria deH [k1; k2],
se muestran en la �gura 2 vistas sobre el plano(k1; k2), las cuales se pueden
representar como imÆgenes digitales en escala de grises.
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(a) Re(H ) (b) Im (H )

Figura 2: Parte real y parte imaginaria deH [k1; k2].

Al �ltrar en frecuencia las imÆgenesRe(H ) e Im (H ) con un disco binario
D , se generan las mÆscarasHR y H I (Figura 3), es decir,

HR = Re(H ) � D;
H I = Im (H ) � D:

(23)

(a) Disco binario D (b) MÆscaraHR (c) MÆscaraH I

Figura 3: Mascaras de Hilbert

Para obtener las �rmas invariantes por traslación y rotación, se �ltra el
módulo de la transformada rÆpida de Fourier de la imagen con las mÆscaras
HR y H I . En la Figura 4, se muestra un ejemplo de dicho proceso.
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(a) Imagen I (b) Módulo de
FF (I )

(c) Módulo de
FF (I ) �ltrado con
HR

(d) Módulo de
FF (I ) �ltrado con
H I

Figura 4: Filtros HR y H I actuando sobre el espectro de amplitud de Fourier
de la imagen. Por cuestiones de visualización, las imÆgenes de los espectros
de amplitud se muestran bajo una transformación logarítmica.

En la Figura 4 se observa que el resultado de �ltrarjF F [I ]j con HR y H I ,
genera en ambos casos una imagen con anillos de color negro (que representa
al valor de intensidad 0) y anillos de distintos tonos de grises (valores de
intensidad diferentes de cero).

Para cada imagen se obtienen dos arreglos de nœmerosf R y f I , denomi-
nados�rmas de la imagen. La primera se determina a partir del espectro de
amplitud de Fourier de la imagen �ltrada porHR , y la otra utilizando el �ltro
H I .

Para una imagen dadaI , la �rma f R es

f R = [ s1; s2; :::; sN ]; (24)

dondesk es la suma de las intensidades de los píxeles delk-Øsimo anillo (sin
considerar los anillos en negro y numerados en orden ascendente del centro
hacia afuera) en la imagenjF F [I ]j � HR , y N es el nœmero de dichos anillos
en la imagen (Figura 4). AnÆlogamente, se determinó la �rma

f I = [ ŝ1; ŝ2; :::; ŝM ]; (25)

correspondiente a la imagenjF F [I ]j � H I . En la Figura 5, se muestran las
�rmas de la imagen (a) de la Figura 4.
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(a) Firma f R

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
0.5
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1.5
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f I
(k

)

k (n«umero de anillo)

(b) Firma f I

Figura 5: Firmas correspondientes a la imagenI de la �gura 4 a).

5 Plano de clasi�cación y nivel de con�anza del
sistema de reconocimiento de patrones

El sistema de reconocimiento de patrones se tiene que entrenar con una base
de datos de imÆgenes de referencia. En la Figura 6, se muestra una base
de datos formada por imÆgenes digitales en escala de grises de fósiles de
diatomeas. Las diatomeas son una de las fuentes bÆsicas para la formación de
materia orgÆnica en el ocØano y participan activamente en la sedimentación.
La presencia de diatomeas en paleoambientes marinos ha sido utilizada para
el estudio de cambios climÆticos y de procesos geomorfológicos [2].
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(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p) (q) (r)

(s) (t) (u)

Figura 6: Base de datos de imÆgenes de referencia: fósiles de diatomeas. (a)
A: Actinocyclus ingens - Rattray. (b) B: Azpeitia sp. (c) C: Azpeitia noduli-
fera - (Schmidth) Fryxell et Sims. (d) D: Actinocyclus ellipticus - Grunow in
van Heurck. (e) E: Actinocyclus ellipticus var moronensis - (Deby ex Rattray)
Kolbe. (f) F: Denticulopsis praedimorpha - Barron ex Akiba. (g) G: Nitzchia
praereinholdii - Schrader. (h) H: Bogorovia praepaleacea - (Schrader) Jouse.
(i) I: Thalassiosira oestruppii var 1. (j) J: Thalassiosira oestruppii var 2. (k)
K: Thalassiosira domifacta - (Hendey) Jouse. (l) L: Asteromphalus imbricatus
- Wallich. (m) M: Pseudotriceratium cinnamomeum - (Greville) Grunow. (n)
N: Thalassiosira kozlovii - Makarova. (o) O: Coscinodiscus radiatus - Ehren-
berg. (p) P: Diploneis bombus - Cleve-Euler in Backman et Cleve-Euler. (q)
Q: Stephanodiscus sp. (r) R: Actinoptychus undulatus - (Bailey) Ralf. (s) S:
Actinoptychus bipunctatus - Lohman. (t) T: Actinoptychus splendens - (Shad-
bolt) Ralf ex Pritchard. (u) U: Nitzschia reinholdii - Kanaya emend Barron
& Baldauf.
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Para entrenar al sistema, cada imagen de la Figura 6 se rotó un Ængulo
� �k , conk = 0 ; 1; ::; 359y � � = 1 � ; por lo que, para cada imagen de referencia
se tienen 360 imÆgenes. Por ejemplo, de la diatomeaA se obtuvo el conjunto de
imÆgenesf A0; A1; A2; :::; A359g, donde la imagenAk corresponde a la diatomea
A rotada k grados, conk = 0 ; 1; :::;359. De esta forma, la base de datos de
imÆgenes de entrenamiento tiene7560elementos.

Posteriormente, se calculan las �rmas de cada imagen de entrenamiento
mediante el procedimiento descrito en la sección 3.2. Por ejemplo, para la
diatomeaA, se obtuvieron los dos conjuntos de �rmas

ƒ
f A k

R jk = 0 ; 1; :::;359
'

(26)

y ƒ
f A k

I jk = 0 ; 1; :::;359
'

: (27)

Para cada �rma f A k
R del conjunto (26) se calculó el escalar realPA k

R , denomi-
nado potencia de la �rma f A k

R , a partir de la ecuación

PA k
R =

NX

n=1

�
f A k

R (n)
� 2

N
; (28)

dondeN es el tamaæo de la �rma, lo que dio lugar al conjunto

PA
R =

ƒ
PA k

R jk = 0 ; 1; :::;359
'

: (29)

AnÆlogamente, a partir del conjunto (27) se determinó el conjunto

PA
I =

ƒ
PA k

I jk = 0 ; 1; :::;359
'

: (30)

Entonces, a cada imagenAk le corresponden dos nœmeros reales:PA k
R y PA k

I ,
k = 0 ; 1; :::;359.

La media muestral de los conjuntosPA
R y PA

I , estÆ dada por

�X P A
R

=

359X

k=0

PA k
R

360
; �X P A

I
=

359X

k=0

PA k
I

360
; (31)
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y la desviación estÆndar de cada media por

� P A
R

=

˛
359X

k=0

(PA k
R � �X P A

R
)2

n � 1
; � P A

I
=

˛
359X

k=0

(PA k
I � �X P A

I
)2

n � 1
: (32)

El teorema del límite central a�rma que, si de una población con una dis-
tribución cualquiera con media � y desviación estÆndar� se extraen muestras
aleatorias den observaciones, entonces, cuandon es su�cientemente grande,
la distribución muestral de las medias muestrales�X se distribuye de mane-
ra aproximadamente normal, con media� y desviación estÆndarEE = �p

n ,
conocida como error estÆndar [12].

Para el ejemplo de la diatomeaA, de una muestra de 360 imÆgenes se
calcularon los estimadoresPA k

R , k = 0 ; 1; :::;359. Por el teorema del límite
central, al ser considerablemente grande la muestra, las potenciasPA k

R tienen
una distribución normal. AdemÆs �X P A

R
tiende a � P A

R
y EEP A

R
= � P A

R
=
p

360,
donde� P A

R
es la media poblacional. AnÆlogamente, lo anterior se cumple para

las potenciasPA k
I .

Figura 7: RectÆngulo de con�anza del95:4 % en color gris y el punto negro
indica la coordenada( �X P A

R
; �X P A

I
).
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Como las potencias de las �rmas obtenidas a partir de la imagenA tienen
una distribución normal, se pueden generar intervalos de con�anza. Siguiendo
la metodología de las grÆ�cas de los diagramas de cajas, se construyeron los
intervalos de con�anza del95:4 % para cada uno de los dos conjuntos de
las potencias de las �rmas y, a partir de ahí, se construyó el rectÆngulo de
con�anza del 95:4 % gra�cando los valores �X P A

R
� 2EEP A

R
en el eje horizontal

y �X P A
I

� 2EEP A
I

en el eje vertical, que se muestra en color gris en la Figura
7. En la misma grÆ�ca, la coordenada de las medias muestrales( �X P A

R
; �X P A

I
)

se indica en negro.
Siguiendo un procedimiento anÆlogo para cada imagen digital en la base

de datos de imÆgenes de referencia, se construyen los rectÆngulos de con�anza
para generar el plano de clasi�cación. En la Figura 8 se muestra el plano de
clasi�caición para las imÆgenes en escala de grises de fósiles de diatomeas de
la Figura 6.

Para que se observe con claridad que el sistema de reconocimiento de
patrones clasi�ca e�cientemente cada una de las imÆgenes problema, se pre-
sentan dos ampli�caciones en las Figura 9 y Figura 10, donde se observa que
ninguno de los rectÆngulos se traslapa. Logrando de esa manera el objetivo
de tener un œnico plano de clasi�cación y así reducir el tiempo de cómputo
al momento de indenti�car a los objetos en las imÆgenes digitales.

0 0.5 1 1.5 2 2.5
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D
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G H

I

J

K

L
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T
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Figura 8: Plano de clasi�cación de las imÆgenes de la Figura 6.
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Figura 9: Ampli�cación de la Figura 8 correspondientes a los rectÆngulos de
con�anza de diatomeasG, U, H y F .
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Figura 10: Ampli�cación de la Figura 8 correspondientes a los rectÆngulos de
con�anza de diatomeasE , P , D , I , N , R, M y S.

En el reconocimiento de patrones en imÆgenes digitales, el tiempo de
cómputo es un factor determinante, debido a la gran cantidad de imÆge-
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nes que se manejan. Solorza y `lvarez-Borrego [14], proponen las mÆscaras
binarias de anillos concØntricos denominadasmÆscaras Fourier(MR) y mÆs-
caras Bessel(BP ), las cuales son generadas en un tiempo mayor al utilizado
para generar las mÆscaras de HilbertHR y H I . En la tabla 1, se muestra la
comparación del tiempo promedio en que se generaHR , MR y BP , obtenido a
partir de una muestra de 50 elementos para cada caso. La mÆquina utilizada
para este anÆlisis es una: iMac con procesador 2.4 GHz Intel Core 2 Duo,
memoria 2 GB 667 MHz DDR2 SDRAM.

Tabla 1: Tiempo de cómputo promedio.

MÆscara Tiempo (segundos)
HR 0.0206242682705
MR 0.5236733341570
BP 0.1167171006915

6 Conclusiones

A partir de la teoría y del estudio de las aplicaciones de la transformada de
Hilbert se logró proponer un par de mÆscaras binarias de anillos concØntricos
(mÆscaras de Hilbert), mediante las cuales se obtienen �rmas unidimensiona-
les invariantes por translación y rotación para una imagen dada. AdemÆs, a
partir de la potencia de las �rmas obtenidas se pudo construir un œnico plano
de clasi�cación, a diferencia de los mœltiples planos de clasi�cación empleados
en los sistemas de reconocimiento de patrones por correlación.

Por otra parte, el tiempo promedio en que se generan las mÆscaras de
Hilbert es considerablemente menor al tiempo en que se generan las mÆscaras
binarias de anillos Bessel y Fourier, reduciØndose así considerablemente el
tiempo de cómputo empleado por el sistema para clasi�car imÆgenes digitales.
De esto, la implementación de las mÆscaras de Hilbert se puede catalogar
como parte del desarrollo de una nueva tØcnica mÆs e�ciente para obtener
la invarianza por rotación en un sistema de reconocimiento de patrones en
imÆgenes digitales.

El sistema de reconocimiento de patrones implementado permite reconocer
y clasi�car los distintos tipos de fósiles de diatomeas de la base de datos con
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la que se trabajó. De la misma forma, es posible obtener resultados anÆlogos
para el reconocimiento de distintos objetos capturados en imÆgenes digitales
a escala de grises, sin importar la posición y la orientación de estos.
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Resumen

El objetivo de este artículo es mostrar algunos aspectos de la comprensión
del concepto de límite de una función en una variable de un grupo de es-
tudiantes de la Facultad de Ciencias Físico MatemÆticas de la BUAP. La
evaluación se fundamentó en la teoría APOE (Acción, Proceso, Objeto
y Esquema) ya que permite identi�car las estructuras y los mecanismos
mentales relacionados con este concepto. Los aspectos que se evaluaron
estÆn relacionados con la idea de aproximación in�nita y con la mØtri-
ca. En las conclusiones se reportan las estructuras mentales que lograron
construir los participantes despuØs de haber estudiado el tema del límite
funcional en un curso regular de CÆlculo Diferencial. TambiØn se com-
paran los resultados con los que se reportaron en la literatura que sirvió
como antecedente.

1 Introducción

El cÆlculo diferencial es una materia que estÆ presente en los programas de
diferentes carreras, como por ejemplo, ingenierías, computación, actuaría y
física, y por supuesto, en la de matemÆticas. Un rasgo característico de esta
materia es el alto nivel de abstracción, lo cual provoca serias di�cultades en-
tre los estudiantes. �En la actualidad existe una tendencia a la enseæanza del
cÆlculo basada en un enfoque algorítmico y algebraico� [6], la cual podría estar
provocando una comprensión limitada de los conceptos. Sin embargo, en las
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carreras de ciencias exactas como matemÆticas, física y actuaría, donde tam-
biØn los índices de reprobación son altos, se privilegia el razonamiento formal
mediante el formato �de�nición, teorema, demostración�. En particular, en
este trabajo se decidió investigar sobre ciertos aspectos de la comprensión del
concepto de límite funcional que lograron un grupo de estudiantes de ciencias
exactas, despuØs de que haber estudiado este tema en un curso de CÆlculo
Diferencial. Para evaluar la comprensión se eligió una teoría constructivista
denominada APOE, nombrada así por las siglas de las estructuras mentales
Acción, Proceso, Objeto y Esquema en las cuales descansan sus postulados.

En este trabajo se reporta cómo los participantes construyeron el límite
funcional (en una variable) en aspectos relacionados con las concepciones
dinÆmica y mØtrica. En la primera concepción, el límite se entiende como el
nœmero al que se aproximan los valores de la función cuando esta se evalœa
en elementos del dominio su�cientemente cercanos a un cierto valor dado.
Mientras que en la segunda, el límite de la función se concibe como el nœmero
que satisface la de�nición de Wiestrass, conocida tambiØn como Øpsilon-delta.
De acuerdo a la teoría APOE, el estudiante debe construir la concepción
dinÆmica y utilizarla para construir la concepción mØtrica [3]. Sin embargo, la
experiencia de las autoras de este trabajo nos dice que, en los cursos formales,
la enseæanza del límite funcional parte de la de�nición Øpsilon-delta y no se
trabaja explícitamente con la idea de aproximación o concepción dinÆmica.

2 MARCO TEÓRICO

La teoría APOE (Acción, Proceso, Objeto y Esquema) tiene como objetivo
entender cómo se aprenden los conceptos matemÆticos. Su origen estÆ en el
trabajo de Jean Piaget y fue creada por Dubinsky en la dØcada de los 80; es
una teoría constructivista.

La teoría nació cuando Dubinsky re�exionó sobre la aplicación de la abs-
tracción re�exiva de Piaget en las matemÆticas de la educación superior, pero,
¾quØ es la abstracción re�exiva?� La respuesta de Piaget consta de dos partes,
la primera parte implica re�exión en el sentido de conciencia y pensamiento
contemplativo sobre lo que Piaget llamó contenido y operaciones sobre ese
contenido, y en el sentido de re�exionar sobre el contenido y de realizar ope-
raciones de un nivel cognitivo inferior a uno superior (es decir, de procesos a
objetos). La segunda parte consiste en la reconstrucción y reorganización del
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contenido y las operaciones. En esta etapa superior resulta que las operaciones
se pueden convertir en contenido al cual le pueden aplicar nuevas operaciones,
vØase [1]. Esto condujo a Dubinsky a considerar que la abstracción re�exiva
es una herramienta sólida para describir el desarrollo mental de los conceptos
matemÆticos avanzados.

Dubinsky interpreta que el desarrollo cognitivo empieza con acciones, que
son interiorizadas en procesos y luego se encapsulan en objetos a los que se
pueden aplicar nuevas acciones, todo ello forma un esquema; pareciera que
la propuesta progresiva en la teoría es de la formaA ! P ! O ! E . Sin
embargo, aunque se presente en esta forma lineal, el desarrollo no siempre
procede así, mÆs bien, un individuo puede avanzar de una etapa a otra pero
luego retroceder para continuar con el desarrollo de sus estructuras.

Dubinsky considera cinco tipos de abstracción re�exiva o mecanismos
mentales (Interiorización, coordinación, encapsulación-desencapsulación, in-
versión y generalización) que conducen a la construcción de las estructuras
mentales (acciones, procesos, objetos y esquemas). La �gura (1) ilustra la
relación entre las estructuras y los mecanismos. A continuación presentamos
una descripción de los mecanismos mentales:

Figura 1: Teoría APOE [1]

Interiorización: Se puede considerar como la transferencia de una acti-
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vidad especí�ca del mundo externo al mundo interno del individuo. En otras
palabras, ocurre cuando el individuo pasa de tener ayudas externas a tener
un control interno de la actividad.

Coordinación: La coordinación consistente en tomar dos o mÆs procesos
para construir un nuevo proceso. Este nuevo proceso puede ser encapsulado
como un objeto.

Encapsulación: Este mecanismo entra en acción cuando el individuo
ve al proceso como una totalidad, percibe las transformaciones que pueden
actuar sobre esa totalidad y realmente puede construir tales transformaciones
(explícitamente o en su imaginación), entonces decimos que el individuo ha
encapsulado el proceso en un objeto cognitivo.

Desencapsulación: Una vez que el individuo ha encapsulado un proceso
en un objeto, este puede ser desencapsulado para regresar al proceso que lo
generó, en otras palabras, reinvertir el mecanismo.

Inversión: Cuando el proceso existe internamente, el individuo es capaz
de pensarlo de forma inversa (en el sentido de deshacerlo), creando así un
nuevo proceso inverso al proceso inicial.

Generalización: Se relaciona con la capacidad del individuo para aplicar
un determinado esquema en un contexto distinto, se caracteriza por deter-
minar los alcances de sus construcciones. En este mecanismo los esquemas
no cambian, pero los objetos pueden ser asimilados por un esquema en otro
contexto.

A continuación presentamos una descripción especí�ca de las estructuras
mentales:

Acción: Una acción es cualquier transformación física o mental para ob-
tener otros objetos. Puede ser una respuesta de un solo paso, como un re�ejo
físico, o el acto de recordar algœn hecho de memoria. TambiØn puede ser res-
puesta a varios pasos, pero se caracteriza porque van seguidos unos de otros.

Un ejemplo de la concepción acción es resolver una ecuación imitando los
pasos de una ecuación que se resolvió previamente.

Proceso: Es la estructura mental en la cual se realiza la misma operación
que la acción sólo que totalmente en la mente del individuo, permitiendo
que sea capaz de imaginar la realización de la trasformación sin tener que
realizar cada paso de manera explícita. Puede realizar la transformación sin
la necesidad de llevar a cabo cada paso. Un proceso puede ser revertido o
puede ser coordinado con otros procesos.

Retomando el ejemplo anterior de acción, una concepción de proceso sería
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resolver la ecuación sin imitar el mØtodo para solucionar una ecuación similar.
Objeto: Cuando el individuo re�exiona sobre las operaciones aplicadas a

un proceso como un todo y puede identi�car las transformaciones, ademÆs de
construirlas (acciones o procesos) diremos que el proceso ha sido encapsulado
en un objeto y que el individuo posee una concepción objeto del concepto.

Un ejemplo de la concepción objeto es cuando el individuo puede tomar
dos o mÆs funciones y componerlas obteniendo así una nueva función.

Esquema: Un esquema se entiende como una colección coherente de las
estructuras de acción, proceso, objeto y otros esquemas y las conexiones que
se establecen entre ellas. AdemÆs, se caracterizan por su dinamismo, es decir,
su reconstrucción continua debido a la actividad matemÆtica del individuo en
situaciones especí�cas.

Un ejemplo de la concepción esquema de espacio vectorial puede incluir
n-tuplas y matrices como objetos y funciones como procesos. Todas estas
estructuras pueden ser relacionadas por el hecho de que comparten algunas
propiedades, como satisfacer un conjunto de Axiomas que de�nen un espacio
vectorial.

La teoría APOE describe la construcción de los conceptos matemÆticos
del nivel superior mediante un modelo teórico denominado descomposición
genØtica, la cual se basa en la experiencia del investigador sobre la enseæanza
del concepto y de la teoría, en los libros de texto y en estudios previos.

Descomposición genØtica. Es un modelo hipotØtico que describe las
estructuras y los mecanismos mentales que los estudiantes necesitan construir
para aprender un concepto matemÆtico especí�co [1].

A continuación presentamos la descomposición genØtica que utilizamos
para nuestra investigación:

El límite como concepción dinÆmica.
La concepción dinÆmica de límite de una función supone construir un

proceso en el dominio en el cualx se aproxima aa, construir otro proceso en
el rango en el cualf (x) se aproxima a L y utilizar la función para coordinarlos
[4].

El límite como concepción mØtrica.
Hemos considerado como concepción mØtrica, en tØrminos de desigualda-

des, aquella que se deriva de la construcción de un proceso en el dominio en
el cual x � a en valor absoluto se aproxima a 0, construir otro proceso en el
rango en el cualf (x) � L en valor absoluto se aproxima a 0 y coordinarlos
[4].
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Tabla 1: Descomposición genØtica del límite [1]

Descomposición genØtica del concepto de límite
R1 La Acción de evaluar la función f en un œnico puntox, considerado cercano, o
igual al valor dea
R2 La Acción de evaluar la función f en unos puntos, cada punto sucesivo cercano
a a
R3 Construcción de un esquema de un proceso coordinado:

a) Interiorización de la acción del pasoR2 para construir un proceso dominio en
el cual x se aproxima aa.

b) Construcción de un proceso rango en el cualy se aproxima aL

c) Coordinación de a) y b) vía f .

R4 Encapsulación del proceso del paso (R3c) así que el límite se convierte en un
objeto al cual las acciones se pueden aplicar.
R5 Reconstrucción del proceso del paso (R3c) en tØrminos de intervalos y desigual-
dades. Esto es introduciendo estimadores numØricos de las aproximaciones cercanas:
0 < jx � aj < � y 0 < jf (x) � L j < �
R6 Aplicación de un esquema de cuanti�cación de 2 niveles para conectar el proceso
descrito en R5, para la de�nición formal.
R7 Aplicación de una concepción completa� � � para situaciones especí�cas

La investigación que se apoya en la teoría APOE tiene tres componentes:
el anÆlisis teórico, el diseæo e implementación de enseæanza y observación,
ademÆs de la veri�cación de datos. La �gura (2) ilustra como se relacionan
las tres componentes del ciclo de investigación.

Figura 2: Ciclo de investigación adapatado de[1]

Una explicación detallada de cómo funciona el ciclo de investigación la
pueden consultar en [1].
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3 METODOLOG˝A DE LA INVESTIGACIÓN

Este trabajo siguió el ciclo de investigación de la teoría APOE de la siguiente
manera: se aplicó un cuestionario el cual se basó en la descomposición genØtica
presentada por Cottrill, vØase [1], para recabar datos que ofrecieran evidencias
de las construcciones mentales y los mecanismos cognitivos que construyeron
los participantes despuØs de haber estudiado el tema.

Los participantes en esta investigación fueron 56 estudiantes de la Fa-
cultad de Ciencias Físico MatemÆticas que cursaban la materia de CÆlculo
Diferencial durante el semestre de primavera 2019, de las carreras de Actua-
ría, Física Aplicada, Física, MatemÆticas y MatemÆticas Aplicadas. AdemÆs,
tenían una semana de haber visto el tema del concepto de límite de una
función en un punto.

A estos estudiantes se les aplicaron 6 actividades extraídas de la tesis de
Pons, vØase [4]; las cuatro primeras actividades tienen la característica de ha-
cer referencia a la concepción dinÆmica mientras que las otras dos actividades
hacen referencia a la concepción mØtrica del concepto de límite de una fun-
ción en un punto. Otra característica de las actividades es que utilizan varias
funciones representadas en los registros numØrico, algebraico y grÆ�co.

A continuación se presentan las actividades y las estructuras y mecanismos
mentales que se pretenden evaluar con ellas:
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Actividad 1
A partir de la siguiente tabla, responde:

x 2.9 2.99 2.999 2.9999 � � � 3.0001 3.001 3.01 3.1
f (x) 14.21 14.9201 14.99200114.99920001� � � 15.0008001 15.00800115.0801 15.81
a) ¾A quØ nœmero se aproximax?
b) ¾A quØ nœmero se aproximaf (x)?
c) Describe el comportamiento def (x) con relación a la variablex.
d) Di, si es posible, ¾cuÆl es el límite de la función enx = 3? Justi�que su respuesta

Tabla 2: Actividad 1

Esta actividad estÆ presentada en el registro numØrico, su propósito es
hacer evidente las estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a
los tres primeros pasos de la Descomposición GenØtica. Es decir, lo que se
espera es que:

a) A partir de observar los valores de la tabla, los estudiantes construyan
un Proceso dominio en el cualx se aproxima a 3 (R3a).

b) A partir de las aproximaciones laterales, los estudiantes construyan un
Proceso rango en el cualf (x) se aproxima a 15 (R3b).

c) Que coordinen el Proceso dominio cuantox tiende a 3, con el Proceso
rango cuandof (x) tiende a 15 (R3c).

d) Que los estudiantes, a partir de la coordinación de los dos Procesos,
mencionen que puede ser 15 el límite de la función cuandox se acerca
a 3. Sin embargo, no es posible a�rmarlo porque solo se muestra una
sucesión de nœmeros. Lo que se espera es que ellos perciban el compor-
tamiento de aproximación tanto en el dominio como en el rango (R4).
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Actividad 2

Si f (x) =
x � 2
x2 � 4

x 1.9 1.99 1.999 1.9999 � � � 2.0001 2.001 2.01 2.1
f (x) � � �
a) Completa la tabla
b) ¾A quØ nœmero se aproximax?
c) ¾A quØ nœmero se aproximaf (x)?
d) Describe el comportamiento def (x) con relación a la variablex.
e) Di, si es posible, ¾cuÆl es el límite de la función enx = 2? Justi�que su respuesta

Tabla 3: Actividad 2

Esta actividad estÆ presentada en el registro algebraico-numØrico, su pro-
pósito es observar las estructuras y mecanismos mentales correspondientes a
los tres primeros pasos de la Descomposición GenØtica cuando los estudiantes
respondan los incisos correspondientes. Es decir, lo que se espera es que:

a) Calculen el valor de la función en modo algebraico, es decir, que realicen
la acción de evaluar la función f en puntos cercanos ax = 2 (R2).

b) Construyan un Proceso dominio, en el cualx se aproxima a2 (R3a).

c) Construyan un Proceso rango, es decir, que observen a quØ nœmero se
aproximan los valores def (x) tanto por la derecha como por la izquierda
y concluyan que se aproxima a 0.25 (R3b).

d) Relacionen ambas variables coordinando los dos Procesos rango y do-
minio (R3c).

e) A partir de la Coordinación entre los dos Procesos, rango y dominio,
mencionen que puede ser 0.25 el límite de la función cuandox se acerca
a 2 pero no es posible a�rmarlo porque solo se muestra una sucesión de
nœmeros, sin embargo, se espera que ellos observen el comportamiento
de aproximación (R4).
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Actividad 3
A partir de la siguiente tabla, responde:
x 3.99 3.993 3.9999 3.99999 � � � 4.00001 4.0001 4.001 4.01
f (x) 15.53015.5254 15.5015 15.50001 � � � 14.00003 14.0003 14.003 14.03
a) ¾A quØ nœmero se aproximax?
b) ¾A quØ nœmero se aproximaf (x)?
c) Describe el comportamiento def (x) con relación a la variablex.
d) Di, si es posible, ¾cuÆl es el límite de la función enx = 4? Justi�que su respuesta

Tabla 4: Actividad 3

Esta actividad estÆ presentada en el registro numØrico y su objetivo es
evaluar si los estudiantes:

a) Construyen un Proceso dominio, en el cualx se aproxima a 4 (R3a).

b) Construyen un Proceso rango para valores def (x) tanto por la derecha
como por la izquierda y observan quef (x) se aproxima a dos valores
diferentes, es decir, por la izquierda se aproxima a15:5 y por la derecha
a 14 (R3b).

c) A partir de la tabla, son capaces de relacionar ambas variables coordi-
nando los Procesos rango y dominio (R3c).

d) A partir de la coordinación de los dos procesos dados en c), concluyan
que el límite de la función no existe enx=4 (R4).
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Actividad 4
De la función f (x) que se muestra en la siguiente �gura, contesta las preguntas:

a) Elige un valor parax, y calcula el valor def (x), en ese punto.
b) Cuando x tome los valores3:9; 3:99; 3:999; � � � ¾A quØ nœmero se aproximaf (x) ?
c) Cuando x tome los valores4:1; 4:01; 4:001; � � � ¾A quØ nœmero se aproximaf (x) ?
d) Describe el comportamiento def (x) con relación a la variablex.
e) Di, si es posible, ¾cuÆl es el límite de la función enx = 4? Justi�que su respuesta

Tabla 5: Actividad 4

Como en las actividades anteriores, esta tiene el propósito de observar las
estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a los tres primeros
pasos de la Descomposición GenØtica, con la diferencia de que, en esta activi-
dad, se solicita construirlas en el registro grÆ�co. El objetivo de esta actividad
es evaluar si los estudiantes:

a) Logran determinar el valor de la función en el punto que elijan (R1).

b) Coordinan el Proceso dominio cuandox tiende a4 por la izquierda, con
el Proceso rango cuandof (x) tiende a 15 (R3b).

c) Coordinan el Proceso dominio cuandox tiende a 4 por la derecha, con
el Proceso rango cuandof (x) tiende a 10 (R3b).

d) Coordinan de manera conjunta los procesos construidos en los incisos b
y c (R3c).

e) Logren ver que el límite no existe, teniendo en cuenta que cuandox tien-
de a4 los valores de la funciónf (x) se aproximan a diferentes nœmeros
por la izquierda y por la derecha (R4).

Esta actividad estÆ presentada en el registro numØrico, su propósito es ob-
servar las estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a la con-
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Actividad 5
De la función f (x) que se muestra en la siguiente �gura, contesta las preguntas:
x 0.499 0.4999 0.49999 0.499999 � � � 0.500001 0.50001 0.5001 0.501
f (x) 1.497003 1.499700 1.499970 1.499997 � � � 1.500003 1.500030 1.500300 1.50300
j0:5 � xj 0.00100 0.00010 0.00001 0.000001 � � � 0.000001 0.00001 0.00010 0.00100
j1:5 �
f (x)j

0.00299 0.0003 0.00003 0.000003 � � � 0.000003 0.00003 0.00030 0.00300

a) ¾QuØ tan cerca deben estar los valores dex a 0:5 para que la diferenciaj1:5� f (x)j,
sea menor que0:001?
b) Con la información del apartado anterior, ¾podría indicar cuÆl es el límite def (x)
en el puntox = 0 :5? Justi�que su respuesta

Tabla 6: Actividad 5

cepción mØtrica del límite, es decir, los pasos 5 y 6 de la Descomposición
GenØtica. El objetivo de esta actividad es evaluar si los estudiantes:

a) Realizan la acción de determinar la distancia a la que debe de estarx
de 0.5 para quej1:5 � f (x)j < 0:001este es el paso (R5) de la descom-
posición genØtica.

b) En esta pregunta se pretende que los estudiantes observen que las di-
ferencias en valor absoluto entrex y 0.5 se aproximan a 0 y que las
diferencias en valor absoluto def (x) y 1.5 tambiØn se aproximan a 0,
entonces el límite de la funciónf es 1.5 (R6).
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Actividad 6
De la función f (x) que se muestra en la siguiente �gura, contesta las preguntas:
x f (x) j2:5 � xj j3:5 � f (x)j
2.45 3.35000000 0.05 0.15
2.49 3.47000000 0.01 0.03
2.499 3.49700000 0.001 0.003
2.4999 3.49970000 0.0001 0.0003
2.49999 3.49997000 0.00001 0.00003
2.499999 3.49999700 0.000001 0.000003
� � � � � � � � � � � �
2.500001 2.00000200 0.000001 1.499998
2.50001 2.00002000 0.00001 1.49998
2.5001 2.00020000 0.0001 1.4998
2.501 2.00200000 0.001 1.498
2.51 2.02000000 0.01 1.48
2.55 2.10000000 0.05 1.4
a) ¾QuØ tan cerca deben estar los valores dex a 2:5 para que la diferenciaj3:5� f (x)j,
sea menor que0:001?
b) Con la información del apartado anterior, ¾podría indicar cuÆl es el límite def (x)
en el puntox = 2 :5? Justi�que su respuesta

Tabla 7: Actividad 6

Esta actividad estÆ presentada en el registro numØrico, su propósito es
analizar las estructuras y los mecanismos mentales de la concepción mØtrica,
es decir, los pasos 5 y 6 de la Descomposición GenØtica. El objetivo de esta
actividad es observar si los estudiantes:

a) Realizan la acción de determinar la distancia a la que debe de estarx
de 2.5 para quej3:5 � f (x)j < 0:001este es el paso (R5) de la descom-
posición genØtica.

b) Mani�estan la no existencia del límite, ya sea mediante la argumen-
tación de aproximaciones laterales o mediante la coordinación de las
aproximaciones mØtricas en el dominio y rango de la función, es decir,
que los estudiantes observen que cuando las diferencias en valor absolu-
to entre los valores dex y 2:5 se aproximan a0, las diferencias en valor
absoluto def (x) y 3:5 no se aproximan a cero, y por lo tanto, se puede
decir que la función no tiene límite enx = 2 :5 (R6).
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4 RESULTADOS

En este apartado presentaremos los resultados obtenidos, en donde destaca-
remos el porcentaje de los estudiantes que mostraron las estructuras y los
mecanismos mentales que se evaluaron en cada actividad y un ejemplo de
estas a travØs de las respuestas de alguno de los estudiantes participantes.

Representación numØrica
Estructuras mentales Porcentaje

de Estu-
diantes

Observaciones

Construcción de un Proceso
dominio (R3a)

100 % Todos los estudiantes escribieron �3�.
Podemos concluir que construyeron un
proceso dominio, ya que notaron que
los valores dex se aproximaban a 3 tan-
to por la izquierda como por la derecha.

Construcción de un Proceso
rango (R3b).

100 % Todos los estudiantes respondieron
�15�. Podemos concluir que construye-
ron un proceso rango.

Coordinación de ambos pro-
cesos (R3c)

66.06 % Algunos estudiantes respondieron esta
pregunta usando conceptos previos o
creando una regla de correspondencia,
sin embargo, el 66.06 % respondieron
coordinando ambos procesos.

Concepción Proceso en el
cual se propone a 15 como
el límite, a travØs de la coor-
dinación de los procesos del
paso (R3c).

71.24 % La mayoría de los estudiantes justi�ca-
ron la existencia del límite a travØs de
la coordinación de los procesos en el do-
minio y en el rango.

Tabla 8: Estructuras mentales actividad 1

Para ilustrar lo anterior, se analizan las respuestas del estudiante E8 a la
Actividad 1.

A partir de sus respuestas (ver �gura 3) podemos observar que construyó
los procesos dominio y rango, respectivamente. Aunque deja en blanco la
tercera pregunta este estudiante da evidencia de que haber coordinado ambos
procesos en la cuarta pregunta en la que, ademÆs, propone al nœmero 15 como
el límite de la función y lo hace a travØs de las aproximaciones laterales.
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Figura 3: Respuesta de E8

Representación algebraico-numØrica
Estructuras mentales Porcentaje

de Estu-
diantes

Observaciones

Acción de evaluar la función
f en pocos puntos cada vez
mÆs cercanos a2: (R2)

100 % Todos los estudiantes completaron correctamente
la tabla, es decir, los estudiantes poseen la concep-
ción Acción.

Construcción de un Proceso
dominio (R3a)

100 % Todos contestaron quex se aproxima a 2, en
otras palabras, todos los estudiantes construyeron
el proceso dominio.

Construcción de un Proceso
rango a un nœmero determi-
nado (R3b)

98.21 % La mayoría de los estudiantes logró construir el
proceso rango y observan quef (x) se aproxima a
0:25

Coordinación de ambos pro-
cesos (R3c)

64.28 % MÆs de la mitad de los estudiantes lograron coordi-
nar ambos procesos y el estudiante E48 ha logrado
hacer el paso (R5) de la descomposición genØtica,
que corresponde a la reconstrucción del proceso del
paso (R3c) en tØrminos de intervalos y desigualda-
des.

Concepción Proceso en el
cual se propone a 0.25 co-
mo el límite, a travØs de la
coordinación de los procesos
del paso (R3c).

39.28 % Aunque mÆs de la mitad de los estudiantes propu-
sieron a 0.25 como el límite, solamente el 39.28 %
lo hizo a partir de las aproximaciones laterales.

Tabla 9: Estructuras mentales actividad 2
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Como ejemplo, analicemos las respuestas del estudiante E27 a la Actividad
2. En la �gura 4 podemos notar que construyó los procesos dominio y rango,
respectivamente. TambiØn coordinó ambos procesos, ya que menciona que
conformex se aproxima a 2,f (x) tiende a 0:25. Sin embargo, su respuesta
al inciso e) deja ver que duda sobre la existencia del límite porque la función
no estÆ de�nida en dos, por un lado menciona que no es posible saber si el
límite existe y por otro lado escribe que el límite es igual a0:25. Este alumno
evidencia la concepción del limite como algo que no puede ser alcanzado,
percibe el proceso in�nito potencial y la inde�nición de la función en dos le
di�culta la concepción del in�nito actual.

Figura 4: Respuesta de E27
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Representación numØrica
Estructuras mentales Porcentaje

de Estu-
diantes

Observaciones

Construcción de un proceso
dominio a un nœmero deter-
minado (R3a)

100 % Todos los estudiantes respondie-
ron que x se aproxima es a 4, es
decir, los estudiantes construye-
ron un proceso dominio.

Construcción de un proceso
rango a un nœmero determi-
nado (R3b)

100 % Todos los estudiantes respondie-
ron que f (x) tiende a 15:5 por la
izquierda y a14por la derecha, es
decir, lograron construir un Pro-
ceso rango.

Coordinación de ambos pro-
cesos (R3c)

82.14 % La mayoría de los estudiantes
mostró haber coordinado ambos
procesos de aproximación, aun-
que hubo algunos estudiantes que
relacionaron las variables por al-
guna propiedad.

Concepción Proceso al men-
cionar que el límite no exis-
te a travØs de la coordina-
ción de los procesos del paso
(R3c).

83.92 % La mayoría de los estudiantes
mencionó que el límite no existía
ya que las aproximaciones latera-
les no coinciden.

Tabla 10: Estructuras mentales actividad 3

A continuación veremos las respuestas del estudiante E1 a la Actividad 3
como un ejemplo de lo que logró la mayoría. A partir de sus respuestas pode-
mos observar que construyó los procesos dominio y rango, respectivamente.
El estudiante coordinó ambos procesos, lo cual le permitió darse cuenta de
que f (x) se aproxima a dos nœmeros diferentes cuandox se aproxima a 4 y
responder que el limite no existe.
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Figura 5: Respuesta de E1

Registro grÆ�co
Estructuras mentales Porcentaje

de Estu-
diantes

Observaciones

Acción de evaluar la función
f en un œnico punto (R1a)

100 % Todos los alumnos lograron determinar el valor de la
función en un punto, es decir, asociaron correctamen-
te un valor en el dominio con su respectivo valor en
el rango.

Construcción de un Proceso
rango a un nœmero determi-
nado (R3b)

100 % Todos los estudiantes respondieron quef (x) se apro-
xima a 10.

Construcción de un Proceso
rango a un nœmero determi-
nado (R3b)

100 % Todos los estudiantes respondieron quef (x) se apro-
xima a 15.

Coordinación de ambos pro-
cesos (R3c)

35.71 % Aproximadamente la tercera parte de los estudiantes
respondieron coordinando ambos procesos, los demÆs
respondieron con alguna propiedad o encontrando al-
guna regla de correspondencia etc.

Concepción Proceso al men-
cionar que el límite no exis-
te a travØs de la coordina-
ción de los procesos del paso
(R3c).

87.5 % La mayoría de los estudiantes mencionó que el límite
de la función no existe y lo justi�caron a travØs de los
límites laterales o de las aproximaciones laterales.

Tabla 11: Estructuras mentales actividad 4

A continuación veremos las respuestas del estudiante E14 a la Actividad 4. En
sus respuestas se observa que este estudiante hizo la acción de evaluar la función en
los puntos dados (es importante mencionar que es una acción en el registro grÆ�co).
Construyó los procesos dominio y rango, sin embargo, al momento de describir el
comportamiento de ambas variables no mencionó las aproximaciones sino que utilizó
la grÆ�ca e intervalos para determinar la regla de correspondencia de la función.
Finalmente, sí da evidencia de tener la concepción Proceso al mencionar que el
límite no existe porque los límites laterales no coinciden.
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Figura 6: Respuesta de E14

Registro numØrico
Estructuras mentales Porcentaje

de Estu-
diantes

Observaciones

Reconstrucción del Proceso
(R3c) en tØrminos de inter-
valos y desigualdades. (R5)

44.64 % Casi la mitad de los estudiantes logra-
ron reconstruir el proceso (R3c) en tØr-
minos de intervalos y desigualdades.

Concepción Proceso en el
cual se propone a 1.5 co-
mo el límite a partir de la
coordinación de las aproxi-
maciones mØtricas en el do-
minio y codominio de la fun-
ción (R5).

No hay evi-
dencia

Los estudiantes propusieron a 1.5 como
el límite de la función y la mayoría jus-
ti�có su respuesta en tØrminos de los lí-
mites laterales, es decir, lograron el pa-
so (R3c) de la descomposición genØtica
pero no dieron evidencia de haber cons-
truido la concepción mØtrica.

Tabla 12: Estructuras mentales actividad 5

A continuación veremos las respuestas del estudiante E48 a la Actividad 5.
En esta respuesta podemos observar que este estudiante logró reconstruir el
proceso (R3c) aunque no de manera explicita, sin embargo, no muestra haber
construido la concepción mØtrica ya que su respuesta la dio en tØrminos de
las aproximaciones laterales.
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Figura 7: Respuesta de E48

Registro numØrico
Estructuras mentales Porcentaje

de Estu-
diantes

Observaciones

Reconstrucción del Proceso
(R3c) en tØrminos de inter-
valos y desigualdades. (R5)

12.5 % Del 100 % de los estudiantes, solamen-
te el 12.5 % logró reconstruir el proceso
(R3c) en tØrminos de intervalos y de-
sigualdades, ya que la mayoría expresó
su respuesta en tØrminos de la variable
x o solo mencionaron una aproximación
lateral.

Concepción Proceso, en
donde se prueba que el
límite no existe a partir
de la coordinación de las
aproximaciones mØtricas en
el dominio y codominio de
la función (R5).

No hay evi-
dencia

Los alumnos no dieron evidencia de ha-
ber construido la concepción mØtrica;
ellos no mencionaron las distancias en-
tre los tØrminos de las sucesiones (en el
dominio y el rango) y los nœmeros de
interØs, ellos respondieron en tØrminos
de las aproximaciones laterales .

Tabla 13: Estructuras mentales actividad 6

A continuación veremos las respuestas del estudiante E50 a la Actividad 6.
En sus respuestas podemos observar que realizó la reconstrucción del proceso
(R3c) y notó que solamente se cumplía si se tomaban los valores dex por la
izquierda del valor de interØs, el cual es 2.5. De manera anÆloga a la actividad
anterior no hay evidencia de que haya construido la concepción mØtrica puesto
que respondió en tØrminos de las aproximaciones laterales pero sin usar las
distancias.
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Figura 8: Respuesta de E50

5 CONCLUSIONES

A partir del anÆlisis de las respuestas a las actividades y la descomposición
genØtica propuesta por Cottrill, logramos identi�car que los estudiantes par-
ticipantes construyeron la concepción Acción del límite de una función y los
Procesos dominio y rango. Los que participaron en la investigación [4], tam-
biØn construyeron la concepción Acción y la de Proceso en el dominio, pero
tuvieron di�cultades para construir el Proceso rango, en especial cuando los
valores def (x) se aproximaban a dos nœmeros diferentes.

TambiØn reportamos que mÆs de la mitad de los estudiantes encuestados
lograron coordinar los Procesos dominio y rango, lo cual di�ere de los resul-
tados obtenidos en [3] y [4], ya que ellos reportaron que a sus estudiantes se
les di�cultó esta coordinación de Procesos.

En las actividades que tratan sobre la concepción mØtrica casi todos los
participantes respondieron en tØrminos de la variablex y no en tØrminos de la
distancia dex al punto de interØs. Estos resultados coinciden con [4] y [3], ya
que ambos mencionan las di�cultades que tienen los estudiantes para realizar
la coordinación mØtrica en tØrminos de desigualdades; son pocos los estudian-
tes que coordinan los procesos de aproximación utilizando desigualdades y el
valor absoluto.

La mayoría de los estudiantes construyeron un Proceso mental en el cual
proponen a un nœmero como el límite o determinan que el límite no existe, el
cual surge de la coordinación de los procesos del paso (R3c) de la descompo-
sición genØtica, pero no en tØrminos del paso (R5). Esto no permitió decidir
si estos estudiantes logran o no coordinar las aproximaciones en tØrminos de
distancia. Por lo tanto, sugerimos rediseæar la pregunta del inciso b de las
actividades 5 y 6.
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En esta investigación observamos tambiØn cómo in�uyeron las diferentes
representaciones semióticas de la función en la comprensión del concepto en
estudio y nos percatamos de que en este grupo, el registro grÆ�co favoreció
la determinación de la no existencia del límite cuando las aproximaciones en
el rango no coincidían; mientras que el registro numØrico les favoreció para
percibir el comportamiento de las variables. Esto puede deducirse de la forma
en que respondieron la pregunta ¾cómo es el comportamiento de la función
con respecto a la variablex? Cuando la función se presentó en el registro
numØrico ellos respondieron en tØrminos de las aproximaciones, pero cuando
se presentó en el registró grÆ�co los estudiantes seæalaban que la función era
continua o creciente y no mencionaban sobre su comportamiento al rededor
del punto de interØs. En los estudiantes de la investigación [4], ocurrió lo con-
trario, ellos respondieron mejor a esta pregunta en el registro grÆ�co que en
el numØrico. Aunque las poblaciones que se han mencionado aquí se encon-
traban en niveles educativos diferentes al momento de los estudios, en todos
se reportó la di�cultad de trabajar con las distancias y las desigualdades. Los
estudiantes de esta investigación se desempeæaron mejor en la coordinación
de los procesos dominio y rango, lo cual se podría atribuir a una construcción
mÆs elaborada del concepto de función que la que poseían los estudiantes del
trabajo [4], quienes se encontraban en el nivel medio superior.

Este trabajo aporta un acercamiento a las construcciones mentales que
logró un grupo de estudiantes despuØs de estudiar el límite de una función
real en un curso de CÆlculo Diferencial. TambiØn muestra algunos aspectos
de este concepto que se deben de considerar para su aprendizaje, como el
trabajo en los diferentes registros semióticos.
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Resumen

Este trabajo presenta la elaboración de un recurso educativo abierto como
herramienta de agregación de valor y apoyo pedagógico para la enseæanza
de la noción de volumen, entendida desde diferentes signi�cados funda-
mentados en la literatura especializada. Tales signi�cados son capacidad,
volumen ocupado, volumen externo, volumen desplazado y volumen nu-
mØrico.
Para el desarrollo de este trabajo se siguen las directrices de la Investiga-
ción Basada en el Diseæo, especí�camente en la propuesta metodológica
llamada Proceso de negociación. Finalmente se presentan re�exiones so-
bre el pilotaje de este recurso.

1 El volumen como concepto con mœltiples sig-
ni�cados

El volumen es una magnitud propia del ser humano, en tanto que estÆ presente
en los cuerpos con los que interactœa en el espacio tridimensional. Es por ello
que la comprensión del volumen constituye una manera de relacionarse con
el mundo, �nalidad con la que se han ideado mØtodos e instrumentos que
han explicitado sus cualidades y facilitado la interrelación con el entorno en
aras de la resolución de problemas y la creación de productos culturalmente
valiosos.
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Desde las primeras etapas del desarrollo humano, la ejecución de tareas
simples ha requerido de la incorporación de estrategias de estimación y de
conservación del volumen de los cuerpos, mismas que aumentan en grado de
complejidad y se re�exiona respecto de ellas en la educación formal. A pesar
de la gran presencia de la noción de volumen en las actividades humanas, es
comœn que su aprendizaje y su enseæanza impliquen di�cultades para alumnos
y docentes [4, 5, 10].

En MØxico, la enseæanza del volumen se incluye en los planes y progra-
mas de estudio [31] como un contenido del campo de formación acadØmica
Pensamiento MatemÆtico. En este se pretende que a lo largo de la educación
bÆsica, los alumnos desarrollen formas de razonamiento que les permitan re-
solver problemas en diversos contextos, y, enfatizando en el caso del volumen,
puedan explorar las características y las propiedades de los cuerpos geomØ-
tricos, así como el conocimiento de algunos principios de ubicación espacial y
de medición.

Si bien el volumen es un contenido que permea el currículo de mane-
ra transversal a lo largo de todos los niveles educativos, se han reportado
ciertas di�cultades en su tratamiento escolar, tanto en estudiantes como en
profesores, así como por la naturaleza misma del concepto. Los principales
retos emanan del desarrollo infantil, dado que en las primeras etapas el vo-
lumen como estructura mental presupone la consolidación de estructuras de
razonamiento superiores [25]. De igual manera, parte de estas di�cultades
se relacionan con la estrecha relación que tiene el volumen con el concepto
de capacidad [16, 23], y la confusión entre el volumen con los conceptos de
capacidad, masa y peso, o su medición.

En el caso de los docentes, sus prÆcticas no suelen incluir estrategias para
atender el reconocimiento del volumen en situaciones variadas, ya que gene-
ralmente estÆn limitadas a su medición a travØs de representaciones planas,
lo cual ocasiona que el alumnado conciba el volumen directamente ligado a
una representación estÆtica y plana de �guras tridimensionales [4, 6]. De igual
forma, se tiende a expresar y resolver problemas que implican la concepción
del volumen utilizando œnicamente el lenguaje algebraico, lo que resta impor-
tancia a las cualidades geomØtricas de los fenómenos, de acuerdo con estudios
de Martínez y Rivaya [20].

En cuanto a las di�cultades asociadas a la naturaleza misma del concepto
volumen, se reconoce que estÆ ligado a elementos físicos y matemÆticos [30].
El volumen es una propiedad física de todos los cuerpos, los cuales poseen
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características que pueden ser percibidas a travØs de los sentidos, como la
textura o la forma. Así tambiØn, se puede acceder a la noción de volumen a
travØs de la interacción entre los cuerpos, por ejemplo al sumergir un cuerpo
en un líquido y corroborar que este œltimo se desplaza. A la par, es posible
medir la magnitud del volumen utilizando procedimientos matemÆticos, como
es el caso de la adición o la multiplicación de unidades cœbicas, así como el
uso de fórmulas, lo cual permite representar al volumen como una cantidad
numØrica

Pese a que el volumen de todos los cuerpos es susceptible de ser medido,
esto implica comprender que el espacio que ocupa cada cuerpo estÆ delimi-
tado por super�cies y por tanto depende de las características de estas [4].
Por ejemplo, un globo in�ado ocupa distinto espacio que el mismo globo des-
in�ado, sin por ello alterar la composición de la super�cie plÆstica que lo
compone. Así tambiØn, con un conjunto de bloques de madera se pueden for-
mar distintas agrupaciones para que estos ocupen menor o mayor super�cie,
sin necesidad de modi�car la cantidad de bloques usados. De esta manera, es
posible distinguir que existen sólidos con la misma super�cie pero con volu-
men diferente, al tiempo que hay cuerpos con el mismo volumen y super�cies
distintas.

Por otro lado, los conceptos de volumen y de capacidad suelen emplearse
como sinónimos, no obstante, la capacidad es una propiedad particular de los
objetos recipientes que indica el contenido que pueden alojar en su interior
y el cual es medible a travØs de distintas unidades de medida, por ejemplo
en litros para el caso especí�co de los líquidos. En relación a lo anterior, la
capacidad tiene cualidades que dependen de aspectos no matemÆticos, como
el tipo de sustancia de los objetos que llenan un recipiente, la posición o el
grosor físico del mismo, etc. De esta forma, puede considerarse a la capacidad
como un tipo de volumen que se alberga dentro de un cuerpo.

Las evidencias muestran que, dada la compleja naturaleza del concepto de
volumen, este posee diferentes signi�cados asociados al espacio que ocupa un
cuerpo, al líquido desplazado por la inmersión de un cuerpo, a la capacidad
interna de un cuerpo, entre otros.

Esta riqueza y diversidad de signi�cados del volumen plantean un desafío
para su tratamiento escolar, el cual ha sido reportado como di�cultades pa-
ra estudiantes y profesores. De ahí la importancia de desarrollar propuestas
didÆcticas que involucren una amplia variedad de signi�cados del volumen,
que represente un aporte a la labor docente y que ayude a robustecer la
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comprensión de este concepto por parte de los estudiantes.

2 Planteamiento

Al hablar de volumen, es necesario precisar que se considera al tØrmino cientí-
�co como un medio de organización para los fenómenos en los que puede estar
inmerso, de acuerdo con Puig [26]. Aunado a esto, Freudenthal [16] a�rma
que los niæos trabajan con objetos mentales sin necesidad de haber construi-
do los conceptos. De esta manera, y dado que este trabajo hace referencia
a la interiorización de ese concepto desde la perspectiva de los individuos,
se ha optado por referirse al volumen como un objeto mental o de manera
indistinta, como una concepción, que es resultado de la apropiación de un
concepto.

Como respuesta al fenómeno del tratamiento escolar del volumen, se pro-
pone la revaloración de este concepto geomØtrico, a travØs del diseæo de un
recurso educativo que integre tareas relativas a diversos signi�cados del vo-
lumen, de tal forma que los estudiantes puedan participar de ellas y ampliar
su experiencia y entendimiento de este concepto en situaciones matemÆticas.

Dados los diferentes signi�cados asociados al volumen y al objetivo de
diseæar un recurso educativo que los aborde, es necesario poner atención en
la diversidad de ambientes y materiales representados en tales signi�cados.
De ahí que la idea de los Ecosistemas Educativos Híbridos [27] sea idónea
para abordar de forma integral al volumen y sus signi�cados, para reconocer
los diferentes espacios que componen los ecosistemas educativos, tales como
los espacios físicos o digitales.

Para llevar a cabo de manera concreta la propuesta de Rubio-Pizzorno [27]
respecto a los Ecosistemas Educativos Híbridos, se utilizan las Herramienta de
Autor de GeoGebra [28] (Actividades, Libros y Grupos GeoGebra), las cuales
corresponden a ambientes digitales para crear y gestionar recursos educativos
que soportan diferentes formatos (imagen, video, texto, pÆginas web, applet
GeoGebra y preguntas de respuesta abierta y opción mœltiple). Esto permite
articular diferentes soportes soportes materiales (ya sean físicos o digitales)
en el diseæo del recurso educativo.

Cabe destacar que todos los recursos educativos creados con las herra-
mientas de GeoGebra son de tipo abierto, es decir, se caracterizan por ser
recursos educativos abiertos (REA). Este tipo de recursos son pieza funda-
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mental del desarrollo de la las perspectivas de educación abierta, donde los
REA especí�camente corresponde a un material didÆctico publicado con una
licencia que facilita su reutilización, distribución y adaptación, por parte de
estudiantes, profesores e investigadores, �sin tener que solicitar autorización
previa al titular de los derechos de autor� [3, p. 5].

De esta manera, en el presente capítulo se reporta el diseæo de un REA,
cuya elaboración se realizó con las Herramientas de Autor de GeoGebra. Por
tanto, este REA es accesible y se pone a disposición de toda la comunidad
educativa, con miras a enriquecer las opciones didÆcticas, al tiempo que es
libre de ser modi�cado por los usuarios que lo requieran para sus propios
�nes.

3 Fundamentación teórica

En esta sección se dan a conocer los referentes que sirvieron para caracterizar
la concepción de volumen, desde diferentes puntos de vista, tales como el de la
psicología genØtica, la física, las matemÆticas y la educación. Con base en estos
referentes se rescatan posteriormente los cinco signi�cados que orientaron la
elaboración del REA, los mismos que se utilizaron como principios de diseæo.

3.1 Signi�cado de volumen en la Psicología genØtica
Desde el punto de vista del desarrollo psicogenØtico, destacamos dos obras en
las cuales se reporta el estudio de la consecución del conocimiento espacial en
los individuos: La representación del espacio en el niæo[23] y La geometría
espontÆnea en el niæo[25]. En la primera se estudian las relaciones topo-
lógicas, proyectivas y euclidianas que establecen las personas a lo largo de
su desarrollo, para generar una concepción del espacio. La segunda obra se
dedica al estudio de la geometría euclidiana, desde el enfoque de la primera
obra y centrÆndose en cómo surge en los niæos, la conservación y la medición
de longitud, super�cie y volumen. En el presente trabajo, consideramos estas
obras y en especial los experimentos que se plantean en ellas, con la �nalidad
de identi�car signi�cados del volumen y rescatar actividades œtiles para la
construcción del recurso educativo.

Piaget e Inhelder destacan a la conservación como la capacidad de los
individuos de comprender que una determinada sustancia u objeto no cam-
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bia en cantidad, aunque su posición o forma varíen. De acuerdo con esto, se
plantean estadios de desarrollo que corresponden al nivel de conservación que
poseen los niæos con respecto a diversas magnitudes. En el caso del desarrollo
espacial, se identi�ca que existe relación entre la conservación de masa, peso
y volumen, debido a que la concepción de estas tres magnitudes, implica la
movilización de los mismos razonamientos pero con diferente grado de di�-
cultad. De esta manera, se concluye que los niæos desarrollan la conservación
de masa alrededor de los 7 u 8 aæos, la conservación del peso, entre los 9 y
los 10 aæos, y la conservación del volumen, entre los 11 a los 12 aæos [24].

La conservación de volumen en las estructuras cognitivas del individuo
implica la previa conservación de masa y peso, al tiempo que involucra la
inclusión de conceptos físicos y de razonamiento matemÆtico, al a�rmar que:

La conservación de volumen supone la hipótesis de una es-
tructura atómica o granular en la que los cambios de forma o la
fragmentación de un bloque de materia no alteran en absoluto esa
estructura y deja, así, invariante la concentración o la densidad
propia de la materia considerada. La conservación de volumen im-
plica, no solamente la de materia, sino tambiØn el esquema de la
concentración constante de una materia dada [...] la conservación
de volumen necesita la homogeneidad de las partes de un mismo
todo [24, p.187].

En aras de propiciar la conservación de volumen en los niæos, Piaget, In-
helder y Szeminska [25] proponen apoyar los procesos de desarrollo cognitivo,
a travØs de situaciones donde los niæos sean testigos de las invariantes de
volumen, mediante los cambios de forma del objeto. Por ejemplo, los autores
sugieren un ejercicio donde se tome cierta cantidad de arcilla -formando un
cuerpo de arcilla-, para luego transformar su forma de un cuerpo uniforme a
una forma mÆs alargada, de tal manera que los alumnos puedan ver y analizar
que aunque un cuerpo puede cambiar de forma, se conserva su cantidad de
masa Estos ejercicios tambiØn han sido empleados como pruebas diagnósticas
del estadio de desarrollo en que se encuentran los estudiantes [25].

3.2 Signi�cado de volumen en la Física y las MatemÆticas
Estudios de Bovet, Dohamahidy-Dami y Sinclair [2] han demostrado que para
la conservación de volumen, los individuos enfrentan di�cultades relacionadas
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con las propiedades físicas de los objetos y sus variaciones, por lo cual los pro-
cedimientos de Piaget et al., representan un obstÆculo para los niæos, quienes
al centrar su atención en los fenómenos físicos, confunden sus razonamientos
con respecto a la cantidad de materia. Por ejemplo, en un experimento plan-
teado por Piaget e Inhelder [23], se muestran a los niæos dos frascos iguales y
se vierte en ellos la misma cantidad de agua, colocando una liga en cada frasco
a la altura del nivel del agua, posteriormente muestran dos pelotas de arcilla
de igual tamaæo y se introduce una de ellas a uno de los frascos, lo que des-
plaza al líquido. Finalmente se pregunta al niæo si los niveles de agua subirían
en la misma medida al introducir los dos objetos de arcilla, pregunta que se
repite despuØs de moldear la segunda pelota de arcilla en forma alargada o
aplanada. Por su parte, Bovet, Dohamahidy-Dami y Sinclair [2], realizaron
el mismo experimento, pero con jabón en polvo en vez de agua, concluyendo
que, al no mezclar elementos de distintos estados de agregación de la materia,
los niæos comprenden mejor el fenómeno y por ello sus respuestas eran mÆs
cercanas a la conservación del volumen.

Para la presente investigación se rescata la distinción que hace Bovet et al.
de las cualidades físicas y matemÆticas del volumen a partir de las concepcio-
nes de los niæos. No obstante, con base en las ideas precedentes, se reconoce
que el manejo de distintos estados de la materia, así como la experimenta-
ción y el anÆlisis de fenómenos físicos, generan oportunidades de aprendizaje.
Por tanto, en la enseæanza se puede favorecer la identi�cación de distintas
situaciones en las que estÆ inmerso el concepto de volumen para abordar sus
diversos signi�cados.

3.3 Signi�cado de volumen en la Educación
En el campo de la Educación tambiØn se han reportado una diversidad de
signi�cados del volumen. SÆiz [29] enfatiza la importancia de relacionar el vo-
lumen con los conceptos de capacidad, peso y el Ærea de un cuerpo, a partir del
anÆlisis de las concepciones que tienen los docentes del volumen. Con base en
esto, tambiØn reconoce cinco signi�cados asociados a esta magnitud, que son:
volumen interno, volumen ocupado, nœmero, volumen encerrado y volumen
desplazado. Esto para priorizar su integración en la resolución de problemas,
previniendo la posibilidad de caer en el reduccionismo de œnicamente aplicar
fórmulas para calcular el volumen de cuerpos.

Con base en los referentes reciØn expuestos se han identi�cado diversos
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signi�cados de volumen asociados a diferentes características de este concepto
y los cuerpos. En primer lugar, se puede distinguir la capacidad como un tipo
de volumen que poseen los cuerpos que son recipientes, el cual es referido en
los planes y programas [31] como una forma de abordar el volumen en los
primeros grados escolares y es citado por SÆiz, quien hace distinción de este
mismo con respecto al que ella denomina volumen encerrado. Aunado a ello,
hemos propuesto en la elaboración de este recurso, el reconocer un volumen
externo, para de�nir aquella super�cie que encierra o delimita al contenido
de un recipiente.

De igual forma estÆ el volumen ocupado, citado por Castelnuovo [4] y SÆiz
[29], quienes lo de�nen como la extensión que abarca un cuerpo en el espacio,
este signi�cado del volumen tambiØn es empleado por Piaget et al. [23, 25] al
realizar las pruebas anteriormente citadas, de las cuales tambiØn se rescata el
volumen desplazado, como aquel que implica la relación entre un sólido que
al ser sumergido eleva el nivel de un líquido.

Y �nalmente el volumen numØrico, de�nido por SÆiz [29] como nœmero y
que en esta investigación rescatamos dada su importancia en la medición y
representación a travØs de expresiones matemÆticas, así como su presencia en
los contenidos de educación bÆsica.

3.4 Principios de diseæo
A la luz de los referentes expuestos se rescatan los siguientes signi�cados de
volumen, los cuales se presentan como principios de diseæo para la elaboración
del recurso educativo:

1. El volumen como capacidad o volumen interno de los cuerpos.

2. El volumen ocupado o lugar que abarca un cuerpo en el espacio.

3. El volumen externo o materia que conforma la cubierta de los cuerpos
[30].

4. El volumen desplazado o la cantidad de líquido desplazada al sumergir
un objeto en Øl [24].

5. El volumen como cantidad numØrica, es decir, el volumen como una
magnitud que se puede estimar y medir a travØs de unidades cœbicas
[24, 30].
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Figura 1: Signi�cados de volumen.

Estos cinco signi�cados, que se muestran en la Figura 1, sirvieron como
base para estructurar el REA en distintas secciones y, al mismo tiempo, guia-
ron la selección de actividades. El orden en el que se abordan los signi�cados
en el REA se determinó de acuerdo a la complejidad que representa para el
desarrollo cognoscitivo segœn Piaget, Inhelder y Szeminska [23]. Ellos identi-
�caron a la concepción de volumen como un proceso que va de lo concreto
a lo formal, cuyo tratamiento es conveniente manipular y experimentar con
objetos tangibles en los primeros estadios del desarrollo, para posteriormente
lograr su medición y representación numØrica.

4 Metodología

El recurso educativo que se reporta en este capítulo, se elaboró siguiendo las
directrices metodológicas de laInvestigación Basada en el Diseæo(IBD), la
cual busca �crear nuevas posibilidades de enseæanza y aprendizaje, y estudiar
su impacto en maestros, niæos y otros usuarios �nales� [33, p. 148]. Todo esto
a travØs de la elaboración, implementación y anÆlisis de un recurso educativo.

De estas fases, en el presente escrito se reporta especí�camente la fase de
diseæo del REA, para la cual se siguió la propuesta metodológica llamada
Proceso de negociación[27], en el cual se busca establecer consensos entre
diferentes aspectos de interØs para la elaboración del recurso educativo. Estos
son, (1) los resultados de investigación disciplinares, (2) los saberes docentes
expresados como la experiencia de los profesores que se desarrolla durante
el ejercicio de su profesión, y (3) la atención a los ecosistemas educativos
híbridos.
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4.1 Investigación Basada en el Diseæo

En el campo de la investigación basada en el diseæo, varios autores reconocen
fases dinÆmicas en los procesos implicados, siendo las mÆs representativas: la
de�nición del problema, diseæo, desarrollo, implementación y evaluación. En
su investigación, Reeves [citado en 9] concreta el proceso de investigación en
ciclos continuos de anÆlisis de la situación y de�nición del problema, desa-
rrollo de soluciones acordes a una fundamentación teórica, implementación
del diseæo, validación, producción de documentación y principios del diseæo.
Cabe destacar que la iteración de estas fases busca mejorar continuamente el
desarrollo teórico y la intervención.

Al mismo tiempo, Easterday, Lewis y Gerber [12] proponen un modelo
en seis fases: focalizar, comprender, de�nir, concebir, construir y probar. Por
su parte, Garello, Rinaudo y Donolo [18], seæalan la existencia de tres fases
centrales: la preparación del diseæo, la implementación y el anÆlisis retros-
pectivo, para cada una de las cuales incluyen procedimientos metodológicos
particulares. Es de considerar al diseæo del recurso como fase medular, ya que
a partir de ella se articulan las demÆs, lo cual permiten un rediseæo constante
del producto de investigación. Por tanto, el diseæo del recurso es reconocido
de manera transversal por las propuestas de IBD que plasman el proceso en
fases.

De acuerdo con lo anterior, en este capítulo se presenta la fase de dise-
æo de un recurso educativo para abordar diferentes signi�cados del volumen,
enmarcada en la corriente metodológica de la IBD, y, especí�camente, en
la propuesta metodológica delProceso de negociación[27], la cual presenta
como uno de sus principales y originales contribuciones a la IBS, la consti-
tución de un grupo de trabajo colaborativo con la participación de personas
que desempeæan diferentes roles, como �profesorado, investigadores y repre-
sentantes de la cultura digital� [27, p. 141]. Esto con la intención de construir
relaciones heterÆrquicas entre las personas involucradas en el trabajo colabo-
rativo, es decir, que las acciones se orienten a propiciar relaciones horizontales
y multidireccionales entre todos los participantes.

4.2 Proceso de negociación

Paulo Freire [15], planteó la horizontalidad en las relaciones humanas me-
diante la educación, al ser esta la principal fuente de toma de conciencia para
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que los grupos sometidos salieran de la opresión. Freire concibe la educación
como un espacio de diÆlogo horizontal que permita contrarrestar las acciones
antidialógicas de las Ølites. A la par, Emmanuel LØvinas [19] hace mención
desde la Øtica, de la alteridad, como una capacidad de re�exión que permite
ser consciente delotro como parte de cada individuo, que nos lleva a com-
prender y valorar al mundo para tomar decisiones. Sirva esta re�exión para
generar una idea de la responsabilidad que conllevó el actuar de los docen-
tes e investigadores al ser partícipes de una grupo, en donde sin importar la
naturaleza de las aportaciones o el emisor de las observaciones, estas eran so-
pesadas atendiendo al valor que tuvieron en sí mismas y no a implantaciones
propias de las �guras de poder.

La toma de decisiones realizadas en la elaboración del REA de esta inves-
tigación, tuvo la peculiaridad de desarrollarse en un entorno colaborativo de
docentes de distintos niveles educativos y Æreas del conocimiento (matemÆti-
cas, física y quiímica). En este tenor es importante caracterizar la participa-
ción directa de miembros de la comunidad GeoGebra, software que conforma
un entorno de propuestas a travØs de las herramientas que oferta para la
elaboración de applets, los grupos, hojas dinÆmicas, ambiente de matemÆti-
cas dinÆmicas, libros GeoGebra, recursos disponibles de forma gratuita para
usuarios diversos, principalmente docentes y estudiantes; a la par de tener
acceso al foro en donde participan personas interesadas en la enseæanza y
aprendizaje de las ciencias a nivel internacional. En el entorno de GeoGebra
se desarrollaron las principales discusiones que llevaron a integrar prÆcticas
digitales a la tarea docente, en aras de la resolución de problemas ligados al
diseæo de nuestro REA.

El proceso de negociación adoptado para la elaboración del REA incor-
pora el �diÆlogo entre los saberes docentes, la confrontación y resigni�cación
del conocimiento matemÆtico; y la �exibilidad interpretativa de la tecnología
digital� [27]. Así, se constituye el proceso de negociación utilizado, partiendo
de tres polos:

� Experiencia docente : en este polo se reconoce el conocimiento de los
docentes a propósito de dar clase día a día, y desarrollar este queha-
cer docente durante aæos. Esto es una fuente muy importante para la
elaboración del recurso educativo, ya que es la que estÆ mÆs conectada
con la realidad educativa, tanto de los estudiantes, como del profesor y
la relación entre ellos.
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� Resultados de investigación en educación matemÆtica : con este
polo se reconoce la importancia de la educación matemÆtica como dis-
ciplina cientí�ca, la cual tiene resultados validados por la comunidad
internacional de investigadores. Especí�camente en el presente trabajo,
este polo estÆ representado por los resultados presentados en la sección
3. Fundamentación teórica.

� Atención al ambiente del diseæo : este polo estÆ directamente rela-
cionado con el reconocimiento de los ecosistemas educativos híbridos,
donde se puede aprovechar el potencial de los materiales físicos (o con-
cretos) y digitales, así como su articulación. Cabe destacar que el recur-
so educativo fue elaborado con las herramientas que dispone GeoGebra,
puesto que permiten la articulación de materiales físicos y digitales.

4.3 Etapas de la elaboración del recurso
El presente trabajo de investigación se articuló con base en la estructura del
Seminario de Integración Digital a la PrÆctica del Docente de MatemÆticas,
diseæado e implementado por por Rubio-Pizzorno [27], el cual consta de cinco
etapas: de introducción, de apresto, de confrontación, de diseæo y de retro-
alimentación colaborativa. Estas etapas son retomadas para la elaboración
del REA sobre volumen, introduciendo algunas adaptaciones, para atender al
carÆcter abierto del recurso educativo a diseæar y a las Æreas de los docen-
tes involucrados en el diseæo del recurso (matemÆticas, física y química). En
consecuencia, las etapas son las siguientes:

1. Introducción

2. Apropiación TØcnica

3. Aspectos didÆcticos disciplinares

4. Elaboración del Recurso Educativo Abierto

5. Retroalimentación colaborativa

4.3.1 Introducción

Durante esta etapa, se tomaron acuerdos pertinentes que convinieran a todos
los docentes involucrados para participar en el diplomado. Se compartió el
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objetivo a alcanzar, las tareas esperadas y se brindó un marco histórico que
propició la re�exión respecto de las tecnologías digitales y su impacto en la
educación actual.

4.3.2 Apropiación tØcnica

Con la �nalidad de compartir el grado de dominio bÆsico de las tecnologías
a utilizar a lo largo del trabajo de investigación, se rescató la importancia
de explorar los instrumentos tecnológicos, atendiendo a los intereses y nece-
sidades personales y compartiendo en colectivo las experiencias, estrategias
y materiales desde una etapa temprana, de manera �exible y respetando los
distintos ritmos de aprendizaje de los participantes. Cabe mencionar, que al
inicio de esta etapa se constituyó el equipo de trabajo que elaboró el REA
sobre el volumen, lo que propició el intercambio de intereses de investigación
y el primer esbozo del tema de estudio.

De igual forma, en esta etapa se introdujo la Trayectoria HipotØtica de
Aprendizaje (THA), la cual fue utilizada para realizar la planeación del REA,
que guiara su elaboración. La THA surge en como parte del modelo cíclico de
enseæanza de las matemÆticas implementado por Simon [32], cuya �nalidad
fue abordar la enseæanza y el aprendizaje de las matemÆticas desde la pers-
pectiva constructivista centrada en el alumno, delineando una trayectoria de
aprendizaje a travØs de establecer el objetivo, las tareas y el proceso hipotØ-
tico de aprendizaje. Este œltimo elemento representa el aporte original de la
THA, la cual corresponde a una descripción hipotØtica de las reacciones de los
alumnos ante las tareas planeadas por el docente. La THA como instrumento
medular, resalta la importancia que tiene el estudiante en el diseæo de este
REA, siendo el eje rector de las actividades.

En la planeación del REA siguiendo la estructura de la THA, se plasmaron
actividades que permitieran delinear el signi�cado de los objetos volumen me-
dibles, caracterizar cada uno de los signi�cados y constatar en una evaluación
la integración de los mismos en un concepto ampliado y robusto de volumen.
Dichas actividades son acordes a los aprendizajes esperados por los planes y
programas de primaria y secundaria, y tambiØn complementan el tratamiento
conceptual de la noción de volumen al incorporar situaciones que permiten
la re�exión de los contextos en los que se sitœa o problematiza el volumen de
cuerpos geomØtricos.
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Figura 2: Ejemplo de THA utilizada en la elaboración del recurso.

4.3.3 Aspectos didÆctico-disciplinares

Durante esta etapa se desarrolló la revisión de literatura especializada sobre el
concepto de volumen, así como la socialización con todo el grupo de los aportes
tomados de las investigaciones estudiada, para recibir retroalimentación de
los colegas, con base en su experiencia docente. Esta dinÆmica contribuyó a
delimitar el tema de investigación y el objetivo del REA, así como a per�lar
los signi�cados asociados al volumen que �nalmente se abordarían en el REA.

Cabe destacar que todas las fuentes de conocimiento involucradas en este
proceso fueron se consideraron con igual importancia, ya fueren aquellas que
provenían de la investigación, como las derivadas de la experiencia docen-
te, de tal forma, que el marco de referencia contextual considerado para la
elaboración del recurso fueran variados y cercanos a la realidad.

Las tareas que se diseæaron, fueron plasmadas en una THA, cuyo ejem-
plo se presenta en la Figura 2, considerando como bloques articuladores de
contenido a los cinco signi�cados del volumen, a partir de los cuales se or-
ganizaron subtemas que se contemplaron la gradualidad con que se abordó
cada signi�cado.
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Figura 3: Comentarios a la tercera versión de la THA para la elaboración del
recurso.

4.3.4 Elaboración del recurso

En esta etapa del trabajo imperó el intercambio constante de opiniones y
prÆcticas, ya que se expusieron los resultados de investigación y de experiencia
docente, con la �nalidad de dar atención al ambiente de diseæo.

En cuanto a la THA, esta se construyó a travØs de ciclos sucesivos del
proceso de negociación, donde se recibió retroalimentación por parte de todos
los miembros del grupo. Esta se dio de forma presencial y tambiØn utilizando
comentarios en el grupo GeoGebra, como los incluidos en la Figura 3. Esta
dinÆmica facilitó la consulta y el registro de sugerencias para enriquecer la
elaboración de la THA y posteriormente del Libro GeoGebra.

El producto de esta fase fue el Libro GeoGebra tituladoEl volumen y sus
distintos signi�cados [1], en donde se dedicó un capítulo para el tratamiento
de cada signi�cado, ademÆs de un capítulo introductorio. Este œltimo tiene
la �nalidad de de�nir los objetos volumen medibles como aquellos que son
susceptibles de ser medidos respecto al volumen [30], siempre que ocupen un
lugar en el espacio. En la Figura 4 se muestra la estructura y los contenidos
del Libro GeoGebra.

En el la elaboración del REA se favoreció el uso de materiales de distinta
naturaleza, atendiendo a los ecosistemas educativos híbridos, pero tambiØn a
las particularidades del concepto de volumen. Por ejemplo, Gal y Linchevs-
ki [17] declaran que la información visual es la mÆs socorrida en educación
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Figura 4: Estructura del libro GeoGebraEl volumen y sus distintos signi�ca-
dos.

cuando de volumen se trata, lo cual limita la interpretación de fenómenos
completos, ya que esta solo da atención a las propiedades �gurales, limitando
la apreciación del volumen œnicamente en los objetos y no en los procesos.
En sintonía con lo anterior, GeoGebra se caracteriza por ser un ambiente de
matemÆticas dinÆmica que permite representar los objetos y tambiØn algunos
procesos que en papel o, inclusive con material tangible, serían difíciles de
experimentar [21].

Por ejemplo, para Del Olmo [10] las di�cultades de los niæos al medir
el volumen se pueden originar por la falta de manipulación previa, lo cual
implica una falta de dominio de la visualización espacial y ciertos problemas
para manipular mentalmente �guras rígidas. En respuesta a esta di�cultad
de aprendizaje, el capítulo del Libro GeoGebra tituladoCapacidad-Volumen
interno propone en un inicio el llenado de recipientes con diversos materiales
(semillas, líquidos, harina, etc.) para que los alumnos tengan la oportunidad
de proponer distintas maneras de comprobar y medir el volumen como ca-
pacidad. Al tiempo que se sugiere que ellos mismos realicen propuestas de
unidades de medida, para posteriormente re�exionar que las unidades de me-
dida de los sistemas establecidos son una convención humana. En la Figura
5 se muestra la tabla de registro para esta actividad.
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Figura 5: Actividad sobre signi�cadoCapacidad-Volumen internoen el Libro
GeoGebra.

En una actividad del capítuloVolumen ocupado, se aprovecha la re�exión
en el caso de los recipientes, los cuales poseen las cualidades estudiadas en los
capítulos anteriores: capacidad, volumen externo y volumen ocupado. Para
hacer evidente esta duplicidad, se reconoce que los recipientes estÆn confor-
mados por un material independiente de su contenido, el cual posee volumen
por sí solo. Por ejemplo:

La capacidad de una taza es el volumen del cuerpo que la
llena; si la taza se llena con agua, esta agua es uncuerpo de agua,
cuyo volumen corresponde a la capacidad de la taza. Pero, dicho
volumen no tiene que ser igual al volumen de la taza. Dos tazas
de cerÆmica, una gruesa y otra delgada pueden tener la misma
capacidad y diferentes volœmenes. Lo que es igual, en este caso,
es el volumen de agua que les cabe, no de las tazas [29].

En la Figura 6, se presenta la actividad que integra los tres signi�cados
de volumen mencionados anteriormente, con un ejemplo similar al planteado
por SÆiz, que permite simular la modi�cación de las dimensiones de una taza.

Posteriormente, se continœa profundizando en los signi�cados de volumen
hasta el capítulo Volumen como cantidad numØrica, donde se sugiere una
actividad para comprender la medición con unidades cœbicas a partir de la
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Figura 6: Actividad del capítulo Volumen ocupado.

visualización de un prisma, cuya base y altura pueden ser transformadas para
observar el espacio que ocupa. Esta actividad tambiØn permite cambiar el
volumen de sus unidades de medida, lo cual facilita la comparación inmediata
a travØs del uso de deslizadores, como se muestra en la Figura 7.

La incorporación de materiales concretos y digitales, favorece el trata-
miento del concepto de volumen a propósito de la gradualidad adecuada a los
alumnos de educación bÆsica, al partir de las cualidades bÆsicas de los objetos
volumen medibles para avanzar a abstracciones como la medición convencio-
nal. De esta manera, el REA construido y estructurado en un Libro GeoGebra,
se caracteriza por desenvolverse en un ecosistema híbrido, tomando diversos
materiales para el logro de los objetivos de enseæanza.

Sumado a lo anterior, tambiØn se pretende aportar a la construcción de
conocimiento abierto mediante el uso del ambiente digital Libro GeoGebra,
para la elaboración de este REA. Esta herramienta permitió estructurar el
recurso en diferentes capítulos, donde cada uno de ellos aborda aspectos es-
pecí�cos sobre el volumen, como el desarrollo de la noción, su estimación y
su medición a travØs de la construcción y transformación tridimensional de
cuerpos geomØtricos, usando juegos, rompecabezas y aplicaciones digitales.
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