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Captulo 1

On Sobolev-type perturbations of classical
orthogonal polynomials

Luis Enrique Garza Gaona
Facultad de Ciencias, Universidad de Colima

Abstract

A brief survey on algebraic and analytic properties of a certain kind of
Sobolev-type orthogonal polynomials is presented, including their relative
asymptotic behavior, zeros interlacing and localization properties, and
some applications related to their role as polynomial solutions of certain
second order di erential equations.

1 Introduction

Classical orthogonal polynomials

Consider a positive Borel measure with support on some in nite subset
E R, and de ne the inner product
Z

hp;g = EIO(X)Q(X)d (x); p;az P, (1)

whereP is the linear space of polynomials with real coe cients. Then, apply-
ing the Gram-Schmidt orthogonalization process to the basisl; x; x?; :: g,
we can obtain a sequence of polynomiaf$,,g,-, orthogonal with respect
to (1). These polynomials are unique (up to constants) and their general
properties are very well known (see [11], [46]). For convenience, two normal-
izations are frequently used: the monic polynomials, with leading coe cient
1for everyn > 0, and the orthonormal polynomials, with norm equal tol for
everyn > 0. In what follows, P, will denote a monic orthogonal polynomial
of degreen.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Luis Enrigue Garza Gaona

The most studied cases correspond undoubtedly to the so-called classical
measures, i.e. the cases when

d (xX)=Q x) (1+x) dx; ; > 1 E=[ 1;1] (Jacobi polynomials),
d (x)= x e *dx; > 1 E=R; (Laguerre polynomials)
d (x)= e ¥*dx; E=R (Hermite polynomials):

We will focus here on the Laguerre polynomials. Given a family of orthogonal
polynomials, the reproducing kernel is de ned as

X PX)PUY) _ Prss (OPa(Y)  Pras (Y)Pa(X)
Kn(x:y) = o KPR X yY)kP,K2 @

and plays a key role in the theory of orthogonal polynomials. The expression
on the right is called the Christo el-Darboux formula, and it is valid forx 6 vy.
We will denote its partial derivatives by

@ “Kn (%),
@x@y
Straightforward calculations and the use of Leibniz rule yield the following

lemma regarding the derivatives of the reproducing kernel, which will be
useful in the upcoming sections.

KR (x;y) = 3)

Lemma 1.1. Fori;j 2 Nandx 6 y we have

) (v o X NG AT KDY Enek (GY)
K’g”(x’y)_J'J'Pnjj2 - tzo( D (i O k! (x y)i+D) (ko+t
(4)
where o o
Pr ¢ Pn]"
E e (X ) = [Pr+1 1V (x)  [Pa]™(X) 5)

Pau I9(y) [Pal®(y)

Since we will be dealing with Laguerre polynomials, it is convenient to list
some of their well known (see [4], [11] and [46]) properties.

Proposition 1.2. LetfL,g, o be the sequence of Laguerre monic orthogonal
polynomials, and denote bng )gn o (notice the braquets in the parameter
) the sequence of Laguerre polynomials with leading coe cieﬁ{%”. Then

Matem/Zticas y sus aplicaciones 15, Captulo 1, pZAginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials

1. Forn 2 N;

XLy(X) = Lo () +@n+  +1)L,(x)+ n(n+ )L, 1(X):

2. Forn2 N;
X X*
— n k A,
L) =C D +Dn S
k=0
where
8
% 1 if m=0
(@)m ::§ i 1 . ;
(a+ ksgn(m)) if m22zZ f Og
k=0
and 8
2 1 if m2f1,2::.9
sgn(m)::> X
' 1 if m2f 1, 2::9
3. Forn 2 N;
) = nei MO +n+l)
L)7O=C 1) (n iIN( +i+1)
4. Forn 2 N;

KL k> =n!(n+ +1);
R
wherekL k2 = (L )2(x)x e *dx.
n 0 n

5. For n 2 N, L,(x) satis es the di erential equation
xy®+( +1 x)y°= ny:

6. Forn 2 N;

X(La())°= L, () + n(n+ )L, 1(x):

Matem/Zticas y sus aplicaciones 15, Captulo 1, pZAginas 5-28
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8 Luis Enrigue Garza Gaona

7. Forn 2 N;
_ on X (n+ 41 (x)*
L= o 0 R rk+D K (12)
8. Forn2 N;
Lo(X) = L, (x) + nL, " (x): (13)
9. Forn2 N;
(La()n T (X): (14)

10. Outer strong asymptotics (Perron's asymptotics formula o€ n R.).
Let 2 R. Then

LG (x) =
(g1 )
1 1=2g=2 ( yy =2 1o =2 1= nx)1=2 Ck()n K2+ o(n P2

2
k=0
(15)

Here Cy(x) is independent of n. This relation holds fox in the complex
plane with a cut along the positive real semiaxis. The bound for the
remainder holds uniformly in every closed domain with no points in
common withx 0O (see [46], Theorem 8.22.3).

11. Mehler-Heine type formula. Fixed, withj 2 N [f OgandJ the Bessel
function of the rst kind, then

P

lim X 2 2 X ; (16)

n'l

L (=(n+ ) _
- =
uniformly over compact subsets of (see [46], Theorem 8.1.3).

Sobolev-type inner products

Notice that the inner product (1) is standard in the sense that the multipli-
cation by x operator is symmetric with respect to (1), i.ehxp;d = hp;xaqi

Matem/Zticas y sus aplicaciones 15, Captulo 1, pAginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 9

for all p;g2 P. This condition leads to some important properties for the
corresponding orthogonal polynomials, such as the three term recurrence re-
lation, with many applications in spectral theory, and the location of their
zeros, always contained in the interior oE.

If the symmetry condition is not met, the inner product is callednon-
standard Non-standard orthogonal polynomials do not have some of the
properties that standard orthogonal polynomials have, being the most re-
markable the fact that three term recurrence relations are, in general, not
longer valid. Furthermore, the zeros of such polynomials can be located out-
side of the support of the measure. As an example, consider the inner product

Z

hp;g = Tp(z)@d (2); (17)

whered (z) is a positive measure supported in the unit circl@, and p; gare
Laurent polynomials. The corresponding orthogonal polynomials are called
orthogonal polynomials on the unit circle, and have drawn much attention
in recent years (see [44]). It is clear that (17) does not satisfy the symmetry
condition and is therefore non-standard.

Sobolev inner products constitute another example. These are, essentially,
inner products containing derivatives. The rst studied example goes back
to 1962 (see [3]), where the inner product

YA 1 Z 1
hp;gs = 1|0(X)Q(X)OI o(X) + lIOO(X)QO(X)Ol 1(X);

where o

d o) = dx: d 4(x)= 10dx if 16 x< 0;

dx if 06 x< 1
was considered. The author found thaQ,(x), the polynomial of degree2

orthogonal with respect toh; is, has a zero atx = 1:082[ 1;1]. He also
studied the inner product

Zl Zl
hp; gis = l|o(x)q(><)d><+ 1|00(><)q°(x)dx; > 0

in connection with the problem of determining the best polynomial approxi-
mation in least squares, in the metric induced by the Sobolev inner product.

Matem/Zticas y sus aplicaciones 15, Captulo 1, pZAginas 5-28



10 Luis Enrique Garza Gaona

More generally, we can consider a Sobolev inner product of the form
. Xn Z t
hp;ds = P(X)Aq " (x); (18)

k=0

where A isa(m+1) (m+ 1) matrix whose entries are positive Borel
measures, and

p(x) = [p(x); pPx) 15 P ™ (X)];
q(x) = [a(x); %) 225 ™ (X))I:
This is the general case of @ontinuous Sobolev inner product. IfA is a
diagonal matrix, then we have
: A z k k
ids= a pe)d(x)d k(x); (19)
Ek

k=0
wherem 2 N, ax > Ofor 1 6 k 6 m, and all measures ¢ are positive and
supported inEy ~ R. This is called the diagonal continuouscase, and the
order of the derivatives in each integral is the same. Notice that, for general
A, we obtain mixed derivatives in the inner product.
If d o= d is a positive Borel measure, and

dv= ¢ &2R;, 16 k6 m;
i.e. the Dirac delta atx = ¢ de ned by

Z
p(x)d «(X) = o [P()] = p(c);

then (19) becomes
z

hp;dis = a ] p(x)a(x)d (x) + p(c)Aq‘(c)
where
p(c) = [ p(co); pYer) 1215 P™ (Cm)];
a(c) = [d(co); dXc) 215 o™ (cm)l;

andA isnow a(m+1) (m+1) diagonal positive de nite matrix (notice that
we have included a Dirac delta ak = ¢y with no derivatives). We can also

Matem/Zticas y sus aplicaciones 15, Captulo 1, pZAginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 11

consider di erent orders of derivatives at thesamepoint, and a generalization
of the above inner product is

hp;ds = pig + P'(c)AQ (c); (20)

where

is a vector of dimensiorN 1, with

Q is de ned in a similar way, andA is a diagonal and de nite positiveN N
matrix. Notice that if

with a; 2 R., then (20) becomes

XXk , :
hp;ds=pig + aw P (c) o (c): (21)
k=1 i=0
This is called thegeneral diagonalcase of thediscrete Sobolev inner product.
It is usually said that massesay.; at the points ¢, are added to the standard
inner product. If A is a symmetric positive de nite matrix (not necessarily
diagonal), then (20) is called thegeneral non-diagonalcase of the discrete
Sobolev inner product.

Particular examples of all four cases (continuous and discrete, diagonal
and non-diagonal) have been studied in the last years by several authors (see,
among many others, [7], [8], [9], [10], [20], [26] [29], [30], [31], [35], [39], and
the nice surveys [37], [38], and references therein). They focus mainly in ana-
lytic properties (relative and strong asymptotics), algebraic properties (con-
nection formulas, location and distribution of zeros), and some applications.
Asymptotics of orthogonal polynomials have been studied in connection with
the analysis of linear prediction in the theory of stochastic processes ([22]),
numerical integration and rational approximation ([19], [45]), estimation of
entropy ([5], [6]), among other applications. Zeros of orthogonal polynomi-
als, on the other side, have applications in the development of quadrature
formulas ([11], [21], [42]), among many other applications.

Matem/Zticas y sus aplicaciones 15, Captulo 1, pZAginas 5-28



12 Luis Enrique Garza Gaona

In this contribution, we will present some results related to the discrete
case of Sobolev orthogonal polynomials, when theis the Laguerre measure.
The corresponding families of orthogonal polynomials are usually called La-
guerre Sobolev-type orthogonal polynomials.

2 Discrete Laguerre Sobolev-type classical poly-
nomials: Outer relative asymptotics

Consider the discrete Sobolev-type inner product (20), witA not necessarily
diagonal, and denote byf P,g,>0 and f Q,gn>0 the sequences of monic poly-
nomials orthogonal with respect toh; i and h; is, respectively. Here, is
any positive Borel measure supported in sonte  R. Then, we can put

x 1
Qn(X) = Pn(x) + nik Pk (X);
k=0
where
. PL(C)AQ ,(c).
ik kP2
and therefore we obtain
Qn(X) = Pa(x) KL ;(x;¢)AQ n(c); (22)
whereK, 1(x;c) istheN 1 vector
Kn 1066) = [KO0x e K @D e K O em)i i K O (e

Applying derivatives and evaluating at the pointscg, the unknown values in
the vector Q! (c) can be obtained by solving the linear system

Qn(c) = Pa(c) Kiy 1(c;c)AQ ,(c);

with
Kn 1(c;c) =

Matem/Zticas y sus aplicaciones 15, Captulo 1, pZAginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 13

2 KO (o1 0r) KO P (er;er) KO (criem) KO (criem)
Kr(]‘l;lo)'(cl;cl) | Kr(]‘lili(cl;cl) Krﬂ‘lzlo).(cl;cm) | Kr(]‘“l‘m)'(cl;cm)
K ﬁo;(i)(.cm ;c1) K.go;‘f)‘(cm ;c1) K9 (.Cm ;Cm) KO ).(Cm ;Cm)
Kr{,‘ml;o)'(cm;cl) Kr(1‘ ml§‘1).(cm;cl) K,E‘ml;o).(cm;cm) Kr(]‘ml;‘m)'(cm;cm)
so that

Qn(c) = (In + Ky 1(c;c)A) *P(c);

wherely is the N N identity matrix. Since both K, i(c;c) and A are
symmetric and positive de nite matrices, the matrixly + K, 1(c;c)A is also
positive de nite and therefore invertible. As a consequence, we obtain the
following result.

Proposition 2.1. (Connection formula). If fP,gn>0 and fQn0,>0 denote
the sequences of monic polynomials orthogonal with respechtoi and (20),
respectively, withA not necessarily diagonal, then we have

Qn(X) = Pa(x) K} 1(X;c)A(In + Ky 1(c;c)A) 'Pa(c):  (23)

On the other hand, the outer relative asymptotic betweerP, and Q, is
denoted by

A1 Po(x)’

The asymptotic is studied in the complement of the supporE in order to

guarantee a zero-free region for the denominat®,. On the other hand, the

points ¢, are usually chosen to be on the boundary &, or outsideE. Notice

that, for an arbitrary measure , computing the relative asymptotic using (23)

is complicated, since closed expressions (and their asymptotic behavior) are

needed for the reproducing kernels, the polynomialy,, and their derivatives,

evaluated at certain arbitrary points. Since such expressions exist for the case

when is a classical measure (see, as an example, Proposition 1.2 for the

Laguerre polynomials), these families are usually considered for analysis.
The cases when the points are in the boundary & (in the Laguerre case

E = R:) i.e. ¢ =0, and when the points are outsidé, i.e. ¢, < 0, lead to

di erent asymptotic results, and we will consider them separately. In what

follows, we use the Laguerre measure, and den®®¢= L, andQ, = E,.

Xx2CnE

Matem/Zticas y sus aplicaciones 15, Captulo 1, pZAginas 5-28



14 Luis Enrique Garza Gaona

Mass points at the boundary

The simplest particular case of (20) was analyzed in [17] , where the inner
product
Z

hp;ds=  p(X)ax)x e *dx+ Mp40)q(0); M > O;

R+
was considered. In this situation, the connection formula (23) becomes

L, (0)

: K OV (x; 0):
1+ MK &P0;0) " '

E,(x)= L,(x)

In order to compute the relative asymptotic, the idea is to express the kernels
K 99(x; 0) and K 7(0; 0) in terms of Laguerre polynomials (with di erent
parameter), and then use the asymptotic properties in Proposition 1.2. In
short, one proves that the denominator in the right hand side of the connection
formula goes to in nity faster than the numerator, and thus

Proposition 2.2. If Q, and P,, are as above, we have

jim £n 09

ni1 Ln(x) L (24)

uniformly in compact subsets o€ nR. .

More generally, in [16] the authors considered the inner product
Z
hpids = pe)ax)x e Xdx+ MpP(0)g(0); M> 0 (25)

R+

wherej is a positive integer. In such a case, it is easy to see that the corre-
sponding connection formula is

_ L]0 D o)
B\ = La0) MKéj;jl)(o;o)K,ﬁ"‘f(x, 0);

and expressing again the reproducing kernels in terms of Laguerre polynomi-
als, it can be proved that (24) holds. Later on, a (diagonal) Sobolev inner

Matem/Zticas y sus aplicaciones 15, Captulo 1, pZAginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 15

product with a nite arbitrary number of derivatives was studied in [12],
where the authors studied the inner product

Z xn
pids = p(x)ax)x e *dx+  Mp® ) ©0); My> 0 (26)

R k=1

Unlike the previous cases, since more than one mass point are added, the
connection formula has to be expressed in matrix form. This makes the
computation of the relative asymptotic more di cult, since the inverse of
the matrix K, 1(0;0) is needed. In [12], the authors obtain a recurrence
relation for the corresponding Laguerre-type polynomials, an expression in
terms of hypergeometric functions, and some properties of their zeros. There
is a workaround to the problem of inverting the matrix in the connection
formula, that allows the computation of the relative asymptotic in this case.
We will discuss it in the following subsection.

Regarding the non-diagonal case,2 2 particular case for the Laguerre
polynomials was analyzed in [15], where the inner product

Z
hp;ds = p(x)g(x)x e *dx+ P'(0) MOM Q(0);

R+ 1

where Pt(0) = [ p(0); pX0)], Mg; M1 > 0, and 2 R such that the matrix is

de nite positive. Using similar techniques, the authors prove that the relative
asymptotic (24) also holds. Non-diagonal cases of Laguerre-type polynomials
have also been studied in [43] and [32] for the continuous case, and in a more
general context in [1].

Mass points outside E

The analysis of Laguerre Sobolev-type polynomials when the mass points are
located outside the positive real line had not drawn much attention for re-
searchers until the last years. The rst reference goes back to [33] , in which
the authors analyzed the more general framework of semiclassical linear func-
tionals. More recently, analytic and algebraic properties of Laguerre Sobolev-
type polynomials when the mass points are located outside the support have
been studied in [14], [18], [24], [25], and [41].
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In [36], the authors consider the inner product
Z

hp;ds = P(X)a(X)x e *dx+Mop(Co)a(Co)+ MapYcr)alcs); Mo;M1> O;

R+
(27)

with ¢y;¢, < 0. Thisis, a2 2 diagonal case. The relative asymptotic can
be obtained in a similar way that in the previous subsection, although the
behavior of the polynomials and the reproducing kernels is di erent when
they are evaluated at a negative value. However, the authors use a di erent
approach, based in a connection formula that relates the Laguerre Sobolev-
type polynomials with other families of orthogonal polynomials associated
with the Christo er transformation of the Laguerre measure. We will provide
more detail on this approach in the following section.

The relative asymptotic for the polynomials orthogonal with respect to
the above inner product is

B.(x) _ Y
LX)

—_— p I
P jC
o Xt G

Notice that, in both cases (i.e., when the mass points are located on the
boundary or outside of the support), the value of the mass has no e ect on
the asymptotic result. What is important in terms of the asymptotic is the
location of the mass. When the mass points are locatedat= 0, the Sobolev
polynomials tend to the Laguerre polynomials agm ! 1 . The situation
changes when the mass points are located in the negative real axis. As can
be seen in the previous equation, and by Hurwitz’s theorem, each mass point
attracts a zero of the Sobolev polynomials. Some other results related to the
behavior of the zeros will be discussed in the next section.

A generalization of the above inner product for the addition of a nite
number of masses (in the diagonal case), but with no derivatives, was analyzed
in [24]. The authors considered the inner product

z X0
ho;ds = p(x)gx)x e Xdx+  ap(c)a(c); a& >0, 16 k6 m;

R k=1

with ¢ < 0,16 k6 m andm 2 N. For this inner product, (22) becomes

Xn
E.(x)= L, (X) akKn 1(x;c) B (a); (28)
k=1
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and thus
E.(x) _1 X aK, l(X;Ck)En(Ck):
Lo (x) - Lo (x)

Thus, the relative asymptotic is just the limit of the right hand side when

n!1 . Inorder to prove the existence of such a limit, the expression is
evaluated at the pointscy, to construct the linear system

(29)

xn
La(g) =1+ aKn 1(q;G)E(g)+  akKna 1(g:a)E,(G);
&
for 16 ] 6 m. After some trivial computations, the linear system can be
rewritten as

xn
n(X 5 1)S, (X );t) + n(G 1 K)S, (k)= L (30)
5
where
S, (% k) == kK 1IEX;(§"))E”(C“); 16 k6 m; (31)
and
v La(¥) [T+ &Ky a(g;6)],
D=6 Ko akg)
n(X,J,k): Ln(X) akKn 1(C]’Ck)

L.(g) Kn a(xck)

Notice that the limits of the expressions (31) are needed to nd the limit in
(28). On the other hand, the limits of ,(X;j); n(X;j;k) can be obtained
from the (known) behavior of the Laguerre polynomials and their reproducing
kernels. Therefore, taking the limit whenn ! 1 in (30), we obtain a limit
linear system that can be solved to obtain the required limits. Using this
approach, in [24] the authors obtain
_— p e
E.0) _ Y "= i
nil L n (X) k=0 _X + JCkJ
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Although the last considered case does not constitute a Sobolev inner product
(because it does not contains derivatives), the approach taken can be extended
to the most general Sobolev inner product. Indeed, in [13] the authors show
that the relative asymptotic result is still valid even if derivatives of arbitrary
order are added at the mass points. This is, the only relevant data (in terms
of the relative asymptotic) is how many distinct points ¢, are considered.
Each point ¢, adds a rational factor to the product. The value of the masses
ax and the order of the derivatives do not a ect the relative asymptotic.

3 Zeros of Sobolev-type orthogonal polynomi-
als

As stated before, one very useful property of the standard orthogonal poly-
nomials is that their zeros are real, simple, and located in the interior of the
support of the measure. If the measure is also classical, they also satisfy that
between any two zeros oP, there exist one zero oP, ;. This is called the
interlacing property.

Consider the inner product (25). In [16], the authors show that the zeros
of the corresponding orthogonal polynomials are still real, simple, and satisfy
an interlacing property with the zeros ofL,, but they are not necessarily
located in the positive real line. The proof of the following proposition is
based on Meijer ideas [40].

Proposition 3.1. (see [16]) The zeros oE,,, orthogonal with respect ta25),
are real, simple, and at most one of them is located outsi¢@; 1 ) Further-
more, if we denote by . the zeros of€, and byx,x the zeros ofL,, then

n;1<xn;1<:::< n;n <Xn;n:

When the more general inner product (26) is considered, the following
results about the zeros are obtained.

Proposition 3.2. (see [2].) Let E,(x) LO be the sequence of monic or-
thogonal polynomials with respect to the inner produd®26). Then, for all
n>m, E (x) hasn m changes of sign in the support of the measure.

And, as a consequence (see [12]), we have
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Proposition 3.3. If My > 0, for k =0;:::;m, there exist(n m) zeros of
E, in the support of the measure.

The case with mass points on the negative real axis has also been studied.
In [36], the zeros of the polynomials orthogonal with respect to a particu-
lar case of (27) wherM, = 0 are analyzed. The authors use an alternative
method that uses orthogonal families with respect to Christo el transforma-
tions of the Laguerre measure. This transformation is de ned by multiplying
the measure by the polynomialx c¢;), so thatd (x) =(x ¢)d (x). It
turns out that the Sobolev polynomials orthogonal with respect to (27) when
Mo = 0 can be expressed as a combination of polynomials orthogonal to the
two-iterated Christo el transformation of ,i.e. d ((x) =(x ¢1)%d (x).

Furthermore, the authors study the asymptotic behavior of the zeros when
the massM; ! 1 . This is, the zeros of the limit polynomialsG,(x) =
limy,1  E,. We summarize the results in the following Proposition.

Proposition 3.4. (see [36]). Letf E gn>o the Sobolev polynomials associated
with (27) whenM, = 0 are analyzed, and leG,(x) = lim y,11 E,. Denote
by .« and g.x the zeros ofE, and G,(x), respectively. Ifx,x are the zeros
of L,, then

Whenn!1l | ¢ "attracts" a zero of E,,.

The zeros ofE,, are real, simple, and at leash 1 zeros are located in
0;1).

The zeros of€,, and L, interlace, and if E, has zeros outsidg0; 1 ),
at most one is located outsidécy; 1 ).

Gn has real and simple zeros, and,.; < c;. Furthermore, the zeros
interlace with those ofL,.

The zeros ofG,, E,, and L, interlace, i.e.
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The zeros ofE,, are monotone decreasing functions dfl 1, so the zeros
of E, approach the zeros 0G,.

4 Electrostatic interpretation of the zeros

There is a nice and well known electrostatic interpretation of the zeros of
the classical orthogonal polynomials. It is a consequence of the second order
di erential equation that they satisfy. In particular, for the Jacobi case, if

we consider xed positive charges of massés+1)=2 and ( +1)=2, located

at x =1 and x = 1, respectively, under a logarithm potential, andn unit

E (X) of the system is

X . X
E(X)= Injxe  Xjj+ " (Xk);
16k<j 6n k=1

where the rst term on the right is the mutual interaction of the n charges,
and the second term is the eld generated by the xed charges, with

+1
2

Stieltjes proved that, when the points inX are the zeros of the polynomial
p; (X), the system attains a strict global minimum ofE (X ). In other words,
the set of zeros of the Jacobi polynomials constitutes a critical point. In
this case, a global minimum of (X ), known as stable equilibrium (for more
information, see [34] and [47]). The same can be obtained for the zeros of the
Laguerre polynomials, although in this case only one positive charge is xed
at the origin, and a constraint is introduced so that then unit charges don’t
escapeto in nity.

A similar interpretation can be obtained for the Sobolev polynomials. To
illustrate this, we will consider the polynomials orthogonal with respect to
(26), studied in [12]. The key is to obtain a di erential equation satis ed by
these polynomials, and then follow Stieltjes’s approach. The di erential equa-
tion can be obtained from the connection formula, and some of the properties
of Laguerre polynomials, including the next lemma.

+1 . .
Injx +1j:

L (x) =

Injx 1]
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On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 21

Lemma 4.1. (see [12]) For eachk;n 2 N andk n, we have

Ly «(X) = Dn (X)L, 1(X) + Sy k(X)L (X); (32)
where

_ (X My k1)Dn k1 (X) Dn k+2 (X)
Dn k(X) - N N )

n k+1 n k+1

and (X Mo 6)Sn k1) So keo(®)
Sn k(X): n k+1 n k+1 n k+2 :

Nn k+1 Nn k+1

with D, 1(x)=1,D,(X)=0,S, 1(x)=0,Sy\(x)=1,M, = 2(n t)+
1+ andN, {=(n t)(n t+ ).
Proposition 4.2. (see [12]) Let L, (x) i:o be the Laguerre polynomials and

E,(x) LO the orthogonal polynomials associated with the inner produ@o).
Then,

Q(x;n) B, (x) **+ W(x;n) B,(x) “+ R(x;n)E,(x)=0;  (33)
where
Q(x;n) = x fj 1(X)g+1(X) h(X)g(x) ;
h
Wxin)= ( +j+2 x)fj 1(X)ga(x) hx)qgx) +
Jet el i
xfi 1(x) AN KDy «(x)  xhj(x) AN K)S, «(X) ;
k=0 k=0
R(x;n) =
X1 X1 ’
g AMM KD, )+ ga(x) AN K)S, «(x) 5 (34)
k=0 k=0
with
# #
Jel Jet
hj (x) = AMD, (x) and f; 1(x)= AMS ((x) ;
k=0 k=0
K1 h i
g+1(X) = AM (n K)Dn «(X)+(n K)(n k+ +j+1)Dy  1(X) ;
k=0
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and

Xl h i
g(x)= AN (n KIS, k()+(n Kk)(n k+ +j+1)S, ¢ 1(x) ; (35)
k=0

and AH‘] are constants.

As an application of (33), we present an electrostatic model that responds
to the zeros distribution of the Laguerre-Sobolev type orthogonal polynomi-
als. Forn 2 N, let f ,x0:1 « n be the zeros of€, (x). Thus, for every

Q( nk:n) B ( nx) " W( nkin) Eo( nk) OZO;
or, equivalently, .
En( n;k) _ W( n;k;n)_

En( k) " Q(mn)’ (30)
Therefore,
. - Pia A
W( nk;n) — ( +]+2) 1+ fi 10 nk) k=0 An (n K)Dn «( nk)
Q( nk:n) n:k fi n;llé))gj+1( nk)  FiCnk)g(nk)
fi( k) ka) ALk](n K)Sh k( nk) . (37)

fi 1)+ (k) FiCni)g ()

SinceF( nk) == fj 1( nk)G+1( nk)  Fj( k)G ( nk) is a polynomial of
degree at most2j 2, then there existst; 2 f1;2;:::;2] 29, such that
(F)..... (F)

Xy ;i X, - are all the zeros of (x) di erent from O.
In the general case, i (x) has complex and real zeros, we considier
f0;1;:::;t,g such that, for eachi 2 13, x\™) is a complex number (but not

real) and, for eachi 2 J,, xi(F) is a real number, where

J1=10;1;:::;t.9 g

Since for each 2 I, the complex conjugate oki(F) is also a zero of (x),
then the number of elements inl; is even, say2h, where b is an integer
smaller than or equal toj 1. If iy;:::;ip denotes an order of ; such that,
foreveryk 2 f1;3;:::;2b 1g, x,(kF)l is complex conjugate ofxi(kF) then we
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denel;= ix21,:(1 k 2b)™(kodd) . Foreachi 21, and* 2 Jy,
there exist real constantsA, A;, B;, Ci, A., such that

Bi(m) ©_ A X Ax+B X A

— o —— =0;
En( n;k) ° nk i211 ( n;k)2+ Ciz ‘231 nik X‘(F)
and, since éee[21]),
e 1y 00 X 1
n(nk) = 2 : (38)
E ( . ) . ) Xn;j 'k
n\ nk j=1;j8Kk "™ m
we obtain,
X 1 1A
+ ——+
i=1:j6k n;j n;k 2 n;k
1X Ax+B 11X A.
< 'X—'2 + > 7 =0: (39)
2 (k)2 +C 2 )

21, 23, nk X

Therefore, we can make the following electrostatic interpretation of the
zeros of€,(x). If we haven 1 electric particles located on the complex
plane under the interaction of a logarithmic external eld and we have

X
" (x) = }Alnjxj s 17 A x xP s
2 2,
2J1
1X B X
- Ail 24+ CP+ —tan '
2 ilnx e an c
1211
then (39) indicates that the totally energy gradient
X ' X
"(X) = Injx;  Xij+ " 1(Xi);
1j<i n i=1
with X = (X1;:::;Xn), vanishes at the points( n.1;:::; nn). In other words,

the set of the zeros of Laguerre-Sobolev type orthogonal polynomB|(x)
constitutes a critical point. However, it is an open problem to determine if
this critical point is a maximum, a minimum, or neither.

For a more general study of the electrostatic interpretation of standard
orthogonal polynomials, we refer the reader to [23], [27], [28] and [34].
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Resumen

El reconocimiento de patrones en imAgenes digitales es un campo de in-
vestigaci n relevante para distintas ZAreas de las ciencias. Existen sistemas
de reconocimiento de patrones que ayudan a automatizar la clasi cacin
de objetos mediante imAgenes capturadas, donde en algunos casos el ta-
maseo o0 escala de los objetos a estudiar no var a, como puede ocurrir con
Su posici n u orientaci n. En este trabajo se desarrolla un sistema de re-
conocimiento de patrones en imAgenes digitales invariante por posiciny
rotaci n, fundamentado en la teor a de la transformada de Fourier y de la
transformada de Hilbert. Para esto, se generan dos m/Escaras binarias de
anillos conc@ntricos que surgen del estudio de la transformada de Hilbert
radial, las cuales son la base para que el sistema de reconocimiento de
patrones en im/Zgenes digitales sea invariante por rotaci n. La invarianza
de la posici n resulta de la aplicaci n de la transformada de Fourier.

1 Introduccin

El reconocimiento de patrones es un Area de interds en los sectores social y
econ mico, en distintos campos de la ciencia y en el desarrollo de tecnolog as,
por citar s lo algunos ejemplos. Desarrollar nuevas aplicaciones, algoritmos y
tdcnicas mAS e cientes, y mejores tecnolog as, es una tarea multidiciplinaria
donde participan ingenieros, f sicos y matem/Eticos, entre otros.
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Las aplicaciones del reconocimiento de patrones se pueden clasi car en los
grupos siguientes: comunicaci n entre las computadoras y el hombre, biomedi-
cina, f sica, aspectos de seguridad, estudio y estimaci n de recursos naturales,
estereolog a, industria y rob tica e inteligencia arti cial [15]. La mayor a de
las aplicaciones del reconocimiento de patrones, correspondientes a los grupos
mencionados, est/En basadas en herramientas que surgen del estudio de distin-
tas ramas de las matem/ticas. En particular, el reconocimiento de patrones
en imZAgenes digitales se sustenta, en gran medida, en conceptos y resultados
del an/Elisis funcional. AdemZs, las teor as de la estad stica param@trica jue-
gan un papel esencial para dar validez a las aplicaciones desarrolladas en esta
FfErea.

En este cap tulo se presenta un sistema digital de reconocimiento de pa-
trones en imAgenes digitales invariante por posici n y rotaci n, basado en el
estudio de las transformadas de Fourier y de Hilbert, el cual fue desarrollado
en [1] por los autores del trabajo presente. La transformada de Fourier ha
sido ampliamente estudiada y aplicada en el campo del reconocimiento de
patrones en imAgenes digitales, a diferencia de la transformada de Hilbert,
cuyas principales aplicaciones son en el Area de procesamiento de seaeales uni
dimensionales.

Una ventaja de la transformada de Fourier, es que las aplicaciones de @sta
para funciones de una variable se extienden de manera natural para funcio-
nes multivariables. Desafortunadamente, la transformada de Hilbert no tiene
esa ventaja; al calcular la transformada de Hilbert de seaeales bidimensionales
(por ejemplo imAgenes) no se obtienen los mismos resultados que para sezaeale:
unidimensionales. Por ello, se han propuesto modi caciones a la transformada
de Hilbert con el objetivo de extender las aplicaciones de una a dos dimensio-
nes. Entre dichas propuestas, se encuentratiansformada de Hilbert radial
[13, 5], a partir de la cual se elaboraron dos mZscaras binarias de anillos con-
cdntricos para lograr la invariancia por rotaci n, a las cuales se les denonin
mAEscaras de Hilbert

2 Fundamentos

Una imagen digital se puede de nir como una seaeal bidimensional discreta y
nita 1[ny;ny],conn; =0;1;::;;M 1yn,=0;1;::;;N 1, donde la amplitud
del en cualquier coordenadén;; n,) representa la intensidad de la imagen en
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ese punto. A un punto(nq; ny) se le denomina p xel de la imagen. En el siste-

ma digital de reconocimiento de patrones en imZgenes digitales desarrollado
en este trabajo, se consider cenicamente imAgenesseala de grisesEste
tdrmino se usa para referirse a la intensidad de imAgenes monocrom/ticas. En
dicha representaci n, la intensidad de cada punto en la imagen es un tono de
gris que va desde el color negro hasta el blanco [8].

En el contexto del procesamiento de seaeales en general, existen diversas
razones para considerar la transformada de Fourier de seseales. Por ejemplo,
representar la informaci n de una seaeal en el dominio de frecuencias es cetil
para aplicar algunos algoritmos y de determinar ciertas propiedades de la
seaeal. Sin embargo, calcular la transformada de Fourier de una seaeal discreta
f[nJconn=0;1;:::;N 1de laforma habitual, requiere dé&(N ?) operaciones
[3]. Debido a las limitaciones computacionales que implica tal ncemero de
operaciones, comcenmente se utiliza un algoritmo desarrollado por Cooley y
Tukey denominadotransformada r&pida de Fourief4]. Con este algoritmo, se
obtiene el mismo resultado que utilizar la transformada de Fourier realizando
cenicamenté®(NIog(N)) operaciones aritm@ticas.

Para una imagen digitall [ny; n,] representada en escala de grises, se cum-
ple lo siguiente

JFell[ny;n2lj = jFell[ny  a;ny  Hj; 1)

paraa; b2 N [3], dondeF¢ denota la transformada rApida de Fourier. Es de-
cir, el m dulo de la transformada de Fourier, conocido tambi@n como espectro
de amplitud de Fourier, es invariante por traslaci n.

Con base en esta propiedad de la transformada de Fourier, es posible
elaborar un sistema de reconocimiento de patrones en imZAgenes digitales in-
variante por posicin, es decir, un sistema que sea capaz de identi car un
objeto en una imagen trasladado en cualquier direcci n. Por ejemplo, en la
Figura 1 se muestra el espectro de amplitud de Fourier de dos imAgenes con
el mismo objeto pero en diferentes posiciones.
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(a) Imagen (b) jFe ()] (c) Imagen J (d) jFr(I)j

Figura 1: Ejempli caci n de la invariancia por posici n del m dulo de la trans-
formada de Fourier de una imagen. Ambos espectros de amplitud se muestran
bajo una transformaci n logar tmica por cuestiones de visualizaci n.

Es comoen que el m dulo de la transformada de Fourier de una imagen
tenga valores de intensidad entr@ y 1(P. Debido a esto, al visualizar dicho
espectro se pierden detalles correspondientes a los valores de intensidad meno-
res, por lo que generalmente se visualiza bajo una transformaci n logar tmica
[8].

El Itrado de imAgenes digitales es una tdcnica muy utilizada en el proce-
samiento de imAgenes digitales. Existen Itros para resaltar o suavizar bordes
en imAgenes, remover distintos tipos de ruido, entre otros. En el Area de re-
conocimiento de patrones, se pueden utilizar Itros en imAgenes digitales con
el n de obtener ciertas caracter sticas que permitan hacer una clasi caci n
o identi caci n entre imZgenes. A los Itros utilizados en imAgenes digitales,
tambi@n se les conoce como mAscaras.

Una forma de aplicar un Itro a una imagenl [ny; n,] es mediante la con-
voluci n. Este procedimiento se conoce como lItrado espacial cuando las ope-
raciones se llevan a cabo en cada p Xah; n,] de la imagenl y como Itrado
en frecuencia cuando se trabaja en el dominio de la transformada de Fourier
del [8].

El Itrado en frecuencia est/A fundamentado por el teorema de convoluci n.
La convoluci n entre dos imAgenes en el dominio de frecuencias es una multi-
plicaci n punto a punto de matrices oproducto Hadamard De esto, el Itrado
en frecuencia de una imageh[ni; n,] se de ne comoW [ky; ka] j 1r[Ks; Kalj,
donde I [Kq; ko] es la transformada rZ&Epida de Fourier de Wky; ky] es el
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Itro a utilizar y el smbolo  denota la multiplicaci n punto a punto.
La imagen ltrada, se obtiene tomando la transformada inversa r/&pida de
Fourier, es decir,

f .
r\[n1; Nyl = Fe ! r_AF [ [ny;nz]] (2)

dondeFk[l [n1; n,]] es laimagen resultante de aplicar el ItrdV en el dominio
de frecuencias.

En el £rea de reconocimiento de patrones en imAgenes digitales, no siempre
es necesario obtener la imagdiiny; n,] de la ecuaci n (2), basta con trabajar
con el mdulo de la transformada de Fourier deF [l [n1; n,]] (tambi@n co-
nocido como espectro de amplitud de Fourier) para obtener la clasi cacin o
identi caci n.

3 Transformada de Hilbert

La transformada de Hilbert de una funcinf (x) de variable real se de ne
como sigue:

HIF 001 = 109 =
3
=1 1 f(s)ds: ©
. X S

Como el integrando de (3) tiene una singularidad e = X, se toma el valor
principal de Cauchy, denotado porP, mediante el cual se permite asignar
valores a integrales impropias. Para esta ecuaci n integral, el valor principal
de Cauchy se representa por

Zx Zl
f(8) you 1 £(9) o f(9) 4
1 X S 1o 1 X S x+ X S

(4)

La ecuacin 3 surge de considerar una funcif (z) = u(x; 0) + iv(x; 0)
anal tica en la mitad superior del plano complejo que adem/s tiende a cero

en el in nito. Con esto, se llega a lo siguiente:
Z

1 bov(x
U(Xo) = —P ( )

< dx; %)

1 Xo
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Z
V(Xg) = EP ' u(X)de: (6)

1 Xo
Las ecuaciones (5) y (6), indican que conociendo cenicamente la parte real de
una funci n anal tica f sobre la recta real, es posible encontrar su arm nica
conjugada y viceversa. Vdase [9].
En la mayor a de las aplicaciones, la transformada de Hilbert se aplica en
el espacio de frecuencias. De la ecuaci n (3) y por el teorema de convoluci n,

FiH [f (X)]g= F f(x) %

. ()
= F [f(X)]F - :

‘Latransformada de Fourier de la funci nsgn (la funci n signo) esF [sgn(x)] =
-, Yy por la propiedad de simetr a de la transformada de Fourier se tiene
queF - =sgn( ). AdemAs, como el operadBr es lineal, se llega a

F % = isgn( ) (8)

De esto, la transformada de Fourier de la transformada de Hilbert de una
funcin f (x) se expresa como

FfH [f (0)lg=isgn( )F( ); 9)

dondeF ( ) es la transformada de Fourier dé (x).
Al expresar F( ) en tdrminos de su amplitud y fase, la ecuacin (9) se
escribe como

FfH [f (x)]g= isgn( )jF( )j€ : (10)
Si < 0, entonces
FfH [f (X)]g = i.jF()j.ei | 1)
= 2D jF()j:
Y si > 0, entonces
FfH [f ()]g= ijF()jé

= ¢l DJF()j: )
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Por lo tanto, la transformada de Fourier deH|[f (x)] se interpreta como la
transformada de Fourier de la funci nf (x) con su espectro fase de Fourier
rotado .

La transformada de Fourier de la transformada de Hilbert de una funci n
de dos variablesf (x»; X»), es:

FIH [f (x1;x2)lg = sgn( 1)sgn( 2)F( 1; 2): (13)

En el Area de procesamiento de seaeales, para el caso de seaeales con una st
variable independiente, la transformada de Hilbert tiene diversas aplicaciones,
las cuales se basan principalmente en la construcci n de una seaeal compleja
denominadaseaeal anal tica

A partir de una seaeal reali(x), es posible construir una seaeal compleja
f (x), con el n de extraer ciertas caracter sticas de(x), como la amplitud
local y la fase local. En 1946, Gabor propuso utilizar la transformada de
Hilbert de u(x) para construir dicha seaeal compleja [7], llamZndola seeeal
anal tica:

f(xX) = u(x)+ iH[u(x)]: (14)
Al representar una seaeal anal tich(x) en forma polar,
f(x)= A(x)€ ®; (15)

se obtiene la amplitud localA(x) y la fase local (x) de la seeeal(x), donde
" H[u(x)]
u(x) -

La transformada de Fourier de una seaeal anal ti€¢x) = u(x)+ iH[u(x)],
est/E dada por

A(X)=  u(x)?+ H[u(x)]?>; (x)=arctan

(16)

FIf(xX)]= Ffu(x)+ iH[u(xX)]g
= U( )+ [ isgn( )U( )] 17)
= U( )1+ sgn( )I;
dondeU( ) es la transformada de Fourier de la seaalDe la ecuacin (17),
se obtiene que 8
22U(); si >0
F()= S Uu@©); si =0; (18)
0 si < O
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La de nicin de la transformada de Hilbert de una funcin, se puede
generalizar directamente al caso de varias variables, sin embargo, con esta
generalizaci n no es posible construir una seaeal compleja de dos variables
que tenga las mismas caracter sticas que la seeeal anal tica. Pese a esto, en
los trabajos de Felsberg y Sommer [6], Larkin y colaboradores [10] y Lorenzo
[11], por mencionar algunos, se presentan diferentes propuestas de construc-
ci n de una seeeal bidimensional compleja para obtener caracter sticas como
la amplitud y la fase local de una seaeal, 0 bien, para demodular seaeales bidi-
mensionales.

Aunque las principales aplicaciones de la transformada de Hilbert en di-
mensi n uno se basan en la construcci n de la seaeal anal tica a partir de una
seeaeal real, tambi@n se puede utilizar para la detecci n de bordes de seaeales. Es
natural intentar sacar provecho de estas propiedades o atributos que cumple
la transformada de Hilbert en dimensi n uno para funciones de dos variables,
pero en general, no se obtienen resultados an/logos.

Se han propuesto diferentes transformadas para extender a dimensi n dos
las principales aplicaciones de la transformada de Hilbert. En algunos casos,
se utiliza la transformada de Hilbert unidimensional para detectar bordes
de alguna funcin f (X1; X,) en dos direcciones, es decir, calcula[f (x1)] y
H[f (x»2)]; sin embargo, s lo funciona para detectar bordes en esas direcciones.

Davis y colaboradores [5], de nen una transformada de Hilbert que permi-
te el realce o la detecci n de bordes para funciones o seaeales bidimensionales
sin las limitaciones antes mencionadas, la cual denomingmansformada de
Hilbert radial. La idea de esta propuesta, es utilizar la funci re® en lugar
de sgn( 1)sgn( ») en la ecuacin (13), lo que da lugar a la de nicin de la
transformada radial de Hilbert:

FfH rIf (Xi;%2)]lg= €° F( 1; 2); (19)

donde = arccos -+ conr = P 2+ Z2para( 1 2 6(0;00y =0

en el origen,F( 1; ») es la transformada de Fourier de la funcinf y P es
cualquier ncemero entero.
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Peiy Ding [13], proponen una generalizaci n de la transformada de Hilbert
radial dada por Davis y colaboradores [5], la cual denominaransformada
de Hilbert radial generalizaday la de nen por

FH rolf (xi;x2)l9= ( )F( 1 2); (20)
donde ( ) es cualquisr funci n. En el caso particular en qué¢ )= €” con
=arccos -+ yr= {+ 2, se obtiene la ecuacin (19).

Para una funcin discreta f [ny;n,] donden; = 0;1;::;;M lyn, =
0;1;::;;N 1, la ecuacin (20) se modica a

FfH realf [N1;n2Jlg= [ ]F[ka; ko], (21)

donde F[K;; k;] representa la transformada discreta de Fourier die[ny; n;],
conk; =0;% ;M 1yk,=0;1:5N L

4 Sistema de reconocimiento de patrones inva-
riante por posici n y rotacin

Como ya se mencion, al trabajar con el espectro de amplitud de Fourier de
las imAgenes digitales, se obtiene directamente un sistema de reconocimiento
de patrones que es invariante por posicin. El invariante por rotacin no es
directo, para lograrlo se construyeron mAscaras binarias de anillos conc@ntri-
cos, con las cuales se calculan rmas unidimensionales que son invariantes por
traslaci n y rotaci n.

Partiendo de la versi n discreta de la transformada de Hilbert radial ge-
neralizada (20), se propone que

[ 1=¢"; (22)

con =cos¥yr = P k? + kZ para (ki; ko) 8 (0;0), y =0 en (kg kp) =

(0; 0), dondek; y k, representan las variables discretas en el plano de frecuen-
cias. Comolafuncin [ ]toma valores complejos en el espacio de frecuencias,
se puede expresar como una funciH[k;; ko] = Re[H]+ ilm [H]. Las funcio-
nesRe[H] eIm[H], correspondientes a la parte real e imaginaria de[k;; ko],

se muestran en la gura 2 vistas sobre el plan(;; k;), las cuales se pueden
representar como imZgenes digitales en escala de grises.
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\ v \

7Z N

(a) Re(H) (b) 1m (H)

Figura 2: Parte real y parte imaginaria deH [ky; k»].

Al ltrar en frecuencia las imAgeneRe(H) eIm (H) con un disco binario
D, se generan las m/Ascatdg y H, (Figura 3), es decir,

7
. 4

(a) Disco binario D (b) MAEscaraH r (c) MAscaraH

Hr = Re(H) D;
H =Im(H) D:

(23)

Figura 3: Mascaras de Hilbert
Para obtener las rmas invariantes por traslaci n y rotacin, se Itra el

m dulo de la transformada r/&pida de Fourier de la imagen con las mAscaras
Hr y H,. En la Figura 4, se muestra un ejemplo de dicho proceso.

Matem/Eticas y sus aplicaciones 15, Captulo 2, pZAginas 29-48



Reconocimiento de patrones en imZgenes digitales usando m/scaras de
Hilbert 39

(a) Imagen | (b) M dulo de (¢) Mdulo de (d) Mdulo de
Fe(l) Fe(l) Itrado con Fg(l) Itrado con
Hr H

Figura 4: Filtros Hg y H, actuando sobre el espectro de amplitud de Fourier
de la imagen. Por cuestiones de visualizaci n, las imAgenes de los espectros
de amplitud se muestran bajo una transformaci n logar tmica.

En la Figura 4 se observa que el resultado de ltrgF [l ]j conHgr y H,
genera en ambos casos una imagen con anillos de color negro (que representa
al valor de intensidad 0) y anillos de distintos tonos de grises (valores de
intensidad diferentes de cero).

Para cada imagen se obtienen dos arreglos de ncemégoy f,, denomi-
nados rmas de la imagen La primera se determina a partir del espectro de
amplitud de Fourier de la imagen ltrada porHg, y la otra utilizando el Itro

Para una imagen dadd , la rma fr es

fr=1[S1;S2; SN ] (24)
dondesy es la suma de las intensidades de los p xeles Kegbsimo anillo (sin
considerar los anillos en negro y numerados en orden ascendente del centro
hacia afuera) en la imagefFe[l]j Hg, Yy N es el ncemero de dichos anillos
en la imagen (Figura 4). An&Llogamente, se determin la rma

fr =[%1;82;:58u]; (25)

correspondiente a la imagefFe[l]j] H,. En la Figura 5, se muestran las
rmas de la imagen (a) de la Figura 4.
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10‘

E‘) l‘l £3 1‘5 _1‘7 1‘9 2‘1 2‘3 25
k (numero de anillo)

(a) Firma fg

'El I‘S é ‘7 é l‘l £3 1‘5 _1‘7 1‘9 2‘1 25 25
k (numero de anillo)

(b) Firma f,

Figura 5: Firmas correspondientes a la imagdnde la gura 4 a).

5 Plano de clasi caci n y nivel de con anza del
sistema de reconocimiento de patrones

El sistema de reconocimiento de patrones se tiene que entrenar con una base
de datos de imAgenes de referencia. En la Figura 6, se muestra una base
de datos formada por imAgenes digitales en escala de grises de fsiles de
diatomeas. Las diatomeas son una de las fuentes b/sicas para la formaci n de
materia orgZnica en el ocano y participan activamente en la sedimentaci n.
La presencia de diatomeas en paleoambientes marinos ha sido utilizada para

el estudio de cambios clim/ticos y de procesos geomorfol gicos [2].
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(b) (© (d) (e) (f)

@ () (i)

(s) (t) )

Figura 6: Base de datos de imAgenes de referencia: f siles de diatomeas. (a)
A: Actinocyclus ingens - Rattray (b) B: Azpeitia sp (c) C: Azpeitia noduli-
fera - (Schmidth) Fryxell et Sims (d) D: Actinocyclus ellipticus - Grunow in
van Heurck (e) E: Actinocyclus ellipticus var moronensis - (Deby ex Rattray)
Kolbe (f) F: Denticulopsis praedimorpha - Barron ex Akiba(g) G: Nitzchia
praereinholdii - Schrader (h) H: Bogorovia praepaleacea - (Schrader) Jouse
() I: Thalassiosira oestruppii var 1(j) J. Thalassiosira oestruppii var 2 (k)
K: Thalassiosira domifacta - (Hendey) Jousdl) L: Asteromphalus imbricatus
- Wallich. (m) M: Pseudotriceratium cinnamomeum - (Greville) Grunow(n)
N: Thalassiosira kozlovii - Makarova(o) O: Coscinodiscus radiatus - Ehren-
berg (p) P: Diploneis bombus - Cleve-Euler in Backman et Cleve-Eul€n)
Q: Stephanodiscus sp(r) R: Actinoptychus undulatus - (Bailey) Ralf (s) S:
Actinoptychus bipunctatus - Lohman(t) T: Actinoptychus splendens - (Shad-
bolt) Ralf ex Pritchard. (u) U: Nitzschia reinholdii - Kanaya emend Barron
& Baldauf.
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Para entrenar al sistema, cada imagen de la Figura 6 se rot un Angulo

k,conk=0;1;::;359y =1 ;porloque, paracadaimagen de referencia
se tienen 360 imZgenes. Por ejemplo, de la diatoess obtuvo el conjunto de
imAgenesAg; A1; Ay; i Asseg, donde laimager corresponde a la diatomea
A rotada k grados, conk = 0;1;:::; 359 De esta forma, la base de datos de
imAgenes de entrenamiento tiei&60elementos.

Posteriormente, se calculan las rmas de cada imagen de entrenamiento
mediante el procedimiento descrito en la seccin 3.2. Por ejemplo, para la
diatomeaA, se obtuvieron los dos conjuntos de rmas

fo.
fr¥jk =0;1;::;359 (26)

y f '

fAjk =0;1;:::;,359 : (27)
Para cada rmafék del conjunto (26) se calcul el escalar red?F’jk, denomi-
nado potencia de la rmaf2*, a partir de la ecuacin

fa(n) *
PAk - n=1 . 2
R N ’ ( 8)
dondeN es el tamaaeo de la rma, lo que dio lugar al conjunto
f 1
PR = P&¥jk=0;1;::;359 : (29)
An/Zlogamente, a partir del conjunto (27) se determin el conjunto
A f Ax: I
P*= Pk=0;1::359 : (30)

Entonces, a cada imageA, le corresponden dos ncemeros reale§* y P/,
k=0;1;::359
La media muestral de los conjunto®? y P/, est& dada por

) S h S
PF'i\k PlAk
— k=0 . — k=0 .
Xt = Tas0 0 X = Tae0 .
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y la desviaci n est/Endar de cada media por

(3 [3

X A 2 xs A 2
(Pg* XP;;) (P XP,A)

k= . _ k= .
pa = Onl . Onl : (32)

El teorema del | mite central a rma que, si de una poblaci n con una dis-
tribuci n cualquiera con media y desviaci n est/Endar se extraen muestras
aleatorias den observaciones, entonces, cuandoes su cientemente grande,
la distribuci n muestral de las medias muestraleX se distribuye de mane-
ra aproximadamente normal, con media y desviacin esteEndaEE = »—,
conocida como error est/Andar [12].

Para el ejemplo de la diatomea, de una muestra de 360 imAgenes se
calcularon los estimadore®s*, k = 0;1;:::;359 Por el teorema del | mite
central, al ser considerablemente grande la muestra, las potendri Benen
una distribuci n normal. AdemAsXps tiende a pr y EEpa = pa= 36Q
donde pa €S la media poblacional. An/EIogamente lo anterior se cumple para

las potenC|asP|Ak :

1.806% 10"
1.805

1.804-

A
I

1.803-
1.802- P
.801-

I

Xpi £ 2EE

1757 1.706 1.707 1.708 1.709 1.71 1.711 1.712 1.713 1.714

XPI? j: ZEEPI? S 1014

Figura 7: RectAEngulo de con anza d&b:4 % en color gris y el punto negro
indica la coordenada X ¥ XPlA).
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Como las potencias de las rmas obtenidas a partir de la imagéntienen
una distribuci n normal, se pueden generar intervalos de con anza. Siguiendo
la metodolog a de las gr4 cas de los diagramas de cajas, se construyeron los
intervalos de con anza del954 % para cada uno de los dos conjuntos de
las potencias de las rmas vy, a partir de ah, se construy el rect/Engulo de
con anza del 954 % gra cando los valoresX pa  2EEpa en el eje horizontal
y Xpa  2EEps en el eje vertical, que se muestra en color gris en la Figura
7. En la misma gr/ ca, la coordenada de las medias muestr&bésé;XPIA)
se indica en negro.

Siguiendo un procedimiento anZlogo para cada imagen digital en la base
de datos de imAgenes de referencia, se construyen los rect/ngulos de con anz:
para generar el plano de clasi caci n. En la Figura 8 se muestra el plano de
clasi caici n para las imAgenes en escala de grises de f siles de diatomeas de
la Figura 6.

Para que se observe con claridad que el sistema de reconocimiento de
patrones clasi ca e cientemente cada una de las imAgenes problema, se pre-
sentan dos ampli caciones en las Figura 9 y Figura 10, donde se observa que
ninguno de los rect&Engulos se traslapa. Logrando de esa manera el objetivo
de tener un cenico plano de clasicacin y as reducir el tiempo de ¢ mputo
al momento de indenti car a los objetos en las imAgenes digitales.
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Figura 8: Plano de clasi caci n de las imZgenes de la Figura 6.
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Figura 9: Ampli caci n de la Figura 8 correspondientes a los rectZEngulos de
con anza de diatomeasG, U, H y F.
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Figura 10: Ampli caci n de la Figura 8 correspondientes a los rect/Engulos de
con anza de diatomeass, P, D,I,N,R,M y S.

En el reconocimiento de patrones en imAgenes digitales, el tiempo de
¢ mputo es un factor determinante, debido a la gran cantidad de imAge-
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nes que se manejan. Solorza y ‘lvarez-Borrego [14], proponen las mAscaras
binarias de anillos conc@ntricos denominadas®Escaras Fourie(Mgr) y m/As-
caras Bessel(Bp), las cuales son generadas en un tiempo mayor al utilizado
para generar las m/scaras de Hilbétk y H,. En la tabla 1, se muestra la
comparaci n del tiempo promedio en que se geneksz, Mg Yy Bp, obtenido a
partir de una muestra de 50 elementos para cada caso. La mAquina utilizada
para este an/lisis es una: iMac con procesador 2.4 GHz Intel Core 2 Duo,
memoria 2 GB 667 MHz DDR2 SDRAM.

Tabla 1: Tiempo de ¢ mputo promedio.

MAEscara | Tiempo (segundos)
Hgr 0.0206242682705
Mg 0.5236733341570
Bp 0.1167171006915

6 Conclusiones

A partir de la teor a y del estudio de las aplicaciones de la transformada de
Hilbert se logr proponer un par de mAscaras binarias de anillos conc@ntricos
(mAscaras de Hilbertmediante las cuales se obtienen rmas unidimensiona-
les invariantes por translaci n y rotaci n para una imagen dada. Adem/As, a
partir de la potencia de las rmas obtenidas se pudo construir un cenico plano
de clasi caci n, a diferencia de los mceltiples planos de clasi caci n empleados
en los sistemas de reconocimiento de patrones por correlaci n.

Por otra parte, el tiempo promedio en que se generan las m/ZAscaras de
Hilbert es considerablemente menor al tiempo en que se generan las mAscaras
binarias de anillos Bessel y Fourier, reducidndose as considerablemente el
tiempo de ¢ mputo empleado por el sistema para clasi car imAgenes digitales.
De esto, la implementaci n de las mAscaras de Hilbert se puede catalogar
como parte del desarrollo de una nueva tdcnica mAs e ciente para obtener
la invarianza por rotaci n en un sistema de reconocimiento de patrones en
imAgenes digitales.

El sistema de reconocimiento de patrones implementado permite reconocer
y clasi car los distintos tipos de f siles de diatomeas de la base de datos con
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la que se trabaj. De la misma forma, es posible obtener resultados an/logos
para el reconocimiento de distintos objetos capturados en imAgenes digitales
a escala de grises, sin importar la posici n y la orientaci n de estos.
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Comprensi n del concepto de | mite de una
funcin en estudiantes de Actuar a, F sica y
Matem/Aticas

Amdrica Guadalupe Analco Panohaya
Lidia Aurora HernfEndez Rebollar
FCFM, BUAP

Resumen

El objetivo de este art culo es mostrar algunos aspectos de la comprensi n
del concepto de | mite de una funci n en una variable de un grupo de es-
tudiantes de la Facultad de Ciencias F sico Matem/Eticas de la BUAP. La
evaluaci n se fundament en la teor a APOE (Accin, Proceso, Objeto

y Esquema) ya que permite identi car las estructuras y los mecanismos
mentales relacionados con este concepto. Los aspectos que se evaluaron
est/n relacionados con la idea de aproximaci n in nita y con la m@tri-
ca. En las conclusiones se reportan las estructuras mentales que lograron
construir los participantes despu@ds de haber estudiado el tema del | mite
funcional en un curso regular de C/lculo Diferencial. Tambi@dn se com-
paran los resultados con los que se reportaron en la literatura que sirvi
como antecedente.

1 Introduccin

El c/&lculo diferencial es una materia que est/ presente en los programas de
diferentes carreras, como por ejemplo, ingenier as, computaci n, actuara y
fsica, y por supuesto, en la de matem/Aticas. Un rasgo caracter stico de esta
materia es el alto nivel de abstracci n, lo cual provoca serias di cultades en-

tre los estudiantes. En la actualidad existe una tendencia a la enseaeanza del
c/lculo basada en un enfoque algor tmico y algebraico [6], la cual podr a estar
provocando una comprensi n limitada de los conceptos. Sin embargo, en las
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carreras de ciencias exactas como matem/ticas, f sica y actuar a, donde tam-
bidn los ndices de reprobaci n son altos, se privilegia el razonamiento formal
mediante el formato de nicin, teorema, demostracin. En particular, en
este trabajo se decidi investigar sobre ciertos aspectos de la comprensi n del
concepto de | mite funcional que lograron un grupo de estudiantes de ciencias
exactas, despuds de que haber estudiado este tema en un curso de C/Zlculc
Diferencial. Para evaluar la comprensin se eligi una teor a constructivista
denominada APOE, nombrada as por las siglas de las estructuras mentales
Acci n, Proceso, Objeto y Esquema en las cuales descansan sus postulados.
En este trabajo se reporta ¢ mo los participantes construyeron el | mite
funcional (en una variable) en aspectos relacionados con las concepciones
dinfEmica y m@trica. En la primera concepcin, el | mite se entiende como el
noemero al que se aproximan los valores de la funci n cuando esta se evalcea
en elementos del dominio su cientemente cercanos a un cierto valor dado.
Mientras que en la segunda, el | mite de la funci n se concibe como el ncemero
que satisface la de nici n de Wiestrass, conocida tambi@n como @psilon-delta.
De acuerdo a la teora APOE, el estudiante debe construir la concepcin
dinEmica y utilizarla para construir la concepci n m@trica [3]. Sin embargo, la
experiencia de las autoras de este trabajo nos dice que, en los cursos formales,
la enseaeanza del | mite funcional parte de la de nici n @psilon-delta y no se
trabaja expl citamente con la idea de aproximaci n o concepci n dinfEmica.

2 MARCO TE RICO

La teor a APOE (Acci n, Proceso, Objeto y Esquema) tiene como objetivo
entender ¢ mo se aprenden los conceptos matem/ZEticos. Su origen est/E en el
trabajo de Jean Piaget y fue creada por Dubinsky en la ddcada de los 80; es
una teor a constructivista.

La teor a naci cuando Dubinsky re exion sobre la aplicaci n de la abs-
tracci n re exiva de Piaget en las matem/Eticas de la educaci n superior, pero,
qud es la abstracci n re exiva? La respuesta de Piaget consta de dos partes,
la primera parte implica re exi n en el sentido de conciencia y pensamiento
contemplativo sobre lo que Piaget llam contenido y operaciones sobre ese
contenido, y en el sentido de re exionar sobre el contenido y de realizar ope-
raciones de un nivel cognitivo inferior a uno superior (es decir, de procesos a
objetos). La segunda parte consiste en la reconstrucci n y reorganizaci n del

Matem/ticas y sus aplicaciones 15, Captulo 3, pZAginas 51-73



Comprensi n del concepto de | mite de una funci n en estudiantes de
Actuar a, F sica y Matem/Zticas 53

contenido y las operaciones. En esta etapa superior resulta que las operaciones
se pueden convertir en contenido al cual le pueden aplicar nuevas operaciones,
v@ase [1]. Esto condujo a Dubinsky a considerar que la abstraccin re exiva
es una herramienta s lida para describir el desarrollo mental de los conceptos
matem/Aticos avanzados.

Dubinsky interpreta que el desarrollo cognitivo empieza con acciones, que
son interiorizadas en procesos y luego se encapsulan en objetos a los que se
pueden aplicar nuevas acciones, todo ello forma un esquema; pareciera que
la propuesta progresiva en la teora es de la formfa! P! O! E. Sin
embargo, aunque se presente en esta forma lineal, el desarrollo no siempre
procede as, m/s bien, un individuo puede avanzar de una etapa a otra pero
luego retroceder para continuar con el desarrollo de sus estructuras.

Dubinsky considera cinco tipos de abstraccin re exiva 0 mecanismos
mentales (Interiorizaci n, coordinaci n, encapsulaci n-desencapsulaci n, in-
versi n y generalizaci n) que conducen a la construcci n de las estructuras
mentales (acciones, procesos, objetos y esquemas). La gura (1) ilustra la
relaci n entre las estructuras y los mecanismos. A continuaci n presentamos
una descripci n de los mecanismos mentales:

Esquema
interiorizacion
Acciones
Procesos
encapsulacion '
Objetos Coordinacién
o Inversion
Des-encapsulacion

Figura 1: Teor a APOE [1]

Interiorizacin:  Se puede considerar como la transferencia de una acti-
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vidad espec ca del mundo externo al mundo interno del individuo. En otras
palabras, ocurre cuando el individuo pasa de tener ayudas externas a tener
un control interno de la actividad.

Coordinacin: La coordinaci n consistente en tomar dos o0 mAs procesos
para construir un nuevo proceso. Este nuevo proceso puede ser encapsulado
como un objeto.

Encapsulacin: Este mecanismo entra en accin cuando el individuo
ve al proceso como una totalidad, percibe las transformaciones que pueden
actuar sobre esa totalidad y realmente puede construir tales transformaciones
(expl citamente o en su imaginaci n), entonces decimos que el individuo ha
encapsulado el proceso en un objeto cognitivo.

Desencapsulacin: Una vez que el individuo ha encapsulado un proceso
en un objeto, este puede ser desencapsulado para regresar al proceso que lo
gener , en otras palabras, reinvertir el mecanismo.

Inversin: Cuando el proceso existe internamente, el individuo es capaz
de pensarlo de forma inversa (en el sentido de deshacerlo), creando as un
nuevo proceso inverso al proceso inicial.

Generalizacin:  Se relaciona con la capacidad del individuo para aplicar
un determinado esquema en un contexto distinto, se caracteriza por deter-
minar los alcances de sus construcciones. En este mecanismo los esquemas
no cambian, pero los objetos pueden ser asimilados por un esquema en otro
contexto.

A continuaci n presentamos una descripci n espec ca de las estructuras
mentales:

Accin: Una accin es cualquier transformaci n f sica o0 mental para ob-
tener otros objetos. Puede ser una respuesta de un solo paso, como un re ejo
f sico, o el acto de recordar algoen hecho de memoria. Tambi@n puede ser res-
puesta a varios pasos, pero se caracteriza porque van seguidos unos de otros.

Un ejemplo de la concepci n acci n es resolver una ecuaci n imitando los
pasos de una ecuaci h que se resolvi previamente.

Proceso: Es la estructura mental en la cual se realiza la misma operaci n
que la accin slo que totalmente en la mente del individuo, permitiendo
que sea capaz de imaginar la realizacin de la trasformaci n sin tener que
realizar cada paso de manera expl cita. Puede realizar la transformaci n sin
la necesidad de llevar a cabo cada paso. Un proceso puede ser revertido o
puede ser coordinado con otros procesos.

Retomando el ejemplo anterior de acci n, una concepci n de proceso ser a
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resolver la ecuaci n sin imitar el m@gtodo para solucionar una ecuaci n similar.

Objeto: Cuando el individuo re exiona sobre las operaciones aplicadas a
un proceso como un todo y puede identi car las transformaciones, adem/Zs de
construirlas (acciones o procesos) diremos que el proceso ha sido encapsulado
en un objeto y que el individuo posee una concepci n objeto del concepto.

Un ejemplo de la concepci n objeto es cuando el individuo puede tomar
dos o mAs funciones y componerlas obteniendo as una nueva funci n.

Esquema: Un esquema se entiende como una colecci n coherente de las
estructuras de acci n, proceso, objeto y otros esquemas y las conexiones que
se establecen entre ellas. Adem/Es, se caracterizan por su dinamismo, es decir,
Su reconstrucci n continua debido a la actividad matem/AEtica del individuo en
situaciones espec cas.

Un ejemplo de la concepci n esquema de espacio vectorial puede incluir
n-tuplas y matrices como objetos y funciones como procesos. Todas estas
estructuras pueden ser relacionadas por el hecho de que comparten algunas
propiedades, como satisfacer un conjunto de Axiomas que de nen un espacio
vectorial.

La teor a APOE describe la construcci n de los conceptos matem/Aticos
del nivel superior mediante un modelo te rico denominado descomposici n
gendtica, la cual se basa en la experiencia del investigador sobre la enseseanza
del concepto y de la teor a, en los libros de texto y en estudios previos.

Descomposici n gendtica. Es un modelo hipotdtico que describe las
estructuras y los mecanismos mentales que los estudiantes necesitan construir
para aprender un concepto matem#Ztico espec co [1].

A continuaci n presentamos la descomposici n gendtica que utilizamos
para nuestra investigaci n:

El I mite como concepci n dinfEmica.

La concepcin dinfEmica de | mite de una funcin supone construir un
proceso en el dominio en el cual se aproxima aa, construir otro proceso en
el rango en el cuaf (x) se aproxima a L y utilizar la funci n para coordinarlos
[4].

El I mite como concepci n m@trica.

Hemos considerado como concepci n m@trica, en tdrminos de desigualda-
des, aquella que se deriva de la construcci n de un proceso en el dominio en
el cualx a en valor absoluto se aproxima a 0, construir otro proceso en el
rango en el cualff (x) L en valor absoluto se aproxima a 0 y coordinarlos

[4]
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Tabla 1: Descomposici n gen@tica del | mite [1]

Descomposici n gen@tica del concepto de | mite
R1 La Accin de evaluar la funcin f en un cenico puntx, considerado cercano, 0
igual al valor dea
R2 La Accin de evaluar la funcin f en unos puntos, cada punto sucesivo cercano
aa
R3 Construcci n de un esquema de un proceso coordinado:

a) Interiorizaci n de la acci n del pasoR2 para construir un proceso dominio er
el cualx se aproxima aa.

b) Construccin de un proceso rango en el cugl se aproxima aL

c) Coordinacinde a)y b)vaf.

R4 Encapsulaci n del proceso del paso (R3c) as que el | mite se convierte en|{un
objeto al cual las acciones se pueden aplicar.
R5 Reconstrucci n del proceso del paso (R3c) en tdrminos de intervalos y desigual-
dades. Esto es introduciendo estimadores numdricos de las aproximaciones cercanas:
O0<jx a< yO0<jf(x) Lj<
R6 Aplicaci n de un esquema de cuanti caci n de 2 niveles para conectar el proceso
descrito en R5, para la de nici n formal.

R7 Aplicaci n de una concepci n completa para situaciones espec cas

La investigaci n que se apoya en la teor a APOE tiene tres componentes:
el anZlisis terico, el diseaeo e implementaci n de enseaeanza y observaci n,
adem/Es de la veri cacin de datos. La gura (2) ilustra como se relacionan
las tres componentes del ciclo de investigaci n.

Analisis Tedrico
Coleccidn y andlisis de BN Disefio e implementacion
D E—
datos de instruccion

Figura 2: Ciclo de investigaci n adapatado de[1]

Una explicaci n detallada de ¢ mo funciona el ciclo de investigacin la
pueden consultar en [1].
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3 METODOLOG"A DE LA INVESTIGACI N

Este trabajo sigui el ciclo de investigaci n de la teor a APOE de la siguiente
manera: se aplic un cuestionario el cual se bas en la descomposici n gendtica
presentada por Cottrill, vdase [1], para recabar datos que ofrecieran evidencias
de las construcciones mentales y los mecanismos cognitivos que construyeron
los participantes despuds de haber estudiado el tema.

Los participantes en esta investigaci n fueron 56 estudiantes de la Fa-
cultad de Ciencias F sico Matem/ticas que cursaban la materia de C/lculo
Diferencial durante el semestre de primavera 2019, de las carreras de Actua-
r a, F sica Aplicada, F sica, Matem/ticas y Matem/ticas Aplicadas. Adem/s,
ten an una semana de haber visto el tema del concepto de | mite de una
funcin en un punto.

A estos estudiantes se les aplicaron 6 actividades extra das de la tesis de
Pons, v@ase [4]; las cuatro primeras actividades tienen la caracter stica de ha-
cer referencia a la concepci n dinfEmica mientras que las otras dos actividades
hacen referencia a la concepci n m@trica del concepto de | mite de una fun-
cin en un punto. Otra caracter stica de las actividades es que utilizan varias
funciones representadas en los registros num@rico, algebraico y gr4 co.

A continuaci n se presentan las actividades y las estructuras y mecanismos
mentales que se pretenden evaluar con ellas:
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Actividad 1
A partir de la siguiente tabla, responde:
X 29 |2.99 2.999 2.9999 3.0001 3.001 3.01 3.1

f(x)| 14.21] 14.9201 14.992001 14.99920001 15.0008001] 15.00800115.0801 15.81
a) A qud noemero se aproxine?

b) A qud ncemero se aproximfa(x)?

¢) Describe el comportamiento dé (x) con relaci n a la variable x.

d) Di, si es posible, cuZl es el I mite de la funci n en= 3? Justi que su respuesta

Tabla 2: Actividad 1

Esta actividad est/E presentada en el registro num@rico, su prop sito es
hacer evidente las estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a
los tres primeros pasos de la Descomposici n Gendtica. Es decir, lo que se
espera es que:

a) A partir de observar los valores de la tabla, los estudiantes construyan
un Proceso dominio en el cuat se aproxima a 3 (R3a).

b) A partir de las aproximaciones laterales, los estudiantes construyan un
Proceso rango en el cudl(x) se aproxima a 15 (R3b).

c) Que coordinen el Proceso dominio cuanto tiende a 3, con el Proceso
rango cuandof (x) tiende a 15 (R3c).

d) Que los estudiantes, a partir de la coordinacin de los dos Procesos,
mencionen que puede ser 15 el | mite de la funci n cuanaose acerca
a 3. Sin embargo, no es posible a rmarlo porque solo se muestra una
sucesi n de ncemeros. Lo que se espera es que ellos perciban el compor-
tamiento de aproximaci n tanto en el dominio como en el rango (R4).
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Actividad 2
X 2
Sif(x)=
T (x) X2 4
X 1.9 |1.99 |1.999 1.9999 2.0001 2.001 201 |21

f(x)
a) Completa la tabla

b) A qud ncemero se aproxime?

€) A qud ncemero se aproxinfa(x)?

d) Describe el comportamiento dé (x) con relaci n a la variable x.

e) Di, si es posible, cu/l es el | mite de la funci n en= 27? Justi que su respuesta

Tabla 3: Actividad 2

Esta actividad est/& presentada en el registro algebraico-num@rico, su pro-
p sito es observar las estructuras y mecanismos mentales correspondientes a
los tres primeros pasos de la Descomposici n Gendtica cuando los estudiantes
respondan los incisos correspondientes. Es decir, lo que se espera es que:

a) Calculen el valor de la funci n en modo algebraico, es decir, que realicen
la acci n de evaluar la funcin f en puntos cercanos & = 2 (R2).

b) Construyan un Proceso dominio, en el cuad se aproxima a2 (R3a).

c) Construyan un Proceso rango, es decir, que observen a qu@d nocemero se
aproximan los valores dé (x) tanto por la derecha como por la izquierda
y concluyan que se aproxima a 0.25 (R3b).

d) Relacionen ambas variables coordinando los dos Procesos rango y do-
minio (R3c).

e) A partir de la Coordinaci n entre los dos Procesos, rango y dominio,
mencionen que puede ser 0.25 el | mite de la funci n cuangicse acerca
a 2 pero no es posible a rmarlo porque solo se muestra una sucesi n de
ncemeros, sin embargo, se espera que ellos observen el comportamiento
de aproximaci n (R4).
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Actividad 3
A partir de la siguiente tabla, responde:
X 3.99 | 3.993 | 3.9999 3.99999 4.00001 4.0001 4.001 | 4.01
f(x)| 15.53015.5254 15.5015 | 15.50001 14.00003 | 14.0003 | 14.003| 14.03

a) A qud ncemero se aproxinme?

b) A qud ncemero se aproximfa(x)?

c) Describe el comportamiento dé (x) con relaci n a la variable x.

d) Di, si es posible, cuZl es el I mite de la funci n en=47? Justi que su respuesta

Tabla 4: Actividad 3

Esta actividad est/E presentada en el registro numdrico y su objetivo es
evaluar si los estudiantes:

a) Construyen un Proceso dominio, en el cual se aproxima a 4 (R3a).

b) Construyen un Proceso rango para valores dégx) tanto por la derecha
como por la izquierda y observan qué(x) se aproxima a dos valores
diferentes, es decir, por la izquierda se aproximal&:5y por la derecha
a 14 (R3b).

c) A patrtir de la tabla, son capaces de relacionar ambas variables coordi-
nando los Procesos rango y dominio (R3c).

d) A partir de la coordinaci n de los dos procesos dados en c¢), concluyan
que el | mite de la funci n no existe erx=4 (R4).
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Actividad 4
De la funcin f (x) que se muestra en la siguiente gura, contesta las preguntas:

/

¥

a) Elige un valor parax, y calcula el valor def (x), en ese punto.

b) Cuandox tome los valores3:9; 3:99; 3:999 A qu@d ncemero se aproxinigx) ?
¢) Cuandox tome los valores4:1; 4:01; 4:00%; A qud noemero se aproxinigx) ?
d) Describe el comportamiento dé (x) con relaci n a la variable x.

e) Di, si es posible, cu/l es el | mite de la funci n en= 47 Justi que su respuesta

Tabla 5: Actividad 4

Como en las actividades anteriores, esta tiene el prop sito de observar las
estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a los tres primeros
pasos de la Descomposici n Gendtica, con la diferencia de que, en esta activi-
dad, se solicita construirlas en el registro gr/ co. El objetivo de esta actividad
es evaluar si los estudiantes:

a) Logran determinar el valor de la funci n en el punto que elijan (R1).

b) Coordinan el Proceso dominio cuande tiende a4 por la izquierda, con
el Proceso rango cuandb(x) tiende a 15 (R3b).

c) Coordinan el Proceso dominio cuande tiende a4 por la derecha, con
el Proceso rango cuandb(x) tiende a10 (R3b).

d) Coordinan de manera conjunta los procesos construidos en los incisos b
y ¢ (R3c).

e) Logren ver que el | mite no existe, teniendo en cuenta que cuandtien-
de a4 los valores de la funci nf (x) se aproximan a diferentes noemeros
por la izquierda y por la derecha (R4).

Esta actividad est/& presentada en el registro num@rico, su prop sito es ob-
servar las estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a la con-
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Actividad 5
De la funcin f (x) que se muestra en la siguiente gura, contesta las preguntas:
X 0.499 0.4999 | 0.49999 | 0.499999 0.500001| 0.50001 | 0.5001 | 0.501
f(x) 1.497003 1.49970Q 1.499970| 1.499997 1.500003| 1.500030| 1.500300 1.50300
jo:5 xj | 0.00100 | 0.00010 | 0.00001 | 0.000001 0.000001| 0.00001 | 0.00010| 0.00100
jL5 0.00299 | 0.0003 | 0.00003 | 0.000003 0.000003| 0.00003 | 0.00030| 0.00300
f(x)i

a) Qud tan cerca deben estar los valores #e 0:5 para que la diferencigl:5 f (x)j,
sea menor queé:001?

b) Con la informaci n del apartado anterior, podr a indicar cuZl es el | mite die(x)
en el puntox = 0:5? Justi que su respuesta

Tabla 6: Actividad 5

cepci n m@trica del | mite, es decir, los pasos 5 y 6 de la Descomposici n
Gen@itica. El objetivo de esta actividad es evaluar si los estudiantes:

a) Realizan la acci n de determinar la distancia a la que debe de estar
de 0.5 para qugl5 f(x)] < 0:001leste es el paso (R5) de la descom-
posici n gendtica.

b) En esta pregunta se pretende que los estudiantes observen que las di-
ferencias en valor absoluto entr y 0.5 se aproximan a 0 y que las
diferencias en valor absoluto dé (x) y 1.5 tambi@n se aproximan a O,
entonces el | mite de la funcinf es 1.5 (R6).
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Actividad 6

De la funcin f (x) que se muestra en la siguiente gura, contesta las preguntas:
X f(x) j25  Xj i35 f(x)j
2.45 3.35000000 0.05 0.15
2.49 3.47000000 0.01 0.03
2.499 3.49700000 0.001 0.003
2.4999 3.49970000 0.0001 0.0003
2.49999 3.49997000 0.00001 0.00003
2.499999 3.49999700 0.000001 0.000003
2.500001 2.00000200 0.000001 1.499998
2.50001 2.00002000 0.00001 1.49998
2.5001 2.00020000 0.0001 1.4998
2.501 2.00200000 0.001 1.498
2.51 2.02000000 0.01 1.48
2.55 2.10000000 0.05 1.4
a) Qug tan cerca deben estar los valores ge 2:5 para que la diferencig3:5 f (x)j,
sea menor qué:001?
b) Con la informaci n del apartado anterior, podr a indicar cu/l es el | mite die(x)
en el puntox = 2:5? Justi que su respuesta

Tabla 7: Actividad 6

Esta actividad est/& presentada en el registro numdrico, su prop sito es
analizar las estructuras y los mecanismos mentales de la concepci n m@trica,
es decir, los pasos 5 y 6 de la Descomposici n Gen@tica. El objetivo de esta
actividad es observar si los estudiantes:

a) Realizan la accin de determinar la distancia a la que debe de estar
de 2.5 para qug3:5 f(x)] < 0:001leste es el paso (R5) de la descom-
posici n gen@tica.

b) Mani estan la no existencia del | mite, ya sea mediante la argumen-
tacin de aproximaciones laterales o mediante la coordinaci n de las
aproximaciones m@tricas en el dominio y rango de la funci n, es decir,
gue los estudiantes observen que cuando las diferencias en valor absolu-
to entre los valores dex y 2:5 se aproximan &0, las diferencias en valor
absoluto def (x) y 3:5 no se aproximan a cero, y por lo tanto, se puede
decir que la funci n no tiene I mite enx = 2:5 (R6).
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4 RESULTADOS

En este apartado presentaremos los resultados obtenidos, en donde destaca-
remos el porcentaje de los estudiantes que mostraron las estructuras y los
mecanismos mentales que se evaluaron en cada actividad y un ejemplo de
estas a trav@ds de las respuestas de alguno de los estudiantes participantes.

Representaci n numgdrica

Estructuras mentales Porcentaje Observaciones

de Estu-

diantes
Construcci n de un Proceso| 100 % Todos los estudiantes escribieron 3.
dominio (R3a) Podemos concluir que construyeron un

proceso dominio, ya que notaron qu
los valores dex se aproximaban a 3 tan-
to por la izquierda como por la derecha.

1)

Construcci n de un Proceso| 100 % Todos los estudiantes respondieron

rango (R3b). 15. Podemos concluir que construye-
ron un proceso rango.

Coordinaci n de ambos pro-| 66.06 % Algunos estudiantes respondieron esta

cesos (R3c) pregunta usando conceptos previos 0
creando una regla de correspondencig,

sin embargo, el 66.06% respondiergn
coordinando ambos procesos.

Concepcin Proceso en €| 71.24% La mayor a de los estudiantes justi ca-
cual se propone a 15 comp ron la existencia del | mite a travds de
el | mite, a travds de la coort la coordinaci n de los procesos en el do-
dinaci n de los procesos de minio y en el rango.

paso (R3c).

Tabla 8: Estructuras mentales actividad 1

Para ilustrar lo anterior, se analizan las respuestas del estudiante E8 a la
Actividad 1.

A partir de sus respuestas (ver gura 3) podemos observar que construy
los procesos dominio y rango, respectivamente. Aunque deja en blanco la
tercera pregunta este estudiante da evidencia de que haber coordinado ambos
procesos en la cuarta pregunta en la que, adem/s, propone al neemero 15 comc
el I mite de la funcin y lo hace a travids de las aproximaciones laterales.
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&A qué nimero se aproximan los valores de x? ¢. >
¢A qué numero se aproximan los valores de f(x)? o |
Describe el comportamiento de f(x) con relacion a la variable x.
Di, si es posible, ¢cual es el limite de la funcion en x = 37 Justifica tu respuesta.
Eea 15.(onds uss gproxiMomes G S opar loo Trguerdos (X)), 0O se
3\{;, axivnos A \D S \(\em”ffﬁ X Se GpreXiWhoes oD por lon deveche , £(x) 5¢ 0pY0x 1M O
Qi e 2 ?
Figura 3: Respuesta de E8
Representaci n algebraico-numdrica
Estructuras mentales Porcentaje | Observaciones
de Estu-
diantes
Acci n de evaluar la funcin | 100 % Todos los estudiantes completaron correctamente
f en pocos puntos cada veg la tabla, es decir, los estudiantes poseen la concep-
m/Es cercanosa (R2) cin Accin.
Construcci n de un Proceso| 100 % Todos contestaron quex se aproxima a 2, en
dominio (R3a) otras palabras, todos los estudiantes construyeran

el proceso dominio.

Construcci n de un Proceso| 98.21 % La mayor a de los estudiantes logr construir e
rango a un neemero determ proceso rango y observan quie(x) se aproxima a

paso (R3c) en tdrminos de intervalos y desiguald
des.

hacer el paso (R5) de la descomposici n gendtica,
que corresponde a la reconstrucci n del proceso del

nado (R3b) 0:25
Coordinaci n de ambos pro-| 64.28 % MZEs de la mitad de los estudiantes lograron coordi-
cesos (R3c) nar ambos procesos y el estudiante E48 ha logrado

a-

cual se propone a 0.25 cg sieron a 0.25 como el | mite, solamente el 39.28
mo el I mite, a travds de Ig lo hizo a partir de las aproximaciones laterales.

coordinaci n de los procesos
del paso (R3c).

Concepcin Proceso en el 39.28% Aunque m/s de la mitad de los estudiantes propu-

%

Tabla 9: Estructuras mentales actividad 2
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Como ejemplo, analicemos las respuestas del estudiante E27 a la Actividad
2. En la gura 4 podemos notar que construy los procesos dominio y rango,
respectivamente. Tambidn coordin ambos procesos, ya que menciona que
conformex se aproxima a 2f (x) tiende a 0:25. Sin embargo, su respuesta
al inciso e) deja ver que duda sobre la existencia del | mite porque la funcin
no est/ de nida en dos, por un lado menciona que no es posible saber si el
| mite existe y por otro lado escribe que el I mite es igual@25. Este alumno
evidencia la concepcin del limite como algo que no puede ser alcanzado,
percibe el proceso in nito potencial y la inde nici n de la funcin en dos le
di culta la concepci n del in nito actual.

a) Completa la tabla.

b) ¢A qué nimero.se aproximan los valores de x?

¢) ¢A qué nimero se aproximan los valores de f(x)? 0.2.% o

d) Describe el comportamiento de f(x) con relacion a la variable x.  (Loniov .

vaxiawele 3 ¢ A E . : se
X e 20X v P . 1 > ¢ 0.7

e) Di, sies posible, ¢cual es el limite de la funcion en x = 27 Justifica tu respuesta.

A [ v

Figura 4: Respuesta de E27
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Representaci n numdrica

Estructuras mentales Porcentaje Observaciones
de Estu-
diantes
Construcci n de un proceso|l 100 % Todos los estudiantes respondie-
dominio a un ncemero deter- ron que x se aproxima es a 4, es
minado (R3a) decir, los estudiantes construyer
ron un proceso dominio.
Construcci h de un proceso| 100 % Todos los estudiantes respondie-
rango a un neemero determi- ron quef (x) tiende a 155 por la
nado (R3b) izquierda y al4 por la derecha, es
decir, lograron construir un Pro-
ceso rango.
Coordinaci n de ambos pro-| 82.14 % La mayora de los estudiantes
cesos (R3c) mostr haber coordinado ambos

procesos de aproximacin, aunj
gue hubo algunos estudiantes qu
relacionaron las variables por alt
guna propiedad.

[¢)

Concepci n Proceso al men+ 83.92 % La mayora de los estudiantes
cionar que el | mite no exis- mencion que el | mite no exist a
te a travdds de la coordina- ya que las aproximaciones latera-
ci n de los procesos del paso les no coinciden.

(R3c).

Tabla 10: Estructuras mentales actividad 3

A continuaci n veremos las respuestas del estudiante E1 a la Actividad 3
como un ejemplo de lo que logr la mayor a. A partir de sus respuestas pode-
mos observar que construy los procesos dominio y rango, respectivamente.
El estudiante coordin ambos procesos, lo cual le permiti darse cuenta de
quef (x) se aproxima a dos ncemeros diferentes cuandee aproxima a 4 y
responder que el limite no existe.
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¢

¢A qué numero se aproximan los valores de x?
¢A qué nimero se aproximan los valores de f(x)? / .
Describe el comportamiento de f(x), con relacion a la variable x.

Di, si es posible, ¢ cudl es el limite de la funcidén en x = 4? Justifica tu respuesta.

Figura 5: Respuesta de E1

Registro gr& co

[

S

Estructuras mentales Porcentaje | Observaciones
de Estu-
diantes
Accin de evaluar la funcin | 100 % Todos los alumnos lograron determinar el valor de |
f en un cenico punto (R4) funci n en un punto, es decir, asociaron correctamer
te un valor en el dominio con su respectivo valor e
el rango.
Construcci n de un Proceso| 100 % Todos los estudiantes respondieron qdgx) se apro-
rango a un ncemero determi- xima a 10.
nado (R3b)
Construcci n de un Proceso| 100 % Todos los estudiantes respondieron qdgx) se apro-
rango a un ncemero determi- xima a 15.
nado (R3b)
Coordinaci n de ambos pro-| 35.71 % Aproximadamente la tercera parte de los estudiante
cesos (R3c) respondieron coordinando ambos procesos, los dem/4s
respondieron con alguna propiedad o encontrando al-
guna regla de correspondencia etc.
Concepci n Proceso al ment 87.5% La mayor a de los estudiantes mencion que el | mite

cionar que el | mite no exis-

te a travds de la coordinar

ci n de los procesos del pas
(R3c).

de la funci n no existe y lo justi caron a travdds de los
| mites laterales o de las aproximaciones laterales.

Tabla 11: Estructuras mentales actividad 4

A continuaci n veremos las respuestas del estudiante E14 a la Actividad 4. En

sus respuestas se observa que este estudiante hizo la acci n de evaluar la funci n en
los puntos dados (es importante mencionar que es una acci n en el registro gr/E co).
Construy los procesos dominio y rango, sin embargo, al momento de describir el

comportamiento de ambas variables no mencion las aproximaciones sino que utiliz

la gr/E ca e intervalos para determinar la regla de correspondencia de la funcin.

Finalmente, s da evidencia de tener la concepcin Proceso al mencionar que el
I mite no existe porque los | mites laterales no coinciden.
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a) Elige un valor para x, y calcula el valor de f(x), en ese punto

b) Cuando x tome los valores 3.9, 3.99, 3.999,... ¢{ A qué nimero se aproximan los valores
de f(x)? ‘

c) Cuando x tome los valores 4.1, 4.01, 4.001,... ;A qué nimero se aproximan los valores

de f(x)? b '

Describe el comportamiento de f(x), con relacion a la variable x

[}

e) Di, sies posible, ;cual es el limite de la funcion en x = 47 Justifica tu respuesta.

Figura 6: Respuesta de E14

Registro num@rico

Estructuras mentales Porcentaje Observaciones

de Estu-

diantes
Reconstrucci n del Procesg 44.64 % Casi la mitad de los estudiantes logra-
(R3c) en tdrminos de inter ron reconstruir el proceso (R3c) en tdr-
valos y desigualdades. (R5 minos de intervalos y desigualdades.
Concepcin Proceso en el No hay evi-| Los estudiantes propusieron a 1.5 como
cual se propone a 1.5 cag-dencia el | mite de la funcin y la mayor a jus-
mo el | mite a partir de la tic su respuesta en tdrminos de los | -
coordinaci n de las aproxi- mites laterales, es decir, lograron el pa-
maciones m@tricas en el do- so (R3c) de la descomposici n gendtica
minio y codominio de la fun- pero no dieron evidencia de haber cons-
cin (R5). truido la concepci n m@trica.

Tabla 12: Estructuras mentales actividad 5

A continuaci n veremos las respuestas del estudiante E48 a la Actividad 5.
En esta respuesta podemos observar que este estudiante logr reconstruir el
proceso (R3c) aunque no de manera explicita, sin embargo, no muestra haber
construido la concepci n m@trica ya que su respuesta la dio en tdrminos de
las aproximaciones laterales.
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a) ¢Qué tan cerca deben estar los valores de x a 0.5 para que la diferencia A
|1.5 = f(x)|, sea menor que 0.001? Debe fener “una diferencn meanr O
b) Con la informacién del apartado anterior, indica el limite de f(x) en el punto x = 0.5.
Justifica tu respuesta.  Seo  Lim fexd = 4.8 ya que e elyalor quese
4 i X-> 0.5 )
obtiene (uon?d se oproxicn oo oy, lote ioles

Figura 7: Respuesta de E48

Registro num@rico

Estructuras mentales Porcentaje Observaciones

de Estu-

diantes
Reconstrucci n del Procesg 12.5% Del 100 % de los estudiantes, solamen-
(R3c) en tdrminos de inter te el 12.5% logr reconstruir el procesd
valos y desigualdades. (R5 (R3c) en tdrminos de intervalos y de-

sigualdades, ya que la mayor a expres
su respuesta en t@rminos de la variable
X 0 solo mencionaron una aproximaci n
lateral.

Concepcin Proceso, en No hay evi-| Los alumnos no dieron evidencia de ha

donde se prueba que eldencia ber construido la concepci n m@trica

I mite no existe a partir ellos no mencionaron las distancias en-
de la coordinacin de las tre los tdrminos de las sucesiones (en el
aproximaciones m@tricas en dominio y el rango) y los ncemeros de
el dominio y codominio de interds, ellos respondieron en t@rminps
la funci n (R5). de las aproximaciones laterales .

Tabla 13: Estructuras mentales actividad 6

A continuaci n veremos las respuestas del estudiante E50 a la Actividad 6.
En sus respuestas podemos observar que realiz la reconstrucci n del proceso
(R3c) y not que solamente se cumpl a si se tomaban los valores xigor la
izquierda del valor de interds, el cual es 2.5. De manera an/loga a la actividad
anterior no hay evidencia de que haya construido la concepci n m@trica puesto
que respondi en tdrminos de las aproximaciones laterales pero sin usar las
distancias.
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a) ¢Qué tan cerca deben estar los valores de xa 2.5 para que Ia dlferenC|a

3.5 - £ (x)| sea menor que 0.001? Deber  crron T e Sl
(,‘)U/ e \*:LQ\J"Q’.‘LN;C&

b) Con la informacién del apartado anterior, |nd|ca eI ||m|te de f(x) en el punto
x = 2.5. Justifica tu respuesta. N ) . ¥ . )

Figura 8: Respuesta de E50

5 CONCLUSIONES

A partir del anZlisis de las respuestas a las actividades y la descomposici n
gendtica propuesta por Cottrill, logramos identi car que los estudiantes par-
ticipantes construyeron la concepcin Acci n del | mite de una funcin y los
Procesos dominio y rango. Los que participaron en la investigaci n [4], tam-
bidn construyeron la concepcin Accin y la de Proceso en el dominio, pero
tuvieron di cultades para construir el Proceso rango, en especial cuando los
valores def (x) se aproximaban a dos ncemeros diferentes.

Tambi@n reportamos que mAs de la mitad de los estudiantes encuestados
lograron coordinar los Procesos dominio y rango, lo cual di ere de los resul-
tados obtenidos en [3] y [4], ya que ellos reportaron que a sus estudiantes se
les di cult esta coordinaci n de Procesos.

En las actividades que tratan sobre la concepci n m@trica casi todos los
participantes respondieron en tdrminos de la variabtey no en tdrminos de la
distancia dex al punto de interds. Estos resultados coinciden con [4] y [3], ya
gue ambos mencionan las di cultades que tienen los estudiantes para realizar
la coordinaci n m@trica en t@drminos de desigualdades; son pocos los estudian-
tes que coordinan los procesos de aproximaci n utilizando desigualdades y el
valor absoluto.

La mayor a de los estudiantes construyeron un Proceso mental en el cual
proponen a un ncemero como el | mite o determinan que el | mite no existe, el
cual surge de la coordinaci n de los procesos del paso (R3c) de la descompo-
sici n gen@tica, pero no en tdrminos del paso (R5). Esto no permiti decidir
si estos estudiantes logran o no coordinar las aproximaciones en tdrminos de
distancia. Por lo tanto, sugerimos rediseaear la pregunta del inciso b de las
actividades 5 y 6.
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En esta investigaci n observamos tambi@n ¢ mo in uyeron las diferentes
representaciones semiticas de la funcin en la comprensin del concepto en
estudio y nos percatamos de que en este grupo, el registro gr4& co favoreci
la determinaci n de la no existencia del | mite cuando las aproximaciones en
el rango no coincid an; mientras que el registro num@drico les favoreci para
percibir el comportamiento de las variables. Esto puede deducirse de la forma
en que respondieron la pregunta ¢ mo es el comportamiento de la funcin
con respecto a la variablex? Cuando la funcin se present en el registro
numgrico ellos respondieron en tdrminos de las aproximaciones, pero cuando
se present en el registr gr& co los estudiantes seaealaban que la funcin era
continua o creciente y no mencionaban sobre su comportamiento al rededor
del punto de interds. En los estudiantes de la investigaci n [4], ocurri lo con-
trario, ellos respondieron mejor a esta pregunta en el registro gr/ co que en
el num@rico. Aunque las poblaciones que se han mencionado aqu se encon-
traban en niveles educativos diferentes al momento de los estudios, en todos
se report la di cultad de trabajar con las distancias y las desigualdades. Los
estudiantes de esta investigaci n se desempeaearon mejor en la coordinaci n
de los procesos dominio y rango, lo cual se podr a atribuir a una construcci n
mAEs elaborada del concepto de funci n que la que pose an los estudiantes del
trabajo [4], quienes se encontraban en el nivel medio superior.

Este trabajo aporta un acercamiento a las construcciones mentales que
logr un grupo de estudiantes despuds de estudiar el | mite de una funcin
real en un curso de C/Alculo Diferencial. Tambidn muestra algunos aspectos
de este concepto que se deben de considerar para su aprendizaje, como el
trabajo en los diferentes registros semi ticos.
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Resumen

Este trabajo presenta la elaboraci n de un recurso educativo abierto como
herramienta de agregaci n de valor y apoyo pedag gico para la enseaeanza
de la nocin de volumen, entendida desde diferentes signi cados funda-
mentados en la literatura especializada. Tales signi cados son capacidad,
volumen ocupado, volumen externo, volumen desplazado y volumen nu-
mdrico.

Para el desarrollo de este trabajo se siguen las directrices de la Investiga-
ci n Basada en el Diseaeo, espec camente en la propuesta metodol gica
llamada Proceso de negociaci n. Finalmente se presentan re exiones so-
bre el pilotaje de este recurso.

1 El volumen como concepto con meeltiples sig-
ni cados

El volumen es una magnitud propia del ser humano, en tanto que est/ presente
en los cuerpos con los que interactaea en el espacio tridimensional. Es por ello
gue la comprensi n del volumen constituye una manera de relacionarse con
el mundo, nalidad con la que se han ideado m@todos e instrumentos que
han explicitado sus cualidades y facilitado la interrelaci n con el entorno en
aras de la resoluci n de problemas y la creaci n de productos culturalmente
valiosos.
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Desde las primeras etapas del desarrollo humano, la ejecuci n de tareas
simples ha requerido de la incorporaci n de estrategias de estimacin y de
conservaci n del volumen de los cuerpos, mismas que aumentan en grado de
complejidad y se re exiona respecto de ellas en la educaci n formal. A pesar
de la gran presencia de la noci n de volumen en las actividades humanas, es
comeen que su aprendizaje y su enseaeanza impliquen di cultades para alumnos
y docentes [4, 5, 10].

En M@xico, la enseseanza del volumen se incluye en los planes y progra-
mas de estudio [31] como un contenido del campo de formaci n acad@mica
Pensamiento Matem/Etico. En este se pretende que a lo largo de la educaci n
b/Esica, los alumnos desarrollen formas de razonamiento que les permitan re-
solver problemas en diversos contextos, y, enfatizando en el caso del volumen,
puedan explorar las caracter sticas y las propiedades de los cuerpos geomd-
tricos, as como el conocimiento de algunos principios de ubicaci n espacial y
de medicin.

Si bien el volumen es un contenido que permea el curr culo de mane-
ra transversal a lo largo de todos los niveles educativos, se han reportado
ciertas di cultades en su tratamiento escolar, tanto en estudiantes como en
profesores, as como por la naturaleza misma del concepto. Los principales
retos emanan del desarrollo infantil, dado que en las primeras etapas el vo-
lumen como estructura mental presupone la consolidaci n de estructuras de
razonamiento superiores [25]. De igual manera, parte de estas di cultades
se relacionan con la estrecha relaci n que tiene el volumen con el concepto
de capacidad [16, 23], y la confusin entre el volumen con los conceptos de
capacidad, masa y peso, 0 su medici n.

En el caso de los docentes, sus prActicas no suelen incluir estrategias para
atender el reconocimiento del volumen en situaciones variadas, ya que gene-
ralmente est/n limitadas a su medici n a travds de representaciones planas,
lo cual ocasiona que el alumnado conciba el volumen directamente ligado a
una representaci n est/tica y plana de guras tridimensionales [4, 6]. De igual
forma, se tiende a expresar y resolver problemas que implican la concepcin
del volumen utilizando cenicamente el lenguaje algebraico, lo que resta impor-
tancia a las cualidades geom@tricas de los fen menos, de acuerdo con estudios
de Mart nez y Rivaya [20].

En cuanto a las di cultades asociadas a la naturaleza misma del concepto
volumen, se reconoce que est/Z ligado a elementos f sicos y matem/Zticos [30]
El volumen es una propiedad f sica de todos los cuerpos, los cuales poseen
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caracter sticas que pueden ser percibidas a travdds de los sentidos, como la
textura o la forma. As tambi@n, se puede acceder a la noci n de volumen a
trav@ds de la interacci n entre los cuerpos, por ejemplo al sumergir un cuerpo
en un | quido y corroborar que este celtimo se desplaza. A la par, es posible
medir la magnitud del volumen utilizando procedimientos matem/ticos, como
es el caso de la adici n o la multiplicaci n de unidades ccebicas, as como el
uso de frmulas, lo cual permite representar al volumen como una cantidad
numgrica

Pese a que el volumen de todos los cuerpos es susceptible de ser medido,
esto implica comprender que el espacio que ocupa cada cuerpo est/& delimi-
tado por super cies y por tanto depende de las caracter sticas de estas [4].
Por ejemplo, un globo in ado ocupa distinto espacio que el mismo globo des-
in ado, sin por ello alterar la composicin de la super cie pl&stica que lo
compone. As tambi@n, con un conjunto de bloques de madera se pueden for-
mar distintas agrupaciones para que estos ocupen menor 0 mayor super cie,
sin necesidad de modi car la cantidad de bloques usados. De esta manera, es
posible distinguir que existen s lidos con la misma super cie pero con volu-
men diferente, al tiempo que hay cuerpos con el mismo volumen y super cies
distintas.

Por otro lado, los conceptos de volumen y de capacidad suelen emplearse
como sin nimos, no obstante, la capacidad es una propiedad particular de los
objetos recipientes que indica el contenido que pueden alojar en su interior
y el cual es medible a travds de distintas unidades de medida, por ejemplo
en litros para el caso espec co de los | quidos. En relacin a lo anterior, la
capacidad tiene cualidades que dependen de aspectos no matem/Aticos, como
el tipo de sustancia de los objetos que llenan un recipiente, la posicin o el
grosor f sico del mismo, etc. De esta forma, puede considerarse a la capacidad
como un tipo de volumen que se alberga dentro de un cuerpo.

Las evidencias muestran que, dada la compleja naturaleza del concepto de
volumen, este posee diferentes signi cados asociados al espacio que ocupa un
cuerpo, al | quido desplazado por la inmersi n de un cuerpo, a la capacidad
interna de un cuerpo, entre otros.

Esta riqueza y diversidad de signi cados del volumen plantean un desaf o
para su tratamiento escolar, el cual ha sido reportado como di cultades pa-
ra estudiantes y profesores. De ah la importancia de desarrollar propuestas
didActicas que involucren una amplia variedad de signi cados del volumen,
que represente un aporte a la labor docente y que ayude a robustecer la
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comprensi n de este concepto por parte de los estudiantes.

2 Planteamiento

Al hablar de volumen, es necesario precisar que se considera al tdrmino cient -
co como un medio de organizaci n para los fen menos en los que puede estar
inmerso, de acuerdo con Puig [26]. Aunado a esto, Freudenthal [16] a rma
que los nieseos trabajan con objetos mentales sin necesidad de haber construi-
do los conceptos. De esta manera, y dado que este trabajo hace referencia
a la interiorizaci n de ese concepto desde la perspectiva de los individuos,
se ha optado por referirse al volumen como un objeto mental o de manera
indistinta, como una concepcin, que es resultado de la apropiaci n de un
concepto.

Como respuesta al fen meno del tratamiento escolar del volumen, se pro-
pone la revaloraci n de este concepto geom@trico, a travds del diseseo de un
recurso educativo que integre tareas relativas a diversos signi cados del vo-
lumen, de tal forma que los estudiantes puedan participar de ellas y ampliar
Su experiencia y entendimiento de este concepto en situaciones matem/tticas.

Dados los diferentes signi cados asociados al volumen y al objetivo de
diseaear un recurso educativo que los aborde, es necesario poner atencin en
la diversidad de ambientes y materiales representados en tales signi cados.
De ah que la idea de los Ecosistemas Educativos H bridos [27] sea id nea
para abordar de forma integral al volumen y sus signi cados, para reconocer
los diferentes espacios que componen los ecosistemas educativos, tales como
los espacios f sicos o digitales.

Para llevar a cabo de manera concreta la propuesta de Rubio-Pizzorno [27]
respecto a los Ecosistemas Educativos H bridos, se utilizan las Herramienta de
Autor de GeoGebra [28] (Actividades, Libros y Grupos GeoGebra), las cuales
corresponden a ambientes digitales para crear y gestionar recursos educativos
que soportan diferentes formatos (imagen, video, texto, pZAginas web, applet
GeoGebra y preguntas de respuesta abierta y opci n meeltiple). Esto permite
articular diferentes soportes soportes materiales (ya sean fsicos o digitales)
en el diseaeo del recurso educativo.

Cabe destacar que todos los recursos educativos creados con las herra-
mientas de GeoGebra son de tipo abierto, es decir, se caracterizan por ser
recursos educativos abiertos (REA). Este tipo de recursos son pieza funda-
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mental del desarrollo de la las perspectivas de educaci n abierta, donde los
REA espec camente corresponde a un material didZctico publicado con una
licencia que facilita su reutilizaci n, distribuci n y adaptaci n, por parte de
estudiantes, profesores e investigadores, sin tener que solicitar autorizaci n
previa al titular de los derechos de autor [3, p. 5].

De esta manera, en el presente cap tulo se reporta el diseaeo de un REA,
cuya elaboraci n se realiz con las Herramientas de Autor de GeoGebra. Por
tanto, este REA es accesible y se pone a disposici n de toda la comunidad
educativa, con miras a enriquecer las opciones did4cticas, al tiempo que es
libre de ser modi cado por los usuarios que lo requieran para Sus propios
nes.

3 Fundamentaci n te rica

En esta secci n se dan a conocer los referentes que sirvieron para caracterizar
la concepci n de volumen, desde diferentes puntos de vista, tales como el de la
psicolog a gen@tica, la f sica, las matemAticas y la educaci n. Con base en estos
referentes se rescatan posteriormente los cinco signi cados que orientaron la
elaboraci n del REA, los mismos que se utilizaron como principios de diseaeo.

3.1 Signi cado de volumen en la Psicolog a gen@tica

Desde el punto de vista del desarrollo psicogen@tico, destacamos dos obras en
las cuales se reporta el estudio de la consecuci n del conocimiento espacial en
los individuos: La representaci n del espacio en el niee[23] y La geometr a
espontfEnea en el niagd5]. En la primera se estudian las relaciones topo-
| gicas, proyectivas y euclidianas que establecen las personas a lo largo de
su desarrollo, para generar una concepci n del espacio. La segunda obra se
dedica al estudio de la geometr a euclidiana, desde el enfoque de la primera
obra y centr/Endose en ¢ mo surge en los nigeos, la conservaci n y la medici n
de longitud, super cie y volumen. En el presente trabajo, consideramos estas
obras y en especial los experimentos que se plantean en ellas, con la nalidad
de identi car signi cados del volumen y rescatar actividades cetiles para la
construcci n del recurso educativo.

Piaget e Inhelder destacan a la conservacin como la capacidad de los
individuos de comprender que una determinada sustancia u objeto no cam-
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bia en cantidad, aunque su posici n o forma var en. De acuerdo con esto, se
plantean estadios de desarrollo que corresponden al nivel de conservaci n que
poseen los niseos con respecto a diversas magnitudes. En el caso del desarrollo
espacial, se identi ca que existe relaci n entre la conservaci n de masa, peso
y volumen, debido a que la concepcin de estas tres magnitudes, implica la
movilizaci n de los mismos razonamientos pero con diferente grado de di -
cultad. De esta manera, se concluye que los niaeos desarrollan la conservaci n
de masa alrededor de los 7 u 8 aseos, la conservaci n del peso, entre los 9 y
los 10 aaeos, y la conservaci n del volumen, entre los 11 a los 12 aseos [24].
La conservaci n de volumen en las estructuras cognitivas del individuo

implica la previa conservacin de masa y peso, al tiempo que involucra la
inclusi n de conceptos f sicos y de razonamiento matem/tico, al a rmar que:

La conservaci n de volumen supone la hip tesis de una es-
tructura at mica o granular en la que los cambios de forma o la
fragmentaci n de un bloque de materia no alteran en absoluto esa
estructura y deja, as, invariante la concentracin o la densidad
propia de la materia considerada. La conservaci n de volumen im-
plica, no solamente la de materia, sino tambi@n el esquema de la
concentraci n constante de una materia dada [...] la conservacin
de volumen necesita la homogeneidad de las partes de un mismo
todo [24, p.187].

En aras de propiciar la conservaci n de volumen en los nieeos, Piaget, In-
helder y Szeminska [25] proponen apoyar los procesos de desarrollo cognitivo,
a travds de situaciones donde los niseos sean testigos de las invariantes de
volumen, mediante los cambios de forma del objeto. Por ejemplo, los autores
sugieren un ejercicio donde se tome cierta cantidad de arcilla -formando un
cuerpo de arcilla-, para luego transformar su forma de un cuerpo uniforme a
una forma m/Zs alargada, de tal manera que los alumnos puedan ver y analizar
gue aungue un cuerpo puede cambiar de forma, se conserva su cantidad de
masa Estos ejercicios tambi@n han sido empleados como pruebas diagn sticas
del estadio de desarrollo en que se encuentran los estudiantes [25].

3.2 Signi cado de volumen en la F sica y las Matem/Zticas

Estudios de Bovet, Dohamahidy-Dami y Sinclair [2] han demostrado que para
la conservaci n de volumen, los individuos enfrentan di cultades relacionadas
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con las propiedades f sicas de los objetos y sus variaciones, por lo cual los pro-
cedimientos de Piaget et al., representan un obst/Eculo para los niseos, quienes
al centrar su atenci n en los fen menos f sicos, confunden sus razonamientos
con respecto a la cantidad de materia. Por ejemplo, en un experimento plan-
teado por Piaget e Inhelder [23], se muestran a los nieeos dos frascos iguales y
se vierte en ellos la misma cantidad de agua, colocando una liga en cada frasco
a la altura del nivel del agua, posteriormente muestran dos pelotas de arcilla
de igual tamaaeo y se introduce una de ellas a uno de los frascos, lo que des-
plaza al | quido. Finalmente se pregunta al niaeo si los niveles de agua subir an
en la misma medida al introducir los dos objetos de arcilla, pregunta que se
repite despu@ds de moldear la segunda pelota de arcilla en forma alargada o
aplanada. Por su parte, Bovet, Dohamahidy-Dami y Sinclair [2], realizaron
el mismo experimento, pero con jab n en polvo en vez de agua, concluyendo
que, al no mezclar elementos de distintos estados de agregaci n de la materia,
los niseos comprenden mejor el fen meno y por ello sus respuestas eran mAs
cercanas a la conservaci n del volumen.

Para la presente investigaci n se rescata la distinci n que hace Bovet et al.
de las cualidades f sicas y matem/Eticas del volumen a partir de las concepcio-
nes de los niaeos. No obstante, con base en las ideas precedentes, se reconoc
que el manejo de distintos estados de la materia, as como la experimenta-
ciny el an/lisis de fen menos f sicos, generan oportunidades de aprendizaje.
Por tanto, en la enseaeanza se puede favorecer la identi caci n de distintas
situaciones en las que est/ inmerso el concepto de volumen para abordar sus
diversos signi cados.

3.3 Signi cado de volumen en la Educaci n

En el campo de la Educaci n tambi@dn se han reportado una diversidad de
signi cados del volumen. S/iz [29] enfatiza la importancia de relacionar el vo-
lumen con los conceptos de capacidad, peso y el Zrea de un cuerpo, a partir del
an/Elisis de las concepciones que tienen los docentes del volumen. Con base er
esto, tambi@n reconoce cinco signi cados asociados a esta magnitud, que son:
volumen interno, volumen ocupado, ncemero, volumen encerrado y volumen
desplazado. Esto para priorizar su integraci n en la resoluci n de problemas,
previniendo la posibilidad de caer en el reduccionismo de cenicamente aplicar
f rmulas para calcular el volumen de cuerpos.

Con base en los referentes recidn expuestos se han identi cado diversos
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signi cados de volumen asociados a diferentes caracter sticas de este concepto
y los cuerpos. En primer lugar, se puede distinguir la capacidad como un tipo
de volumen que poseen los cuerpos que son recipientes, el cual es referido en
los planes y programas [31] como una forma de abordar el volumen en los
primeros grados escolares y es citado por SA&iz, quien hace distinci n de este
mismo con respecto al que ella denomina volumen encerrado. Aunado a ello,
hemos propuesto en la elaboraci n de este recurso, el reconocer un volumen
externo, para de nir aquella super cie que encierra o delimita al contenido

de un recipiente.

De igual forma est/Z el volumen ocupado, citado por Castelnuovo [4] y SAiz
[29], quienes lo de nen como la extensi n que abarca un cuerpo en el espacio,
este signi cado del volumen tambi@n es empleado por Piaget et al. [23, 25] al
realizar las pruebas anteriormente citadas, de las cuales tambi@n se rescata el
volumen desplazado, como aquel que implica la relaci n entre un s lido que
al ser sumergido eleva el nivel de un | quido.

Y nalmente el volumen num@rico, de nido por SAiz [29] como nocemero y
gue en esta investigaci n rescatamos dada su importancia en la medicin y
representaci n a travdds de expresiones matem/ticas, as como su presencia en
los contenidos de educaci n b/Asica.

3.4 Principios de diseaeo

A la luz de los referentes expuestos se rescatan los siguientes signi cados de
volumen, los cuales se presentan como principios de diseaeo para la elaboraci n
del recurso educativo:

1. El volumen como capacidad o volumen interno de los cuerpos.
2. El volumen ocupado o lugar que abarca un cuerpo en el espacio.

3. El volumen externo o materia que conforma la cubierta de los cuerpos
[30].

4. El volumen desplazado o la cantidad de | quido desplazada al sumergir
un objeto en dI [24].

5. El volumen como cantidad num@rica, es decir, el volumen como una
magnitud que se puede estimar y medir a travids de unidades ccebicas
[24, 30].

Matem/ticas y sus aplicaciones 15, Cap tulo 4, pAginas 75-100



Recurso educativo abierto para la construcci n de diferentes signi cados
asociados al volumen de cuerpos geom@tricos 83

Capacidad Volumen ocupado Volumen desplazado Volumen coma cantidad
numérica
) ) O ) )
7 7 h4 A 7

Tipe de volumen Material que conforma Extension que ocupa Cantidad de liquido Volumen visto como
interno de los la cubierta o superficie un cuerpo en el que se desplaza al magnitud, que se puede
CUerpos que son de los cuerpos que son espacio ser sumergido un estimar y medir a través

recipientes cuerpo en &l de unidades

Figura 1: Signi cados de volumen.

Estos cinco signi cados, que se muestran en la Figura 1, sirvieron como
base para estructurar el REA en distintas secciones y, al mismo tiempo, guia-
ron la selecci n de actividades. El orden en el que se abordan los signi cados
en el REA se determin de acuerdo a la complejidad que representa para el
desarrollo cognoscitivo segcen Piaget, Inhelder y Szeminska [23]. Ellos identi-
caron a la concepcin de volumen como un proceso que va de lo concreto
a lo formal, cuyo tratamiento es conveniente manipular y experimentar con
objetos tangibles en los primeros estadios del desarrollo, para posteriormente
lograr su medici n y representaci n num@rica.

4 Metodolog a

El recurso educativo que se reporta en este cap tulo, se elabor siguiendo las
directrices metodol gicas de lanvestigaci n Basada en el Diseae@BD), la

cual busca crear nuevas posibilidades de enseseanza y aprendizaje, y estudiar
Su impacto en maestros, niaeos y otros usuarios nales [33, p. 148]. Todo esto
a travds de la elaboraci n, implementaci n y anZlisis de un recurso educativo.

De estas fases, en el presente escrito se reporta espec camente la fase de
diseaeo del REA, para la cual se sigui la propuesta metodol gica llamada
Proceso de negociaci n[27], en el cual se busca establecer consensos entre
diferentes aspectos de inter@ds para la elaboraci n del recurso educativo. Estos
son, (1) los resultados de investigaci n disciplinares, (2) los saberes docentes
expresados como la experiencia de los profesores que se desarrolla durante
el ejercicio de su profesin, y (3) la atencin a los ecosistemas educativos
h bridos.
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4.1 Investigaci n Basada en el Diseaeo

En el campo de la investigaci n basada en el diseeeo, varios autores reconocen
fases dinfEmicas en los procesos implicados, siendo las mAs representativas: |
de nici n del problema, diseaeo, desarrollo, implementaci n y evaluaci n. En

su investigaci n, Reeves [citado en 9] concreta el proceso de investigaci n en
ciclos continuos de an/lisis de la situaci n y de nicin del problema, desa-
rrollo de soluciones acordes a una fundamentaci n te rica, implementaci n

del diseaeo, validaci n, producci n de documentaci n y principios del diseaeo.
Cabe destacar que la iteraci n de estas fases busca mejorar continuamente el
desarrollo te rico y la intervenci n.

Al mismo tiempo, Easterday, Lewis y Gerber [12] proponen un modelo
en seis fases: focalizar, comprender, de nir, concebir, construir y probar. Por
su parte, Garello, Rinaudo y Donolo [18], seaealan la existencia de tres fases
centrales: la preparaci n del diseaeo, la implementacin y el an/lisis retros-
pectivo, para cada una de las cuales incluyen procedimientos metodol gicos
particulares. Es de considerar al diseaeo del recurso como fase medular, ya que
a partir de ella se articulan las dem/Es, lo cual permiten un rediseaeo constante
del producto de investigaci n. Por tanto, el diseseo del recurso es reconocido
de manera transversal por las propuestas de IBD que plasman el proceso en
fases.

De acuerdo con lo anterior, en este cap tulo se presenta la fase de dise-
20 de un recurso educativo para abordar diferentes signi cados del volumen,
enmarcada en la corriente metodol gica de la IBD, y, espec camente, en
la propuesta metodol gica delProceso de negociaci n[27], la cual presenta
como uno de sus principales y originales contribuciones a la IBS, la consti-
tuci n de un grupo de trabajo colaborativo con la participaci n de personas
que desempeaean diferentes roles, como profesorado, investigadores y repre-
sentantes de la cultura digital [27, p. 141]. Esto con la intenci n de construir
relaciones heter/rquicas entre las personas involucradas en el trabajo colabo-
rativo, es decir, que las acciones se orienten a propiciar relaciones horizontales
y multidireccionales entre todos los participantes.

4.2 Proceso de negociacin

Paulo Freire [15], plante la horizontalidad en las relaciones humanas me-
diante la educaci n, al ser esta la principal fuente de toma de conciencia para

Matem/ticas y sus aplicaciones 15, Cap tulo 4, pAginas 75-100



Recurso educativo abierto para la construcci n de diferentes signi cados
asociados al volumen de cuerpos geom@tricos 85

gue los grupos sometidos salieran de la opresi n. Freire concibe la educacin
como un espacio de di/&logo horizontal que permita contrarrestar las acciones
antidial gicas de las dlites. A la par, Emmanuel L@vinas [19] hace mencin
desde la @tica, de la alteridad, como una capacidad de re exi n que permite
ser consciente debtro como parte de cada individuo, que nos lleva a com-
prender y valorar al mundo para tomar decisiones. Sirva esta re exin para
generar una idea de la responsabilidad que conllev el actuar de los docen-
tes e investigadores al ser part cipes de una grupo, en donde sin importar la
naturaleza de las aportaciones o el emisor de las observaciones, estas eran so-
pesadas atendiendo al valor que tuvieron en s mismas y no a implantaciones
propias de las guras de poder.

La toma de decisiones realizadas en la elaboraci n del REA de esta inves-
tigaci n, tuvo la peculiaridad de desarrollarse en un entorno colaborativo de
docentes de distintos niveles educativos y Areas del conocimiento (matem/AEti-
cas, fsica y qui mica). En este tenor es importante caracterizar la participa-
ci n directa de miembros de la comunidad GeoGebra, software que conforma
un entorno de propuestas a travds de las herramientas que oferta para la
elaboraci n de applets, los grupos, hojas dinf£Emicas, ambiente de matem/A&ti-
cas dinfEmicas, libros GeoGebra, recursos disponibles de forma gratuita para
usuarios diversos, principalmente docentes y estudiantes; a la par de tener
acceso al foro en donde participan personas interesadas en la enseseanza y
aprendizaje de las ciencias a nivel internacional. En el entorno de GeoGebra
se desarrollaron las principales discusiones que llevaron a integrar pr&cticas
digitales a la tarea docente, en aras de la resoluci n de problemas ligados al
diseaeo de nuestro REA.

El proceso de negociaci n adoptado para la elaboraci n del REA incor-
pora el di/&Elogo entre los saberes docentes, la confrontaci n y resigni cacin
del conocimiento matem/ttico; y la exibilidad interpretativa de la tecnolog a
digital [27]. As, se constituye el proceso de negociaci n utilizado, partiendo
de tres polos:

Experiencia docente : en este polo se reconoce el conocimiento de los
docentes a prop sito de dar clase da a d a, y desarrollar este queha-
cer docente durante aseos. Esto es una fuente muy importante para la
elaboraci n del recurso educativo, ya que es la que est/E mAs conectada
con la realidad educativa, tanto de los estudiantes, como del profesor y

la relaci n entre ellos.
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Resultados de investigaci n en educaci n matem/Etica . con este
polo se reconoce la importancia de la educaci n matem/tica como dis-
ciplina cient ca, la cual tiene resultados validados por la comunidad
internacional de investigadores. Espec camente en el presente trabajo,
este polo est/E representado por los resultados presentados en la seccin
3. Fundamentaci n te rica.

Atenci n al ambiente del diseseo : este polo est/& directamente rela-
cionado con el reconocimiento de los ecosistemas educativos h bridos,
donde se puede aprovechar el potencial de los materiales f sicos (o con-
cretos) y digitales, as como su articulaci n. Cabe destacar que el recur-
so educativo fue elaborado con las herramientas que dispone GeoGebra,
puesto que permiten la articulaci n de materiales f sicos y digitales.

4.3 Etapas de la elaboraci n del recurso

El presente trabajo de investigaci n se articul con base en la estructura del
Seminario de Integraci n Digital a la PrAEctica del Docente de Matem/Atjcas
diseaeado e implementado por por Rubio-Pizzorno [27], el cual consta de cinco
etapas: de introducci n, de apresto, de confrontaci n, de diseseo y de retro-
alimentaci n colaborativa. Estas etapas son retomadas para la elaboracin

del REA sobre volumen, introduciendo algunas adaptaciones, para atender al
car/Ecter abierto del recurso educativo a diseaear y a las Areas de los docen
tes involucrados en el diseaeo del recurso (matem/ticas, f sica y qu mica). En
consecuencia, las etapas son las siguientes:

1. Introduccin

2. Apropiaci n Tdcnica

3. Aspectos didActicos disciplinares

4. Elaboraci n del Recurso Educativo Abierto

5. Retroalimentaci n colaborativa

4.3.1 Introducci n

Durante esta etapa, se tomaron acuerdos pertinentes que convinieran a todos
los docentes involucrados para participar en el diplomado. Se comparti el
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objetivo a alcanzar, las tareas esperadas y se brind un marco hist rico que
propici la re exin respecto de las tecnolog as digitales y su impacto en la
educaci n actual.

4.3.2 Apropiaci n tdcnica

Con la nalidad de compartir el grado de dominio bZsico de las tecnolog as
a utilizar a lo largo del trabajo de investigaci n, se rescat la importancia
de explorar los instrumentos tecnol gicos, atendiendo a los intereses y nece-
sidades personales y compartiendo en colectivo las experiencias, estrategias
y materiales desde una etapa temprana, de manera exible y respetando los
distintos ritmos de aprendizaje de los participantes. Cabe mencionar, que al
inicio de esta etapa se constituy el equipo de trabajo que elabor el REA
sobre el volumen, lo que propici el intercambio de intereses de investigaci n
y el primer esbozo del tema de estudio.

De igual forma, en esta etapa se introdujo la Trayectoria Hipotdtica de
Aprendizaje (THA), la cual fue utilizada para realizar la planeaci n del REA,
gue guiara su elaboraci n. La THA surge en como parte del modelo c clico de
enseaeanza de las matem/Zticas implementado por Simon [32], cuya nalidad
fue abordar la enseaeanza y el aprendizaje de las matem/ticas desde la pers-
pectiva constructivista centrada en el alumno, delineando una trayectoria de
aprendizaje a travds de establecer el objetivo, las tareas y el proceso hipotd-
tico de aprendizaje. Este celtimo elemento representa el aporte original de la
THA, la cual corresponde a una descripci n hipot@tica de las reacciones de los
alumnos ante las tareas planeadas por el docente. La THA como instrumento
medular, resalta la importancia que tiene el estudiante en el diseaeo de este
REA, siendo el eje rector de las actividades.

En la planeaci n del REA siguiendo la estructura de la THA, se plasmaron
actividades que permitieran delinear el signi cado de los objetos volumen me-
dibles, caracterizar cada uno de los signi cados y constatar en una evaluaci n
la integraci n de los mismos en un concepto ampliado y robusto de volumen.
Dichas actividades son acordes a los aprendizajes esperados por los planes y
programas de primaria y secundaria, y tambidn complementan el tratamiento
conceptual de la nocin de volumen al incorporar situaciones que permiten
la re exi n de los contextos en los que se sitcea o problematiza el volumen de
cuerpos geom@tricos.
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Asignatura: Ciencias, Matematicas

Contenido curricular: Volumen

Objetivo del REA: Que los alumnos reconozcan los significados de: volumen interno, volumen ocupade, volumen desplazado y volumen como cantidad
numérica; e integren dichos significados para construir el concepto de volumen, a partir de la relacién con otros conceptos, mediante estrategias que
implementen el uso de materiales concretos, tales como: recipientes, pipeta graduada, taza medidora, liquidos, semillas, construcciones tridimensionales,
rompecabezas etc. y recursos digitales libres.

Tareas Proceso Hipotético
Actividades Reaccién de los alumnos

4. Distinguir las cualidades de los | 4A.Integrar cuatro equipos, que reciban recipientes de | 4A. Los estudiantes manifestardn que los recipientes

objetos con volumen, como: altura, | distinta forma, de: 125 ml. 250 mil, 500 ml y 1 |, | mas altos tienen mayor capacidad que los mas bajos
capacidad, forma. respectivamente. Comentar si todos tienen la misma | Registrara  sus  hipdtesis argumentando  sus
capacidad y registrar en una tabla sus estimaciones respuestas.

Tiempo:50 min- 4B. Con una taza medidora comprueben la capacidad de | 4B. Elegiran las mas precisas (liquidos, semillas

i los recipientes, usando distintos materiales, como: agua, | pequefias, harina, sal, azlcar) porque dejan menor
Materiales:  semillas,  canicas, - . -
aceite, vinagre, amroz, lentejas, frjoles, alpiste, aserrin, | espacio entre ellas

liquidos, botellas, cuerpos . 5
geométricos  huecos y  taza haring, azlcar, saly canicas. 4AC. Contrastara el resultado de su medicion con sus

medidora. 4AC. Comprobar el volumen de 1as botellas utilizando agua H\DOIES\S iniciales.

4D. Medir la capacidad de cuerpos geométricos huecos | 4D. Organizados en equipos, elijan una unidad de
utilizando unidades de medida arbitrarias. medida para cuantificar la capacidad de los cuerpos

. N leométricos y registren sus mediciones.
4E. Establecer relaciones entre las capacidades de todos | & yreg

4E. Estableceran equivalencias entre las medidas de

Figura 2: Ejemplo de THA utilizada en la elaboraci n del recurso.

4.3.3 Aspectos didZctico-disciplinares

Durante esta etapa se desarroll la revisi n de literatura especializada sobre el
concepto de volumen, as como la socializaci n con todo el grupo de los aportes
tomados de las investigaciones estudiada, para recibir retroalimentaci n de
los colegas, con base en su experiencia docente. Esta dinfEmica contribuy a
delimitar el tema de investigaci n y el objetivo del REA, as como a per lar

los signi cados asociados al volumen que nalmente se abordar an en el REA.

Cabe destacar que todas las fuentes de conocimiento involucradas en este
proceso fueron se consideraron con igual importancia, ya fueren aquellas que
proven an de la investigaci n, como las derivadas de la experiencia docen-
te, de tal forma, que el marco de referencia contextual considerado para la
elaboraci n del recurso fueran variados y cercanos a la realidad.

Las tareas que se diseaearon, fueron plasmadas en una THA, cuyo ejem-
plo se presenta en la Figura 2, considerando como bloques articuladores de
contenido a los cinco signi cados del volumen, a partir de los cuales se or-
ganizaron subtemas que se contemplaron la gradualidad con que se abord
cada signi cado.
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Figura 3: Comentarios a la tercera versi n de la THA para la elaboraci n del
recurso.

4.3.4 Elaboraci n del recurso

En esta etapa del trabajo imper el intercambio constante de opiniones y
prAEcticas, ya que se expusieron los resultados de investigaci n y de experiencia
docente, con la nalidad de dar atenci n al ambiente de diseaeo.

En cuanto a la THA, esta se construy a travds de ciclos sucesivos del
proceso de negociaci n, donde se recibi retroalimentaci n por parte de todos
los miembros del grupo. Esta se dio de forma presencial y tambi@n utilizando
comentarios en el grupo GeoGebra, como los incluidos en la Figura 3. Esta
dinfEmica facilit la consulta y el registro de sugerencias para enriquecer la
elaboracin de la THA y posteriormente del Libro GeoGebra.

El producto de esta fase fue el Libro GeoGebra tituladil volumen y sus
distintos signi cados [1], en donde se dedic un cap tulo para el tratamiento
de cada signi cado, adem/s de un cap tulo introductorio. Este celtimo tiene
la nalidad de de nir los objetos volumen medibles como aquellos que son
susceptibles de ser medidos respecto al volumen [30], siempre que ocupen un
lugar en el espacio. En la Figura 4 se muestra la estructura y los contenidos
del Libro GeoGebra.

En el la elaboraci n del REA se favoreci el uso de materiales de distinta
naturaleza, atendiendo a los ecosistemas educativos h bridos, pero tambi@n a
las particularidades del concepto de volumen. Por ejemplo, Gal y Linchevs-
ki [17] declaran que la informaci n visual es la mZs socorrida en educaci n
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El volumen y sus distintos significados

1. Caracteristicas
de los objetos
volumen

medibles

2. Capacidad-
Volumen interno

3. Volumen

externo

4 Volumen

ocupado

5. Volumen

desplazado

6. Volumen como
cantidad numérica,

1.1 Cuento: Planilandia

1.2 ¢ Cudntas veces
puedes doblar una hoja
de papel por la mitad?

2 1 Capacidad de
recipientes

2.2 4 Cudntas veces
cabe?

2 3 Comparar cantidades

2.4 Reto

3.1 La cubieria de los
recipientes

3.2 Los sélidos
platbnicos

3.2 Teorema de los
paliedros de Euler

4.1 Volumen ocupado

4.2 Clasificacion de
diferentes objetos

4.3 El volumen de los
objetos

51 Volumen desplazado

52 Historia de
Arquimedes y la corona
del rey

5 3 Experimentando con
el volumen desplazado

6.1 Volumen numérico

6.2 Representacion de
los cuerpos geométricos

6.3 El volumen como
magnitud

5.4 Estimacion del
volumen de un sblido
regular por medio de
inmercién en agua

3.3 Poliedros y sus caras

55 conceptos asociados
al velumen desplazado

Figura 4: Estructura del libro GeoGebraEl volumen y sus distintos signi ca-
dos

cuando de volumen se trata, lo cual limita la interpretaci n de fen menos
completos, ya que esta solo da atenci n a las propiedades gurales, limitando

la apreciaci n del volumen cenicamente en los objetos y no en los procesos.
En sinton a con lo anterior, GeoGebra se caracteriza por ser un ambiente de
matem/ticas dinfEmica que permite representar los objetos y tambi@n algunos
procesos que en papel o, inclusive con material tangible, ser an dif ciles de
experimentar [21].

Por ejemplo, para Del Olmo [10] las dicultades de los niseos al medir
el volumen se pueden originar por la falta de manipulaci n previa, lo cual
implica una falta de dominio de la visualizaci n espacial y ciertos problemas
para manipular mentalmente guras r gidas. En respuesta a esta di cultad
de aprendizaje, el cap tulo del Libro GeoGebra titulad&€apacidad-Volumen
interno propone en un inicio el llenado de recipientes con diversos materiales
(semillas, | quidos, harina, etc.) para que los alumnos tengan la oportunidad
de proponer distintas maneras de comprobar y medir el volumen como ca-
pacidad. Al tiempo que se sugiere gque ellos mismos realicen propuestas de
unidades de medida, para posteriormente re exionar que las unidades de me-
dida de los sistemas establecidos son una convenci n humana. En la Figura
5 se muestra la tabla de registro para esta actividad.
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= GenGebra

El volumen y sus distintos significados B) Registra en esta tabla tus estimaciones y comprueba para registrar tus mediciones

Unidad de medida:

Caracteristicas de los Objetos Volumen Medik

Recipiente Estimacion Medicion
¢Cuantasveces creo que cabe |  ¢Cuantas veces cabe la
la unidad de medida? unidad de medida?

Capacidad-Volumen interno

Volumen desplazado
¥ 1. {Qué instrumento de medicién y unidad de medida preferiste usar y por qué?

Figura 5: Actividad sobre signi cadoCapacidad-Volumen internoen el Libro
GeoGebra.

En una actividad del cap tuloVolumen ocupadpse aprovecha la re exi n
en el caso de los recipientes, los cuales poseen las cualidades estudiadas en los
cap tulos anteriores: capacidad, volumen externo y volumen ocupado. Para
hacer evidente esta duplicidad, se reconoce que los recipientes estAn confor-
mados por un material independiente de su contenido, el cual posee volumen
por s solo. Por ejemplo:

La capacidad de una taza es el volumen del cuerpo que la
llena; si la taza se llena con agua, esta agua esauerpo de agua
cuyo volumen corresponde a la capacidad de la taza. Pero, dicho
volumen no tiene que ser igual al volumen de la taza. Dos tazas
de cer/£Emica, una gruesa y otra delgada pueden tener la misma
capacidad y diferentes voleemenes. Lo que es igual, en este caso,
es el volumen de agua que les cabe, no de las tazas [29].

En la Figura 6, se presenta la actividad que integra los tres signi cados
de volumen mencionados anteriormente, con un ejemplo similar al planteado
por SAiz, que permite simular la modi caci n de las dimensiones de una taza.

Posteriormente, se contincea profundizando en los signi cados de volumen
hasta el cap tulo Volumen como cantidad num@ricadonde se sugiere una
actividad para comprender la medici n con unidades caebicas a partir de la
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Figura 6: Actividad del cap tulo Volumen ocupado

visualizaci n de un prisma, cuya base y altura pueden ser transformadas para
observar el espacio que ocupa. Esta actividad tambi@n permite cambiar el
volumen de sus unidades de medida, lo cual facilita la comparaci n inmediata
a travds del uso de deslizadores, como se muestra en la Figura 7.

La incorporaci n de materiales concretos y digitales, favorece el trata-
miento del concepto de volumen a prop sito de la gradualidad adecuada a los
alumnos de educaci n bZEsica, al partir de las cualidades bZsicas de los objetos
volumen medibles para avanzar a abstracciones como la medici n convencio-
nal. De esta manera, el REA construido y estructurado en un Libro GeoGebra,
se caracteriza por desenvolverse en un ecosistema h brido, tomando diversos
materiales para el logro de los objetivos de enseseanza.

Sumado a lo anterior, tambi@n se pretende aportar a la construcci n de
conocimiento abierto mediante el uso del ambiente digital Libro GeoGebra,
para la elaboraci n de este REA. Esta herramienta permiti estructurar el
recurso en diferentes cap tulos, donde cada uno de ellos aborda aspectos es-
pec cos sobre el volumen, como el desarrollo de la nocin, su estimacin y
su medicin a travds de la construcci n y transformaci n tridimensional de
cuerpos geom@tricos, usando juegos, rompecabezas y aplicaciones digitales.
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