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participaron en el denominado Sizth International Conference on Mathema-
tics ant its Applications (6CIMA, 2019), un esfuerzo profesional consolidado
que ha permitido la participacion de grandes personajes de diversas univer-
sidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo del 6CIMA como en
su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un comité or-
ganizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia de
Mateméticas de la Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas de la BUAP. Es-
te producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve
meses de trabajo constante. Por el amor a la matemética es que ha nacido
este ejemplar que nos brinda la sabiduria necesaria para mostrarles parte de
nuestros quehaceres cotidianos.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo al
area tematica en el 6CIMA. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje
riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, gen-
tileza, dedicacion y trabajo cientifico. Un agradecimiento especial a Antonio
de Jesus Libreros Lopez por su apoyo en la edicion de esta obra. Gracias por
dejar huella.

David Herrera Carrasco
Fernando Macias Romero
FEditores
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Capitulo 1

On Sobolev-type perturbations of classical
orthogonal polynomials

Luis Enrique Garza Gaona
Facultad de Ciencias, Universidad de Colima

Abstract

A brief survey on algebraic and analytic properties of a certain kind of
Sobolev-type orthogonal polynomials is presented, including their relative
asymptotic behavior, zeros interlacing and localization properties, and
some applications related to their role as polynomial solutions of certain
second order differential equations.

1 Introduction

Classical orthogonal polynomials

Consider a positive Borel measure p with support on some infinite subset
E C R, and define the inner product

ra), = / p(@)a(@)dp(z), pqEP, 1)

where P is the linear space of polynomials with real coefficients. Then, apply-
ing the Gram-Schmidt orthogonalization process to the basis {1, z,2?,...},
we can obtain a sequence of polynomials {P,},>o orthogonal with respect
to (1). These polynomials are unique (up to constants) and their general
properties are very well known (see [11], [46]). For convenience, two normal-
izations are frequently used: the monic polynomials, with leading coefficient
1 for every n > 0, and the orthonormal polynomials, with norm equal to 1 for
every n = 0. In what follows, P, will denote a monic orthogonal polynomial
of degree n.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Luis Enrique Garza Gaona

The most studied cases correspond undoubtedly to the so-called classical
measures, i.e. the cases when

du(z) = (1 —2)*(1 +2)Pdz, o,8>—-1 E=][-1,1] (Jacobi polynomials),
du(x) = z%e *dz, a>-1 E=Ry4 (Laguerre polynomials),
du(x) = e~ dz, E=R (Hermite polynomials).

We will focus here on the Laguerre polynomials. Given a family of orthogonal
polynomials, the reproducing kernel is defined as

Ko(z,y) =) T CEINAE (2)

k=0

and plays a key role in the theory of orthogonal polynomials. The expression
on the right is called the Christoffel-Darboux formula, and it is valid for z # y.
We will denote its partial derivatives by

ITRE, (x,y)

(k) —

Straightforward calculations and the use of Leibniz rule yield the following
lemma regarding the derivatives of the reproducing kernel, which will be
useful in the upcoming sections.

Lemma 1.1. Fori,j € N and x # y we have

ZZ )i UG+ —(B+1)! Enge(z,y)
klt! i NG — k) (z—y)Utd-(t)+1 |7

k=0 t=0

_[1Pea)@) [P]O@)
En,t,k(fﬁ,y> = [[Pn+1](k)<y) [Pn](k)(y)] '

Since we will be dealing with Laguerre polynomials, it is convenient to list
some of their well known (see [4], [11] and [46]) properties.

Proposition 1.2. Let {L%},>0 be the sequence of Laguerre monic orthogonal
polynomials, and denote by {L(a)}n>0 (notice the braquets in the parameter
«) the sequence of Laguerre polynomials with leading coefficient (= .n. Then

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 7

1. Forn € N,

vl () = Ly () + (2n + o+ 1) L(x) + n(n + ) Ly (). (6)

2. Forn € N,
(=) o
L) = (~1)"(a+1), Y~k T 7
) = Pk 1Y )
where
1 if m=0
(a)m = |m71| )
I1 (a+ ksgn(m)) of meZ—{0}
k=0
and
1 if me{1,2,..)
sgn(m) = :
—1 if me{-1,-2,..}
3. Forn € N,
, . nll(a+n+1)
L9 (0) = (—1)"ri . 8
(L) (0) = (=1) (n—)T(a+i+1) (®)
4. Forn € N,
I35 = niT(n + o + 1), (9)
where [|L2)12 = [77(L8)2(x)ze “dx.
5. Forn € N, LY(x) satisfies the differential equation
2y’ + (a+1—2)y = —ny. (10)
6. Forn e N,
z (L%(x)) = nL(x) + n(n + a) L2 (z). (11)

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28
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10.

11.

Forn e N,

n

n! Fn+a+1) (—x)*
(D" &= m—k)T(a+k+1) K

LY (z) =

n

(12)

Forn e N,
Ly(x) = Lyt (@) + nLyty (). (13)

Forn € N,
(Lo (@) ) (). (14)

n—1

Outer strong asymptotics (Perron’s asymptotics formula on C \ R, ).
Let a € R. Then

LY (x) =

p—1
%W—uzex/z (_x)—a/2—1/4 na/2—1/4€2(—nx)1/2 {Z Ck(w)n—k:/Q + O(n—p/Q)} '
k=0

(15)

Here Cy(z) is independent of n. This relation holds for x in the complex
plane with a cut along the positive real semiaxis. The bound for the
remainder holds uniformly in every closed domain with no points in
common with x > 0 (see [46], Theorem 8.22.3).

Mehler-Heine type formula. Fized j, with j € NU{0} and J, the Bessel
function of the first kind, then

i L /()

n—00 n¢

=27?J, (2V1), (16)

uniformly over compact subsets of C (see [46], Theorem 8.1.3).

Sobolev-type inner products

Notice that the inner product (1) is standard, in the sense that the multipli-
cation by x operator is symmetric with respect to (1), i.e. (zp, q)# = (p, xq)lt

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 9

for all p,q € P. This condition leads to some important properties for the
corresponding orthogonal polynomials, such as the three term recurrence re-
lation, with many applications in spectral theory, and the location of their
zeros, always contained in the interior of E.

If the symmetry condition is not met, the inner product is called non-
standard. Non-standard orthogonal polynomials do not have some of the
properties that standard orthogonal polynomials have, being the most re-
markable the fact that three term recurrence relations are, in general, not
longer valid. Furthermore, the zeros of such polynomials can be located out-
side of the support of the measure. As an example, consider the inner product

B.0), = / p(2)a(Dd(2), (17)

where dji(z) is a positive measure supported in the unit circle T, and p, g are
Laurent polynomials. The corresponding orthogonal polynomials are called
orthogonal polynomials on the unit circle, and have drawn much attention
in recent years (see [44]). It is clear that (17) does not satisfy the symmetry
condition and is therefore non-standard.

Sobolev inner products constitute another example. These are, essentially,
inner products containing derivatives. The first studied example goes back
to 1962 (see [3]), where the inner product

1

(p)s = / p(2)q(x)doz) + / P (@) (2)dpn (2),

1 1
where
10dx if —1<x<0,

dpo(@) = dz,  dp(2) = { de if 0<z<1

was considered. The author found that @Qs(z), the polynomial of degree 2
orthogonal with respect to (-, -)s, has a zero at + = —1.08 ¢ [—1,1]. He also
studied the inner product

1

(p,q)s :/ p(x)q(z)dx + /\/ P (z)¢ (x)dx, X\ >0,

1 -1

in connection with the problem of determining the best polynomial approxi-
mation in least squares, in the metric induced by the Sobolev inner product.

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



10 Luis Enrique Garza Gaona

More generally, we can consider a Sobolev inner product of the form

(nqﬁ=:§:/}K@AQ%@, (18)

where A is a (m + 1) x (m + 1) matrix whose entries are positive Borel
measures, and

p(z) = [p(x),p'(z)...,p"™ (2)],
a(z) = [¢(z),d'(z)...,¢"(2)].

This is the general case of a continuous Sobolev inner product. If A is a
diagonal matrix, then we have

b,0)s = Zak / (2)dn(2), (19)

where m € N, ap > 0 for 1 < k < m, and all measures u; are positive and
supported in F, C R. This is called the diagonal continuous case, and the
order of the derivatives in each integral is the same. Notice that, for general
A, we obtain mixed derivatives in the inner product.

If dug = dp is a positive Borel measure, and

dpk, =9, cx€eR, 1<k<m,

i.e. the Dirac delta at x = ¢, defined by

/ p(@)dua(2) = 8., [p(2)] = plex),

then (19) becomes

. 0)s = ao /E p(x)q(x)dpu(z) + p(c) A (c)
where
p(c) = [p(co), p'(c1) -, p"™ (cm)],
a(c) = [a(co),q'(c1) ..., a"™ (em)],

and A is now a (m+1) x (m+1) diagonal positive definite matrix (notice that
we have included a Dirac delta at @ = ¢y with no derivatives). We can also

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 11

consider different orders of derivatives at the same point, and a generalization
of the above inner product is

(p.q)s = (p,q), + P'(c)AQ(c), (20)

where
P(c) = [p(c1), ... ,p(él)(cl), oplem), - ,p(zm)(cm)]t

is a vector of dimension N x 1, with

i=1

Q is defined in a similar way, and A is a diagonal and definite positive N x N
matrix. Notice that if

A = diag(al’o, e ,al’gl, e ,amp, e ,am’gm),
with a; € R4, then (20) becomes

m

pa)s =), + D> arp”(cr)g™ (ck). (21)

k=1 +=0

This is called the general diagonal case of the discrete Sobolev inner product.
It is usually said that masses aj; at the points ¢, are added to the standard
inner product. If A is a symmetric positive definite matrix (not necessarily
diagonal), then (20) is called the general non-diagonal case of the discrete
Sobolev inner product.

Particular examples of all four cases (continuous and discrete, diagonal
and non-diagonal) have been studied in the last years by several authors (see,
among many others, 7], [8], [9], [10], [20], [26] [29], [30], [31], [35], [39], and
the nice surveys [37], [38], and references therein). They focus mainly in ana-
lytic properties (relative and strong asymptotics), algebraic properties (con-
nection formulas, location and distribution of zeros), and some applications.
Asymptotics of orthogonal polynomials have been studied in connection with
the analysis of linear prediction in the theory of stochastic processes (|22]),
numerical integration and rational approximation ([19], [45]), estimation of
entropy ([5], [6]), among other applications. Zeros of orthogonal polynomi-
als, on the other side, have applications in the development of quadrature
formulas ([11], [21], [42]), among many other applications.

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



12 Luis Enrique Garza Gaona

In this contribution, we will present some results related to the discrete
case of Sobolev orthogonal polynomials, when the y is the Laguerre measure.
The corresponding families of orthogonal polynomials are usually called La-
guerre Sobolev-type orthogonal polynomials.

2 Discrete Laguerre Sobolev-type classical poly-
nomials: Outer relative asymptotics

Consider the discrete Sobolev-type inner product (20), with A not necessarily
diagonal, and denote by {P,},>0 and {Q,},>0 the sequences of monic poly-

nomials orthogonal with respect to (-,-), and (-,-)s, respectively. Here, p is
any positive Borel measure supported in some £ C R. Then, we can put

Qu(a) = Pa(e) + 3" AsPile),

where
P/ (c)AQ,(c)
Ak = 1 p 2
| Pr|
and therefore we obtain
Qn(x) = Pn(x) - Kfm—l(l‘a C)AQn(C)7 (22)

where K,,_1(z,c) is the N x 1 vector
K, 1(z,¢) = [K%D (@, c1), ..., K" V(@ er),. ... KO (@, cm), .., K (2, e

Applying derivatives and evaluating at the points ¢, the unknown values in
the vector Q! (c) can be obtained by solving the linear system

Qn(c) = P,(c) — K,_1(c,c)AQ,(c),

with
K, i(c,c) =

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 13

ECVee) o K ene) o KD eem) o K2 (e, 0m) ]
K,(f,liO).(Chcl) Kiei,lelg(cl’cl) Kgi’lo).(mycm) Kffi’fm;(%cm)
KO o KO eme) o K)o KO e |

_Kfij‘”.(cm, c1) - Kfijeli (emye1) - Km0 kcm, em) - K&szi (cm,cm)]

so that

Qu(c) = (Ix + Kyi(c,c)A) Py (c),

where Iy is the N x N identity matrix. Since both K, _i(c,c) and A are
symmetric and positive definite matrices, the matrix Iy + K, _1(c, c)A is also
positive definite and therefore invertible. As a consequence, we obtain the
following result.

Proposition 2.1. (Connection formula). If {P,}ns0 and {Qn}n=o denote
the sequences of monic polynomials orthogonal with respect to (-, -),, and (20),
respectively, with A not necessarily diagonal, then we have

Qn(z) = Py(z) =K' _(z,c)A(Iy + K,_1(c,c)A)'P,(c). (23)

On the other hand, the outer relative asymptotic between P, and @), is
denoted by
Q)

nSoo Po(z)

The asymptotic is studied in the complement of the support E in order to
guarantee a zero-free region for the denominator P,. On the other hand, the
points ¢, are usually chosen to be on the boundary of E, or outside E. Notice
that, for an arbitrary measure p, computing the relative asymptotic using (23)
is complicated, since closed expressions (and their asymptotic behavior) are
needed for the reproducing kernels, the polynomials P,, and their derivatives,
evaluated at certain arbitrary points. Since such expressions exist for the case
when 1 is a classical measure (see, as an example, Proposition 1.2 for the
Laguerre polynomials), these families are usually considered for analysis.
The cases when the points are in the boundary of E (in the Laguerre case
E =Ry) ie. ¢ =0, and when the points are outside F, i.e. ¢, < 0, lead to
different asymptotic results, and we will consider them separately. In what
follows, we use the Laguerre measure, and denote P, = LS and Q,, = L.

reC\FE

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



14 Luis Enrique Garza Gaona

Mass points at the boundary

The simplest particular case of (20) was analyzed in [17] , where the inner
product

(P )s = / p(@)q(x)e~ e dz + Mp/(0)¢(0), M >0,

was considered. In this situation, the connection formula (23) becomes

nLy*'(0)
1+ MKE(0,0)

n—1

K" (x,0).

Ly(x) = Ly(x) n-
In order to compute the relative asymptotic, the idea is to express the kernels
Kflo_’ll)(x, 0) and Kf}_’?(o, 0) in terms of Laguerre polynomials (with different
parameter), and then use the asymptotic properties in Proposition 1.2. In
short, one proves that the denominator in the right hand side of the connection
formula goes to infinity faster than the numerator, and thus

Proposition 2.2. If Q),, and P, are as above, we have

Fa
i La(2)

oo L3(2)

~1, (24)

uniformly in compact subsets of C\ R..

More generally, in [16] the authors considered the inner product
(s = [ poha()a e da - Mp(0)g0), M >0, (25)
Ry

where j is a positive integer. In such a case, it is easy to see that the corre-
sponding connection formula is

L5]9)(0)

: K% (2,0,
1+ ME9)0,00 "

Lg(x) = Lo(x) —

and expressing again the reproducing kernels in terms of Laguerre polynomi-
als, it can be proved that (24) holds. Later on, a (diagonal) Sobolev inner

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 15

product with a finite arbitrary number of derivatives was studied in [12],
where the authors studied the inner product

(p,a)s = /R p(@)q(x)r~ e *dr + > Mp™ (0)¢*(0), M, >0, (26)

Unlike the previous cases, since more than one mass point are added, the
connection formula has to be expressed in matrix form. This makes the
computation of the relative asymptotic more difficult, since the inverse of
the matrix K,,_1(0,0) is needed. In [12|, the authors obtain a recurrence
relation for the corresponding Laguerre-type polynomials, an expression in
terms of hypergeometric functions, and some properties of their zeros. There
is a workaround to the problem of inverting the matrix in the connection
formula, that allows the computation of the relative asymptotic in this case.
We will discuss it in the following subsection.

Regarding the non-diagonal case, a 2 x 2 particular case for the Laguerre
polynomials was analyzed in [15], where the inner product

(pr)s = / pl)q(x)e—e*dx + P(0) (j‘f ]Q) Q(0),

where P*(0) = [p(0),p'(0)], Mo, M7 > 0, and A € R such that the matrix is
definite positive. Using similar techniques, the authors prove that the relative
asymptotic (24) also holds. Non-diagonal cases of Laguerre-type polynomials
have also been studied in [43] and [32] for the continuous case, and in a more
general context in [1].

Mass points outside F

The analysis of Laguerre Sobolev-type polynomials when the mass points are
located outside the positive real line had not drawn much attention for re-
searchers until the last years. The first reference goes back to [33] , in which
the authors analyzed the more general framework of semiclassical linear func-
tionals. More recently, analytic and algebraic properties of Laguerre Sobolev-
type polynomials when the mass points are located outside the support have
been studied in [14], [18], [24], [25], and [41].
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In [36], the authors consider the inner product

(p,q)s = /R p(x)q(z)z™ % "do+Mop(co)q(co)+Mip'(c1)q (c1), Mo, My > 0,
) (27)

with ¢g,c; < 0. This is, a 2 x 2 diagonal case. The relative asymptotic can
be obtained in a similar way that in the previous subsection, although the
behavior of the polynomials and the reproducing kernels is different when
they are evaluated at a negative value. However, the authors use a different
approach, based in a connection formula that relates the Laguerre Sobolev-
type polynomials with other families of orthogonal polynomials associated
with the Christoffer transformation of the Laguerre measure. We will provide
more detail on this approach in the following section.

The relative asymptotic for the polynomials orthogonal with respect to
the above inner product is

o Lae) H (J—_x— M) |
n—00 L%(l’) o \/—_x + \/m

Notice that, in both cases (i.e., when the mass points are located on the
boundary or outside of the support), the value of the mass has no effect on
the asymptotic result. What is important in terms of the asymptotic is the
location of the mass. When the mass points are located at x = 0, the Sobolev
polynomials tend to the Laguerre polynomials as n — oo. The situation
changes when the mass points are located in the negative real axis. As can
be seen in the previous equation, and by Hurwitz’s theorem, each mass point
attracts a zero of the Sobolev polynomials. Some other results related to the
behavior of the zeros will be discussed in the next section.

A generalization of the above inner product for the addition of a finite
number of masses (in the diagonal case), but with no derivatives, was analyzed
in [24]. The authors considered the inner product

(p.q)s = / p(a)g(z)z e "dr + > arp(cr)qler), ar >0, 1<k<m,
Ry k=1

with ¢ < 0, 1 < k < m and m € N. For this inner product, (22) becomes

m

Lo(x) = Ly (x) = Y apKna (2, ) L (cn), (28)
k=1
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and thus

LO‘:U_ " an K nlxck)L(ck)
Lo(x) 21 Le(x) ’ (29)

Thus, the relative asymptotic is just the limit of the right hand side when
n — oo. In order to prove the existence of such a limit, the expression is
evaluated at the points ¢, to construct the linear system

Ly(cj) = (14 a; K, - 1(cj,cj))La ¢;) +ZakKn 1(cj,ck)L (ck),
i)

for 1 < j < m. After some trivial computations, the linear system can be
rewritten as

O, (2, 5, 1) Se (2, 4, t) + Y Wl 5, k)SS (2, k) = —1, (30)
7
where
K, _(x, L
Sa(w k) =~ ﬁ(g ) i<kem, (31)
and
Ly (x) 14 a;K,—1(cj, ¢5)]
(I)n .’E, _ n J ) ,
D= Taie)  Koalme)
) L2 (x) apKy—1(cy, ck)
v, (x,j, k) ==
(@R = Tate) Kouor (o, )

Notice that the limits of the expressions (31) are needed to find the limit in
(28). On the other hand, the limits of ®,(z,j), ¥, (z, j, k) can be obtained
from the (known) behavior of the Laguerre polynomials and their reproducing
kernels. Therefore, taking the limit when n — oo in (30), we obtain a limit
linear system that can be solved to obtain the required limits. Using this
approach, in [24] the authors obtain

- Zz<x>:ﬁ<¢——x—m>
e L)\ Vel
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Although the last considered case does not constitute a Sobolev inner product
(because it does not contains derivatives), the approach taken can be extended
to the most general Sobolev inner product. Indeed, in [13] the authors show
that the relative asymptotic result is still valid even if derivatives of arbitrary
order are added at the mass points. This is, the only relevant data (in terms
of the relative asymptotic) is how many distinct points ¢, are considered.
Each point ¢ adds a rational factor to the product. The value of the masses
aj and the order of the derivatives do not affect the relative asymptotic.

3 Zeros of Sobolev-type orthogonal polynomi-
als

As stated before, one very useful property of the standard orthogonal poly-
nomials is that their zeros are real, simple, and located in the interior of the
support of the measure. If the measure is also classical, they also satisfy that
between any two zeros of P, there exist one zero of P, ;. This is called the
interlacing property.

Consider the inner product (25). In [16], the authors show that the zeros
of the corresponding orthogonal polynomials are still real, simple, and satisfy
an interlacing property with the zeros of L, but they are not necessarily
located in the positive real line. The proof of the following proposition is
based on Meijer ideas [40].

Proposition 3.1. (see [16]) The zeros of Ln, orthogonal with respect to (25),
are real, simple, and at most one of them is located outside (0,00) Further-

more, if we denote by &, 1 the zeros OfL and by x, the zeros of LY, then

n’
En1 < Tpi < ...<&n < Tynp.

When the more general inner product (26) is considered, the following
results about the zeros are obtained.

Proposition 3.2. (see [2].) Let {La }n be the sequence of monic or-
thogonal polynomials with respect to the inner product (26). Then, for all
n>=m, Lf{( ) has n —m changes of sign in the support of the measure.

And, as a consequence (see [12]), we have

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 19

Proposition 3.3. If My > 0, for k =0,...,m, there exist (n —m) zeros of
L& in the support of the measure.

The case with mass points on the negative real axis has also been studied.
In [36], the zeros of the polynomials orthogonal with respect to a particu-
lar case of (27) when My = 0 are analyzed. The authors use an alternative
method that uses orthogonal families with respect to Christoffel transforma-
tions of the Laguerre measure. This transformation is defined by multiplying
the measure by the polynomial (z — ¢;), so that du.(x) = (x — ¢1)dp(z). Tt
turns out that the Sobolev polynomials orthogonal with respect to (27) when
My = 0 can be expressed as a combination of polynomials orthogonal to the
two-iterated Christoffel transformation of p, i.e. du.(z) = (z — ¢1)*du(x).

Furthermore, the authors study the asymptotic behavior of the zeros when
the mass M; — oo. This is, the zeros of the limit polynomials G,(x) =
limpz, 00 Zg We summarize the results in the following Proposition.

Proposition 3.4. (see [36]). Let {L},=0 the Sobolev polynomials associated
with (27) when My = 0 are analyzed, and let G, (z) = limp, 00 LY. Denote

by &k and gy i, the zeros of Eg and G, (z), respectively. If x, i are the zeros
of LY, then

o When n — oo, ¢ "attracts” a zero of LY.

o The zeros of 'Eg are real, simple, and at least n — 1 zeros are located in

(0,00).

o The zeros of Zg and LS interlace, and if Z% has zeros outside (0,00),
at most one is located outside [c,00).

o G, has real and simple zeros, and g,1 < ci1. Furthermore, the zeros
interlace with those of L.

o The zeros of Gy, Eg and LS interlace, 1.e.

G,k < gn,k < Lk 1 < k < n.
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o The zeros of Zg are monotone decreasing functions of My, so the zeros
of LY approach the zeros of G,.

4 Electrostatic interpretation of the zeros

There is a nice and well known electrostatic interpretation of the zeros of
the classical orthogonal polynomials. It is a consequence of the second order
differential equation that they satisfy. In particular, for the Jacobi case, if
we consider fixed positive charges of masses (a4 1)/2 and (5 + 1)/2, located
at x = 1 and x = —1, respectively, under a logarithm potential, and n unit
charges X = (z1,...,x,) moving freely on (—1,1), then the total energy
E(X) of the system is

E(X)=— Y Inlo—al+ ) elax),
1<k<j<n k=1

where the first term on the right is the mutual interaction of the n charges,
and the second term is the field generated by the fixed charges, with

1 1
oa) =~ e —1 - 2F

In |z 4+ 1].

Stieltjes proved that, when the points in X are the zeros of the polynomial
p®P(z), the system attains a strict global minimum of E(X). In other words,
the set of zeros of the Jacobi polynomials constitutes a critical point. In
this case, a global minimum of E(X), known as stable equilibrium (for more
information, see [34] and [47]). The same can be obtained for the zeros of the
Laguerre polynomials, although in this case only one positive charge is fixed
at the origin, and a constraint is introduced so that the n unit charges don’t
escape to infinity.

A similar interpretation can be obtained for the Sobolev polynomials. To
illustrate this, we will consider the polynomials orthogonal with respect to
(26), studied in [12]. The key is to obtain a differential equation satisfied by
these polynomials, and then follow Stieltjes’s approach. The differential equa-
tion can be obtained from the connection formula, and some of the properties
of Laguerre polynomials, including the next lemma.

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 21

Lemma 4.1. (see [12]) For each k,n € N and k < n, we have

Ly (2) = Dui(@) Loy (%) + Sp(@) L (2), (32)
where
Dy_ylz) = ( — My—g41)Dn—pia1 () B Dy _pi2(T)
" ank%i»l ank+1 ’
and

Sp_i(z) = ( — My k1) Sn—r1(2) _ Sp—kro(2)
o ankJrl Nn7k+l

with Dy_1(z) =1, Dy(x) =0, Speq(2) =0, Sp(x) =1, Myy = (2(n —t) +
1+a) and Nyy = (n—t)(n—t + ).

Y

Proposition 4.2. (see [12]) Let {Lg(x)}f;o be the Laguerre polynomials and

{Eg (x) }ZOZO the orthogonal polynomials associated with the inner product (26).
Then,

Qasm) (L))" + W(asn) (L)) + R Ig(@) =0, (39)
where

Q(z;n) = z[fi1(x)gj11 () — hj(2)g;(2)],
Wiasn) = [(a+j+2 = 2) [fi-1(2)g511(x) — hy(w)a; ()] +

ofi1(@) 3 Al — k) Do) = why(w) Y AW n = )8 i(a)].

k=0 k=0

R(z;n) =

[ —q5(2) Y AW (0 — k) D (@) + g2 Z A (n — (w)] (34)

j+1 Jj+1
hj(z) = ZAEQ]an(ﬂ?)] and  fi1(x) = ZAg]Snk@j)] )
j+1
gina(2) = D AW (n = k) Dy g() + (0 = k)0 =k +a+ j + 1Dy (7).
k=0
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and
g(z) =3 AW [(n—k)sn_k(x)+(n—k)(n—k+a+ DS (@)], (35)

and AZ“] are constants.

As an application of (33), we present an electrostatic model that responds
to the zeros distribution of the Laguerre-Sobolev type orthogonal polynomi-
als. For n € N, let {&,r}i1<k<n be the zeros of L%(x). Thus, for every
ke{l,...,n}, from (33) we get

Q&) (L3 (6n))” + W &y n) (L2 (&) = 0,

or, equivalently,

(Fa(u)" _ W(Ewsen) N
(Z%(gn,k», Q(fﬂ,lﬁn) . ( )
Therefore,
W(En) _(a+i+2) | fialGuw) Sl A (0= K) Do k(Eur)
Q(&nk,m) Enk Jic1(&nn) 9541 (Enr) = f3(&ni) 95 (Enk)

 FiCnn) i ) — fiEnr) g (Enr)

Since F(&nk) = fi—1(§nk)gir1(nr) — fi(€nk)gi(Enr) is @ polynomial of
degree at most 2j — 2, then there exists t; € {1,2,...,2j — 2}, such that
ach), . ,x,(f) are all the zeros of F'(x) different from 0.

In the general case, if F'(x) has complex and real zeros, we consider I; C

{0,1,...,t1} such that, for each i € I, 2\

.’ is a complex number (but not
F)

real) and, for each i € Jj, xg is a real number, where

le{O,l,...,tl}—Il.

Since for each ¢ € I;, the complex conjugate of xEF) is also a zero of F(z),
then the number of elements in I; is even, say 2n, where n is an integer
smaller than or equal to j — 1. If i1, ..., 405 denotes an order of I; such that,
for every k € {1,3,...,2n — 1}, xﬁfjl is complex conjugate of xz(f) then we
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define I, = {ix el : (1<k<2n)A(kodd)}. Foreach i€ I and ¢ € J,
there exist real constants A, A4;, B;, C;, A, such that

(Zﬁ(fnk))” . A n Z (Aﬂ? + B, Z Ae _0,

- = e+
(L%<5n,k))/ fn,k iel 677,,]6)2 + 022 tedy Sn k — ZL‘EF)

and, since (see [21]),

(La(&u)” _ Z

(I fn ¢ -
we obtain,
zn: ! +1 A +
P Sk 2&nk

= E e s E ———=0. (39)
2 2 F
2 icly <5n,k) + Cz 2 ey gn k— (L’é )
Therefore, we can make the following electrostatic interpretation of the
zeros of L,(x). If we have n > 1 electric particles located on the complex

plane under the interaction of a logarithmic external field and we have

1 1 .
o1(x) = =Aln|z| + §ZA51H‘37—1‘§F))+

2 leJy
—Z {A ln\/x2+02+%tan (%)},

1611

then (39) indicates that the totally energy gradient

e(X)=— Y Injz;— x|+ Z%(l‘z’),

1<j<i<n
with X = (21,...,2,), vanishes at the points (&, 1,...,&,»). In other words,
the set of the zeros of Laguerre-Sobolev type orthogonal polynomial Zg(x)
constitutes a critical point. However, it is an open problem to determine if
this critical point is a maximum, a minimum, or neither.
For a more general study of the electrostatic interpretation of standard
orthogonal polynomials, we refer the reader to [23], [27], [28] and [34].

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



24

Luis Enrique Garza Gaona

Acknowledgments

This contribution was developed with support from Conacyt’s Grant 287523.

Bibliography

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

17l

8]

M. Alfaro, F. Marcellan, M. L. Rezola, and A. Ronveaux, Sobolev-Type
orthogonal polynomials: The nondiagonal case, J. Approx. Theory, 83
(1995), 266—287.

M. Alfaro, G. Lopez and M. L. Rezola, Some properties of zeros of
Sobolev- Type orthogonal polynomials, J. Comput. Appl. Math., 69
(1996), 171-179.

P. Althammer, Eine Erweiterung des Orthogonalititsbegriffes bei Poly-
nomen und deren Anwendung auf die beste Approximation, J. Reine
Angew. Math., 211 (1962), 192-204.

G. E. Andrews, R. Askey, and R. Roy, Special Functions, Encyclopedia
of Mathematics and its Applications, Vol. 71, Cambridge University
Press, Cambridge, UK.,1999.

Aptekarev, A. 1., Asymptotic behaviour of Lp morms and entropy for
general orthogonal polynomials, Russian Acad. Sci. Math. Sbornik, 185
(1994), 3-30.

A. 1. Aptekarev, J. S. Dehesa and R. J. Yaniez, Spatial entropy of central

potentials and strong asymptotics of orthogonal polynomials, J. Math.
Phys., 35 (1994), 4423-4428.

H. Bavinck and H. G. Meijer, On Orthogonal Polynomials with respect
to an inner product involving derivatives: zeros and recurrence relations,
Indag. Math. N. S, 1 (1990), 7-14.

A. Branquinho, A. Foulquié and F. Marcellan, Asymptotic behavior of

Sobolev-type orthogonal polynomials on a rectifiable Jordan curve or Arc,
Constr. Approx., 18 (2002), 161-182.

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 25

19]

[10]

[11]

12|

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

A. Cachafeiro and F. Marcellan, Asymptotic behavior of Sobolev-type
orthogonal polynomials on the unit circle, J. Approx. Theory, 8 (1994),
127-146.

K. Castillo, L. E. Garza and F. Marcellan, Asymptotic behavior of Sobolev
orthogonal polynomials on the unit circle, Integral Transforms Spec.
Funct., 24 (2013), 23-38.

T. S. Chihara, An introduction to orthogonal polynomials, Mathematics
and its Applications Series, Gordon and Breach, New York, 1978.

H. Duenas, L. Garza, J. C. Garcia, and G. A. Ramirez, The diagonal
general case for Laguerre-Sobolev orthogonal polinomials, Rev. Col. de
Mat., 47, (2013), 39-66.

H. Duenas, L. E. Garza and E. J. Huertas, Asymptotic Properties of
Laguerre-Sobolev-type Orthogonal Polynomials. A general approach, sub-
mitted (2014).

H. Duenas, E. J. Huertas, and F. Marcellan, Analytic properties of
Laguerre-type orthogonal polynomials, Integral Transf. Spec. Funct., 22
(2011), 107-122.

H. Duenas and F. Marcellan, Asymptotic behaviour of Laguerre-Sobolev
Type Orthogonal Polynomials. A nondiagonal case, J. Comput. Appl.
Math., 235, Issue 4, (2011), 998-1007.

H. Duenas andF. Marcellan, The Laguerre-Sobolev-type orthogonal poly-
nomials, J. Approx. Theory, 162 (2010), 421-440.

H. Duenas and F. Marcellan, The Laguerre-Sobolev-type orthogonal poly-
nomials. Holonomic equation and electrostatic interpretation, Rocky
Mountain J. Math., 41, Number 1 (2011), 1-366.

B. Xh. Fejzullahu and R. Xh. Zejnullahu, Orthogonal polynomials with
respect to the Laguerre measure perturbed by the canonical transforma-
tions, Integral Transf. Spec. Funct., 17 (2010), 569-580.

G. Freud, Orthogonal Polynomials, Akademiai Kiado/Pergamon Press,
Budapest, 1971.

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



26

Luis Enrique Garza Gaona

[20]

21

22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

29]

[30]

A. Foulquié, F. Marcellan and K. Pan, Asymptotic behavior of Sobolev-
type orthogonal polynomials on the unit circle, J. Approx. Theory, 100
(1999), 345-363.

W. Gautschi, Orthogonal Polynomials: Computation and Approrima-
tion, in Numerical Mathematics and Scientific Computation Series, Ox-
ford University Press. New York, 2004.

U. Grenander and G. Szegs, Toeplitz Forms and Their Applications,
Chelsea, New York, 1984.

F. Griinbaum, Variations on a Theme of Heine and Stieltjes: An Elec-

trostatic Interpretation of the Zeros of Certain Polynomials, J. Comput.
App. Math., 99 (1998), 189-194.

E. J. Huertas, F. Marcellan and H. Pijeira. An Flectrostatic Model for
Zeros of Laguerre Polynomials, Proceedings of AMS, 142 (2014), 1733~
1747.

E. J. Huertas, F. Marcellan and F. R. Rafaeli, Zeros of Orthogonal Poly-
nomials Generated by Canonical Perturbations of Measures, Appl. Math.
Comput., 218 (2012), 7109-7127.

A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Norsett and J. M. Sanz-Serna, On Poly-
nomials Orthogonal with Respect to Certain Sobolev Inner Products., J.
Approx. Theory, 65 (1991), 151-175.

M. H. Ismail, Classical and Quantum Orthogonal Polynomials in one
Variable, Encyclopedia of Mathematics and Applications, Cambridge
University Press, Vol. 98, Cambridge, UK. 2005.

M. H. Ismail, An FElectrostatic Model for Zeros of General Orthogonal
Polynomials, Pacific J. Math, 193 (1999), 355-369.

X. Li and F. Marcellan, On polynomials orthogonal with respect to
Sobolev inner products, Pacific J. Math., 175 (1996), 127-146.

G. Lopez, F. Marcellan and W. Van Assche, Relative asymptotics for
polynomials orthogonal with respect to a discrete Sobolev inner product,
Constr. Approx., 11 (1995), 107-137.

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



On Sobolev-type perturbations of classical orthogonal polynomials 27

[31]

32|

33]

[34]

[35]

[36]

[37]

38

[39]

[40]

[41]

[42]

F. Marcellan and L. Moral, Sobolev-type orthogonal polynomials on the
unit circle, Appl. Math. Comput., 128 (2002), 107-137.

F. Marcellan and J. J. Moreno-Balcazar, Strong and Plancherel Rotach
Asymptotics of non-diagonal Laguerre-Sobolev orthogonal polynomials,
J. Approx. Theory, 110 (2001) 54-73.

F. Marcellan and P. Maroni, Sur [’adjonction d’une masse de Dirac d
une forme réquliére et semi-classique, Ann. Mat. Pura Appl., 162 (4)
(1992), 1-22.

F. Marcellan, A. Martinez-Finkelshtein and P. Martinez-Gonzalez, Flec-
trostatic models for zeros of polynomials: old, new, and some open prob-
lems, J. Comput. Appl. Math., 207 (2007), 258-272.

F. Marcellan and W. Van Assche, Relative Asymptotics for orthogonal
polynomials with a Sobolev inner product, J. Approx. Theory, 72 (1993),
193-209.

F. Marcellan, R. Xh. Zejnullaju, B. Xh. Fejzullahu and E. J. Huertas,
On Orthogonal Polynomials With Respect To Certain Discrete Sobolev
Inner Product, Pacific J. Math., 257 (1), (2012), 167-188.

A. Martinez Finkelshtein, Analytic Aspects of Sobolev Orthogonal Poly-
nomials revisited, J. Comput. Appl. Math., 127 (2001), 255-266.

A. Martinez Finkelshtein, Asymptotic properties of Sobolev Orthogonal
Polynomials, J. Comput. Appl. Math., 99 (1998), 491-510.

A. Martinez Finkelshtein and J. J. Moreno Balcézar, Asymptotics of
Sobolev orthogonal polynomials for a Jacobi weight, Methods Appl. Anal.,
4 (1997), 430-437.

H. G. Meijer, Zero distribution of orthogonal polynomials in a certain
discrete Sobolev space, J. Math. Anal. Appl., 172 (1993), 520-532.

A. Molano, On Laguerre—Sobolev type orthogonal polynomials: zeros and
electrostatic interpretation, ANZIAM, Vol. 55, 1 (2013) 39-54.

F. Peherstorfer, Linear combination of orthogonal polynomials generating
positive quadrature formulas, Math. Comput., 55 (1990), 231-241.

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28



28 Luis Enrique Garza Gaona

[43] T. E. Pérez and M. A. Piniar, On Sobolev Orthogonality for the General-
ized Laguerre Polynomials. J. Approx. Theory, 86 (1996) 278-285.

[44] B. Simon, Orthogonal polynomials on the unit circle, Amer. Math. Soc.
Collog. Publ. 54, Amer. Math. Soc. Providence, Rhode Island, 2005.

[45] H. B. Stahl and V. Totik, General Orthogonal Polynomials, Cambridge
University Press, Cambridge, 1992.

[46] G. Szegs, Orthogonal Polynomials, 4" ed., Amer. Math. Soc. Colloq.
Publ. Series, vol 23, Amer. Math. Soc., Providence, RI.,1975.

[47] G. Valent and W. Van Assche, The impact of Stieltjes’ work on continued
fractions and orthogonal polynomials: additional material, Proceedings
of the International Conference on Orthogonality, Moment Problems and
Continued Fractions (Delft, 1994), J. Comput. Appl. Math., 65 (1995),
no. 1-3, 419-447.

Facultad de Ciencias, Universidad de Colima
Bernal Diaz del Castillo 340, Col. Villas San Sebastian
Colima, Col. C.P. 28045

luis_garzal@ucol .mx
garzaleg@gmail.com

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 1, paginas 5-28


mailto:luis_garza1@ucol.mx
mailto:garzaleg@gmail.com

Matematicas y sus aplicaciones 15, Textos Cientificos, Fomento
Editorial de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN:
978-607-525-696-2

Capitulo 2

Reconocimiento de patrones en imagenes
digitales usando mascaras de Hilbert

Diego Francisco Alcaraz Ubach®*, Selene Solorza
Calderon™®*

*FCFM, BUAP
**Facultad de Ciencias, UABC

Resumen

El reconocimiento de patrones en imagenes digitales es un campo de in-
vestigacion relevante para distintas éreas de las ciencias. Existen sistemas
de reconocimiento de patrones que ayudan a automatizar la clasificacién
de objetos mediante imagenes capturadas, donde en algunos casos el ta-
maino o escala de los objetos a estudiar no varia, como puede ocurrir con
su posiciéon u orientacién. En este trabajo se desarrolla un sistema de re-
conocimiento de patrones en imégenes digitales invariante por posicion y
rotacion, fundamentado en la teoria de la transformada de Fourier y de la
transformada de Hilbert. Para esto, se generan dos mascaras binarias de
anillos concéntricos que surgen del estudio de la transformada de Hilbert
radial, las cuales son la base para que el sistema de reconocimiento de
patrones en imagenes digitales sea invariante por rotaciéon. La invarianza
de la posicién resulta de la aplicaciéon de la transformada de Fourier.

1 Introduccion

El reconocimiento de patrones es un érea de interés en los sectores social y
econdmico, en distintos campos de la ciencia y en el desarrollo de tecnologias,
por citar solo algunos ejemplos. Desarrollar nuevas aplicaciones, algoritmos y
técnicas mas eficientes, y mejores tecnologias, es una tarea multidiciplinaria
donde participan ingenieros, fisicos y matematicos, entre otros.
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Las aplicaciones del reconocimiento de patrones se pueden clasificar en los
grupos siguientes: comunicacion entre las computadoras y el hombre, biomedi-
cina, fisica, aspectos de seguridad, estudio y estimacion de recursos naturales,
estereologia, industria y robotica e inteligencia artificial [15]. La mayoria de
las aplicaciones del reconocimiento de patrones, correspondientes a los grupos
mencionados, estan basadas en herramientas que surgen del estudio de distin-
tas ramas de las matematicas. En particular, el reconocimiento de patrones
en imagenes digitales se sustenta, en gran medida, en conceptos y resultados
del anéalisis funcional. Ademaés, las teorias de la estadistica paramétrica jue-
gan un papel esencial para dar validez a las aplicaciones desarrolladas en esta
area.

En este capitulo se presenta un sistema digital de reconocimiento de pa-
trones en imagenes digitales invariante por posiciéon y rotacion, basado en el
estudio de las transformadas de Fourier y de Hilbert, el cual fue desarrollado
en [1| por los autores del trabajo presente. La transformada de Fourier ha
sido ampliamente estudiada y aplicada en el campo del reconocimiento de
patrones en imagenes digitales, a diferencia de la transformada de Hilbert,
cuyas principales aplicaciones son en el area de procesamiento de senales uni-
dimensionales.

Una ventaja de la transformada de Fourier, es que las aplicaciones de ésta
para funciones de una variable se extienden de manera natural para funcio-
nes multivariables. Desafortunadamente, la transformada de Hilbert no tiene
esa ventaja; al calcular la transformada de Hilbert de senales bidimensionales
(por ejemplo imagenes) no se obtienen los mismos resultados que para senales
unidimensionales. Por ello, se han propuesto modificaciones a la transformada
de Hilbert con el objetivo de extender las aplicaciones de una a dos dimensio-
nes. Entre dichas propuestas, se encuentra la transformada de Hilbert radial
[13, 5], a partir de la cual se elaboraron dos mascaras binarias de anillos con-
céntricos para lograr la invariancia por rotacion, a las cuales se les denoniné
mdscaras de Hilbert.

2 Fundamentos
Una imagen digital se puede definir como una senal bidimensional discreta y
finita I[ny, ng, conny; =0,1,..., M—1yny =0,1,..., N—1, donde la amplitud

de I en cualquier coordenada (n1,ny) representa la intensidad de la imagen en
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ese punto. A un punto (n;,ny) se le denomina pixel de la imagen. En el siste-
ma digital de reconocimiento de patrones en imagenes digitales desarrollado
en este trabajo, se considerd tnicamente imagenes en escala de grises. Este
término se usa para referirse a la intensidad de imégenes monocromaticas. En
dicha representacion, la intensidad de cada punto en la imagen es un tono de
gris que va desde el color negro hasta el blanco [8].

En el contexto del procesamiento de senales en general, existen diversas
razones para considerar la transformada de Fourier de senales. Por ejemplo,
representar la informacion de una senal en el dominio de frecuencias es tutil
para aplicar algunos algoritmos y de determinar ciertas propiedades de la
senal. Sin embargo, calcular la transformada de Fourier de una senal discreta
fln] conn =0,1,..., N—1 de la forma habitual, requiere de O(N?) operaciones
[3]. Debido a las limitaciones computacionales que implica tal namero de
operaciones, cominmente se utiliza un algoritmo desarrollado por Cooley y
Tukey denominado transformada rdpida de Fourier [4]. Con este algoritmo, se
obtiene el mismo resultado que utilizar la transformada de Fourier realizando
tnicamente O(Nlog(NN)) operaciones aritméticas.

Para una imagen digital I[n;, ny| representada en escala de grises, se cum-
ple lo siguiente

[ Frllny, noll| = [Frlllny — a,ng — 0], (1)

para a,b € N [3], donde Fr denota la transformada rapida de Fourier. Es de-
cir, el modulo de la transformada de Fourier, conocido también como espectro
de amplitud de Fourier, es invariante por traslacion.

Con base en esta propiedad de la transformada de Fourier, es posible
elaborar un sistema de reconocimiento de patrones en imégenes digitales in-
variante por posicion, es decir, un sistema que sea capaz de identificar un
objeto en una imagen trasladado en cualquier direcciéon. Por ejemplo, en la
Figura 1 se muestra el espectro de amplitud de Fourier de dos imégenes con
el mismo objeto pero en diferentes posiciones.
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N an

a) Imagen (b) |Fr(I)] ¢) Imagen J (d) |Fr(J)]

Figura 1: Ejemplificacion de la invariancia por posiciéon del moédulo de la trans-
formada de Fourier de una imagen. Ambos espectros de amplitud se muestran
bajo una transformacion logaritmica por cuestiones de visualizacion.

Es comiin que el modulo de la transformada de Fourier de una imagen
tenga valores de intensidad entre 0 y 10°. Debido a esto, al visualizar dicho
espectro se pierden detalles correspondientes a los valores de intensidad meno-
res, por lo que generalmente se visualiza bajo una transformacion logaritmica
13].

El filtrado de imégenes digitales es una técnica muy utilizada en el proce-
samiento de imégenes digitales. Existen filtros para resaltar o suavizar bordes
en iméagenes, remover distintos tipos de ruido, entre otros. En el area de re-
conocimiento de patrones, se pueden utilizar filtros en imagenes digitales con
el fin de obtener ciertas caracteristicas que permitan hacer una clasificaciéon
o identificacion entre imégenes. A los filtros utilizados en imagenes digitales,
también se les conoce como mascaras.

Una forma de aplicar un filtro a una imagen I[n, ns] es mediante la con-
volucién. Este procedimiento se conoce como filtrado espacial cuando las ope-
raciones se llevan a cabo en cada pixel [ny, ns| de la imagen I y como filtrado
en frecuencia cuando se trabaja en el dominio de la transformada de Fourier
de I [8].

El filtrado en frecuencia esta fundamentado por el teorema de convolucion.
La convolucion entre dos imégenes en el dominio de frecuencias es una multi-
plicacién punto a punto de matrices o producto Hadamard. De esto, el filtrado
en frecuencia de una imagen I[ny, ny| se define como Wlky, ko] ® |Ip[ky, ko]|,
donde Ig[ky, k] es la transformada rapida de Fourier de I, Wlky, ko] es el
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filtro a utilizar y el simbolo ® denota la multiplicaciéon punto a punto.
La imagen filtrada, se obtiene tomando la transformada inversa rapida de
Fourier, es decir,

~

I[ny,no) = Fpt { FrlIlny, nall} | (2)

donde Fp[I[ny,n,)] es la imagen resultante de aplicar el filtro T en el dominio
de frecuencias.

En el drea de reconocimiento de patrones en imagenes digitales, no siempre
es necesario obtener la imagen I[ny, ny] de la ecuacion (2), basta con trabajar
con el modulo de la transformada de Fourier de Fp[I[n;,n,]] (también co-
nocido como espectro de amplitud de Fourier) para obtener la clasificacion o
identificacion.

3 Transformada de Hilbert

La transformada de Hilbert de una funcion f(x) de variable real se define
como sigue:

HIf ()] = fla) *
LY @

= ds.

T) o —S5

Como el integrando de (3) tiene una singularidad en s = z, se toma el valor
principal de Cauchy, denotado por P, mediante el cual se permite asignar
valores a integrales impropias. Para esta ecuaciéon integral, el valor principal
de Cauchy se representa por

1p Oof(s)ds:llim[/z_e ) g 4 mf(‘g)ds] (4)

T ) —S T =0 T —Ss i — S

— 00

La ecuacion 3 surge de considerar una funcion f(z) = u(x,0) + iv(z,0)
analitica en la mitad superior del plano complejo que ademas tiende a cero
en el infinito. Con esto, se llega a lo siguiente:

M%):—%P/m o) e (5)

oo Lo — T
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oo
v(xg) = lP/ u(z) dx. (6)
T JowTo—T
Las ecuaciones (5) y (6), indican que conociendo tinicamente la parte real de
una funcién analitica f sobre la recta real, es posible encontrar su armoénica
conjugada y viceversa. Véase [9].

En la mayoria de las aplicaciones, la transformada de Hilbert se aplica en
el espacio de frecuencias. De la ecuacion (3) y por el teorema de convolucion,

o)« ]

™

= Flf@)F |-

™

F{Hf (@)} =F

(7)

La transformada de Fourier de la funcion sgn (la funcion signo) es Flsgn (z)] =
—-L y por la propiedad de simetria de la transformada de Fourier se tiene

v

que F [—ﬁ} = sgn(—v). Ademas, como el operador F es lineal, se llega a
1
F [—] =—i 8
— isgn(v) (8)

De esto, la transformada de Fourier de la transformada de Hilbert de una
funcién f(z) se expresa como

F{H[f ()]} = —isgn(v) F(v), (9)

donde F(v) es la transformada de Fourier de f(z).
Al expresar F'(v) en términos de su amplitud y fase, la ecuacion (9) se
escribe como

F{H[f(2)]} = —isgn(v) |F(v)| . (10)
Si v < 0, entonces
F{H[f ()]} =i|F(v)] e”
— 0+3) |F(v)]. (11)
Y si v > 0, entonces
F{H[f(2)]} = —i|F(v)] e”

_ 05 P(y)]. .
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Por lo tanto, la transformada de Fourier de H|[f(x)] se interpreta como la
transformada de Fourier de la funcién f(z) con su espectro fase de Fourier
rotado £7.

La transformada de Fourier de la transformada de Hilbert de una funciéon
de dos variables, f(xq,x3), es:

FAHf (1, 22)]} = —sgn(vi)sgn(va) F'(v1, va). (13)

En el 4rea de procesamiento de senales, para el caso de senales con una sola
variable independiente, la transformada de Hilbert tiene diversas aplicaciones,
las cuales se basan principalmente en la construcciéon de una senal compleja
denominada senal analitica.

A partir de una senal real u(z), es posible construir una senal compleja
f(z), con el fin de extraer ciertas caracteristicas de u(x), como la amplitud
local y la fase local. En 1946, Gabor propuso utilizar la transformada de
Hilbert de u(z) para construir dicha senal compleja [7], llamandola senal
analitica:

f(x) = u(x) + iH[u(x)]. (14)
Al representar una senal analitica f(x) en forma polar,
f(z) = A(z)e™®, (15)
se obtiene la amplitud local A(z) y la fase local #(x) de la senial u(x), donde
Hlu(z)]
Alx) = 2 2 = . 1
() = \Ju(@)? + Hlu(z)]2, 0(z) = arctan e (16)

La transformada de Fourier de una senal analitica f(z) = u(z)+iH[u(x)],
esta dada por

Flf(@)] = Flu(z) + Hu(2)]}
=U(v) +i[—isgn(v)U(v)] (17)
= UW)[L + sgn(v)],
donde U(v) es la transformada de Fourier de la senal u. De la ecuacion (17),
se obtiene que
2U(v), siv >0,
F(v) =14 U(0), siv=0, (18)
0, st v <0.
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La definicion de la transformada de Hilbert de una funcion, se puede
generalizar directamente al caso de varias variables, sin embargo, con esta
generalizacion no es posible construir una senal compleja de dos variables
que tenga las mismas caracteristicas que la senal analitica. Pese a esto, en
los trabajos de Felsberg y Sommer [6], Larkin y colaboradores [10] y Lorenzo
[11], por mencionar algunos, se presentan diferentes propuestas de construc-
cion de una senal bidimensional compleja para obtener caracteristicas como
la amplitud y la fase local de una senal, o bien, para demodular senales bidi-
mensionales.

Aunque las principales aplicaciones de la transformada de Hilbert en di-
mensién uno se basan en la construccion de la senal analitica a partir de una
senal real, también se puede utilizar para la deteccion de bordes de senales. Es
natural intentar sacar provecho de estas propiedades o atributos que cumple
la transformada de Hilbert en dimensiéon uno para funciones de dos variables,
pero en general, no se obtienen resultados analogos.

Se han propuesto diferentes transformadas para extender a dimensién dos
las principales aplicaciones de la transformada de Hilbert. En algunos casos,
se utiliza la transformada de Hilbert unidimensional para detectar bordes
de alguna funcion f(xq1,x2) en dos direcciones, es decir, calcular H[f(z1)] vy
H[f(z2)]; sin embargo, solo funciona para detectar bordes en esas direcciones.

Davis y colaboradores [5], definen una transformada de Hilbert que permi-
te el realce o la deteccion de bordes para funciones o senales bidimensionales
sin las limitaciones antes mencionadas, la cual denominan transformada de
Hilbert radial. La idea de esta propuesta, es utilizar la funciéon e*7? en lugar
de sgn(v1)sgn(vs) en la ecuacion (13), lo que da lugar a la definicion de la
transformada radial de Hilbert:

F{Hglf(z1,22)]} = €TF (11, 1), (19)

donde 0 = arccos (%) con r = \/vi 4+ 13 para (v1,15) # (0,0) y 0 =0
en el origen, F(v1,1) es la transformada de Fourier de la funciéon f y P es
cualquier nimero entero.
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Pei y Ding [13], proponen una generalizacion de la transformada de Hilbert
radial dada por Davis y colaboradores [5], la cual denominan transformada
de Hilbert radial generalizada y la definen por

F {Hralf (w1, 22)]} = S(0)F (11, 1), (20)

donde ®(6) es cualquier funcion. En el caso particular en que ®(0) = e*7? con
0 = arccos (%) y r = \/vi + 13, se obtiene la ecuacion (19).

Para una funcion discreta f[ny,ns] donde ny = 0,1,... M — 1y ny =
0,1,...,N — 1, la ecuacién (20) se modifica a

F{Hraalf[ni,na]]} = PO F[k1, ko], (21)

donde F'[ky, ko] representa la transformada discreta de Fourier de f[ny,nsl,
conk =0,1,.. M —1yky,=0,1,.... N — 1.

4 Sistema de reconocimiento de patrones inva-
riante por posicion y rotaciéon

Como ya se menciond, al trabajar con el espectro de amplitud de Fourier de
las imagenes digitales, se obtiene directamente un sistema de reconocimiento
de patrones que es invariante por posicion. El invariante por rotacién no es
directo, para lograrlo se construyeron mascaras binarias de anillos concéntri-
cos, con las cuales se calculan firmas unidimensionales que son invariantes por
traslacion y rotacion.

Partiendo de la version discreta de la transformada de Hilbert radial ge-
neralizada (20), se propone que

o) = &, (22)

con § = cos & y r = \/k? + k3 para (ki,ks) # (0,0), y 6 = 0 en (ki, ko) =
(0,0), donde k; y ko representan las variables discretas en el plano de frecuen-
cias. Como la funcion ®[f] toma valores complejos en el espacio de frecuencias,
se puede expresar como una funcion H|ky, ky] = Re[H]|+ iIm[H]. Las funcio-
nes Re[H| e Im[H], correspondientes a la parte real e imaginaria de H [k, ko],
se muestran en la figura 2 vistas sobre el plano (kq, ko), las cuales se pueden
representar como imagenes digitales en escala de grises.
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\ v \

7Z N

(a) Re(H) (b) Im(H)

Figura 2: Parte real y parte imaginaria de H[ky, ko).

Al filtrar en frecuencia las imagenes Re(H) e Im(H) con un disco binario
D, se generan las mascaras Hg y H; (Figura 3), es decir,

7
\ 4

(a) Disco binario D (b) Mascara Hp (c) Méscara Hy

Hp = Re(H) ® D,

(23)

Figura 3: Mascaras de Hilbert
Para obtener las firmas invariantes por traslaciéon y rotacion, se filtra el

modulo de la transformada rapida de Fourier de la imagen con las mascaras
Hpr y H;. En la Figura 4, se muestra un ejemplo de dicho proceso.
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(a) Imagen T (b) Modulo de (c) Modulo de (d) Modulo  de

Fr(I) Fr(I) filtrado con Fp(I) filtrado con
HR HI

Figura 4: Filtros Hg y H; actuando sobre el espectro de amplitud de Fourier
de la imagen. Por cuestiones de visualizacion, las imégenes de los espectros
de amplitud se muestran bajo una transformacion logaritmica.

En la Figura 4 se observa que el resultado de filtrar |Fp[I]| con Hg y Hy,
genera en ambos casos una imagen con anillos de color negro (que representa
al valor de intensidad 0) y anillos de distintos tonos de grises (valores de
intensidad diferentes de cero).

Para cada imagen se obtienen dos arreglos de numeros fr y f;, denomi-
nados firmas de la imagen. La primera se determina a partir del espectro de
amplitud de Fourier de la imagen filtrada por Hg, y la otra utilizando el filtro
H[.

Para una imagen dada I, la firma fy es

fR: [817827"'78]\7]7 (24>
donde sy, es la suma de las intensidades de los pixeles del k-ésimo anillo (sin
considerar los anillos en negro y numerados en orden ascendente del centro

hacia afuera) en la imagen |Fp[I|| ©® Hg, y N es el ntmero de dichos anillos
en la imagen (Figura 4). Analogamente, se determiné la firma

fI: [§17§27“'7§M]7 (25)

correspondiente a la imagen |Fr[l]| ©® H;. En la Figura 5, se muestran las
firmas de la imagen (a) de la Figura 4.
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R S IO TR SR RO B
9 11 13 15 17 19 21 23 25
k (numero de anillo)

a) Firma fg

R SO SO O N N
9 11 13 15 17 19 21 23 25
k (ntmero de anillo)

(b) Firma fr

5 I I I
1 3 5 7

Figura 5: Firmas correspondientes a la imagen I de la figura 4 a).

5 Plano de clasificacién y nivel de confianza del
sistema de reconocimiento de patrones

El sistema de reconocimiento de patrones se tiene que entrenar con una base
de datos de iméagenes de referencia. En la Figura 6, se muestra una base
de datos formada por imagenes digitales en escala de grises de fosiles de
diatomeas. Las diatomeas son una de las fuentes basicas para la formacion de
materia organica en el océano y participan activamente en la sedimentacion.
La presencia de diatomeas en paleoambientes marinos ha sido utilizada para
el estudio de cambios climaticos y de procesos geomorfologicos [2].
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Figura 6: Base de datos de imégenes de referencia: fosiles de diatomeas. (a)
A: Actinocyclus ingens - Rattray. (b) B: Azpeitia sp. (c) C: Azpeitia noduli-
fera - (Schmidth) Fryzell et Sims. (d) D: Actinocyclus ellipticus - Grunow in
van Heurck. (e) E: Actinocyclus ellipticus var moronensis - (Deby ex Rattray)
Kolbe. (f) F: Denticulopsis praedimorpha - Barron ex Akiba. (g) G: Nitzchia
praereinholdii - Schrader. (h) H: Bogorovia praepaleacea - (Schrader) Jouse.
(1) I: Thalassiosira oestruppii var 1. (j) J: Thalassiosira oestruppii var 2. (k)
K: Thalassiosira domifacta - (Hendey) Jouse. (1) L: Asteromphalus imbricatus
- Wallich. (m) M: Pseudotriceratium cinnamomeum - (Greville) Grunow. (n)
N: Thalassiosira kozlovii - Makarova. (o) O: Coscinodiscus radiatus - Ehren-
berg. (p) P: Diploneis bombus - Cleve-Euler in Backman et Cleve-Euler. (q)
Q: Stephanodiscus sp. (r) R: Actinoptychus undulatus - (Bailey) Ralf. (s) S:
Actinoptychus bipunctatus - Lohman. (t) T: Actinoptychus splendens - (Shad-
bolt) Ralf ex Pritchard. (u) U: Nitzschia reinholdii - Kanaya emend Barron
& Baldauf.
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Para entrenar al sistema, cada imagen de la Figura 6 se roté un angulo
AbOk,conk =0,1,..,359 y Af = 1°; por lo que, para cada imagen de referencia
se tienen 360 imagenes. Por ejemplo, de la diatomea A se obtuvo el conjunto de
iméagenes { Ag, A1, Aa, ..., Ass9 }, donde la imagen Ay, corresponde a la diatomea
A rotada k grados, con k = 0,1,...,359. De esta forma, la base de datos de
imagenes de entrenamiento tiene 7560 elementos.

Posteriormente, se calculan las firmas de cada imagen de entrenamiento
mediante el procedimiento descrito en la secciéon 3.2. Por ejemplo, para la
diatomea A, se obtuvieron los dos conjuntos de firmas

{4k =0,1,...,359} (26)

{f;“k|k =0, 1,...,359} . (27)

Para cada firma f 2’“ del conjunto (26) se calculé el escalar real P}? ¥, denomi-
. Ay, . .
nado potencia de la firma fr*, a partir de la ecuacion

5[]

pPpr=""t ¥ , (28)
donde N es el tamano de la firma, lo que dio lugar al conjunto
Py = {Pi*lk=0,1,...,359} . (29)
Analogamente, a partir del conjunto (27) se determiné el conjunto
P ={PMk=0,1,..359} . (30)

Entonces, a cada imagen A;, le corresponden dos nimeros reales: Pj;’“ y PIA’“,
k=0,1,...,359.
La media muestral de los conjuntos P} y Pj, esta dada por

359 359
S et
Xoa =20 x k0 (31)
Pe ™ 360 > “P T 360
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y la desviacion estandar de cada media por

359 359
> (Ppt = Xpa) > (P = Xpa)?
O-P}.»_;l — k=0 n— 1 ; O-PiA — k=0 n_ 1 . (32)

El teorema del limite central afirma que, si de una poblacién con una dis-
tribucion cualquiera con media p y desviacion estandar o se extraen muestras
aleatorias de n observaciones, entonces, cuando n es suficientemente grande,
la distribucién muestral de las medias muestrales X se distribuye de mane-
ra aproximadamente normal, con media p y desviacion estdndar FE = \/iﬁ,
conocida como error estandar [12].

Para el ejemplo de la diatomea A, de una muestra de 360 imagenes se
calcularon los estimadores Pﬁ’“, k = 0,1,...,359. Por el teorema del limite
central, al ser considerablemente grande la muestra, las potencias P}? * tienen
una distribuciéon normal. Ademés X pa tiende a fipa Y EEP},% = apg/ /360,
donde p pA €s la media poblacional. Analogamente, lo anterior se cumple para

. Ap
las potencias P;*.

1.806% 10"

=

.805

=
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Jay
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oo
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XPI; :i: ZEEP; X lO14

Figura 7: Rectangulo de confianza del 95.4 % en color gris y el punto negro
indica la coordenada (Xpa, Xpa).
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Como las potencias de las firmas obtenidas a partir de la imagen A tienen
una distribuciéon normal, se pueden generar intervalos de confianza. Siguiendo
la metodologia de las graficas de los diagramas de cajas, se construyeron los
intervalos de confianza del 95.4 % para cada uno de los dos conjuntos de
las potencias de las firmas y, a partir de ahi, se construyé el rectangulo de
confianza del 95.4 % graficando los valores X pa £ 2EFEpa en el eje horizontal
y X pA + 2EEpf4 en el eje vertical, que se muestra en color gris en la Figura
7. En la misma gréfica, la coordenada de las medias muestrales (X P X pA)
se indica en negro.

Siguiendo un procedimiento analogo para cada imagen digital en la base
de datos de imagenes de referencia, se construyen los rectangulos de confianza
para generar el plano de clasificacion. En la Figura 8 se muestra el plano de
clasificaicion para las imagenes en escala de grises de fosiles de diatomeas de
la Figura 6.

Para que se observe con claridad que el sistema de reconocimiento de
patrones clasifica eficientemente cada una de las imégenes problema, se pre-
sentan dos amplificaciones en las Figura 9 y Figura 10, donde se observa que
ninguno de los rectangulos se traslapa. Logrando de esa manera el objetivo
de tener un tnico plano de clasificacién y asi reducir el tiempo de computo
al momento de indentificar a los objetos en las imégenes digitales.

x 10%
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b 1r P I 4
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0 0.5 1 1.5 2 %4.5
XPH + 2EEPH x 10

Figura 8: Plano de clasificacion de las imagenes de la Figura 6.
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Figura 9: Amplificacion de la Figura 8 correspondientes a los rectangulos de
confianza de diatomeas G, U, H y F.
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Figura 10: Amplificaciéon de la Figura 8 correspondientes a los rectdngulos de
confianza de diatomeas F, P, D, I, N, R, M y S.

En el reconocimiento de patrones en imégenes digitales, el tiempo de
computo es un factor determinante, debido a la gran cantidad de image-
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nes que se manejan. Solorza y Alvarez-Borrego [14], proponen las mascaras
binarias de anillos concéntricos denominadas mdscaras Fourier (Mg) y mds-
caras Bessel (Bp), las cuales son generadas en un tiempo mayor al utilizado
para generar las méscaras de Hilbert Hr y H;. En la tabla 1, se muestra la
comparacion del tiempo promedio en que se genera Hgi, M v Bp, obtenido a
partir de una muestra de 50 elementos para cada caso. La méquina utilizada
para este anélisis es una: iMac con procesador 2.4 GHz Intel Core 2 Duo,
memoria 2 GB 667 MHz DDR2 SDRAM.

Tabla 1: Tiempo de computo promedio.

Mascara | Tiempo (segundos)
Hp 0.0206242682705
Mp 0.5236733341570
Bp 0.1167171006915

6 Conclusiones

A partir de la teoria y del estudio de las aplicaciones de la transformada de
Hilbert se logré proponer un par de mascaras binarias de anillos concéntricos
(mdscaras de Hilbert), mediante las cuales se obtienen firmas unidimensiona-
les invariantes por translacién y rotacién para una imagen dada. Ademas, a
partir de la potencia de las firmas obtenidas se pudo construir un tinico plano
de clasificacion, a diferencia de los multiples planos de clasificacion empleados
en los sistemas de reconocimiento de patrones por correlacion.

Por otra parte, el tiempo promedio en que se generan las mascaras de
Hilbert es considerablemente menor al tiempo en que se generan las mascaras
binarias de anillos Bessel y Fourier, reduciéndose asi considerablemente el
tiempo de computo empleado por el sistema para clasificar imagenes digitales.
De esto, la implementacion de las mascaras de Hilbert se puede catalogar
como parte del desarrollo de una nueva técnica mas eficiente para obtener
la invarianza por rotaciéon en un sistema de reconocimiento de patrones en
imégenes digitales.

El sistema de reconocimiento de patrones implementado permite reconocer
y clasificar los distintos tipos de fosiles de diatomeas de la base de datos con
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la que se trabajo. De la misma forma, es posible obtener resultados analogos
para el reconocimiento de distintos objetos capturados en imégenes digitales
a escala de grises, sin importar la posicién y la orientacién de estos.
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Capitulo 3

Comprension del concepto de limite de una
funcién en estudiantes de Actuaria, Fisica y
Matematicas

América Guadalupe Analco Panohaya
Lidia Aurora Hernandez Rebollar
FCFM, BUAP

Resumen

El objetivo de este articulo es mostrar algunos aspectos de la comprension
del concepto de limite de una funcién en una variable de un grupo de es-
tudiantes de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP. La
evaluacion se fundamentoé en la teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto
y Esquema) ya que permite identificar las estructuras y los mecanismos
mentales relacionados con este concepto. Los aspectos que se evaluaron
estan relacionados con la idea de aproximacién infinita y con la métri-
ca. En las conclusiones se reportan las estructuras mentales que lograron
construir los participantes después de haber estudiado el tema del limite
funcional en un curso regular de Calculo Diferencial. También se com-
paran los resultados con los que se reportaron en la literatura que sirvié
como antecedente.

1 Introduccion

El célculo diferencial es una materia que esté presente en los programas de
diferentes carreras, como por ejemplo, ingenierias, computacion, actuaria y
fisica, y por supuesto, en la de matematicas. Un rasgo caracteristico de esta
materia es el alto nivel de abstraccion, lo cual provoca serias dificultades en-
tre los estudiantes. “En la actualidad existe una tendencia a la ensenanza del
célculo basada en un enfoque algoritmico y algebraico” [6], la cual podria estar
provocando una comprension limitada de los conceptos. Sin embargo, en las
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carreras de ciencias exactas como matematicas, fisica y actuaria, donde tam-
bién los indices de reprobacion son altos, se privilegia el razonamiento formal
mediante el formato “definicién, teorema, demostracion”. En particular, en
este trabajo se decidi6 investigar sobre ciertos aspectos de la comprension del
concepto de limite funcional que lograron un grupo de estudiantes de ciencias
exactas, después de que haber estudiado este tema en un curso de Calculo
Diferencial. Para evaluar la comprension se eligié una teoria constructivista
denominada APOE, nombrada asi por las siglas de las estructuras mentales
Accién, Proceso, Objeto y Esquema en las cuales descansan sus postulados.
En este trabajo se reporta como los participantes construyeron el limite
funcional (en una variable) en aspectos relacionados con las concepciones
dindmica y métrica. En la primera concepcion, el limite se entiende como el
ntmero al que se aproximan los valores de la funciéon cuando esta se evalia
en elementos del dominio suficientemente cercanos a un cierto valor dado.
Mientras que en la segunda, el limite de la funcion se concibe como el nimero
que satisface la definicion de Wiestrass, conocida también como épsilon-delta.
De acuerdo a la teoria APOE, el estudiante debe construir la concepcion
dindmica y utilizarla para construir la concepcion métrica [3|. Sin embargo, la
experiencia de las autoras de este trabajo nos dice que, en los cursos formales,
la ensenanza del limite funcional parte de la definicion épsilon-delta y no se
trabaja explicitamente con la idea de aproximacion o concepcion dinamica.

2 MARCO TEORICO

La teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto y Esquema) tiene como objetivo
entender como se aprenden los conceptos matematicos. Su origen esta en el
trabajo de Jean Piaget y fue creada por Dubinsky en la década de los 80; es
una teoria constructivista.

La teoria nacié cuando Dubinsky reflexion6 sobre la aplicacion de la abs-
traccion reflexiva de Piaget en las matematicas de la educacion superior, pero,
.qué es la abstraccion reflexiva? La respuesta de Piaget consta de dos partes,
la primera parte implica reflexion en el sentido de conciencia y pensamiento
contemplativo sobre lo que Piaget llamo6 contenido y operaciones sobre ese
contenido, y en el sentido de reflexionar sobre el contenido y de realizar ope-
raciones de un nivel cognitivo inferior a uno superior (es decir, de procesos a
objetos). La segunda parte consiste en la reconstruccion y reorganizacion del
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contenido y las operaciones. En esta etapa superior resulta que las operaciones
se pueden convertir en contenido al cual le pueden aplicar nuevas operaciones,
véase [1]. Esto condujo a Dubinsky a considerar que la abstraccion reflexiva
es una herramienta soélida para describir el desarrollo mental de los conceptos
matemaéticos avanzados.

Dubinsky interpreta que el desarrollo cognitivo empieza con acciones, que
son interiorizadas en procesos y luego se encapsulan en objetos a los que se
pueden aplicar nuevas acciones, todo ello forma un esquema; pareciera que
la propuesta progresiva en la teoria es de la forma A — P — O — FE. Sin
embargo, aunque se presente en esta forma lineal, el desarrollo no siempre
procede asi, mas bien, un individuo puede avanzar de una etapa a otra pero
luego retroceder para continuar con el desarrollo de sus estructuras.

Dubinsky considera cinco tipos de abstraccion reflexiva o mecanismos
mentales (Interiorizacion, coordinacion, encapsulacion-desencapsulacion, in-
version y generalizacion) que conducen a la construccion de las estructuras
mentales (acciones, procesos, objetos y esquemas). La figura (1) ilustra la
relacion entre las estructuras y los mecanismos. A continuaciéon presentamos
una descripcion de los mecanismos mentales:

Esquema
interiorizacion
Acciones
Procesos
encapsulacion '
Objetos 4 Coordinacién
o Inversion
Des-encapsulacion

Figura 1: Teoria APOE [1]

Interiorizacion: Se puede considerar como la transferencia de una acti-
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vidad especifica del mundo externo al mundo interno del individuo. En otras
palabras, ocurre cuando el individuo pasa de tener ayudas externas a tener
un control interno de la actividad.

Coordinacion: La coordinacion consistente en tomar dos o mas procesos
para construir un nuevo proceso. Este nuevo proceso puede ser encapsulado
como un objeto.

Encapsulaciéon: Este mecanismo entra en acciéon cuando el individuo
ve al proceso como una totalidad, percibe las transformaciones que pueden
actuar sobre esa totalidad y realmente puede construir tales transformaciones
(explicitamente o en su imaginacion), entonces decimos que el individuo ha
encapsulado el proceso en un objeto cognitivo.

Desencapsulacion: Una vez que el individuo ha encapsulado un proceso
en un objeto, este puede ser desencapsulado para regresar al proceso que lo
generd, en otras palabras, reinvertir el mecanismo.

Inversion: Cuando el proceso existe internamente, el individuo es capaz
de pensarlo de forma inversa (en el sentido de deshacerlo), creando asi un
nuevo proceso inverso al proceso inicial.

Generalizacion: Se relaciona con la capacidad del individuo para aplicar
un determinado esquema en un contexto distinto, se caracteriza por deter-
minar los alcances de sus construcciones. En este mecanismo los esquemas
no cambian, pero los objetos pueden ser asimilados por un esquema en otro
contexto.

A continuacién presentamos una descripcion especifica de las estructuras
mentales:

Accién: Una acciéon es cualquier transformacion fisica o mental para ob-
tener otros objetos. Puede ser una respuesta de un solo paso, como un reflejo
fisico, o el acto de recordar algiin hecho de memoria. También puede ser res-
puesta a varios pasos, pero se caracteriza porque van seguidos unos de otros.

Un ejemplo de la concepcioén accion es resolver una ecuacion imitando los
pasos de una ecuaciéon que se resolvid previamente.

Proceso: Es la estructura mental en la cual se realiza la misma operaciéon
que la acciéon so6lo que totalmente en la mente del individuo, permitiendo
que sea capaz de imaginar la realizaciéon de la trasformaciéon sin tener que
realizar cada paso de manera explicita. Puede realizar la transformacién sin
la necesidad de llevar a cabo cada paso. Un proceso puede ser revertido o
puede ser coordinado con otros procesos.

Retomando el ejemplo anterior de accion, una concepcion de proceso seria
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resolver la ecuacion sin imitar el método para solucionar una ecuacion similar.

Objeto: Cuando el individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a
un proceso como un todo y puede identificar las transformaciones, ademés de
construirlas (acciones o procesos) diremos que el proceso ha sido encapsulado
en un objeto y que el individuo posee una concepciéon objeto del concepto.

Un ejemplo de la concepcion objeto es cuando el individuo puede tomar
dos o més funciones y componerlas obteniendo asi una nueva funcion.

Esquema: Un esquema se entiende como una colecciéon coherente de las
estructuras de accion, proceso, objeto y otros esquemas y las conexiones que
se establecen entre ellas. Ademaés, se caracterizan por su dinamismo, es decir,
su reconstruccion continua debido a la actividad matematica del individuo en
situaciones especificas.

Un ejemplo de la concepcion esquema de espacio vectorial puede incluir
n-tuplas y matrices como objetos y funciones como procesos. Todas estas
estructuras pueden ser relacionadas por el hecho de que comparten algunas
propiedades, como satisfacer un conjunto de Axiomas que definen un espacio
vectorial.

La teoria APOE describe la construccion de los conceptos matematicos
del nivel superior mediante un modelo tedrico denominado descomposicion
genética, la cual se basa en la experiencia del investigador sobre la ensenanza
del concepto y de la teoria, en los libros de texto y en estudios previos.

Descomposicidon genética. Es un modelo hipotético que describe las
estructuras y los mecanismos mentales que los estudiantes necesitan construir
para aprender un concepto matematico especifico [1].

A continuaciéon presentamos la descomposicion genética que utilizamos
para nuestra investigacion:

El limite como concepciéon dinamica.

La concepciéon dinamica de limite de una funcién supone construir un
proceso en el dominio en el cual x se aproxima a a, construir otro proceso en
el rango en el cual f(z) se aproxima a L y utilizar la funcién para coordinarlos
[4].

El limite como concepciéon métrica.

Hemos considerado como concepcién métrica, en términos de desigualda-
des, aquella que se deriva de la construcciéon de un proceso en el dominio en
el cual x — a en valor absoluto se aproxima a 0, construir otro proceso en el
rango en el cual f(xz) — L en valor absoluto se aproxima a 0 y coordinarlos
[4].
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Tabla 1: Descomposiciéon genética del limite [1]

Descomposicion genética del concepto de limite

R1 La Accion de evaluar la funcion f en un tnico punto x, considerado cercano, o
igual al valor de a

R2 La Accion de evaluar la funcion f en unos puntos, cada punto sucesivo cercano
aa

R3 Construccion de un esquema de un proceso coordinado:

a) Interiorizacion de la accion del paso R2 para construir un proceso dominio en
el cual x se aproxima a a.

b) Construccion de un proceso rango en el cual y se aproxima a L

¢) Coordinacion de a) y b) via f.

R4 Encapsulacion del proceso del paso (R3c) asi que el limite se convierte en un
objeto al cual las acciones se pueden aplicar.

R5 Reconstruccion del proceso del paso (R3c) en términos de intervalos y desigual-
dades. Esto es introduciendo estimadores numéricos de las aproximaciones cercanas:
O0<|z—a|l<dyO0<|f(z)—L|<e

R6 Aplicacion de un esquema de cuantificacion de 2 niveles para conectar el proceso
descrito en R5, para la definicion formal.

R7 Aplicacion de una concepcion completa € — § para situaciones especificas

La investigacion que se apoya en la teoria APOE tiene tres componentes:
el analisis tedrico, el diseno e implementacion de ensenanza y observacion,
ademés de la verificacion de datos. La figura (2) ilustra como se relacionan
las tres componentes del ciclo de investigacion.

Analisis Tedrico
Coleccidn y andlisis de BN Disefio e implementacion
D E—
datos de instruccion

Figura 2: Ciclo de investigacion adapatado de[1]

Una explicaciéon detallada de como funciona el ciclo de investigacion la
pueden consultar en [1].
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3 METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

Este trabajo sigui6 el ciclo de investigacion de la teoria APOE de la siguiente
manera: se aplicé un cuestionario el cual se bas6 en la descomposicion genética
presentada por Cottrill, véase [1], para recabar datos que ofrecieran evidencias
de las construcciones mentales y los mecanismos cognitivos que construyeron
los participantes después de haber estudiado el tema.

Los participantes en esta investigacion fueron 56 estudiantes de la Fa-
cultad de Ciencias Fisico Matematicas que cursaban la materia de Céalculo
Diferencial durante el semestre de primavera 2019, de las carreras de Actua-
ria, Fisica Aplicada, Fisica, Matematicas y Matematicas Aplicadas. Ademas,
tenfan una semana de haber visto el tema del concepto de limite de una
funcién en un punto.

A estos estudiantes se les aplicaron 6 actividades extraidas de la tesis de
Pons, véase [4]; las cuatro primeras actividades tienen la caracteristica de ha-
cer referencia a la concepcion dinamica mientras que las otras dos actividades
hacen referencia a la concepciéon métrica del concepto de limite de una fun-
cion en un punto. Otra caracteristica de las actividades es que utilizan varias
funciones representadas en los registros numérico, algebraico y grafico.

A continuacién se presentan las actividades y las estructuras y mecanismos
mentales que se pretenden evaluar con ellas:
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Actividad 1

A partir de la siguiente tabla, responde:

T 2.9 2.99 2.999 2.9999 <o+ 1 3.0001 3.001 3.01 3.1
f(z)| 14.21 | 14.9201| 14.992001| 14.99920001| --- | 15.0008001 | 15.008001| 15.0801| 15.81
a) (A qué numero se aproxima 7

b) (A qué nimero se aproxima f(x)?

¢) Describe el comportamiento de f(z) con relaciéon a la variable x.

d) Di, si es posible, jcudl es el limite de la funcién en x = 37 Justifique su respuesta

Tabla 2: Actividad 1

Esta actividad estd presentada en el registro numérico, su propoésito es
hacer evidente las estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a
los tres primeros pasos de la Descomposicion Genética. Es decir, lo que se
espera es que:

a)

b)

A partir de observar los valores de la tabla, los estudiantes construyan
un Proceso dominio en el cual = se aproxima a 3 (R3a).

A partir de las aproximaciones laterales, los estudiantes construyan un
Proceso rango en el cual f(z) se aproxima a 15 (R3b).

Que coordinen el Proceso dominio cuanto x tiende a 3, con el Proceso
rango cuando f(z) tiende a 15 (R3c).

Que los estudiantes, a partir de la coordinacién de los dos Procesos,
mencionen que puede ser 15 el limite de la funcién cuando = se acerca
a 3. Sin embargo, no es posible afirmarlo porque solo se muestra una
sucesion de numeros. Lo que se espera es que ellos perciban el compor-
tamiento de aproximacion tanto en el dominio como en el rango (R4).
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Actividad 2

L x—2
Sl f(fﬂ) - IZ — 4
T 1.9 1.99 1.999 1.9999 <.+ 1 2.0001 2.001 2.01 2.1
f@)

a) Completa la tabla

=

) A qué ndmero se aproxima z7

¢) (A qué namero se aproxima f(z)?

d) Describe el comportamiento de f(z) con relacién a la variable x.

e) Di, si es posible, jcudl es el limite de la funcion en @ = 27 Justifique su respuesta

Tabla 3: Actividad 2

Esta actividad esta presentada en el registro algebraico-numérico, su pro-
posito es observar las estructuras y mecanismos mentales correspondientes a
los tres primeros pasos de la Descomposicion Genética cuando los estudiantes
respondan los incisos correspondientes. Es decir, lo que se espera es que:

a) Calculen el valor de la funciéon en modo algebraico, es decir, que realicen
la accion de evaluar la funcion f en puntos cercanos a x = 2 (R2).

b) Construyan un Proceso dominio, en el cual = se aproxima a 2 (R3a).

¢) Construyan un Proceso rango, es decir, que observen a qué numero se
aproximan los valores de f(z) tanto por la derecha como por la izquierda
y concluyan que se aproxima a 0.25 (R3b).

d) Relacionen ambas variables coordinando los dos Procesos rango y do-
minio (R3c).

e) A partir de la Coordinacion entre los dos Procesos, rango y dominio,
mencionen que puede ser 0.25 el limite de la funciéon cuando x se acerca
a 2 pero no es posible afirmarlo porque solo se muestra una sucesion de
nimeros, sin embargo, se espera que ellos observen el comportamiento
de aproximacion (R4).
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Actividad 3
A partir de la siguiente tabla, responde:
x 3.99 |3.993 | 3.9999 3.99999 .-+ | 4.00001 4.0001 4.001 | 4.01
f(z)| 15.53Q 15.5254| 15.5015 | 15.50001 .-+ | 14.00003 14.0003 | 14.003 | 14.03

a) }A qué numero se aproxima 7

=

) A qué namero se aproxima f(x)?

¢) Describe el comportamiento de f(z) con relaciéon a la variable x.

d) Di, si es posible, {cuél es el limite de la funcién en & = 47 Justifique su respuesta

Tabla 4: Actividad 3

Esta actividad esta presentada en el registro numérico y su objetivo es
evaluar si los estudiantes:

a) Construyen un Proceso dominio, en el cual = se aproxima a 4 (R3a).

b) Construyen un Proceso rango para valores de f(z) tanto por la derecha
como por la izquierda y observan que f(x) se aproxima a dos valores
diferentes, es decir, por la izquierda se aproxima a 15.5 y por la derecha

a 14 (R3b).

c) A partir de la tabla, son capaces de relacionar ambas variables coordi-
nando los Procesos rango y dominio (R3c).

d) A partir de la coordinacion de los dos procesos dados en c), concluyan
que el limite de la funcién no existe en x=4 (R4).
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Actividad 4

De la funcién f(x) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:

/

¥

a) Elige un valor para z, y calcula el valor de f(z), en ese punto.
b)
)

c
d) Describe el comportamiento de f(x) con relacion a la variable z.
)

Cuando z tome los valores 3.9,3.99,3.999, - -- ;A qué nimero se aproxima f(z) ?

Cuando z tome los valores 4.1,4.01,4.001, - - - ;A qué ntmero se aproxima f(z) ?

e) Di, si es posible, jcual es el limite de la funcién en x = 47 Justifique su respuesta

Tabla 5: Actividad 4

Como en las actividades anteriores, esta tiene el propodsito de observar las
estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a los tres primeros
pasos de la Descomposicion Genética, con la diferencia de que, en esta activi-
dad, se solicita construirlas en el registro grafico. El objetivo de esta actividad
es evaluar si los estudiantes:

a) Logran determinar el valor de la funcién en el punto que elijan (R1).

b) Coordinan el Proceso dominio cuando x tiende a 4 por la izquierda, con
el Proceso rango cuando f(z) tiende a 15 (R3b).

¢) Coordinan el Proceso dominio cuando z tiende a 4 por la derecha, con
el Proceso rango cuando f(z) tiende a 10 (R3b).

d) Coordinan de manera conjunta los procesos construidos en los incisos b
y ¢ (R3c).

e) Logren ver que el limite no existe, teniendo en cuenta que cuando x tien-
de a 4 los valores de la funcion f(x) se aproximan a diferentes niameros
por la izquierda y por la derecha (R4).

Esta actividad esta presentada en el registro numérico, su propoésito es ob-
servar las estructuras y los mecanismos mentales correspondientes a la con-
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Actividad 5

De la funcién f(x) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:

x 0.499 0.4999 0.49999 | 0.499999 | --- | 0.500001 | 0.50001 | 0.5001 | 0.501
f(x) 1.497003 | 1.499700 | 1.499970 | 1.499997 | --- | 1.500003 | 1.500030 | 1.500300| 1.50300
|0.5—z| | 0.00100 | 0.00010 | 0.00001 | 0.000001 | --- | 0.000001 | 0.00001 | 0.00010 | 0.00100
1.5 — | 0.00299 | 0.0003 0.00003 | 0.000003 | --- | 0.000003 | 0.00003 | 0.00030 | 0.00300
/()|

a) ;Qué tan cerca deben estar los valores de x a 0.5 para que la diferencia |1.5— f(z)],
sea menor que 0.0017

b) Con la informacién del apartado anterior, jpodria indicar cual es el limite de f(x)
en el punto x = 0.57 Justifique su respuesta

Tabla 6: Actividad 5

cepcion métrica del limite, es decir, los pasos 5 y 6 de la Descomposicion
Genética. El objetivo de esta actividad es evaluar si los estudiantes:

a) Realizan la accion de determinar la distancia a la que debe de estar z
de 0.5 para que |1.5 — f(z)| < 0.001 este es el paso (R5) de la descom-
posiciéon genética.

b) En esta pregunta se pretende que los estudiantes observen que las di-
ferencias en valor absoluto entre x y 0.5 se aproximan a 0 y que las
diferencias en valor absoluto de f(x) y 1.5 también se aproximan a 0,
entonces el limite de la funcion f es 1.5 (R6).
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Actividad 6

De la funcion f(z) que se muestra en la siguiente figura, contesta las preguntas:

v /(@) 25— 4 35— (@)
2.45 3.35000000 0.05 0.15
2.49 3.47000000 0.01 0.03
2.499 3.49700000 0.001 0.003
2.4999 3.49970000 0.0001 0.0003
2.49999 3.49997000 0.00001 0.00003
2.499999 3.49999700 0.000001 0.000003
2.500001 2.00000200 0.000001 1.499998
2.50001 2.00002000 0.00001 1.49998
2.5001 2.00020000 0.0001 1.4998
2.501 2.00200000 0.001 1.498
2.51 2.02000000 0.01 1.48
2.55 2.10000000 0.05 1.4

a) ;Qué tan cerca deben estar los valores de x a 2.5 para que la diferencia |3.5— f(z)|,

sea menor que 0.0017

b) Con la informacién del apartado anterior, jpodria indicar cul es el limite de f(x)
en el punto x = 2.57 Justifique su respuesta

Tabla 7: Actividad 6

Esta actividad esté presentada en el registro numérico, su proposito es
analizar las estructuras y los mecanismos mentales de la concepcién métrica,
es decir, los pasos 5 y 6 de la Descomposicion Genética. El objetivo de esta
actividad es observar si los estudiantes:

a) Realizan la accién de determinar la distancia a la que debe de estar x
de 2.5 para que [3.5 — f(x)] < 0.001 este es el paso (R5) de la descom-
posiciéon genética.

Manifiestan la no existencia del limite, ya sea mediante la argumen-
tacion de aproximaciones laterales o mediante la coordinacién de las
aproximaciones métricas en el dominio y rango de la funcion, es decir,
que los estudiantes observen que cuando las diferencias en valor absolu-
to entre los valores de z y 2.5 se aproximan a 0, las diferencias en valor
absoluto de f(x) y 3.5 no se aproximan a cero, y por lo tanto, se puede
decir que la funciéon no tiene limite en x = 2.5 (R6).
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4 RESULTADOS

En este apartado presentaremos los resultados obtenidos, en donde destaca-
remos el porcentaje de los estudiantes que mostraron las estructuras y los
mecanismos mentales que se evaluaron en cada actividad y un ejemplo de
estas a través de las respuestas de alguno de los estudiantes participantes.

Representacion numérica

Estructuras mentales Porcentaje Observaciones

de Estu-

diantes
Construccién de un Proceso | 100 % Todos los estudiantes escribieron “3”.
dominio (R3a) Podemos concluir que construyeron un

proceso dominio, ya que notaron que
los valores de x se aproximaban a 3 tan-
to por la izquierda como por la derecha.

Construccién de un Proceso | 100 % Todos los estudiantes respondieron

rango (R3b). “15”. Podemos concluir que construye-
ron un proceso rango.

Coordinacion de ambos pro- | 66.06 % Algunos estudiantes respondieron esta

cesos (R3c) pregunta usando conceptos previos o

creando una regla de correspondencia,
sin embargo, el 66.06 % respondieron
coordinando ambos procesos.

Concepcion Proceso en el | 71.24% La mayoria de los estudiantes justifica-
cual se propone a 15 como ron la existencia del limite a través de
el limite, a través de la coor- la coordinacién de los procesos en el do-
dinaciéon de los procesos del minio y en el rango.

paso (R3c).

Tabla &: Estructuras mentales actividad 1

Para ilustrar lo anterior, se analizan las respuestas del estudiante ES8 a la
Actividad 1.

A partir de sus respuestas (ver figura 3) podemos observar que construy6
los procesos dominio y rango, respectivamente. Aunque deja en blanco la
tercera pregunta este estudiante da evidencia de que haber coordinado ambos
procesos en la cuarta pregunta en la que, ademés, propone al niimero 15 como
el limite de la funcion y lo hace a través de las aproximaciones laterales.
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&A qué nimero se aproximan los valores de x? ¢. >
¢A qué numero se aproximan los valores de f(x)? . |
Describe el comportamiento de f(x) con relacion a la variable x.
Di, si es posible, ¢cual es el limite de la funcion en x = 37 Justifica tu respuesta.
Eg 15, Cuomds UGS gpiox i Momss> G S por oo 12 Fu & Qo (XY , FEO se
M;»m,wmo a\B5 Cuorde X SE G preXIWos o por lon devechie , £(x) 5¢ 0pron Mo o
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Figura 3: Respuesta de E8

Representacion algebraico-numérica

Estructuras mentales Porcentaje Observaciones
de Estu-
diantes
Accion de evaluar la funcién | 100 % Todos los estudiantes completaron correctamente

f en pocos puntos cada vez
mas cercanos a 2. (R2)

la tabla, es decir, los estudiantes poseen la concep-
cion Accion.

Construccién de un Proceso | 100 % Todos contestaron que x se aproxima a 2, en

dominio (R3a) otras palabras, todos los estudiantes construyeron
el proceso dominio.

Construcciéon de un Proceso | 98.21 % La mayoria de los estudiantes logré construir el

rango a un numero determi- proceso rango y observan que f(x) se aproxima a

nado (R3b) 0.25

Coordinacion de ambos pro- | 64.28 % Mas de la mitad de los estudiantes lograron coordi-

cesos (R3c) nar ambos procesos y el estudiante E48 ha logrado
hacer el paso (R5) de la descomposicion genética,
que corresponde a la reconstruccion del proceso del
paso (R3c) en términos de intervalos y desigualda-
des.

Concepcién Proceso en el | 39.28 % Aunque més de la mitad de los estudiantes propu-

cual se propone a 0.25 co-
mo el limite, a través de la
coordinacion de los procesos
del paso (R3c).

sieron a 0.25 como el limite, solamente el 39.28 %
lo hizo a partir de las aproximaciones laterales.

Tabla 9:

Estructuras mentales actividad 2
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Como ejemplo, analicemos las respuestas del estudiante E27 a la Actividad
2. En la figura 4 podemos notar que construyé los procesos dominio y rango,
respectivamente. También coordindé ambos procesos, ya que menciona que
conforme x se aproxima a 2, f(x) tiende a 0.25. Sin embargo, su respuesta
al inciso e) deja ver que duda sobre la existencia del limite porque la funcién
no esta definida en dos, por un lado menciona que no es posible saber si el
limite existe y por otro lado escribe que el limite es igual a 0.25. Este alumno
evidencia la concepcion del limite como algo que no puede ser alcanzado,
percibe el proceso infinito potencial y la indefinicién de la funcién en dos le
dificulta la concepciéon del infinito actual.

)

Completa la tabla.

¢A qué nimero.se aproximan los valores de x?

¢A qué nimero se aproximan los valores de f(x)? 0.2.5 X
Describe el comportamiento de f(x) con relacion a la variable x. Conlovy

vaxiaole x

O T
= D=

o

< AOY D 3 y e " a0 79
e 20X O ¥ PP ] . 7 4 t {)_Au

e) Di, sies posible, ¢cual es el limite de la funcion en x = 27 Justifica tu respuesta.
v ~ L 1 1
La & cr oW N\Q@ 257a je ) @ Ri=E @0 \o  gu

-~ y

D < - o) & 4 £ £ - Aa | Ay
NG es OO0 S\ A Vs “ *ANGE

pexo

Figura 4: Respuesta de E27
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Representacion numérica

Estructuras mentales

Porcentaje
de Estu-
diantes

Observaciones

Construcciéon de un proceso
dominio a un nimero deter-

minado (R3a)

100 %

Todos los estudiantes respondie-
ron que r se aproxima es a 4, es
decir, los estudiantes construye-
ron un proceso dominio.

Construcciéon de un proceso
rango a un namero determi-

nado (R3b)

100 %

Todos los estudiantes respondie-
ron que f(z) tiende a 15.5 por la
izquierda y a 14 por la derecha, es
decir, lograron construir un Pro-
Ceso rango.

Coordinacién de ambos pro-
cesos (R3c)

82.14%

La mayoria de los estudiantes
mostré haber coordinado ambos
procesos de aproximacién, aun-
que hubo algunos estudiantes que
relacionaron las variables por al-
guna propiedad.

Concepcién Proceso al men-
cionar que el limite no exis-
te a través de la coordina-
cion de los procesos del paso
(R3c).

83.92%

La mayoria de los estudiantes
mencioné que el limite no existia
ya que las aproximaciones latera-
les no coinciden.

Tabla 10: Estructuras mentales actividad 3

A continuacion veremos las respuestas del estudiante E1 a la Actividad 3

como un ejemplo de lo que logré la mayoria. A partir de sus respuestas pode-
mos observar que construy6 los procesos dominio y rango, respectivamente.
El estudiante coordindé ambos procesos, lo cual le permitié darse cuenta de
que f(z) se aproxima a dos numeros diferentes cuando x se aproxima a 4 y

responder que el limite no existe.
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A gqué nimero se aproximan los valores de x? 4
¢A qué nimero se aproximan los valores de f(x)? / : 2
Describe el comportamiento de f(x), con relacion a la variable x. ‘

t ( 44 By l.,_ & i o §

fuange ’

Di, si es posible, ¢ cudl es el limite de la funcidén en x = 4? Justifica tu respuesta.

Figura 5: Respuesta de E1

Registro grafico

Estructuras mentales Porcentaje Observaciones
de Estu-
diantes
Accion de evaluar la funcion | 100 % Todos los alumnos lograron determinar el valor de la
f en un tnico punto (Rla) funcién en un punto, es decir, asociaron correctamen-
te un valor en el dominio con su respectivo valor en
el rango.
Construccion de un Proceso | 100 % Todos los estudiantes respondieron que f(z) se apro-
rango a un numero determi- xima a 10.
nado (R3b)
Construcciéon de un Proceso | 100 % Todos los estudiantes respondieron que f(z) se apro-
rango a un numero determi- xima a 15.
nado (R3b)
Coordinacion de ambos pro- | 35.71 % Aproximadamente la tercera parte de los estudiantes
cesos (R3c) respondieron coordinando ambos procesos, los demaés
respondieron con alguna propiedad o encontrando al-
guna regla de correspondencia etc.
Concepcion Proceso al men- | 87.5% La mayoria de los estudiantes mencioné que el limite
cionar que el limite no exis- de la funcién no existe y lo justificaron a través de los
te a través de la coordina- limites laterales o de las aproximaciones laterales.
cion de los procesos del paso
(R3c).

Tabla 11: Estructuras mentales actividad 4

A continuacién veremos las respuestas del estudiante E14 a la Actividad 4. En
sus respuestas se observa que este estudiante hizo la accién de evaluar la funciéon en
los puntos dados (es importante mencionar que es una accion en el registro grafico).
Construy6 los procesos dominio y rango, sin embargo, al momento de describir el
comportamiento de ambas variables no mencion6 las aproximaciones sino que utilizé
la grafica e intervalos para determinar la regla de correspondencia de la funcién.
Finalmente, si da evidencia de tener la concepcién Proceso al mencionar que el
limite no existe porque los limites laterales no coinciden.

Matematicas y sus aplicaciones 15, Capitulo 3, paginas 51-73



Comprensién del concepto de limite de una funcién en estudiantes de
Actuaria, Fisica y Matematicas

69

a) Elige un valor para x, y calcula el valor de f(x), en ese punto
b) Cuando x tome los valores 3.9, 3.99, 3.999,... ;A qué numero se aproximan los valores

de f(x)?

c) Cuando x tome los valores 4.1, 4.01, 4.001,..

de f(x) ?
d

Describe el comportamiento de f(x), co

. ¢A qué nimero se aproximan los valores

n relacion a la variable x

e) Di, sies posible, ;cual es el limite de la funcion en x = 47 Justifica tu respuesta.

Figura 6: Respuesta de E14

Registro numérico

mo el limite a partir de la
coordinaciéon de las aproxi-
maciones métricas en el do-
minio y codominio de la fun-
cion (R5).

Estructuras mentales Porcentaje | Observaciones

de Estu-

diantes
Reconstrucciéon del Proceso | 44.64 % Casi la mitad de los estudiantes logra-
(R3c) en términos de inter- ron reconstruir el proceso (R3c) en tér-
valos y desigualdades. (R5) minos de intervalos y desigualdades.
Concepcion Proceso en el | No hay evi- | Los estudiantes propusieron a 1.5 como
cual se propone a 1.5 co- | dencia el limite de la funcién y la mayoria jus-

tifico su respuesta en términos de los li-
mites laterales, es decir, lograron el pa-
so (R3c) de la descomposicion genética
pero no dieron evidencia de haber cons-
truido la concepcién métrica.

Tabla 12

: Estructuras mentales actividad 5

A continuacion veremos las respuestas del estudiante E48 a la Actividad 5.
En esta respuesta podemos observar que este estudiante logré reconstruir el
proceso (R3c) aunque no de manera explicita, sin embargo, no muestra haber
construido la concepcion métrica ya que su respuesta la dio en términos de
las aproximaciones laterales.
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a) ¢Qué tan cerca deben estar los valores de x a 0.5 para que la diferencia i )
|1.5 = f(x)], sea menor que 0.001? Debe tener “una diferoncs meaor 6 YU
b) Con la informacién del apartado anterior, indica el limite de f(x) en el punto x = 0.5.
Justifica tu respuesta. Seo  Li~ fwd= 4.5 ya que e elvalor que se

X-> 0.5
Ob“'”e U‘O'r"{a sie. opiexien PO vaolpre, lo}i’/af{?‘,,

Figura 7: Respuesta de E48

Registro numérico

Estructuras mentales Porcentaje | Observaciones

de Estu-

diantes
Reconstrucciéon del Proceso | 12.5% Del 100 % de los estudiantes, solamen-
(R3c) en términos de inter- te el 12.5 % logro reconstruir el proceso
valos y desigualdades. (R5) (R3c) en términos de intervalos y de-

sigualdades, ya que la mayoria expresé
su respuesta en términos de la variable
2 o0 solo mencionaron una aproximacion
lateral.

Concepcion  Proceso, en | No hay evi- | Los alumnos no dieron evidencia de ha-

donde se prueba que el | dencia ber construido la concepcién métrica;
limite no existe a partir ellos no mencionaron las distancias en-
de la coordinacion de las tre los términos de las sucesiones (en el
aproximaciones métricas en dominio y el rango) y los nimeros de
el dominio y codominio de interés, ellos respondieron en términos
la funcion (R5). de las aproximaciones laterales .

Tabla 13: Estructuras mentales actividad 6

A continuacion veremos las respuestas del estudiante E50 a la Actividad 6.
En sus respuestas podemos observar que realizo la reconstrucciéon del proceso
(R3c) y noté que solamente se cumplia si se tomaban los valores de z por la
izquierda del valor de interés, el cual es 2.5. De manera anéloga a la actividad
anterior no hay evidencia de que haya construido la concepciéon métrica puesto
que respondi6 en términos de las aproximaciones laterales pero sin usar las
distancias.
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a) ¢Qué tan cerca deben estar los valores de xa 2.5 para que Ia diferencia

3.5 - £ (x)| sea menor que 0.001? Deber  crron O COCY e digde
ter \LQuUIEN JC&

- i

b) Con la informacién del apartado anterior, |nd|ca el ||m|te de f(x) en el punto
x = 2.5. Justifica tu respuesta. r\ €x) 5 el A - ] tos

Figura 8: Respuesta de E50

5 CONCLUSIONES

A partir del analisis de las respuestas a las actividades y la descomposicién
genética propuesta por Cottrill, logramos identificar que los estudiantes par-
ticipantes construyeron la concepcion Accion del limite de una funcion y los
Procesos dominio y rango. Los que participaron en la investigacion [4], tam-
bién construyeron la concepciéon Accion y la de Proceso en el dominio, pero
tuvieron dificultades para construir el Proceso rango, en especial cuando los
valores de f(z) se aproximaban a dos ntimeros diferentes.

También reportamos que mas de la mitad de los estudiantes encuestados
lograron coordinar los Procesos dominio y rango, lo cual difiere de los resul-
tados obtenidos en [3] y [4], ya que ellos reportaron que a sus estudiantes se
les dificulté esta coordinacion de Procesos.

En las actividades que tratan sobre la concepcién métrica casi todos los
participantes respondieron en términos de la variable x y no en términos de la
distancia de z al punto de interés. Estos resultados coinciden con [4] y [3], ya
que ambos mencionan las dificultades que tienen los estudiantes para realizar
la coordinaciéon métrica en términos de desigualdades; son pocos los estudian-
tes que coordinan los procesos de aproximacion utilizando desigualdades y el
valor absoluto.

La mayoria de los estudiantes construyeron un Proceso mental en el cual
proponen a un namero como el limite o determinan que el limite no existe, el
cual surge de la coordinacion de los procesos del paso (R3c) de la descompo-
sicion genética, pero no en términos del paso (R5). Esto no permiti6 decidir
si estos estudiantes logran o no coordinar las aproximaciones en términos de
distancia. Por lo tanto, sugerimos redisenar la pregunta del inciso b de las
actividades 5 y 6.
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En esta investigacion observamos también céomo influyeron las diferentes
representaciones semioticas de la funcién en la comprension del concepto en
estudio y nos percatamos de que en este grupo, el registro grafico favorecioé
la determinacion de la no existencia del limite cuando las aproximaciones en
el rango no coincidian; mientras que el registro numérico les favorecié para
percibir el comportamiento de las variables. Esto puede deducirse de la forma
en que respondieron la pregunta ;coémo es el comportamiento de la funcién
con respecto a la variable 7 Cuando la funcién se present6 en el registro
numeérico ellos respondieron en términos de las aproximaciones, pero cuando
se presento en el registro grafico los estudiantes senalaban que la funcion era
continua o creciente y no mencionaban sobre su comportamiento al rededor
del punto de interés. En los estudiantes de la investigacion [4], ocurri6 lo con-
trario, ellos respondieron mejor a esta pregunta en el registro grafico que en
el numérico. Aunque las poblaciones que se han mencionado aqui se encon-
traban en niveles educativos diferentes al momento de los estudios, en todos
se reporto la dificultad de trabajar con las distancias y las desigualdades. Los
estudiantes de esta investigacion se desempenaron mejor en la coordinacion
de los procesos dominio y rango, lo cual se podria atribuir a una construcciéon
més elaborada del concepto de funcién que la que poseian los estudiantes del
trabajo [4], quienes se encontraban en el nivel medio superior.

Este trabajo aporta un acercamiento a las construcciones mentales que
logré un grupo de estudiantes después de estudiar el limite de una funcién
real en un curso de Calculo Diferencial. También muestra algunos aspectos
de este concepto que se deben de considerar para su aprendizaje, como el
trabajo en los diferentes registros semioticos.
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Resumen

Este trabajo presenta la elaboracién de un recurso educativo abierto como
herramienta de agregacion de valor y apoyo pedagdbgico para la ensenanza
de la nocion de volumen, entendida desde diferentes significados funda-
mentados en la literatura especializada. Tales significados son capacidad,
volumen ocupado, volumen externo, volumen desplazado y volumen nu-
mérico.

Para el desarrollo de este trabajo se siguen las directrices de la Investiga-
cion Basada en el Diseno, especificamente en la propuesta metodolégica
llamada Proceso de negociacion. Finalmente se presentan reflexiones so-
bre el pilotaje de este recurso.

1 El volumen como concepto con miltiples sig-
nificados

El volumen es una magnitud propia del ser humano, en tanto que esta presente
en los cuerpos con los que interactia en el espacio tridimensional. Es por ello
que la comprension del volumen constituye una manera de relacionarse con
el mundo, finalidad con la que se han ideado métodos e instrumentos que
han explicitado sus cualidades y facilitado la interrelacién con el entorno en
aras de la resolucion de problemas y la creacién de productos culturalmente
valiosos.
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Desde las primeras etapas del desarrollo humano, la ejecucion de tareas
simples ha requerido de la incorporaciéon de estrategias de estimaciéon y de
conservacion del volumen de los cuerpos, mismas que aumentan en grado de
complejidad y se reflexiona respecto de ellas en la educacion formal. A pesar
de la gran presencia de la nociéon de volumen en las actividades humanas, es
comun que su aprendizaje y su ensenanza impliquen dificultades para alumnos
y docentes [4, 5, 10].

En México, la ensenanza del volumen se incluye en los planes y progra-
mas de estudio [31] como un contenido del campo de formacién académica
Pensamiento Matematico. En este se pretende que a lo largo de la educacion
bésica, los alumnos desarrollen formas de razonamiento que les permitan re-
solver problemas en diversos contextos, y, enfatizando en el caso del volumen,
puedan explorar las caracteristicas y las propiedades de los cuerpos geomé-
tricos, asi como el conocimiento de algunos principios de ubicaciéon espacial y
de medicion.

Si bien el volumen es un contenido que permea el curriculo de mane-
ra transversal a lo largo de todos los niveles educativos, se han reportado
ciertas dificultades en su tratamiento escolar, tanto en estudiantes como en
profesores, asi como por la naturaleza misma del concepto. Los principales
retos emanan del desarrollo infantil, dado que en las primeras etapas el vo-
lumen como estructura mental presupone la consolidacion de estructuras de
razonamiento superiores [25]. De igual manera, parte de estas dificultades
se relacionan con la estrecha relaciéon que tiene el volumen con el concepto
de capacidad [16, 23|, y la confusiéon entre el volumen con los conceptos de
capacidad, masa y peso, o su medicion.

En el caso de los docentes, sus practicas no suelen incluir estrategias para
atender el reconocimiento del volumen en situaciones variadas, ya que gene-
ralmente estan limitadas a su medicion a través de representaciones planas,
lo cual ocasiona que el alumnado conciba el volumen directamente ligado a
una representacion estatica y plana de figuras tridimensionales [4, 6]. De igual
forma, se tiende a expresar y resolver problemas que implican la concepcién
del volumen utilizando tinicamente el lenguaje algebraico, lo que resta impor-
tancia a las cualidades geométricas de los fenémenos, de acuerdo con estudios
de Martinez y Rivaya [20].

En cuanto a las dificultades asociadas a la naturaleza misma del concepto
volumen, se reconoce que esta ligado a elementos fisicos y matemaéticos [30].
El volumen es una propiedad fisica de todos los cuerpos, los cuales poseen
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caracteristicas que pueden ser percibidas a través de los sentidos, como la
textura o la forma. Asi también, se puede acceder a la nociéon de volumen a
través de la interaccion entre los cuerpos, por ejemplo al sumergir un cuerpo
en un liquido y corroborar que este ultimo se desplaza. A la par, es posible
medir la magnitud del volumen utilizando procedimientos matematicos, como
es el caso de la adicion o la multiplicacion de unidades cubicas, asi como el
uso de foérmulas, lo cual permite representar al volumen como una cantidad
numeérica

Pese a que el volumen de todos los cuerpos es susceptible de ser medido,
esto implica comprender que el espacio que ocupa cada cuerpo esta delimi-
tado por superficies y por tanto depende de las caracteristicas de estas [4].
Por ejemplo, un globo inflado ocupa distinto espacio que el mismo globo des-
inflado, sin por ello alterar la composicion de la superficie plastica que lo
compone. Asi también, con un conjunto de bloques de madera se pueden for-
mar distintas agrupaciones para que estos ocupen menor o mayor superficie,
sin necesidad de modificar la cantidad de bloques usados. De esta manera, es
posible distinguir que existen solidos con la misma superficie pero con volu-
men diferente, al tiempo que hay cuerpos con el mismo volumen y superficies
distintas.

Por otro lado, los conceptos de volumen y de capacidad suelen emplearse
como sinénimos, no obstante, la capacidad es una propiedad particular de los
objetos recipientes que indica el contenido que pueden alojar en su interior
y el cual es medible a través de distintas unidades de medida, por ejemplo
en litros para el caso especifico de los liquidos. En relacién a lo anterior, la
capacidad tiene cualidades que dependen de aspectos no matematicos, como
el tipo de sustancia de los objetos que llenan un recipiente, la posiciéon o el
grosor fisico del mismo, etc. De esta forma, puede considerarse a la capacidad
como un tipo de volumen que se alberga dentro de un cuerpo.

Las evidencias muestran que, dada la compleja naturaleza del concepto de
volumen, este posee diferentes significados asociados al espacio que ocupa un
cuerpo, al liquido desplazado por la inmersiéon de un cuerpo, a la capacidad
interna de un cuerpo, entre otros.

Esta riqueza y diversidad de significados del volumen plantean un desafio
para su tratamiento escolar, el cual ha sido reportado como dificultades pa-
ra estudiantes y profesores. De ahi la importancia de desarrollar propuestas
didécticas que involucren una amplia variedad de significados del volumen,
que represente un aporte a la labor docente y que ayude a robustecer la
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comprension de este concepto por parte de los estudiantes.

2 Planteamiento

Al hablar de volumen, es necesario precisar que se considera al término cienti-
fico como un medio de organizacion para los fendémenos en los que puede estar
inmerso, de acuerdo con Puig [26]. Aunado a esto, Freudenthal [16] afirma
que los ninos trabajan con objetos mentales sin necesidad de haber construi-
do los conceptos. De esta manera, y dado que este trabajo hace referencia
a la interiorizacion de ese concepto desde la perspectiva de los individuos,
se ha optado por referirse al volumen como un objeto mental o de manera
indistinta, como una concepciéon, que es resultado de la apropiaciéon de un
concepto.

Como respuesta al fenémeno del tratamiento escolar del volumen, se pro-
pone la revaloracion de este concepto geométrico, a través del diseno de un
recurso educativo que integre tareas relativas a diversos significados del vo-
lumen, de tal forma que los estudiantes puedan participar de ellas y ampliar
su experiencia y entendimiento de este concepto en situaciones matematicas.

Dados los diferentes significados asociados al volumen y al objetivo de
disenar un recurso educativo que los aborde, es necesario poner atenciéon en
la diversidad de ambientes y materiales representados en tales significados.
De ahi que la idea de los Ecosistemas Educativos Hibridos [27] sea idénea
para abordar de forma integral al volumen y sus significados, para reconocer
los diferentes espacios que componen los ecosistemas educativos, tales como
los espacios fisicos o digitales.

Para llevar a cabo de manera concreta la propuesta de Rubio-Pizzorno |27
respecto a los Ecosistemas Educativos Hibridos, se utilizan las Herramienta de
Autor de GeoGebra 28] (Actividades, Libros y Grupos GeoGebra), las cuales
corresponden a ambientes digitales para crear y gestionar recursos educativos
que soportan diferentes formatos (imagen, video, texto, paginas web, applet
GeoGebra y preguntas de respuesta abierta y opcion miltiple). Esto permite
articular diferentes soportes soportes materiales (ya sean fisicos o digitales)
en el diseno del recurso educativo.

Cabe destacar que todos los recursos educativos creados con las herra-
mientas de GeoGebra son de tipo abierto, es decir, se caracterizan por ser
recursos educativos abiertos (REA). Este tipo de recursos son pieza funda-
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mental del desarrollo de la las perspectivas de educacion abierta, donde los
REA especificamente corresponde a un material didactico publicado con una
licencia que facilita su reutilizacion, distribuciéon y adaptacion, por parte de
estudiantes, profesores e investigadores, “sin tener que solicitar autorizacioén
previa al titular de los derechos de autor” [3, p. 5].

De esta manera, en el presente capitulo se reporta el diseno de un REA,
cuya elaboracion se realizé con las Herramientas de Autor de GeoGebra. Por
tanto, este REA es accesible y se pone a disposicion de toda la comunidad
educativa, con miras a enriquecer las opciones didacticas, al tiempo que es
libre de ser modificado por los usuarios que lo requieran para sus propios
fines.

3 Fundamentaciéon tedrica

En esta seccion se dan a conocer los referentes que sirvieron para caracterizar
la concepcion de volumen, desde diferentes puntos de vista, tales como el de la
psicologia genética, la fisica, las matematicas y la educacion. Con base en estos
referentes se rescatan posteriormente los cinco significados que orientaron la
elaboracion del REA, los mismos que se utilizaron como principios de diseno.

3.1 Significado de volumen en la Psicologia genética

Desde el punto de vista del desarrollo psicogenético, destacamos dos obras en
las cuales se reporta el estudio de la consecucion del conocimiento espacial en
los individuos: La representacion del espacio en el ninio [23] y La geometria
espontdnea en el nino [25]. En la primera se estudian las relaciones topo-
logicas, proyectivas y euclidianas que establecen las personas a lo largo de
su desarrollo, para generar una concepcion del espacio. La segunda obra se
dedica al estudio de la geometria euclidiana, desde el enfoque de la primera
obra y centrandose en cémo surge en los nifios, la conservacion y la medicion
de longitud, superficie y volumen. En el presente trabajo, consideramos estas
obras y en especial los experimentos que se plantean en ellas, con la finalidad
de identificar significados del volumen y rescatar actividades ttiles para la
construccion del recurso educativo.

Piaget e Inhelder destacan a la conservaciéon como la capacidad de los
individuos de comprender que una determinada sustancia u objeto no cam-
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bia en cantidad, aunque su posiciéon o forma varien. De acuerdo con esto, se
plantean estadios de desarrollo que corresponden al nivel de conservacion que
poseen los ninos con respecto a diversas magnitudes. En el caso del desarrollo
espacial, se identifica que existe relacion entre la conservacién de masa, peso
y volumen, debido a que la concepcion de estas tres magnitudes, implica la
movilizacion de los mismos razonamientos pero con diferente grado de difi-
cultad. De esta manera, se concluye que los ninos desarrollan la conservaciéon
de masa alrededor de los 7 u 8 anos, la conservacion del peso, entre los 9 y
los 10 anos, y la conservacion del volumen, entre los 11 a los 12 afios [24].
La conservacion de volumen en las estructuras cognitivas del individuo
implica la previa conservacién de masa y peso, al tiempo que involucra la
inclusion de conceptos fisicos y de razonamiento matematico, al afirmar que:

La conservacién de volumen supone la hipotesis de una es-
tructura atémica o granular en la que los cambios de forma o la
fragmentacion de un bloque de materia no alteran en absoluto esa
estructura y deja, asi, invariante la concentracion o la densidad
propia de la materia considerada. La conservacion de volumen im-
plica, no solamente la de materia, sino también el esquema de la
concentracion constante de una materia dada |...| la conservacion

de volumen necesita la homogeneidad de las partes de un mismo
todo |24, p.187].

En aras de propiciar la conservaciéon de volumen en los ninos, Piaget, In-
helder y Szeminska [25] proponen apoyar los procesos de desarrollo cognitivo,
a través de situaciones donde los ninos sean testigos de las invariantes de
volumen, mediante los cambios de forma del objeto. Por ejemplo, los autores
sugieren un ejercicio donde se tome cierta cantidad de arcilla -formando un
cuerpo de arcilla-, para luego transformar su forma de un cuerpo uniforme a
una forma mas alargada, de tal manera que los alumnos puedan ver y analizar
que aunque un cuerpo puede cambiar de forma, se conserva su cantidad de
masa Estos ejercicios también han sido empleados como pruebas diagnosticas
del estadio de desarrollo en que se encuentran los estudiantes [25].

3.2 Significado de volumen en la Fisica y las Matematicas

Estudios de Bovet, Dohamahidy-Dami y Sinclair [2] han demostrado que para
la conservacion de volumen, los individuos enfrentan dificultades relacionadas
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con las propiedades fisicas de los objetos y sus variaciones, por lo cual los pro-
cedimientos de Piaget et al., representan un obstaculo para los ninos, quienes
al centrar su atenciéon en los fenémenos fisicos, confunden sus razonamientos
con respecto a la cantidad de materia. Por ejemplo, en un experimento plan-
teado por Piaget e Inhelder [23], se muestran a los ninos dos frascos iguales y
se vierte en ellos la misma cantidad de agua, colocando una liga en cada frasco
a la altura del nivel del agua, posteriormente muestran dos pelotas de arcilla
de igual tamano y se introduce una de ellas a uno de los frascos, lo que des-
plaza al liquido. Finalmente se pregunta al nino si los niveles de agua subirfan
en la misma medida al introducir los dos objetos de arcilla, pregunta que se
repite después de moldear la segunda pelota de arcilla en forma alargada o
aplanada. Por su parte, Bovet, Dohamahidy-Dami y Sinclair [2], realizaron
el mismo experimento, pero con jabon en polvo en vez de agua, concluyendo
que, al no mezclar elementos de distintos estados de agregacion de la materia,
los ninos comprenden mejor el fendémeno y por ello sus respuestas eran mas
cercanas a la conservacion del volumen.

Para la presente investigacion se rescata la distincion que hace Bovet et al.
de las cualidades fisicas y matemaéaticas del volumen a partir de las concepcio-
nes de los ninos. No obstante, con base en las ideas precedentes, se reconoce
que el manejo de distintos estados de la materia, asi como la experimenta-
cion y el analisis de fendomenos fisicos, generan oportunidades de aprendizaje.
Por tanto, en la ensenanza se puede favorecer la identificacién de distintas
situaciones en las que esté inmerso el concepto de volumen para abordar sus
diversos significados.

3.3 Significado de volumen en la Educaciéon

En el campo de la Educacién también se han reportado una diversidad de
significados del volumen. Saiz [29] enfatiza la importancia de relacionar el vo-
lumen con los conceptos de capacidad, peso y el area de un cuerpo, a partir del
analisis de las concepciones que tienen los docentes del volumen. Con base en
esto, también reconoce cinco significados asociados a esta magnitud, que son:
volumen interno, volumen ocupado, niimero, volumen encerrado y volumen
desplazado. Esto para priorizar su integracion en la resolucion de problemas,
previniendo la posibilidad de caer en el reduccionismo de Gnicamente aplicar
formulas para calcular el volumen de cuerpos.

Con base en los referentes recién expuestos se han identificado diversos
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significados de volumen asociados a diferentes caracteristicas de este concepto
y los cuerpos. En primer lugar, se puede distinguir la capacidad como un tipo
de volumen que poseen los cuerpos que son recipientes, el cual es referido en
los planes y programas [31] como una forma de abordar el volumen en los
primeros grados escolares y es citado por Séiz, quien hace distincion de este
mismo con respecto al que ella denomina volumen encerrado. Aunado a ello,
hemos propuesto en la elaboracion de este recurso, el reconocer un volumen
externo, para definir aquella superficie que encierra o delimita al contenido
de un recipiente.

De igual forma esté el volumen ocupado, citado por Castelnuovo [4] y Séiz
[29], quienes lo definen como la extension que abarca un cuerpo en el espacio,
este significado del volumen también es empleado por Piaget et al. [23, 25| al
realizar las pruebas anteriormente citadas, de las cuales también se rescata el
volumen desplazado, como aquel que implica la relaciéon entre un sélido que
al ser sumergido eleva el nivel de un liquido.

Y finalmente el volumen numérico, definido por Saiz [29] como nimero y
que en esta investigacion rescatamos dada su importancia en la medicion y
representacion a través de expresiones matematicas, asi como su presencia en
los contenidos de educaciéon basica.

3.4 Principios de diseno

A la luz de los referentes expuestos se rescatan los siguientes significados de
volumen, los cuales se presentan como principios de diseno para la elaboracion
del recurso educativo:

1. El volumen como capacidad o volumen interno de los cuerpos.
2. El volumen ocupado o lugar que abarca un cuerpo en el espacio.

3. El volumen externo o materia que conforma la cubierta de los cuerpos

130].

4. El volumen desplazado o la cantidad de liquido desplazada al sumergir
un objeto en él [24].

5. El volumen como cantidad numérica, es decir, el volumen como una
magnitud que se puede estimar y medir a través de unidades cubicas
[24, 30].
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Capacidad Volumen ocupado Volumen desplazado Volumen coma cantidad
numérica
) ) O ) )
7 7 h4 A 7

Tipe de volumen Material que conforma Extension que ocupa Cantidad de liquido Volumen visto como
interno de los la cubierta o superficie un cuerpo en el que se desplaza al magnitud, que se puede
CUerpos que son de los cuerpos que son espacio ser sumergido un estimar y medir a través

recipientes cuerpo en &l de unidades

Figura 1: Significados de volumen.

Estos cinco significados, que se muestran en la Figura 1, sirvieron como
base para estructurar el REA en distintas secciones y, al mismo tiempo, guia-
ron la selecciéon de actividades. El orden en el que se abordan los significados
en el REA se determin6 de acuerdo a la complejidad que representa para el
desarrollo cognoscitivo segun Piaget, Inhelder y Szeminska [23]. Ellos identi-
ficaron a la concepcién de volumen como un proceso que va de lo concreto
a lo formal, cuyo tratamiento es conveniente manipular y experimentar con
objetos tangibles en los primeros estadios del desarrollo, para posteriormente
lograr su medicién y representaciéon numérica.

4 Metodologia

El recurso educativo que se reporta en este capitulo, se elaboro6 siguiendo las
directrices metodolégicas de la Investigacion Basada en el Diserio (IBD), la
cual busca “crear nuevas posibilidades de ensenanza y aprendizaje, y estudiar
su impacto en maestros, nifios y otros usuarios finales” |33, p. 148]. Todo esto
a través de la elaboracion, implementacion y anélisis de un recurso educativo.

De estas fases, en el presente escrito se reporta especificamente la fase de
diseno del REA, para la cual se sigui6 la propuesta metodologica llamada
Proceso de negociacion [27], en el cual se busca establecer consensos entre
diferentes aspectos de interés para la elaboracion del recurso educativo. Estos
son, (1) los resultados de investigacion disciplinares, (2) los saberes docentes
expresados como la experiencia de los profesores que se desarrolla durante
el ejercicio de su profesion, y (3) la atencion a los ecosistemas educativos
hibridos.
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4.1 Investigacion Basada en el Diseno

En el campo de la investigacion basada en el diseno, varios autores reconocen
fases dindmicas en los procesos implicados, siendo las mas representativas: la
definicion del problema, diseno, desarrollo, implementacion y evaluacion. En
su investigacion, Reeves [citado en 9] concreta el proceso de investigacion en
ciclos continuos de analisis de la situacion y definiciéon del problema, desa-
rrollo de soluciones acordes a una fundamentacion teodrica, implementacion
del diseno, validacion, producciéon de documentacion y principios del diseno.
Cabe destacar que la iteracion de estas fases busca mejorar continuamente el
desarrollo tedrico y la intervencion.

Al mismo tiempo, Easterday, Lewis y Gerber [12| proponen un modelo
en seis fases: focalizar, comprender, definir, concebir, construir y probar. Por
su parte, Garello, Rinaudo y Donolo [18], sefialan la existencia de tres fases
centrales: la preparacion del diseno, la implementacion y el analisis retros-
pectivo, para cada una de las cuales incluyen procedimientos metodologicos
particulares. Es de considerar al diseno del recurso como fase medular, ya que
a partir de ella se articulan las demés, lo cual permiten un rediseno constante
del producto de investigacion. Por tanto, el disefio del recurso es reconocido
de manera transversal por las propuestas de IBD que plasman el proceso en
fases.

De acuerdo con lo anterior, en este capitulo se presenta la fase de dise-
no de un recurso educativo para abordar diferentes significados del volumen,
enmarcada en la corriente metodologica de la IBD, y, especificamente, en
la propuesta metodologica del Proceso de megociacion [27], la cual presenta
como uno de sus principales y originales contribuciones a la IBS, la consti-
tuciéon de un grupo de trabajo colaborativo con la participaciéon de personas
que desempenan diferentes roles, como "profesorado, investigadores y repre-
sentantes de la cultura digital” [27, p. 141]. Esto con la intenciéon de construir
relaciones heterarquicas entre las personas involucradas en el trabajo colabo-
rativo, es decir, que las acciones se orienten a propiciar relaciones horizontales
y multidireccionales entre todos los participantes.

4.2 Proceso de negociaciéon

Paulo Freire [15], plante6 la horizontalidad en las relaciones humanas me-
diante la educacion, al ser esta la principal fuente de toma de conciencia para
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que los grupos sometidos salieran de la opresion. Freire concibe la educaciéon
como un espacio de didlogo horizontal que permita contrarrestar las acciones
antidialogicas de las élites. A la par, Emmanuel Lévinas [19] hace mencion
desde la ética, de la alteridad, como una capacidad de reflexiéon que permite
ser consciente del otro como parte de cada individuo, que nos lleva a com-
prender y valorar al mundo para tomar decisiones. Sirva esta reflexion para
generar una idea de la responsabilidad que conllevé el actuar de los docen-
tes e investigadores al ser participes de una grupo, en donde sin importar la
naturaleza de las aportaciones o el emisor de las observaciones, estas eran so-
pesadas atendiendo al valor que tuvieron en si mismas y no a implantaciones
propias de las figuras de poder.

La toma de decisiones realizadas en la elaboracion del REA de esta inves-
tigacion, tuvo la peculiaridad de desarrollarse en un entorno colaborativo de
docentes de distintos niveles educativos y areas del conocimiento (matemati-
cas, fisica y quiimica). En este tenor es importante caracterizar la participa-
cion directa de miembros de la comunidad GeoGebra, software que conforma
un entorno de propuestas a través de las herramientas que oferta para la
elaboracion de applets, los grupos, hojas dinamicas, ambiente de matemati-
cas dindmicas, libros GeoGebra, recursos disponibles de forma gratuita para
usuarios diversos, principalmente docentes y estudiantes; a la par de tener
acceso al foro en donde participan personas interesadas en la ensenanza y
aprendizaje de las ciencias a nivel internacional. En el entorno de GeoGebra
se desarrollaron las principales discusiones que llevaron a integrar practicas
digitales a la tarea docente, en aras de la resoluciéon de problemas ligados al
diseno de nuestro REA.

El proceso de negociacién adoptado para la elaboracion del REA incor-
pora el “didlogo entre los saberes docentes, la confrontacion y resignificacion
del conocimiento matemético; y la flexibilidad interpretativa de la tecnologia
digital” [27|. Asi, se constituye el proceso de negociacion utilizado, partiendo
de tres polos:

e Experiencia docente: en este polo se reconoce el conocimiento de los
docentes a proposito de dar clase dia a dia, y desarrollar este queha-
cer docente durante anos. Esto es una fuente muy importante para la
elaboracion del recurso educativo, ya que es la que esta mas conectada
con la realidad educativa, tanto de los estudiantes, como del profesor y
la relacion entre ellos.
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¢ Resultados de investigacion en educacion matematica: con este
polo se reconoce la importancia de la educaciéon matemética como dis-
ciplina cientifica, la cual tiene resultados validados por la comunidad
internacional de investigadores. Especificamente en el presente trabajo,
este polo esta representado por los resultados presentados en la seccion
3. Fundamentacion teorica.

e Atencion al ambiente del diseno: este polo esta directamente rela-
cionado con el reconocimiento de los ecosistemas educativos hibridos,
donde se puede aprovechar el potencial de los materiales fisicos (o con-
cretos) y digitales, asi como su articulacion. Cabe destacar que el recur-
so educativo fue elaborado con las herramientas que dispone GeoGebra,
puesto que permiten la articulacion de materiales fisicos y digitales.

4.3 Etapas de la elaboracién del recurso

El presente trabajo de investigacion se articulé con base en la estructura del
Seminario de Integracion Digital a la Prdctica del Docente de Matemdticas,
disenado e implementado por por Rubio-Pizzorno [27], el cual consta de cinco
etapas: de introduccion, de apresto, de confrontacion, de diseno y de retro-
alimentaciéon colaborativa. Estas etapas son retomadas para la elaboracion
del REA sobre volumen, introduciendo algunas adaptaciones, para atender al
caracter abierto del recurso educativo a disenar y a las areas de los docen-
tes involucrados en el diseno del recurso (mateméticas, fisica y quimica). En
consecuencia, las etapas son las siguientes:

1. Introduccion
Apropiacion Técnica
Aspectos didacticos disciplinares

Elaboraciéon del Recurso Educativo Abierto

A

Retroalimentacion colaborativa

4.3.1 Introduccion

Durante esta etapa, se tomaron acuerdos pertinentes que convinieran a todos
los docentes involucrados para participar en el diplomado. Se compartio el
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objetivo a alcanzar, las tareas esperadas y se brindé un marco histérico que
propici6 la reflexion respecto de las tecnologias digitales y su impacto en la
educacion actual.

4.3.2 Apropiacién técnica

Con la finalidad de compartir el grado de dominio bésico de las tecnologias
a utilizar a lo largo del trabajo de investigacion, se rescaté la importancia
de explorar los instrumentos tecnolégicos, atendiendo a los intereses y nece-
sidades personales y compartiendo en colectivo las experiencias, estrategias
y materiales desde una etapa temprana, de manera flexible y respetando los
distintos ritmos de aprendizaje de los participantes. Cabe mencionar, que al
inicio de esta etapa se constituy6 el equipo de trabajo que elaboré el REA
sobre el volumen, lo que propici6 el intercambio de intereses de investigacion
y el primer esbozo del tema de estudio.

De igual forma, en esta etapa se introdujo la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (THA), la cual fue utilizada para realizar la planeacion del REA,
que guiara su elaboracion. La THA surge en como parte del modelo ciclico de
ensenianza de las matematicas implementado por Simon [32], cuya finalidad
fue abordar la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas desde la pers-
pectiva constructivista centrada en el alumno, delineando una trayectoria de
aprendizaje a través de establecer el objetivo, las tareas y el proceso hipoté-
tico de aprendizaje. Este iltimo elemento representa el aporte original de la
THA, la cual corresponde a una descripcion hipotética de las reacciones de los
alumnos ante las tareas planeadas por el docente. La THA como instrumento
medular, resalta la importancia que tiene el estudiante en el diseno de este
REA, siendo el eje rector de las actividades.

En la planeacion del REA siguiendo la estructura de la THA| se plasmaron
actividades que permitieran delinear el significado de los objetos volumen me-
dibles, caracterizar cada uno de los significados y constatar en una evaluacién
la integracion de los mismos en un concepto ampliado y robusto de volumen.
Dichas actividades son acordes a los aprendizajes esperados por los planes y
programas de primaria y secundaria, y también complementan el tratamiento
conceptual de la nociéon de volumen al incorporar situaciones que permiten
la reflexion de los contextos en los que se sittiia o problematiza el volumen de
cuerpos geométricos.
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Asignatura: Ciencias, Matematicas

Contenido curricular: Volumen

Tareas

4. Distinguir las cualidades de los
objetos con volumen, como: altura,
capacidad, forma.

Tiempo:50 min-

Materiales:  semillas,  canicas,
liquidos, botellas, cuerpos
geométricos  huecos y taza
medidora.

Objetivo del REA: Que los alumnos reconozcan los significados de: volumen interno, volumen ocupade, volumen desplazado y volumen como cantidad
numérica; e integren dichos significados para construir el concepto de volumen, a partir de la relacién con otros conceptos, mediante estrategias que
implementen el uso de materiales concretos, tales como: recipientes, pipeta graduada, taza medidora, liquidos, semillas, construcciones tridimensionales,
rompecabezas etc. y recursos digitales libres.

Proceso Hipotético

Actividades

4Alntegrar cuatro equipos, que reciban recipientes de
distinta forma, de: 125 mil, 250 mi, 500 ml y 1 I,
respectivamente. Comentar si todos tienen la misma
capacidad y registrar en una tabla sus estimaciones

4B. Con una taza medidora comprueben la capacidad de
los recipientes, usando distintos materiales, como: agua,
aceite, vinagre, arroz, lentejas, frijoles, alpiste, aserrin,
harina, aziicar, sal y canicas.

4AC. Comprobar el volumen de 1as botellas utilizando agua

4D. Medir la capacidad de cuerpcs geométricos huecos
utilizando unidades de medida arbitrarias

4E. Establecer relaciones entre las capacidades de todos

Reaccién de los alumnos

4A. Los esiudianies manifestaran que los recipienies
mas altos tienen mayor capacidad que los mas bajos
Registrara  sus  hipdtesis argumentando  sus
respuestas.

4B. Elegiran las mas precisas (liquidos, semillas
pequefias, harina, sal, azlcar) porque dejan menor
espacio entre ellas,

4C. Contrastara el resultado de su medicién con sus
hipétesis iniciales
4D. Organizados en equipos, elijan una unidad de

medida para cuantificar la capacidad de los cuerpos
geométricos y regisiren sus mediciones.

4E. Estableceran equivalencias entre las medidas de

Figura 2: Ejemplo de THA utilizada en la elaboracion del recurso.

4.3.3 Aspectos didactico-disciplinares

Durante esta etapa se desarrollo la revision de literatura especializada sobre el
concepto de volumen, asi como la socializacién con todo el grupo de los aportes
tomados de las investigaciones estudiada, para recibir retroalimentacion de
los colegas, con base en su experiencia docente. Esta dinamica contribuyé a
delimitar el tema de investigacion y el objetivo del REA, asi como a perfilar
los significados asociados al volumen que finalmente se abordarfan en el REA.

Cabe destacar que todas las fuentes de conocimiento involucradas en este
proceso fueron se consideraron con igual importancia, ya fueren aquellas que
provenian de la investigacion, como las derivadas de la experiencia docen-
te, de tal forma, que el marco de referencia contextual considerado para la
elaboracion del recurso fueran variados y cercanos a la realidad.

Las tareas que se disenaron, fueron plasmadas en una THA, cuyo ejem-
plo se presenta en la Figura 2, considerando como bloques articuladores de
contenido a los cinco significados del volumen, a partir de los cuales se or-
ganizaron subtemas que se contemplaron la gradualidad con que se abordé
cada significado.
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GeaGebra B ore | + Q3
e DIp|OI'ﬂOdO ”D‘Seﬁo de Estrgteg ﬁ Publicaciones Miembros Recursos Tareas E

@ Trayectoria Hipotética de Aprendizaje. VOLUMEN version 3

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje. VOLUMEN version 3.pdf

3 Roberto Tellez vargas 25 de mayo de 2019 1948
Segun mi entendido, en la columna de reaccién del alumno, se espera que realicen cierta actividad que puede ser como un producto que ellos realizan, pero observo que
tanto en las columnas actividades y reaccion de los estudiantes son similares, por lo que parecen actividades, en la mayoria de los casos. Asi como también en la actividad
1 no comprendo que tipo de materiales

R Frencisco Javier Anaya-Puebla 25 de mayo de 2019 1236

3 Que tal compafieras, primero reconocer que ya tienen un avance considerable en su trabajo, solo como comentario (y por experiencia personal), la construccién del
espacio al parecer es un tema complicado para los estudiantes, recuerdo que han mencionado a Piaget pero no si estan tomando en cuenta su propuesta referente a la
construccion del espacio, les comento por que he tenido experiencias incluso con estudiantes universitarios que les cuesta mucho trabajo por ejemplo imaginar uno o
mas planos en el espacio, saludos

@ Ma. Brisa Vazquez Macuitl 26 de mayo de 2019 15:17

Fill Me parece es necesario que cada actividad tenga un cierre, tal podrian considerar respuestas hipotéticas més cercanas al lenguaje del estudiante.

Maria Reynalda Aquila Hernandez 26 de mayo de 2012 19:51
Las actividades me parecen adecuadas s0lo que considero que tendrian que tener algunas actividades que muestren el avance del estudiante o que se pueda apreciar la
retroalimentacién de los conceptos

Figura 3: Comentarios a la tercera version de la THA para la elaboracion del
recurso.

4.3.4 Elaboracion del recurso

En esta etapa del trabajo imper6 el intercambio constante de opiniones y
practicas, ya que se expusieron los resultados de investigacion y de experiencia
docente, con la finalidad de dar atencién al ambiente de diseno.

En cuanto a la THA, esta se construyo a través de ciclos sucesivos del
proceso de negociacion, donde se recibi6 retroalimentacion por parte de todos
los miembros del grupo. Esta se dio de forma presencial y también utilizando
comentarios en el grupo GeoGebra, como los incluidos en la Figura 3. Esta
dinamica facilité la consulta y el registro de sugerencias para enriquecer la
elaboraciéon de la THA y posteriormente del Libro GeoGebra.

El producto de esta fase fue el Libro GeoGebra titulado El volumen y sus
distintos significados [1], en donde se dedico un capitulo para el tratamiento
de cada significado, ademés de un capitulo introductorio. Este tdltimo tiene
la finalidad de definir los objetos volumen medibles como aquellos que son
susceptibles de ser medidos respecto al volumen [30], siempre que ocupen un
lugar en el espacio. En la Figura 4 se muestra la estructura y los contenidos
del Libro GeoGebra.

En el la elaboracion del REA se favorecio el uso de materiales de distinta
naturaleza, atendiendo a los ecosistemas educativos hibridos, pero también a
las particularidades del concepto de volumen. Por ejemplo, Gal y Linchevs-
ki [17] declaran que la informacion visual es la mas socorrida en educacion
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El volumen y sus distintos significados

1. Caracteristicas
de los objetos
volumen

medibles

2. Capacidad-
Volumen interno

3. Volumen

externo

4 Volumen

ocupado

5. Volumen

desplazado

6. Volumen como
cantidad numérica,

1.1 Cuento: Planilandia

1.2 ¢ Cudntas veces
puedes doblar una hoja
de papel por la mitad?

2 1 Capacidad de
recipientes

2.2 4 Cudntas veces
cabe?

2 3 Comparar cantidades

2.4 Reto

3.1 La cubieria de los
recipientes

3.2 Los sélidos
platbnicos

3.2 Teorema de los
paliedros de Euler

3.3 Poliedros y sus caras

4.1 Volumen ocupado

4.2 Clasificacion de
diferentes objetos

4.3 El volumen de los
objetos

51 Volumen desplazado

52 Historia de
Arquimedes y la corona
del rey

5 3 Experimentando con
el volumen desplazado

5.4 Estimacion del
volumen de un sblido
regular por medio de

6.1 Volumen numérico

6.2 Representacion de
los cuerpos geométricos

6.3 El volumen como
magnitud

inmercion en agua

55 conceptos asociados
al velumen desplazado

Figura 4: Estructura del libro GeoGebra El volumen y sus distintos significa-
dos.

cuando de volumen se trata, lo cual limita la interpretaciéon de fendémenos
completos, ya que esta solo da atenciéon a las propiedades figurales, limitando
la apreciacion del volumen tnicamente en los objetos y no en los procesos.
En sintonia con lo anterior, GeoGebra se caracteriza por ser un ambiente de
matemaéticas dindmica que permite representar los objetos y también algunos
procesos que en papel o, inclusive con material tangible, serfan dificiles de
experimentar [21].

Por ejemplo, para Del Olmo [10] las dificultades de los ninos al medir
el volumen se pueden originar por la falta de manipulaciéon previa, lo cual
implica una falta de dominio de la visualizacion espacial y ciertos problemas
para manipular mentalmente figuras rigidas. En respuesta a esta dificultad
de aprendizaje, el capitulo del Libro GeoGebra titulado Capacidad-Volumen
interno propone en un inicio el llenado de recipientes con diversos materiales
(semillas, liquidos, harina, etc.) para que los alumnos tengan la oportunidad
de proponer distintas maneras de comprobar y medir el volumen como ca-
pacidad. Al tiempo que se sugiere que ellos mismos realicen propuestas de
unidades de medida, para posteriormente reflexionar que las unidades de me-
dida de los sistemas establecidos son una convenciéon humana. En la Figura
5 se muestra la tabla de registro para esta actividad.
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= GeaGebra
El volumen y sus distintos significados B) Registra en esta tabla tus estimaciones y comprueba para registrar tus mediciones
Unidad de medida:
Caracteristicas de los Objetos Volumen Medik
. . Recipiente Estimacion Medicion
Capacidad-Volumen intemo o c
¢Cuantasveces creo que cabe | ;Cuantas veces cabe la
la unidad de medida? unidad de medida?

1. Capacidad de recipientes

Il. jCudntas veces cabe? 1.

IIl. Comparar capacidades 2.

IV. Reto 3.

Volumen ocupado 4.

Volumen externo 5.

Volumen numérico

Volumen desplazado "
¥ 1. {Qué instrumento de medicién y unidad de medida preferiste usar y por qué?

Figura 5: Actividad sobre significado Capacidad-Volumen interno en el Libro
GeoGebra.

En una actividad del capitulo Volumen ocupado, se aprovecha la reflexion
en el caso de los recipientes, los cuales poseen las cualidades estudiadas en los
capitulos anteriores: capacidad, volumen externo y volumen ocupado. Para
hacer evidente esta duplicidad, se reconoce que los recipientes estan confor-
mados por un material independiente de su contenido, el cual posee volumen
por si solo. Por ejemplo:

La capacidad de una taza es el volumen del cuerpo que la
llena; si la taza se llena con agua, esta agua es un cuerpo de agua,
cuyo volumen corresponde a la capacidad de la taza. Pero, dicho
volumen no tiene que ser igual al volumen de la taza. Dos tazas
de ceramica, una gruesa y otra delgada pueden tener la misma
capacidad y diferentes volumenes. Lo que es igual, en este caso,
es el volumen de agua que les cabe, no de las tazas [29].

En la Figura 6, se presenta la actividad que integra los tres significados
de volumen mencionados anteriormente, con un ejemplo similar al planteado
por Saiz, que permite simular la modificacién de las dimensiones de una taza.

Posteriormente, se continiia profundizando en los significados de volumen
hasta el capitulo Volumen como cantidad numérica, donde se sugiere una
actividad para comprender la medicién con unidades cubicas a partir de la
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= GeoGebra

El volumen y sus distintos significados Ejemplo del propdsito para el calculo del volumen caso de "la taza"

Manipula Iz barra azul para cambiar el didmetro de la taza y estimar el volumen de ellz
Caracteristicas de los Objetos Volumen Medit

Capacidad-Volumen interno o] 8 2 72 A

Volumen ocupado Poumi / H 10 cm
Volum - / 1
Volumen ocupado R
I. Clasificando diferentes objetos con volum 1

Ill. Volumen ocupado de diferentes objetos 10cm| .

Volumen externo s00mi /

Volumen numérico woomt -

Volumen desplazado 4 E e
€omo la altura es igual al dismetro h=d. Y como el radio es la mitad del didmetro r=d/2 Volumen= 785.4 m|

venrihzn($)amn foe= T .

Figura 6: Actividad del capitulo Volumen ocupado.

visualizacién de un prisma, cuya base y altura pueden ser transformadas para
observar el espacio que ocupa. Esta actividad también permite cambiar el
volumen de sus unidades de medida, lo cual facilita la comparacién inmediata
a través del uso de deslizadores, como se muestra en la Figura 7.

La incorporacion de materiales concretos y digitales, favorece el trata-
miento del concepto de volumen a proposito de la gradualidad adecuada a los
alumnos de educacion bésica, al partir de las cualidades basicas de los objetos
volumen medibles para avanzar a abstracciones como la mediciéon convencio-
nal. De esta manera, el REA construido y estructurado en un Libro GeoGebra,
se caracteriza por desenvolverse en un ecosistema hibrido, tomando diversos
materiales para el logro de los objetivos de ensenanza.

Sumado a lo anterior, también se pretende aportar a la construccion de
conocimiento abierto mediante el uso del ambiente digital Libro GeoGebra,
para la elaboracion de este REA. Esta herramienta permitio estructurar el
recurso en diferentes capitulos, donde cada uno de ellos aborda aspectos es-
pecificos sobre el volumen, como el desarrollo de la nocién, su estimacion y
su medicion a través de la construcciéon y transformacion tridimensional de
cuerpos geométricos, usando juegos, rompecabezas y aplicaciones digitales.
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= GeoGebra
€1 volumen y sus distintos signiicadas ) ) )
El volumen integrado por unidades cabicas,
Caracteristcas de s OBjetos Volumen Medit La medida de un volumen es la cantidad de

cubos de lado unidad que contiene el cuerpo

Capacidad-Vo

Velumen ocupade Volumen del ortoedro = largo x alto x ancho
Volumen extemo

Volumer

Volumen desplazado

$ieie:

o

-
unidad de volumen: 1 cme Volumen =24 cm?

CUERPOS GEOMETRICOS

Figura 7: Actividad del capitulo Volumen numérico del libro GeoGebra.

4.3.5 Retroalimentacién colaborativa

Esta etapa se realizé con la finalidad de generar un espacio de retroalimen-
tacion entre colegas, a través de una dinamica de juego de rol, para el cual
los docentes participantes adoptaron el rol de estudiantes, con quienes se
implementd el REA, para posteriormente realizar un analisis reflexivo que
resalto los aciertos, pero sobre todo las posibles mejoras al REA. Esta etapa
de retroalimentacion colaborativa se expone con mayor detalle en la siguiente
seccion.

5 Pilotaje del recurso

Una vez elaborado el REA, se prob6 con un grupo de docentes de educacion
bésica, media superior y superior, en una sesiéon de 90 minutos, en la cual se
utiliz6 el juego de roles como dinamica de participacion, dadas sus caracte-
risticas afines al proceso de negociacion y a la IBD. De acuerdo con Ortiz de
Urbina, Medina y De La Calle [22], los miembros participantes de un juego
de rol, aplican competencias como la capacidad de anélisis y sintesis, la ca-
pacidad de organizacion y planificacion, la capacidad para la resolucion de
problemas y la capacidad para tomar decisiones. De igual forma, implica la
aplicacion de competencias personales, como la capacidad para trabajar en
equipo, habilidad en las relaciones personales, capacidad critica y autocritica
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y trabajar en entornos de presion.

En el juego de roles, cada docente tomod el papel de alumno, mientras
los miembros del equipo de trabajo presentaron una clase desde el papel de
docentes y, aunque las condiciones no son idénticas al trabajo con alumnos de
los niveles antes senalados, se consider6 pertinente la intervenciéon de docentes
en un primer momento de aplicacidén, para tomar en cuenta consideraciones
pedagodgicas y metodoldgicas que un profesor frente a grupo sabe distinguir
y enriquecer desde su experiencia. En especial, simulaciones como el juego
de rol, permiten apropiarse de una identidad convenida y pensar desde un
enfoque diferente las situaciones, por lo que constituye un sistema ideal para
facilitar los aprendizajes orientados a la comprension y la movilizacion de
saberes.

Durante la prueba piloto de implementacion del REA y con ayuda de las
observaciones de los docentes e investigadores participantes, se identificaron
rasgos a nivel de concepto, metodologicos, de curriculo y propios del REA
que conviene revisar para su mejora. De entre ellos se identifico:

e Los participantes tuvieron dificultades al principio, tanto para identifi-
car los objetos volumen medibles, como para distinguir que el concepto
de volumen puede tener més de un significado.

e Se reconocid la importancia de cada significado, sin embargo existio
confusion entre el volumen ocupado y el volumen externo de los objetos
que no son recipientes.

e Destaco la observacion de que el total de actividades propuestas en el
REA no podria ser abordado en un solo nivel educativo, sin embargo
comprende actividades afines a los contenidos a tratar en educacion
bésica.

e Se identific6 como problematica la ausencia de diversos significados de
volumen en el curriculo y en la ensenanza en educaciéon béasica, misma
que se ve reflejada en las dificultades que enfrentan los alumnos que
cursan niveles de educaciéon media superior y superior.

e Una sugerencia importante fue la necesidad de incorporar una actividad
final de evaluacion en la que se integren todos los significados de volumen
que se abordan en el REA.
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En general, se reconocioé la incorporacion de materiales concretos y digi-
tales a proposito de las necesidades de los alumnos, considerando sus caracte-
risticas correspondientes a los estadios: preoperatorio, operaciones concretas
y operaciones formales [23]. También resalta la claridad en la organizacion de
los temas en gradualidad y profundidad, que atienden a las necesidades de los
posibles usuarios con un lenguaje claro en las instrucciones y de facil acceso.

El REA integra y complementa los temas sugeridos por el curriculo oficial
[31] y puede ser usado por docentes que requieran materiales para abordar
contenidos en el aula y también por estudiantes que quieran ahondar en los
contenidos. Para ello existen secciones de retroalimentacion instantanea como
los cuestionarios y applets, ademés de la posibilidad que brinda el software
de GeoGebra para realizar consultas libres, modificaciones y descargas.

6 Conclusiones y prospectivas

A partir de la revision teorica, la confrontacion con la practica docente durante
el proceso de negociacion en la elaboracion del REA y su primer acercamiento
de aplicacion, se reconoce que:

e La ensenanza y aprendizaje del concepto de volumen suponen dificulta-
des teodricas y practicas que en conjunto forman parte de un fenémeno
educativo, cuyo tratamiento representa un problemética pedagogica.

e El REA cumple el objetivo de integrar diferentes significados de volu-
men, tales como, capacidad, volumen ocupado, volumen externo, volu-
men desplazado y volumen numérico, para el tratamiento didactico del
concepto de volumen.

e El ecosistema educativo hibrido brindé las condiciones pertinentes para
atender a la naturaleza de cada significado de volumen y dar respuesta
a las necesidades de desarrollo de los alumnos de educacion basica.

e La propuesta metodologica del proceso de negociacion permitioé incor-
porar distintos enfoques de docentes e investigadores en educaciéon ma-
tematica para la elaboraciéon del REA y el adecuado tratamiento del
concepto de volumen en la realidad escolar.
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Al mismo tiempo, se incorporaron algunas sugerencias de mejora que sur-
gen en respuesta a las observaciones realizadas por los docentes en la prueba
piloto, tales como: el tratamiento méas detallado de la introduccién a obje-
tos volumen medibles, a través de actividades de reflexién y la manipulacién
de materiales concretos; la distinciéon entre objetos con volumen ocupado y
volumen externo, en cuyo caso se realizo la precision por escrito al inicio de
cada capitulo correspondiente a los significados de volumen; y por ultimo, la
adicion de una actividad de cierre en la que se integran los cinco significados
y que sirve como evaluacion de los aprendizajes esperados del REA.

Siguiendo las fases de la IBD, queda como prospectiva realizar un redi-
seno del REA considerando los resultados del pilotaje, asi como preparar las
condiciones para realizar una implementacion con estudiantes. Asi también,
debido a la amplitud y profundidad del REA, se ha reconocido que es necesa-
rio seleccionar y delimitar ciertas partes del REA que permita implementarlo
en condiciones reales de aula, tomando en consideracion que los contenidos se
dirigen a alumnos de educacion béasica. Esta seleccion contribuira a llevar a
cabo una toma de datos mas controlada, que permita realizar un buen anélisis
de la implementacion, y con sus resultados, volver a ajustar el REA.

Para la siguiente fase de implementacion del REA, se propone:

e Disenar y aplicar un instrumento de evaluacion diagnostica que permita
conocer y seleccionar la poblacion en la que se aplicara el REA.

e Delimitar y clasificar a la poblacién para recabar datos.

e Seleccionar las THA que correspondan a los contenidos a tratar y rea-
lizar las adecuaciones a las caracteristicas del grupo de muestra.

e Realizar las sesiones en las que se llevara a cabo la aplicacion.
e Recopilar datos a través de técnicas como la entrevista clinica.

e Analizar, comprender y reportar los resultados de la implementacion
del REA y su rediseno.

Para finalizar, es importante reconocer al estudio del volumen como un

area fecunda en el terreno educativo, cuya atencion es necesaria para mejorar
las técnicas y métodos de ensenanza, pero también para conocer céomo los
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individuos adquieren esa nocién a nivel cognitivo y si los significados reco-
nocidos hasta ahora por los investigadores educativos son los suficientes para
abordar al volumen como contenido, en la educacion basica.
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Resumen

El objetivo de este trabajo determinar el spread por agregar a un bono
que respalda la deuda emitida por una empresa. Para ello se modifica el
modelo de Merton de probabilidad de incumplimiento, el cual considera
una empresa financiada mediante recursos propios, representados por una
accién y recursos ajenos o deuda caracterizada por un bono cupén cero.
Tanto la accién como el bono se negocian en un mercado bajo ausencia de
arbitraje, no hay costos de transaccién, ni impuestos, ni restricciones de
ventas en corto. La modificacién consiste en suponer que el valor contable
de la empresa se puede descomponer como el valor de las emisiones de
deuda mas el valor del capital, que corresponde a una opcién de compra
con el supuesto que el subyacente tiene un comportamiento discontinuo
(Merton, 1976), entonces se obtiene una ecuaciéon que representa el ren-
dimiento de un bono con riesgo, de tal forma que se puede calcular el
riesgo de emisién de bonos de la empresa caracterizado por una prima
de riesgo. Posteriormente se aplica el modelo propuesto a firmas repre-
sentativas de la banca multiple: BBVA, Banorte y Santander con datos
diarios de sus respectivas acciones del periodo de tiempo del 01/01,/2018
al 31/12/2018. Los parametros del modelo de difusiéon con saltos de Mer-
ton se estiman mediante maxima verosimilitud. Se concluye que cuanto
mayor sea la prima mayor serd la probabilidad de incumplimiento de la

empresa.
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1 Introduccion

Actualmente, se relaciona el riesgo crediticio a la situacion que enfrentan los
bancos cuando otorgan créditos a empresas, es decir, la probabilidad de que
dichos recursos regresen parcial o totalmente. Sin embargo, los agentes se
enfrentan a este mismo riesgo cuando toman decisiones tales como: inver-
tir en bonos o acciones, depositar dinero a bancos, vender sus productos a
crédito; ya que todas ellas contienen acuerdos contractuales que involucran
compromiso de pago, y por lo tanto, la probabilidad de incumplimiento de la
contraparte. El riesgo crediticio es, entonces, una combinacién de la probabi-
lidad de incumplimiento de la contraparte y las pérdidas ocasionadas por el
mismo. Bajo la premisa de que existe riesgo de incumplimiento en todo con-
trato entre personas o entidades, la teoria del riesgo crediticio puede aplicarse
a la evaluacion del riesgo de incumplimiento de la empresa, en otra palabras,
la probabilidad de quiebra de un corporativo.

El riesgo de crédito representa un tema de suma importancia para las em-
presas e instituciones financieras y también para aquellas otras instituciones
que consumen productos financieros. Segtin [16] algunas de las razones que
justifican la creciente importancia del riesgo de crédito son:

1. Incremento estructural en el nimero de fallos, debido al incremento en
la competencia entre prestamistas.

2. El fenébmeno de la desintermediacion financiera, que hace que aparezcan
un mayor nimero de potenciales prestatarios y una disminucién de la
calidad crediticia media de los mismos.

3. Mayor competencia entre prestamistas, que también ocasiona unos mar-
genes mas estrechos.

4. La mayor volatilidad en los valores de las garantias o colaterales de las
operaciones, asociada al aumento general de volatilidad en los mercados
financieros en los tltimos anos.

5. El crecimiento espectacular en los derivados negociados en lo mercados

sobre el mostrador, que llevan implicito un incremento en el riesgo de
contraparte al no existir una camara de compensacion.
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Los modelos de riesgo de incumplimiento determinan la probabilidad de que
una empresa no pueda cumplir con el pago de sus obligaciones adquiridas
(probabilidad de default) y por consiguiente deban rematar sus activos o tal
vez cesar sus operaciones. Una de las metodologias pioneras para el calculo de
la probabilidad de default, es el modelo de Merton [13], el cual forma parte de
los modelos estructurales de valuacion de riesgo de crédito, el cual relaciona
la probabilidad de quiebra con la teoria de valuaciéon de opciones financieras
y la estructura de capital de las empresas, ya que analiza las acciones como
una opciéon de compra sobre el valor de los activos de la empresa y establece
que el incumplimiento tendra lugar cuando los activos de la empresa sean
inferiores a los pasivos [2|. Esta relacion permite hacer una aproximacion al
valor historico de los activos a partir del precio de cotizacion de las acciones
y permite estimar el punto en el que la empresa caeria en incumplimiento.
Por otra parte, a diferencia de los modelos de determinacién de precios de
activos conducidos por procesos estocésticos en tiempo continuo con trayec-
torias son continuas, los denominados procesos de difusién con saltos se han
utilizado en finanzas para modelar el comportamiento discontinuo de la dina-
mica de los precios de activos. Como se explica en [12| la validez del modelo
de Black y Scholes depende de si el comportamiento del precio del subyacente
se puede describir mediante un proceso de difusién en tiempo continuo cuya
trayectoria es continua con probabilidad 1. Por lo tanto, si la dinamica del
precio del subyacente no se puede representar con un proceso estocastico con
trayectoria continua, la solucion de Black y Scholes no es valida, es decir, si
el proceso que representa el precio presenta saltos abruptos, es decir, no son
continuos, entonces los modelos en tiempo continuo no tienen la capacidad
de explicar por qué ocurren tales saltos y, por lo tanto, no son adecuados. En
[1] se senala que los riesgos de salto no pueden ignorarse en la determinacion
de precios de activos. Por lo tanto, se denomind como un proceso estocas-
tico de “salto”, o también “modelo de difusién con salto” definido en tiempo
continuo. En [18] se presenta evidencia de colas pesadas y la valuacion de
opciones europeas en el caso de GCARSO, se proponen estrategias de cober-
tura analisis de sensibilidad respecto a los parametros de la intensidad del
proceso de Poisson y su valor medio. En [8] se compara el modelo de Merton
y el de Black-Scholes considerando la leptocurtosis y un ajuste a la sonrisa de
volatilidad con datos de mercado. Se concluye que no obstante que el modelo
de Merton es incompleto supera al modelo de Black y Scholes en cuanto a
que modela la eficientemente a leptocurtosis y reproduce razonablemente la
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sonrisa de volatilidad en el corto y largo plazo.

Este trabajo esté organizado como sigue, en la siguiente seccion se desa-
rrolla el modelo de difusiéon con saltos de Merton, se deducen las férmulas
semi-analiticas de los precios de opciones de compra y de venta con ejemplos.
En la seccion 3 se describe el modelo de Merton (1974) con expresiones pa-
ra la probabilidad de incumplimiento y un procedimiento para determinar el
valor de mercado de la empresa y su volatilidad, los cuales son insumos para
calcular tal probabilidad. En el transcurso de la seccién 4 se describen los
criterios para la eleccion de las empresas a las que se les aplicara el procedi-
miento que se plantea en la siguiente subsecciéon, para ello se determina una
ecuacion que representa el rendimiento de un bono con riesgo y a partir de
ella se puede medir el riesgo de emision de bonos de la empresa y el método
para la estimacion de parametros por méaxima verosimilitud segtn [15]. En
seccion b se discuten los resultados de la aplicacion de la metodologia pro-
puesta. Por ultimo, en la secciéon 6 se presentan las conclusiones del presente
trabajo indicando algunas extensiones por explorar en la agenda futura de
investigacion.

2 Modelo de difusiéon con saltos de Merton

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, {N; : t > 0} un proceso de Poisson
con intensidad A > 0y {W; : ¢ > 0} un proceso de Wiener o movimiento
browniano relacionado con la misma filtracion (F}");>. Suponga que S; es
modelado por un proceso de difusion con saltos conducido por la siguiente
ecuacion diferencial estocéstica:

as
S—t = (p— q)dt + odWy + (Jy — 1)dNy (1)
o

donde:
IN, — 1 con probabilidad X dt.
"7 10 con probabilidad 1 — A dt.

con constantes p,q y o la tendencia, tasa continua de dividendos y la vola-
tilidad, respectivamente, y J; la variable de salto tal que In J;, ~ N (u7,02%).
Suponga que J;, W; y N; son mutuamente independientes. Asimismo, sea
Ji, 1 = 1,2,... una sucesion de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas que también son independientes de N; y W;. Si Si-
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denota el valor de S; antes de un evento de salto; al expandir d(In S;) en serie
de Taylor y aplicando el lema de Ito [6]:

_dS 1<d&>2 1(&&)3 1<d&>4
dlln 51) = Si- 2\ S5~ * 3\ S 4\ S~ *
—%u—®ﬁ+aﬂm+ch—UwW—%(£ﬁ+@L—U%NQ

1 1
+ @_U%M_Z@_D%M+”‘

+kﬁ—n——urﬁf+é@—lf—aﬁ—nﬂnidM

1
= <,u —q— 502) dt + odW; + In J,dN,

siempre que —1 < J; —1 <160 < J;, < 2. Al integrar se tiene que:

T T 1 T T
/ d(ln S,) = / <,u —q— 502> du + / odW,, + / In J,dN,
t ¢ ¢ ¢

Np_y

S 1
In (é) = (M—q_ 502> (T —t)+oWp_y + 121 In J;.

Al aplicar la funciéon exponencial a ambos lados resulta en:

Nrp_y

Sy = Ste(ufq*%UQ)(TftHaWT_t H J; (2)
i=1

donde J; € (0,2] es el tamano de salto aleatorio que ocurre al tiempo t; y
Np_y = Ny — N, es el namero total de saltos en el intervalo de tiempo (¢, T.

Puesto que Wr_y ~ N (0,7 —t), InJ; ~ N (us,0%),i = 1,2,... y por
independencia entre los procesos:

1
ll'lST| {St7NT—t = n} NN[IDSt + (M —q— 50’2) (T — t)

+npg, 0 (T —t) + na%]

(3)
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Ademés, a partir de S; y del supuesto de la mutua independencia del
proceso de Wiener y del proceso de Poisson compuesto:

Nr_y
M&wszFM““?WP“M%WILWJ

i=1

Nr_y
_ Ste(M*Q*%UQ)(T DR U'WT ) (H Jz)

i=1

Np_y
_ 5,elna-30°)T=0 (ho ( JZ>

i=1
Np_y
— S, 0(T-0x (H Ji)

i=1
por lo tanto:
E(S7]S;) = Spe= DT =Y exp {)\ (e“”%"?f - 1) (T — t)} . (4)

En cuanto a la varianza de St condicional a S, se tiene que:

Nrp_y
vmwwzwLw@Hﬂ”%%”Hﬁm]

=1

i=1

Np_y
= 5,5262(“_‘1_%"2)(T_t)Var(e”WT—f)Var (H Ji> .

Dado que Var(e?"7-1) = (e"z(T_t) — 1) " (T=1) entonces:

Var(Sp|Sy) = S22 (=) (eaz(Tft) B 1)
x Jexp (AT =) (207770 = 1)} —exp {2A(T 1) (#7277 —1)}].
(5)

Bajo este mismo marco, bajo una medida martingala equivalente Q,; [5, 17]
el proceso en (1) se puede escribir como:

g_St — (r—d—=\(J — 1)) dt + odW, + (J, — 1)dN,
-
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donde J = EP(J,) = er 397 W = W, — <%(J_l))t es un movimiento
browniano bajo la medida Qu; y Ny ~ Poisson(\t). Qs es la medida de la
martingala equivalente obtenida al cambiar la tendencia del browniano, pero
dejando la parte de saltos sin cambios!, esto significa, que las propiedades
de riesgo neutral del componente de saltos de S; son las mismas que las de
sus propiedades estadisticas. En particular, la distribuciéon de los tiempos de
saltos y los tamanos de los saltos no cambian. De esta manera se reescribe
(2) como sigue:

(T ) T, TT
ST — St@ 1”7(]7)\(Jfl)7§g-2 (T—t)+oWrp_y H J'L
=1

donde J; ~ LN (pg,0%),i=1,2..., Nr_; es una sucesion de variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas y Wr_; ~ N(0,T7 — t). Por
independencia de J; =1,2,..., Np_y, Wr_y v Np_y:

12 1
IHST| {St7NT—t = n} NN lnSt + (T —q — )\ (6“‘]+§UJ — 1) — 50'2> (T_t)

+npy, 0*(T —t) + no?

Al hacer:

In Sy|{S;, Np_y =n} ~ N [mst + (u —q- %aQ) (T —t),6*(T — t)]

donde ¢ es la tasa con composicion continua de los dividendos y o la vo-
latilidad del precio del activo S; conducido por un movimiento geométrico
browniano. Asi se genera un sistema de ecuaciones por resolver:

1 1,2 1
(M—g——52) (T'—1) = (T—q—)\(e””Z"J—l) —502> (T'—t) +npy

2
(T —t) = o*(T —t) + no3.

IMerton justifico la eleccion de este modelo bajo la suposicién de que el riesgo de un
salto es diversificable, entonces no hay prima de riesgo concerniente a éste.
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Al resolver se tiene:

~ l_}_%o.Q_ _ n 12
I=q+ (e 1) = (MJ+20J> (6)
2
~ 2 2 noy
= —_— 7
o 0+T—t (7)

A partir de la definicion del precio de una opciéon de compra de tipo europeo
con precio de ejercicio K > 0 y plazo al vencimiento T > t¢:

Cpm(Sp, t: K, T) = e "T=DEM [max (Sp — K, 0) | F

—r(T—t) Z Qrr(Np—y = n)EQM [max (St — K, 0) |Ft, Np—¢ = n]
n=0

_ (1) i {e-MT-tQ!A(T—t)]"

n=0

x EQum [max (Sp — K,0) | Fy, Np— = n]}

e M “[A(T )"
donde el término “———"=—2 ¢s la probabilidad de n saltos en el periodo de

tiempo (¢, T]. Dado que la distribucién condicional de S dado S; y Ny_; = n
puede escribirse de la siguiente manera:

In Sp|{Sy, Ny =n} ~N [lnSt + ( —q— % ) (T —t),6*T —t)

Entonces, de acuerdo con el modelo de Black y Scholes [3, 14], el precio de la
opcion de compra con un enfoque probabilista [19, 10] definido como el valor
presente de la esperanza bajo la medida neutral al riesgo Q,; dado por:

EQum [max (St — K, 0) | F;, Ny = n]

es simplemente el precio de la opcion de compra con dividendo ¢ y volatilidad

g
E® [max (Sp — K,0) | F, Nr_y = n] = Cpg(S;, t; K, T),

donde:
Cps(Si,t; K, T) = Spe T Dd(d,) — Ke " Dd(d_)
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Entonces, la expresion para valuar la opcion de compra europea del modelo
de Merton es:

—\(T—-t) [/\(T _

nl W Cos(Sut K1) ()

Cpn(Si,t: K, T) = e 7T

n=0

Para el precio de una opciéon de venta de tipo europeo con precio de ejercicio
K > 0y plazo al vencimiento T" > t se tiene que:

E®™ [max (K — S, 0) |F,, Nr_y = n] = Pps(S;, t; K, T).

Bajo los mismos supuestos anteriores, la expresion para valuar la opcion de
venta de tipo europeo con el modelo de Merton es:

DI - )"
n!

Put( S, t; K, T) = e 70D 3 € Pps(Sit, K,T)  (9)

n=0

donde:
Pps(S, t; K, T) = Ke "I 0®(—d_) — S,e 1T Dd(—d,)

con: 5 L
i, - ln(ﬁ) + (r—q:l:iag) (T—t)‘
ovT —1
donde la funcion ®(d) es la funcion de distribucion acumulada de € ~ N (0, 1),
es decir,

_1

e 2% de =1 — ®(—d).

|
o) =Pele <= [ =
De acuerdo con (8) o (9), el precio de la opcién, se calcula como el valor pon-
derado, con respecto al proceso de Poisson que modela los saltos y el precio
de la opcion de compra o de venta con el modelo de Black y Scholes mo-
dificado. Para n suficientemente grande tales expresiones permitiran obtener
aproximaciones razonables a precios de opciones de compra o de venta de tipo
europeo del modelo de difusiéon con saltos. Por ejemplo, con el supuesto que
la volatilidad en el modelo de difusiéon de Merton y la del modelo de Black
y Scholes son iguales. Al tener la parte discreta del salto con el proceso de
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of [==C 1 . — P
\
Cgs TN, Pps|q
] \

DY S\ 0
<) <.
""" S 0 ™ r m 0 ™ w o W © o [ T 7
S, Sy
(a) Precios de opciones de compra (b) Precios de opciones de venta

Fuente: elaboracion propia.

Figura 1: Precios de opciones compra y de venta en funciéon del precio
del activo al tiempo cero calculados mediante el modelo de Black-Scholes
y del modelo de difusién con salto de Merton 1976. Los parametros son:
r=0.07,0s = 02,u; =0.1,0; = 0.1 y A = 0.5; S; toma los valores desde
1,...,180 y el precio de ejercicio K = 100.

Poisson entonces aumenta el valor de la opciéon de compra cuando el precio
actual del subyacente esta cerca del precio de ejercicio. La evidencia empirica
muestra que opciones de compra muy fuera del dinero tienden a cero, opciones
en el dinero tienden a su valor intrinseco independientemente del modelo que
se tenga en este caso. Para opciones de venta sucede algo similar. Lo anterior
se muestra en la figura 1:

3 Modelo de Merton para probabilidad de in-
cumplimiento

Una de las metodologias para modelar el riesgo crediticio de las entidades
financieras esté generalmente relacionada con los modelos de precio de mer-
cado. A través de estos modelos se intenta conocer la percepcion que tiene el
mercado de la probabilidad de incumplimiento que enfrenta una entidad dado
el precio de mercado de sus pasivos (bonos corporativos, acciones o derivados
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de crédito). Se han desarrollado diferentes modelos para estimar el riesgo de
crédito, algunos orientados a estimar el riesgo en su version de mercado. Los
modelos de incumplimiento se clasifican en modelos tradicionales, estructura-
les y de forma reducida [11]. El modelo de Merton pertenece a la categoria de
modelos estructurales, tales modelos son los que méas reconocimiento tienen
en los mercados financieros, son utilizados por grandes firmas y existen varios
trabajos al respecto en la literatura. Su caracteristica principal es el supuesto
que los inversionistas tienen toda la informacién del mercado, conocen por
completo del valor de los activos y de las deudas de todas las firmas; se supo-
ne un mercado con competencia perfecta. Los modelos estructurales incluyen
el modelo de Merton, el modelo de Geske [7], el modelo CreditMetrics de J.P.
Morgan y el modelo Credit Portfolio Manager de KMV Moody’s.

En los modelos estructurales de riesgo se identifican condiciones bajo las
cuales se espera que los agentes puedan incumplir y posteriormente se estima
la probabilidad de que estas condiciones ocurran. Merton propone un modelo
en el que relaciona el riesgo de incumplimiento con la estructura de capital de
las empresas. De acuerdo con este modelo, una empresa con responsabilidad
limitada estara en incumplimiento cuando el valor de sus activos sea inferior
al valor de sus pasivos. De la identidad contable, y bajo el supuesto de que
accionistas reciben el valor residual de la empresa, si los pasivos superan el
valor de los activos, el valor del patrimonio serd nulo y se espera que la em-
presa ejerza la opcion de declararse en incumplimiento [13|. Esta opciéon que
tiene la empresa se puede evaluar a través de la teoria de opciones financie-
ras. La aplicacion de la teoria de opciones financieras en la estimaciéon del
riesgo de incumplimiento es de gran utilidad porque establece una relaciéon
entre variables no observadas y variables observadas como se describird méas
adelante.

A continuacion se describen los supuestos del modelo de Merton:

(1) El mercado es perfecto, no existen costos de transaccién ni impuestos?,
es decir, muchos inversores pueden vender al descubierto y comprar mas
de lo que ellos poseen en tiempo continuo.

2Con el supuesto de competencia perfecta es posible aplicar el modelo de Black y Scholes,
entonces se tendria un inversionista o acreedor de una empresa que busca maximizar su
utilidad sin rebasar su restricciéon presupuestal, por lo cual debe de elegir entre sus opciones
de inversion. Es asi como la teoria financiera debe de ser consistente con el supuesto de
racionalidad econémica [19].
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La estructura de plazos es plana, la tasa de interés es fija para presta-
tarios y prestamistas para cualquier plazo.

El valor de la empresa es invariante a su estructura de capital.
Una empresa se puede financiar con capital propio y deuda (D) que

vence al tiempo T, tanto el capital propio como la deuda se negocian
en el mercado.

El incumplimiento se presenta cuando el valor de los activos es inferior al
monto total de la deuda financiera. El valor de los activos se considera como
una opcion de compra europea que tiene como precio de ejercicio el monto de
la deuda. Se utiliza la féormula de valuacion de Black y Scholes para calcular la
probabilidad de incumplimiento. En el modelo de Merton se supone que una
empresa emite bonos cupén cero que vencen en una fecha 7' [19]. Se definen
las variables del modelo como sigue:

t: fecha de referencia, es decir, hoy.

T': fecha de vencimiento.

S¢: valor de mercado de las acciones de la empresa, hoy.
St: valor de mercado de las acciones de la empresa en 7.
B.(t,T): valor de mercado de los bonos de la empresa, hoy.

V;: valor de mercado de los titulos, de capital y deuda, de la empresa,
hoy.

Vi valor de mercado de los titulos, de capital y deuda, de la empresa
en T

D: principal e interés que la empresa debe pagar en T
os: volatilidad de las acciones de la empresa.

oy volatilidad del valor de la empresa en el mercado.
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En primer lugar se definira a V;, el cual esta compuesto por el valor de
mercado de las acciones (S;) y el valor de mercado de los bonos (B,) de la
empresa, es decir:

V=S, + B.(t,T) (10)
Ademés, se supone que:
d‘/t = [Lv‘/;dt + UV‘/tth (11)
Yy
dSt = ,uSStdt + Usstth (12)

Dado que el proceso (W;)icpp,r) €s un movimiento browniano definido sobre un
espacio fijo de probabilidad con su filtracion aumentada?, existe una correla-
cion perfecta entre las ecuaciones (11) y (12); estas ecuaciones tratan sobre
los cambios en el valor de la empresa y en el valor de mercado de las acciones.
Una limitacion de (11) es que los pardmetros py y oy son no observables.

Si el valor de la empresa en el tiempo T es menor que la deuda, Vyr < D,
entonces la empresa incumple, por lo menos parcialmente, con el pago de su
deuda, y en este caso St = 0. Si por el contrario Vi > D, la empresa paga su
deuda en T'y Sy = Vi — D. Esto se resume en:

St = max(Vy — D, 0) (13)

La ecuacién anterior muestra que el valor de mercado de las acciones puede
verse como una opcién europea de compra sobre el valor de mercado de la
empresa con precio de ejercicio igual al pago de su deuda. La féormula de Black
y Scholes proporciona el valor inicial de las acciones de la empresa en t (en
un mundo neutral al riesgo) el cual esta dado por:

Sy = Vi®(dy) — De "D (dy) (14)
donde:
1
In (%) + (r+ 50%,)(T —1)
d1: ;dgzdl—gv\/T—t

oy T—1t

3Es decir, el espacio (QY, FW FW PV, con F = (FV)e0,77-
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El valor de la deuda hoy es: B.(t,T) =V, — S;. Se tiene que:
S, = e / max(v — D, 0) fyp (0] Vi)do (15)

= / (v =D, 0) frz (v|Vi)dv

D

= e""(T‘t)/ 0 fvvs (0] V) dv — De""(T_t)/ Sve i (0| V) dv
D {v>D}

= eiT(T*t)E[VTl{VT>D}‘Vt] - DeiT(Tit)IP{VT > DVi}

Donde fy, v, (v|V;) es la funcion de densidad de V7, condicional al valor inicial
v;. De acuerdo con (15), la probabilidad neutral al riesgo de que la empresa
cumpla con el pago de su deuda es:

P{Vr > D|V;} = ®(d,)

donde ® es la funcién de distribucion acumulada de una normal estandar. Por
lo tanto la probabilidad al riesgo, de que la empresa incumpla con el pago de
su deuda es:

B B
e 2dx
0o V2T

Para poder calcular esta probabilidad, se requiere conocer a oy y a V;. Sin
embargo, ninguna de estas dos cantidades es directamente observable. No obs-
tante, si la empresa emite acciones que son colocadas piiblicamente, entonces
S, puede estimarse como el nimero de acciones por su precio en el mercado?.
Se tiene, ademaés, que S; = Sy(V, t), por lo cual, por el lema de Ito:

P(Vr < DIV} =1 - B(dy) = &(~ds) = [

058, 05, 1 %S oS
psSedt + 055 dWy = ( 8tt + MVVtaV + ath2 8‘/;) dt + vatc“)_‘/:dwt
(16)
Como las componentes estocésticas deben ser iguales se sigue que:
08,
055, = UVV;a—V;

4Esto quiere decir, que la ecuacién (14) proporciona una condicién que deben cumplir
ovy V.
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0, también:

05S; = oy V;®(dy) (17)
Si se cuenta con un estimador de og, la desviacion estandar de los rendimien-
tos, entonces (17) es otra ecuacion que deben satisfacer oy y V;, por lo que
las ecuaciones (14) y (17) forman un sistema de ecuaciones simultaneas para
las variables oy y V;. Ademas las partes deterministas de (16) implican:

O'V(I)/<d2) JVV;<I>’(d1)
2VT —t 2T -1
El sistema de ecuaciones de (14) y (17) dan como resultado los valores de oy
y Vi, los cuales se sustituyen en (18) para obtener el valor de py .

Al sustituir la ecuacion (14) en (10), se obtiene que el precio del titulo de
deuda es:

g Sy = De (10 (—rcb(dQ) + ) + pyoy®(dy) + (18)

B.(t,T) =V, — S,
=V, — (Vi®(dy) — De T D0(dy))
= V(1 — ®(dy)) + De " T=Dd(d,)
= V,®(—dy) + De " Dd(d,)
= De " T=(®(dy) + m®(—d,))

de donde:

%er(Tt)

Con lo cual, el precio del bono corporativo es el valor presente del principal y
los intereses, D, multiplicado por la probabilidad de cumplimiento dada por
®(dy), mas el valor futuro del inverso del nivel de apalancamiento o cobertura
de la deuda, m. ®(—d;) representa el negativo del cambio en el valor de
mercado de las acciones ante un cambio en el valor de mercado de los titulos,
de capital y de deuda de la empresa.

m =

4 Metodologia

Criterios para la elecciéon de la empresa

El primer paso es obtener la informacién de las empresas para aplicar el
modelo. En la seccion anterior se desarrollo el modelo de Merton y se requieren
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el valor de los activos,valor de la deuda, entre otros, por lo que se requiere
conocer estos datos a partir de empresas cuyos estados financieros puedan ser
consultados. En particular se eligieron tres de los grupos mas representativos
de la banca multiple.

En la actualidad, las instituciones financieras juegan un papel crucial para
el desarrollo econémico de una nacién, ya que reine a aquellos que deman-
dan fondos prestables con quienes estdn dispuestos a ofrecerlos a un cierto
precio, y que al hacerlo contribuyen a elevar la eficiencia de una economia.
Los demandantes del ahorro cuentan con mejores opciones de inversiéon que
les permiten alcanzar una rentabilidad mayor de la que podrian obtener por
si mismos los oferentes, quienes en general, carecen de las alternativas de
inversion de que disponen aquellos. El sistema financiero permite que el di-
nero circule en la economia, que pase por muchas personas y que se realicen
transacciones con él, lo cual incentiva un sinniimero de actividades, como por
ejemplo, la inversion en proyectos. Segtin la Comisién Nacional Bancaria y de
Valores (CNBV) se definieron a los grupos financieros BBVA, Citibanamex,
Santander, Banorte, HSBC, Inbursa y Scotiabank como las firmas con mayor
importancia sistémica en el pais. Este organismo, después de una evaluacion
que realiza anualmente, determiné la importancia de estas siete instituciones
de crédito cuya quiebra potencial afectaria la estabilidad del sistema finan-
ciero o la economia del pais [9].

De acuerdo con datos de la CNBV de 2017, de la composicion de la cartera,
los grupos BBVA, Citibanamex y Santander eran las tres entidades con mayor
participacion en el mercado mexicano. BBVA lider6 con una cartera total
de un billon 52,367 millones de pesos y una participacion en el mercado de
23.19 %. Sus activos totales ascendian a un billén 879,348 millones de pesos.
Le seguia Banorte e Interacciones con una cartera total de 701,679 millones
de pesos y una participacién de mercado de 15.46 % con activos totales por
un billén 249,817 millones de pesos. Para el caso de Citibanamex® su cartera
total era de 635,324 millones de pesos y una participaciéon en el mercado de
14.0 %. Sus activos totales ascendieron a un billon 133,017 millones de pesos.
Santander contaba con una cartera total de 603,881 millones de pesos y una
participacion en el mercado de 13.31 %. Sus activos totales ascendian a un

5De acuerdo con datos de la CNBV para 2017, Citibanamex tenia el lugar 3 en ren-
tabilidad, sin embargo, en el analisis no se incluyo, debido a que no se encontraron datos
completos para el ano 2018.
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billén 173,864 millones de pesos.

En el caso de este trabajo se eligieron a BBVA,| Banorte y Santander.
La informacién de las acciones de cada grupo financiero fue consultada en
la direccion electronica https://mx.investing.com, se tienen datos diarios de
las acciones en el periodo 01/01/2016 a 31,/12/2018, los estados financieros
fueron consultados en las respectivas paginas de cada grupo financiero.

Planteamiento

En este parte se hace una adecuacion del modelo de Merton de incumplimiento
para representar el riesgo crédito de una institucion financiera, se hace el
supuesto que ahora el valor de la empresa es modelado por un proceso de
difusion con saltos, ademés mediante manipulaciones algebraicas se llega a
una expresion que permite determinar un “spread”, el cual representa lo que
se debe agregar al bono que respalda la deuda de la empresa.

De la seccion anterior, se tiene que el valor de una empresa V' se descom-
pone como el valor de las emisiones de deuda mas el valor del capital como
sigue:

V=HV,7)+h(V,T) (19)

el valor del capital, h(V,7), se calcula como indica la ecuacion (8) con 7 =
T —t, que corresponde a una opcién de compra en el modelo de difusiéon con
saltos de Merton. De la ecuacion anterior, se despeja el valor de la deuda:

HWV,7)=V —h(V,7)

e A (\T)" ~
=V - Z %OBs(V,T; 5?)

n=0

AT )"
—V - % (VN(d,) - Be‘”N(d_))]
n=0 ’
e ()" L €T ()"
=V - ; —— T VN(dy) + Be ; — - N(d)
e |V o T e )" e ()"
— Be BT (20)
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de donde:
1 Vo T e ()" e (AT
R(T) :T—;ln Ee — §n20 TVN(d+) +nZ:0TN<d_)
(21)

Esta ecuacion representa el rendimiento de un bono con riesgo y a partir de
ella se puede medir el riesgo de emision de bonos de la empresa, aunque en
este caso el bono esta sujeto a las condiciones del mercado en donde se va a
emitir, por ejemplo, si es un bono cupén cero, entonces se tiene solamente un
riesgo de incumplimiento con la deuda a un plazo maximo de un ano. En otro
escenario, se tendria que hacer otros supuestos para generar una estructura
de plazos si la deuda es a plazos mayores de un ano.

Ahora que se cuenta con una expresion analitica para el precio de la op-
cion, el siguiente paso consiste en la estimacion de parametros del proceso de
difusion con saltos, lo que implica estimar cinco variables: la tendencia del
movimiento browniano y varianza, asi como la tendencia, la varianza de los
saltos y su intensidad asociada al proceso de Poisson.

De acuerdo con [15] un método de estimacion basado en el principio de
méxima verosimilitud es viable si la densidad de los rendimientos esta dispo-
nible. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones, la densidad es una suma
infinita, por lo que se debe truncar en algiin punto, lo que induce errores que
dependen de la precision del método numérico empleado.

En la practica se cuenta con observaciones del precio del activo a intervalos
regulares de tamano h, por lo que los rendimientos son de la forma:

S(iT) }
N /. 2N o ,Z’ 6 1 e ey n
S{(i—1)7} { }
con el supuesto que son observaciones independientes e idénticamente distri-
buidas con la misma distribucion.

Para el caso del modelo de Merton, condicionando a N; = n > 0, los
rendimientos se distribuyen como:

RZ:1H|:

Ri ~ N(a+ nuy, ot + no?).

y su densidad esta dada por:

o b 1 (r—a—nuJ)Q
By
()\7_) 62 0'27'+no'J

o AT
fRi(r)_;e nl\/2x (01 + no?)

,re€R
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==BBVA

—RBBVA

==GFBANORTE —RGFBANORTE

rrrrr

(a) Precios y rendimientos de BBVA.

(b) Precios y rendimientos de GFBA-
NORTE.

==SANTANDER

~—RSANTANDER

rrrrrr

(¢) Precios y rendimientos de SANTAN-

DER

Figura 2: Precios y rendimientos de BBVA (5.2(a)), de GFBANORTE (5.2(b))

y SANTANDER (5.2(c)).

Donde p y o son la media y varianza de W;, respectivamente, A son los saltos,
(s y o son la media y varianza de difusiéon con saltos, respectivamente. En
este apartado se calculan los rendimientos de BBVA, GFBANORTE Y SAN-
TANDER del periodo 04,/01,/2016-31/12/2018, se calculan los parametros del
modelo de difusion y la prima de riesgo de cada grupo financiero (véase figura

2).

Los pardmetros para el caso de BBVA, Banorte y Santander, se muestran
en el siguiente cuadro:
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Tabla 1: Estimacion de parametros de W; y de difusion con saltos por maxima
verosimilitud a partir de los rendimientos de BBVA, Banorte y Santander,

periodo 04/01/2016-31/12/2018.

Parametro | BBVA Banorte | Santander
i -0.017281 | 0.058056 | -0.027375
o 0.273043 | 0.222519 | 0.225331
A 3.079683 | 16.468401 | 26.958296
iy, -0.025037 | -0.010658 | -0.002469
oy 0.066467 | 0.047158 | 0.027574

Fuente: elaboraciéon propia.

A partir de la figura 2 y del cuadro anterior se observa que la estimacion de
parametros es consistente con la variabilidad que muestran los rendimientos,
por ejemplo, en el caso de BBVA la variacién es moderada en cuanto a saltos
en su precio, mientras que para Santander la variaciéon es muy irregular con
varios cambios de su tendencia durante el periodo de tiempo que se considero.

Para el calculo de la prima de riesgo en el periodo del 01/01/2018 al
31/12/2018, se consultaron los valores del activo y pasivo obtenidos de los
estados financieros de: BBVA®, GFBANORTE" y SANTANDERS; tasa libre
de riesgo de la pagina de Banxico. Se rehace el calculo de la volatilidad sin
saltos (o), la media (pus) y la volatilidad de los saltos (o), A la intensidad
del proceso de Poisson para cada empresa en dicho periodo. Los resultados
se muestran en el siguiente cuadro:

SEl estado financiero del 2018 fue consultado en https://investors.bancomer.com /wp-
content/uploads,/2019/03/2018-BBVA-Bancomer-S.-A.ef18.pdf

"Consultado en https://investors.banorte.com/~ /media/Files/B/Banorte-
IR /financial-information /financial-statements/es/grupo-financiero-
banorte/2018/q4/Dictamen _grupo 2018.pdf

8Consultado en https://www.santander.com.mx/ir/pdf/09  info  financiera edos
financieros  consolidados/2018/04 cuarto_ trim/Estados_ Financieros  Consolidados
4T18.pdf
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Tabla 2: Valores para las variables utilizadas en el célculo de la prima de
riesgo para BBVA, BANORTE, SANTANDER, y el resultado R(7).

Variables BBVA GFBANORTE SANTANDER
Activo | 2,068,259,000,000 | 1,620,470,000,000 | 1,381,570,000,000
Pasivo | 1,874,036,000,000 | 1,446,006,000,000 | 1,255,877,000,000

Tf 0.076185 0.076185 0.076185
Plazo 1 1 1

o 0.282266 0.275306 0.260809

A 0.0000012 4.456608 18.483847

15, 1.804094 -0.099123 0.001435

oy 0.409797 0.030816 0.035481

Iter 200 200 200
R(7) 0.127573 0.178623 0.432231

Fuente: elaboraciéon propia.

El valor de la prima de riesgo R(7) proporciona el valor al cual se deberian
comercializar los bonos sobre la tasa de interés libre de riesgo de los grupos
financieros, siendo para BBVA una prima de 12.7034 %, para GFBANORTE
de 17.8623 % y para SANTANDER de 43.2231 %.

5 Conclusiones

En este capitulo se ha desarrollado el modelo de Merton para valuar opciones
financieras, en el cual el salto se modela con un proceso de Poisson y el tama-
no del salto se distribuye como una lognormal. Se estiman los parametros del
modelo de Merton mediante el método de maxima verosimilitud: u, o, iy, 0,
siendo la media y la varianza para la difusion sin saltos, y la media y varianza
para la difusién con saltos, respectivamente. A\ es la intensidad del proceso
de Poisson. Asimismo, se presenta un desarrollo algebraico para determinar
una prima de riesgo, la cual se obtiene al descomponer el valor de las emi-
siones de deuda mas el valor del capital. Se ejecuta una aplicaciéon sobre los
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grupos financieros que dominan el mercado mexicano: BBVA, GFBANORTE
y SANTANDER con una ventana de tiempo del 02/01/2018-31/12/2018. Se
consultaron los activos y pasivos para cada grupo financiero.

La evidencia empirica senala que la prima de riesgo mas alto corresponde
a Santander y la més baja para BBVA, seguida por la de GFBANORTE,
debido a que estos grupos financieros dominan el mercado en México, por lo
que una empresa con una mejor posicion y calificacion crediticia, dard como
resultado una prima mas baja, puesto que la calificaciéon la proporciona el
mercado y el precio del mercado de los bonos que emita tal grupo financiero
refleja el riesgo de incumplimiento sobre tales emisiones.

Se destaca también la diferencia entre la prima de riesgo y la probabilidad
de incumplimiento de una empresa, la prima de riesgo sera el spread que debe
tener la deuda para cubrir la probabilidad de incumplimiento.

Con los resultados obtenidos se puede inferir un escenario en que los ban-
cos llegaran a quebrar y lo que sucederia con la economia mexicana. Ante
tal escenario, los agentes retirarfan su dinero de los bancos, pero la retirada
masiva de capitales puede generar una situacién de panico bancario, creando
una crisis financiera sistémica en el pais. Si todos los depositantes retiraran su
dinero del banco a la vez, se podria generar un desastre como el que ocurrié
en Argentina en 2001: el sistema bancario colapsaria y no se podria devolver
el dinero a ningtin particular, por lo que esta no serfa una buena idea. En
el caso en el que los agentes no retiraran su dinero, podrian recuperar parte
del mismo, pues el Instituto para la Proteccion al Ahorro Bancario (IPAB)
se encarga de proteger el dinero depositado en cualquiera de los bancos que
operan en México. Esto es posible gracias a la cobertura que de forma gra-
tuita y automética se obtiene al abrir cualquier tipo de cuenta de ahorro. El
Seguro de Deposito cubre alrededor del 99 % de todas las cuentas de ahorro
en la banca mexicana, esto es, a todos los ahorradores que tengan una cuenta
en el sistema bancario mexicano, por una cantidad de hasta 400 mil UDIs
(que al 24 de agosto del 2019) equivalen a $ 2,515, 561.20°.

Por otra parte, una de las limitaciones mas importantes del modelo de
Merton es que se supone que la empresa mantiene pasivos con la misma fecha
de vencimiento y constantes en el corto plazo. Este supuesto es una limitan-
te, ya que en la practica las empresas se endeudan en cualquier momento del

9Informacion consultada en https://www.gob.mx/ipab/articulos/el-ipab-garantiza-los-
depositos-bancarios-de-los-pequenos-y-medianos-ahorradores-2126297idiom=es
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tiempo y mantienen diversos tipos de pasivos como bonos con pago de cu-
pones, deudas bancarias, deudas con proveedores, entre otras; cada una con
fecha de vencimiento diferente. En la presente investigacion se incluyeron sal-
tos en los precios de los activos con un proceso de Poisson, pero para obtener
resultados atn mas realistas, se podria extender a un escenario en el que se
pueda incluir deuda con vencimiento en diferentes tiempos, ya sea que pague
cupones a tasa fija o con tasa flotante. Al incorporar estas variaciones al mo-
delo se puede mitigar, en parte, el efecto de sobre-estimacion de la calidad
crediticia de las empresas que se observa con frecuencia cuando se trabaja
con pasivos homogéneos y constantes en el tiempo.

También, en la practica se ha observado que el incumplimiento puede
ocurrir en cualquier punto intermedio. Entonces, evaluar la probabilidad en
un punto predefinido (con el supuesto de que los titulos de capital de la
empresa se pueden negociar en una opcion de compra europea) se puede
extender a estimar el default en un punto intermedio (si los titulos de capital
de la empresa se pueden negociar en una opciéon de compra americana) y
compararlo con un valor del pasivo que cambie a través del tiempo. La idea
es modelar que el default ocurra antes de la fecha de vencimiento del bono.
Esta extension se expone en el trabajo de Black y Cox [4].
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Capitulo 6

Procesos max-stable en el espacio-tiempo

Alejandro Ivan Aguirre Salado, José del Carmen
Jiménez Hernandez, Marisol Lopez Cerino
IFM, UTM

Resumen

Recientemente los procesos max-stable se han convertido en una herra-
mienta util para la modelacién estadistica de eventos extremos espaciales,
bajo ciertas condiciones, estos procesos son asintéticamente adecuados
para modelar maximos de réplicas independientes de campos aleatorios.
En este trabajo se presenta una extension del modelo de Schlather (2002)
al espacio-tiempo, se demuestra que el modelo propuesto es max-stable,
se obtiene la funcién de distribucion acumulada y la funciéon de densidad
de probabilidad, se propone usar maxima verosimilitud a pares para el
proceso de estimacion.

1 Introduccion

En los tltimos anos la modelaciéon estadistica de eventos extremos ha tenido
un gran numero de aplicaciones en muchas areas, por ejemplo, en hidrologia,
medio ambiente, por mencionar algunas, en las cuales la teoria de valores
extremos se ha desarrollado ampliamente, Resnick (2007) y de de Haan y
Ferreira (2006) presentan el sustento matematico mientras que Beirlant et.
al (2006) y Coles et. al (2001) presentan su fundamento estadistico. Dentro
de esta teorfa, la modelacion estadistica con extremos espaciales presenta,
recientemente, un gran interés, esto ha dado lugar a dos formas diferentes de
modelacién. La primera se basa en procesos max-stable, los cuales son una ge-
neralizacion infinito dimensional de la teoria de valores extremos multivariada
(Huser y Davison, 2014). La segunda usa modelos jerarquicos bayesianos con
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una estructura espacial latente, en ésta se puede describir la variacion espacial
de los parametros en la distribucién marginal.

Consideramos que, en vez de tomar solamente la distribuciéon espacial en
ciertos instantes de tiempo (procesos purameramente espaciales) o considerar
solamente su evolucién temporal sobre ciertas localizaciones (procesos pura-
meramente temporales), si se considera la modelacion del proceso de manera
conjunta en el espacio—tiempo, se pueden obtener algunos beneficios. En anos
recientes, esta modelacion ha llamado la atencién de algunos investigadores y
han propuesto algunas generalizaciones al espacio-tiempo de modelos que so-
lo se han estudiado desde el enfoque espacial. Los primeros en considerar esto
fueron Davis et. al (2013a), quienes extienden el modelo de Smith (Smith,
1990) al espacio-tiempo, presentan de manera explicita la funcion de distri-
bucién conjunta para dos ubicaciones y también muestran que la funcién de
covarianza en el espacio—tiempo del proceso gaussiano se puede interpretar
en términos de la funcién de dependencia del proceso max-stable espacio—
temporal, esta extensiéon aun no presenta una aplicaciéon a datos reales, el
proceso de inferencia para esta extension la muestran Davis et. al (2013b).
Una segunda generalizacion, se presenta en Huser y Davison (2014), ellos
extienden el modelo de Schlather (Schlather, 2002) al espacio-tiempo y lo
aplican a datos de lluvias en Suiza. Nuestro interés se centra en el modelo de
Schlather y nuestra propuesta se basa en extender este modelo al espacio—
tiempo, nuestro principal resultado es que se obtiene de manera explicita la
funcién de distribuciéon acumulada bivariada del proceso espacio—temporal
que se propone, a partir de aqui también se propone realizar inferencia usan-
do la funcién de verosimilitud compuesta, especificamente, verosimilitud a
pares.

2 Procesos max-stable y modelos espaciales

Los procesos max-stable surgen como una extension natural de la teoria de
valores extremos multivariada en dimensiones infinitas, éstos proporcionan
una generalizacion natural de la estructura de dependencia extremal en es-
pacios continuos. De esta forma, se puede derivar la funciéon de distribuciéon
bivariada.

Definicion 2.1. Sea T un conjunto de indices y sea {Y;(X)}xer, i =1,...,n,
n réplicas independientes de un proceso estocastico continuo. Suponga que
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existen sucesiones de funciones continuas a,(x) > 0y b,(x) € R tal que

’ n Y o
Z(x) = lim S— ”(<X)) bn ()
n——+o0o an(x

, xeT. (1)

Si este limite existe, el proceso limite Z(x) es un proceso max-stable (de Haan,
1984).

Note que (1) no garantiza que el limite exista, sin embargo, siempre su-
cede y se puede observar que este tipo de procesos pueden ser apropiados
para modelar maximos de extremos espaciales. Sin pérdida de generalidad
si an,(x) = ny b,(x) = 0, las distribuciones marginales tienen distribucion
Fréchet, es decir, F'(z) = exp(—1/z), z > 0. Actualmente existen dos ca-
racterizaciones diferentes para este tipo de procesos. La primera de ellas, a
menudo referido como el modelo de perfil de tormentas fue introducido por
Smith (1990) y la segunda propuesta por Schlather (2002) quien introduce
una nueva caracterizacion de éstos permitiendo una forma aleatoria.

El modelo de Smith

Sea {(&,yi),7 > 1} que denotan los puntos de un proceso de Poisson sobre
(0, +00) x R? con medida de intensidad & ~2d¢v(dy), donde v(dy) es una medi-
da positiva sobre R%. Entonces una caracterizacién de un proceso max-stable
con distribuciones marginales Fréchet es,

200 = mix {6/ (5%}, xR @)

donde {f(x,y), %,y € R?} es una funcién no negativa tal que, Jra f(x,y)v(dy)
es 1, Vx € R% Para ver que la ecuacién (2) define un proceso estacionario
max-stable con marginales Fréchet, se tiene que verificar que las marginales
son de hecho Fréchet y que Z(x) satisface la propiedad de un proceso max-
stable. El proceso definido en (2) es mas general y Smith considera un caso
particular donde v(dy) es la medida de Lebesgue y f(x,y) = fo(y — x), don-
de fo(y —x) es la funcion de densidad normal multivariada con media cero
y matriz de covarianza 3. Con estos supuestos, se puede demostrar que la
funcién de distribucion acumulada para dos ubicaciones esta dada por,

1 1 1 1
Pr[Z(z1) < 21, Z(x2) < 23] = exp {_q) (a + 1ng2) -—d (a + - logzl”
z1 2 a z1 22 2 a 22
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donde ®(-) es la funcion de distribucion normal esténdar, y para las ubi-
caciones 1 y 2, a®> = AxTY7'Ax, donde Ax es la distancia entre las dos
ubicaciones.

El modelo de Schlather

Sea Y'(+) un proceso estacionario sobre R? tal que E[max{0,Y (x)}] = 1y sean
{&,i > 1} puntos de un proceso de Poisson sobre R™ con medida de intensidad
£72d¢. Entonces Schlather muestra que el proceso estacionario max-stable con
marginales Fréchet unitarias se puede definir como,

Z(x) = miéx & max {0,Y;(x)}, (3)

donde Y;(-) son realizaciones de Y (-), independientes e idénticamente distri-
buidas.

La ecuacion (3) es méas general y necesita supuestos adicionales para ob-
tener modelos practicos. Schlather propuso tomar a Y;(-) como un proceso
estacionario gaussiano estandar con E[max{0,Y;(x)}] = 1 y funcién de co-
rrelacion p(h), usualmente p(h) se elige de una forma cerrada de una familia
paramétrica valida, Whittle-Matérn, Cauchy Powered Exponencial o Bessel
(Cressie, 2015).

3 Extensiéon del modelo al espacio—tiempo

En esta secciéon se presentan los resultados sobre la extension del modelo de
Schlather al espacio—tiempo. Se usara la notacién s € S para indicar una loca-
lizacion genérica en algin espacio S C Ry t € R, Z o N, por lo que se consi-
dera un proceso estocéstico espacio—temporal dado por {Y (s,t),s € S,t € R}
el cual se observa en d coordenadas espacio-tiempo, (s1,t1),...,(Sq,tq), para
més detalles de este tipo de procesos ver Cressie y Wikle (2015). El primer
resultado es el siguiente.

Theorem 3.1. Sea {Y(s,t),s eRt e R} un proceso aleatorio espacio—
temporal estacionario con E{Y (s,t)} = p < oo y sea p(h,u) = pp, algu-
na funcion de correlacion para Y (s,t), ademds sea I un proceso de Poisson
sobre (0,00) con intensidad p=*E2dE, entonces el proceso

Z(s,1) = mix &Yi(s, £) = max & méx {0, Yi(s, 1)}
1€
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es un proceso maz-stable con distribucion marginal Fréchet unitaria, donde
{Yi(s,t)} son copias i.i.d de {Y (s,t)} para todo i € (0,00).

Demostracion. Por demostrar que Z(s,t):
a) es max-stable y que
b) tiene distribuciéon marginal Fréchet unitaria, es decir,

P{Z(s,) < 2} = exp (-1) |

z

a) El proceso Z (s, t) es max-stable debido a la infinita divisibilidad del proceso
de Poisson (de Haan, 1984), en otras palabras Z(s,t) es max-stable debido a
la superposicion de n procesos de Poisson idénticos e independientes. b) Para
encontrar su distribucion, considere el conjunto

E= {(§,y(s,t)) cRT xR x R: émax {0, y(s, )} > z},
entonces para s fijay z > 0,
P{Z(s,t) <z} = P(no existan puntos en F)

= exp{ // fzuld@(dy(&t))}

max{0, 1/(3 t)}

= e {-ut [ i 0uus,0) iy, )

pero como E{Y (s,t)} = E[max {0,Y;(s,t)}] = u,

1
P{Z(s,1) < 2} = exp(—="") = exp (1 ).
z
la cual es la FDA de una distribucion Fréchet unitaria. ]

El segundo resultado muestra cual es la forma explicita de la funciéon
de distribucion acumulada para el proceso max-stable dado en el teorema
anterior, y es el siguiente.

Theorem 3.2. La funcion de distribucion acumulada bivariada de Z(s,t)
definido en el Teorema 3.1 anterior esta dada por,

F(ZZJZQ) = P{Z(Slvtl) S 2172(827t2) S ZQ}
1/1 1 22129(1 + pra)
I (N I ] 1—
eXp{ 2<z1+22> ( +\/ (21 + 29)? 272> 0,
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cuando Yi(s,t) = V2 max {0,£;(s,t)} yei(s,t) son copias independientes de
un proceso aleatorio gaussiano espacio—temporal con funcion de correlacion
p(h,u) = phu-

Demostracion. La funcién de distribucion acumulada de Z(s,t) se calcula
usando la representacion espectral de de Haan (1984) para procesos max-
stable, dada por,

P{Z(s1,t1) < z1,Z(82,t2) < 20} = exp{—V(z1,22)}, 21,22 >0,

donde V(z1,22) = E {méXizl,Q %ft)} y Yi(s,t) = vV2mmax;_; 2 {0,,(s, )}
Asi,

V(z,22) = V2 /max 31,t1)7€2(32,t2)}dp

21 zZ9

v272uvp;w+u2
= V2 / / max O v ﬂ)} 20 0he) dvdu.

21 29 2m(1 — p2 )V/?

02 —2uvppy+u’?
—7 32 note que
20-p3,) Y HOed

V2T 1

Para simplificar, defina f(u,v) =

1
2r(L—pi )% (1 —p2,) K

donde
k= /2r (1= 2. (4)

resultando,

1 [> [~ | vou
V(z1,22) = — méx 10, —, —) ¢ exp {—f(u,v)} dvdu.
k? 0 0 21 9
Aqui se tienen tres casos al tomar el maximo, cuando es i) 0, ii) > y iii)

22"
i) De esta forma, cuando el maximo es 0, V(zy, z2) resulta,

A = 1/00/00Uexp{—f(u,v)}dvdu—i—l/oo/oouexp{—f(u,v)}dvdu
_ Im/ / vexp {— f(uv}dvdu—i—kZQ/ / wexp {—f(u, v)} dvdu.
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Defina o o
I :/ / vexp {—f(u,v)} dvdu
o Jo

I = /000 /Ooouexp{—f(u, v)} dvdu.

Observe que el resultado de I; debe ser el mismo que el de I, por lo que se
puede escribir lo siguiente,

Lty — /OOO/OOO(U+u)exp{—f(u,v)}dvdu
o0, — /OOO/OOO(U+u)exp{—f(u,v)}dvdu
L = %/OOO/OOO(U—l—u)exp{—f(u,v)}dvdu.

Asi,

A = %(Z—ll%—zl?)%/OOO/OOO(U—I—u)exp{—f(u,v)}dvdu

_ 1 (i + l) L. (5)

k Xz 2
ii) Si el maximo es 2 se debe cumplir que Lo L= ui—;, por lo que
V(Zl, ZQ) €S
1 [® [
B = _/ / _eXP{—f(u,’U)}dvdu
B k:z1 / / vexp {—f(u,v)} dvdu
- kZl / / v>u eXp{ f(u U)} dUdu
Si se define .
l2= 1 -1 exp{—f(u,v)} dvdu,
entonces,
1
B=—I 6
k‘Zl 2 ( )
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iii) Analogamente a ii), si el maximo es * = u > v,y V(zy, 25) resulta,
22 Z1

1 oo oo
¢ = k_@/o /0 1{u>v%}exp{—f(u,v)}dvdu

1
= — .. 7
e (7)

De esta forma con (5), (6) y (7),

1/1 1 1 1
Vizi,2) = - (— —) L+ —I+—1I. 8
(Zl 22) k’ 21 + Z9 ! + k’Zl 2 + kZQ 3 ( )

Ahora se procede a resolver cada una de las integrales anteriores. Para I
usemos la transformacion
u=r+y

V=2 —Y.

El jacobiano es 2, u 4+ v = 2z y sustituyendo en f(u,v),

2 [2*(1 = pra) + ¥*(1 + pra)]

= = ky2? + kot?
siendo 1 -,
— Phu Phu
ki = y ko = T 95
1= pj, IR

de esta forma,

1 o0 o0
I = 5/ / 2 exp (—kzla:2 - k2y2) 2dxdy
0 lyl

= / (/ 2x exp (—k1x2) d:c) exp (—kzzf) dy,
0 ly|

pero
/ 21 exp (—kle) dr = i exp (—k1y2) .
o h
asi,
1 [~ =
I = ot exp (—k1y”) exp (—koy?) dy = I exp {— (k1 + k2) y*} .
1Jo 1Jo
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Recuerde que [ exp (—r?) dr = /T,

VI b o O ) V20— ) _ (L+ ok )

V2 2 2

donde k esta dado en (4). Para resolver 5 e I3 defina

g(z) = / / Luony 0P {— f(u,v)} dud,

con esto se observa que

L=g(zz") e Iy=g(znz'),

esto sugiere que solo basta calcular g(z). Observe que
g(z) = /OO /OO vexp {—f(u,v)} dvdu
0 Juz
- /OOO /oo(v — uppy) exp {—f(u,v)} dvdu —
Phu /OO /u wexp {—f(u,v)} dvdu +
o Jo
Phu /000 /000 wexp {—f(u,v)} dvdu.

También defina,

w2 = [ [0 ) exp {10} duc

y observe que

/Ooo /Ouz wexp {—f(u,v)} dvdu = g(z™)

/00 /00 wexp {—f(u,v)} dvdu = I,
0 —00

asi,
g(Z) = h(Z) - phug(z_l) + phull'
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Sustituyendo g(z7!) en g(z) y simplificando se obtiene,
h(z) = prah(z7") + pra(1 — Phu)f
1 - IOhu

Ahora se resuelve h(z) por sustitucion simple, para ello sea t = f(u,v),
entonces

9(2) = (10)

dt B 20 — 2Uphu U= P
dv  2(1—pz,) (1=p3,)
L (1= P )dt = (v — uppy)dv,

note que si v = uz entonces t = au?, con

22— 2z2pp + 1
a= ,

asi,

b = [ e um) e (- dvda

= / / — p.) exp(—t)dtdu

~ (1-ph) [ expl-ad)au
0
NZa
= (1- Piu)v7
a
(1 = pi)V2m(1 = pj,,)
2\/22 —22ppu + 1

2\/,2'2 — 22ppu + 1

Si se sustituye 27! en (11) el radical del denominador se puede escribir
como

sustituyendo a

(11)

1
V22— 22ppy + 1= /22 — 2zppy + 1.
z
Sustituyendo (11) y (9) en (10), se obtiene
k thuk phuk
- +
2¢/22 = 22ppu+ 1 24/22 —2zpp, +1 2

9(z) =

k 1 ZPhu
= — — + ,Ohu .
2 \/22 — 2zppy + 1 \/z2 — 22ppy + 1
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Siz = 21/2,

1
V22— 2zpp, + 1= z_\/(zl + 22)? = 22122(1 + pha)-
2

Asi,

2 (21) 29

_g —_— — —_

k7 \ 2z V(21 4 22)2 — 22120(1 + ppa)
2122Phu

Z9 \/(21 + 22)2 — 22’122<1 =+ phu)
29 — Z1Phu
[ ( 22 1Ph ) + Pha
V(21 + 2)? = 2212(1 4 pha)

+ Pha

Similarmente, si z = 25/2 se tiene,

g(@) _k [ (21 — 220pu) o ]
21 2 | /(21 + 22)2 — 22120(1 + ppa) h

Simplificando,

1 1 1 z 1 z
it = (2 e (2)
1 k (22 — 21Pnu)
kz 2 [\/(zl + 29)2 — 22125(1 + pra)
LE [ (21 — 22Phu)
kzo 2 | /(21 + 22)% — 22122(1 + ppa)

B 1<1+1)
_2 Z1 Z9

(21 + 22)?
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Finalmente sustituyendo en (8),

V(Zl, 22) =

1/1 1 1—pr)k 1 /1 1
_<_+_)ﬂ+_<_+_>
21 Z9 2 2 21 29

1 1 ) 22125(1 + pha)
[ ph \/ (Zl +22)2 ph

L 2z122(1 + ppa)
Grs) [H\/l_ (o + 22)? ] |
P{Z(s1,t1) < 21, Z(89,t2) < 2}
{5 -2

1/1 1 22129(1 + p(h,u))
exp{—§(z—1+z—2> [1+\/1— (Zl+§2)2 ”

, 21,22 > 0.

]

Note que F(z,,z) es una FDA bien definida ya que si z1,20 — o0,

entonces F(z,, zo)

— 1y si 21,29 — 0, entonces F(z,,29) — 0, asi 0 <

F(z,,29) < 1. Ademas, si 21 — 00y 20 = z, F(2) = exp(—1/z), z > 0
que es la distribucion Fréchet unitaria, esto coincide con la segunda parte del

Teorema 3.1.

Ahora bien, si se define

a(z1, z2) = —% (i + i)

21 zZ9

22125(1 4 p(h,u))
b =1 11—
(2, 2) i \/ (21 + 22)? ’
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entonces

F(z1,20) = exp{a(z1, 20)b(z1, 22) }, 21,22 > 0,

asi la funciéon de densidad bivariada toma la forma,

f(21722) = €xp {a(zl,zz)b(zl,zz)} X
82
821822
0

0
a—%{a(zl, 29)b(z1, 22) } + 8—22{@(21, 29)b(z1, 22) }

{a(z1, 22)b(21, 22) } +

Inferencia para el modelo propuesto

Suponga que el proceso espacio-temporal de interés Z(s,t) € S x N ha sido
muestreado en S estaciones en T tiempos, resultando N = ST datos en el
espacio—tiempo. El estudio de los extremos de Z(s,t) se realiza suponiendo
que el proceso max-stable es un modelo razonable para méaximos por bloques,
sin embargo, la inferencia clasica no es posible ya que la funcion de verosimi-
litud completa es intratable para esos modelos, en contraste se puede usar la
verosimilitud a pares para realizar dicha inferencia, para ello, suponga que el
proceso Z(s,t) se puede dividir en n bloques de maaximos M;(s),i = 1,...,n.
Sea mg,; el i-ésimo bloque registrado en la s-ésima estaciéon. Suponiendo que
el proceso max-stable con funciéon de densidad bivariada f(z1, 29; %), donde
1) es el vector de parametros a estimar, proporciona un ajuste razonable para
el proceso espacio—temporal de maximos, se puede hacer inferencia basado en
la log-verosimilitud a pares, dada por,

n S—1 S

Ep(q’b) = Z Z Z log f(msui»msz;i; '4’) (12)

i=1 s1=1s92=s1+1

Esta metodologia ha sido usada satisfactoriamente en el enfoque espacial
por Padoan et al. (2010) en el estudio de precipitaciones extremas en USA,
Davison y Gholamrezaee (2011) usan esta aproximacion para ajustar un pro-
ceso max-stable espacial para méximos de temperatura anual en Suiza.

De aqui,

P, = arg mix lp().

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 6, paginas 129-144



Alejandro Ivan Aguirre Salado, José del Carmen Jiménez Hernandez,
142 Marisol Lopez Cerino

Los estimadores de méxima verosimilitud compuesta, heredan propieda-
des de los estimadores de maxima verosimilitud clasica (los que se obtienen
usando la verosimilitud completa). Bajo condiciones de regularidad (ver Da-
vison 2003, p. 118), éstos son consistentes y asintoticamente normales (ver
Cox y Reid 2004, Varin et al. 2011), asi,

P, ~ N{to, Vo(3,)},

—~

cuando n — oo, donde V,(v,,) es la varianza estimada.

4 Conclusiones

El principal objetivo de este trabajo se centr6 en la generalizacion del mo-
delo de Schlather al espacio—tiempo, aqui se propone introducir un proceso
espacio—temporal y se demuestra que el proceso construido es max-stable,
posteriormente se encuentra la funciéon de distribuciéon acumulada bivariada
para el modelo propuesto, con ésta se propone usar la metodologia de verosi-
militud a pares para realizar inferencia para el modelo.
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Capitulo 7

La clase de las graficas finitas es SF),-cerrada

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero,
German Montero Rodriguez
FCFM, BUAP

Resumen

Sean X un continuo y n € N. Consideramos el hiperespacio F,(X) de
todos los subconjuntos cerrados y no vacios de X con a lo mas n puntos.
Note que F1(X) = {{z}: z € X}. Dado n > 2, el n-ésimo producto simé-
trico suspension de X es el espacio cociente Fy,(X)/F1(X) y es denotado
por SF,(X). En este capitulo probamos lo siguiente: si X es una grafi-
ca finita y Y es un continuo tal que SF,(X) es homeomorfo a SF,(Y),
entonces Y es una grafica finita.

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. El conjunto
de los nimeros enteros positivos lo denotamos por N.

En 1979, S. B. Nadler Jr. introduce el concepto de hiperespacio suspension
de un continuo, véase [15, Pag. 125|. En 2004, Sergio Macias lo generaliza al
n—ésimo hiperespacio suspension de un continuo y es definido como el espacio
cociente C,(X)/F,(X) el cual se obtiene de C,,(X) al identificar a F,,(X) en
un punto y se denota como HS,,(X), véase |12, Pag. 127]. El (n, m)—ésimo hi-
perespacio suspension de un continuo X es el espacio cociente C,,(X)/F,,(X)
que se obtiene de C,,(X) al identificar a F,,(X) a un punto, donde m,n € N
con m < n, y lo denotamos por HS (X).

Ahora, dado un continuo X y n € N, con n > 2, por el n-ésimo producto
simétrico suspension de X, denotado por SF,(X), pensamos en el espacio
cociente F,(X)/Fi(X), el cual es obtenido de F,(X) al identificar a Fj(X)
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a un punto con la topologia cociente; en [2] podemos encontrar ejemplos y
propiedades de este hiperespacio.

Dado un continuo X, denotamos por H(X) un hiperespacio de X. Una
clase de continuos A\ es H-cerrada si prueba lo siguiente: si X € Ay ¥ un
continuo tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces Y € A.

En este trabajo demostramos esta propiedad para cuando A\ es la clase de
las graficas finitas y H(X) es el n—ésimo producto simétrico suspension de
X.

Los siguientes resultados son bien conocidos respecto a la propiedad H (X)-
cerrada, para el caso particular de las gréaficas finitas.

(1) La clase de las graficas finitas es F, —cerrada, para algin n € N, (véase
[3, Corolario 3.5]).

(2) La clase de las graficas finitas es C),-cerrada, para cada n € N, (véase
las pruebas de los siguientes resultados: [8, Teorema 4.1] y [9, Teorema
3.8]).

(3) La clase de las graficas finitas es HS] -cerrada, para cada m,n € N con
m < n, (véase |1, Teorema 3.3|).

Para més conceptos y resultados relacionados a la teoria de este capitulo
se puede consultar: 6], [13], [11].

El resultado principal en este trabajo muestra que: si X es una gréfica
finita, n € N, con n > 4,y Y es un continuo tal que SF,(X) es homeomorfo
a SF,(Y), entonces Y es una grafica finita, (véase el Teorema 5.7)

2 Preliminares

Dado un subconjunto A de un continuo X, el interior, la cerradura y la fronte-
ra de A en X, son denotados por intx(A), clx(A) y bdx(A), respectivamente.
Sid es la métrica de X, t € X ye >0, sea Bx(t,e) = {z € X:d(t,z) <¢e}.
Como es usual, los simbolos @, R y R2, representan el conjunto vacio, los
ntmeros reales y el plano euclidiano, respectivamente. La cardinalidad de un
conjunto A se representa por |A.

Sea n € N. Un arco es un espacio topoldgico homeomorfo al intervalo
cerrado [0,1]. Una n-celda es un espacio topologico homeomorfo a la bola

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 7, paginas 147-167



La clase de las graficas finitas es SF,-cerrada 149

unitaria B,(0,1) = {x € R": ||z||, < 1}. Una curva cerrada simple es un
espacio topolégico homeomorfo a la circunferencia unitaria S* = {z € R? :
||z|]2 = 1}. Paran > 3, un n-odo simple Y es la uniéon de n arcos Ji, ..., J,
en Y con la propiedad J; N Jy = {v} sil # k y v es un punto extremo de los
arcos J;. El punto v es llamado el wvértice de Y. Un 3-odo simple es llamado
triodo simple.

Una grdfica finita es un continuo que se puede escribir como la unién
finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o se intersectan
inicamente en uno o en ambos de sus puntos extremos.

Gréafica finita

No grafica finita

Figura 1: Gréfica finita y continuo que no es grafica finita

Sea X un continuo y x € X. Sea # un namero cardinal. Decimos que x
tiene orden menor o igual que B, en X, denotado por ord(x, X') < 3, cuando
x tiene una base de vecindades B en X tal que la cardinalidad de la frontera de
U en X es menor o igual que 3, para cada U € B. Decimos que x tiene orden
igual que B3, en X (ord(z, X) = ) si prueba que ord(z, X) < Sy ord(x, X) £
« para cualquier nimero cardinal o < 8. Sea E(X) = {x € X: ord(z, X) =
1}, 0(X) ={z € X: ord(z,X) =2}, y R(X) = {x € X: ord(z, X) > 3}.
Los elementos de E(X) (respectivamente, O(X) y R(X)) se llaman puntos
extremos (respectivamente, puntos ordinarios y puntos de ramificacion )
de X.

Dada una gréfica finita X, un arco libre en X es un arco J con puntos
extremos x y z tal que J — {x, 2} es un asubconjunto abierto de X. Un arco
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libre maximal en X es un arco libre en X el cual es maximal con respecto
a la inclusion. Un ciclo en X es una curva cerrada simple J en X tal que
J —{a} es un subconjunto abierto en X para algin a € J. Sean

Ar(X)={J C X: J es un ciclo en X},
Ag(X)={J C X: J es un arco libre maximal en X} U Ag(X),
Ap(X) ={J C X: J es un arco libre maximal tal que |J N R(X)| = 1}.

Dada una grafica finita X, los elementos de Ag(X) se conocen como aristas
de X.

Lema 2.1. Sean X una grdfica finita con R(X) # 0 y J,K € As(X). En-
tonces

(a) sip € intx(J), entonces p & R(X),
(b) sip € bdx(K), entonces p € R(X) y
(c) si J# K, entonces intx(J)N K = 0.

Demostracion. (a) Sea p € intx(J) y sea U un subconjunto abierto de X tal
que p € U. Entonces, enxiste un arco L en J tal que p € int;(L) C L C
UNintx(J). Como UNintx(J) es un subconjunto abierto de X, tenemos que
int;(L) es un subconjunto abierto de X. Asi, bdy(int;(L)) = L — int;(L).
Como L — int;(L) tiene a lo mas dos elementos, tenemos que bdx (int;(L))
tiene a lo mas dos elementos. Esto implica que p € E(X) U O(X). Asi, p &
R(X).

(b) Sea p € bdx(K) y sea B una base de vecindades de p en X. Como
R(X) # 0 existe ¢ € X — K y dado que X es localmente conexo existe L un
arco en X con puntos extremos p y q.

Caso 1. Supongamos que K es un ciclo. Como K — {p} es un subconjunto
abierto de X tenemos que K N L = {p}. Sea r = d(p,q) y U € B tal que
U C Bx(p,r). Note que bdx (U) tiene al menos tres elementos. Esto implica
que p € E(X)UO(X). Asi, p € R(X).

Caso 2. Supongamos que K es un arco. Note que p es un punto extremo
de K. Sea a el otro punto extremo de K. Como K — {a,p} es un subconjunto
abierto de X, tenemos que KNL C {a,p}. Podemos suponer que KNL = {p}.
Supongamos que existe € > 0 tal que Bx(p,e) C KUL. Sea C,, la componente
de Bx(p,¢€) tal que p € C, y sea L, = clx(C,). Asi, L, es un arco. Més atn,

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 7, paginas 147-167



La clase de las graficas finitas es SF,-cerrada 151

K UL, es un arco libre. Esto contradice la maximalidad de K. Por tanto, para
cualquier € > 0, tenemos que By (p,€¢) ¢ K U L. Esto implica que existe un
arco M en X tal que (KUL)NM = {p}. Sea z el otro punto extremo de M y
sea r = min{d(a,p),d(p,q),d(p, z)}. Asi, existe V' € B tal que V' C Bx(p,r).
Note que bdx (V) tiene al menos tres elementos. Asi, p € R(X).

(¢) Supongamos que p € intx(J)NK. Como p € intx(J), por (a), tenemos
que p ¢ R(X). Como p € K, entonces p € intx(K) o p € bdx(K). Si
p € bdx(K), por (b), tenemos que p € R(X), lo cual es una contradiccion.
Asi, p € intx(K). Por tanto, intx(J) N K = intx(J) Nintx (K). Esto implica
que, intx(J) Nintx(K) es un subconjunto abierto y cerrado del conjunto
conexo inty(J). Asi, intx(J) = intx(J) Nintx (K) y intx(J) C intx (K). Por
tanto, J C K. Esto contradice que J # K. O

Teorema 2.2. Un espacio X es localmente conexo si y solo si las componentes
de cada subconjunto abierto en X son abiertas en X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U abierto en
X y C componente de U. Sea p € C' C U. Como X es localmente conexo,
tenemos que existe V' abierto y conexo en X tal que p € V C U. Luego, por
la maximalidad de C', p € V C C. Por lo tanto, C' es abierto en X.

Ahora, supongamos que las componentes de cada subconjunto abierto de
X son abiertas. Dados p € X y U abierto en X que contiene a p. Sea C' la
componente de U que contiene a p. Luego, C' es abierto y conexo en X tal
que p € C C U. Por lo tanto, X es localmente conexo. O

El siguiente resultado menciona que la conexidad local se preserva bajo
funciones continuas, en espacios métricos, compactos y conexos.

Lema 2.3. Sean X,Y continuos y f: X — Y wuna funcion continua. Si X
es localmente conexo, entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Sea U un abierto de Y y C' una componente de U. Considera-
mos x € f~1(C) y C, la componente de f~1(U) tal que z € C,. Como X es
localmente conexo y f~1(U) es un subconjunto abierto de X, por el Teorema
2.2, C, es abierto de X. Como f es continua, entonces f(C;) es conexo. Ade-
mas, f(z) € f(C,) C U. Como C es componente de U y f(x) € C, entonces
f(C,) C C. Asi, C, C f71(C). Es dedir, f~!(C) es un subconjunto abierto
de X. Luego, X — f~(C) es un subconjunto cerrado de X y dado que f es
cerrada, entonces f(X — f71(C)) =Y — C es un subconjunto cerrado de Y.
Asi, C es abierto de Y. Por el Teorema 2.2, Y es localmente conexo. ]
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3 Hiperespacios

Sean X un continuo y n € N. Consideramos los siguientes hiperespacios de
X.

2% = {AC X: Aesno vacio y cerrado de X},
F.(X) = {A€2¥: Atiene a lo mas n puntos},
Co(X) = {A€2%: Atiene a lo mas n componentes},

C(X) = Ci(X).
F(X) = {{z}:ze X}

Definicion 3.1. Sea X un continuo con métrica d. Para cualesquiera A C X
y € > 0, definimos la nube de radio ¢ alrededor de A, denotada por N (e, A),
como el conjunto

N(e,A) ={zr € X : d(z,a) < ¢, para algin a € A}.

Escribiremos Nx (g, A) cuando el espacio topologico X necesite ser mencio-
nado.

Definicién 3.2. Sea X un continuo con métrica d. Para A, B € 2%, definimos
la funcion H: 2% x 2% — [0, 00) como

H(A,B)=inf{r >0: ACN(r,B)y BC N(r,A)}.

Teorema 3.3. [16, Teorema 0.2] Si X es un continuo, entonces la funcion
H es una métrica para 2%, conocida como la métrica de Hausdorff.

Todos los hiperespacios definidos anteriormente son considerados con la
meétrica de Hausdorff. Los hiperespacios F,,(X) y C,(X) son llamados el n-
ésimo producto simétrico de X y el n-ésimo hiperespacio de X, respectiva-
mente.

Definicién 3.4. Sean X un continuo con métrica d, e > 0y A € 2% definimos
Bf(e,A)={B €2X: H(B,A) < ¢}.

Definicion 3.5. Sean X un continuo, » € Ny Ay,..., A, subconjuntos no
vacios de X. El wietdrico de Aj,..., A,, denotado por (Ay,..., A,), es el
conjunto (Ay, ..., Ar)ox N F,(X) donde (A;,..., A, )sx es el conjunto
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{Be2X:BcU_, Ay BNA; #0paracadaic{l,...,r}}.

Teorema 3.6. [16, Teorema 0.11] Si X es un continuo con una topologia T,
entonces la coleccion

{(S1,...,5:)ox: S; € T para cada i € {1,...,r},r € N},
es una base para una topologia para 2.

La topologia generada por la base mencionada en el Teorema 3.6 es cono-
cida como la topologia de Vietoris.

Teorema 3.7. [16, Teorema 0.13] Si X es un continuo, entonces la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff sobre 2% coincide con la topologia de
Vietoris.

Dado un continuo X y n € N, consideramos el subespacio de F,(X)

En(X) ={A € F,(X): A tiene una vecindad en F,(X) la cual es una
n—celda}.

Lema 3.8. 51 X es una grdfica finita y n € N, entonces £,(X) es un subcon-
junto abierto de F,,(X).

Demostracion. Si B € &£,(X), entonces existe una n-celda M en F,(X) tal
que B € intp,(x)(M). Asi, existe un subconjunto abierto ¢/ de F,(X) tal
que B € U C intp,x)(M) C M. Sea By € U — {B}. Esto implica que
By € U C intg,(x)(M) C M. Como M es una n-celda en F,(X), entonces
By € £,(X). Por tanto, U C &,(X). Asi, £,(X) es un subconjunto abierto de
Fo(X). O

Teorema 3.9. [2, Theorem 5.2 | Un continuo es localmente conexo si y solo
si SF,(X) es localmente conexo para cadan € N, con n > 2.

Teorema 3.10. /3, Lemma 3.1] Si X es un continuo localmente conezo y
A € &,(X), entonces no existen puntos de A que sean el vértice de un triodo
simple de X.

Teorema 3.11. /3, Lemma 3.2] Si X es un continuo localmente conexo el
cual no es una grdafica finita, entonces para cada k € N, X contiene una
grifica finita con al menos k aristas.
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Teorema 3.12. [3, Lemma 3.3/ Si o es un arco en F,(X) y a une los ele-
mentos A y B, entonces |J« tiene un nimero finito de componentes tal que
cada una de ellas es localmente conexa e intersecta a los conjuntos A y B.

Dados X un continuo y n € N con n > 2, ¢x denota la proyeccion natural
qx: Fo(X) = SF,(X) y Fx denota el elemento q (F;(X)). Note lo siguiente:

Ux|F0)-F(x): Fo(X) — Fi(X) — SF,(X) — {Fx} es un homeomorfismo.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de modelos geométricos del
n-ésimo producto simétrico suspension de un continuo dado, en los cuales se
puede apreciar algunas caracteristicas interesantes.

Ejemplo 1. Sea X = [0, 1]. En [10, Pdg. 51] se demuestra que un modelo para
el hiperespacio Fy(X) es el triangulo en el plano con vértices en (0,0),(0,1)
y (1,1), (una 2-celda), donde Fy(X) es homeomorfo a el segmento que une el
punto (0,0) con el punto (1,1). St identificamos F1(X) a un punto, obtenemos
un espacio homeomorfo a este triangulo. Asi, el hiperespacio SFy(X), también
es una 2-celda. La Figura 2 ilustra lo dicho.

F(X)

“Ux (F1(X))
X Fy(X) SFy(X) = Fy)(X)/Fi(X)

Figura 2: El segundo producto simétrico suspensiéon del arco.

Ejemplo 2. Sea T el triodo simple. En [10, Pdg. 55| se demuestra que un
modelo para el hiperespacio F»(T) es el espacio que se muestra en la Figura
3, el cual es una 2-celda Dy que contiene tres 2-celdas, D1, Dy y D3, pegadas
de tal manera que Do N D; es un arco para cada i € {1,2,3} y la interseccion
Dy N Dy N Dy es un punto p. Ademds Fy(T') estd contenido en la frontera
como variedad de Dy, Dy, D3 y F\(T) N Dy = {p}. Asi, al identificar F\(T) a
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un punto, obtenemos un espacio homeomorfo a F»(T). Por tanto, SF»(T) es
homeomorfo a F5(T). En la Figura 3 podemos observar un bosquejo de como

se llega al espacio SFy(T

N

T SFy(T) = Fo(T)/F1(T)

Figura 3: Segundo producto simétrico suspension del triodo simple.

En los Ejemplos 1 y 2, se dan continuos tales que sus respectivos segundo
producto simétrico y segundo producto simétrico suspensiéon son homeomor-
fos. Podemos pensar que esto simpre sucede. Sin embargo, en el Ejemplo 3
se prueba que no siempre pasa eso. Este ejemplo es una de las razones por lo
cual es importante el estudio del n-ésimo producto simétrico suspension de
un continuo.

Ejemplo 3. Sea S' la circunferencia unitaria en el plano centrada en el ori-
gen. En [10, Pdg. 23] se demuestra que un modelo para Fy(S*) es el espacio
conocido como la Banda de Moebius, donde Fy(S') es homeomorfo a la fron-
tera como variedad de la Banda de Moebius. Asi, al identificar F1(S') a un
punto, obtenemos el plano proyectivo real RP?. Asi, SF5(S') es homeomorfo
a RP?. El espacio S' es un continuo no unicoherente tal que Fy(S') no es
unicoherente. By [17, Pdg. 197], tenemos que SFy(S') es unicoherente. Por
tanto, F»(S') no es homeomorfo a SFy(S").

4 Resultados previos

En esta seccion presentamos algunos resultados que son necesarios para ob-
tener el resultado principal.

Lema 4.1. Si X es un continuo y n € N, con n > 2, entonces F,(X) —
F,1(X) es un subconjunto denso de F,(X).
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Demostracion. Sean U un subconjunto abierto de F,(X) y A € U. Supon-
gamos que A = {ay,...,ay,}, donde m < n.. Si m = n, entonces A €
(Fu(X) — Fuet (X)) NU.

Supongamos que m < n. Como U es un subconjunto abierto de F,(X),
existe un r > 0 tal que Bp,(x)(A,7) C U. Sean Gpi1,...,0, € Bx(r,a1)
todos diferentes de ay, ..., a,, y sea B ={ai,...,an, amni1,-..,a,}. Note que
H(A,B) < r. Asi, B € Bp,(x)(A,r) C U. Esto implica que B € (F,(X) —
F,—1(X))NU. Por tanto, F,,(X)—F,_1(X) es un subconjunto denso de F,,(X).

(]

Dado un continuo X sea G(X) = {z € X : x tiene una vecindad G en X
tal que G es una grafica finita}. X es casi enrejado si prueba que G(X) es un
subconjunto denso en X, véase [4].

Lema 4.2. Si X es una grdfica finita, entonces G(X) — R(X) es un subcon-
Junto denso de X.

Demostracion. Note que G(X) = X y por [14, Teorema 9.10] R(X) es un
conjunto finito. Veamos que X C clx(G(X) — R(X)).

Sea p € R(X). Para cada n € N consideramos a p, € Bx(p,+) — R(X).
Como la sucesion {p, }nen converge a p, entonces p € cly(G(X)— R(X)). Asi,
R(X) C clx(G(X) — R(X)). Esto implica que

X =G(X) = (9(X) - R(X)) U R(X) C clx(9(X) — R(X)).
Por tanto, G(X) — R(X) es un subconjunto denso de X. O
Dada una gréfica finita y n € N con n > 2, consideramos
No(X)={AeF,(X)—F,1(X): ANR(X) =0}.

Lema 4.3. Si X es una grifica finita y n € N, con n > 2, entonces N, (X)
es un subconjunto denso de F,(X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto y no vacio de F,,(X). Por Lem-
ma 4.1, U N (F(X) — F,_1(X)) # 0. Sea A e UN(F,(X) — F, 1(X)) y
supongamos que A = {p1,...,p,}. Como U es abierto de F,,(X), existe un
r1 > 0 tal que Bp,(x)(A4,7m1) CU.

Sea § = min{d(p;, p;): i,j € {1,...,n} donde i # j}. Sea r = min{r, 2}.
Note que Bx(pi,r) N Bx(pj,r) = 0, donde p;,p; € Ay i # j. Como X es
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una grafica finita, por Lemma 4.2, G(X) — R(X) es un subconjunto denso de
X. Asi, para cada i € {1,...,n}, Bx(p;,7) N (G(X) — R(X)) # (). Asi, existe
b; € Bx(pi,r)N(G(X)—R(X)) paracadai € {1,...,n}. Sea B = {by,...,b,}.
Esto implica que B € Bp,(x)(A,7) CU y B € N,(X). Asi, U NN, (X) # 0.
Por tanto, NV, (X) es un subconjunto denso de F, (X). O

Lema 4.4. Si X es una grdfica finita y n € N, entonces N,,(X) C £,(X).

Demostracion. Sea A € N, (X). Supongamos que A = {p1,...,p,}. Sean
Ji,...,J, arcos ajenos por pares de X tal que (JU---UJ,)NR(X)=0y
pi € intx(J;) para cada i € {1,...,n}.

Note que la asociacion que manda (ti,...,%,) al conjunto {t1,...,t,} es
un homeomorfismo. Asi, J; X --- x J, es homeomorfo a (Ji,...,J,). Por
tanto, (Ji,...,J,) es una n-celda y es vecindad de A en F,(X). Por tanto,
A € &,(X). Luego, N,,(X) C &.(X). O

Lema 4.5. Sean X una grifica finita, £ € As(X) y m,n € N con m < n.
Si A, B € (intx(E)) tal que |A| = |B| = m, entonces existe un arco A en
(intx(E)) con puntos extremos A, B y si C' € A, entonces |C| =m.

Demostracion. Supongamos que A = {aq,...,a,} vy B = {b,...,by,}. Consi-
deramos un homeomorfismo 5: (0,1) — intx(F). Para cada l € {1,...,m},
sean r,,, 1, € (0,1) tal que B(ry,) = a; y B(ry,) = bi. Sea T el intervalo con
puntos extremos r,,, 7, y definimos

a;: [0,1] — T} tal que ay(t) = rq, + t(ry, — 74a,)-

En caso de que r,, = 1,, entonces «a; es una funcién constante. En cualquier
caso, a; es una funcion continua. Note lo siguiente: si 4,5 € {1,...,m} y
t € (0,1), entonces «;(t) # «;(t). Supongamos que a;(t) = «;(t) y que si
J > i, entonces rq; > 14, Yy Ty, > Ty, Asl, 7o, (1, —74;) = T, +H(re, —Tq,) -

Luego, 74, — Ta; = t(ry, — T, + T, — 1q;). Como 74, # 74,, tenemos que

t = fai 7o (1)
(Tbj - rbi) + (rai - raj)'

Como t € (0,1) y 74, — 74; < 0, tenemos que (1) implica que 74, — 4, >
(1o, —75,)+(Ta,—7Ta,). Asi, 0 > 13, —73,, lo cual es una contradiccion. Pot tanto,
a;(t) # a;(t). Asi, v = Boag: [0,1] — intx(E) es una funcién continua.
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Afirmacion. La funcién «: [0,1] — (intx(£)) definida para cada t €
[0,1] como a(t) = {71(t)....,vm(t)} es continua.

Prueba de la Afirmacion. Notemos que a(0) = {8(c1(0)), ..., B(am(0))} =
{a1,...,an} = A. Asi, a(0) = A. De manera similar a(1) = B y |a(t)| = m,
para cadat € {1,...,m}. Sean ty € [0,1] y g > 0. Como Soq; es continua en
to, para cada | € {1,...,m}, existe 6; > 0, tal que si ¢t € [0,1] y |to — t| < oy,
entonces d(B(ay(to)), B(cu(t))) < €o. Sea dp = min{dy,...,d,}. Sit € [0,1]y
[to — t| < o, entonces d(B(ay(to)), B(cau(t))) < eo, para cada [ € {1,...,m}.
Asi, a(ty) C N(ep,a(t))) v aft) C N(e, afty)). Luego, H(a(ty), a(t)) < €.
Por tanto, a es continua. Asi, la Afirmacion es verdadera.

Como [0, 1] es localmente conexo, por Lema 2.3, tenemos que «([0,1]) es
localmente conexo. En particular, «([0, 1]) es arco conexo. Asi, existe un arco

A en a([0,1]) C (intx(£)) con puntos extremos Ay B. O
De ahora en adelante, cuando nos referimos a X como una gréfica finita
significa que X tiene Ey, ..., E,, aristas, con m € N.
Sea X una grafica finita y n € N. Consideramos Kx (i1, ... ,%,) como el
subconjunto de F,,(X) tal que cada miembro de Kx/(iy,...,%,) tiene exac-

tamente i; elementos en el interior de la arista E;, donde i; € N U {0}, es
decir,

Kx(i1,...im) ={A€ F,(X): | ANintx(E;) |=i;, para cada
je{l,...,m}}.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacién:

ng( = Kx(i1,...,im) sl i; =n para algin j € {1,...,m} y
Kx(i1,i2) = Kx (i1, 42, ... ,im) si i1 # 0,iy # 0 y i; = 0 para cada
je{3,...,m}.

Note que /C& C (intx(E;)) vy Can(X)(’@() = (Ej).
Sea

Haciendo uso del Lemma 4.5, podemos probar las siguietes propiedades
de los conjunto definidos anteriormente.

Lema 4.6. Si X es una grdfica finita y m € N, donde m es el niumero de
aristas de X, entonces las siguientes resultados se cumplen.
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(a) Kx(i1,...,im) €s arco conezo.

(b) Kx(i1,...,im)Kx(ly,...,ln) =0 if and only if there is j € {1,...,m}
such that i; # 1;.

(c) |AX)| =1 siysolosim=1.

(d) Si Kx(i1,...,im) € QX), entonces Kx(i1,...,in) es un subconjunto
abierto de £,(X).

Demostracion. (a). Sea A, B € Kx(i1,...,im). Si A,B C intx(E}), para
algin E; € Ag(X), por el Lema 4.5, existe un arco con puntos extremos

A, B, es decir, Kx (i1, ...,4,) €s arco conexo.
Para cada j € {1,...,m}, sea A; = ANintx(E;) y B; = BNintx(E;).
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Aq, ..., Ag, By, ..., By son

conjuntos no vacios, con k < m. Asi, A = A, U---UA, yB=BU---U
By.. Note que para cada j € {1,...,k}, los conjuntos A; y B; cumplen las
condiciones del Lema 4.5. Asi, para cada j € {1,...,k}, existe un arco A;,
con puntos extremos A;, B;, tal que |C| = i;, para cada C' € A;. Asi, existe un
homeomorfismo «;: [0,1] — A;, para cada j € {1,...,k}. Asi, de manera
similar como en la prueba del Lema 4.5, la funcion «: [0, 1] — Kx (i1, ..., im)
definida como:

at) = |Ja(t) (2)

Jj=1

es continua. También, «(0) = Ay a(1) = B. Por tanto, por Lema 2.3, «([0, 1])
es un continuo localmente conexo, en particular, es arco conexo. Asi, existe
un arco A en «([0,1]) C Kx (i1, ...,4,) con puntos extremos A, B. Por tanto,
, Kx(i1,...,1,) es arco conexo.

(b). Supongamos que A € Kx(i1,...,im) N Kx(l1,...,ly). Por un lado,
|ANintx(E;)| = i; y por otro lado tenemos que |A Nintx(E;)| = [;, para
cada j € {1,...,m}. Asi, i; = [;, para cada j € {1,...,m}. Por tanto,
Kx (i1, yim) = Kx(ly, ... L)

(c). Supongamos que [Q2(X)| = 1 y m > 2. Esto implica que existen
Ey\,Ey € As(X), con By # FEy. Siiy = ny ly = n, entonces Kx (i1, ...,%m),
IC)(<11, - ,lm) S Q(X) Por (b), ]Cx(il, .. ,im) N Kx(ll, ce ,lm) = 0. Asi,
|Q2(X)| > 2, lo cual es una contradiccion. Por tanto, m = 1.

Matematicas y sus aplicaciones 15, Capitulo 7, paginas 147-167



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Germéan Montero
160 Rodriguez

(d). Sea Kx(i1,...,im) € UX) vy A € Kx(i1,...,im). Esto implica que
A € N,(X). Por Lema 4.4, A € &,(X). Asi, Kx(i1,...,im) C E(X). Su-
pongamos que A = {ay,...,a,}. Sean I,..., I, arcos ajenos por pares de
X tales que ; N R(X) = 0 y a; € intx(I;), para cada i € {1,...,n}. Lue-
go, A € (intx(L,),...,intx([,)). Note que (intx(l1),...,intx(/,)) C N,(X).
Por Lema 4.4, (intx(l;),...,intx(I,)) es un subconjunto abierto de &,(X).
Es claro que si B € (intx([y),...,intx(l,)) — {A}, entonces |B| = n. Da-
do j € {1,...,m}, como |ANintx(E;)| = i;, entonces intx(E;) contiene i;
de los arcos I4,...,I,. Como los arcos Iy,...,I, son ajenos por pares, te-
nemos que |B Nintx(E;)| = i;. Esto implica que B € Kx(i1,...,%y). Asi,
(intx(fh),...,intx(1,)) C Kx(i1,...,in). Por tanto, Kx(i1,...,%,) es un
subconjunto abierto de &,(X). O

El siguiente teorema es una caracterizacion de las graficas finitas, el cual
es de gran importancia para el propoésito de este trabajo.

Teorema 4.7. Un continuo localmente conexro X es una grdfica finita si y
solo si para algin (para cada) n € N, E,(X) es un subconjunto abierto y denso
de F,,(X) con un nimero finito de componentes.

Demostracion. Sean X una grafica finita y n € N. Por Lema 4.4, N,,(X) C
E,(X) y por Lema 4.3, N,,(X) es un subconjunto denso F,(X). Por tanto,
En(X) es un subconjunto denso de F,,(X).

Consideramos a los conjuntos Kx (i1, ... ,%,) definidos anteriormente.

Notemos que si Kx (i1, . .. ,im) € Q(X), entonces Kx (i1, ..., im) C Np(X).
Por Lemma 4.4, N,,(X) C &,(X). Ast, Kx (i1, ... ,im) C E(X). Mostraremos
que |JQ(X) es un subconjunto denso de &, (X).

Sea U un subconjunto abierto no vacio de &,(X). Supongamos que i; +
-+ + 1, = n. Por Lemma 3.8, tenemos que &,(X) es un subconjunto abierto
de F,,(X). Esto implica que U es un subconjunto abierto de F,,(X). Como X
es una grafica finita, por Lema 4.3, tenemos que N, (X) es un subconjunto
denso de F,,(X). Asi, U NN, (X) # 0. Sea A € U NN, (X). Esto implica que
Al =ny ANR(X) = 0. Asi, |ANintx(E;)| = l;, donde I; € {0,1,...,n},
para cada j € {1,...,m}. Como |A| = n, tenemos que Iy + -+ + l,, = n.
Asi, A € Kx(lyy. oy lm) vy Kx(lh, ..., 1) € QX). Luego, U N |YN(X) #
(). Por tanto, |J(X) es un subconjunto denso de &,(X). Como &,(X) es
un subconjunto abierto de F,,(X) y F,(X) es localmente conexo, tenemos
que &,(X) es localmente arco conexo, véase |14, Teorema 8.25|. Asi, cada
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componente de &,(X) intersecta a un conjunto de la forma (i1, ..., i)
Como existe una cantidad finita de conjuntos IC(iy, ..., 4,), entonces &,(X)
tiene una cantidad finita de componentes.

Ahora, supongamos que existe un n € N tal que &,(X) es un subconjunto
abierto y denso de F,,(X), con r componentes, donde r € Ny que X no es una
grafica finita. Como F,,(X) es un continuo localmente conexo, las componentes
de &,(X) son arco conexas |14, Theorem 8.26]. Por Lema 3.11 existe una
grafica finita G contenida en X tal que G contiene al menos k = 2r + 1

aristas. Supongamos que Ji, ..., J; son las aristas de G.
Consideramos puntos p; € ints(J;), para cada i € {1,...,k}. Elegimos
subconjuntos abiertos y conexos de X ajenos por pares Vi, ...,V tales que

pi € Vi y VinG C intg(J;) para cada i € {1,...,k}. Como {p;} € (V})
y &€,(X) es un subconjunto denso de F,(X), podemos elegir elementos A; €
(Vi)NE,(X), para cada i € {1,...,k}. Asi, tenemos 2r+1 conjuntos, digamos
Ay, ..., Agy1. Por el principio de las casillas, existe una componente C de
En(X) que contiene tres de los conjuntos A; : podemos suponer que Ay, Ay y
As pertenecen a C. Como C es arco conexa, existe un arco «; en C tal que
ay une a As y Ay, y un arco as en C tal que ap une a Az y As. Tomamos
un punto z € Az. Por Teorema 3.12, existe C; y Cy componentes de | Ja; v
|J a, respectivamente, tal que € C; N Cy. Asi, C' = C; Uy es un continuo
localmente conexo de | Ja; UJas que intersecta a Ay, Ay y As.

Note que cada punto p € C, pertenece a un elemento de &,(X). Por
Teorema 3.10, p no es el vértice de un triodo simple de X, es decir, C' es
un continuo localmente conexo sin triodos simples. Por [14, 8.40], C' es un
arco o una curva cerrada simple. En cualquier caso, podemos concluir que
existe un arco en X, el cual intersecta a los tres conjuntos A;, Ay y As. Sea
£ un arco en C' con puntos extremos a; y ag tal que a; € Aj,a0 € Ay y
az € A3 N B — {ay,as}. Por [14, Teorema 8.26] los conjuntos Vi,..., Vi son
arco conexos. Como a3 € V3, existe un arco o en V3 con puntos extremos as y
p3. Como los puntos de 5 no son vértice de un triodo simple de X y as € ang,
entonces N 3 es un arco. Como a; € V; y as € Vs, entonces a; y as no estan
en V3. Esto implica que aq,a2 € a 'y que a C . Asi, [ intersecta el arista J3.
Como J3 tiene un vértice v de un triodo simple de X, entonces v ¢ . Luego,
Js ¢ (. Nuevamente, como [ no contiene vértice de un triodo simple de X,
tenemos que a; € J3 0 ay € J3. Si a1 € J3, entonces a; € V3 N J3 y como
ViNG Cintg(Jy), entonces a; € J3 Nintg(J1), lo cual es una contradiccion,
ya que Ji y J3 son aristas de la grafica finita G, véase Lema 2.1. Por tanto,
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X es una gréafica finita. O

5 Resultados principales

En esta seccion se demuestra que la clase de las graficas finitas es S F),-cerrada,
véase el Teorema 5.7.

Teorema 5.1. [7, Teorema 3.1] Para un continuo localmente conexo X las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) X es casi enrejado.
(b) Para cadan € N, &,(X) es un subconjunto denso de F,(X).
(c) Cada subconjunto abierto y no vacio de X contiene un arco libre de X.

Teorema 5.2. [7, Teorema 3.5/ Sea X un continuo localmente conexo tal
que E,(X) es un subconjunto denso en F,(X), donde n € N con n > 4. Si
A € F,_1(X), entonces no existe vecindades de A en F,(X) encajables en
R™.

Teorema 5.3. Si X es una grdfica finita y n € N, con n > 4, entonces

En(X) = N (X).

Demostracion. Por Lema 4.4, N,,(X) C &,(X).

Sea A € &,(X). Por Teorema 3.10, no existen puntos de A que sean el
vértice de un triodo simple de X, es decir, AN R(X) = (). Como X es una
grafica finita, por Theorem 4.7, &,(X) es un subconjunto denso de F,(X).
Supongamos que A € F,,_1(X). Por Theorem 5.2, no existen vecindades de A
en F,(X) encajables en R", lo cual es una contradiccion ya que A € &,(X).
Esto implica que A € F,,(X)— F,_1(X). Por tanto, A € N,,(X). Asi, &,(X) =
N (X). O

El siguente resultado nos dice quiénes son los conjuntos que son las com-
ponentes del subespacio &,(X), para una grafica finita X.

Teorema 5.4. Si X es una grifica finita y n € N con n > 4, entonces las
componentes de E,(X) son los conjuntos de la forma:

Kx (i1, ... im), donde iy + -+ + iy = n.
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Demostracion. Supongaos que X es una grafica finita y n € N con n > 4.
Note que Kx (i1, .., im) C Ny(X). Asi, [JQUX) C N, (X). Sea A € N, (X).
Esto implica que |A| = ny AN R(X) = 0. Para cada k € {1,...,m}, sea
I, = |[ANintx(Ey)|. Asi, A € Kx(l,...,ln). Como |A| = n, tenemos que
li+---+1, = n. Por tanto, Kx(l1,...,l,) € QX). Asi, A € |JQ(X). Luego,
No(X) € UQX). Asi, NVo(X) = UQ(X). Por el Lema 5.3, tenemos que
En(X) =UJQX). Por el Lema 4.6, los conjuntos Kx (i1, . . ., 4,) son abiertos,
conexos y ajenos por pares de &€,(X), y por tanto, éstas son las componentes
de &,(X). O

Teorema 5.5. Si X es un continuo localmente conexo y n € N, con n > 4,
entonces no existen vecindades de Fy en SF,(X) encajables en R™.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de SF,(X) tal que Fy € U.
Por un lado, U — {F%} es un subconjunto abierto de SF,(X), y como la
funcién cociente gy es continua, entonces gy (U — {F%}) es un subconjunto
abierto de F,,(X). Sea V = ¢'(U — {F%}). Por otro lado, como U es un
subconjunto abierto de SF,(X), existe ¢ > 0 tal que Bgp, (x)(Fy,€) C U. Sea
{a} € F1(X). Como ¢x es continua, existe un delta 6 > 0 tal que

ax (Br,x)({a},9)) € Bsp,x)(Fx . €). (3)

Como X es conexo, la cardinalidad de Bx(a,d) no es finito.
Sea b € Bx(a,6) — {a}. Luego, {a,b} € Bp,(x)({a},d). Por (3), gx({a,b}) €
Bsp,(x)(Fx,€) C U. Por tanto, gx({a,b}) € U. Mas atn, gx({a,b}) €
U—{Fx}. Asi, {a,b} € V.

Como X es un continuo localmente conexo casi enrejado, por Teeorema
5.1, £,(X) es un subconjunto denso de F,(X). Como {a,b} € F,_1(X) y
V es una vecindad de {a, b} en F,,(X), por Teorema 5.2, tenemos que V no
es encajable en R". Asi, gx(V) = U — {F%}, no es encajable en R". Como
U—{F%} CU, tenemos que U no es encajable en R". O

Teorema 5.6. [5, Proposicion 1] Sean X un continuo y k € N.

(a) SiV C X es una k-celda y U es un subconjunto abierto de X tal que
UNV #0, entonces existe una k-celda 7 tal que r CUNV.

(b) SiV C X estal que V= I® y U es un subconjunto abierto de X tal
que UNV # (), entonces UNV contiene un espacio homeomorfo a 1.
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El siguiente resultado es el principal objetivo de este trabajo, en el cual
hacemos uso de los Teoremas 4.7, 5.5 y 5.6.

Teorema 5.7. Sean X,Y continuos tales que SF,(X) es homeomorfo a
SF,(Y), para algin n € N con n > 4. Entonces X es grdfica finita si y
solo si Y es grdfica finita

Demostracion. Supongamos que X es una grafica finita y que Y es un continuo
tal que h: SF,(X) — SF,(Y) es un homeomorfismo, para algin n € N, con
n > 4. Es claro que X es localmente conexo. Asi, por Teorema 3.9, Y es
localmente conexo.

Como X es una gréafica finita, por Teorema 4.7, tenemos que &,(X) es
un subconjunto abierto y denso de F,(X) con r componentes, donde r € N.
Note que &,(X) es un subconjunto denso de F,(X) — Fi(X), ya que

clp,x)-mx) (En(X)) = clr,0(En(X)) N (FL(X) = Fi(X))
= F(X)n(F.(X) = Fi(X))
= Fu(X) - B(X).

Asi, ¢x(€,(X)) es un subconjunto denso de SF,(X) — {Fx}.

Sean A, € F,(X) y A, € F,(Y) tales que h(qx(A;)) = Fy y h gy (4,)) =
Fx. Asi, h: SF,(X)—{Fx,qx(A;)} = SF,(Y)—{Fy,qv(A,)} es un homeo-
morfismo.

Afirmacion . gy (£.(Y) — {A,}) = hlgx(E:(X) — {A4,})).

Prueba de la afirmacion I. Sean B € &,(Y) — {4,} y M una vecindad
de B en F,(Y) tal que M es una n-celda. Luego, Existe &/ un subconjunto
abierto de F,,(Y') tal que B € Y C M. Note que U — F1(Y') es un subconjunto
abierto de F,(Y') tal que B € U —F,(Y) C M. Luego, por Teorema 5.6, existe
una n-celda W en F,(Y) tal que B € intp,vy)(W) C W C U — F(Y). Esto
implica que W es una n-celda en F,,(Y)— F1(Y) y es una vecindad de B. Asi,
tenemos que gy (W) es una n-celda en SF,(Y)—{Fy, ¢y (A4,)} y es una vecinda
de gy (B). Como h es un homeomorfismo, existe A € F,,(X) — (F1(X)U{A.})
tal que h(gx(A)) = qy(B). Asi, h™!(gy(W)) es una vecindad de gx(A) en
SE,(X)—{Fx,qx(A.)} tal que A~ (gy (W)) es una n-celda. Esto implica que
Ae & (X)—{A.}. Ast, gy (B) € h(gx(E.(X) — {A,})). De manera simiar se
prueba la otra contencién. Por tanto, la Afirmacion I es verdadera.

Como &,(X) es un subconjunto abierto de F,,(X) y F,(X) es localmente
conexo, por Lema 2.2, las componentes de &,(X) son abiertas en F,(X).
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Asi, £,(X) — {Ax} es un subconjunto denso de F,(X). Por Afirmacion I,
E.(Y) — {Ay} es un subconjunto denso de F,(Y). Por tanto, &,(Y) es un
subconjunto denso de F,,(Y).

Afirmacion II. Si A € &,(X), entonces h(gx(A)) # Fy.

Prueba de la Afirmacion II. Supongamos que existe A € &,(X) tal que
h(gx(A)) = Fy. Sea M una vecindad de A en F,(X) tal que M es una n-
celda. Luego, A € MN(F,(X)—Fi(X)) C M, es decir, MN(F,(X)—Fi (X))
es una vecindad de A en F,(X) — F1(X). Sea M* = M N (F,(X) — F1(X)).
Como M es encajable en R", tenemos que M* es encajable en R". Asi,
h(gx(M*)) es una vecindad de Fy SF,(Y) tal que h(gx(M?*)) es encajable
en R", lo cual contradice al Teorema 5.5. Por tanto, h(qx(A)) # Fy, para
cada A € &,(X). Asi, la Afirmacion 1T es verdadera.

Como una consecuencia de Afirmacion II, tenemos que A, ¢ &,(X). Con
argumentos similares, podemos afirmar que A, ¢ &,(Y"). Asi, por Afirmacion
I, tenemos que &,(Y) tiene un namero finito de componentes. Por Teorema
4.7,Y es una gréfica finita.

Esto demuestra quela clase de las graficas finitas es SF),-cerrada. ]

6 Agradecimientos

Los autores agradecen a los arbitros el tiempo dedicado a la minuciosa revision
de este trabajo. Las sugerencias dieron como resultado la calidad de este
material.

Bibliografia

[1] J. G. Anaya, D. Maya, F. Vazquez-Juarez, The hyperspace HS!" (X)) for
a finite graph X is unique, Topology Appl. 157 (2018), 428-439.

[2] F. Barragan, On the n-fold symmetric product suspensions of a conti-
nuum, Topology Appl. 157 (2010) 597-604.

[3] E. Castaneda, A. lllanes, Finite graphs have unique symmetric products,
Topology Appl. 153 (2006), 1434-1450.

Matematicas y sus aplicaciones 15, Capitulo 7, paginas 147-167



166

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Germéan Montero
Rodriguez

4]

5]

6]

17l

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

R. Hernadndez-Gutiérrez, A. Illanes, V. Martinez-de-la-Vega, Uniqueness
of hyperspaces for Peano continua, Rocky Mt. J. Math. 43 (5) (2013),
1583-1624.

D. Herrera-Carrasco, Dendrites with unique hyperspace, Houston J.
Math. 33 (3) (2007), 795-805.

D. Herrera-Carrasco, A. Illanes, F. Macias-Romero, F. Vazquez-Juérez,
Finite graphs have unique hyperspace HS,, (X), Topology Proc. 44 (2014),
75-95.

D. Herrera-Carrasco, F. Macias-Romero, F. Vazquez-Juérez, Peano con-

tinua with unique symmetric products, Journal of Mathematics Research
4(4) (2012), 1-9.

A. Tllanes, The hyperspace Co(X) for a finite graph X is unique, Glasnik
Mat. 37 (57) (2002), 347-363.

A. Nllanes, Finite graphs X have unique hyperspaces C,(X), Topology
Proc. 27 (2003), 179-188.

A. Tllanes, Models of hyperspaces, Topology Proc. 41 (2013), 39-64.

A. Hllanes, S. B. Nadler Jr., Hyperspaces Fundamentals and Recent Ad-
vances, Monographs and Textbooks in Pure and Applied Math., Vol.
216, Marcel Dekker, Inc., New York, 1999.

S. Macias, On the n-fold hyperspace suspension of continua, Topology
Appl. 138 (2004), 125-138.

U. Morales-Fuentes, Finite graphs have unique n-fold pseudo-hyperspace
suspension, Topology Proc. 52 (2018), 2019-233.

S. B. Nadler, Jr., Continuum Theory: An Introduction, volume 158 of Mo-
nographs and Textbooks in Pure and Applied Mathematics. New York:
Marcel Dekker Inc., 1992.

S. B. Nadler Jr, A fixed point theorem for hyperspace suspensions, Hous-
ton J. Math. 5 (1979) 125-132.

Matematicas y sus aplicaciones 15, Capitulo 7, paginas 147-167



La clase de las graficas finitas es SF,-cerrada 167

[16] S. B. Nadler, Jr., Hyperspaces of Sets, Monographs and Textbooks in
Pure and Applied Math., Vol. 49, Marcel Dekker, Inc., New York, 1978.

[17] G.T. Whyburn, Analytic Topology, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., vol.
28, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1942.

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

dherrera@fcfm.buap.mx
fmacias@fcfm.buap.mx
2185700780@alumnos.fcfm.buap.mx

Matemédticas y sus aplicaciones 15, Capitulo 7, paginas 147-167


mailto:dherrera@fcfm.buap.mx
mailto:fmacias@fcfm.buap.mx
mailto:218570078@alumnos.fcfm.buap.mx




Indice de autores

Aguirre Salado, Alejandro Ivan, 128
Alcaraz Ubach, Diego Francisco, 29
Analco Panohaya, América Guadalupe, 51
Argiielles Ortiz, Alma Rosa, 74

Climent Hernandez, José Antonio, 103
Garza Gaona, Luis Enrique, 5

Hernandez Bautista, Luz Marina, 103
Hernéandez Rebollar, Lidia Aurora, 51
Herrera Carrasco, David, 147

Jiménez Hernandez, José del Carmen, 128
Lopez Cerino, Marisol, 128

Macias Romero, Fernando, 147
Montero Rodriguez, German, 147

Ortiz Ramirez, Ambrosio, 103
Rubio-Pizzorno, Sergio Andrés, 74

Solorza Calderén, Selene, 29

169



Matematicas y sus aplicaciones 15
Editado por Fernando Macias Romero y David Herrera Carrasco esté a
disposicion en pdf en la pagina
de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP)
www.fcfm.buap.mx
a partir del 26 de octubre de 2020
peso del archivo: 6 MB

El cuidado de la edicién es de Antonio de Jests Libreros Lopez.



