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Presentacion

Tenemos la fortuna de hacer un recorrido hacia un proceso creativo sin prece-
dentes. Ha llegado el momento de compartir esta sabiduria, de invitar a todo
el mundo a embarcarse en el navio que nos conduce hacia la Fuente de todo
lo creado. Esta es la razéon por la cual editamos el libro que tienen en sus
manos. La felicidad que propone este libro por su divulgacion, investigacion e
intercambio de ideas se debe a la generosidad de muchisimos matematicos que
participaron en el denominado Sizth International Conference on Mathema-
tics ant its Applications (6CIMA, 2019), un esfuerzo profesional consolidado
que ha permitido la participacion de grandes personajes de diversas univer-
sidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo del 6CIMA como en
su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un comité or-
ganizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia de
Mateméticas de la Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas de la BUAP. Es-
te producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve
meses de trabajo constante. Por el amor a la matemética es que ha nacido
este ejemplar que nos brinda la sabiduria necesaria para mostrarles parte de
nuestros quehaceres cotidianos.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo al
area tematica en el 6CIMA. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje
riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, gen-
tileza, dedicacion y trabajo cientifico. Un agradecimiento especial a Antonio
de Jesus Libreros Lopez por su apoyo en la edicion de esta obra. Gracias por
dejar huella.

David Herrera Carrasco
Fernando Macias Romero
FEditores






Algebra







Matematicas y sus aplicaciones 14, Textos Cientificos, Fomento
Editorial de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN:
978-607-525-695-5

Capitulo 1

Algunos ideales de indice finito en el anillo de
Burnside B,(C)»)

Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Hernandez y
Brenda Zavala Loépez
FCFM, BUAP

Resumen

En el presente trabajo de investigacion, buscamos determinar de forma
explicita las (n+1)! clases de isomorfismo de ideales fraccionales de indice
finito del anillo de Burnside B,,(Cy»), que se desprenden de su estructura
de producto fibrado, de la clase de isomorfismo del ideal fraccional Z; de

Bp(cpnfl ) .

1 Introduccion

A lo largo de este trabajo consideramos G un grupo finito. El anillo de Burnsi-
de B(G) de un grupo G es uno de los anillos fundamentales de representacion
de G, el cual puede ser analizado desde diferentes puntos de vista. Es en mu-
chos sentidos el objeto universal a examinar cuando se estudia la categoria
de G-conjuntos. El anillo de Burnside es el marco natural para estudiar los
invariantes asociados a la estructura de GG-conjuntos tales como G-copos. Por
otro lado, al considerar su espectro primo y sus idempotentes primitivos, se
infieren varios teoremas de induccion.

A finales del siglo XIX, W. Burnside introdujo las ideas de lo que actual-
mente se conoce como el anillo de Burnside, pero fue Solomon en 1967 en su
articulo "The Burnside algebra of a finite group" quien le da la estructura
algebraica de anillo.

En 1977, L. Solomon introdujo una funciéon Zeta para un orden; la cual re-
quiere del conocimiento de todos sus ideales de indice finito, desde entonces

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

C.J. Bushnell e I. Reiner han desarrollado atin més esta funciéon y algunas de
sus generalizaciones.

En 2009, D. Villa Hernandez obtuvo la funcién Zeta del anillo de Burnside
para grupos ciclicos de orden un primo p y p%.

En 2016, J. M. Ramirez Contreras y D. Villa Hernandez obtuvieron la funcién
Zeta del anillo de Burnside para grupos ciclicos de orden un primo p?.

En 2018, C. Véazquez Rosas y D. Villa Hernandez determinaron de forma ex-
plicita los ideales de indice finito del anillo de Burnside B,(C4), asociados a
los ideales de indice finito en B,(C)s) de la forma (p™*, p™2, p™3, pm‘*)Zﬁ donde
my > 1,mg > 2,mg >3y my > 3.

El propésito fundamental de este trabajo de investigacion es estudiar los idea-
les de la forma (p™,...,p™")Z; en B,(Cyn-1) con el objetivo de determinar
los ideales de indice finito en B,(Cyn), que se desprenden de su estructura de
producto fibrado.

2 El anillo de Burnside

En esta seccién usaremos el homomorfismo marca, mismo que nos ayudara a
estudiar el anillo de Burnside y algunas de sus propiedades en los G-conjuntos;
ademaés, observaremos el papel que juega el anillo fantasma del anillo de Burn-
side y lo extenderemos a los enteros p-adicos, para asi poder verlo como un
producto tensorial. Por ultimo, daremos dos caracterizaciones del anillo de
Burnside de un grupo ciclico de orden p™ con p un nimero primo, para ex-
presarlo como las (n + 1)-adas, donde la primera caracterizacion depende de
la diferencia entre las coordenadas consecutivas y la segunda caracterizacion
depende de la diferencia entre la ultima coordenada y cada una de las ante-
riores.

Para un grupo finito G, el anillo de Burnside B(G) es definido como el
anillo de Grothendieck de las clases de isomorfismo de G-conjuntos con la su-
ma dada por la uniéon disjunta y la multiplicaciéon por el producto cartesiano.
El anillo de Burnside B(G) es libre como grupo abeliano, con base dada por
las clases de isomorfismo de los G-conjuntos transitivos de la forma % para
subgrupos H de G; dos de los cuales se identifican si sus estabilizadores H

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 7

son conjugados en G, es decir,

s - @z ()

HEC(G)

donde C(G) es la familia de las clases de conjugacion de subgrupos de G. Para
més informacion sobre el anillo de Burnside ver [1] y [2].

Con frecuencia, se estudia el anillo de Burnside de un grupo finito G' usan-
do el homomorfismo marca ¢ : B(G) — ZI°@Il Para K < G, la K—ésima
coordenada de ¢ es definida como ¢ (X) = | X¥|, para X un G-conjunto,
extendiendo linealmente ¢ a B(G).

El anillo B(G) := Z/I%! es el anillo de las funciones de super clase f : C(G) —
Z con la multiplicacion dada coordenada a coordenada; el cual es llamado el
anillo fantasma de G y juega un importante papel para explicar G-conjuntos
utilizando sus puntos fijos dados. En particular, se puede mostrar que el ho-
momorfismo marca es inyectivo.

Sea p € Z un ntmero primo y sea Z, el anillo de los enteros p-adicos. Deno-
tamos los siguientes productos tensoriales por

G)=7,QBG) = P 7z, (%)

B,(G) =7,X) B( H A

Z HeC(G

donde tenemos que B,(G) es un Z,-orden y EP(G) un Z,-orden maximo.

Observacion 2.1. Sea ¢ € Z un ndimero primo. Notemos que B,(G) C

Bq(G) Sabemos que para todo z € B, .(G), se tiene que |G|z € B,(G) por
lo que si ¢ no divide a |G|, entonces |G | es unidad en Z, y asi tenemos que

x € B,y(G), concluyendo que B,(G) = EQ(G).

Ejemplo 2.2. (Caracterizacion de B, (Cypn) C Zp*'). Consideremos a Cyn =<
a > un grupo ciclico generado por a de orden p™. Sea

C(Cp) ={Hy=<a>H =<a’> Hy=<d” >,... H, =< a”" >}

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



8 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

c .
y sea a; = HLT para ¢ =0,1,...,n, entonces

By(Cpn) = @Zpai
i=0

luego, el homomorfismo marca ¢ induce la siguiente inclusion:

Bp<cp"> - Z;H_l
X = (QOH0<X)7§0H1(X)7‘"JSOHn(X»

puesto que Cp» es abeliano, entonces

soH(%_{l%“l si HCK

K 0 si HZK
luego

a=2 — (1,1,...,1)

Cpn
a =4~ > (0,p,...,p)

— O 2 2
a2_H_2 = (0707p7"'7p)
an:CH—”: — (0,0,...,p")

Definicion 2.3. Con base al ejemplo anterior, definimos y denotamos el anillo
de Burnside de un grupo ciclico de orden p™ como sigue:

B,(Cpn) = {(0, 71, ++ ,&n) 1 T — Tip1 €P T Z,coni=0,--- ,n—1}
o equivalentemente

B,(Cpn) = {(z0, 21, ,Tp) Xy —x; € p”lZp coni=0,---,n—1}.
donde B,(Cyn) C Z2 como subanillo.

En este trabajo utilizaremos esta tltima caracterizacién por conveniencia.

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 9

3 Algunos ideales de indice finito en B,(C)»)

A lo largo de esta seccién, se consideran tnicamente ideales de indice finito
a los cuales llamamos ideales. A continuacién, damos la definicion de un
producto fibrado; el cual, usaremos para caracterizar los ideales del anillo de
Burnside B,(Cpn) en términos de los ideales de B),(Cpn-1).

Definicion 3.1. Dados dos morfismos f : B — Ay g : C — A en una
categoria ¢, una solucion es una tripleta ordenada (D, «, 5) que hace que el
siguiente diagrama conmute:

D —“==(C
(I

Un producto fibrado es una soluciéon (D, a, #) que es la mejor en el sentido
que: para cada solucion (X, o/, f) existe un tnico morfismo 6 : X — D que
hace conmutar el siguiente diagrama:

El producto fibrado cuando existe es tinico hasta isomorfismo.

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



10 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

Observacion 3.2. Consideremos el siguiente diagrama de producto fibrado

g2(az2)

donde A, A;, Ay, A son anillos conmutativos con unidad y fi, f2, g1, g2 son
homomorfismos sobreyectivos de anillos, es decir ,

A= {(a1,a2) € Ay X Ay : gi(a1) = ga(az)}

Veamos como caracterizar los ideales de A, en el caso de que A; es un
D.I.P. Sea I < A unideal e I; = f;(I) para j = 1,2.
Es facil ver que I; < A; para j = 1,2. Ahora, como Ay es un D.I.P, entonces
existe § € A, tal que I, = A, luego, como f es sobreyectivo, existe a € A
tal que (o, B) € I < Ay fala, B) = B.

Dado que es un producto fibrado se cumple

g1(a) = g2(P)

Ahora, sea (z,y) € I, puesto que y = fo(x,y) € I3, entonces existe by € Ay
tal que y = Bby, como f5 es sobreyectivo existe by € A; tal que fa(by,by) = bs.
Ademas, (o, B)(by,be) = (aby,Bby) € Iy (x,y) = (z,0by) € I, de donde
(x —aby,0) € 1.

Definimos J = {y € A; : (7,0) € I}. Es claro que J es un ideal en A;.

Por lo anterior, tenemos que existe v € J tal que x —ab; = ~ entonces x =
aby 4+ con y € J. Por lo tanto, (x,y) = (aby +7, Bb2) = (o, ) (b1, b2) + (7, 0).
Asi, I C (o, 8)A + (J,0) C I, de donde es claro que se da la igualdad,
I=(a,B8)A+ (J,0).

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 11

Proposicion 3.3. (Caracterizacion) Con la notacion de la Observacion 3.2
st Ay esun D.I.P e I < A es un ideal, entonces

I =(a,B)A+ (J,0)
donde:
i) J < Ay es un ideal tal que g1(J) = {0}
ii) B € Ay es el generador del ideal principal BAs
iWi) o € Ay es tal que gi(a) = go(5) y a es dnico mdodulo J

i) Si D ={(a1,a2) € A:asff =0}, entonces a;cx € J para todo (ay,as) €
D, esto es, fi(D)a C J.

Demostracion. (Unicidad de «) Sea («, ) € I y supongamos que (o, ) € I,
entonces (o —a,0) € I luego o —a € Jsiysolosi o +J =a+J. Asi aes
tnico moédulo J.

Para iv) observemos que si (a1,a2) € Dy (o, B) € I, entonces (aq, az)(a, f) €
I, ie, (ma,azf) = (a1, 0), entonces a;a € J. Por lo tanto fi(D)a C J. Las
demas implicaciones se tienen de la observaciéon anterior. O

Observacion 3.4. Con base a lo anterior, podemos dar la siguiente estruc-
tura de producto fibrado con fi, f2, 91 v g2 homomorfismos sobreyectivos de
anillos, para saber el comportamiento de los ideales de B,(Cy») en términos

de Bp(Cpnfl )

(o, .. yZp) — - - - - T - - T - - - - -~ > zn
| |
| |
| fa |
| Bp(Cpn) > Lp |
| |
| |
I f1 92 I
| |
| |
| z, |
| Bp(cpnfl) 91 > P, |
| |
I I
\ Y

(x07--~7xn—1) _________________ >Tn-1=2Tn

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



12 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

Los ideales de Z, son principales, de la forma p'Z,, con 0 < ¢t € Z por lo
que si I < B,(Cyn), entonces

I = (0, p") By(Cpr) + (T, 0)
donde
I) J < By(Cpn-1) tal que ¢1(J) = 0.
1) (a,p") € Bp(Cpn)-
III) « es tnico moédulo J.
IV) Se cumple que (pZ, X p*Zy, X ... X p"Zy)a € T

de donde

4 Ejemplos
En este apartado, aplicaremos lo expuesto en la seccion anterior y estudiare-
mos a detalle el caso cuando n = 1 y daremos la lista de los ideales de manera
explicita para n = 2,n = 3.
Lista de ideales de C,
Nuestro primer caso a analizar es:
B,(C,) ={(z,y) € Zy:x —y € pZ,}

de donde su diagrama de producto fibrado serfa:

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 13

(y) - ==~~~ —~—~—~—————— >y
| |
| |
| fo |
| Bp(Cp) > Zp |
| |
| |
I f1 92 I
| |
| |
| |

Z
B — i
| Zyp g1 Ppr I
| |
| |
Y Y
X—— - === === = x=y

Observacion 4.1. Los ideales de Z, son principales de la forma p'Z, con
0 <t € Z. Luego, los ideales de B,(C,) tienen la forma:

I = (z0,0")B,(C,) + (p"Z,,0) con 0 < m,t

Denotamos F, = {0,1,...,p—1}y Fy ={1,2,...,p—1}. De I) tenemos que
p™Z, C pZ, entonces m > 1. De IV) observemos que pxy € p™Z, entonces

xo = p™'x} con x) € Z,, notemos que xy = so + pz” con sq € F,, 1" € Z,,

entonces xo = p™ '(so + pa”), ademas de III) xq es tnico modulo p™Z,, se
sigue sin pérdida de generalidad que xg = p™ 1sq con s € F),.

De II) se tiene que

p" sy —p € pZ, (1)
donde 0 <m—1y0<t.
Por lo anterior,

I ={(p™ ' (sox + p2),p'y) € ZIQ) LX, Y, 2,8 — Y € DLy}
(x) Si sp # 0 obtenemos los ideales:
I=(p" " s0,0") Bp(Cy)
Para los casos siguientes de acuerdo con (1)
em—1>1,1>1,s € F".

e m—1=0,t=0,s50 = 1.

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



14 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

(#x) Si sp = 0, entonces por (1) I = (p™, p')Z; param > 1,t > 1.
En resumen, los ideales de B,(C),) son de la forma:

(p"™ s, p™*)M; con i=1,2

donde
My = {(wo,21) € Z7 : w9 — 1 € pZy} = By(C))

° mlzl,mgzl,soelﬁ‘;
e m =0,my=0,s5=1
M, =7
e mi>1,my>1, 50=1
Lista de ideales de C):
Sea,
By(Cp2) = {(w0, 21, 22) € Z3 : w3 — w9 € plip, 32 — 71 € P*Ly}

donde su diagrama de producto fibrado es como sigue:

Bp(Cp) 91 ngp
Y
(xg,1) ——————————————— — — > T =22

Con base al diagrama anterior y de acuerdo con la Observacion 3.4, para
J = (pmapm)zz% < Bp(Cp)

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 15

donde ny > 1,ny > 1, tenemos que los ideales de B,(C)2) son de la forma
I = (p"s0,p™ (51 + psa), ™) M;

coni=1,2,3,4,56 y donde

My = {(wo, 21, 32) € Ly : w0 — @2 € pLp,¥1 — T2 € P°Lp}

e my >1,ma >2,m3 2250 €Fp,s1 €Fp,s2 €Fp.

e my >1,m2=1m3 =150 € Fy,s1 =1,52 € Fp.

e m; =0,m2=0,m3=0,s0=1,51 =1,s2 =0.

My = {(zo, 21, 22) € Z

» 1 T1— T2 €pQZp}

e m1>1,mg>2mg>250 =151 €F}, 52 €Fp.
e my>1my=1m3=1s =11 =192 €Fp.
M3 = {(1’0,171,132) € Zg To— T2 € praml — T2 € pr}
e m1 >1,mg>2,m3>2,80 €Fp,s1 €EFp,s2=0.
° ml217m2:17m3:175061F;,51:1752:0,
My = {(zo,21,72) € Zg 1xy — X9 € iy}

e m1 >1,mg>2,m3>2,8 =18 €Fp,s2=0.

e mi>1lma=1m3=1,s0=1,81 =1,82 =0.
— 3.
Ms = {(w0,71,22) € Z;, : 19 — 2 € pLy}
e my >1,ma>2m32>25 €Fp,s1=1,520=0.
M6=Z13)
e m1 >1,ma22>2,m32>2s0=151=1,520=0.

Para méas detalles ver [3].

Lista de ideales de C,;s
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Sea
B,(Cps) = {(xo, x1, 22, x3) € Zf) L x3—xg € ply, T3—X1 € pQZp,xg—xg € p3Zp}
donde su diagrama de producto fibrado es como sigue:

(xo,z1,®2,23) — — — — — — — —— — — — — — — — — > x3

|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I I
| |
I I
\ \i

(zo,z1,282) —— ————— —— —— — — — — — — > Ty = T3

Del diagrama anterior y de acuerdo a la Observacion 3.4, para
J = (p™,p",p"™)Z; < By(Cpe)

donde n; > 1,n9 > 2,n3 > 2, tenemos que los ideales de B,(C)s) son de la
forma:

(p™ 50, ™ (51 + ps2), P™ (83 + psa + p’s5), p™) M;

coni=1,2,...,24 y donde

My = {(zo, 71,72, 23) € Zf) 1 X3 — Xo € PLyp, T3 — T € pzzp,xg — 29 € p3Zp}

e m1 >1,ma>2,m3>3,ms >3, €Fy,s1 €F,,s2€Fp,s3€F,,s14€Fp,s5€ Fp.
e my >1,ma>2mg=2my=2,50 € Fy,s1€Fy,s2€Fp,s3=1,84€ Fp,s5 € Fp.

e m >1ma=1mg=1mqg=1,50 € F,51 =1,52 € Fp,s3 =1,54 =0,55 € Fp.

e Mmj ZO,WL2 =O,m3 :0,m4:0,50:1,sl :1’52:0,53:1,84:0’55:0
M2 = {(x07x17‘r27x3) S Zﬁ X3 — I = p2Zp7l'3 — 29 c p?)Zp}
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e my >1,ma>2mg2>3,mg2>3,50=1,s1 € F,s2 € Fp,s3 € FJ,s4 € Fp,55 € Fp.

e m1 >1,mg>2,m3=2,m4=2,8 =1,s1 € Fy,s2 € Fp,s3=1,s4 € Fp, 55 € Fp.
e mi>1lma=1mzg=1mg=1,s0=1,51 =1,53 € Fp,s3 =1,54=0,55 € Fp.
Ms = {(z0, 71, 22,73) € Z} : 23 — 29 € pZyp, 3 — T1 € pLyp, T3 — T3 € P°Lyp}
3 0,%1,22,T3 p T3 0 € Plap, T3 1 & PLp, T3 2 € P Ly

e my>1,mg>2,mg2>3,my>3,50 € Fy,s1 € Fy,50=0,83 € F,s4 € Fp,s5 € Fp.

e my >1,mo>2m3=2my=2,5 € Fy,s1 €F,s0=0,s3=1,84 € Fp,s5 € Fp.
e mi>1ma=1m3=1mq4 =150 GF;,Sl =1,52=0,s3 =1,54 =0,55 € F).
4 . 3
My = {(wo, w1, 22, 23) € Ly, : x3 — 11 € pllp, T3 — T2 € p°Ly}

e m1 >1,m2>2,m3>3,m4>3,8=1,s1€Fy,s2=0,83 € F,84 € Fp, 85 € Fp.

e m1>1,mag>2m3=2,mq4=2,50=1,51 € F},50=0,s3=1,54 € Fp,s5 € Fp.
e mi>1lma=1mg=1mg=1,s0=1,51 =1,52=0,53 =1,54 =0,55 € Fp.
4 . 2 2
Ms = {(w0, 71,22, 23) € Ly : 3 — T0 € PLyp, T3 — 11 € p*Ly, T3 — T2 € P°Lyp}

e m; >1,mo>2m3>3,m42>3,50€ Ff s1 EF;,SQ € Fp,s3 € F},54 € Fp,s5 =0.

e mp >1,ma>2m3=2m4=2 5 EF;’Sl GF;,SQ € Fp,s3=1,54 € Fp,s5 =0.
e mi >1ma=1mg=1mqg=1,50 € Fj,s1 =1,52 € Fp,s3 =1,54 =0,s5 =0.
— 4 . 2 2

Mg = {(z0, 21,72, 23) € Z, : ¥3 — T1 € p°Lyp, 13 — T2 € p°Lyp}

e m1 >1,m2>2,m3>3,m42>3,8=1,s1€Fy,s2 € Fp,s3 € Fy,54 € Fp,85 =0.

e m1 >1,ma>2mg=2mq4=2,50=1,81 € F),s20 € Fp,s3=1,s4 € Fp,s5 =0.
e mi>1lma=1mg=1mg=1,,50=1,81 =1,520 € Fp,s3 =1,54=0,55 =0.
M7 = {( ) EZA x5 — 20 € PZ — 1 € pZ — x5 € p*Zy}
7 To,T1,T2,T3 p - X3 — X € Plap, T3 — X1 € Plap, T3 — T2 © P~ Lap

e my >1,ma>2m32>3,mq2>3,5 € Fy,s1€F,;,s0=0,s3€F),s46€Fp,s5=0.

e m1>1,mg>2,mg=2,m4=2,8 €F),s1 €F,,s2=0,83=1,514 € Fp,s5 =0.
e m >1ma=1mg=1my=1,50 € Fj,s1 =1,520=0,83 =1,54 =0,55 =0.

Ms = {(xo, 21,22, 23) € Zﬁ 1Ty — X1 € plp, k3 — T2 € p2Zp}
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o m121me>2,mg>23,ma 23,50 =151 €LFy,50=053 €Ly 54 € Fp,55=0.

e my >1,mo>2mg=2mqg=2,50=1,s1 € F),50=0,53 =1,54 € Fpp,s5 =0.
e mjp>1me=1m3=1mg=150=1,81=1,80=0,83 =1,84 =0,85 =0.
My = {(wo, 21,22, 23) € Zﬁ 13 — X0 € plp, k3 — T2 € pSZp}
* mlZl,mQ227m323’m423’80€F5751:1752:0:53GF;784€FP785€FP.
e m1 >1,mg>2,m3=2,m4=2,8 €F;,s1 =15 =0,s3=1,84 € Fp, 55 € Fp.
Mg = {(z0, x1,22,23) € Z2 : 23 — 23 € p°Z,}

e my >1,ma>2,mg2>3,mq2>3,50=1,81=1,80=0,83 € F},s4 € Fp,s5 € Fp.

e m1 >1,me>2,m3=2myg=2,80=1,81=1,80=0,83 =1,54 € Fp,s5 € F).
My = {(z0,21,22,%3) € Zy, : x5 — T € plly, T3 — T2 € P*Lp}

e my>1,my>2,m3>3,my>3,50 € Fy,s1=152=0,83€F;, 54 € Fp,s5=0.

e my >1,ma>2mg=2my =25 € Fy,s1=1,50=0,53 =1,54 € Fpp,s5 =0.
My = {(wo, x1, 72, 73) € Z; (T3 — g € pQZp}

e my >1,mg >2,m3>3,mq>3,50=1,81=1,82=0,83 € Fy,54 € Fp,55 =0.

e mi>1,me>2,mg=2ms=25 =1,81=15=0,53=1,54 € Fp,s5 =0.
Mz = {(x0, 1,2, 23) € Zpy : w3 — 0 € plip, &3 — &1 € P°Lp, T3 — T2 € Ly}

e my >1,mg>2,m3>3,m4 >3, €Fy,s1€F;,s2€ Fp,s3€F,,s4=0,s5=0.

o m1>1,me>2,m3=2m4=2,5 € Fy,51€F},s0€Fp,s3=1,54=0,55=0.
Mg = {(z0, 21, 2, 23) € Z?S tx3—T1 € pQZpaIS —x9 € pZ,}

e my>1,mg>2mg>3,mg>3,50 =15 €F} s26€Fp,s3€F,s4=0,5 =0

e mp >1,mo>2m3=2my=2,50=1,s1 € FJ,s2 € Fp,s3 =1,54 =0,s5 =0.

Mis = {(wo, 01,22, 73) € Z;l) 13 — X0 € PLp, T3 — X1 € PLp, T3 — g € pLy}

o m1 >1,mg >2,m3>3,mq>3,50 € Fj,s1 € F,52=0,53 € Fyy,54=0,55 =0.
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e my >1,ma>2mg=2my=2,5 € Fy,s1 €F;,s0=0,s3=1,84=0,s5 =0.

My = {(20,21,72,73) € Zii a3 — 1 € plp, T3 — T3 € pLy}

e my >1,ma>2mg2>3,mq2>3,50=1,s1 € Fy,s0=0,53 € Fy,s4=0,s5 =0.
e my >1,mo>2m3=2my=2,50=1,s1 € F,s0=0,53=1,54=0,55 =0.

Mi7 = {(x0, 21,29, 23) € Zf, 13 — X0 € Ly, T3 — Tg € pLy}

e my >1,ma>2m3g2>3,my2>3,5 € Fy,s1=1,50=0,s3 € Fy,s4=0,s5 =0.
e m1>1,mg>2m3=2,m4=2,8 € F;,s1=1,52=0,s3=1,54=0,55 =0.

Mg = {(20, %1, 22, 23) € L : 3 — &2 € Ly}

e m1>1,mz2>2,m3>3,mq2>3,8=1s =15 =0s3€F),s4=0,5=0.

e mi>1mo>2,m3=2myg=2,50=1,51=1,82=0,83=1,54 =0,s5 =0.
Mg = {(x0, 21, 22,23) € Z;ﬁ : 23 — X0 € Ly, 3 — T1 € p*Lyp}

e my1 >1,ma>2,mg2>3,mq2>3,50€Fy,s1€F;,s2€Fp,s3=1514=0,85=0.
My = {(zo, 1,72, 73) € Z;‘; tx3 — a1 € p°Zy}

e my >1,ma>2mg2>3,mq2>3,50=1,s1 € F},s2 € Fp,s3=1,54=0,s5 =0.
My = {(20, x1, 22, x3) € Ly : w3 — &g € ply, T3 — T1 € plyp}

e mp >1,mo >2m3>3,mq4 > 3,0 GF;,sl GF;;,SQ =0,s3 =1,s4 =0,s5 =0.
Moo = {(z9, 71, T2,73) € Z;‘; txg — X1 € pLy}

e my >1,ma>2m3g2>3my2>3,s50=1,s1 € Fy,s20=0,83=1,54=0,55=0.
Mos = {(xo,l‘l,xg,l‘g) S Z?) 1 X3 — Xo Epr}

e my >1,ma>2m3g>3my2>3,5€Fy,s1=15=0s3=1,51=0,55 =0.
My = 72

e mi >1,ma>2m3>3ms4>3,s0=15=1,89=0,83=1,84 =0,85 =0.

Para méas detalles ver [4]
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5 Caso General Cp

Por 1ltimo, en esta seccién daremos una expresiéon para los ideales en el caso
general y todas las observaciones necesarias para cada una de las condiciones
expuestas.

Definiciéon 5.1. Sea R un dominio entero, llamamos a R dominio de Dede-
kind si R es un anillo hereditario, esto es, que todo ideal de R es un R-mo6dulo
proyectivo.

Definicion 5.2. Sea R un dominio de Dedekind con campo de cocientes
K. Un R-ideal fraccional en K es un R-submodulo finitamente generado M
contenido en K tal que KM = K.

Definicion 5.3. Sea M un ideal fraccional de B,(Cpn), definimos y denota-
mos al conductor de M en B,(Cyn) como sigue:

{M : B,(Cpn)} ={a e QiF' :aM C B,(Cpn)}
Observacion 5.4. Sea
B,(Cpn) = {(z0,...,x,) € Zg_l X, — 1 €2, i=0,...,n—1}

de acuerdo con la Observacion 3.4, los ideales de nuestro interés para este
trabajo, son de la forma:

I = (0, p")By(Cp) + (J,0)
con t > 0y donde
T =", 0", p") Ly < By(Cyrr)
para my > 1,...,m;,_; > n—1,m; > n— 1. De I) tenemos que g(J) =
0 + p"Zy, entonces p™ + p"Z, = 0 + p"ZLy; luego p™ € p"Z, y asi m;, > n.
De IV) tenemos:

(p,0,0,...,0)c

e J
0,p%,0,...,000 € J

(0,0,...,0,p")a € J.
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Sea & = (Yo, .-, Yn—1) € By(Cpn-1), entonces

(py070707"'70)

e J
(0, p%y1,0,...,0) e J

0,0,...,0,p"yp—1) € J.

entonces pyy € p™ L, P11 € pmézp, e D" Yn1 € pm;lZp, de aqui

Yo = pmll_l(s(),o + py) con yg € Zy,.

yi = P (si0+psig + pPY,) cony € Zy,.

i = pm§+1_(i+1)(si’0 +psii+ -+ plsii + p Tyl con yl € Z,,.

Yn-1 = pm/"_n(snfl,(] + PSp—11+ - +pn_15n71,n71 + p"y;,) con y,, € Zy,.

De III), puesto que « es tnico modulo 7, sin pérdida de generalidad, consi-
deramos

1 m; -2 (

a= (™ s00, P 51,0 +0511)s - s D" " (Sp—1,0 T PSn—11 + + P Sn_10-1)).

cons;j€F, i=0,...,n—1yj=0,...,i. DeIl) obtenemos
pm/n_n<5n—1,0 +pSn—1a+ D" Sn1m1) + DLy = Pt + "Ly,

por lo que para el caso t > n se tiene

pm;l_n(sn—l,o +psu1at P Sn1n1) € PL, 2)

de donde obtenemos las siguientes (n + 1)! clases de isomorfismo de ideales
fraccionales de indice finito en B,(Cyn), a saber:

M, =

{(Jfo, o 7.Tn) S ZZ+1 T — o € pilzpi Tp—T1 S piQZ]h ey T —Tp—1 S pinzp}
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donde ©; = 0,1;25 = 0,1,2; ... ;4, = 0,1,...,n. Observe que los valores de
j van desde 1 hasta (n + 1)! de acuerdo con los distintos valores de i; para
[=1,...,n.

Notaciéon: Denotemos por

MO — Bp(Cpn)
M; = 7, x By(Cpn—i) parai=1,...,n—1
M, = Z3+

De acuerdo a [6] los tinicos conductores de los ideales fraccionales de indice
finito son:

(1) No = Mo - {Mo : Bp(Cpn)}
(2) NI = (p7p27 LR in_lvpia piu cee 7pi )MI - {Ml : BP(CPR)}
——

(n—i+1)—veces
parai=1,...,n—1

(3) Nn = (p)p27 o 7pn7pn)Mn = {Mn : BP<CPn)}
Conjetura 5.5.
Con base a la Observacion 3.4 y considerando el ideal

T = (0", 5™, ... p"VEL < By(Cn)

conmy >1,...,m_, >n—1m) >n—1 se obtienen los siguientes ideales

de indice finito en B,(Cyn).

(0™ 50,0, D™ (5104 D51,1), - - - D" (Sn—1,0HDSn—1,1+ - +D" Spm1m1), P M
a) En el caso iy = 1,49 = 2,...,14, = n, es decir, M; = B,(Cyn) donde:

emy >1,...,m, >n,myi > n.
so€F, 1=0,....,n—Lisg, €F, k=1,....n—1yt=1,... k.

® mlz17"'7mn71zn_lamn:mn+1:n_1-
Sl’(]EF; ZZO,...,H—Q;Sn,LO:1;8k,t€Fp kzl,,n—ly
t=1,... .k
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e my >1,... My 922N —2My_1 =My =My =N — 2.
S0 € F; [ = 0, Lo, n = 3; Spn—2,0 = Sp—1,0 = 1;
k=1,....n—2 t=1,....k.
SkﬂgEFp Y
k=n-—1 y t=2,...ks,-11=0.
.mlZ1a~"7mn—32n_3amn—2:mn—1:mn:mn—i-l:n_g'
so€Fy 1=0,....,n=48,-30= S$n—20= Sn—10 = 1;
k=1,....n—3 y t=1,... k.
Spr €, ¢ k=n—2 y t=2,...,k;s,-21=0.
k=n-—1 y t=3,.. .,k 8-11=5-12=0.
® My =Mo ="+=My =My =0.

81’0:1 ZIO,...,Tl—l;ShtIO k;zl,,n—lytzl,,k
b) En el caso iy = ... =i, = 0, es decir, M; = Z7*" donde:

e my >1,...,my, >N, My > n.
8[’0:1 l:O,...,n—l;skjt:O kzl,,n—lytzl,,k

c) En el caso
Mj = {(.1'0, oo 7'xn> € ZZJFI Py — X1 € pilZp,l =1,... ,n}
para 0 < 4; <[, salvo los dos casos anteriores, si

{M;: B,(Cp)} = (p,p*,...,0p" 50", P'y..sp' )(Z; X By (Cpn—i))

(n—i+1)—veces

entonces tenemos que :

emy >1,...,m, >n,myui1 > n.
emy>1,... myp12>2n—1m,=my1 =n—1
[ ] m121,...,mi2i,mi+1:-~':mn+1:i.
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Ademas, se pueden calcular los s;, para k =0,...,n—1yt=0,...,k para
los n + 1 — ¢ puntos anteriores, de la siguiente manera:
Para cada [ € {1,...,n} consideramos los tres casos posibles:

* Sig =0, entonces s_10=1y -1, =0 t=1...,1—1, en cada uno

de los n + 1 — ¢ puntos.

* Si 4 = [, entonces los s_1; se comportan igual que en los primeros
n + 1 — i puntos del caso a) parat =0,...,n — 1.

* Si0 <4 <, entonces los s_1; se comportan igual que en los primeros

n + 1 — ¢ puntos del caso a) parat = 0,...,4_1 y $-1; = 0 para
t=vdp...,0—1.
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Capitulo 2

Extensiones G-fibrantes y productos torcidos

Alexander Bykov, Patricia Dominguez Soto y
Jorge Alberto Sanchez Martinez
FCFM, BUAP

Resumen

Sea H un grupo cerrado de un grupo compacto metrizable G. En este
trabajo se prueba que cada G-espacio compacto metrizable sobre G/H
admite una extension G-fibrante sobre G/H. Esto implica que el funtor
del producto torcido G x g — envie extensiones H-fibrantes a extensiones
G-fibrantes. En particular, el producto torcido G Xy S es un espacio
G-fibrante cuando S es un espacio H-fibrante compacto.

1 Introduccion

Por una extension G-fibrante, donde G es un grupo topolégico, se entiende
una version equivariante de la nocién correspondiente de una extension fi-
brante introducida por F. Cathey en [10]; esta fue usada por él para definir
la categoria de strong shape de compactos métricos. En [8] puede encontrarse
una construccién anoéloga de la categoria equivariante de strong shape. Esta
es una de las razones para estudiar extensiones fibrantes equivariantes asi
como las nociones relacionadas de un espacio G-fibrante y una G-fibracion
fuerte.

La nocién de un espacio G-fibrante puede considerarse como una gene-
ralizacion del concepto de un G-ANR: cada G-ANR es G-fibrante y, mas
ain, el limite inverso de cualquier sucesion inversa de G-AN R’s ligados por
G-fibraciones es un G-fibrante también. Los espacios G-fibrantes asi como los
G-ANR’s tienen la propiedad equivariante de extension de homotopias con
respecto a todos los G-pares (X, A) de espacios metrizables. De particular
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interés para la teoria de G-espacios es el siguiente hecho probado en [1]: para
cualquier subgrupo cerrado H de un grupo compacto metrizable GG el espacio
cociente G/ H es G-fibrante. En el presente capitulo se prueba una afirmacion
mas general: el producto torcido G X g S es un espacio G-fibrante dado que §
es un espacio H-fibrante compacto (Corolario 5.6). Esta afirmacion es un co-
rolario del Teorema 5.5 sobre extensiones fibrantes de productos torcidos. El
Teorema 5.5, a su vez, es una consecuencia del resultado principal, el Teorema
5.3, el cual puede formularse como sigue: cada G-espacio compacto metrizable
sobre G/H admite una extension G-fibrante sobre G/H. Por un G-espacio
sobre G/H se entiende, por supuesto, cualquier G-funcion p : E — G/H. Co-
mo una consecuencia del Teorema 5.3 se obtiene una condicién bajo la cual p
es una G-fibracion fuerte (Corolario 5.4). Una de las herramientas usadas, de
hecho, en la prueba del resultado principal es la construccion de una extension
fibrante aplicada en la categoria de G-funciones.

2 Preliminares

La letra G denotara un grupo compacto de Hausdorff, su elemento unitario
se denota por e. Aunque, en general, se trabaja en la categoria G-TOP de
G-espacios y G-funciones, en las Secciones 3 y 4 se trabaja con la categoria
G-M de G-espacios metrizables y, més atin, GG se supone también metrizable.
Los hechos bésicos de la teoria de G-espacios pueden encontrarse en [5], [11]
y |5]. Por conveniencia del lector, se recuerdan algunas definiciones y hechos
conocidos, asi como algunos especiales.

Sea S un H-espacio donde H es un subrgrupo cerrado de G. El producto
torcido G X g S es el espacio H-orbital del producto G x S, cuando G x S se
considera como un H-espacio con respecto a la accion h - (g, s) = (gh™!, hs).
La H-orbita de (g,s) € G x S se denota por [g, s|. Considerando G x i S como
un G-espacio con la accion dada por ¢ - [g,s] = [¢'g, s, se obtiene el funtor
del producto torcido G xg — : H-TOP — G-TOP que envia una H-funcién
f:8 —= S auna G-funcion G xy f: G xyg S = G xyg S, [g,s] = [g, f(s)].

Para un subgrupo cerrado dado H de G, el espacio cociente G/H, esto
es, el conjunto de clases laterales{gH | g € G}, es un G-espacio con la accion
g-9gH = ggH. Si p: E — G/H es una G-funciéon, entonces E tiene la
estructura natural de producto torcido G xS, donde S = p~t(eH), en vista
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del G-homeomorfismo G xyg S — FE, [g,8] — gs (véase, por ejemplo, [11,
Chapter I, Proposition 4.4]).

Por una G-fibracion se entiende una versiéon natural equivariante de una
fibracion de Hurewicz: una G-funcion p : E — B se llama una G-fibracién si
tiene la propiedad equivariante de levantamiento de homotopias con respecto
a cada G-espacio X (ver [11, p. 53]). En otras palabras, p es una G-fibracion
si y solo si tiene la propiedad de levantamiento derecho con respecto a todas
las G-funciones de la forma 8% : X < X x I, z + (x,0) (aqui, como es usual,
I =10,1]), esto es, para cualquier diagrama conmutativo de G-funciones

f

T X FE
’ 6
(x,0) X xI — B

existe un relleno F : X x I — E (es decir, una G-homotopia F:XxI—>E
tal que pﬁ =Fy Fo% = f). Ademas p es una G-fibracion regular si para
cualquier diagrama conmutativo (1) existe un relleno F:XxI—>E que es,
méas aun, una G-homotopia relativa a A C X cuando F' es una G-homotopia
relativa a A. No es dificil mostrar que una G-fibracion p : E — B es regular si
B admite una métrica G-invariante, en particular, si el grupo G es compacto
y B es metrizable.

Por un G-AN R o G-AN R-espacio se entiende, por supuesto, un G-retracto
absoluto de vecindades equivariante para la clase de todos los G-espacios me-
trizables (véase, por ejemplo, |5] para la teoria equivariante de retractos).

Una G-funcion s : A — X de G-espacios metrizables se llama G-SSD R-
mapeo si es un G-encaje cerrado tal que para cada G-fibraciéon p: E — B de
G-AN R-espacios y para cada diagrama conmutativo de G-funciones

A1

1

X—F>B

existe un relleno F : X — E.
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Claramente, cada G-SDR-mapeo s : A — X de G-espacios metrizables
(esto es, una G-funcion que encaja a A en X como un G-retracto por defor-
macion fuerte) es un G-SSD R-mapeo. La siguiente definicién da un ejemplo
mucho mas general de un G-SSD R-mapeo.

Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G-espacio X. Una G-
deformacion infinita fuerte de X en A es una G-funcion D : X x [0,00) = X
que satisface:

(a) D(x,0) = z para todo z € X,
(b) D(a,t) =a paratodoa € Ayt e [0,00),

(c) para cada vecindad invariante U de A en X existe un A € [0,00) tal
que D(X x [\, 00)) C U.

Un G-encaje cerrado s : A — X se llama un G-ISDR-mapeo si existe una
G-deformacion infinita fuerte de X en s(A). Puede verse facilmente que cada
G-15D R-mapeo de G-espacios metrizables es un G-SSD R-mapeo.

Puntualicemos dos hechos simples acerca de G-SSD R-mapeos (véase |10,
Corollary 1.6]). Sea A un G-subconjunto cerrado de un G-espacio metrizable
X. Entonces:

() X XxO0UAxXIT = X xIesun G-SSDR-map.

(xx) si el encaje A — X es un G-SSDR-mapeo, entonces lo es el encaje
X x{0,1}UAx I — X x I (para la prueba véase |7, Proposition A.3]).

Un G-espacio E se llama un espacio fibrante equivariante o un espacio
G-fibrante si para cada G-SSDR-mapeo s : A — X y cada G-funcion f :
A — F, existe una G-funcion F' : X — FE tal que F os = f. Por ejemplo,
cada G-ANR es un espacio G-fibrante.

Siun G-SSDR-mapeo s : E — E es tal que E es un espacio G-fibrante,
entonces se dice que s es una extension G-fibrante de E. Cada G-espacio
compacto metrizable ' admite una extension G-fibrante. De hecho, puede
encontrarse un G-15D R-mapeo i : E'— E dentro de algin espacio G-fibrante
E (véase [8, Proposition 3.5]).

Es facil dar un ejemplo de un G-SSD R-mapeo el cual no es un G-ISDR-
mapeo. Sin embargo, si s : £ < FE es una extension G-fibrante de un G-
espacio compacto metrizable F, entonces s debe ser un G-15D R-mapeo. Para
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probar esto se toma una extension G-fibrante ¢ : F' — Ede E para la cual
existe una G-deformacion infinita fuerte D de E sobre E. Como E es G-
fibrante y s es un G-SSDR-mapeo, podemos encontrar una G-funcién ¢ :
E - E tal que ¢ o s = i. Similarmente, ¢ o 7 = s para alguna G-funcién
(I E — E. Por (#x) existe una G-homotopia H : zd~ ~ Yoprel. s(E) porque
idz|s(py = 1 0 p|y(p) mientras que s es un G-SSDR-mapeo y E es G-fibrante
(esto prueba por cierto que cualesquiera dos extensiones G-fibrantes son
homotopicamente equlvalentes) La G-deformacién infinita fuerte requerida
D:E x [0,00) — E de E sobre s(E) se define como sigue: 5(1‘,t) = H(x,t)
para t € [0,1] y D(z,t) = Yo D(p(x),t—1) parat € [1,00).

Una G-funcion p : E — B de G-espacios metrizables se llama G-fibracion
fuerte si tiene la propiedad de levantamiento derecho con respecto a todos
los G-SSD R-mapeos, esto es, si para cualquier diagrama (2) de G-funciones,
donde s : A — X es un G-SSD R-mapeo, existe una G-funcion F:X > FE
como un relleno.

Claramente, las G-fibraciones fuertes son G-fibraciones. Por otro lado,
se sigue inmediatamente de la definicion de G-SSD R-mapeos que cada G-
fibracion de G-AN R’s es una G-fibraciéon fuerte. Mas atn, puede mostrarse
que cada G-fibracion de espacios G-fibrantes es una G-fibracion fuerte |7,
Proposition A.2|. Note que si p : E — B es una G-fibracion fuerte tal que
B es un espacio G-fibrante, entonces E es un espacio G-fibrante también.
Otros hechos acerca de G-fibraciones fuertes y espacios G-fibrantes pueden
encontrarse en |7] y [9].

3 Algunos hechos acerca de la categoria Map(G-
TOP)

En esta seccion y en el resto del capitulo tratamos con la categoria Map(G-
TOP) cuyos objetos son G-funciones de G-espacios y cuyos morfismos p’ — p
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son pares de (f', f) of G-funciones tales que el diagrama

E’LE

p" IP (3)

B’—f>B

conmuta. En esta categoria puede introducirse, en un modo obvio, concep-
tos analogos a las nociones G-homotopia, G-retracto por deformacion fuerte,
G-fibracion, etc., conocidos para la categoria G-TOP. Nuestro proposito es
mostrar el Teorema 3.7 el cual representa el analogo del hecho bien conocido
de que cualquier funcién continua puede factorizarse en una composicion de
un SDR-mapeo y una fibracion.

3.1. Fibraciones y deformaciones en la categoria Map(G-TOP)

Sea o = (f’, f) : pY = p un morfismo representado por el diagrama (3).
Si A C By F C FE son G-subconjuntos tales que p(F) C A, entonces se
puede considerar la restriccion ¢ : F' — A of p; en este caso escribimos
q C p. El simbolo a™!(q) denotara la restriccion f'~'(F) — f~1(A) de 7/,
a~'(q) C p'. Similarmente, si ¢ C p/, ¢ : F' — A’, entonces a(q’) es la
restriccion f/(F') — f(A’) de p.

Sea q C p. Por una G-retraccion por deformacion fuerte de p sobre g
entendemos un par de G-retracciones por deformacion fuerte usuales D’ :
ExI —-FEyD:BxI— BdeFEy B sobre I'y A, respectivamente, las
cuales forman un morfismo pxid; — p en Map(G-TOP), esto es, relacionadas
por la igualdad po D' = D o (p x idy) (donde p x id; : E x [ — B x I envia
(x,t) a (p(z),t)). Sea 0 = (s',s) : ¢ — p, un morfismo tal que s y s son
G-encajes. Si existe una G-retraccion por deformacion fuerte de p sobre o(q),
diremos que la inclusiéon o : ¢ < p es un G-SD R-morfismo.

Definicion 3.1. Un morfismo « : p’ — p se llama G-fibrado si, para cualquier
G-funcion h : X — Y, « tiene la propiedad de levantamiento derecho con
respecto al morfismo (9X,0Y) : h — h X id;. Similarmente, a : p' — p
(en Map(G-M)) se llama un morfismo G-fibrado fuertemente cuando tiene
la propiedad de levantamiento derecho con respecto a todos los morfismsos
(s',s) : b — h tales que ambos s y s’ son G-SSD R-mapeos.
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Sea id, la funciéon identidad de un conjunto puntual {x} sobre si mismo
(con la accion trivial del grupo GG). Entonces puede verse facilmente que:

(i) p — id, es un morfismo G-fibrado < p es una G-fibracion.

(ii) p — id, es un morfismo G-fibrado fuertemente < p es una G-fibracion
fuerte de espacios G-fibrantes < p es una G-fibraciéon de espacios G-fibrantes
(recuérdese que el ultimo “<” esté probado en |7, Proposition A.2]).

Algunos otros hechos simples acerca de morfismos G-fibrados se indican
mas adelante en las Proposiciones 3.2, 3.3 y 3.5, cuyas pruebas estandares se
omiten.

Proposicion 3.2. Supongamos que p = {pi,ﬁf}izo €5 UNG SUCESLON INVersa

en Map(G-TOP) y sea p su limite inverso con las proyecciones Bi i p = pi,

esto es, (p,{B;}) = limp. Si po es una G-fibracion (fuerte) y Bit' es un
%

morfismo G-fibrado (fuertemente) para cada i, entonces p es una G-fibracion

(fuerte) y cada f5; es un morfismo G-fibrado (fuertemente).

Note que para cualquier diagrama conmutativo (3) siempre se puede con-
siderar el diagrama conmutativo

|

donde el cuadrado interno es pull-back, esto es, P (junto con fy p) es el

f

B/ S

pull-back de la triada B’ J B <& B Por supuesto, la G-funcién u esté
determinada de manera tnica por el diagrama (3).

Proposicion 3.3. Sea o : p' — p un morfismo dado por el diagrama (3). En-
tonces a es un morfismo G-fibrado (fuertemente) si y sélo si las G-funciones
f, [ yu en el diagrama (4) son G-fibraciones (fuertes).

Observacion 3.4. En [7] un morfismo « : p' — p dado por el diagrama
(3) se llama un cuadrado G-fibrado si la G-funciéon u en el diagrama (4) es
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una G-fibracion. Por lo tanto, podemos decir que o = (f’, f) es un morfismo
G-fibrado sii es un cuadrado G-fibrado y ambas f y f’ son G-fibraciones.

Diremos también que un morfismo « : p’ — p dado por el diagrama
(3) es G-fibrado regular si las G-funciones w y f (y por lo tanto f’) en el
diagrama (4) son G-fibraciones regulares. Por ejemplo, el morfismo G-fibrado
« representado por el diagrama (3) es regular si los G-espacios E, By B’ son
metrizables.

Proposicion 3.5. Sea o = (f', f) : p' — p un morfismo G-fibrado regular.
Supongamos que para alguna restriccion q C p existe una G-retraccion por de-
formacion fuerte de p sobre q. Entonces existe G-retraccion por deformacion
fuerte p' sobre ¢ = a~(q).

3.2. Cocilindros en la categoria Map(G-TOP)

Para un G-espacio dado B, por B! denotamos el espacio de todas las
trayectorias continuas w : I — B (con la topologia compacto-abierta). Cla-
ramente B! es un G-espacio con la accién - dada por (g - w)(t) = gw(t),
t € I. Note que las funciones 7% : B! — B y 5 : Bl — B, definidas por
% (w) = w(0) y mh(w) = w(1) respectivamente, son G- funmones. Usaremos
también el simbolo 7g para la G-funcion B! — B x B, w +— (w(0),w(1)).

Ahora sea f : B® — B una G-funcion. Recordemos que el cocilindro de
f, denotado por coCyl(f), se define como el pull-back de la triada B’ AN

7'['0
B <% B!, Por lo tanto, tenemos el diagrama pull-back

coCyl(f) ——~ pt

Explicitamente, coCyl(f) = {(V/,w) € B' x BI|f(t/) = w(0 )} con las proyec-
ciones 7% : coCyl(f) — B', (V,w) — by FcoCyl(f) — BL, (W, w) = w.
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La nociéon de cocilindro puede definirse en Map(G-TOP) de manera es-
tandar: el cocilindro coC'yl(«) de un morfismo dado o = (f’, f) : p' = pesla
G-funcion

coCyl(a) : coCyl(f') — coCyl(f), (e ,u") — (p'(€'),pou).

Es facil ver que tenemos el siguiente diagrama pull-back en la categoria

Map(G-TOP):
coCyl(a) ——

p
7/T(\13 | 7rEﬂrB (6)
— P

donde p! : B! — B! esta dado por p! (W) = pou’, @ = (}\’, fA), 7/@ = (W%,;g).
Los cocilindros en Map(G-T'OP) tienen propiedades que son analogas a

las propiedades correspondientes en las categorias TOP y G-TOP. Conside-
raremos algunas de ellas.

Lema 3.6. Sea p: E — B una G-fibracion. Entonces el morfismo (wg,7p) :
p! — pxp es G-fibrado. Si, mds ain, E y B son espacios G-fibrantes, entonces
(mp,mB) es un morfismo G-fibrado fuertemente.

Demostracion. Para aplicar la Proposicion 3.3 consideremos el diagrama con-
mutativo de G-funciones

EI

BI

‘@

EFExE — BxB
pPXp

donde el cuadrado interno es pull-back, asi que

W = {(y1,y9,w) € E x E x B" | w(0) = p(y1),w(1) = p(y2)}
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y la G-funcién p : ET — W se define por p(w) = (w(0),w(1),pow).
Supongamos que A es un G-subconjunto cerrado de un G-espacio X y
consideremos los diagramas conmutativos de G-funciones

>

Xx{0,1}UAx] L+ f

i}
e
|
S

X x1I

—— B - W

mutuamente relacionados por las ecuaciones: h(a)(t) = h(a,t) y

o~

H(.I‘) = (h(ZL',O),h(LU, 1)7 H*(I))7

donde H*(z)(t) = H(z,t), paraz € X, a € A, t € I. Observe que la existencia
de un relleno F' : X x I — E en el diagrama izquierdo (7) es equivalente a
la existencia de un relleno F* : X — E' en el diagrama derecho (7) (F y F*
estan relacionadas por F*(z)(t) = F(x,t)).

Ahora sea Z un G-espacio arbitrario. Haciendo A = Z x {0} y X = Z x [
en los diagramas (7), observamos que un relleno F' : (Z x I) x I — FE,
para el diagrama izquierdo, existe porque p es una G-fibracion y la inclusion
1: Zx(Ix{0,1}U{0} xI) <= Z x I x I puede considerarse como la inclusion
(Z x I) x {0} — (Z x I) x I debido al homeomorfismo

(I xI,Ix{0,1}U{0} xI)~ (I xI,Ix{0}).

Por lo tanto, también existe un relleno F* : Z x I — FE, en el diagrama
derecho. Esto prueba que p es una G-fibracién para cualquier G-fibraciéon
p: E — B. En particular, tomando el caso trivial cuando B es un conjunto
puntual {x}, tenemos mp = P, asi que 7 es una G-fibracién para cualquier
G-espacio E. Por lo tanto, la primera parte del lema queda probada en vista
de la Proposicion 3.3.

Para probar la segunda parte, cuando se supone que E y B son espacios
G-fibrantes, notemos primero que p es una G-fibracion fuerte |7, Proposition
A.2|. De modo que existe un relleno F': X x I — FE en el diagrama izquierdo
(7) para cada G-SSDR-mapeo i : A — X (porque i es un G-SSDR-mapeo
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debido a la afirmaciéon (xx) en la parte de Preliminares). Esto implica la
existencia de un relleno F* : X — E! en el diagrama derecho (7), esto es,
esto muestra que p es una G-fibracion fuerte. Como en la parte de arriba, el
caso B = {x} nos da mg = p y, como p: E — {x} es una G-fibracion fuerte
(porque E es G-fibrante), concluimos que 7g es una G-fibracion fuerte para
cualquier espacio G-fibrante F. [

Recordemos que la G-fibracion 7% : B! — B tiene la seccién sp : B — B,
b+ ¢, donde ¢, : I — B es la funciéon constante que envia t a b. Mas atun, hay
una G-retraccion por deformacion fuerte D : Bf x I — B de B! sobre sz(B)
dada por D(w,t) = wy, donde w;y : I — B es tal que w(1) = w(r(1 — t/)\)

Desde que el diagrama (5) es pull-back, tenemos un hecho similar para 7%:

la G-funcion sy : B — coCyl(f), V' — (V,cspy), es una seccion para mf
mientras que la funciéon

Dy coCyl(f) x I = coCyl(f), ((V,),1) = (¥, w0),
es una G-retraccion por deformacion fuerte de coCyl( f) sobre s¢(B’). Pasando

a coCyl(a), obtenemos los morfismos o, = (s, 57) ¥ 00 = (Dyr, Dy) los cuales
satisfacen condiciones anélogas. En particular, el morfismo

0o = (sp,8¢) : p' = coCyl(a), (8)
dado por
sp(t) =, cw)), V' € B, sp(y) = cru)), ¥ € E, 9)

es un G-SDR-morfismo.

Ahora podemos formular y probar el siguiente teorema que resume la
discusién de arriba:

Teorema 3.7. Cada morfismo o= (f', f):p' — p en Map(G-TOP) puede

. .., ; Oa o
factorizarse en una composicion p' — coCyl(a) — p, representada por el

Matematicas y sus aplicaciones 14, Capitulo 2, paginas 27-49



Alexander Bykov, Patricia Dominguez Soto y Jorge Alberto Sanchez
38 Martinez

diagrama conmutativo

coCyl(f')
Sf/ f/
) /f' \
E E
JcoC’yl(a)
v coCyl(f) P

sy f
B// f\B

donde o, = (54, sf) es un G-SDR-morfismo y & = (}7, f). Mds ain,

(1) sipyp son G-fibraciones, entonces el morfismo & es G-fibrado, y por
lo tanto la G-funcion coCyl(«) es una G-fibracion;

(i1) sipyp' son G-fibraciones de espacios G-fibrantes, entonces el morfismo
a es G-fibrado fuertemente, y por consiguiente la G-funcion coCyl(a)
es una G-fibracion de espacios G-fibrantes.

Demostracion. Definimos oo = (? F) : coCyl(a) — ppor & = m,0a. Entonces
para el G-SD R-morfismo o, dado por las formulas (8) y (9), tenemos a =
a o 0,. En efecto, f 0sp = Tpo f osy =mposgo f = [y, similarmente
f/ OS5 = /.

Probemos la afirmacion (i). Supongamos que h : X — Y es cualquier
G-funcion. Debemos encontrar un relleno 5 : h X id; — coCyl(a) para el

diagrama conmutativo
B
h — coCyl(«)
1=(0%,0%) & (10)
h x Zd[ —’y> p
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De los diagramas (6) y (10) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

& (11)

donde el morfismo ' se ha anadido usando el hecho de que p’ es una G-
fibracion. Ahora por el Lema 3.6, podemos encontrar un morfismo 3 : h X
id; — p! tal que el diagrama

L TI'p:(ﬂ'g;ﬂ'Il))Z(WE,ﬂ'B) (12)

h xid; —— p X
Wi g PP

conmuta. Por la conmutatividad de este diagrama tenemos 7r2 o B =aof,y
por lo tanto B y [ definen un morfismo tnico 7 : h X id; — coCyl(«) tal que
qoy =By 7/@05 = (' (véase el diagrama (6)). Puede verificarse facilmente que
7 es el relleno del diagrama requerido (10). De verdad, @oioL = oL = @oﬁ
yQ@oyol = an = aof3, asi que yor = f3. Por otro lado, a0y = w;o&o?? =
W; of=nr.

La prueba de la afirmacion (ii) es bastante similar, solo hay que repetir el
mismo argumento reemplazando el morfismo ¢ : h — h X id; en los diagramas
(10), (11) y (12) por un par de G-SSDR-mapeos (s, s’). Note también que,
para la existencia de un morfismo 5’ en el diagrama (11), se usa la condicion
“p’ es una G-fibracion fuerte de espacios G-fibrantes ”. [
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4 Extensiones fibrantes en la categoria Map(G-
TOP)

En este trabajo estamos interesados tnicamente en G-AN R-resoluciones de
G-espacios compactos metrizables. Por lo tanto, la definicion general de una
G-resolucion, dada en [4], puede reducirse a una mas simple la cual se observa
como sigue.

Definicién 4.1. Sea E un G-espacio compacto y sea E = {F;, qf} una suce-
sién inversa de G-espacios y G-funciones. Un mapeo q¢ = {¢;} : E — E (esto
es, una familia de G-funciones {¢; : E — E;} tales que ¢/ o ¢; = ¢; para cada
i < 7) se llama una G-resolucion de E si:

(1) (B, q) =limE,

(2) para cada i y cualquier vecindad abierta invariante U de ¢;(E£) en Ej
existe j > i tal que ¢ (E;) C U.

Cuando todos los G-espacios E; son G-ANR’s, se dird que q: E — FE es una
G-AN R-resolucion de E.

De manera obvia, esta definicion puede extenderse a la categoria Map(G-

TOP) .

Definicion 4.2. Sea p : £ — B una G-funciéon de G-espacios compactos.
Sea p = {p;, ]} una sucesion inversa de G-funciones y G-morfismos, donde
B] = (¢!, r]) se representa por el diagrama conmutativo de G-funciones

al

B <—— Ej
pil \Pj (13)
Bi < Bj

J
T

Un mapeo {G;} = {(gi,7i)} : p — p (esto es, una familia de G-morfismos
{B: = (qi,75) - p — pi} tales que B o B; = B para todo i < j) se llama una
G-resolucion de p si los mapeos {¢;} : B — {E;, ¢!} y {r;} : E — {By,r’]
son G-resoluciones de E' y B, respectivamente.
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Sea p = {p;, 5]} una sucesion inversa de G-funciones y G-morfismos. En
vista del Teorema 3.7, podemos construir inductivamente el siguiente diagra-
ma conmutativo de G-morfismos

By B SO
Po Y4 P2 Pn = Pn+1 = =
aozidJ \]\01 :|02 Jan J0n+1 (14)
61 62 71'71:+1
Do <—— D1 < Do Dn ﬁ<_ Prgl <— -

factorizando cada G-morfismo o, o 7% : p, 1 — P, en la composicion

Sn+1
Ontl ~ n+

Bn T~
Pr+1 — Pr+1 E— Pn
donde 1 es un G-SDR-morfismo y p,.1 = coCyl(o, o f771).

Por lo tanto, p produce la sucesion inversa p = {p;, Ef }. Denotaremos su
limite inverso por F(p), esto es, (F(p),{Fi}) = lim p. Ahora supongamos que
(_

(p,{B:}) = lim p. Entonces las inclusiones {o;} inducen una inclusiéon tunica
‘+—
o :p— F(p) tal que B; oo = 0; 0 5; para todo i.

Teorema 4.3. Sea p : E — B una G-funcion de espacios compactos metri-
zables. Supongamos que p — p = {pi,ﬁz-j} es una G-resolucion de p tal que
cada p; es una G-fibracion de G-espacios metrizables. Entonces la inclusion
inducida o : p — F(p) satisface las siguientes condiciones:

(1) F(p) es una G-fibracion,

(2) existe una G-deformacion infinita fuerte de F(p) sobre o(p).
Si, mds aiun, cada p; es una G-fibracion de espacios G-fibrantes (en particular,
de G-ANR’s), entonces F(p) es una G-fibracion de espacios G-fibrantes.

Demostracion. Como todas las G-funciones p; son G-fibraciones, todas las
G-funciones p; en el diagrama (14) son G-fibraciones también y los enlaces
Ef“ son G-fibrados por el Teorema 3.7(i). Esto implica que F(p) es una G-
fibraciéon y cada proyeccion Ez : F(p) — p; es G-fibrado por la Proposicion
3.2. Similarmente, si todas las p; son G-fibraciones de espacios G-fibrantes
entonces, usando el Teorema 3.7(ii) y la Proposicion 3.2, concluimos que F(p)
es también una G-fibraciéon de espacios G-fibrantes.

Para probar la afirmacion (2) usamos la notacion tomada en la Definicion
4.2, en particular, los morfismos Bf estan representados por el diagrama (13).
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Supongamos también n que las funciones y los morfismos en el diagrama (14)
estan dados por p; : E; — B, Bf = (@,7), 0; = (s5,u;). Sea p = F(p) : E—
B y sean 51 = (qi, ;) : p — p; las proyecciones. La inclusion o = (s,u) : p <= p
consiste de los siguientes encajes s : F — E yu:B— B.

Por la construccion del diagrama (14), para cada i, o; es un G-SDR-
morfismo, esto es, existe una G-retraccion por deformacion fuerte de p; so-
bre o;(p;) la cual por la Proposicion 3.5, puede levantarse hacia alguna G-
retraccion por deformacion fuerte (D;, F;):

—~ D; —~
ExI —F
pxidy P (15)
F;

Exl—>§

de p sobre E;l(ai (p;)) porque B; es un morfismo G-fibrado regular (recordemos
que todos los G-espacios se suponen metrizables). En particular, D; es una
G-retraccion por deformacion fuerte de E sobre X; = G ' (si(E;)), esto es,
tenemos que D;(z,0) = z, D;(z,1) € X; para todo x € Ey D;(x,t) = x para
todo x € X; y t € I. Note que

(a) E: XoDX1D2...20X;DXi41D .,
(b) para cada G-vecindad U de s(F) en E existe un j tal que X; C U.

(a) Se sigue de la conmutatividad del diagrama (14). Para probar (b) primero,
usando la compacidad de s(£), encontramos un indice k£ y una G-vecindad V'
de gx(s(F)) en Ej, tal que 4, (V) C U. Entonces s, ' (V) es una G-vecindad
de ¢x(E) en Ek y, como {¢;} : E — {E;, ¢} es una G-resolucion, tenemos que
ql(E;) C s;.*(V) para algtn j > k. De modo que

X;=q (s5(E)) C @ (@si(E)) = @ (swql(Ej) € 4,1 (V) C UL
Sea D : E x [0,00) — E una funcién definida como sigue:

D(x,t) = Diy(Diy1(x,t —i),1), cuando t € [i,i+ 1].
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Es facil checar que D es una funcion continua bien definida. Claramente es
G-equivariante. Mas atun, D(z,0) = Do(D;(x,0),1) = Do(x,1) = Do(z,0) =
x para todo x € E (recordemos que X, = E) Como cada D; es una G-
homotopfa relativa a s(E') C X;, tenemos que D(:c t) = z para todo x € s(E)
y t € [0, 00). Finalmente, D(E x ([i,00)) = X; porque D, (E x1)=X;CX,
para 7 > 1. Por lo tanto, en v1rtud de (b), concluimos que D es una G-
deformacion infinita fuerte de E sobre s(E).
Similarmente, definimos F:Bx 0,00) — B por

F(z,t) = Fy(Fiy1(z,t —i),1), cuando t € [i,i+ 1],

y obtenemos una G-deformacién infinita fuerte de B sobre u(B). Es facil ver
que pOD Fo (pxidy, oo)) debido a la conmutatividad del diagrama (15) para

cada 7. En consecuencia (D F ) es la G-deformacion infinita fuerte requerida
de p sobre a(p). O

5 Extensiones fibrantes del producto torcido

GXHS

Definiciéon 5.1. Una sucesion pro-Lie de subgrupos de un grupo dado G com-
pacto y metrizable es una sucesion decreciente { N, };cy de subgrupos normales

cerrados de G tales que G/N; es un grupo de Lie para cada iy (| N; = {e}
iEN
(y por lo tanto
G = h’m{G/Nz, 7Ti y
H

donde 7 : G /N; = G/N;, j > i, son las proyecciones naturales).

Se sabe que para todo grupo compacto metrizable G existe una sucesion
pro-Lie (véase, por ejemplo, [13, §46]).

Proposicion 5.2. Sea p : E — G/H una G-funcion, donde G is un grupo
compacto metrizable y H es su subgrupo cerrado. Si E es un G-espacio com-
pacto metrizable, entonces para cualquier sucesion pro-Lie {N;}ien de subgru-
pos de G eziste una G-AN R-resolucion p — p = {p;, a{} de p que consiste
de las G-fibraciones p; : E; — G/HN;.
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Demostracion. Sea S = p~'(eH). Entonces F puede identificarse con el pro-
ducto torcido G x i S por medio del G-homeomorfismo canénico GxgygS — FE,
dado por [g, s] — gs.

Podemos considerar el H-espacio S como un subcojunto invariante cerrado
de algin H-AR-espacio M (véase, por ejemplo, [1]). Desde que S es compacto
tiene una base de vecindades numerable {W;};cny en M que consiste de H-
subconjuntos abiertos W; tales que W, 1 C W, para cada 7. Para una sucesion
pro-Lie dada {NV;};en de subgrupos de G sea V; = G x g W; y definamos F;
como el espacio N;-orbital de V;, esto es, E; = V;/N; para cada i. Note que
debido a la eleccion de {W;} tenemos una sucesion decreciente de G-espacios
abiertos {V;} en G x i M los cuales forman una base de vecindades de G x S
en G xg M. Definimos, para j > i, la G-funciéon qf : B; — E; por medio de
¢/ (N;(v;)) = Nj(v;), asi obtenemos la sucesion inversa E = {E;,¢'}. No es
dificil ver que

E=GxyS=lmFE
—

con las proyecciones naturales ¢; : £ — E; dadas por ¢;([g,s]) = Ni([g, s])-
Mas aun, el mapeo {¢;} : F — E es una G-resolucion. Para ver esto, observe
que para un ¢ dado, la familia {V;/N;};>; es una base de vecindades abiertas
de ¢;(E) = (G xy S)/N; en E; = V;/N;. Pero V;/N; = ¢/ (E;) para j > i. Esto
prueba que la condicion (2) de la Definiciéon 4.1 se cumple para {g¢;}.

Como existe un G-homeomorfismo natural (véase, por ejemplo, |2, Pro-
position 2|)

(G xpg Wi)[Ni = G/N; Xgn,n; Wi/ (N; 0 H), (16)

el cual envia N;([g, w]) a [gV;, (N; N H)(w)], podemos establecer que cada E;
es un G-ANR. En efecto, cada W;/(N; N H) es un H/(N; N H)-ANR por |3,
Theorem 1.1], debido a que W; es un H-AN R como H-subconjunto abierto
del H-AR-espacio M. Claramente, W;/(N; N H) también puede considerarse
como un H N;/N;-espacio porque el grupo H/(N;NH) es isomorfo al subgrupo
HN;/N; de G/N; (por medio de la correspondencia h(N; N H) — hN;). De
modo que W;/(N; N H) es un HN;/N;-ANR y, como G/N; es un grupo de
Lie, el producto torcido en(16), el cual puede ser identificado con E; = (G X g
W;)/N;, es un G/N;-ANR por |2, Proposition 8| y por tanto es un G-ANR.

Ahora definimos p; : E; — G/(HN;) por medio de p;(N;([g, ws])) = gHN;.
En otras palabras, p; es la funcion de los espacios N;-orbitales inducida por la
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funcion natural G x gy W; — G/H, [g,w;] — gH. Obviamente p; es una G/N;-

funcion (y por tanto una G-funciéon) tal que pl og=T;opypiog =T op;

para j > i, donde 7; : G/H — G/(HN;) y 7 : G/(HN;) — G/(HN;) son

proyecc1ones En consecuencia tenemos los morﬁsmos a; = (¢;,T) :p—pi y
(ql, Z) p; — pi. Es facil ver que

(G/H. {7.}) = m{G/(HN,), 7]}

y por lo tanto {7;} : G/H — {G/(HN;), 7/} es una G-resolucion (porque las
proyecciones 7; son sobreyectivas). Como G//N; es un grupo de Lie para cada
i, todos los espacios cociente G/(HN;) son G-AN R’s debido a, por ejemplo,
3, Proposition 2.2]. Por lo tanto, concluimos que {a;} : p — {p;, @’} es una
G-AN R-resolucion.

Finalmente, cada funcion p; puede considerarse como una G/N;-funcion

E; — (G/N;)/(HN;/N;),

y por lo tanto es una G/N;-fibracion, ya que G/N; es un grupo compacto
de Lie (véase, por ejemplo, |7, Proposition 3.1]). Asi, p; es también una G-
fibracion por |9, Proposition 2.1]. ]

Teorema 5.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. Sea p: E — G/H una G-funcion, donde E es un G-espacio metrizable.
Entonces E admite una extension G-fibrante i : E — E junto con el diagrama

conmutativo
FEe—f
x A (17)
G/H

donde p es una G-fibracion fuerte para_la cual eviste una G-deformacion
infinita fuerte D : E x [0,00) — E de E en i(E) sobre G/H, esto es, que
satisface la igualdad p o D(y, t) = p(y) para todo (y,t) € E x [0, 00).

Si S =pleH)y S = p(eH), entonces la restriccion i : S < S del
encaje v es una extension H-fibrante de S.

Demostracion. Por la Proposicion 5.2 podemos encontrar una G- AN R-resolucion
p = {pi,a’l} de p tal que cada p; es una G-fibracion de G-AN R’s. Ahora apli-
cando el Teorema 4.3 tenemos una G-extension p de p representada por el
diagrama conmutativo de G-funciones
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E——F

r 7 (18)
G/H——=

donde p es una G-fibracion fuerte. Més atin, existe una G deformacion infinita
fuerte (D D) : pxidjy) — p de p en p. Haciendo E = “Y(G/H)y p=Dlz
obtenemos el diagrama (17) como una restriccion de (18) Como D(b,t) =b
para todo b € G/H y t € [0,00), tenemos pD(y, t) = D(ﬁ(y)) = p(y) para
todoye Eyte [0, 00). Por lo tanto, D(E x [0,00)) C E,y podemos definir
la G-deformacion infinita fuerte deseada D como una restriccion de D.

Para probar la dltima afirmacion del teorema, primero note que S es H-
fibrante debido a que la funciéon constante S — {eH}, como una restriccion
de p es una H-fibracion fuerte, (p como G-fibracion fuerte, es también una
H-fibracion fuerte por [1, Proposition 4. 1(d)]) Mas atn, tenemos D(S X
[0,00)) C S v por lo tanto la restriccion de D a S x [0,00) nos da una
H-deformacién infinita fuerte de S sobre i(p~(eH)) = i(S). De modo que
i:S < Sesun H-SSDR-mapeo y por tanto una extension H-fibrante. [

Corolario 5.4. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G y sea E un G-
espacio compacto metrizable. Entonces una G-funcion p : E — G/H es una
G-fibracion fuerte si y solo si p~'(eH) es un espacio H-fibrante.

Demostracion. La parte “solo si” es obvia (solo hay que repetir el argumento
de la prueba del Teorema 5.3 lo que muestra que Ses H -fibrante).

Ahora supongamos que S = p~!(eH) es un espacio H-fibrante. Por el
Teorema 5.3 (y en sus términos), tenemos la extension H- fibrante 7 : § < S.
Para la funcion idg : S — 5, como S es H-fibrante y iesun H-SSDR- mapeo,
existe una H-funcion 7 . S — S tal que 7 o 0= = idg. Identificando, como es
usual, £y E con los productos torcidos G xpy Sy G Xpg S respectivamente,
tenemos i = G x i (de verdad, i([g, s]) = i(gs) = gi(s) = [g,(s)]). Entonces
para la funciéon r : E — E, dada por r = G Xy T, tenemos r o i = idg vy,
méas atun, por = p (porque por(gs) = p(gr(s)) = gH = p(gs)), es decir, r
es una G-retraccion de E en E sobre G /H. Esto implica facilmente que p es
una G-fibraciéon fuerte al igual que p. ]
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Teorema 5.5. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. Sij: S <= § es una extension H-fibrante de un H-espacio compacto
metrizable S, entonces G Xy j : G xyg S — G xyg S es una extension G-
fibrante de G xg S.

Demostracion. Primero tomaremos una extension H-fibrante de S para la
cual la afirmacion del teorema se cumple a priori. Sea FF = G xpy S. Clara-
mente, podemos asumir que S es un H-subconjunto de E (por la identifica-
cion s = [e,s] € E ), asi que £ = GS. Entonces por la proyeccion natural
p: E — G/H, gs — gH, tenemos S = p~!(eH). Aplicando el Teorema 5.3
a p obtenemos la extension H-fibrante deseada i : S < S , debido a que la
G-funcion G xp 1 puede identificarse con la extension G-fibrante ¢ : £ — E
dada por este teorema.

Ahora sea j : S — S cualquier extension H-fibrante. Por |1, Proposition
4.1(c)], GXnj es un G-SSDR-mapeo . Por lo tanto, necesitamos solo mostrar
que G Xy S es un espacio G-fibrante. Para esto usaremos la existencia de las
H-funciones ¢ : S— 8 vy S — S tales que 1o =~ idg (ver Preliminaries).

Seas: A— X un G-SSDR-mapeoysea f: A— G XHS una G-funcioén.
Por supuesto, debemos asumir A C X. Para completar la prueba debemos
encontrar una G-funcién f X — G xy S para la cual fos = f. Como
E=0aG X g S es G- fibrante, hay una G-funcion F : X — G xpg S tal que el
diagrama

~G><H(p ~
A GXHS—>GXHS

X
conmuta. Haciendo A’ = f~1(S) y X’ = F~Y(S) obtenemos el diagrama
conmutativo de H-funciones

o~ ~
A S——=3

s’[ o

X/

donde f’'y s’ son las restricciones de f y s en A"y F’ es la restriccion de F
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en X'. Para la H-funcion ¢ o F' : X' — S tenemos
(o F)lw=toF os =popof ~f.

Como S es un espacio H-fibrante, el H-par (X', A’) tiene la propiedad de
extension de homotopias con respecto a S y por lo tanto f’ puede extenderse
a alguna H-funcién f’ : X' — S, asi que f' o s’ = f’. Entonces la funcion
f =G xg f'"es la extension deseada de f. [

Corolario 5.6. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. Sea S un H-espacio compacto metrizable. Si S es un espacio H-fibrante,
entonces G X S es un espacio G-fibrante.

Demostracion. Como S es un espacio H-fibrante space, la funciéon identidad
1dg es trivialmente una extension H-fibrante de S. Por el Teorema 5.5, G X
1dg = idgx s GxgS — G xS es una extension G-fibrante. En particular,
G Xz S es un espacio G-fibrante. ]
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Resumen

La inyeccién de agua de baja salinidad busca modificar la interaccién
de la roca con los fluidos del yacimiento, con el fin de conseguir una
cantidad adicional del aceite atrapado en los poros de la roca. En un ya-
cimiento de arenisca el desprendimiento y movilizacién de finos es uno de
los mecanismos sugeridos, ya que los finos desprendidos pueden bloquear
gargantas de poro, reduciendo la permeabilidad localmente y forzando
al fluido inyectado a invadir y barrer zonas previamente no activas. Una
parte importante del modelo matemético asociado a este fenémeno es
resolver numéricamente, de manera eficiente, las ecuaciones asociadas a
flujo bifasico. El propédsito de este trabajo, es modelar numéricamente
el problema de flujo en dos fases en un medio poroso heterogéneo, con
la presencia indeseada de una falla conductiva de alta permeabilidad,
incluyendo el comportamiento cercano al pozo y considerando una dis-
continuidad en la saturacion inicial del pozo inyector. Se muestra que la
aproximacion numérica de la ecuacion de saturacion afecta directamente
a dicha solucién, por tanto, tener una aproximacién precisa es un fac-
tor importante. Se implementa la técnica de Elemento Finito (FE) para
resolver presién-velocidad y la saturacidon se aproxima con el método de
Galerkin Discontinuo (DG). Para el esquema DG se presenta un estudio
de limitadores de pendiente usando elementos lineales y bilineales con
la finalidad de describir adecuadamente la discontinuidad inicial de la
saturacion.
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1 Introduccion

Por su impacto en la economia mundial, la extracciéon de hidrocarburos de
yacimientos petroleros es actualmente un tema altamente relevante para la
sociedad. El uso de la inyecciéon de agua de baja salinidad como mecanismo
de recuperacion adicional de aceite es reciente y esta en etapa de pruebas en
yacimientos de rocas areniscas y en etapa de laboratorio en rocas de carbo-
natos, véase [1|. La mayoria de los resultados experimentales muestran que
una alta recuperacion de aceite se obtiene cuando la salinidad del agua de
inyeccion es mucho més baja que el agua de la formacion, véase [15]. En [§]
se plantea un modelo monofasico del desprendimiento y movilizacion de finos
de la superficie de la roca, debido a una reduccion de salinidad y el posterior
bloqueo de las gargantas de poros, lo que da lugar al deterioro de la permea-
bilidad local, y obliga al fluido de inyeccion a redirigirse a zonas previamente
no barridas y con ello arrastrar aceite adicional a los pozos de produccion. En
este trabajo, nos basamos en el modelo propuesto en [8], ampliandolo a un
flujo en dos fases (agua-aceite) y su aplicacion en la recuperacion secundaria
de aceite. Lo anterior considerando una seccién de yacimiento con un pozo in-
yector y cuatro productores vecinos con la presencia de una falla conductiva.
En general, la simulacién numérica de un modelo de finos en flujo bifasico es
compleja. En este trabajo s6lo nos enfocamos en aproximar numéricamente la
parte asociada al flujo bifasico. Esto implica resolver numéricamente ecuacio-
nes de balance de masa asociadas a presion y saturacion de las fases (agua y
aceite), las cuales son no-lineales debido a la permeabilidad relativa y presion
capilar presentes. En la seccién 2 se presenta el modelo mateméatico asociado
al flujo en dos fases.

Uno de los métodos mas populares en la industria petrolera para simular
flujo bifasico (particularmente para fluidos incompresibles o ligeramente in-
compresibles) es el método de presion implicita y saturacion explicita (IMPES
por sus siglas en inglés). Este algoritmo secuencial, propuesto en [14] y [16],
tiene la ventaja de reducir el sistema de ecuaciones lineales a resolver, puesto
que se tiene un esquema implicito s6lo para la presion. Sin embargo, para que
sea estable se requiere tamanos de paso muy pequenos en la saturacion que lo
hace computacionalmente costoso, principalmente para problemas a tiempos
muy grandes. Por otro lado, en [5] se propone un esquema IMPES mejorado,
que adapta el paso de tiempo en la saturacién y toma pasos de tiempo més
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grandes para la presion, debido a que la presion cambia més lentamente que
la saturacion. A lo anterior se suma la apariciéon de inestabilidades numéri-
cas causadas por efectos no-lineales de la interaccion entre fluidos y que se
manifiesta a través de la presion capilar y las permeabilidades relativas.

El método de Galerkin Discontinuo (DG por sus siglas en inglés) es un mé-
todo atractivo debido a que es flexible en dominios no estructurados usando
funciones de aproximacion de orden alto y permite soluciones discontinuas a
través de las fronteras de los elementos, conservando masa localmente, que lo
hace ideal para problemas que incluyan discontinuidades. En [7] se introduce
el método de Runge-Kutta DG (RKDG) que es una extension del método de
DG con esquemas de orden alto en el tiempo, ideal para problemas hiperbo-
licos.

La aproximacion numérica del modelo de flujo toma ideas del trabajo
realizado en [11], donde implementamos un esquema IMPES mejorado basado
en [5]. Las ecuaciones asociadas a la presion y velocidad se aproximan a
través de la técnica de elemento finito [3]| y se implementa el método RKDG
para aproximar la ecuacién de saturacion. Ademaés, se utilizan limitadores
de pendiente (vease [2], [10] y [13]) para evitar que el método DG genere
oscilaciones espurias en la saturacion. Se implementan elementos lineales y
bilineales.

En la seccion 3 se presenta el método numeérico para realizar las simulacio-
nes. La validacion de los resultados se realiza a través de la conservacion de
masa, calculando el gasto volumétrico y volumen acumulado de salida sobre
los pozos de produccién, ver secciéon 4 . Finalmente, los resultados numéricos
y las conclusiones se presentan en las secciones 5 y 6, respectivamente.

2 Modelo Mateméatico

El modelo matematico esté asociado al flujo en dos fases, incompresible, en
un medio poroso heterogéneo, saturado de agua y aceite, véase [6] y [8]. La
zona de estudio considera un esquema de cinco pozos de una secciéon de un
yacimiento, un pozo inyector y cuatro productores equidistantes con la pre-
sencia de una falla conductiva de alta permeabilidad que une el pozo inyector
con dos productores, ver Figura la.
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Figura 1: (a) Modelo de 5 pozos, un inyector y cuatro productores con una
falla conductiva de alta permebilidad, (b) perfil de permeabilidad en direccion
del eje y sobre la falla conductiva.

Ecuaciones Gobernantes

La ecuacién de conservacién de masa es

(P paSa)

9 +V-(pUs) =0, a=A{w, o}, (1)

donde ® denota la porosidad, p, la densidad, S, la saturaciéon y « la fase
agua o aceite. Aqui, U, es la velocidad de Darcy dada por

Ua - _k kravpa7 a = {U}, O}a (2)

o

con, k la permeabilidad absoluta, pu, la viscosidad, p, la presion y k., =
kro(Sw) la permeabilidad relativa que depende de la saturacion de agua S,.
Se considera el modelo propuesto en [4],

Krw = k?wSZ;Z? kro = k?o(l — Snw)", (3)
donde n,, y n, son niimeros positivos cominmente con valores 1 6 2. Se observa
que k2, = k(Snw = 1) es la permeabilidad relativa en el punto final de la

fase de agua y k% = k,.,(Snw = 0) es la permeabilidad relativa en el punto

Matematicas y sus aplicaciones 14, Capitulo 3, paginas 53-85



Simulacion numérica del flujo bifasico para el problema de desprendimiento
de finos por inyeccién de agua de baja salinidad en un yacimiento petrolero o7

final de la fase de aceite. Sy, = Spw(Sw) es la saturacion de agua normalizada

definida por
Sw - ch

1- Sor - ch7
en el cual, S, es la saturacion de agua critica y S,, la saturacion residual de
aceite. La permeabilidad absoluta del sistema se escribe como, véase [9],

ko, si |y >4,
N _ )
(7,y) {k(ﬁ_%(l—i—cas (%)), si |yl <90, (5)

Snw - 0 S Snw S 17 (4)

donde kj es la permeabilidad fuera de la falla conductiva y es constante, Ak
es la permeabilidad méaxima dentro la falla conductiva y 26 denota el grosor
de la falla, cuando Ak es cero se tiene el caso homogéneo, ver Figura 1b.

Se define la presion capilar como

De = pc(Sw> = Po — Pw- (6)

El hecho de que el medio poroso esté completamente saturado de agua y aceite
da la relacion

Sw+ S, = 1. (7)
La velocidad total se calcula a través de (véase [6]),
v=U,+U,. (8)

Al sustituir la velocidad de Darcy de cada fase en la ecuacion (8) junto con
la relacion (6), se deduce la ecuacion de velocidad

U = —kAVp, + kAo Ve, 9)

donde
A= ASw) = Aw + Ao, (Movilidad total) y (10)
Ao = Aa(Sy) = km, a={w, o}, (Movilidad fase). (11)

(67

Mas aun, las velocidades U,, y U, estan relacionadas con la velocidad total
U a través de

Uw = wa + k;fw)\ovpca (12)
Uo - foU - kfkovPcv (13)
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con
A
fo = fa(Sw) = 70‘, a = {w, o}, (Flujo fraccional). (14)
Suponemos que la densidad p, y porosidad ® son constantes, por tanto, al
sumar las ecuaciones en (1) asociadas a la saturacion de agua o aceite, se
obtiene la ecuacion

V.U =0. (15)

Al sustituir la relacion (9) en (15) se llega a la ecuacion de presion
V(kAVp,) — V(kEA,Vp.) = 0. (16)

La ecuacion de saturacion

0Sy ( dp. >

S—— +V( fU+Ekfuro—5-VSy ) =0, 17
o TVl +Efudoge (17)
se obtiene de sustituir la identidad (12) en la ecuacién de conservacion de
masa para la saturacion de agua (1). Se tiene entonces un sistema de dos
ecuaciones (16) y (17) y dos incognitas p, y Si-

Modelo de flujo bifasico

En este trabajo despreciamos el efecto de la presion capilar y hacemos S = S,
yV P, = p nuestras variables primarias, por tanto, las ecuaciones de flujo se
reescriben como

V(kAVp) =0, (ecuacion de presion), (18)
U=—-k\Vp, (ecuacion de velocidad), (19)
08
(I)E + V (fu,U) =0, (ecuacion de saturacion), (20)
sujetas a las condiciones de frontera e inicial definidas por
W)-I/:M S=1-25,, sobre I’y
271 hk Ay, ’ ’
D = Dout, VS-v=0, sobre I, i=2,...,5,
Vp-v =0, VS-v=0, sobre I, i=6,...,9,
S<I7y70> - Sw()v (21)
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Figura 2: Zona de estudio en 2D

donde v es el vector normal unitario en la frontera del pozo inyector, Q;n, es
el gasto volumétrico de inyeccion en el pozo inyector [m—} , Pout denota presion
constante en los pozos productores [psi], 1, es el radio del pozo [cm], h es la
zona de disparo y Sy es la condicion inicial discontinua para la saturacion
de agua. En la Figura 2 se muestra la zona de estudio en 2D.

Por otra parte, se introducen las nuevas variables adimensionales

t— —* T — x_* y — y_* p— E
tr’ Lg’ Lg’ PR’
donde
Lr krpr
tR = 77 UR = )
Ur purLR
y se definen las siguientes cantidades adimensionales:
Tw = ==, h—= —, Qiny = s, k——, U, — =2, a—>—a.
L’ Lr Qiny L3Ug kg’ Ur’ a KR

Aqui las variables con (*) son aquellas que tienen dimensiones y el subindice R
denota las variables de referencia. El modelo adimensional asociado al modelo
de flujo bifasico coincide con el dado en las ecuaciones (18)-(20).

3 Método numérico

En esta seccion se presenta un esquema IMPES mejorado basado en [6], donde
la ecuacion de presion y velocidad son aproximadas con la técnica de Elemen-
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to Finito y la saturacion a través del método de Galerkin Discontinuo con
limitadores de pendiente.

Discretizacion espacial

Sea Q € R? un dominio acotado con frontera Lipschitz continua subdividida

en elementos finitos, donde €2, es un elemento triangular o cuadrangular en
ne

2D. Sea Qh = U . una particiéon de Q donde ne es el nimero de elementos
e=1
en la malla, h = énég)lc diam(Qe) y Qe NQy =@, Ve, f=1,...,ne donde
e€llp

o

Q. es el interior no vacio de €).. Definimos los siguientes espacios,

Vo = {vy € CO() :vyl, €EPR VA € yvy=gienly, i=2,...,5},
%,h:{UhECO(Qb):Uh’QeerVQBGthUbFi:O, i=6,...,9},

donde, C°(Qy) es el conjunto de funciones continuas en 4y y P, denota el
conjunto de polinomios de grado menor o igual que m. Para este trabajo se
considera m = 1, es decir, tenemos aproximaciones sobre elementos lineales
(triangulos) y bilineales (cuadrados). Definimos como nnt el nimero de nodos
o grados de libertad totales y ¢; a las funciones base de los espacios Vi y V5
tales que,

1 si i=7,
¢;i(n;) =
0 si i#y,
donde n; = (z;,y;) son las coordenadas del nodo i-ésimo para i = 1,...,nnt.

Aproximacion de la presion

Expresamos la presion (py), saturacion (Sy) y funcion de prueba (vy) discretas
a través de las funciones base ¢; como

nnt nnt
Py= D% Sy = Smbm, vy= i (22)
j=1 m=1
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Luego, la forma discreta de la formulaciéon variacional para la ecuacion de
presion (18) en el tiempo " es

/ k(z,y) {a(S) — Swe)™ +b(1 — S, — S5} Vpyy - Vg, dS2
Q

]

S — Se)™ + b(1 — Sy — SIYo
:c/ (a5 )™ + bl )" dl Yoy € Vo (23)
I

a( S — Swe)™

k?w h— k'?o o Qiny

dond = = .
onee. 4 Mw(l - ch - Sor)nw 7 Mo(l - ch - Sor>no7 ¢ 27T7’wh

Aproximaciéon de la velocidad total

La ecuacion de velocidad (19) es aproximada componente por componente a
través de las relaciones

opy opy

ﬂu CnUgb = _ﬁa (24)
ox ' oy

Uiy =~
1
donde,(zﬁ con k#0, A\#0.

Se construye la formulacion variacional de las relaciones (24) fijando el
nodo n; y para el término de la presion se aplica el Teorema de Green junto
con las expresiones (22), en consecuencia se obtiene

0¢;
—pi dQ) — / ¢i(pprr) dU°
/50;0(¢i) O ’ r ’

Ur; = opl@i) , Vi=1,...,nnt, (25)
| o
sop(¢s)
a¢’l n T
/ oy dQ2 — / di(pyv2) dT
SO 7 I‘sop ; .
Uy = P s , Vi=1,...,nnt, (26)

/ (5 A0
sop(¢;)

donde, v = (11, 112) es la normal exterior unitaria y sop(¢;) denota el soporte
de la funcién base ¢; en el nodo n; que esta formado por los elementos (2,
conectados con n; (ver Figura 3a).
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® Nodo
=Veértice

(a) Soporte compacto de la (b) Relacion geométrica en-
funcién base ¢; en el nodo tre el elemento €2, y sus ve-
n; para elementos lineales. cinos.

Figura 3: Soporte ¢; y esquema para Galerkin Discontinuo

Aproximacion de la saturacion

La ecuacion de saturacion (20) se resuelve implementando el método de Ga-
lerkin Discontinuo cuya forma variacional discreta es (véase [13]),

oSy 8
<I>/ ¢i_th+/ qSiF"-udF—/F"-ngidQ:O, (27)
Q. Ot r. Qe

donde F" = f,(Sy")Uy y Froesel flujo numérico tipo upwind definido como,
i#j i=12 (28)
fw(SZ)Ug(l‘lz) si Ug(l’l@) “Vij > 0,

fw(Sﬁ)Ug(n,) si Ug(llz) WV < 0,
donde v;; es el vector normal a la frontera I';; y ST, S} son los valores de la

saturacion izquierdo y derecho en el tiempo " asociados a la misma frontera
I';;, ver Figura 3b. Observemos que I'; = I'1o UT'93 U T's;.

Limitadores de pendiente

Los limitadores de pendiente son requeridos para reducir oscilaciones espurias
alrededor de puntos donde hay cambios bruscos de pendiente y poder mante-
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ner una buena precision en las regiones suaves. En este trabajo consideramos
tres tipos de limitadores de pendiente: los limitadores All; y All, para ele-
mentos lineales y All3 para bilineales, véase [2|, [13]| y [10], respectivamente.

Limitador AIl;

1. Calcular el valor promedio sobre cada elemento €2,

nne

_ 1
S, = — Se ks =0,1,2,3, 29
nne kZ:; ok © ( )

donde S, son los valores de la saturacion en los nodos ny y nne es el
nimero de nodos por elemento.

2. Obtener el maximo y minimo de los valores promedio
S — min(S,), SM™ =max(S,), e=0,1,2,3. (30)
3. Evaluar el parametro rj a través de

( Spix—8 . &
20200 g S — Sy >0,

Sp—So ?
Ty = %, s1 Sk — 5'0 < 0, (31)
\ 1, si Sp—Sy=0,

donde, £ = 1,2,3 representan los lados del elemento €y y S es el
valor promedio en la frontera k determinado por los valores nodales del
elemento 2.

4. Estimar el valor de ¢ donde
or = max[min(S ry, 1), min(ry, 5)]. (32)

Aqui, el valor del parametro 5 € [0,1]. En particular, si § = 1 se tiene
el limitador minmod y con 3 = 2 obtenemos el limitador Superbee.

5. Elegir el limitador ¢ a través de

¢ =min(yg), k=1,2,3. (33)
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6. Los gradientes ilimitados se calculan para todos los elementos {2, por
medio de

1
VSe: </ Sl/l dF,/ SI/2 dF), V:(Vl,l/z) 62071a2737

A,
(34)
donde A, es el area del elemento formado por la frontera I', = I'y UT'x U
Is.

7. Por ultimo, la variable limitada esta definida por
So(w,y) = So + pVSg! -, (35)

donde 1
VSt = 5 (VS + wi VS + ws VS, + waVSy)

_ lroz X 7as]| _ lros x 73| _ lror x r1a|
1= oo W=y W=y
712 X T3] P12 X ras]]| |[r12 X T3]

aqui el vector r es un vector con origen en el centroide del elemento
extendiéndose a un vértice del elemento. Por ejemplo, para el nodo ny
se tiene r = (z,, — Z,Yn, — Y), donde Z,y son las coordenadas del
centroide del elemento €2.. Andlogamente, r.4 es el vector con origen en
el centroide del elemento €2, al centroide del elemento €2,4. En la Figura
4 se muestra un esquema para este limitador.

Limitador AIl; El proceso de limitacién incluye cuatro pasos.

1. Se calcula el valor promedio para la saturacion en el elemento principal
Q a través de la relacion (29).

2. Los gradientes ilimitados se calculan para todos los elementos €2, usando
la expresion (34).

3. El gradiente limitado se evaltia tomando un promedio ponderado de los
gradientes ilimitados de los elementos vecinos, es decir,

VSh = w, VS + wy VS, + w3V Ss, (36)
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donde los factores de peso estan dados por

wi — 9203 + €
1 — )
91+ 95 + g5 + 3¢

W — g193 + €
2 — )
g+ 95 + 93 + 3¢

gi1g2 + €

W3 =

g3+ 95 +9g5+3€

con € un nimero pequeno para prevenir indeterminacién, en nuestro
caso € = 107!, Los valores g; se calculan como la norma Ly(2.) de los
gradientes ilimitados,

g =VSiI’, g2=[VS|, g5 =[VS;|>.

4. Finalmente, las variables limitadas en los vértices de cada elemento se
obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente:

nne a(b]S B 856

= ox "% T fx
nne (‘3@ 856
Z So = n (37)

nne

=1

El requisito para la solucién reconstruida S} es satisfacer cada compo-
nente del gradiente limitado y preservar el promedio en el centroide del
elemento. En la Figura 5 se muestra un esquema para este limitador.

Limitador All; En la Figura 6 se muestra un esquema grafico de los
valores que intervienen en el calculo del limitador de pendiente Alls. Sea
S = (§1,5~2,§3,5~'4) y S = (51,52,53,5,) los valores en los vértices de €2
antes y después de limitar. Ahora, el valor promedio sobre cada elemento 2,
se definen por S'ek, k=0,1,2,3,4 y se calculan como

nne ~ §+§
Seg = — Si, Sij = ——2,
0 nnez J 2
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Fo=T1UlUTl}y

(a) Esquema para calcular V.S, (b) Esquema para calcular los
para 2. pesos w;

Figura 4: Limitador AIl;

o
VSy
L
VSs
[p=T1UlxUTly
(a) Esquema para calcular VS (b) Esquema para calcular la integral
para €. de linea sobre I'g.

Figura 5: Limitador Ally
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aqui, S;; es el valor promedio de los vértices antes de limitar. Después se

calculan los valores limitados sobre las aristas mediante

S12 = Seg — M(Sey — S12,a(Sey — Se,), (Sey — Sey)),
Sag = Sy — M(Sey — So3,a(Sey — Sey), (Se, — Sep)),
Ssy = S, + M( Saq — Seqs 4(Sey = Sey); aSey — Seo))s
Sy1 = Seg + M(Sp1 — S.y, (Sey — Se,), a(Se, — Sey)),

con M(a,b, c) la funcién minmod en una dimension con « € [0, 1], ver [10].

Finalmente, para obtener los valores limitados de la saturacion se resuelve

el problema de minimos cuadrados

sujeto a
1 nne 3
— > 8; =S¢,
nne <
S1+ 52 = 251,
Sy + S3 = 253,
Sz + S4 = 2534,
Sy + 51 =254,

Matematicas y sus

min [|5 — 5z,

(Conservacion de masa sobre )

(Conservacion de masa sobre las aristas de )
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Figura 6: Esquema para el limitador All;.

Discretizacién temporal

Reescribimos la formulacion variacional discreta (27) como el sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO) siguiente:

dsy 1
@y Lo rvie oy p(gn
o q)M (G —=T) = L(S5), (39)
donde
M = [M;;], M;; —/Q ¢i¢; dS2, (40)
T=[T), T,=/| ¢F" vl (41)
e

Qe
El sistema de EDO (39) se aproxima para cada tiempo n a través del método
de Runge-Kutta TVD de segundo orden (RK2-TVD) junto con un limitador

de pendiente AII (véase |7]), que a continuacion se describe.
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Sea {t"}N_, una particion de J = [0,T] y A" = "1 — 4" con n =
0,---, N — 1, entonces la formulacion para RK2-TVD esta dada por

1. Sea Sy = Sy (la condicion inicial).
2. Paran=0,---, N — 1 calculamos S{:H como sigue:

e Dado S{;

e (Calcular las funciones intermedias

1) _ on n n
Sb = Sh + At L(Sh)
Syt = Ami(s")

1

(2) _ n (1) n (1)
S =3 [Se+ Sy + A LS|
S = ALI(SP)

o Actualizar
S:]l+1 _ Sézl)

Método IMPES mejorado

El método IMPES fue originalmente desarrollado en [14] y [16]. La idea bésica
de este método es separar el calculo de la presion de la saturacion. Para ello,
se aproxima la presiéon en forma implicita y la aproximacion de la saturacion
de manera explicita en el tiempo. Este método es simple de implementar
y requiere menos memoria de céomputo que otros, por ejemplo, el método
solucion simultanea, véase [12]. Sin embargo para que sea estable requiere
pasos de tiempo pequenos, véase [6]. Ademas, de la mecéanica de fluidos en
medio poroso se sabe que la variacién temporal de la presion es mas lenta que
la saturacion, por estas razones, es apropiado utilizar pasos de tiempo maés
grande para la presion que para la saturacion. Por tal motivo, implementamos
el método IMPES mejorado adoptado de [5].

Sea {t"}N_ una particion de J = [0,7] el intervalo de tiempo de inte-
rés y J*t = (t*,¢"*'] los subintervalos de J con longitud Atp*! = ¢"+! —
t", n=20,...,N — 1, usada para la presion. Para aproximar la saturacion,

cada subintervalo J"*! es dividido, a su vez, en subintervalos denotados por
n+1
Jm = (grm=1 gnm] donde ™ = " + m—AtA‘} , o m=1,...,. My t"0 ="
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Figura 7: Discretizacion para el método de IMPES mejorado.

La longitud de J™™ es denotado por Atg™ = t»™—mm=1 m =1,... M, n=
0,...,N —1. En la Figura 7 se muestra un esquema del método IMPES me-
jorado, el cual se describe a continuacién:

1. Dado Sg = S0, la condicion inicial.
2. Paran=20,...,N —1.

(a) Dado Sy, calcular la presion py
(b) Obtener la velocidad Uy
(c) Param=1,...,M

i. Calcular el paso de tiempo asociado a la saturacion

DSmax

n+1,m )
o5
ot

max

agy AL F(Sy™ L up)
at max @ max ’

y DS,a. €s la variacion méaxima de la saturacion que se per-
. ,0
mite con S = Sg.

ii. Calcular S,? ™ utilizando el método RK2-TVD con el limitador

ALE™ =

donde
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de pendiente a través de las funciones intermedias

S = S 4 AL (S

Sy = AH(S )

S& = 2 [S"’m‘l + SV + At L(S)]
S = AH(S )

Si?m = z(,%,)

donde el operador L esta definido por la ecuacion (39).

3. Actualizar
Sn+1 Sn M

4 Validacion del modelo numeérico

Una vez definido nuestro esquema numeérico para resolver el modelo de flujo es
necesario comprobar nuestros resultados, para hacer esto nos respaldamos de
la conservacion de masa calculando el gasto volumétrico y volumen acumulado

en los pozos productores en un tiempo en especifico.

Gasto masico

Conocida la velocidad total, se calcula la velocidad de agua y aceite a través
de las ecuaciones (12) y (13) despreciando el efecto de la presion capilar.
El gasto mésico para la fases de agua y aceite en los pozos productores se

calculan de la forma siguiente:

27
Gorrs = —puruh / Ul d
0

2
qO,Fi = _poru)h/ ||UO|| d@, Z e 27 P 75‘
0

donde,
2m o7 Td
| wias =S 0l o= (o),
k=1

con ng el namero de divisiones en la frontera del pozo inyector I';.
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Gasto volumétrico

Conocidos los valores del gasto maésico, se calcula el gasto volumétrico para
la fase de agua y aceite en cada pozo productor mediante lo siguiente:

Qw,l—‘i = Mu QO,Fi = %7 1= 27 e 75' (44)
El gasto de salida esta dado por
QS = QS,w + Q&oa

donde

= Z Qw,ria QS,O = Z QO,FN
7 %

con Qs Y Qs los gastos de salida para el agua y el aceite, respectivamente.
Para verificar la condicién de conservaciéon de masa se tiene que cumplir que

Qm QS
Qiny - QS - Oa EQ = =2 )
any

donde Ej es el error relativo asociado al gasto de salida Q.

Volumen acumulado

El volumen acumulado para cada fase (agua-aceite) se calcula por medio del
gasto volumétrico en un periodo de tiempo, cuya forma esta dada por

Ty Ty
Vor() = | Qur() dt, Vor,(t)= |  Qor,(t)dt, i=2,--- 5. (45)
0 0

Aqui, Ty denota el tiempo deseado, con Ty € [0,7]. Como en el caso del
gasto volumétrico, el volumen acumulado también debe cumplir la condiciéon
de conservacion de masa, es decir,
Vieo — Vs
‘/teo_vszoa EV:teO—Su
‘/teo
donde Viep = Qiny T es el volumen acumulado al tiempo final Ty y Ey es el
error