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Presentaci n

Tenemos la fortuna de hacer un recorrido hacia un proceso creativo sin prece-
dentes. Ha llegado el momento de compatrtir esta sabidur a, de invitar a todo
el mundo a embarcarse en el nav o que nos conduce hacia la Fuente de todo
lo creado. Esta es la raz n por la cual editamos el libro que tienen en sus
manos. La felicidad que propone este libro por su divulgaci n, investigaci n e
intercambio de ideas se debe a la generosidad de much simos matem/Aticos que
participaron en el denominaddSixth International Conference on Mathema-
tics ant its Applications (6CIMA, 2019), un esfuerzo profesional consolidado
que ha permitido la participaci n de grandes personajes de diversas univer-
sidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo del 6CIMA como en
su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un comitd or-
ganizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia de
Matem/Eticas de la Facultad de Ciencias F sico Matem/ticas de la BUAP. Es-
te producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve
meses de trabajo constante. Por el amor a la matem/Ztica es que ha nacido
este ejemplar que nos brinda la sabidur a necesaria para mostrarles parte de
nuestros quehaceres cotidianos.

Los cap tulos de este libro est/En agrupados por secciones de acuerdo al
fErea tem/tica en el 6CIMA. Dichos cap tulos fueron sometidos a arbitraje
riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los Zrbitros su amabilidad, gen-
tileza, dedicaci n y trabajo cient co. Un agradecimiento especial a Antonio
de Jesces Libreros L pez por su apoyo en la edici n de esta obra. Gracias por
dejar huella.

David Herrera Carrasco
Fernando Mac as Romero
Editores






‘lgebra







Matem/ZEticas y sus aplicaciones 14, Textos Cient cos, Fomento
Editorial de la Benem@rita Universidad Aut noma de Puebla, ISBN:
978-607-525-695-5

Captulo 1

Algunos ideales de ndice nito en el anillo de
Burnside B,(Cpy)

Cristhian VAzquez Rosas, David Villa Hern&Endez y
Brenda Zavala L pez
FCFM, BUAP

Resumen

En el presente trabajo de investigaci n, buscamos determinar de forma
expl cita las (n+1)! clases de isomor smo de ideales fraccionales de ndice
nito del anillo de Burnside Bp(Cpn), que se desprenden de su estructura
de producto brado, de la clase de isomor smo del ideal fraccionaZB de
Bp(Cpn 1).

1 Introduccin

A lo largo de este trabajo consideramds un grupo nito. El anillo de Burnsi-
deB(G) de un grupoG es uno de los anillos fundamentales de representaci n
de G, el cual puede ser analizado desde diferentes puntos de vista. Es en mu-
chos sentidos el objeto universal a examinar cuando se estudia la categor a
de G-conjuntos. El anillo de Burnside es el marco natural para estudiar los
invariantes asociados a la estructura dé-conjuntos tales comads-copos. Por
otro lado, al considerar su espectro primo y sus idempotentes primitivos, se
in eren varios teoremas de inducci n.

A nales del siglo XIX, W. Burnside introdujo las ideas de lo que actual-
mente se conoce como el anillo de Burnside, pero fue Solomon en 1967 en su
art culo "The Burnside algebra of a nite group” quien le da la estructura
algebraica de anillo.

En 1977, L. Solomon introdujo una funcin Zeta para un orden; la cual re-
quiere del conocimiento de todos sus ideales de ndice nito, desde entonces

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Cristhian VAzquez Rosas, David Villa Hernf£Endez y Brenda Zavala L pez

C.J. Bushnell e I. Reiner han desarrollado acen m/Zs esta funci n y algunas de
sus generalizaciones.

En 2009, D. Villa HernAEndez obtuvo la funcin Zeta del anillo de Burnside
para grupos c clicos de orden un primpy p?.

En 2016, J. M. Ram rez Contreras y D. Villa Hern/Andez obtuvieron la funci n
Zeta del anillo de Burnside para grupos c clicos de orden un prirpd.

En 2018, C. VAzquez Rosas y D. Villa Hern/Endez determinaron de forma ex-
pl cita los ideales de ndice nito del anillo de Burnsidé8,(C,+), asociados a

los ideales de ndice nito erB,(Cps) de la forma(p™:; p™2; p™s; p’“4)Zg donde

m Im, 2,mz 3ymg 3.

El prop sito fundamental de este trabajo de investigaci n es estudiar los idea-

los ideales de ndice nito erBy(Cpn), que se desprenden de su estructura de
producto brado.

2 El anillo de Burnside

En esta secci n usaremos el homomor smo marca, mismo que nos ayudar/Z a
estudiar el anillo de Burnside y algunas de sus propiedades endsonjuntos;
adem/Es, observaremos el papel que juega el anillo fantasma del anillo de Burn-
side y lo extenderemos a los entergs/dicos, para as poder verlo como un
producto tensorial. Por celtimo, daremos dos caracterizaciones del anillo de
Burnside de un grupo c clico de ordep" con p un ncemero primo, para ex-
presarlo como lagn + 1) -adas, donde la primera caracterizaci n depende de

la diferencia entre las coordenadas consecutivas y la segunda caracterizaci n
depende de la diferencia entre la celtima coordenada y cada una de las ante-
riores.

Para un grupo nito G, el anillo de BurnsideB(G) es de nido como el
anillo de Grothendieck de las clases de isomor smo @conjuntos con la su-
ma dada por la uni n disjunta y la multiplicaci n por el producto cartesiano.

El anillo de BurnsideB (G) es libre como grupo abeliano, con base dada por
las clases de isomor smo de lo§-conjuntos transitivos de la formag para
subgruposH de G; dos de los cuales se identi can si sus estabilizadonds

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



Algunos ideales de ndice nito en el anillo de BurnsideB ,(Cpn) 7

son conjugados elts, es decir,

M
B(G) = Z

H2C(G)

Io

dondeC(G) es la familia de las clases de conjugaci n de subgrupos@ePara
mAs informaci n sobre el anillo de Burnside ver [1] y [2].

Con frecuencia, se estudia el anillo de Burnside de un grupo ni@ usan-
do el homomor smo marca’ : B(G) ! ZI®®)i paraK G, laK @sima
coordenada d€ es de nida como’ ¢ (X) = jXXj, para X un G-conjunto,
extendiendo linealmenteé aB(G).

El anillo B (G) := ZI©)i es el anillo de las funciones de super cldse C(G) !

Z con la multiplicaci n dada coordenada a coordenada; el cual es llamado el
anillo fantasmade G y juega un importante papel para explicaKG-conjuntos
utilizando sus puntos jos dados. En particular, se puede mostrar que el ho-
momor Smo marca es inyectivo.

Seap 2 Z un ncemero primo y sed, el anillo de los enterog-/dicos. Deno-
tamos los siguientes productos tensoriales por

O M G
B)(G)= Z, B(G)= Zy o
z H2C(G)
y 0 Y
B,(G)= Z, B(G)= Zy
z H 2C(G)

donde tenemos qud,(G) es unZy-orden y B,(G) un Z,-orden mAximo.

Observacin 2.1. Seaq 2 Z un ncemero primo. Notemos quB,(G)
B4(G). Sabemos que para toda 2 By(G), se tiene qugGjx 2 By(G) por
lo que siq no divide ajGj, entoncesjGj es unidad enZy y as tenemos que
X 2 B4(G), concluyendo queB4(G) = By(G).

Ejemplo 2.2. (Caracterizaci n deB,(Cyn) Zg*l). Consideremos &£ =<
a > un grupo c clico generado poa de ordenp”. Sea

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



8 Cristhian VAzquez Rosas, David Villa Hernf£Endez y Brenda Zavala L pez

y seaa = CHL” parai =0;1;:::;n, entonces
M
Bp(Cpn) = Zpa.|
i=0
luego, el homomor smo marcd induce la siguiente inclusi n:
Bp(Cpr) ! Zg+1
X7 ono(X)s " wa (X)5003 7 Ha (X))

luego

=S 7 (0,005 1)

a, = 2= 71 (0;0;:::;p")

Denicin 2.3. Con base al ejemplo anterior, de nimos y denotamos el anillo
de Burnside de un grupo c clico de ordep’ como sigue:

Bp(Cp) = f(Xo;X1;  Xn):Xi Xz 2Pp™Z,coni=0; ;n 1g
0 equivalentemente

Bp(Cp) = F(Xo;X1;  Xn):Xn Xxi2p*Z,coni=0; ;n 1g
dondeB,(Cr) Zp*™ como subanillo.

En este trabajo utilizaremos esta celtima caracterizaci n por conveniencia.

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



Algunos ideales de ndice nito en el anillo de BurnsideB ,(Cpn) 9

3 Algunos ideales de ndice nito en By(Cp)

A lo largo de esta seccin, se consideran cenicamente ideales de ndice nito
a los cuales llamamos ideales. A continuaci n, damos la de nicin de un
producto brado; el cual, usaremos para caracterizar los ideales del anillo de
Burnside B,(Cyn) en tdrminos de los ideales d&,(Cy 1).

Denicin 3.1. Dados dos morsmosf : B! Ayg:C! A enuna
categor aC, una soluci n es una tripleta ordenadaD; ; ) que hace que el
siguiente diagrama conmute:

Un producto brado es una solucin(D; ; ) que es la mejor en el sentido
que: para cada soluci n(X; ¢ 9 existe un cenico morsmo : X ! D que
hace conmutar el siguiente diagrama:

El producto brado cuando existe es cenico hasta isomor smo.

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



10 Cristhian VAzquez Rosas, David Villa Hernf£Endez y Brenda Zavala L pez

Observacin 3.2. Consideremos el siguiente diagrama de producto brado

—/a

2
[ |
[ [
[ [
| |
I I
I I
I f1 92 |
' |
! |
! [
[

| [
| [
| [

g1(a1) = 92(az)

donde A; A1; Ay; A son anillos conmutativos con unidad yf1;f,;0:; 0 son
homomor smos sobreyectivos de anillos, es decir ,

A=f(aa)2 A1 Az di(a) = (a2)g

Veamos como caracterizar los ideales de en el caso de qué, es un
D.I.LP. Seal A unideal elj = f;(l) paraj =1;2.
Es f/Ecil ver qué; A; paraj =1;2. Ahora, comoA; es un D.I.P, entonces
existe 2 Atalquel, = A ,, luego, comd , es sobreyectivo, existe 2 A;
talque(; )21 Ayfy(; )=
Dado que es un producto brado se cumple

g )= ()

Ahora, sea(x;y) 2 |, puesto quey = f,(x;y) 2 I,, entonces existdy, 2 A,
tal quey = b,, comof, es sobreyectivo existe, 2 A; tal quef,(b; ) = b,.
Adem/ZEs(; )(bi;kp) = (b bo) 2 1y (Xy) = (x; bz) 2 1, de donde
DenimosJ=f 2 A;:(;0)21g. Esclaro quel es un ideal erA;.

Por lo anterior, tenemos que existe 2 J talquex b= entoncesx =
b;+ con 2J.Porlotanto, (X;y)=( b+ ; b)=(; )b;k)+(; 0).
As, | (; JA+(J;0 I, de donde es claro que se da la igualdad,
I=(; )A+(J0).

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



Algunos ideales de ndice nito en el anillo de BurnsideB ,(Cpn) 11

Proposicin 3.3. (Caracterizaci n) Con la notaci n de la Observacin 3:2
siA,esun D.I.P el A esunideal, entonces

I=(; )A+(J0)
donde:
i) J A;esunideal tal quey(J) = fOg
i) 2 A, es el generador del ideal principalA »
i) 2 Apestalquegi( )= ( )y es cenico mdulal

iv) SiD = f(a;;a) 2 A:a, =0g, entoncesa; 2 J para todo(a;;ay) 2
D, esto es,f1(D) J.

Demostraci n. (Unicidad de ) Sea(; )21 ysupongamos qué¢ % )21,
entonces( ©° ; 0)21luego ©° 2Jsiysolosi >+J= +J.As es
cenico m dulod.

Paraiv) observemos que §;;a,) 2 Dy (; )21, entoncesa;a)(; )2
l,ie,(as;a2 )=(ar; 0), entoncesa; 2 J. Por lo tanto f1(D) J. Las
dem/Zs implicaciones se tienen de la observaci n anterior. ]

Observacin 3.4. Con base a lo anterior, podemos dar la siguiente estruc-
tura de producto brado confq;f,; 01 y @ homomor smos sobreyectivos de
anillos, para saber el comportamiento de los ideales Bg(Cy) en tdrminos
de Bp(Cpn 1)

fq 92

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



12 Cristhian VAzquez Rosas, David Villa Hernf£Endez y Brenda Zavala L pez

Los ideales deZ, son principales, de la forma'Z,, con0 t 2 Z por lo
que sil  By(Cy), entonces

I =(;p")Bp(Cp)+(J;0)
donde
) J  Bp(Cy 1) tal que gi(J )= 0.
1) (;p") 2 Bp(Cp).
1)  es cenico mduld .
IV) Se cumple que(pZ, p?Z, ::: p'Zp) 23
de donde
(p;0;0;:::;0) 2 J
(0;p%0;:::;0) 2 J

©;0;:::;0,p") 2 J:

4 Ejemplos

En este apartado, aplicaremos lo expuesto en la secci n anterior y estudiare-
mos a detalle el caso cuando= 1 y daremos la lista de los ideales de manera
expl cita paran=2;n = 3.

Lista de ideales de C,

Nuestro primer caso a analizar es:

Bp(Cp) = f(Xy)2Z,:X y2pZpg

de donde su diagrama de producto brado ser a:

Matem/ZEticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



Algunos ideales de ndice nito en el anillo de BurnsideB ,(Cpn) 13

Observacin 4.1. Los ideales deZ, son principales de la formg'Z, con
0 t2Z. Luego, los ideales d8,(C,) tienen la forma:

| = (xo;p")Bp(Cp) +(P"Zp;0) con 0 m;t

DenotamosF, = f0;1;:::;p 19y Fo = f1,2;:::;p 1g. De l) tenemos que
p"Z, pZ, entoncesm 1. De IV) observemos quex, 2 p"Z, entonces
Xo = p™ x§ conx§ 2 Z,, notemos quex§ = so + px®consy 2 Fp; x02 Z,,,
entoncesxo = p™ (so + px°y, adem/Es de lllxo es cenico m dulgp™Z,, se
sigue sin pdrdida de generalidad qug = p™ sy consy 2 Fp.

De Il) se tiene que

p" 'so  p'2pZ, 1)

dondeO m 1yO0 t.

Por lo anterior,

| = f(p™ Y(sox + p2);p'y) 2 Zg SX Y, Z;X Yy 2 pZpg
(?) Sisy 60 obtenemos los ideales:
I =(p" 'so;p)Bp(Cy)
Para los casos siguientes de acuerdo odn)
m 1 LIt 1,52 Fp.
m 1=0;t=0;sp=1.

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



14 Cristhian VAzquez Rosas, David Villa Hernf£Endez y Brenda Zavala L pez

(??) Sisgp=0, entonces por(1) | =(p™; p‘)Zg param 1;t 1
En resumen, los ideales dB,(C,) son de la forma:

(P"tso; pP™2)M; con i =1;2

donde
M1 = f(XoiX1) 2 Z5:Xo  X12 pZpg = Bp(Cp)

m; 1m, 1,52 Fy
m=0;m,=0,s=1
M, = 2,2)
m; 1Im, 1,50=1
Lista de ideales de Cg
Sea
Bp(Cp2) = f(XoiX1;X2) 2 Z3 1 X2 Xo 2 pZp;X2 X1 2 P*Zpg

donde su diagrama de producto brado es como sigue:

(Xo;X13X2) == —— ———— ——— — — — — — —

fq 92

Con base al diagrama anterior y de acuerdo con la Observaci3y, para
J =(p™; |0”2)Z§ Bp(Cp)

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



Algunos ideales de ndice nito en el anillo de BurnsideB ,(Cpn) 15

donden; 1;n, 1, tenemos que los ideales d&,(C,2) son de la forma
| = (p™so; P (S1+ Ps2); P)M;

coni =1;2;3;4;5;6 y donde

My = f(Xo;X1;X2) 2 Zg IXo X2 2 PZp;X1 Xz 2 pPZpg

my  Limz  2im3  2isp 2 Fyis1 2 Fyisz 2 Fp.

my Limz=1;ma=1;s02 Fp;s1=1;s22 Fp.

m;=0;m2=0;m3=0;80=1;81=1;82=0.
Mz = f(XoiX1:X2) 2 Z3: X1 X2 2 p?Zpg

my Limz 2Zms  2sp=1;s12 Fy;s22 Fp.

m; ILmz=1;ms3=1;s0=1;s1=1;s22 Fyp.
M3 = f(Xp;X1;X2) 2 ZS IXo X2 2 PZp;X1 X2 2 pZpg

my Limz 2ymsz  2sp 2 Fpis12 Fyis2 =0.

my Limz=1;mg=1;502 Fp;s1=1;s2=0.
Ma = f(Xo;X1:X2) 2 Z3 1 X1 X2 2 pZpg

my  Limz 2mz  2sp=1;s12 F,;s2=0.

m; 1Imp=1;mgzg=1;s0=1;s1=1;s2=0.
Ms = f(Xo;X1;X2) 2 Z3:Xo X2 2 PZpg

my  Limy 2imsg 2502 Fpjs1=15s2=0.
M6: ZS

mi; 1my 2;m3 2;s0=1;s1=1;s2=0.

Para m/s detalles v¢B8].

Lista de ideales de Cgs
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Sea
Bp(Cps) = f(Xo; X1, X2; X3) 2 ZS X3 Xo2 PZpiXs X1 2 p*ZpiXz X2 2 P°Zyg

donde su diagrama de producto brado es como sigue:

(XoiX1iX2iX3) = - - - - - -~ - - T~ - -~~~ xs
| |
| |
| fo | |
| Bp(Cp3) Zp |
| I
I I
I fq 92 I
I I
I I
| - |
! Bp(Cp2) o 557, !
I I
I I
I ] I

(XoiX1;X2) = ===~ —— =~ = ——————— X2 = X3

Del diagrama anterior y de acuerdo a la Observaci 8:4, para
J =(p";p"2;p™)Z)  Bp(Cpe)

donden; 1;n, 2;n3 2, tenemos que los ideales d&,(Cy:) son de la
forma:

(P™s0; P2 (S1 + PS2); P (S3 + PSa + pPss); pPT)M;

M1 = f(XoiX1;X2;X3) 2 Z§ 1 X3 Xo 2 PZp;Xs X1 2 PPZpiXs Xz 2 p*Zpg

m; 1,my 2;m3 3;mg 3;502Fp;512Fp;522Fp;532Fp;S42Fp;552Fp.
mi1 1,m> 2;m3:2;m4:2;502Fp;slep;SZZFp;53:1;542Fp;552Fp.

mi1 1Imy=1;m3=1;myg=1;s02 Fp;slzl;szz Fp;sa=1;s4=0;s5 2 Fp.
mi1=0;m2=0;m3=0;my4=0;s0=1;81=1;82=0;83=1;54=0;s5=0

M2 = f(Xo0;X1:X2:X3) 2 Zp 1 X3 X1 2 P?ZpiXs X2 2 PPZyg

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25
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mi1 1,mz 2;m3 3;mgy 3;50:1;512Fp;522Fp;332Fp;S42Fp;552Fp.

my Limz 2Zm3=2;m4=2;50=1;s12F,;522 Fp;s3=1;542 Fp;s52 Fp.
mp Imo=1;mz=1,myg=1;s0=1;s1=1;822 Fp;s3=1;84=0;852 Fp.
M3z = f(Xo0;X1:X2:X3) 2 Z§ 1 X3 X0 2 PZp;Xs X1 2 PZpiXs Xz 2 PPZpg

mi1 I,my, 2;m3 3;mga 3;502Fp;slzFp;sz=0;532Fp;S42Fp;552Fp.

mi1 1,my 2;m3:2;m4:2;502Fp;slep;52:0;53:1;S42Fp;552Fp.
my Limy=1;maz=1;m4=1;502Fp;s1=1;52=0;s3=1;54=0;s52 Fp.
My = f(X0iX1;X2;X3) 2 Z3 i X3 X12 pZp;Xs X2 2 p°Zpg

mi1 1,mz 2;m3 3;mgy 3;50=1;512Fp;52:0;532Fp;S42Fp;552Fp.

mi 1;m2 2;m3=2;m4=2;50=1;512Fp;52=0;53=1;542Fp;S52Fp.

m: Lmz=1;mz=1;mg=1;s0=1;81=1;852=0;s3=1;84=0;s52 Fp.

_ iy ey 4. . 2 . 2
Ms = f(Xo;X1;X2;X3) 2 Z; 1 X3 Xo 2 PZp;Xs X1 2 P°Zp;Xz X2 2 p°Zpg

my Limz 2Zmz  3m4 3802 Fp;s12Fyis22 Fpiss2 Fypiss2 Fpyss=0.

mi1 1,my 2;m3:2;m4=2;502Fp;slep;szzFp;53:1;542Fp;55=0.
miq 1;m2=1;m3=1;m4=1;502Fp;slzl;szzFp;33:1;s4:O;35:O.
Me = f(X0iX1:X2;X3) 2 Zg i X3  X12 PPZp;X3 X2 2 p*Zpg

m; 1,my 2;m3 3;mg 3;so=1;512Fp;522Fp;532Fp;S42Fp;55=0.

my Limy 2Zm3=2;m4=2;50=1;s12F,;s22 Fp;s3=1;s42 Fp;s5=0.
m: ILmz=1;mz=1;mg=1;;80=1;s1=1;522Fp;s3=1;84=0;s5=0.
M7 = f(Xo;X1;X2;X3) 2 Zpg i X3 Xo 2 PZp;Xa X1 2 PZp;X3 Xz 2 PPZpg

mi1 1,mz 2;m3 3;mg 3;502Fp;slzFp;52=0;532Fp;542Fp;55=0.

m;  1,m; 2;m3=2;m4=2;502Fp;slep;szzo;53=1;S42Fp;55=0.
mp Lmp=1;mg=1;my=1;502F,;s1=1;s2=0;s3=1;54=0;s5=0.

Mg = f(Xo0;X1;X2:X3) 2 Z3 1 X3 X12 PZp;Xs X2 2 P*Zpg
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mi1 1,mz 2;m3 3;mgy 3;50:1;512Fp;52:0;532Fp;S42Fp;55:0.

mi1 1,my 2;m3=2;m4=2;so=1;312Fp;32=0;33=1;342Fp;35:0.
mi1 1Imy=1;m3=1;mg=1;s0=1;81=1;82=0;s3=1;54=0;s5=0.

Mo = f(X0;X1;X2:X3) 2 Zg : X3 X0 2 PZp;X3 X2 2 p°Z,g
m; 1,my 2;m3 3;mg 3;502Fp;51=1;52=0;532Fp;S42Fp;sstp.
my Limz 2m3=2;ms=2;502 Fp;s1=1;52=0;s3=1;542 Fp;s52 Fp.
— . . . 4 . 3

Mio = f(Xo;X1;X2;X3) 2 Z5 1 X5 X2 2 p°Zpg
my Limz 2Zmz 3ms  3;so=1;s1=1;52=0;532 F,;s42 Fp;s52 Fp.
mi1 Lmz 2m3=2,myg=2;50=1;51=1;82=0;s3=1;542 Fp;s52 Fp.
— iy 4. . 2

M1 = f(Xo;X1;X2;X3) 2 Zg X3 Xo 2 pZp;X3 X2 2 p°Zpg
my Limz 2Zm3 3ms  3;s02 Fp;s1=1;52=0;s32F,;s42 Fp;s5=0.
my Limz 2Zm3=2;m4=2;502 Fp;s1=1;52=0;s3=1;542 Fp;s5=0.

M1z = f(Xo;X1;X2:X3) 2 Z 1 X3 X2 2 p?Zpg
mi1 1,mz 2;m3 3;mgy 3;50=1;51=1;52=0;S32Fp;542Fp;55:0.
mi: Limz 2m3=2;myg=2;50=1;81=1;52=0;s3=1;842 Fp;s5=0.
— iyt 4 . . 27 .

Mis = f(Xo;X1;X2;X3) 2 Zg i X3 Xo 2 PZp; X3 X1 2 P°Zp;Xs X2 2 pZpg
my Limz 2Zmz 3m4 3802 Fp;s12Fyis22 Fp;ss2 Fpiss=0;s5=0.
my Limy 2Zm3=2;ms=2;502Fp;s12 Fp;s22Fp;s3=1;s4=0;s5=0.
— ey 4. 27 .

Mg = f(Xo;X1;X2;X3) 2 Zg i1 X3 X1 2 p°Zp;Xs X2 2 pZpg
mi1 1,mz 2;m3 3;mgy 3;30:1;512Fp;szzFp;332Fp;S4:0;55:0.
my  Limy 2mg=2;ms=2;s0=1;812F,;s22 Fp;s3=1;54=0;s5=0.

Mis = f(X0;X1;X2;X3) 2 Zg 1 X3 X0 2 PZp;Xs X1 2 PZp;X3 Xz 2 pZpg

m; 1,my 2;m3 3;mg 3;502Fp;512Fp;52:O;532Fp;54=0;S5=0.
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M6

M 17

Mis

M 2o

M1

M2,

Mo

M4

mi1 1,my; 2m3=2;myg=2;So?2 Fp;slz Fp;52:0;53:1;54:0;55:0.

f(Xo; X1;X2;X3) 2 Zg IX3 X1 2 PpZp; Xz X2 2 pZpg

mi1 1,mz 2;m3 3;mg 3;5021;512Fp;52=0;532Fp;S4=0;35=0.
m;  1,m; 2;m3:2;m4=2;so=1;512Fp;52:0;53:1;54:0;55:0.

f(Xo;X1;X2;X3) 2 Zp 1 X3 Xo 2 PZp;X3 X2 2 pZpg

mi1 1,mz 2;m3 3;mgy 3;502Fp;31:1;52:0;532Fp;54:0;55:0.
m;  1;m3 2;m3=2;m4=2;502Fp;sl=1;sz=0;53=1;54=0;55=0.

f(X0;X1;X2;X3) 2 Z i X3 X2 2 PZpg

m; 1,my 2;m3 3;mg 3;so=1;51=1;52=0;532Fp;54=0;55=0.
m; 1I,mz 2m3=2;mg=2;50=1;s1=1;82=0;8s3=1;54=0;s5=0.

f(X0iX1;X2:X3) 2 Zp i X3 X0 2 PZp;X3 X1 2 p*Zpg

my Limz 2Zm3  3ms  3;s02 Fp;s12 Fpis22 Fpysa=1;s4=0;s5=0.

vy 4 . 2

f(Xo;X1;X2;X3) 2 Zg 1 X3 X1 2 p*Zpg

mi1 1,mz 2;m3 3;mg 3;so=1;512Fp;522Fp;33:1;s4:0;s5:0.
vy 4 . .

f(Xo;X1;X2;X3) 2 Zg i1 X3 Xo 2 pZp; Xz X1 2 pZpg

mi1 1,mz 2;m3 3;mgy 3;302Fp;512Fp;52:0;53:1;54:0;sszo.
vy 4 .

f(Xo;X1;X2;X3) 2 Z 1 X3 X1 2 pZpg

mi1 1,mz 2;m3 3;mg 3;50:1;512Fp;32:0;53:1;54:0;55:0.

f(X0;X1;X2;X3) 2 Z 1 X3 Xo 2 PZpg

mi1 1,mz 2;m3 3;mgy 3;502Fp;51:1;52:0;53:1;54:0;55:0.

4
Zp

m; 1,my 2;m3 3;mg 3;sp=1;s1=1;sp=0;s3=1;54=0;s5=0.

Para m/As detalles vé4]
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5 Caso General Cyn

Por celtimo, en esta secci n daremos una expresi n para los ideales en el caso
general y todas las observaciones necesarias para cada una de las condiciones
expuestas.

Denicin 5.1. SeaR un dominio entero, llamamos &R dominio de Dede-
kind si R es un anillo hereditario, esto es, que todo ideal kes unR-m dulo
proyectivo.

Denicin 5.2. SeaR un dominio de Dedekind con campo de cocientes
K. Un R-ideal fraccional enK es unR-subm dulo nitamente generado M
contenido enK tal que KM = K.

De nicin 5.3.  SeaM un ideal fraccional deB,(Cy ), de nimos y denota-
mos al conductor deM en B,(C,) como sigue:

fM :Bp(Cp)g=f 2Qp™ : M  By(Cn)g

Observacin 5.4. Sea
Bp(Cpr) = f(Xo;iiii%n) 225 Y ixn % 2P Zpi=05:105n g

de acuerdo con la Observaci 184, los ideales de nuestro interds para este
trabajo, son de la forma:

1= (:p)B(Cp) +(J:0)
cont 0Oy donde
3o =(p™ P p™)Z) By(Co 1)
param{ L::;;m), n ILm) n 1 De l)tenemos queg(J) =

0+ p"Z,, entoncesp™ + p"Z, =0+ p"Z,; luegop™ 2 p"Z,y as mJ n.
De IV) tenemos:

(p;0;0;:::;0) 2 J
(0;p%0;:::;0) 2 J

©0;0;:::;0,p") 2 J:

Matem/Zticas y sus aplicaciones 14, Captulo 1, pZAginas 5-25



Algunos ideales de ndice nito en el anillo de BurnsideB ,(Cpn) 21

Sea =(Yo;::i;¥n 1) 2 Bp(Cp 1), entonces
(PY; 0;0;:::50) 2
O;p?y1;0;:::;0) 2
©0;0;::::0:,P"YVn 1) 2 J:
entoncespyp 2 p 1Zp,pzyl p 2Z,O;""p”yn 12p" an, de aqu

Yo = P (soo+ pyd) conyd 2 Zp:

yi = P 2(syo+ psyi+ pAYD) conyd 2 Zp:

Vi = p"u (D(go+ psi+  +psy + prlyd cony?2 Z,:

Yo1 = P™ "(Sh oot PSoaat P ISy 1 1t YY) conyp 2 Zp:

De l1ll), puesto que es cenico m dulal , sin p@rdida de generalidad, consi-
deramos

" 1Sn 1;n 1)):

= (p™ Ysgo; P2 2(Spo* PSya);iiiP™ "(Sn no* PSy 1at  + P
consij 2F, i=0;::5;n 1yj=0;:::; ;1. De Il) obtenemos
P™ "(Sn 1o+ PS 11+ P Sy on 1) ¥ p"Z, = p'+ p'Zy:
por lo que para el casd® n se tiene
0
pmn n(sn 1;0+ PS 1;1+ + pn 1Sn 1n 1) 2 pnzp: (2)

de donde obtenemos las siguientés + 1)! clases de isomor smo de ideales
fraccionales de ndice nito enBy(Cyn), a saber:

Mj:

f(Xoi:1:5%Xn) 2 Z™ 1Xn Xo2 P'ZpiXn X12 P?ZpiiiiiXn Xn 12 P"Zpg
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dondei; =0;1;i,=0;1,2; ::: ;ip =0;1;:::;n. Observe que los valores de
j van desdel hasta (n + 1)! de acuerdo con los distintos valores dg para
[=1;::::n.

Notaci n: Denotemos por
M Z, Bp(Cy i)parai=1;:::;;n 1
M, VARSS

De acuerdo a [6] los cenicos conductores de los ideales fraccionales de ndice
nito son:

(1) Ng= Mg= fM 0 - Bp(Cpn)g.
@ Ni=(p;p5:p 5P E{'Z:;_q )M =M ; :By(Cp)g
(n i+1l) veces
@) Np=(p;p%s:5 P pP")M = M 1 Bp(Cpr)d
Conjetura 5.5.
Con base a la Observacion 3.4 y considerando el ideal
J = (pm(l);pmg;:::;pm(ﬂ’)zg Bp(Cpr 1)

conm 1;:::;m, n Lmd n 1se obtienen los siguientes ideales
de ndice nito en Bp(Cy):

a) Enelcasoi; =1;i,=2;:::;ih = n, es decir,M; = B,(Cyn) donde:
m; L::::mp, nNMp1 N
s;OZFp =0;::5n Lisqt 2F, k=1;:::;n 1yt=1;::5k
m L:::mpb1 N Imy=mp1=n 1
a;OZFp =0;::0n 258 1w0=1;5:2F, k=1;::5;n 1y
=1;:::k
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b)

m; L::5mp o N 2ZmMy, 1=My=Myy =N 2
s|;02Fpo =0;::5n 3% 20= S 10 =1

Sk;t2Fp> k=n 2 y t=2;::1K S 21=0:
" k=n 1 y t=3;1:0Ksy 117 S 12 =0:
mi=my= =m,=mys =0.

So=1 1=0;:::;n 1;8:=0 k=1;:::;n 1lyt=1;::5;k

En el casoi, = :::= i, =0, es decir,M; = ZB*l donde:

En el caso
M; = f(Xo;:::;Xn) 2 ZB*l ‘Xn X 12 P'Zpl=1;:00;ng
paraO i, |, salvo los dos casos anteriores, Si
fM; :Bo(Cp)g = (P3P P pligi i N2y By(Co )

(n i+1l) veces

m; L::::m, nN;Muysy N
m L:::mpb1 N Imy=mMmp1=n 1
m;  L:i:oomp iimig = = Mpsy = .
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* Siip =0, entoncess 190=1ys 11 =0 t=1:::;1 1, encadauno
de losn+1 i puntos.

* Si iy = I, entonces loss ;¢ se comportan igual que en los primeros
n+1 i puntos del casm) parat=0;:::;n 1.

* Si0<i,<l, entonces los ;: Se comportan igual que en los primeros
n+1 i puntos del casoa) parat = 0;:::;ij 1Y S 1+ = 0 para
t=1;::00 1
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Captulo 2

Extensiones G- brantes y productos torcidos

Alexander Bykov, Patricia Dom nguez Soto y
Jorge Alberto SAnchez Mart nez
FCFM, BUAP

Resumen

SeaH un grupo cerrado de un grupo compacto metrizablé€s. En este
trabajo se prueba que cadaG-espacio compacto metrizable sobr&=H
admite una extensi n G- brante sobre G=H. Esto implica que el funtor
del producto torcido Gy  env e extensionedd - brantes a extensiones
G- brantes. En particular, el producto torcido G S es un espacio
G- brante cuando S es un espacidi - brante compacto.

1 Introduccin

Por una extensi n G- brante, donde G es un grupo topol gico, se entiende
una versi n equivariante de la noci n correspondiente de una extensin -
brante introducida por F. Cathey en [10]; esta fue usada por @I para de nir
la categor a de strong shape de compactos m@tricos. En [8] puede encontrarse
una construcci n an loga de la categor a equivariante de strong shape. Esta
es una de las razones para estudiar extensiones brantes equivariantes as
como las nociones relacionadas de un espaGebrante y una G- bracin
fuerte.

La nocin de un espacioG- brante puede considerarse como una gene-
ralizaci n del concepto de unG-ANR: cada G-ANR es G- brante y, mAs
acen, el | mite inverso de cualquier sucesin inversa &ANR s ligados por
G- braciones es unG- brante tambi@n. Los espacio$- brantes as como los
G-ANR's tienen la propiedad equivariante de extensi n de homotop as con
respecto a todos loss-pares (X;A) de espacios metrizables. De particular
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interds para la teor a dé-espacios es el siguiente hecho probado en [1]: para
cualquier subgrupo cerraddd de un grupo compacto metrizabl& el espacio
cocienteG=H esG- brante. En el presente cap tulo se prueba una a rmaci n
mAEs general: el producto torcid® y S es un espaci@- brante dado que S

es un espacidi - brante compacto (Corolario 5.6). Esta a rmaci n es un co-
rolario del Teorema 5.5 sobre extensiones brantes de productos torcidos. El
Teorema 5.5, a su vez, es una consecuencia del resultado principal, el Teorema
5.3, el cual puede formularse como sigue: ca@aespacio compacto metrizable
sobre G=H admite una extensi n G- brante sobre G=H. Por un G-espacio
sobreG=H se entiende, por supuesto, cualqui€&@-funcin p: E ! G=H. Co-

Mo una consecuencia del Teorema 5.3 se obtiene una condici n bajo la qual
es unaG- braci n fuerte (Corolario 5.4). Una de las herramientas usadas, de
hecho, en la prueba del resultado principal es la construcci n de una extensin
brante aplicada en la categor a deG-funciones.

2 Preliminares

La letra G denotar/&E un grupo compacto de Hausdor, su elemento unitario
se denota pore. Aunque, en general, se trabaja en la categor@-T OP de
G-espacios yG-funciones, en las Secciones 3 y 4 se trabaja con la categor a
G-M de G-espacios metrizables y, mAs a@rse supone tambi@n metrizable.
Los hechos b/Esicos de la teor a@espacios pueden encontrarse en [5], [11]
y [5]. Por conveniencia del lector, se recuerdan algunas de niciones y hechos
conocidos, as como algunos especiales.

SeaS$S un H-espacio dondeH es un subrgrupo cerrado d&. El producto
torcido G 4 S es el espacidi -orbital del producto G S, cuandoG S se
considera como urH -espacio con respecto a la accih (g;s) = (gh 1;hs).
LaH-rbitade (g;9) 2 G S se denota poifg; . ConsiderandoG S como
un G-espacio con la acci n dada pog® [g; =[9%; 9, se obtiene efuntor
del producto torcidoG 4 :H-TOP! G-TOP que env a unaH -funcin
f:S! SPaunaG-funcin G wf:G xS! G 4 S°[g:97 [9:f(s)].

Para un subgrupo cerrado daddd de G, el espacio cocienteG=H, esto
es, el conjunto de clases lateralegH j g 2 Gg, es unG-espacio con la accin
g gH = ggH. Sip: E ! G=H es unaG-funcin, entonces E tiene la
estructura natural de producto torcidoG 4 S, dondeS = p !(eH), en vista
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del G-homeomorsmoG 4 S! E, [g;9 ! gs (vdase, por ejemplo, [11,
Chapter I, Proposition 4.4]).

Por una G- bracin se entiende una versi n natural equivariante de una
braci n de Hurewicz: una G-funcin p: E! B se llama unaG- bracin si
tiene la propiedad equivariante de levantamiento de homotop @sn respecto
a cadaG-espacioX (ver [11, p. 53]). En otras palabrasp es unaG- bracin
si y solo si tienela propiedad de levantamiento derechabn respecto a todas
las G-funciones de la formad : X ,! X 1,x 7! (x;0) (aqu, como es usual,
| =[0;1]), esto es, para cualquier diagrama conmutativo dé-funciones

X X —JE
a@ P (1)

(x; 0) X 1 —'B
existe un relleno® : X | ! E (es decir, unaG-homotopafF:X |! E
tal que pf = F y B@ = f). AdemAED es unaG- bracin regular si para
cualquier diagrama conmutativo (1) existe un rellen® : X | ! E que es,

mAs acen, ure-homotop arelativa a A X cuandoF es unaG-homotop a
relativa a A. No es dif cil mostrar que unai-bracin p:E ! B esregular si
B admite una m@tricaG-invariante, en particular, si el grupoG es compacto
y B es metrizable.

Por un G-ANR 0 G-ANR -espacicse entiende, por supuesto, uB-retracto
absoluto de vecindades equivariante para la clase de todos®gspacios me-
trizables (vdase, por ejemplo, [5] para la teor a equivariante de retractos).

Una G-funcin s: A X de G-espacios metrizables se llam@-SSDR-
mapeosi es unG-encaje cerrado tal que para cad&- bracin p:E! B de
G-ANR -espacios y para cada diagrama conmutativo d&-funciones

f
A —E

P (2)

existe un rellenof : X | E.
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Claramente, cadaG-SDR-mapeos : A ] X de G-espacios metrizables
(esto es, unaG-funcin que encaja aA en X como unG-retracto por defor-
maci n fuerte) es un G-SSDR-mapeo. La siguiente de nici n da un ejemplo
mucho mZs general de @+SSDR-mapeo.

SeaA un subconjunto cerrado invariante de unG-espacioX . Una G-
deformaci n in nita fuerte deX enA es unaG-funcin D : X [0;1)! X
gue satisface:

(@) D(x;0) = x paratodox 2 X,
(b) D(a;t) = aparatodoa2 Ayt2][0;1),

(c) para cada vecindad invarianteU de A en X existe un 2 [0;1 ) tal
queD(X [; 1)) U:

Un G-encaje cerrades : A ! X se llama unG-ISDR -mapeo si existe una
G-deformaci n in nita fuerte de X ens(A). Puede verse fAcilmente que cada
G-ISDR -mapeo deG-espacios metrizables es uB-SSDR-mapeo.

Puntualicemos dos hechos simples acerca@eSSDR-mapeos (vdase [10,
Corollary 1.6]). SeaA un G-subconjunto cerrado de urG-espacio metrizable
X . Entonces:

()X O[A 1! X | esunG-SSDR-map.

( ) sielencajeA ! X es unG-SSDR-mapeo, entonces lo es el encaje
X f 01lg[A I, X | (paralapruebav@ase [7, Proposition A.3]).

Un G-espacioE se llama un espaciobrante equivariante o un espacio
G- brante si para cadaG-SSDR-mapeos : A ! X y cadaG-funcin f :
A! E, existe unaG-funcin F : X ! E talque F s = f. Por ejemplo,
cadaG-ANR es un espacids- brante.

Siun G-SSDR-mapeos: E | E es tal queE es un espacids- brante,
entonces se dice qus es unaextensin G- brante de E. Cada G-espacio
compacto metrizableE admite una extensi n G- brante. De hecho, puede
encontrarse unG-ISDR -mapeoi : E ! E dentro de algcen espact®- brante
E (v@ase [8, Proposition 3.5]).

Es fAcil dar un ejemplo de uB-SSDR-mapeo el cual no es u-ISDR -
mapeo. Sin embargo, s¢ : E || E es una extensi nG- brante de un G-
espacio compacto metrizabl&, entoncess debe ser urG-ISDR -mapeo. Para
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probar esto se toma una extensi - brante i : E ! E deE para la cual
existe una G-deformacin in nita fuerte D de E sobreE. Como E es G-
brante y s es unG-SSDR-mapeo, podemos encontrar un&-funcin ’

E! E talque’ s = i. Similarmente, i = s para algunaG-funcin
:E! E.Por( )existe unaG-homotop aH :id; ' " rel: s(E) porque
id_jse) = " Js(ey mientras ques es unG-SSDR-mapeo YE esG- brante

(esto prueba, por cierto, que cualesquiera dos extensior@sbrantes son
homot picamente equivalentes). LaG-deformaci n in nita fuerte requerida
D:E [0;1)! E deE sobres(E) se de ne como sigueD(x;t) = H(x;t)
parat 2 [0;1]y D(x;t) = D’'(x);t 1 parat2[1;1).

Una G-funcin p: E! B de G-espacios metrizables se llam@- braci n
fuerte si tiene la propiedad de levantamiento derechcon respecto a todos
los G-SSDR-mapeos, esto es, si para cualquier diagrama (2) @efunciones,
dondes: A ! X es unG-SSDR-mapeo, existe unagG-funcin E: X ! E
como un relleno.

Claramente, lasG- braciones fuertes sonG- braciones. Por otro lado,
se sigue inmediatamente de la de nici n deG-SSDR-mapeos que cad#s-
bracin de G-ANR'’s es unaG- braci n fuerte. MAs acen, puede mostrarse
gue cadaG- bracin de espacios G- brantes es una G- braci n fuerte [7,
Proposition A.2]. Note que sip: E ! B es unaG- bracin fuerte tal que
B es un espacidG- brante, entonces E es un espacidG- brante tambi@n.
Otros hechos acerca d&- braciones fuertes y espacio$- brantes pueden
encontrarse en [7] y [9].

3 Algunos hechos acerca de la categor a Map(G-
TOP)

En esta seccin y en el resto del cap tulo tratamos con la categoMaap(G-
T OP) cuyos objetos soiG-funciones deG-espacios y cuyos mor smop®! p
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son pares d€f ¢ f) of G-funciones tales que el diagrama

P ®3)

conmuta. En esta categor a puede introducirse, en un modo obvio, concep-
tos anZlogos a las nocion@shomotop a, G-retracto por deformaci n fuerte,

G- bracin, etc., conocidos para la categor aG-T OP. Nuestro prop sito es
mostrar el Teorema 3.7 el cual representa el an/Alogo del hecho bien conocido
de que cualquier funci n continua puede factorizarse en una composici n de
un SDR-mapeo y una bracin.

3.1. Fibraciones y deformaciones en la categoiMap(G-T OP)

Sea = (f%f):p°! p un morsmo representado por el diagrama (3).
SIA ByYyF E son G-subconjuntos tales quep(F) A, entonces se
puede considerar la restriccing : F ! A of p; en este caso escribimos
q p. El smbolo *(q) denotar/ la restriccinf® }(F) ! f %(A) de p°

Yoy  p° Similarmente, sig®  p° o : FO!  A° entonces () es la
restriccin fqF9 ! f (A9 dep.

Seaq p. Por una G-retracci n por deformacin fuerte de p sobreq
entendemos un par deG-retracciones por deformacin fuerte usuale®? :

E |I! EyD:B 1! B deE y B sobreF y A, respectivamente, las
cuales formanun mor smao id, ! penMap(G-TOP), esto es, relacionadas
por la igualdadp D°=D (p id,) (dondep id,:E 1! B | enva

(x;t) a (p(x);t)). Sea = (s%s): g! p, un morsmo tal que sy s®son
G-encajes. Si existe ung&-retracci n por deformaci n fuerte de p sobre (q),
diremos que lainclusin :q! pes unG-SDR-mor smo.

Denicin3.1. Unmorsmo :p°! pse llamaG- brado si, para cualquier
G-funcin h: X ! Y, tiene la propiedad de levantamiento derecho con
respecto al morsmo(@ ;@) : h! h id,. Similarmente, :p°! p
(en Map(G-M )) se llama unmor smo G- brado fuertemente cuando tiene

la propiedad de levantamiento derecho con respecto a todos los mor smsos
(s®s): h! h tales que ambos y s° son G-SSDR-mapeos.
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Seaid la funcin identidad de un conjunto puntual fg sobre si mismo
(con la acci n trivial del grupo G). Entonces puede verse fAcilmente que:

() p! id esun morsmoG-brado , pes unaG- bracin.

(i) p! id esun morsmoG- brado fuertemente, pes unaG- bracin
fuerte de espacio&- brantes , p es unaG- braci n de espacios G- brantes
(recu@rdese que el celtimp estZA probado en [7, Proposition A.2]).

Algunos otros hechos simples acerca de mor sm@s brados se indican
mAs adelante en las Proposiciones 3.2, 3.3 y 3.5, cuyas pruebas est/Endares s
omiten.

Proposicin 3.2. Supongamos que = fp;; ijgi o €S una sucesin inversa
en Map(G-TOP) y seap su | mite inverso con las proyecciones; : p! p;,

esto es,(p;f ig) = Im p. Si py es unaG-bracin (fuerte) y !** es un

mor smo G- brado (fuertemente) para cadai, entoncesp es unaG- braci n
(fuerte) y cada ; es un mor smo G- brado (fuertemente).

Note que para cualquier diagrama conmutativo (3) siempre se puede con-
siderar el diagrama conmutativo

p— JE 4)

BO—/B
donde el cuadrado interno es pull-back, esto eB, (junto con Py p) es el
pull-back de la tr adaB° " B P E.Por supuesto, laG-funcin u est4A
determinada de manera cenica por el diagrama (3).

Proposicin 3.3. Sea :p°!' pun mor smo dado por el diagrama (3). En-
tonces es un mor smo G- brado (fuertemente) si y s lo si las G-funciones
f, f% u en el diagrama (4) sonG- braciones (fuertes).

Observacin 3.4. En [7Jun morsmo : p°! p dado por el diagrama
(3) se llama uncuadrado G- brado si la G-funcin u en el diagrama (4) es
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una G- braci n. Por lo tanto, podemos decir que = (f%f) es un mor smo
G- brado sii es un cuadradoG- brado y ambas f y f °son G- braciones.

Diremos tambi@n que un morsmo : p°! p dado por el diagrama
(3) es G- brado regular si las G-funcionesu y f (y por lo tanto f9 en el
diagrama (4) sonG- braciones regulares. Por ejemplo, el mor sm&- brado

representado por el diagrama (3) es regular si I@&espacioE, B y B%son
metrizables.

Proposicin 3.5. Sea = (f%f):p°! pun morsmo G- brado regular.
Supongamos que para alguna restricciq p existe unaG-retracci n por de-
formaci n fuerte de p sobreq. Entonces existeG-retracci n por deformaci n
fuerte p° sobred®=  %(q).

3.2. Cocilindros en la categor Map(G-T OP)

Para un G-espacio dadoB, por B' denotamos el espacio de todas las
trayectorias continuas! : 1 ! B (con la topolog a compacto-abierta). Cla-
ramente B' es un G-espacio con la accin dada por (g !)(t) = g!(t),

t 2 I. Note que las funciones3 : B' ! By I :B'! B, denidas por
S(")y=1@0y L()=1(1) respectivamente, sorG-funciones. Usaremos
tambi@n el s mbolo g paralaG-funcin B'! B B,! 7! (! (0);! (1)).
Ahora seaf : B°! B una G-funci n. Recordemos que etocilindro de

f, denotado porcoCyf), se de ne como el pull-back de la tr adeB®° !
0

B ° B'.Por lo tanto, tenemos el diagrama pull-back

o
coCylf) —/ g!

()

wo
wo

B ——'B

Expl citamente, coCykf) = f(P1) 2 B® B'jf () = ! (0)g con las proyec-
ciones© : coCylf) ! BO (1) 7! Py @:coCykf)! B', (1) 71,
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La noci n de cocilindro puede de nirse enMap(G-TOP) de manera es-
t/&ndar: el cocilindr@oCyk ) de un morsmo dado =(f%f):p’! pesla
G-funcin

coCyK ):coCykf9! coCykf); (219 7! (pYed);p ' 9:

Es fAcil ver que tenemos el siguiente diagrama pull-back en la categor a
Map(G-TOP):

coCy( ) ——/p

8.9 (6)
pP—p

dondep' :E'! B' est& dadopagr'(!9=p !9 b=(foM), 9=(CL;C9).

Los cocilindros enMap(G-T OP) tienen propiedades que son an/Zlogas a
las propiedades correspondientes en las categoffa®P y G-T OP. Conside-
raremos algunas de ellas.

Lema 3.6. Seap:E ! B una G- bracin. Entonces el morsmo ( g; g):
p' ! p pesG-brado. Si, m/&Es acelk; y B son espacio$s- brantes, entonces
( g; B) €s un mor smo G- brado fuertemente.

Demostraci n. Para aplicar la Proposici n 3.3 consideremos el diagrama con-
mutativo de G-funciones

E |

donde el cuadrado interno es pull-back, as que
W =f(yiyx!)2E E B'j!(0)=p(ya);! (1) = p(y2)g
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yla G-funcin p:E'! W sedeneporp(!)=(!();!(1);p !).
Supongamos queéd es un G-subconjunto cerrado de unG-espacioX y
consideremos los diagramas conmutativos @funciones

X f o1g[A | — g A i /E!
i p i p (7)
X | ———'B X ——w

mutuamente relacionados por las ecuacionda)(t) = h(a;t) y
H(X) = (h(x; 0);h(x; 1);H (x));

dondeH (x)(t) = H(x;t),parax 2 X,a2 A,t 2 |.Observe que la existencia
de un rellenoF : X | ! E en el diagrama izquierdo (7) es equivalente a
la existencia de un rellend= : X ! E' en el diagrama derecho (7)K y F
est/En relacionadas pér (x)(t) = F(x;t)).

Ahora seaZ un G-espacio arbitrario. HaciendA = Z f Ogy X = Z |

en los diagramas (7), observamos que un relleo: (Z 1) 1 ! E,
para el diagrama izquierdo, existe porqup es unaG- bracin y la inclusi n
i:Z (I f 0;1g[fOg 1)! Z 1 | puede considerarse como lainclusin
(Zz 1) f 0og) (Z 1) 1 debidoal homeomor smo

( L1 f0o2ag[fOg 1) (1 I;1 f 0g):
Por lo tanto, tambi@n existe un rellend= :Z | ! E, en el diagrama

derecho. Esto prueba qué es unaG- bracin para cualquier G- bracin
p:E! B. En particular, tomando el caso trivial cuandoB es un conjunto
puntual fg , tenemos g = p, as que g es unaG- braci n para cualquier
G-espacioE. Por lo tanto, la primera parte del lema queda probada en vista
de la Proposicin 3.3.

Para probar la segunda parte, cuando se supone ddey B son espacios
G- brantes, notemos primero quep es unaG- braci n fuerte [7, Proposition
A.2]. De modo que existe unrellen& : X | ! E en el diagrama izquierdo
(7) para cadaG-SSDR-mapeoi : A} X (porquei es unG-SSDR-mapeo
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debido a la armacin () en la parte de Preliminares). Esto implica la
existencia de un rellend= : X ! E' en el diagrama derecho (7), esto es,
esto muestra quep es unaG- braci n fuerte. Como en la parte de arriba, el
casoB = fg nosda ¢ = py, comop:E !fg es unaG- bracin fuerte
(porque E esG- brante), concluimos que g es unaG- braci n fuerte para
cualquier espacids- brante E. O]

Recordemos que I&- bracin  § :B'! B tienelaseccinsg :B! B',

b7! ¢, dondec,: 1 ! B eslafuncin constante que env @ ab. MASs acen, hay
una G-retracci n por deformacin fuerte D : B' | ! B' deB' sobresz(B)
dada porD(;t) = !, donde!; : 1 ! B estalque!{()=1!( (@ 1).

Desde que el diagrama (5) es pull-back, tenemos un hecho similar p&@a
la G-funcin s : B®! coCylf), B’ 7! (K¢ p), es una seccin para®y
mientras que la funcin

Df :coCykf) I'! coCykf); ((H!);0) 7! (B!0);
es unaG-retracci n por deformaci n fuerte de coCy\(f ) sobres; (B9. Pasando

acoCyl( ), obtenemoslos morsmos =(so;S)y = (Dso;Dy) los cuales
satisfacen condiciones an/logas. En particular, el mor smo

= (sto;51) 1 p°! coCyl( ); (8)
dado por
ss(P) = (P cw); P2B% so(y) = (Y coyo); y°2 EC 9)

es unG-SDR-mor smo.

Ahora podemos formular y probar el siguiente teorema que resume la
discusi n de arriba:

Teorema 3.7. Cada morsmo = (f%f):p°! penMap(G-TOP) puede
factorizarse en una composicinp®!  coCyK ) !'® p, representada por el
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diagrama conmutativo

coCyk(f 9
=]
E° = Pe
coCyl( )
p? coCyl(f) P

N
B B

donde =(sfo;Sf) es unG-SDR-morsmoy e = (f%f©). MAEs acen,

(i) si py p®son G- braciones, entonces el mor smoe es G- brado, y por
lo tanto la G-funcin coCyl ) es unaG- braci n;

(i) si pyp®sonG- braciones de espacio$s- brantes, entonces el mor smo
e es G- brado fuertemente, y por consiguiente la&G-funcin coCyl )
es unaG- braci n de espacios G- brantes.

Demostracin. Denimos e = (f%f):coCy( )! ppore= é b. Entonces
para el G-SDR-mor smo , dado por las frmulas (8) y (9), tenemos =

e .Enefecto,® 5= 1 P s= 1 s5 f =fy similarmente
fo Sfo = fo

Probemos la armacin (i). Supongamos queh : X ! Y es cualquier
G-funci n. Debemos encontrar un rellence : h  id; ! coCyl ) para el

diagrama conmutativo
h;———JcoCyK)
=g :q) e (10)
h id ——/p
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De los diagramas (6) y (10) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

g (11)

donde el morsmo ° se ha aseadido usando el hecho de qfees unaG-
braci n. Ahora por el Lema 3.6, podemos encontrar un mor smo€ : h
id, ! p' tal que el diagrama

b [ Al
h P

e

o=( % b=( e; 8) (12)

h id|(—0)/p p

conmuta. Por la conmutatividad de este diagrama tenemoQ €= Oy
por lo tanto €y °de nen un mor smo cenicce : h id, ! coCyk ) tal que

be=¢€y Se= O(v@ase el diagrama (6)). Puede veri carse fZ&cilmente que

e es el relleno del diagrama requerido (10). De verdady e = 0 = 5
yb e =€ =Db ,as quee = .Porotrolado,e e= Fl, b e=
1 e-

o :
La prueba de la a rmaci n (ii) es bastante similar, solo hay que repetir el
mismo argumento reemplazando el morsmo: h! h id, en los diagramas
(10), (11) y (12) por un par deG-SSDR-mapeos(s;s). Note tambi@n que,
para la existencia de un mor smo %en el diagrama (11), se usa la condici n
p? es unaG- braci n fuerte de espaciosG- brantes . ]

Matem/ticas y sus aplicaciones 14, Captulo 2, pZAginas 27-49



Alexander Bykov, Patricia Dom nguez Soto y Jorge Alberto SAnchez
40 Mart nez

4 Extensiones brantes en la categora Map(G-
TOP)

En este trabajo estamos interesados cenicamente@AN R -resoluciones de
G-espacios compactos metrizables. Por lo tanto, la de nici n general de una
G-resoluci n, dada en [4], puede reducirse a una m/s simple la cual se observa
como sigue.

De nicin 4.1.  SeaE un G-espacio compacto y seg = fE;; d g una suce-
si n inversa de G-espacios yG-funciones. Un mapea = fgg: E! E (esto
es, una familia deG-funcionesfq : E ! E;gtales queqd ¢ = g para cada
i j) se llama unaG-resoluci n de E si:

(1) (E;9)=Im E,
(2) para cadai y cualquier vecindad abierta invarianteU de g(E) en E;
existej i talqued(E;) U.

Cuando todos losG-espacioE; sonG-ANR'’s, sedirE qug: E! E esuna
G-ANR -resolucin de E.

De manera obvia, esta de nici n puede extenderse a la categohap (G-
TOP) .

Denicin 42. Seap: E ! B unaG-funcin de G-espacios compactos.
Seap = fp;; {g una sucesin inversa deG-funciones yG-mor smos, donde
I'=(d;rl) se representa por el diagrama conmutativo d8-funciones

P (13)

Un mapeof ;g= f(qg;ri)g:p! p (esto es, una familia deG-mor smos
f i=(q;ri):p! pgtalesque | ;= ;paratodoi j) sellama una
G-resolucin de p si los mapeofqgg:E !'f Ei;dgyfrig:E!'f Bjrig
son G-resoluciones dé& y B, respectivamente.
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Seap = fp;; {g una sucesi n inversa deG-funciones yG-mor smos. En
vista del Teorema 3.7, podemos construir inductivamente el siguiente diagra-
ma conmutativo de G-mor smos

o:idl 1 Jpl ) Jpz an Lnﬂ (14)

Poo’ ppol p,o ) Pn O Pn+r O i

factorizando cadaG-morsmo , ! :p,. ! g, enla composicin

n+1
n+l €

Prer U B I o
donde ,.; €s unG-SDR-morsmoy py+; = coCy( , 1),

Por lo tanto, p produce la sucesin inversg = fp; eijg. Denotaremos su
| mite inverso porF (p), esto es(F (p);f €g) =Im p. Ahora supongamos que

(p;f i9) = Im p. Entonces las inclusione$ ;g inducen una inclusi n cenica
p!F (p) tal que ; = | jparatodoi.

Teorema 4.3. Seap:E ! B una G-funcin de espacios compactos metri-
zables. Supongamos que! p = fp; /g es unaG-resolucin de p tal que
cadap; es unaG- bracin de G-espacios metrizables. Entonces la inclusin
inducida :p!F (p) satisface las siguientes condiciones:

(1) F(p) es unaG- bracin,

(2) existe unaG-deformaci n in nita fuerte de F (p) sobre (p).
Si, mAs acen, cagaes unaG- braci n de espacios G- brantes (en particular,
de G-ANR'’s), entoncesF (p) es unaG- braci n de espacios G- brantes.

Demostraci n. Como todas lasG-funcionesp; son G- braciones, todas las
G-funcionesp en el diagrama (14) sorG- braciones tambi@n y los enlaces
€*1 son G- brados por el Teorema 3.7(i). Esto implica queF (p) es unaG-
bracin y cada proyeccin € : F(p) ! p esG- brado por la Proposicin
3.2. Similarmente, si todas lag, son G- braciones de espacioss- brantes
entonces, usando el Teorema 3.7(ii) y la Proposici n 3.2, concluimos dtép)
es tambi@n unas- braci n de espacios G- brantes.

Para probar la a rmaci n (2) usamos la notaci n tomada en la De nicin
4.2, en particular, los mor smos ! estZ&n representados por el diagrama (13).
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Supongamos tambi@n que las funciones y los mor smos en el diagrama (14)

est/En dados pg :E; ! B;, € =(q;€), i=(si;u). Seap= F(p): E !
B ysean€ =(q;g):p! B lasproyecciones. Lainclusin =(s;u):p! p
consiste de los siguientes encajgsE ! Eyu:B, B.

Por la construcci n del diagrama (14), para cada, ; es unG-SDR-
mor smo, esto es, existe unas-retracci n por deformacin fuerte de p so-
bre i(p;) la cual por la Proposicin 3.5, puede levantarse hacia alguna-
retracci n por deformaci n fuerte (D;; Fi):

Dj
E | —'E
B id, B (15)
Fi
B | —'B

depsobre€ ( ;(p)) porque ; es un mor smoG- brado regular (recordemos
que todos losG-espacios se suponen metrizables). En particuldd; es una
G-retracci n por deformacin fuerte de E sobreX; = g *(si(E;)), esto es,
tenemos queD;(x; 0) = x, Dij(x;1) 2 X; paratodox 2 E y Di(x;t) = x para
todox 2 X; yt2 1. Note que

(@ E=Xo X1 i Xi Xiarooi,
(b) para cadaG-vecindadU de s(E) enE existe unj tal que X; U.

(a) Se sigue de la conmutatividad del diagrama (14). Para probar (b) primero,
usando la compacidad ds(E), encontramos un ndicek y una G-vecindadV

de & (s(E)) en E tal que g *(V) U. Entoncess, *(V) es unaG-vecindad
de(E) enEx y, comofgg: E ! f E;;dges unaG-resolucin, tenemos que
q(E;) s, (V) paraalgeerj k. De modo que
Xi=q () & @sE)=a (sd(E)) (V) U
SeaD :E [0;1)! E una funcin de nida como sigue:

D(x;t) = Di(Dij+1 (x;t i);1); cuandot 2 [i;i +1]:
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Es fAcil checar quB es una funci n continua bien de nida. Claramente es
G-equivariante. MASs aceb,(x; 0) = Do(D1(x; 0); 1) = Do(x; 1) = Do(x;0) =
X para todo x 2 E (recordemos queXy = E). Como cadaD; es unaG-
homotop a relativa as(E) X;, tenemos queD (x;t) = x para todox 2 s(E)
yt2][0;1). Finalmente, D(E ([i;1)) = X; porqueD;(E 1)=X; X;
para j i. Por lo tanto, en virtud de (b), concluimos queD es unaG-
deformaci n in nita fuerte de E sobres(E).
Similarmente, de nimosE :B  [0;1)! B por

B(x;t) = F(Fi+1(x;t i);1); cuandot 2 [iji +1];

y obtenemos unaG-deformaci n in nita fuerte de B sobreu(B). Es fA&cil ver
quep D = F (p idjp )) debido ala conmutatividad del diagrama (15) para

cadai. En consecuencigD; IF) es laG-deformaci n in nita fuerte requerida
de p sobre (p). ]

5 Extensiones brantes del producto torcido
G HS

De nicin5.1.  Unasucesi n pro-Lie de subgrupos de un grupo dad@ com-
pacto y metrizable es una sucesi n decrecient®\;g;,n de subgruqos normales

cerrados deG tales queG=N; es un grupo de Lie para caday N; = feg
i2N

(y por lo tanto _
G=Im fG=N;; !g;
donde ! : G=N; ! G=N;,j i, son las proyecciones naturales).

Se sabe que para todo grupo compacto metrizalifBexiste una sucesi n
pro-Lie (vdase, por ejemplo, [13, 46]).

Proposicin 5.2. Seap:E ! G=H una G-funcin, donde G is un grupo
compacto metrizable yH es su subgrupo cerrado. & es unG-espacio com-
pacto metrizable, entonces para cualquier sucesi n pro-LféN;gion de subgru-
pos deG existe unaG-ANR-resolucin p! p = fp; lg dep que consiste
de lasG- braciones p; : Ei ! G=HN;.
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Demostraci n. SeaS = p !(eH). EntoncesE puede identi carse con el pro-
ducto torcidoG 4 S por medio delG-homeomor smo can nicoG {4 S! E,
dado por[g; g 7! gs.

Podemos considerar éfl -espacidS como un subcojunto invariante cerrado
de algoerd -AR-espaciav (v@@ase, por ejemplo, [1]). Desde g8ees compacto
tiene una base de vecindades numerabi®V;g.n €n M que consiste deH -
subconjuntos abiertodV; tales queW;.;  W; para cadai. Para una sucesin
pro-Lie dadafN;gi,n de subgrupos des seaV, = G 4 W; y de namos E;
como el espacid\;-orbital de V;, esto es,E; = V;=N; para cadai. Note que
debido a la elecci n def W;g tenemos una sucesi n decreciente d&-espacios
abiertosfVigenG 4 M los cuales forman una base de vecindades@e S
enG 4 M. Denimos, paraj i, laG-funcin d : E; ! E; por medio de
d (N;j(v)) = Ni(vj), as obtenemos la sucesin inversg = fE;;dg. No es
dif cil ver que

E=G 4S=Im E

con las proyecciones naturaleg : E ! E; dadas porqg([g;d) = Ni([g;9).
MASs acen, el mapéqg: E ! E es unaG-resoluci n. Para ver esto, observe
que para uni dado, la familiafV;=N;g; ; es una base de vecindades abiertas
deg(E)=(G 4 S)=N; enE; = V;=N;. PeroV,=N; = d (E;) paraj i.Esto
prueba que la condici n (2) de la De nicin 4.1 se cumple pard gg.

Como existe unG-homeomor smo natural (vddase, por ejemplo, [2, Pro-
position 2])

(G wW)=Ni ! G=N; pn;=n; WiS(N;i\ H); (16)

el cual env aN;([g;w]) a[gN;; (N;\ H)(w)], podemos establecer que cadg
es unG-ANR. En efecto, cadaw;=(N;\ H) es unH=(N;\ H)-ANR por [3,
Theorem 1.1], debido a qu&V; es unH-ANR comoH -subconjunto abierto
del H-AR-espacioM . Claramente,W;=(N; \ H) tambi@n puede considerarse
como unHN =N;-espacio porque el grupbl=(N;\ H) es isomorfo al subgrupo
HN;=N; de G=N; (por medio de la correspondencia(N; \ H) 7! hN;). De
modo queW;=(N; \ H) es unHN;=N;-ANR y, como G=N; es un grupo de
Lie, el producto torcido en(16), el cual puede ser identi cado cdg; = (G 4
W,;)=N;, es unG=N;-ANR por [2, Proposition 8] y por tanto es unG-ANR.
Ahorade nimosp : E; ! G=(HN;) por medio dep;(N;([g;w])) = gHN;.
En otras palabras,p; es la funci n de los espaciobl;-orbitales inducida por la
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funcinnatural G yW;! G=H,[g;w]! gH. Obviamentep; es unaG=N;-
funcin (y por tanto una G-funcin)talque pp g =" pyp d =" p
paraj i,donde” :G=H! G=HN;)y ~} : G(HN;) ! G=(HN;) son
proyecciones. En consecuencia tenemos los mor smoes= (¢; ) : p! py

P=(d;):p ! p.Es f&cil ver que
(G=H;f=g) = Im fG=(HN;); g

y por lo tanto f 7,g: G=H ! f G=(HN;); g es unaG-resoluci n (porque las
proyecciones ; son sobreyectivas). Com&=N; es un grupo de Lie para cada
I, todos los espacios cocient8=(HN;) son G-ANR’s debido a, por ejemplo,
[3, Proposition 2.2]. Por lo tanto, concluimos qué ig:p!f p; lgesuna
G-ANR -resoluci n.

Finalmente, cada funci n p; puede considerarse como ur@=N;-funci n

Ei! (G=Ni)=(HN;=N;);
y por lo tanto es unaG=N;- bracin, ya que G=N; es un grupo compacto

de Lie (v@ase, por ejemplo, [7, Proposition 3.1]). A®, es tambi@n unas-
braci n por [9, Proposition 2.1]. ]

Teorema 5.3. SeaH un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. Seap: E! G=H una G-funcin, donde E es unG-espacio metrizable.

EntonceskE admite una extensi nG- brante i : E ! E junto con el diagrama

conmutativo '
E v E
A a7
G=H

donde p es una G- bracin fuerte para la cual existe una G-deformacin
innita fuerte D :E [0;1)! E deE eni(E) sobreG=H, esto es, que
satisface la igualdacp D(y;t) = p(y) para todo(y;t) 2 E [0;1 ).

SiS=pleH)y 8= pLeH), entonces la restriccinP : S | 8 del
encajei es una extensi nH - brante de S.

Demostraci n. Por la Proposici n 5.2 podemos encontrar un&-AN R -resoluci n
p=fp; !gdeptal que cadap es unaG- bracin de G-ANR's. Ahora apli-
cando el Teorema 4.3 tenemos un@-extensi n p de p representada por el
diagrama conmutativo deG-funciones
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E—E

P P (18)

G=H ——/' g

dondep es unaG- braci n fuerte. MAES acen, existe un@-deformaci n in nita

fuerte (D;D):p idp1)! pdepenp. HaciendoE = p *(G=H)y b= Bi;,
obtenemos el diagrama (17) como una restricci n de (18). Conid(b;t) = b
para todob2 G=H y t 2 [0;1 ), tenemospD (y;t) = D(p(y)) = p(y) para
todoy2 Eyt2[0;1). Porlotanto, D(E [0;1)) E,ypodemos de nir
la G-deformaci n in nita fuerte deseadaD como una restricci n deD.

Para probar la celtima a rmaci n del teorema, primero note qu@ esH-
brante debido a que la funcin constante 8 ! f eHg, como una restriccin
de p es unaH - braci n fuerte, ( p como G- braci n fuerte, es tambi@n una
H- braci n fuerte por [1, Proposition 4.1(d)]). M/AEs acen, tenemd3d(8
[0;1)) 8 y por lo tanto la restriccin de D a 8 [0;1 ) nos da una
H -deformaci n in nita fuerte de 8 sobrei(p (eH)) = i(S). De modo que
P:S1 8esunH -SSDR-mapeo y por tanto una extensi nH - brante. [

Corolario 5.4. SeaH un subgrupo cerrado de un grup® y seaE un G-
espacio compacto metrizable. Entonces ur@afuncin p: E! G=H es una
G- braci n fuerte si y solo si p (eH) es un espacidH - brante.

Demostraci n. La parte solo si es obvia (solo hay que repetir el argumento
de la prueba del Teorema 5.3 lo que muestra qu‘BeesH - brante).

Ahora supongamos queS = p Y(eH) es un espacidH - brante. Por el
Teorema 5.3 (y en sus t@rminos), tenemos la extensH brante P: S ! 8.
Paralafuncinids:S! S, comoS esH- brantey Pes unH-SSDR-mapeo,
existe unaH-funcin b: 8! S tal que b P = ids. Identi cando, como es
usual, E y E con los productos torcidoss Sy G 8, respectivamente,
tenemosi = Gy P (de verdad,i([g;s]) = i(g9) = d(s) = [g;(s)]). Entonces
parala funcinr : E! E, dada porr = G 4 b, tenemosr i = idg Y,
mAs acep, r = p (porquep r(gb) = p(gh(b)) = gH = p(gb)), es decir,r
es unaG-retraccin de E en E sobreG=H. Esto implica fAcilmente qup es
una G- braci n fuerte al igual que p. ]
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Teorema 5.5. SeaH un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G.Sij : S! $ es una extensinH-brante de un H-espacio compacto
metrizable S, entoncesG 4 j :G yS! G 4 § es una extensinG-
brante de G 4 S.

Demostraci n. Primero tomaremos una extensi nH- brante de S para la
cual la a rmaci n del teorema se cumple a priori. Se& = G 4 S. Clara-
mente, podemos asumir qu& es unH -subconjunto deE (por la identi ca-
cins [e;9g2E) as queE = GS. Entonces por la proyecci n natural
p:E! G=H, gs7! gH, tenemosS = p %(eH). Aplicando el Teorema 5.3
a p obtenemos la extensi nH - brante deseadal : S | 8, debido a que la
G-funcin G 4 IPpuede identi carse con la extensinG-brante i :E ! E
dada por este teorema.

Ahora seaj : S| $ cualquier extensi n H- brante. Por [1, Proposition
4.1(c)],G {j esunG-SSDR-mapeo . Por lo tanto, necesitamos solo mostrar
queG 4 S es un espaci@- brante. Para esto usaremos la existencia de las
H -funciones’ : S'! Qy 81 Stales que ' ' idg (ver Preliminaries).

Seas: A, X unG-SSDR-mapeoysed :A! G 4 $unaG-funcin.
Por supuesto, debemos asumik X . Para completar la prueba debemos
encontrar unaG-funcin €: X ' G S paralacualf s= f. Como
E=G 4 8 esG- brante, hay una G-funcin F : X | G 8 tal que el
diagrama

A——IG 485G . 8

S

X

conmuta. HaciendoA® = f }(§) y X°= F %(S) obtenemos el diagrama
conmutativo de H -funciones

dondef °y s®son las restricciones dé y s en A°y FPes la restriccin deF

Matem/Eticas y sus aplicaciones 14, Captulo 2, pZAginas 27-49



Alexander Bykov, Patricia Dom nguez Soto y Jorge Alberto SAnchez
48 Mart nez

en X% Para laH-funcin FO: XO91 8 tenemos
( Fac= F° = £ fC

Como § es un espacid - brante, el H-par (X% A9 tiene la propiedad de
extensi n de homotop as con respecto & y por lo tanto f °puede extenderse
a algunaH-funcin fo: X% § as quef?® s’= f2 Entonces la funcion
ff= G  fOes la extensi n deseada dé. O

Corolario 5.6. SeaH un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. SeaS un H-espacio compacto metrizable. § es un espacidH - brante,
entoncesG 4 S es un espacids- brante.

Demostracin. Como S es un espacidi - brante space, la funci n identidad
ids es trivialmente una extensi nH - brante de S. Por el Teorema 5.5G

ids =idec ,s:G wS! G 4 Sesuna extensi nG- brante. En particular,
G 4 S es un espacids- brante. O

Agradecimientos

Los autores agradecen a los ZArbitros por haber dedicado su valioso tiempo para
la revisin del trabajo, sus comentarios y sugerencias permitieron mejorar
sustancialmente el texto del cap tulo.

Bibliograf a

[1] S. A. Antonyan, Equivariant embeddings intoG-AR’s, Glasnik Mat.
22(42) (1987) 503-533.

[2] S. A. Antonyan, Extensorial properties of orbit spaces of proper group
actions, Topology Appl. 98 (1999) 35-46.

[3] S. A. Antonyan,Compact group actions on equivariant absolute neighbor-
hood retracts and their orbit spacesTopology Appl. 158 (2011) 141-151.

[4] S. A. Antonyan, S.Mardeti¢Equivariant shape Fund.Math. 127 (1987)
213-224.

Matem/ticas y sus aplicaciones 14, Captulo 2, pZAginas 27-49



ExtensionesG- brantes y productos torcidos 49

[5] G. E. Bredon,Introduction to compact transformation groups Academic
Press, New York, 1972.

[6] A. Bykov, The homogeneous spac=H as an equivariant brant space
Topology Appl. 157 (2010) 2604-2612.

[7] A. Bykov, A. L. Kanteen Montiel, Strong G- brations and orbit projec-
tions, Topology Appl. 163 (2014) 46-65.

[8] A. Bykov, M. Texis, Equivariant strong shapeTopology Appl. 154 (2007)
2026-2039.

[9] A. Bykov, A.Torres Juan, Fibrant extensions of freeG-spaces Topology
Appl. 159 (2012) 1179-1186.

[10] F. Cathey, Strong shape theoryin: Shape Theory and Geometric Topo-
logy, Lecture Notes Math., Springer, Berlin, 1981, pp. 216-239.

[11] T. tom Dieck, Transformation groups Walter de Gruyter, Berlin-New
York, 1987.

[12] R. S. Palais,The classi cation of G-spaces Mem. Amer.Math. Soc. 36,
1960.

[13] L. S. Pontrjagin, Topological groups Princeton Univ. Press, 1939.

Facultad de Ciencias F sico Matem/ticas, BUAP
Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

abykov@fcfm.buap.mx
pdsoto@fcfm.buap.mx
jorgealberto.sanchez@uptlax.edu.mx

Matem/Eticas y sus aplicaciones 14, Captulo 2, pZAginas 27-49


mailto:abykov@fcfm.buap.mx
mailto:pdsoto@fcfm.buap.mx
mailto:jorgealberto.sanchez@uptlax.edu.mx




Modelacl n matemZtica

51






Matem/ZEticas y sus aplicaciones 14, Textos Cient cos, Fomento
Editorial de la Benem@rita Universidad Aut noma de Puebla, ISBN:
978-607-525-695-5

Captulo 3

Simulaci n num@rica del ujo bif&Esico para el
problema de desprendimiento de nos por
Inyecci n de agua de baja salinidad en un

yacimiento petrolero

Francisco Javier Mart nez Deferia !, Mar a Luisa
Sandoval Sols!y Manuel Coronado Gallardo 2

’Departamento de Matem/Eticas, UAM Iztapalapa
?Instituto Mexicano del Petr leo

Resumen

La inyeccin de agua de baja salinidad busca modi car la interaccin

de la roca con los uidos del yacimiento, con el n de conseguir una
cantidad adicional del aceite atrapado en los poros de la roca. En un ya-
cimiento de arenisca el desprendimiento y movilizaci n de nos es uno de
los mecanismos sugeridos, ya que los nos desprendidos pueden bloquear
gargantas de poro, reduciendo la permeabilidad localmente y forzando
al uido inyectado a invadir y barrer zonas previamente no activas. Una
parte importante del modelo matem/Ztico asociado a este fen meno es
resolver num@dricamente, de manera e ciente, las ecuaciones asociadas a
ujo bifEsico. El prop sito de este trabajo, es modelar num@ricamente
el problema de ujo en dos fases en un medio poroso heterog@neo, con
la presencia indeseada de una falla conductiva de alta permeabilidad,
incluyendo el comportamiento cercano al pozo y considerando una dis-
continuidad en la saturaci n inicial del pozo inyector. Se muestra que la
aproximaci n numdrica de la ecuaci n de saturaci n afecta directamente

a dicha solucin, por tanto, tener una aproximaci n precisa es un fac-
tor importante. Se implementa la tdcnica de Elemento Finito (FE) para
resolver presi n-velocidad y la saturaci n se aproxima con el mgdtodo de
Galerkin Discontinuo (DG). Para el esquema DG se presenta un estudio
de limitadores de pendiente usando elementos lineales y bilineales con
la nalidad de describir adecuadamente la discontinuidad inicial de la
saturaci n.
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1 Introduccin

Por su impacto en la econom a mundial, la extracci n de hidrocarburos de
yacimientos petroleros es actualmente un tema altamente relevante para la
sociedad. El uso de la inyecci n de agua de baja salinidad como mecanismo
de recuperaci n adicional de aceite es reciente y est/ en etapa de pruebas en
yacimientos de rocas areniscas y en etapa de laboratorio en rocas de carbo-
natos, vdase [1]. La mayor a de los resultados experimentales muestran que
una alta recuperacin de aceite se obtiene cuando la salinidad del agua de
inyecci n es mucho mAs baja que el agua de la formaci n, vidase [15]. En [8]
se plantea un modelo monofAsico del desprendimiento y movilizaci n de nos
de la super cie de la roca, debido a una reducci n de salinidad y el posterior
bloqueo de las gargantas de poros, lo que da lugar al deterioro de la permea-
bilidad local, y obliga al uido de inyecci n a redirigirse a zonas previamente

no barridas y con ello arrastrar aceite adicional a los pozos de producci n. En
este trabajo, nos basamos en el modelo propuesto en [8], ampliZEndolo a un
ujo en dos fases (agua-aceite) y su aplicaci n en la recuperaci n secundaria
de aceite. Lo anterior considerando una secci n de yacimiento con un pozo in-
yector y cuatro productores vecinos con la presencia de una falla conductiva.
En general, la simulaci n num@rica de un modelo de nos en ujo bifAsico es
compleja. En este trabajo s lo nos enfocamos en aproximar num@ricamente la
parte asociada al ujo bif/Esico. Esto implica resolver num@ricamente ecuacio-
nes de balance de masa asociadas a presi n y saturaci n de las fases (agua y
aceite), las cuales son no-lineales debido a la permeabilidad relativa y presi n
capilar presentes. En la seccin 2 se presenta el modelo matem/Atico asociado
al ujo en dos fases.

Uno de los m@todos m/As populares en la industria petrolera para simular
ujo bifAEsico (particularmente para uidos incompresibles o ligeramente in-
compresibles) es el m@todo de presi n impl cita y saturaci n expl cita (IMPES
por sus siglas en ingl@s). Este algoritmo secuencial, propuesto en [14] y [16],
tiene la ventaja de reducir el sistema de ecuaciones lineales a resolver, puesto
gue se tiene un esquema impl cito s lo para la presi n. Sin embargo, para que
sea estable se requiere tamaaeos de paso muy pequeaeos en la saturaci n que lo
hace computacionalmente costoso, principalmente para problemas a tiempos
muy grandes. Por otro lado, en [5] se propone un esquema IMPES mejorado,
gue adapta el paso de tiempo en la saturaci n y toma pasos de tiempo mZAsS
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grandes para la presi n, debido a que la presi n cambia mZs lentamente que
la saturacin. A lo anterior se suma la aparici n de inestabilidades num@ri-
cas causadas por efectos no-lineales de la interacci n entre uidos y que se
mani esta a travds de la presi n capilar y las permeabilidades relativas.

El m@todo de Galerkin Discontinuo (DG por sus siglas en inglds) es un m@-
todo atractivo debido a que es exible en dominios no estructurados usando
funciones de aproximaci n de orden alto y permite soluciones discontinuas a
travds de las fronteras de los elementos, conservando masa localmente, que lo
hace ideal para problemas que incluyan discontinuidades. En [7] se introduce
el m@todo de Runge-Kutta DG (RKDG) que es una extensi n del m@todo de
DG con esquemas de orden alto en el tiempo, ideal para problemas hiperb -
licos.

La aproximaci n numdrica del modelo de ujo toma ideas del trabajo
realizado en [11], donde implementamos un esquema IMPES mejorado basado
en [5]. Las ecuaciones asociadas a la presin y velocidad se aproximan a
trav@ds de la tdcnica de elemento nito [3] y se implementa el m@todo RKDG
para aproximar la ecuaci n de saturaci n. Adem/Zs, se utilizan limitadores
de pendiente (veZse [2], [10] y [13]) para evitar que el m@todo DG genere
oscilaciones espurias en la saturaci n. Se implementan elementos lineales y
bilineales.

En la secci n 3 se presenta el m@todo num@rico para realizar las simulacio-
nes. La validaci n de los resultados se realiza a travids de la conservaci n de
masa, calculando el gasto volum@trico y volumen acumulado de salida sobre
los pozos de producci n, ver seccin 4 . Finalmente, los resultados num@ricos
y las conclusiones se presentan en las secciones 5 y 6, respectivamente.

2 Modelo MatemZEtico

El modelo matem/Ztico est/ asociado al ujo en dos fases, incompresible, en
un medio poroso heterog@neo, saturado de agua y aceite, vdase [6] y [8]. La
zona de estudio considera un esquema de cinco pozos de una seccin de un
yacimiento, un pozo inyector y cuatro productores equidistantes con la pre-
sencia de una falla conductiva de alta permeabilidad que une el pozo inyector
con dos productores, ver Figura la.
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ko

850 m
=~

(@) (b)

Figura 1: (a) Modelo de 5 pozos, un inyector y cuatro productores con una
falla conductiva de alta permebilidad, (b) per | de permeabilidad en direcci n
del ejey sobre la falla conductiva.

Ecuaciones Gobernantes

La ecuaci n de conservaci n de masa es

@_s) @ts)” ( U)=0; =fw; og 1)
donde denota la porosidad, la densidad,S la saturaciny la fase
agua o aceite. AQu U es la velocidad de Darcy dada por

K ki

Uu = rp; = fw; og; (2)

con, k la permeabilidad absoluta, la viscosidad,p la presiny k, =
k. (Sw) la permeabilidad relativa que depende de la saturaci n de ag\u,.
Se considera el modelo propuesto en [4],

kw = K3, Shs ko = KG(1 Sow)™; (3)
donden,, y n, Son neemeros positivos comcenmente con valores 1 2. Se observa

que kS, = kw (Sw = 1) es la permeabilidad relativa en el punto nal de la
fase de agua k2 = k. (Sw = 0) es la permeabilidad relativa en el punto
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nal de la fase de aceiteS,, = Shw(Sw) €s la saturaci n de agua normalizada

de nida por
o - _Su Sw
nw — T 9~ @ o
1 Sor SWc
en el cual,S,,. es la saturaci n de agua cr tica yS,, la saturaci n residual de

aceite. La permeabilidad absoluta del sistema se escribe como, vdase [9],
o]

k(x;y) =

0 Sw 1 4)

Ko; sijyj>;
k - . -

ko+ ¢ 1+cos X ; si jyj

()

dondeky es la permeabilidad fuera de la falla conductiva y es constantek

es la permeabilidad mAxima dentro la falla conductiva2y denota el grosor

de la falla, cuando k es cero se tiene el caso homog@neo, ver Figura 1b.
Se de ne la presin capilar como

Pc = P(Sw) = Po P! (6)

El hecho de que el medio poroso estd completamente saturado de agua y aceite
da la relaci n

S+ S, =1: (7
La velocidad total se calcula a travds de (vdase [6]),
U=U,+ U (8)

Al sustituir la velocidad de Darcy de cada fase en la ecuaci n (8) junto con
la relaci n (6), se deduce laecuaci n de velocidad

U= Krpy+Kk wrpg 9)

donde
= (Sw)= wt o (Movilidad total) y (20)
= (Sw)= kL; = fw; og; (Movilidad fase): (12)

MAEs acen, las velocidaddg y U, est/&n relacionadas con la velocidad total
U a travds de

U, = fuU+ kfy or pe; (12)
Uo=fU kfy wr pe; (13)
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con
f =1 (Sy)= —; = fw; og; (Flujo fraccional): (14)
Suponemos que la densidad y porosidad son constantes, por tanto, al

sumar las ecuaciones en (1) asociadas a la saturacin de agua o aceite, se
obtiene la ecuacin

r U=0: (15)
Al sustituir la relaci n (9) en (15) se llega a laecuaci n de presin
r(krp)r (kwrp)=0: (16)
La ecuaci n de saturaci n
@ d
@ﬁﬂ FoU + kfy oﬁrsw =0:; (17)

se obtiene de sustituir la identidad (12) en la ecuaci n de conservaci n de
masa para la saturacin de agua (1). Se tiene entonces un sistema de dos
ecuaciones (16) y (17) y dos inc gnitap, y Sy.

Modelo de ujo bifA&Esico

En este trabajo despreciamos el efecto de la presi n capilar y hacensos S,,
Y Po = P nuestras variables primarias, por tanto, las ecuaciones de ujo se
reescriben como

r(k rp=0; (ecuaci n de presi n); (18)
U= krp; (ecuaci n de velocidad) (29)
%f+ r (f,U)=0; (ecuaci n de saturaci n); (20)
sujetas a las condiciones de frontera e inicial de nidas por
_ Qiny . - . .
rp = 21 uhK o' S=1 S,; sobre ;
P = Pout; rs =0; sobre ;i=2;:::;5;
rp =0; rs =0; sobre ;i=6;::::9;
S(x;y;0) = Swo; (21)
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y

® 3
1
@ & @ X
4 2
9 ® s

Figura 2: Zona de estudio en 2D

donde es el vector normal unitario en la frontera del pozo inyectoQ;,, es
el gasto volum@trico de inyecci n en el pozo inyectoi%3 , Pout denota presin
constante en los pozos productordpsi], ry, es el radio del pozgcm], h es la
zona de disparo yS,o es la condici n inicial discontinua para la saturacin
de agua. En la Figura 2 se muestra la zona de estudio en 2D.

Por otra parte, se introducen las nuevas variables adimensionales

t X y p
t! —; x! — = o —;
tR LR y LR P Pr
donde
Lr Kr PR
tr=—; Ur= ;
R UR’ R RI—R'
y se de nen las siguientes cantidades adimensionales:
r h Q K U
I Yo h!l — Q! —2 k! —; U,! X QN
"Lk L O Tz k' " Un "

Aqu las variables con( ) son aquellas que tienen dimensiones y el sub ndite
denota las variables de referencia. El modelo adimensional asociado al modelo
de ujo bifA&Esico coincide con el dado en las ecuaciones (18)-(20).

3 M@todo numdrico

En esta secci n se presenta un esquema IMPES mejorado basado en [6], donde
la ecuaci n de presi n y velocidad son aproximadas con la tdcnica de Elemen-
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to Finito y la saturacin a travds del m@todo de Galerkin Discontinuo con
limitadores de pendiente.

Discretizaci n espacial

Sea 2 R?un dominio acotado con frontera Lipschitz continua subdividida
en elementos nitos, donde . es un elemento triangular o cuadrangular en
e

2D. Sea = e Una particin de  dondene es el niemero de elementos
e=1
en la malla,h = mazx diam( ¢)y ¢\ =7?; 8e;f=1;:::;ne;donde
e h

e €s el interior no vac o de . De nimos los siguientes espacios,

Vh
VO; h

Vh2C% n):Vhj .2Pn8 2 nhyvh=gen j;i=2;:::1;5;
Vh2C% n):Vhj .2Pn8 &2 nhywj =0; i=6;:::;9 ;

donde, C°( 1) es el conjunto de funciones continuas en, y P, denota el
conjunto de polinomios de grado menor o igual qua. Para este trabajo se
consideram = 1, es decir, tenemos aproximaciones sobre elementos lineales
(tri/Engulos) y bilineales (cuadrados). De nimos commt el ncemero de nodos

o grados de libertad totales y ; a las funciones base de los espacl\sy Vo
tales que,

8
21 si i=j
im)=_
O si 6]
donden; = (x;;y;) son las coordenadas del nodedsimo para = 1;:::;nnt

Aproximaci n de la presin

Expresamos la presi n fy), saturaci n (Sy) y funci n de prueba (vy) discretas
a trav@ds de las funciones basg¢ como

ot ot
Ph = By Sh= Sm mi Vh= il (22)

j=1 m=1
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Luego, la forma discreta de la formulaci n variacional para la ecuacin de
presi n (18) en el tiempot" es

Z
k(X;y) a(Sr? S\Nc)nW + b(l Sor Sr?)no r pﬂ rvod
h
£ @S] Sw™+HL Se SH™ d; 8vh2Von (23)

=cC vhd ; 8v .

1 a(S Swe)™ h h < Vonh

0 0 _

donde,a= krw = ka _ any .

;. b= ;. C=
w(l Swe Sor)ﬂW 0(1 Swe Sor)nc’ 2r yh

Aproximaci n de la velocidad total

La ecuaci n de velocidad (19) es aproximada componente por componente a
travds de las relaciones

@. nUn — @
@X 2T @y

donde, = con k60; 60.

Se construye la formulaci n variacional de las relaciones (24) jando el
nodon; y para el tdrmino de la presin se aplica el Teorema de Green junto
con las expresiones (22), en consecuencia se obtiene

: Uf;h = (24)

1

Z Z
@.
@I hd i(ph 1) d
up = o) Z ol 1) . 8i=1;:::;nnt;  (25)
nod
2 sop( i) 5
@.
o _)@I)Pﬂd i(Ph 2) d
up, = 2 z Pl i) . 8i=1;:::;nnt;  (26)
n o
sop( i)

donde, =( i; 2) es la normal exterior unitaria ysop ;) denota el soporte
de la funcin base ; en el nodon; que est/E formado por los elementos
conectados com; (ver Figura 3a).
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*Nodo
=Vertice

(a) Soporte compacto de la (b) Relaci n geom@trica en-
funcin base ; en el nodo tre el elemento . y sus ve-
n; para elementos lineales. cinos.

Figura 3: Soporte ; y esquema para Galerkin Discontinuo

Aproximaci n de la saturacin

La ecuaci n de saturaci n (20) se resuelve implementando el m@todo de Ga-
lerkin Discontinuo cuya forma variacional discreta es (vdase [13]),

Z Z Z
@3
i—d+ iFn d F" id:0; 27
e @t e e r ( )
dondeF" = f,(S{)UL y F" es el ujo numd@rico tipo upwind de nido como,
- N =N
Fr= O e =12 (28)
y 8
2 fw(SHUR(M) si Up(n) 5 O
FM=_

fw(SpIUR(N) si Up(ni) 5 < G;
donde j es el vector normal a la frontera j; y S, S; son los valores de la

saturaci n izquierdo y derecho en el tiempad" asociados a la misma frontera
i , ver Figura 3b. Observemos quee = 12[ 23] a1

Limitadores de pendiente

Los limitadores de pendiente son requeridos para reducir oscilaciones espurias
alrededor de puntos donde hay cambios bruscos de pendiente y poder mante-
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ner una buena precisi n en las regiones suaves. En este trabajo consideramos
tres tipos de limitadores de pendiente: los limitadores ;y  , para ele-
mentos lineales y 3 para bilineales, vddase [2], [13] y [10], respectivamente.

Limitador 1
1. Calcular el valor promedio sobre cada elementaq,
1 Xe

Se = e . Sex; €=0;123; (29)

donde Se« son los valores de la saturaci n en los nodag y nne es el
nocemero de nodos por elemento.

2. Obtener el mAximo y m nimo de los valores promedio

S"=mn( Se); Si =max(Se); e=0;123: (30)

3. Evaluar el parfEmetro, a travds de

8 _
% sl S0 S>>0,

n=_ S S g 5 S,<0 (31)

% Sk So ’

1, si S¢ So=0;

donde, k = 1;2;3 representan los lados del elementog y Sk es el
valor promedio en la frontera k determinado por los valores nodales del
elemento .

4. Estimar el valor de’  donde
Ck=max[mn( o1 l);mn(rg; )l (32)

Aqu, el valor del par£Emetro 2 [0;1]. En particular, si =1 se tiene
el limitador minmod y con =2 obtenemos el limitadorSuperbee

5. Elegir el limitador’ a travds de

=mn( ' ); k=1;2,3 (33)
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6. Los gradientes ilimitados se calculan para todos los elementos por
medio de
Z Z

Sid; S2d ;  =(1 2 e=0;123
e e (34)
dondeA; es el Area del elemento formado por la frontera= [ |
3

1
r Se= —
e Ae

7. Por celtimo, la variable limitada estA de nida por
SH(X;y) = So+ ' r SIY (35)

donde 1
r Syed = 5 (T So+ war Sy + Wor Sy + Wl S3);

WY L PR LT PR LT |
Nri2 Tag) Nri2 Tag)) Nri2 Tag)

aqu el vectorr es un vector con origen en el centroide del elemento
extendidndose a un vdrtice del elemento. Por ejemplo, para el noegdo
se tiener = (Xn, X;¥n, V), dondex;y son las coordenadas del
centroide del elemento .. AnAElogamentd,y €s el vector con origen en
el centroide del elemento . al centroide del elemento 4. En la Figura
4 se muestra un esquema para este limitador.

Limitador > El proceso de limitaci n incluye cuatro pasos.

1. Se calcula el valor promedio para la saturaci n en el elemento principal
o a travds de la relaci n (29).

2. Los gradientes ilimitados se calculan para todos los elementqsusando
la expresin (34).

3. El gradiente limitado se evalcea tomando un promedio ponderado de los
gradientes ilimitados de los elementos vecinos, es decir,

r Sh= wir Sy + Wor S, + war Sg; (36)
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donde los factores de peso est£n dados por

W = 0203 +
R A

_ 010z +
T g gr g3
W = o + :

G+ B+ E+3

con un ncemero pequeaeo para prevenir indeterminacin, en nuestro
caso =10 19 Los valoresg se calculan como la normé,( ) de los
gradientes ilimitados,

o1 = kr Sik%; @ = kr Spk%; gs = kr Szk*:

4. Finalmente, las variables limitadas en los v@rtices de cada elemento se
obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente:

xe @SI L= @_g
. @xX 0] @x
xe @ o @5
=S,.. = —2 7
- @ySO,J @y (3 )
Rne
St =30

j=1

El requisito para la soluci n reconstruidaS], es satisfacer cada compo-
nente del gradiente limitado y preservar el promedio en el centroide del
elemento. En la Figura 5 se muestra un esquema para este limitador.

Limitador 3 En la Figura 6 se muestra un esquema gr4& co de los
valores que intervienen en el c/Z&lculo del limitador de pendientes. Sea

S =1(51;%;%3;5) Y S = (S1;S;S3;S4) los valores en los vdrtices deg
antes y despuds de limitar. Ahora, el valor promedio sobre cada elemento
se de nen porS,, , k =0;1;2;3;4y se calculan como

1 Xe S+S
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(a) Esquema para calcularr Sg (b) Esquema para calcular los
para . pesosw;

Figura 4: Limitador 1

o
3
r S1
0 >
| |
I’]l‘
r 83
1
0= 1[ 2[ 3
(@) Esquema para calcularr S (b) Esquema para calcular la integral
para o. de | nea sobre q.

Figura 5: Limitador 5
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aqu, Sj es el valor promedio de los v@rtices antes de limitar. Despuds se
calculan los valores limitados sobre las aristas mediante

812 = Seo M (Seo SlZ; (SEO Sel); (893 SeO));
823 = Seo M (Seo 523; (Seo Sez); (Se4 Seo)),
S34 = Seo + M (834 Seo; (Seo Sel); (Se3 Seo));
Si1=Se+ M (Sa1 Sep; (Sep Ser)i (Ses Sen));
conM (a;b; 9 la funcin minmod en una dimensin con 2 [0;1], ver [10].

Finalmente, para obtener los valores limitados de la saturaci n se resuelve
el problema de m nimos cuadrados

mn S Sl (38)
sujeto a
1 Xe
e Si = Sey; (Conservaci n de masa sobre ()
i=1
S+ S, =28y
S; + S3=2S5,3;
S3+ S4=2S3;  (Conservaci n de masa sobre las aristas de))
Ss+ S1=284;
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Figura 6: Esquema para el limitador 3.

Discretizaci n temporal

Reescribimos la formulaci n variacional discreta (27) como el sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO) siguiente:

d n

D= Ivie = L) (39)

donde

z

M=[M;], My = i jd; (40)
Ze

T=[T], T= iF" o d (41)
Ze

G=[G], Gi= roi Up fu(Sh)d ; ij =1; ;nner (42)

e

El sistema de EDO (39) se aproxima para cada tiempoa travdds del m@todo
de Runge-Kutta TVD de segundo orden (RK2-TVD) junto con un limitador
de pendiente  (v@ase [7]), que a continuaci n se describe.
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Seaft"g\., una particin de J = [0;T]y t" = t"™1 " conn =
0; ;N 1, entonces la formulaci n para RK2-TVD estA dada por

1. SeaS? = Sy (la condici n inicial).
2. Paran=0; ;N 1calculamosS'** como sigue:

Dado S
Calcular las funciones intermedias

sV =sh+ t'L(S)
si=( s

1
SV =5 Sh+ sy + tL(Sy)

s? = (s

Actualizar
1 - <@
Slr1]+ - Sh;I

M@dtodo IMPES mejorado

El m@todo IMPES fue originalmente desarrollado en [14] y [16]. La idea b/Asica
de este m@todo es separar el cZ&Llculo de la presi n de la saturaci n. Para ello,
se aproxima la presi n en forma impl cita y la aproximaci n de la saturacin
de manera expl cita en el tiempo. Este m@todo es simple de implementar
y requiere menos memoria de ¢ mputo que otros, por ejemplo, el m@todo
soluci n simult/Enea, v@dase [12]. Sin embargo para que sea estable requiere
pasos de tiempo pequeseos, vdase [6]. Adem/As, de la mecAnica de uidos ¢
medio poroso se sabe que la variaci n temporal de la presi n es mZs lenta que
la saturaci n, por estas razones, es apropiado utilizar pasos de tiempo mAs
grande para la presi n que para la saturaci n. Por tal motivo, implementamos
el m@todo IMPES mejorado adoptado de [5].

Seaft"g\_, una particin de J = [0;T] el intervalo de tiempo de inte-
rds yJ™**t = (t";t"*'] los subintervalos deJ con longitud t3** = t"**
t"; n=0;:::;N 1; usada para la presin. Para aproximar la saturacin,

cada subintervaloJ"*! es dividido, a su vez, en subintervalos denotados por
n+1
Jnm = (tmm LM dondet™™ = t" + m t,& ;o m=1;: My th0 =t
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Jnm . [rs\;m

o tnil thim thim e+l M1 ¢nM

Figura 7: Discretizaci n para el m@gtodo de IMPES mejorado.

La longitud de J™™ es denotado por td™ = t"™ "™ L m=1;:::M; n=
0;:::;N 1. En la Figura 7 se muestra un esquema del m@todo IMPES me-
jorado, el cual se describe a continuaci n:

1. DadoS? = Sy, la condici n inicial.

(a) Dado S}, calcular la presin p;

(b) Obtener la velocidadUy

I. Calcular el paso de tiempo asociado a la saturaci n

tn;m — DSmax i
S @ﬁﬂ;m '
@t
max
donde
@§'"  _ 1 FE" Sup
@t max max

y DSnax €s la variaci n mAxima de la saturaci n que se per-
mite con S/"° = SP.
ii. Calcular SI'™ utilizando el m@todo RK2-TVD con el limitador
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de pendiente a travdds de las funciones intermedias
SR AR TCE

SI(;lh): ( Sr(ll))
1 . _
SP =5 S e s e ELs))
s?=( s?)
7 = S}

donde el operadolL estZA de nido por la ecuaci n (39).

SI + S ,M

4 Validaci n del modelo numd@rico

Una vez de nido nuestro esquema num@rico para resolver el modelo de ujo es
necesario comprobar nuestros resultados, para hacer esto nos respaldamos de
la conservaci n de masa calculando el gasto volum@trico y volumen acumulado
en los pozos productores en un tiempo en espec co.

Gasto mZsico

Conocida la velocidad total, se calcula la velocidad de agua y aceite a travds
de las ecuaciones (12) y (13) despreciando el efecto de la presin capilar.
El gasto mAsico para la fases de agua y aceite en los pozos productores se
calculan de la forma siguiente:

ZZ
Qv; =  whwh jiUwjj d
ZO
2
O, = ofwh jjUjjd; i=2; ;& (43)
0
donde,
22.. . 2 X
juijd = Y jiVi i = fo;wg;
k=1

conng el noemero de divisiones en la frontera del pozo inyectar
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Gasto volum@trico

Conocidos los valores del gasto mZsico, se calcula el gasto volum@trico para
la fase de agua y aceite en cada pozo productor mediante lo siguiente:

QW; o= L’ Qo; o= h, i=2; ' 5: (44)

w [0}

El gasto de salida est& dado por
Qs = Qsw + Qso;
donde X X
Qsw = Qw; ;7 Qso= Qo;
i i
conQs.w Y Qs.w l0s gastos de salida para el agua y el aceite, respectivamente.
Para veri car la condici n de conservaci n de masa se tiene que cumplir que

Qiny Qs=0; Eg= w
iny

dondeEq es el error relativo asociado al gasto de salidas.

Volumen acumulado

El volumen acumulado para cada fase (agua-aceite) se calcula por medio del
gasto volum@itrico en un periodo de tiempo, cuya forma est/& dada por
T T

f
Vi; (1) = Qu; (1) dt; Vo, (1) =
0 0
Aqu, T; denota el tiempo deseado, coii; 2 [0;T]. Como en el caso del
gasto volum@trico, el volumen acumulado tambi@n debe cumplir la condicin
de conservaci n de masa, es decir,

f Qo ,(t)dt; i=2; ;5 (45)

- Vteo VS_

Vteo ,
donde Vi, = Qiny Tt €s el volumen acumulado al tiempo nall; y Ey es el
error relativo asociado avs que es el volumen acumulado de salida, dado por

Vs = Vs + Vs,

Vieo Vs=0; Ey

con X X
VS;W(t) = Viw: i(t); VS;o(t) = Vo: i(t); I =2; ; O
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5 Resultados Num@ricos

En este apartado presentamos los resultados num@ricos obtenidos de las si-
mulaciones. En los Cuadros 1 y 2 se muestran las unidades y factores de
conversi n, respectivamente, que se emplean en este trabajo. El Cuadro 3
contiene el valor de los par/£Emetros usados en el modelo matem/Ztico y los
par/Emetros de referencia para el modelo adimensional se especican en el
Cuadro 4. Adem/s, se considera una condicin inicial discontinua para la
saturaci n del agua de nida como

_§1 Sor; Si (Xy)2 g

Swo = 0.6, en otro caso

Las pruebas num@ricas se han desarrollado en una mAquina HP 2240 Tower

Cantidad Convertir a  Multiplicar por
Magnitud  Unidad Sl Da s 86,400
Presin Pa, N, Atmosfera Pa 101325
Velocidad m" Barril m?3 1.5899 10 !
S
Densidad kg (petr leo 42 gal)
Viscosidad centipoise Pas 0.001
dinEmica) | 2° psi Pa 6894.76
milidarcy m?2 9.86923 10 16

Cuadro 1: Unidades SI.
Cuadro 2: Factores de conversi n.

Workstation, Intel(R) Core(TM) i7-6700 CPU @ 3.40Ghz, 15 GB RAM. EI

c digo se program en Matlab R2017b y se paraleliz con ayuda ddbarallel
Computing Toolbox Para ello, se construyeron a alto nivel, ciclos-for para-
lelos (parfor-loop), matrices especiales y se emplearon funciones habilitadas
en paralelo de Matlab. El software utiliza la interfaz de la aplicaci n Open
Multiprocessing (OpenMP) para la generaci n del ¢ digo multincecleo en me-
moria compartida y usa como mAximo el noemero de procesadores (workers
para Matlab) del ordenador, en nuestro caso se utilizaron los 4 procesado-
res de la estaci n de trabajo. La ventaja de haber empleado este toolbox se
muestra al nal de este apartado.
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Par/Emetro Valor Adimensional
k9, 0.3
kY 0.7
Swe 0.2
Sor 0.1
0.2
Nw 2
No 2
r'w 0.0635m 1.5875 10 4
h 20m 0.05 ParﬁEme_tro Valor S|
g 1000 psi 1 referencia
ko 100mD 1 Le 400m
k 900mD 9 R lcp 10 3Pas
Qny 578 10 °m®=d 0.0212 PR 1000psi  6894760Pa
10m 0.025 Kr 100mD 9:87 10 *m?
w 1000Kg=m® 1 R 1000kg=m?3
o 800Kg=m?* 0.8 Ur 170 10 ®m=s
w 1cP 1 tr 2721d
o 3cP 3

Cuadro 4: Par/Emetros de refe-
Cuadro 3: Par/Emetros utilizados en ujeencia para la adimensionaliza-
bifEsico. cin.

Debido a que la condici n inicial es discontinua en el pozo inyector, se
requiere realizar un estudio de limitadores de pendiente con el n de descri-
bir adecuadamente dicha discontinuidad. Para ello, primero presentamos la
soluci n de la ecuaci n de saturaci n implementando los dos limitadores de
pendiente para elementos lineales, donde se elige el que tiene mejor desem-
peaeo. Despuds la mejor opci n de esta prueba se compara contra la soluci n
obtenida usando el limitador de pendiente para elementos bilineales. Final-
mente, mostramos la soluci n num@rica del ujo bifAEsico para 3 horas de
producci n con el mejor limitador de pendiente. Cabe seaealar, que los valores
de los parEmetrd3S,ax, Y M se han elegido de la experiencia de diversas
pruebas.

En la Figura 8 se muestran las mallas utilizadas en la soluci n num@rica
para elementos lineales y bilineales con sus respectivos grados de libertad, las
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(@) nnt =15376, ne = 30256 (b) nnt = 16212, ne = 15960

Figura 8: Ncemero de nodos totales y neemero de elementos para elementos:
(@) lineales y (b) bilineales.

cuales son generadas con ayuda del software GiD 11.0.8.

Limitadores de pendiente para elementos lineales

En est/ prueba se muestra el efecto de los limitadores de pendientey >

en la soluci n num@rica de la ecuaci n de saturaci n con elementos lineales.

Consideramos el caso de permeabilidad absoluta homog@nea cuaride 0

en larelaci n (5) y un tiempo de producci n de 30 min. Se jan los par£metros

DSmax =0.005 yM = 10. AdemAs =1 para el limitador 1. Los valores

para Qiny Y Vieo SON de 0.005781§ y 0.1736M3, respectivamente. La Figura

9 muestra los resultados asociados a la ecuaci n de saturaci n mostrando un

acercamiento alrededor del pozo inyector; y de los pozos productores 4

y 5, como tambi@n un corte transversal sobre el eje x. Para el limitador
2, l0s pozos productores tienen una saturaci n de agua de alrededor de

0.76. De la grA& ca 9d se observa que al usar el limitador; no se aproxima

correctamente la saturacin en los extremos de la falla. De igual forma, las

gr/E cas 9a - 9¢c muestran que cerca de los pozos, la mejor soluci n se obtiene

implementando el limitador  ,, pues aproxima la soluci n sin oscilaciones,

principalmente cerca de la discontinuidad del pozo inyector. Por tanto se elige

este limitador para futuras pruebas.
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Figura 9: Aproximaci n de la saturaci n para el caso homog@neo con elemen-
tos lineales para los limitadores ;y  , a 30 min de producci n.
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Elementos lineales vs bilineales

Ahora se comparan las soluciones num@ricas de elementos lineales con el limi-
tador  , contra elementos bilineales con el limitador 3, donde los grados

de libertad son de 15376 y 16212, respectivamente. Te ricamente se sabe que
la precisin es mejor con elementos bilineales al usar el m@todo de elemen-
to nito (Galerkin continuo), vddase [3], sin embargo, estamos interesados en
analizar el desempeaeo con elementos nitos discontinuos.

Consideramos el caso de permeabilidad absoluta homog@nea y un tiem-
po de produccin de 1lh. Los valores de los parAEmetros §08,,,x =0.005,
M =10y =0.5 para el limitador 3. Los valores paraQiny Y Vieo SON
de 0.005787’“?3 y 0.347214m3, respectivamente. En la Figura 10 se observan
las soluciones num@ricas asociadas a la saturaci n en el pozo inyector y dos
productores, as como un corte en el eje x. Los resultados muestran que para
1h de producci n la soluci n asociada a los elementos lineales ya satur con
agua los pozos productores, es decir, alcanz el valor de S, que es el
valor mAximo que se puede tomar, lo que signi ca que ya no hay produccin
de aceite, sin embargo, este efecto f sicamente en la realidad no es probable.
Por otra parte, la soluci n con elementos bilineales acen no satura los pozos
productores, pues su valor esta alrededor de 0.75. No obstante, la soluci n
con elementos bilineales presenta ligeras oscilaciones alrededor de los pozos,
lo cual nos indica que los parf£Emetros utilizados para est/& aproximaci n ne-
cesitan ser ajustados de manera m/As precisa. En particular se ha observado
gue reduciendo el valor d®S,,.x a 0.001 prActicamente se eliminan las osci-
laciones de la soluci n, pero es demasiado costoso. El Cuadro 5 presenta los
resultados del gasto volum@trico y volumen acumulado y en la Figura 11 sus
gr/ cas asociadas. Dichas gr& cas con rman que para elementos lineales ya
no hay producci n de aceite a una hora de produccin y el error relativ
es superior al de los elementos bilineales. Adem/s, el tiempo de CPU es ma-
yor para elementos lineales que bilineales que ahorran alrededor del 9% (17
minutos), cuya diferencia se har/& m/As grande conforme aumente el tiempo de
producci n. Por tanto podemos concluir que la mejor aproximaci n se tiene
con elementos bilineales usando el limitador 5.
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Figura 10: Aproximacin de la saturaci n para el caso homog@neo con ele-
mentos lineales y bilineales a 1h de producci n.
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Figura 11: Comparaci n de gastos volum@tricos de ag@s., (I neas azu-
les) y aceiteQs, (I neas rojas) y volumen acumulado de aceités., a 1h de
producci n para el caso homog@neo.

Elemento Qs Eo Vs Ev CPU

Lineales 0.000873 8.49% 0.052118 8.49% 182.76
Bilineales 0.005346 7.62% 0.319990 7.84% 165.44

Cuadro 5: Comparaci n del gasto vqumQtrico%i) y volumen acumulado
(m?) de salida para elementos lineales y bilineales a una hora de producci n.
El tiempo de CPU se muestra en minutos.

Simulaci n num@rica del modelo de ujo bifAEsico

Se presentan los resultados asociados al modelo de ujo bifEsico con elementos
bilineales. Se considera la presencia de la falla conductiva de alta permeabili-
dad con k =900 mD y un tiempo de producci n de 3 h, el gasto de inyecci n

y volumen acumulado son 0.00578§ y 1.041734m3, respectivamente. Se ha
realizado un an/Elisis sobre los par/EmetroM y DS,ax, donde las pruebas
num@ricas muestran que una buena elecci n de estos par/AEmetros ayudan a
minimizar oscilaciones y tiempo de CPU. El par/£Emetroafecta el proceso de
saturaci n en los pozos productoredyl afecta el proceso de actualizaci n de

la presin en el m@dtodo IMPES yDS,,.«x afecta a las oscilaciones que se pre-
sentan en la ecuaci n de saturaci n. De acuerdo a lo anterior, los valores de
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los parEmetros que se utilizan en este subapartado Bbr= 10, =0.5 para
el limitador 3 Y DSnax cambia de forma gradual en el tiempo conforme al
Cuadro 6.

Tiempo 0-10 10-30 30-60 60-120 120-18MNp NS Total CPU
DSmax  0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 1765 17650 756.32

Cuadro 6: Cambio gradual deDSax. Np y NS son el ncemero de veces que
se calcula la presi n y la saturaci n, respectivamente. El tiempo de CPU estA
en minutos.

El Cuadro 7 muestra la comparaci n entre tiempos de CPU al usar la pa-
ralelizaci n implementada enParallel Computing Toolboxde Matlab con 2,3

y 4 procesadores de la estaci n de trabajo contra la forma secuencial. Los
resultados muestran que paralelizando el ¢ digo se tiene un ahorro en tiempo
de CPU con respecto a la forma secuencial, que equivale a una reducci n del
53 % (858 min) con 4 procesadores, 50 % (808 min) con 3 procesadores y 38 %
(623 min) con 2 procesadores. Por tanto, las simulaciones de ujo bifAsico se
realizan en paralelo con 4 procesadores.

Caso Total CPU

Secuencial 1615.2
Paralelo (2 procesadores) 991.93
Paralelo (3 procesadores) 807.50
Paralelo (4 procesadores) 756.32

Cuadro 7: Tiempo de CPU (min) secuencial vs paralelo.

En la Figura 12 se exhiben los cortes sobre los ejes asociados a la presin,
velocidad y saturaci n. EI campo de velocidades como el comportamiento de
la presin y saturaci n en 2D se observan en la Figura 13.
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Figura 12: Aproximaciones num@ricas: (a) y (b) presin, (c) y (d) la magnitud
de la velocidad, (e) y (f) saturaci n. Modelo de ujo biffEsico para 3 h de
producci n. La falla conductiva est/& sobre el eje x.
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Figura 13: Aproximaciones num@ricas: presi n, saturaci n y velocidad en 2D.
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Los resultados muestran que a tres horas de producci n acen no se tiene
saturaci n de agua en los pozos productores lo que implica producci n de acei-
te, adem/Es, sobre la falla conductiva se tiene una velocidad mayor que afecta
a la saturaci n. Por otra parte, el Cuadro 8 muestra el gasto volum@trico y
volumen acumulado de salida, tales datos indican que acen hay producci n de
aceite y es necesario m/s tiempo de producci n.

Qs Eo Vs Ev
0.005419 6.35% 1.04170 7.25%

Cuadro 8: Gasto volum@trico y volumen acumulado de salida para el modelo
de ujo bifAEsico a 3h de producci n.

6 Conclusiones y trabajo a futuro

Se simul num@ricamente el ujo bifsico asociado al modelo de despren-
dimiento y movilizaci n de nos en una falla conductiva, considerando una
condici n inicial discontinua de la saturaci n en el pozo inyector. Se aplicaron
las tdcnicas de elemento nito para aproximar la presin y velocidad y Ga-
lerkin Discontinuo para la saturaci n. Se realiz un estudio de limitadores de
pendiente para elementos lineales y bilineales, el cual mostr que se obtienen
mejores simulaciones al emplear elementos bilineales con el limitadors.

Se analizaron los valores de los par/Emet®S,.,«, Yy M para ajustarlo.

Y el programa se aceler considerablemente al usar la herramierarallel
Computing Toolboxde Matlab. Todo con la nalidad de tener simulaciones
con ables. Como trabajo futuro se simular/ el desprendimiento, movilidad y
atoramiento de nos.
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Resumen

Un pico-sat@lite (CanSat) es un dispositivo que simula un sat@lite real,
en el sentido de sus componentes, estos se usan para el acercamiento de
los estudiantes, al conocimiento de las tecnolog as de la industria espa-
cial [4], es decir, son el pretexto ideal para que un estudiante tenga la
experiencia pr&ctica de realizar un proyecto espacial. Los pico-satdlites
no orbitan, son lanzados desde una altura aproximada de un kil metro
desde el suelo, mediante drones o cohetes, una de sus misiones es lograr
transmitir datos de telemetr a como son: presi n atmosf@rica, tempera-
tura, humedad, entre otros. Lo anterior se debe hacer mientras el CanSat
desciende lentamente hasta lograr su misi n, el rango de la velocidad a la
que debe descender es jada en los concursos nacionales e internacionales.
El trabajo que presentamos tiene por objetivo analizar dicha etapa, esto
es, controlar la velocidad de descenso del CanSat mediante un paraca -
das. Para tal meta analizamos el modelo matem/tico que describe dicho
fen meno, en la que encontramos las relaciones de los parf£metros involu-
crados como son; velocidad | mite o terminal, fuerza de arrastre, densidad
del are, coe ciente de arraste y /Erea. Mismos que nos ayudaran a disesear
el paraca das y a construirlo tomando en cuenta los resultados que genera
tal modelo.
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1 Introduccin

En 1995 en la Universidad de Stanford surgi la iniciativa de involucrar a

los estudiantes del programa educativo de ingenier a espacial en el diseaeo de
sat@lites [4]. Estos esfuerzos fueron realizados por parte del profesor Robert
Twiggs con el diseaeo y construcci n de un micro sat@lite que mAs adelante se
le conocer a con el tdrmino de CanSat. El acr nimo CanSat proviene de la
palabra Can que signi ca lata en el idioma inglds y de Sat de la contracci n

de satdlite .

Uno de los principales objetivos de los pico-satdlites CanSat reside en el
aspecto educativo, estos son usados para inducir a los estudiantes al cam-
po de las tecnolog as aeroespaciales. Sin embargo, creemos que hoy en d a
a tomado un auge m/As all/£ de lo educativo, esto se puede constatar en la
aparici n de cada ves mas competencias locales e internaciones a lo largo de
cada azeo. En donde, el principal objetivo radica en poner aprueba el ingenio
de los participantes, para realizar diferentes misiones, que van desde; trans-
mitir datos de telemetr a, salvaguardar un huevo en su interior, descender con
una velocidad controlada usando un paraca das u otro artefacto, probar una
ecuaci n matem/Ztica, una ley fsica, etc. Asi pues, podemos decir que
tanto la electr nica involucrada en los dispositivos, como la matem/tica y la
f sica inmersa en ellos pueden lograr hacer la diferencia entre los diferentes
dispositivos.

Otra caracter stica del CanSat es que no pueden recibir instrucciones desde
la estaci n receptora, durante su trayecto de ascenso, descenso y/o retorno,
es decir, deben ser completamente aut nomos [4].

La primera parte de este trabajo describe de manera general los compo-
nentes de un CanSat, asi como tambi@n los tdrminos usados en el mismo. La
segunda parte esta enfocado al principal objetivo, que es, describir el mode-
lo matemAtico del fen meno que ocurre, desde, el momento que el CanSat
es desprendido del dron o cohete, hasta que @l mismo llega a tocar el suelo,
dicho modelo nos ayudara a entender con una mejor claridad tal evento, y
asi, poder diseaear el tamaaeo del paraca das de tal manera que descienda a la
velocidad elegida.
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2 Conceptos

En esta seccin solo enunciamos todos los conceptos usados a lo largo del
trabajo, sin embargo, no es la meta dar una descripcin a detalle de los
mismos. Para el lector interesado en a ondar en los detalles recomendamos
revisar las siguientes referencias [6], [9].

Segunda ley de Newton

La segunda ley de Newton se puede enunciar de la siguiente manera: Si una
part cula sufre una alteraci n de su sistema inercial de referencia debido a una
interacci n, interna o externa, dicha alteraci n puede ser cuanti cada como

= 4 )
donde mv es la cantidad de movimiento o momentum lineal. As, la fuerza
est/E de nida como la raz n de cambio temporal de dicha cantidad de movi-
miento. Si la masa de la part cula permanece invariante mientras se desplaza,
la ecuacin (1) se reduce & = ma, conocida como la ley fundamental de la
DinAEmica.

F

Fuerza de arrastre

Cuando una part cula se mueve a travds de un medio distinto al vac o (como
un uido, ej. aire, agua, aceite, etc.), este medio ejerce una fuerza de resisten-
cia conocida como fuerza de arrastifgy que tiende a reducir su velocidad. La
fuerza de arrastre depende de las propiedades del uido y del tamaaeo, forma
y velocidad del objeto relativa al uido. De acuerdo a si el objeto se desplaza
a alta o baja velocidad, dicha fuerza puede ser lineal o cuadr/ticaveha
direccin de F4 es el de la velocidad del objeto relativa al uido, y su sentido
se opone al movimiento (es decir siempre produce una desaceleraci n).

1
Fq = S5V 2C4A = kv? (2)
dondek = % C 4A, la fuerza de resistencia sobre cualquier objeto es propor-

cional a la densidad del uido y proporcional al cuadrado de la velocidad
relativa entre el objeto y el uido. C4 no es constante sino que var a como
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funci n de la velocidad, la direcci n del ujo, la posici n del objeto, el tamaaeo
del objeto, la densidad del uido.

Coe ciente de arrastre

El coe ciente de arrastre, resistencia o fricci n del medio (comeenmente de-
notado como:Cy4, C, 0 C,) es una cantidad adimensional que se usa para
cuanti car la resistencia de un objeto en un medio uido como el aire o el
agua. Es utilizado en la ecuaci n de resistencia, en donde un coe ciente de
resistencia bajo indica que el objeto tendr/A menos resistencia aerodinfEmica
o hidrodinEmica. El coe ciente de resistencia est&E siempre asociado con una
super cie particular.

El coe ciente de resistencia de cualquier objeto comprende los efectos de
dos contribuciones b/Esicas a la resistencia dinfEmica del uido: la resistencia
de forma y de super cie.

Densidad

La densidad o densidad absoluta es la magnitud que expresa la relaci n entre
la masa y el volumen de una sustancia o un objeto slido. Su unidad en
el Sistema Internacional (SI) es kilogramo por metro coebico (kg La
densidad es una magnitud intensiva. Matem/ticamente se expresa como:

m
Vv

®3)

‘rea

El concepto de Area permite asignar una medida a la extensin de una su-

per cie, expresada en matem/ticas como unidades de medida denominadas
unidades de super cie. La unidad empleada para medir el /Area se denomina
unidad cuadrada.

CanSat

La agencia espacial europea de ne un CanSat como un conjunto de sistemas
electr nicos que simulan las funciones de un satelite real [7], los componen-
tes estan integrados dentro de una lata de refresco de aproximadame3t®
mililitros y un peso no mayor a500 gramos.
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Existen diferentes tipos de CanSat, estos son:
Rover-back
El CanSat debe desplazarse de manera aut noma a un punto de nido,
una vez aterrizado, por medio de un veh culo tipo Rover.
Fly-back

En la etapa de descenso el CanSat controla su ca da. Dependiendo de
la misi n esto lo debe hacer usando mecanismos que de alguna manera
frenen su ca da, como por ejemplo; un paraca das, un autogiro e incluso
se puede dotar de todo un sistema que permitan planear y trazar una
determinada trayectoria, hasta alcanzar un punto de nido.

Medici n de Par£Emetros

El CanSat durante su descenso debe recopilar datos de parAEmetros f si-
cos y qu micos del ambiente, mediante los sensores que estan integrados
en su segmento de vuelo.

Resistencia al Impacto

El CanSat debe soportar el impacto que sufre al tocar el suelo, sal-
vaguardando sus componentes y hasta otros objetos que lleven en su
interior, como por ejemplo un huevo.

En general la arquitectura b/Asica de un CanSat esta conformada por la
parte del segmento de vuelo y la del segmento terrestre.

Segmento de Vuelo
Los principales subsistemas que lo integran son:

Sistema de Sensores

Este m dulo esta constituido por todos los sensores (inerciales, de clima
y posicionamiento) y es el encargado de medir todas las variables f sicas,
qu micas y de posicionamiento geogr/4 co del CanSat.

Estructura MecZnica

Es la carcasa que se encarga de protejer todos los elementos del CanSat,
por lo regular es diseseada de acuerdo al prop sito de la misin o tipo
de CanSat.
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Control y Procesamiento de Datos

Podemos decir que es el cerebro del CanSat, @I que tiene la tarea de
recabar la informaci n de los sensores y a su vez dirigirlos a los elementos
de transmisi n, o de almacenarlos para despu@ds recuperarlos.

Transmisi n de Datos

Agrandes rasgos este sistema se encarga de enviar la informacin a la
estaci n terrena en tiempo real.

Sistema de Potencia

Es el encargado de energizar todos los sistemas del CanSat, mediante
unas bater as o paneles solares.

Segmento Terrestre

Esta integrado por unaestaci n terrena la cual tiene la funci n de comu-
nicarse con el CanSat, es decir, recibir toda la informaci n que los sensores
envian, desde el comienzo de la misin, hasta el nal del mismo. La estruc-
tura b/Esica la conforma una antena receptora, un trasnreceptor conectada a
una computadora, en donde con ayuda de un software especializado se pueda
analizar, extraer los datos, y visualizarlos por medio de gr/4 cas.

Todo lo anterior lo podemos resumir en el siguiente diagrama
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Figura 1. Modulos de un CanSat.

Para terminar esta secci n es importante mencionar que en nuestro pa s es
reciente la aparici n de eventos que buscan integrar a los estudiantes de nivel
superior, a competir usando sus cansats en donde demuestren su ingenio para
realizar diferentes misiones. Sin embargo, en otros paises tales dispositivos
fueron introducidos desde los aseos noventa y en la actualidad ya son usados
en estudiantes de niveles de secundaria.

3 Modelo matemZtico del descenso

Visualizando y analizando detenidamente el problema podremos pensar que
cuando un cuerpo se suelta en la atm sfera, primero acelera bajo la in uencia
de su peso. La fuerza de arrastre resiste el movimiento del cuerpo, que actcea
en la direcci n opuesta al movimiento. Conforme aumenta la velocidad del
cuerpo, lo mismo la fuerza de arrastre. Esto contincea hasta que todas las
fuerzas se equilibran unas a otras y la fuerza neta que actcea sobre el cuerpo
(y por lo tanto su aceleraci n) es cero. Entonces, la velocidad del cuerpo, per-
manece constante durante el resto de su ca da si las propiedades del uido, en
la trayectoria del cuerpo, permanecen esencialmente constantes o uniformes.
Esta es la la velocidad mAxima que un cuerpo que cae puede alcanzar, tal
velocidad se llama velocidad terminal o | mite [9].
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En esta secci n demostraremos usando el modelo de caida libre que lo di-
cho anteriormente as ocurre, m/ZAs acen determinaremos ¢ mo es tal velocidad
| mite. Para esto vamos a considerar que la fuerza de arrastre es directamente
proporcional al cuadrado de la velocidad del CanSat. En general la fuerza de
arraste es una funci n de la velocidad del cuerpo, esta puede puede ser lineal,
e incluso polinomial [5]. Sin embargo para un medio en donde el aire se com-
porta de manera uniforme, la fuerza de resistencia se puede considerar como
una funci n de la velocidad al cuadrado. Por otro lado para ambientes donde
el are no es uniforme, se puede demostrar que la presi n atmosf@rica varia
dependiendo la altitud, convirtiendo la fuerza de resistencia en una funcin
mAs compleja [5].

A continuaci n describiremos el modelo matem/tico que describe el fe-
n meno considerando un ambiente uniforme, es decir, en donde las carac-
ter sticas del medio permanecen esencialmente constantes durante toda la
trayectoria del CanSat.

Seaw el peso de nuestro CanSat, i la resistencia del aire del ambiente.
Consideremos como positiva la direcci n hacia abajo, como lo muestra la
siguiente gura.

"

terminal

Fp

(a) Paraca das (b) Cuerpo

Figura 2: Paraca das y cuerpo libre.
De acuerdo a la segunda ley de Newton, podemos a rmar que la fuerza

resultante que actcea en el CanSat es igual a su masg por la aceleraci n
(a) del CanSat, es decir,
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W+ r = ma 4)

La resistencia del aire la consideraremos proporcional al cuadrado de la
velocidad, esto es,
r = kv (5)

La constantek > 0 es determinado por experimentaci n y esta depende
de los siguientes factores:

Densidad del aire ()
Coe ciente de arrastre Cyq)
‘rea frontal del paraca das expuesta al aire

Continuando con el modelo y considerando la direccin positiva hacia
abajo, la sustitucin de r en la ecuacin (4) nos lleva a obtener la siguien-
te ecuacinw kv? = ma, misma que se traduce en la siguiente ecuacin
diferencial, pues la aceleraci n es la derivada de la velocidad.

dv _ 2
ma =w kv (6)
Dado quew = mg, entonces
dv _ k ,
at g EV (7)

Para resolver la ecuaci n diferencial, note que dicha ecuaci n diferencial
se puede resolver por separaci n de variables. Por comodidad sea % de
donde que,

dv
w-9 Vv 2 (8)
Poniendo la ecuaci n de la forma
dv
g vZ = dt (9)
0 bien,
e 5T n +f~v~:L e} dv = dt (10)
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Integrando obtenemos

p_ p—
g+v p—
In = — =2 t+ C 11
T g(t+o (11)
mejor acen, p_+ p_
g+ v _ = eZpT(HC) (12)
g v

Considerando que la velocidad inicial del CanSat es cero, estowd) =0, y
despejandov(t), obtenemos

g T 1
v= 9 ] (13)

Dado que = X, entonces
p— !
mg e 9em 1
o= 0 Sp—— (14)
e2t gk=m +1
El cual representa la velocidad instant/Enea del CanSat en el tiempo.
Otra forma de representar la velocidad es,

_ mg 2 )
v(t) = K 1 m ’ (15)
Lo cual permite notar que,
_ g
tI!rln v(t) = I (16)

La velocidad anterior se conoce como velocidad | mite o velocidad termi-
nal, la cual la denotaremos pov,,

_ mg,
V2= - (17)

equivalentemente,
kv? = w (18)
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Esta celtima ecuaci n permite observar que el CanSat alcanza dicha ve-
locidad cuando su peso es igual a la fuerza de resistencia del aire, en pocas
palabrasy, es la que permitir/E que el CanSat descienda suavemente.

En lo que concierne a la constante de proporcionaliddd se sabe que
dicha constante esta dada por:

k= ; (19)

Donde,
representa la densidad del aire,
Cq el coe ciente de arrastre,
A es ‘rea frontal del paraca das expuesta al aire.

Para terminar esta secci n, sustituimos la constante de proporcionalidad
k en la ecuaci n anterior.

ACq ,
2 VT

De esta celtima note que el Area del paraca das se puede expresar en funcin
de la velocidad | mite, esto es,

w; (20)

2gm

— 21
C o (21)

4 Coe ciente de arrastre

Cuando un uido se desplaza sobre un cuerpo s lido, ejerce fuerzas de presin
normales a la super cie y fuerzas de corte paralelas a la super cie a lo largo
de la super cie exterior del cuerpo.

Usualmente existe interds en la resultante de las fuerzas de presiny de
corte que actoean sobre el cuerpo en lugar de los detalles de las distribuciones
de estas fuerzas en toda la super cie del cuerpo.

La componente de la fuerza de presi ny de corte resultante que actcea en la
direcci n del ujo se llama fuerza de arrastre (o s lo arrastre), y la componente
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gue actoea normal a la direcci n del ujo se llama fuerza de sustentacin (o
s lo sustentaci n).

Un cuerpo encuentra cierta resistencia cuando se fuerza a moverse a travdds
de un uido, especialmente un | quido. La fuerza que un uido que uye ejerce
sobre un cuerpo en la direcci n del ujo se llama arrastre. La fuerza de arrastre
se puede medir de manera directa simplemente con unir el cuerpo sumergido
a un ujo de uido a un resorte calibrado y medir el desplazamiento en la
direcci n del ujo (tal como medir el peso con una bAscula de resorte) [9].

‘rea caracter stica

Los coe cientes de resistencia se de nen usando un Area caracter gticme
puede variar dependiendo de la forma del cuerpo:

Czljm

2

el factor % U 2 en m@canica de uidos se de ne como presi n dinfEmica [6].
Cuando se quiere hacer uso de datos de resistencia u otras fuerzas, es impor-
tante tener la longitud y Area utilizadas para adimencionalizar los coe cientes
gue nos proporcionan.

A representa por lo general el Area frontal del cuerpo (el Area que se
proyecta sobre un plano normal a la direcci n del ujo). En otras palabras,

A es el Area que una persona ver a si observara al cuerpo desde la direccin
del uido que se aproxima.

Los coe cientes de arrastre y sustentaci n locales var an a lo largo de la
super cie como resultado de los cambios en la velocidad de la capa | mite en
la direcci n del ujo.

De [9] se sabe que cuando un cuerpo se suelta en la atm sfera, primero
acelera bajo la in uencia de su pesow(). La fuerza de arrastre Fp) resiste
el movimiento del cuerpo, que actcea en la direcci n opuesta al movimiento.
Conforme aumenta la velocidad del cuerpo, lo mismo la fuerza de arrastre.
Esto contincea hasta que todas las fuerzas se equilibran unas a otras y la
fuerza neta que actcea sobre el cuerpo (y por lo tanto su aceleraci n) es cero.
Entonces, la velocidad del cuerpo, permanece constante durante el resto de su
ca da si las propiedades del uido, en la trayectoria del cuerpo, permanecen
esencialmente constantes. sta es la velocidad mAxima que un cuerpo que cae
puede alcanzar, se llama velocidad terminal gura 3.
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Fp

n

terminal
FD
Fp=W-Fp
Figura 3: Durante una ca da libre, un cuerpo alcanza su velocidad terminal

cuando la fuerza de arrastre es igual al peso del cuerpo menos la fuerza de
otaci n (No hay aceleraci n).

5 Diseaeo y construcci n del paraca das

Un paraca das es un artefacto (ver gura 4) diseseado para frenar las ca das
mediante la resistencia generada por @l mismo al atravesar el aire, logrando
una velocidad de ca da segura y prActicamente constante.

Figura 4: Paraca das.

para el caso particular del CanSat la constante de proporcionalidad obte-
nida del modelo matem/tick, esta dada por:

AC g

k =
2

(22)
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sustituyendok en la velocidad | mite se tiene:

2gm

A =
CdV2

(23)

donde:
es la densidad local del aire.
v es la velocidad de descenso
C4 €es el coe ciente de arrastre
m es la masa del CanSat
g es la constante de gravedad

Ya con esta celtima expresi n (23), en donde observamos que en particular
el Erea esta en funci n de la velocidad | mite o velocidad de descenso, podemos
empezar a diseaear nuestro paraca das, primero que nada recordemos que el
intervalo en la que debe de estar la velocidad | mite es jada en los concursos,
para nuestro caso trabajaremos en un intervalo d@m=s a 10 m=s, ya que
este fugd el mAs comeen en los celtimos concursos [8].

La propuesta que haremos es descender a una velocidad controlada de
5:5 m=s, acen que, el lector pude decidir sobre el que mZs le convenga siempre
y cuando no se salga del intervalo que le exijan.

De la Agencia Espacial Mexicana [3] se tiene que el coe ciente de arrastre
para descender hay tres casos que se muestran en la siguiente Tabla 1.

Cuadro 1:Coe cientes de arrastre.

Velocidad de descenspModo de descenso Cy
23 ft/s Normal 1.26
20 ft/s Oscilando 1.6
16 ft/s Planeando 2.4
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A partir de la velocidad elegida anteriormente observamos, segoen la tabla
anterior, el coe ciente de arrastre que mAs nos conviene gsQ:4

Para el caso la forma del parca das se decidio aquella que tenga la forma de
un octZAgono, luego entonces, el A&xede secci n transversal, es un pol gono

regular de 8 lados como se muestra en la gura 5, cuya Area es:

pA=2"32 (24)

Figura 5: ‘rea de secci n transversal del paraca das.

En cuanto a la forma del domo se considera una forma semiesf@rica con
las siguientes caracter sticas:

’

(3r)/n

(6r)/in <

Figura 6: Lados del paraca das.
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donder corresponde al radio del pol gono, g es el ncemero de lados del
pol gono regular considerado.

Otros datos que necesitamos son el peso del CanSat y la densidad del a re,
en la primera columna de la siguiente tabla se muestra tales par/£Emetros, asi
como tambi@n los propuestos (velocidad | mite, coe ciente de arrastre), la se-
gunda columna muestra los resultados que se obtienen al sustituir los mismos
en las frmulas 23 y 24, es decir, las dimensiones de nuestro paraca das.

Cuadro 2: Par/Emetros.

v,=5.5 m/s

=1.22 kg/m? A=1054.82 cn?
Cyq=2.4 r=19.31 cm

m=025kg |L=%1 % =14:48&m

g=9.81 m/s?

Las siguientes guras muestran el molde y el paraca das hecho con las
dimensiones anteriores.

Figura 7: Molde del Paraca das.
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Figura 8: Paraca das real.

Finalizamos este trabajo comentando que el lanzamiento del CanSat fu@
realizado en las instalaciones del Instituto Tecnol gico Superior de Atlixco.
Este fue lanzado a una altura de 100 metros por medio de un dron. El sensor
del CanSat marco una velocidad de descenso @len=s.

Tomando en cuenta la precisi n y la exactitud inherentes a cualquier dis-
positivo electr nico, as como tambi@n el intervalo elegido, consideramos que
el control de la ca da fue todo un @xito. Las siguientes imAgenes muestran el
lanzamiento y parte del descenso.

Figura 9: Lanzamiento.

Figura 10: Descenso del CanSat en paraca das.
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Captulo 5

Funciones perfectas

Manuel Ibarra Contreras y Armando Mart nez Garc a
FCFM, BUAP

Resumen

En este cap tulo daremos condiciones bajo las cuales una funci n es per-
fecta. Estas condiciones estarf&n dadas sobre el dominio, contradominio
o la funcin misma, como se ve en la seccin 3 donde se trabaja con
funciones entre espacios compactos, en la secci n 4 donde se trabaja con
funciones entre espacios numerablemente compactos o en la secc n 5 don-
de se trabaja con funciones entre espacios m@itricos.

1 Introduccin

Una funci n perfecta entre los espacios topol gicoX y Y, con X espacio

de Hausdor (T,), es una funci n continua, cerrada y con bras compactas.
Dentro de las propiedades topol gicas que se satisfacen en la clase de los es-
pacios Hausdor est/n las que se preservan bajo las funciones perfectas y sus
preimAgenes. Entre otras cosas, en [3], se prueba que las clases de espacio
regulares, espacios compactos, espacios localmente compactos y k-espacios
cumplen ambas condiciones. Estas y otras propiedades de las funciones per-
fectas (por ejemplo, preservan la metrizabilidad y la paracompacidad) las han
llevado a tomar una posici n muy importante dentro de la topolog a general.

En este cap tulo, como ya se mencion en el resumen, se estudia este con-
cepto en las clases de los espacios topol gicos compactos, numerablemente
compactos y metrizables. Se estudia, entre otras cosas, ¢ mo es que a una
funci n que satisface alguna condici n d@bil de continuidad (por ejemplo, la
cuasi continuidad, la  continuidad o la c-continuidad) se le pueden agregar
condiciones de algaen tipo que lleve a que la funci n sea perfecta.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 109



110 Manuel Ibarra Contreras y Armando Mart nez Garc a

2 Preliminares

Denotaremos con las letra¥X;Y a los espacios topol gicos sin ningcen axio-
ma de separaci n a menos que se diga en forma expl cita alguna condicin
adicional. Con las letrasM y N denotaremos a los espacios mditricos.

SiIA X, diremos queA es un conjunto cerrado sK nA es un conjunto
abierto. Una familiaF , de subconjuntos abiertos dX es base parX si todo
conjunto abierto enX es la unin ge una subfamilia de- ; y se dir/E qUE es
una cubierta abierta deX siX = F.Parax2 X,V X es una vecindad
de x si hay un conjunto abiertoU tal que x 2 UV y una familia V(x) de
vecindades dex ser/E una base de vecindadesxdsi para cada vecindadV
de x, existeV 2 V(x) con la propiedad de qué/ W.

En esta secci n omitimos las pruebas de aquellos resultados que son bZsi-
cos y que normalmente se prueban en un primer curso de topolog a (el lector
interesado en revisarlas puede consultar [2] o [3]). Hacemos las pruebas de
las proposiciones que tienen que ver con alguna de las condiciones d@biles de
continuidad.

Denicin 2.1. Six2 X yA X, entonces

1. Un elementox 2 X es punto de adherencia dé si para todo conjunto
abierto U tal que x 2 U, se tiene queJ\ A 6 ;.

2. La cerradura deA la cual denotaremos comaly (A) es el conjunto

clx (A) = fx 2 X : x es punto de adherencia dag:

3. UnaredenX esunafuncinf :1 ! X dondel es un conjunto dirigido.

Sif ;1! X esunarederX, es costumbre denotarla combx;gj»; donde
xi = f (i) para cadai 2 |. Tambi@n se dice que la refixjg,; converge a un
punto x 2 X, denotado comaox; ! X, si para cada conjunto abiertov de X
tal que x 2 V, existeig 2 |, tal que para todoi 2 | coni > o, se tiene que
X;i 2 V.

Lema 2.2. SiA X, entonces las siguientes a rmaciones son equivalentes:
1. A es un conjunto cerrado.

2. A = cly (A).
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Lema 2.3. Six 2 X y A X, entonces las siguientes a rmaciones son
equivalentes:

1. x 2 clx (A).
2. Existe una redf X;gj»; que converge X y x; 2 A para todai 2 |.

De nicin 2.4. 1. X esT; si para todox;y 2 X conx 6 vy, existen
conjuntos abiertosU y V tales que

x2Uyy2ZU)y(y2VyxzV):

2. X esT, si para todox;y 2 X conx 6 y existen conjuntos abiertodJ
y V tales que
x2U,y2VyU\V=;:

3. X es regular siX esT; y para todo conjunto cerradoF X yx2 X
tal que x 2 F existen conjuntos abiertodJ y V tales que

x2U; F VyU\V=;:

4. X es compacto siX esT, y toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta nita.

5. X es numerablemente compacto X es T, y toda cubierta abierta
numerable deX tiene una subcubierta nita.

6. X es primero numerable si cada 2 X tiene una base numerable.

Los lemas que siguen enuncian propiedades de las clases de espacios que
se acaban de de nir y que ser/En usadas en las secciones posteriores

Lema 2.5. 1. X esT; siy slo si para todox 2 X, el conjunto fxg es
cerrado.

2. Si X es regular, entoncexX esT,.
3. Si X es compacto, entonceX es regular.

4. X esT, siy slo sitoda red enX converge a lo mAs a un punto.
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Lema 2.6. 1. SiX esT,yY X compacto, entoncey' es un conjunto
cerrado.

2. Si X compacto yF X es un conjunto cerrado, entonce§ es com-
pacto.

Lema 2.7. 1. SiX es numerablemente compactofy X es un conjunto
cerrado, entonces= es numerablemente compacto.

2. Si X es primero numerable yF X es numerablemente compacto,
entoncesF es un conjunto cerrado.

Denicin 2.8. Sif : X! Y esunafuncinyx 2 X, diremos que:

1. f es continua ernx si para todo conjunto abiertoV Y, tal quef (x) 2
V, existe un conjunto abiertoU X talquex2 Uyf(U) V,

2. f es ddbilmente continua em si para todo conjunto abiertoV Y,
tal que f (x) 2 V, existe un conjunto abiertoU X talquex 2 Uy
f(U) clv(V),

3. f es -continua enx si para todo conjunto abiertoV Y tal quef (x) 2
V existe un conjunto abiertoU X tal que x 2 U y f(clx (U))
cly (V),

4. f esc-continua enx si para todo conjunto abiertoV Y tal que
f(x) 2 VyYnV escompacto existe un conjunto abiertt) X tal
quex2 Uyf(U) V,

5. f es separante sX;Y son espaciosl, y para todoy;;y, 2 Y tales
quey; 6 y,, existen conjuntos abiertosV;;V, Y tales quey; 2 Vi,
Yo 2 V2, C|X (f l(Vl)) \ f l(Vz) =5y f 1(V1) \ Clx (f 1(V2)) = ;.

6. f es cuasi continua erx si para todo conjunto abiertoV X tal que
X 2 V y todo conjunto abierto W Y tal que f (x) 2 W, existe un
conjunto abierto novacoU V talquef(U) W.

Diremos quef es continua enX , o d@bilmente continua eX, 0 -continua

en X, o c-continua en X, o cuasi continua enX si para cadax 2 X, f es
continua enx, o d@bilmente continua erx, o continua enx, o ¢ continua
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en x, 0 cuasi continua enx, respectivamente. Si no hay lugar a confusin,
simplemente se dir/E gue es continua, ddbilmente continua,-continua, c-
continua, o0 cuasi continua, respectivamente.

Lema 2.9. Sif : X ! Y es una funci n continua o -continua, entoncesf
es dgbilmente continua.

Demostraci n. Se sigue de la De nicin 2.8 incisos 1y 3. ]

El siguiente lema resume algunas de las equivalencias muy conocidas de
la continuidad de una funci n.

Lema 2.10. Sif : X ! Y es una funcin, entonces las siguientes a rma-
ciones son equivalentes:

1. f es continua.

2. Para todo conjunto abiertoV Y, se tiene quef (V) es un conjunto
abierto.

3. Para todo conjunto cerradoF Y, se tiene que *(F) es un conjunto
cerrado.

4. Para todo conjuntoA X, se tiene qud (clx (A) cly (f (A)).
5. Para todo conjuntoB Y, se tiene queclk (f (B)) f 1(cl(B)).
Denicin 2.11. Sif : X ! Y es una funcin, diremos que:

1. f es cerrada si para todo conjunto cerradb X, se tiene quef (F)
es un conjunto cerrado,

2. f es compacta (numerablemente compacta) si para todo compacto (nu-
merablemente compactoX Y, se tiene quef (K) es compacto
(numerablemente compacto),

3. f es preservadora de compactos (numerablemente compactos) si para
todo compacto (numerablemente compactdd X, se tiene qud (K)
es compacto (numerablemente compacto),

4. f tiene bras compactas ( bras cerradas) si para tody 2 Y, se tiene
quef (y) es compacto (cerrado).
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Lema 2.12. Sif : X I Y es una funcin c-continua conY T,, entonces
para todo compactdK Y, se tiene quef 1(K) es un conjunto cerrado.

Demostracin. Si K Y compacto, por el Lema 2.6K es un conjunto
cerrado y por estoY nK es un conjunto abierto. Ahora, s 2 X nf (K),
entonces (x) 2 Y nK. Comof esc-continua enx, existe un conjunto abierto
UenX talquex 2 Uyf(U) YnK,yestoimplicaquex2 U Xnf (K).
Por lo tanto, f (K ) es un conjunto cerrado. ]

Denicin 2.13. Sif : X ! Y esuna funcin, la gr/& ca dé , que denota-
remos porGraf (f ), es el conjunto

Graf (f)= f(x;f (X)) : x2 Xg:

Lema 2.14. Sif : X ! Y es una funcin, entonces las siguientes a rma-
ciones son equivalentes

1. Graf (f) es un conjunto cerrado deX Y.

2. Paratodox 2 X yy 2 Y tales quef (x) 6 y, existen conjuntos abiertos
U XyV Y tales que

x2U;y2VyfU\V=;:

Demostracin. 1 implica 2. Seanx 2 X yy 2 Y tales quef (x) 6 y, en-
tonces(x;y) 2 Graf (f). Como Graf (f) es un conjunto cerrado deX Y
y (X;y) Z Graf (f), entonces(x;y) Z clx v(Graf (f)), y esto implica que
existen conjuntos abiertodJ X yV Y tales que

x2U,y2Vy U V)\ Graf (f)=;:

Probaremos qud (U)\ V = ;.

Si existieraz 2 f (U)\ V, entoncesz 2 f (U) y z2 V y esto implica que
existex 2 Utalquef(x )= zyf(x )2 V;sesiguequéx ;f(x)) 2 (U V)
y esto implica que

(U V)\ Graf (f) 6 ;

y esto contradice qugU V) \ Graf (f) = ;.
Por lo tanto f (U)\ V = ;.
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2 implica 1. Si(x;y) 2 X nGraf (f), entoncesf (x) 6 y, y esto implica
que existen conjuntos abierto¥) X yV Y tales que

x2U;y2VyfU)\V-=;:

Probaremos qugU V)\ Graf (f) = ;.
Si no fuera el caso, existir a

(X1;y1) 2 (U V)\ Graf (f);
esto implica que(xy;y1) 2 (U V) yy, = f(Xq); se sigue que
f(U)\ VE6,;

y esto contradice nuestra hip tesis.
Por lo tanto (U V)\ Graf (f) = ;, se sigue que

(x;y)2U V(X nGraf (f));

y esto signi ca queGraf (f ) es un conjunto cerrado deX Y. ]

De aqu en adelante cuand@&@raf (f ) sea un conjunto cerrado, diremos
tambi@n quef tiene gr/E ca cerrada.

Lema 2.15. Sif : X ! Y es una funcin ddbilmente continua y¥ es T,
entoncesf tiene gr4& ca cerrada.

Demostracin. Seanx 2 X yy 2 Y tales quef(x) 6 y. ComoY esT, y
f (x) 6 y existen conjuntos abiertosv/;;V, Y tales que

f(X)ZVl, y2V2yV1\ Vo= :;
esto implica quecly (V1) \ V, = ;.
Dado quef es d@bilmente continua §/(x) 2 Vi, existe un conjunto abierto
U Xtalquex2 Uyf(U) cly(V1); se sigue que
f(U\ Vo=
Por lo tanto, del Lema 2.14, se sigue qu@raf (f ) es un conjunto cerrado. [

De los Lemas 2.14 y 2.9 tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 2.16. Sif : X ! Y esunafuncinyY esT,, entoncesf tiene
gr/E ca cerrada si

1. f es continua, o

2. f es -continua.

Lema 2.17. Sif : X I Y es una funcin separante conX y Y espaciosTy,
entoncesf tiene gr& ca cerrada.

Demostracin. Seanx 2 X,y 2 Y tales quef (x) 6 y. Comof es una funci n
separante yf (x) 6 y existen conjuntos abiertos/;;V, Y tales que

F(X)2 Vi, y2 Vo; el (F YV H(V) =5 y B AV el (F (Vo)) = 5

Comof (x) 2 Vi, entoncesx 2 f 1(V,); esto implica quex 2 cly (f 1(\)); se
sigue quex 2 X ncly (f (V).
SiU= X nclx (f (V,)), es claro que

x 2 U; U es un conjunto abierto y qud (U) Y nV;;

esto implica quef (U)\ V, = ;.
Por lo tanto, del Lema 2.14, se sigue queraf (f ) es un conjunto cerrado.
O]

Lema 2.18. Sif : X ! Y es una funcin cerrada con bras cerradas yX
es regular, entonce$ tiene gr/& ca cerrada.

Demostraci n. Seanx 2 X,y 2 Y tales quef (x) 6 y, entoncesx 2 f (y)y
dado queX es regular yf 1(y) es cerrado, existen conjuntos abiertds; V
X tales que

x2U; f Yy) VyuU\V=::

Comof es cerrada, entonce®/ = Y nf (X nV) es un conjunto abierto
enY talquey2 Wy f (W) V,y estoimplica que

f(U\ W=;:
Por lo tanto, del Lema 2.14, se tiene quéraf (f ) es un conjunto cerrado. [

Teorema 2.19. Sif : X ! Y es una funcin d@bilmente continua y¥ es
regular, entoncesf es continua.
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Demostraci n. Seanx 2 X y V un conjunto abierto enY tales quef (x) 2 V.
Como Y es regular, existe un conjunto abiertdV Y, tal que f (x) 2
W cly(W) V ydado quef es d@bilmente continua er y f(x) 2 W,
existe un conjunto abiertoU en X tal quex 2 Uy f(U) cly (W), se sigue
quef(U) V.
Por lo tanto, del Lema 2.10, se sigue gue es continua. ]

Del Lema 2.9 y Teorema 2.19 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.20. Sif : X ! Y es una funcin -continua, conY regular,
entoncesf es continua.

Y del Lema 2.5 y Teorema 2.19, se tiene que:

Corolario 2.21. Sif : X ! Y es una funci n d@bilmente continua, cory
compacto, entonce$ es continua.

Si ahora usamos el Lema 2.5 y el Corolario 2.20 obtenemos el corolario
que sigue.

Corolario 2.22. Sif : X ! Y esuna funcin -continua, conY compacto,
entoncesf es continua.

La prueba del siguiente corolario es consecuencia del Lema 2.12.

Corolario 2.23. Sif : X ! Y es una funcin c-continua conY compacto,
entoncesf es continua.

Teorema 2.24. Sif : X ! Y es una funcin tal que para todo conjunto
cerradoF X, f :F! Y es cuasi continua, entonce$ es continua.

Demostraci n. Supongamos que existe 2 X tal que f no es continua erx.
Comof no es continua erx existe un conjunto abiertoV Y conf (x) 2
V tal que para todo conjunto abiertoU X conx 2 U existexy 2 Uy
f(xy) 2V.
Sea
F =fxy :xy 2 Ug:

Es claro quecly (F) es un conjunto cerrado y que 2 clx (F). Comof es
cuasi continua enx 2 cly (F), para cada conjunto abiertoW en cly (F) tal
quex 2 W existe un conjunto abiertow®en cly (F) tal que

wos ;; Wl wyf(w9y Vv:
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Como W es un conjunto abierto encly (F), entonces existe un conjunto
abierto V° X tal que W°= VO clx(F) y comoW?°8 ;, entoncesV°\
clx (F) 6 ; y esto implica queV°®\ F 6 ; y de aqu se sigue que existe
xy 2 WOtal que f (xy) 2V, que contradice qud (W9 V.

Por lo tanto, concluimos quef es continua. O]

Denicin 2.25. Sif : X ! Y unafuncin, x2 X yy2Y, denimos los
conjuntos C(f;x ) y C (f;y) como

1. C(f;x)=fy 2 Y : existe una red enX; fx;gip, tal que x; ! x vy f(x)!
J¢h

2. C(f;y)=fx2 X :y2C(f;x)g.
Lema 2.26. Sif : X ! Y esunafuncinyx 2 X, entonces
1. f(x) 2 C(f;x).
2. SiY esT, yf es continua enx, entoncesC(f; x ) = ff (x)g.

Demostracin. 1) Es claro que la redf xjg,; conx; = x para todoi 2 |
satisface quex; ! xy f(x;)! f(x). Por lo tanto f (x) 2 C(f;x).

2) Siy 2 C(f;x), entonces existe una red eX , fXxjgi>, tal que x; ! xvy
f(x;)! y.Comof es continuayx;! x, entoncesf(x;)! f(x)ycomoY
esT,, del Lema 2.5 se sigue que= f (x).

Por lo tanto C(f;x) = ff (x)g. ]

Teorema 2.27. Sif : X ! Y es una funcin conY compacto yx 2 X,
entonces las siguientes a rmaciones son equivalentes:

1. f es continua enx.

2. C(f;x) = ff (x)g.

Demostraci n. 1 implica 2. Sif es continua enx, comoY esT,, del inciso 2
del Lema 2.26 se sigue qug(f;x) = ff (x)g.
2 implica 1. Supongamos qué no es continua erx, entonces existe una
red enX, fXjg, talquex;! xylaredff(Xj)g2 no converge & (X).
ComoY es compactoff (xj):i21g Y tiene un punto de acumulacin
y 2 Y cony 6 f(x)y, por lo tanto existe una subredff (x;, )gk2i tal que
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f(xi)! vy, estoimplica quey 2 C(f;x ); se sigue que = f (x) y esto es una
contradicci n.
Por lo tanto f es continua enx. O

Lema 2.28. Sif : X ! Y una funciny (x;y) 2 X Y, entonces las
siguientes a rmaciones son equivalentes

1. (x;y) 2 clx y(Graf (f)) nGraf (f),
2. x2C Yf;y)nff (y)g.

Demostraci n. Basta observar quex 2 C 1(f;y) nff (y)gsiyslosix 2
Clfiy)yx2ff Yy)gsiyslosiy 2 C(f;x) yf(x) 6 ysiyslosi
existe una red enX, fxjgip; tal que x; ! x,f(x;))! yyf(x)6 ysislo
si (xi;f (X)) ! (xy) yf(x) 8 ysiyslosi(xyy) 2 cly v(Graf (f)) n
Graf (f). ]

Del lema anterior se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.29. Sif : X ! Y esunafuncinyy 2 Y, entonces las siguientes
a rmaciones son equivalentes

1. Graf (f) es un conjunto cerrado.

2. CHfyy)=ff Yy)g.

Lema 2.30. Sif : X ! Y es una funcin con gr& ca cerrada y¥ esT,,
entonces para todo compacté& Y, se tiene quef (K) es un conjunto
cerrado.

Demostraci n. SeanK Y compacto yx 2 clx (f 1(K)), entonces existe
una redfx;g,, talquex;! xyx 2f (K) paratodai 2 |; se sigue que
f(xj) 2 K paratodai 2 I.

Como K es compacto, existery 2 K y una subredff (x;, )ok2 tal que
f(xi,)! v,y estoimplica que(xi;f (i) ! (x:y).

Sif (x) 6 y, comoGraf (f ) es un conjunto cerrado, del Lema 2.14 se sigue
gue existen conjuntos abiertod) X yV Y tales que

x2U;y2VyfUN\V-=;;

Comox;, ! Xxyx 2 U existeip tal que x;, 2 U para todaix > ig esto
implica quef (x;,) 2 f (U) para todaiy >io Yy dado quef (x;,)! y,yy2V
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existei, tal quef (x;,) 2 V para todoiy > i, entonces pard, = maxfip;iig
se tiene que quéd (x;. ) 2 f (U)\ V para todaiyx > i, lo que contradice que
f(U)\ V = ;;sesigue qud (x)=yyas,x2f 1(K).

Por lo tanto f (K) es un conjunto cerrado. ]

3 Funciones perfectas en espacios compactos

En esta seccin,X y Y siempre serAn espacios topol gicos compactos, a menos
gue se explicite otra cosa. Cada uno de los resultados de esta secci n aparecen
en alguna de las siguientes referencias: [1], [5], [7]-[12].

Denicin 3.1. SeaX un espacioT,. Una funcin continua f : X ! Y es
perfecta sif es cerrada y paratody 2 Y, f %(y) es un conjunto compacto.

Lema 3.2. Sif : X ! Y es una funcin, entonces las siguientes a rmacio-
nes son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua.

Demostraci n. 1 implica 2. Es claro que sf es perfecta, entonceg es con-
tinua.

2 implica 1. SeaF X un conjunto cerrado.

ComoF es un conjunto cerrado, entonces por el Lema Z6es compacto;
se sigue qud (F) es compacto y, por el Lema 2.6, se tiene qfi¢F) es un
conjunto cerrado.

Adem/Es, comb es continua, para todoy 2 Y se tiene quef (y) es un
conjunto cerrado enX ; esto implica quef *(y) es compacto.

Por lo tanto f es perfecta. O

Lema 3.3. Sif : X ! Y es una funcin, entonces las siguientes a rmacio-
nes son equivalentes:

1. f es continua,

2. f tiene gr/ ca cerrada.
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Demostracin. 1 implica 2. Sif es continua, del Lema 2.15 se sigue que
Graf (f) es un conjunto cerrado.
2 implica 1. SeaF Y un conjunto cerrado. Del Lema 2.6, se sigue que
F es compacto y, del Lema 2.30, se tiene gfie'(F) es un conjunto cerrado.
Por lo tanto, del Lema 2.10, se sigue gue es continua. ]

Lema 3.4. Sif : X ! Y es una funcin, entonces las siguientes a rmacio-
nes son equivalentes:

1. f es continua,
2. f es cerrada con bras cerradas,

3. f es compacta.

Demostraci n. 1 implica 2. SeaF X un conjunto cerrado. ComadF es un
conjunto cerrado se sigue, por el Lema 2.6 giees compacto, entoncels(F)
es compacto y, si aplicamos el Lema 2.6, tenemos dué ) es un conjunto
cerrado. Adem/s es claro qligiene bras cerradas.

Por lo tanto f es cerrada con bras cerradas.

2 implica 3. SeanK Y compacto,fU; : i 2 I g una cubierta abierta de
f 1(K) por conjuntos abiertos deX,J = fJ | :J es nitogy para cada
J2J denamosU; = [f Uj:i 2 Jg.

Para cadak 2 K, f (k) X es un conjunto cerrado y por lo tanto,
compacto y esto implica que existd 2J tal quef (k) Uj; se sigue que

[
k2Ynf(XnU;)yas,K fYnf(XnU;):J2Jg:

ComoK es compacto y paracadd 2J , Y nf (X nU;) es un conjunto
abierto enY, entonces existenly; J,;:::;;J, 2 J tales queK [f Y nf(X n
U;): 121121, ngg, se obtiene que

[
f 1K) ff (Y nf(X nUy)):12f1;2::;ngg

fX nf Yf(X nUy)):12f1;2::;ngg

fXn(XnUy):12f1,2:ngg= fU, 212112 ngg:
Por lo tanto f es compacta.
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3 implica 1. SeaF Y un conjunto cerrado. ComoF es un conjunto
cerrado se sigue quE es compacto erY; por lo tanto, f (F) es compacto,
entoncesf 1(F) es compacto y, como consecuencia es un conjunto cerrado
enX.

Por lo tanto, del Lema 2.10, se sigue gue es continua. ]

Lema 3.5. Sif : X ! Y es una funcin, entonces las siguientes a rmacio-
nes son equivalentes:

1. f es cerrada con bras cerradas,
2. f es preservadora de compactos con bras cerradas.

Demostracin. 1 implica 2. SiIK X es compacto, entoncek es un con-
junto cerrado; se sigue qué (K) es un conjunto cerrado, entoncek(K) es
compacto. Por lo tanto,f es preservadora de compactos.

2implica 1. SeaFk X un conjunto cerrado. Comd= X es un conjunto
cerrado, entonce$ es compacto y, por lo tantof (F) es compacto y asf (F)
es un conjunto cerrado. Por lo tantd es cerrada. ]

De los Lemas 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 y el Teorema 2.27 tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.6. Sif : X ! Y es una funcin, entonces las siguientes a rma-
ciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua,

3. f es cerrada con bras cerradas,

4. f tiene Graf (f) cerrada,

5. f es compacta,

6. f es preservadora de compactos con bras cerradas,

7. para todox 2 X, C(f;x) = ff (x)g.
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Del Teorema 3.6, el Corolario 2.23, el hecho de que todo compatsoes
regular, el Teorema 2.19 y el Corolario 2.20, obtenemos las siguientes equiva-
lencias.

Corolario 3.7. Sif : X ! Y es una funcin, entonces las siguientes ar-
maciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua,

3. f es ddbilmente continua,

4. f es -continua,

5. f esc-continua.

De los Lemas 2.17, 3.2, 3.3 y Teorema 2.24 tenemos el siguiente resultado.
Corolario 3.8. Sif : X ! Y es una funcin tal que

1. f es separante o

2. para todo conjunto cerrado= X f :F ! Y es cuasi continua,

entoncesf es perfecta.

4 Funciones perfectas en espacios numerable-
mente compactos

En toda esta seccinX y Y son espacios topol gicos primero numerables,
numerablemente compactos ¥, a menos que se especi que otra cosa. Re-
cordemos (vdase el Lema 2.7) que la compacidad numerable es una propiedad
gue se hereda para los subconjuntos cerrados y que se preserva bajo funciones
continuas; tambi@n, que sY es primero numerable v Y es un subespa-

cio numerablemente compacto, entoncés es un conjunto cerrado ery . Los
resultados de esta seccin se pueden consultar en alguna de las siguientes
referencias: [1], [5], [7]-[11].
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Lema 4.1. Sif : X ! Y es una funcin con bras compactas, entonces las
siguientes a rmaciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua.

Demostraci n. 1 implica 2. Comof es perfecta, por de nici n,f es continua.
2 implica 1. SeaF X un conjunto cerrado. ComoF es cerrado yX
es numerablemente compacto, entonc€s es numerablemente compacto; se
sigue quef (F) es numerablemente compacto y com6 es primero numerable,
entoncesf (F) es un conjunto cerrado.
Por lo tanto f es cerrada y como tiene bras compactds es perfecta. [

Lema 4.2. Sif : X ! Y es una funcin con bras compactas, entonces las
siguientes a rmaciones son equivalentes:

1. f es continua,
2. f es cerrada,

3. f es numerablemente compacta.

Demostracin. 1 implica 2. SeaF X un conjunto cerrado. ComoF es
cerrado y X es numerablemente compacto, entonc&s es numerablemente
compacto y comof es continua se sigue que(F) es numerablemente com-
pacto y dado queY es primero numerablef (F) es un conjunto cerrado.

Por lo tanto f es cerrada.

2 implica 3. SeaK Y numerablemente compacto. SeahU, : n 2 Ng
una cubierta abierta numerable d& *(K) por conjuntos abieréos deX y
N =fN N:N es nitogyparacadaN 2N denamosUy = fU,:n2
N g.

Para cadak 2 K, f 1(k) X es compacto y esto implica que existe
N 2N talquef (k) Uy; se sigue que

[
k2Ynf(XnUy)yK fYnf(XnUy):N 2Ng:
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ComoK es compactoy paracaddl 2N, Y nf(X n US) €s un conjunto
abierto, entonces existemN1; Ny;::;; Ng 2 N tales queK fYnf(XnUy):
| 2 f1;2;:::;s9g; implica que

f 1K) ff Y nf(X nUy)):12f12::;s99

fX nf YF(X nUy)):12f12::;s99

fXn(XnUy):12f1;2:::;s09

— — — —

fUy, i 12112 s00:

De aqu se sigue qué (K) es numerablemente compacto.

Por lo tanto f es numerablemente compacta.

3 implica 1. SeaF Y un conjunto cerrado. ComoF es cerrado yY
es numerablemente compacto, entonc&s es numerablemente compacto v,
comof es numerablemente compactd, (F) es numerablemente compacto
y comoX es primero numerabld *(F) es un conjunto cerrado.

Por lo tanto f es continua. O

Lema 4.3. Sif : X ! Y es una funcin con X primero numerable yY
numerablemente compacto, entonces las siguientes a rmaciones son equiva-
lentes:

1. f es continua.
2. f tiene grA ca cerrada.

Demostracin. 1 implica 2. Searx 2 X yy 2 Y tales quef (x) 6 .
ComoY esT, y f(x) 6 y, entonces existen conjuntos abiertog; W Y
tales que
f(X)2V; y2WyVvV\ W=;:

Comof es continua yf (x) 2 V, entonces existe un conjunto abiertd X
talquex 2 Uy f(U) V queimplica quef (U)\ W = ;.

Por lo tanto aplicando el Lema 2.14 se sigue g@&raf (f ) es un conjunto
cerrado.

2 implica 1. SeaF Y un conjunto cerrado yx 2 cly (f (F)).

Como X es primero numerable yx 2 cly (f (F)) existe una sucesin
enf Y(F), fx,0non tal que X, ! x; esto implica queff (X,)g.on €S Una
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sucesi n enF y, dado queY es numerablemente compacto y por lo tantb
es numerablemente compacto, exisie2 F tal quey 2 clyff (x,) : n 2 Ng.
Es claro que(x;y) 2 cly yGraf (f) = Graf (f ). Esto implica quef (x) =
y; se sigue qud (x) 2 F es decirx 2 f (F).
Por lo tanto f es continua. O

Lema 4.4. Sif : X ! Y es una funcin con bras compactas, entonces las
siguientes a rmaciones son equivalentes:

1. f es preservadora de numerablemente compactos.
2. f es cerrada.

Demostracin. 1 implica 2. SeaF X un conjunto cerrado.

ComoF es cerrado yX es numerablemente compacto se tiene giees
numerablemente compacto y comb es presevadora de numerablemente com-
pactosf (F) es numerablemente compacto y comd es primero numerable,
entoncesf (F) es cerrado.

Por lo tanto f es cerrada.

2 implica 1. SeaK X numerablemente compacto.

Como K es numerablemente compacto X es primero numerableK es
cerrado y comd es cerradd (F) es cerrado y dado qu& es numerablemente
compacto,f (F) es numerablemente compacto.

Por lo tanto f es preservadora de numerablemente compactos. O

De los Lemas 4.1-4.4 y Teorema 2.29 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Sif : X ! Y es una funcin con bras compactas las si-
guientes a rmaciones son equivalentes.

1. f es perfecta,
. f es continua,

. f es cerrada,

2
3
4. f es numerablemente compacta,
5. f tiene gr& ca cerrada,

6

. T es preservadora de humerablemente compactos,
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7. paratodoy 2 Y, C (f;y) = ff (y)g.

Del Teorema 4.5 y el hecho de que todo numerablemente compactioy
primero numerable es regular tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.6. Sif : X ! Y es una funcin con bras compactas, entonces
las siguientes a rmaciones son equivalentes:

. f es perfecta,
. f es continua,

1
2
3. f es ddbilmente continua,
4. f es -continua,

5

. f esc-continua.

5 Funciones perfectas en espacios m@tricos

En esta secci n(M; d); (N; d% son espacios m@tricos que serZn denotados como
M; N . Recordemos que para> 0y x 2 M, la bola abierta con centro erx
y radio es el conjunto

B(x; )=fy2M :1d(xy) < g

y queU M es un conjunto abierto enM si para cadax 2 M existe > 0
tal que B(x; ) U. Los resultados de esta secci n se pueden consultar en
alguna de las referencias siguientes: [4], [6], [13] vy [14].

Lema5.1. Six2 My > 0, entoncesB(X; ) es un conjunto abierto erM .
El Lema 2.3 tiene su versi n en espacios m@itricos el cual dice lo siguiente.

Lema 5.2. SiIA M yx 2 M, entonces las siguientes a rmaciones son
equivalentes:

1. x 2 cly (A);
2. existe una sucesin eM, fXx,gn2n que converge .

Teorema 5.3. Sif : M ! Nes una funcin, entoncesf es perfecta si
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1. f es compacta y

2. f es preservadora de compactos.

Demostraci n. SeaF un conjunto cerrado enN y supongamos que existe
X 2 [cly (f Y(F)) nf Y(F)].

Comox 2 [cly (f *(F)) nf (F)], se sigue quex 2 cly (f (F)) y x 2
f 1(F); esto implica que existe una sucesi ix,gn2n CONX, 2 f 1(F) para
todan 2 N, tal quex, ! x.SiH = fx,:n2 Ng[f xg, es claro queH es
compacto y, si aplicamos la hip tesis 2, se sigue que

f(H)= ff(xa):n2 Ng[f f(x)g

es compacto y coma, 2 f (F) para todan 2 N, entoncesf (x,) 2 F para
todan 2 N, esto implica quef (H)\ F 6 ;.
Es claro que[f (H)nff (x)g] F yquef(H)\ F es compacto; aplicando
1, se sigue que
f Y{f(H)\ F)=H\ T YF)

es compacto y, por lo tanto, es un conjunto cerrado. Conxq ! x, para todo
conjunto abierto U tal que x 2 U existeng 2 N tal que x,, 2 U para toda
n>ny, y esto implica que

UV [H\ f YF)6;

se sigue quex 2 cly (H\ f (F)) y comox 2 f (F), entoncesx 2 [H \
f 1(F)]; esto implica que

x2[cwHNf YF)nHN T H(F))

pero
cy(H\ £ Y(F)=(H\ T YF))

lo que es una contradicci n; se sigue quey (f (F)) = f *(F). Por lo tanto
f es continua.

Ahora seaF un conjunto cerrado enM .

Supongamos que existe 2 [cly (f (F)) nf (F)].

Comoy 2 [cly (f (F)) nf (F)], se sigue queg 2 cly(f (F)) yy 21 (F), por
lo tanto existe una sucesi nfy,gn2n tal quey, ! ycony, 2 f (F) para toda
n2N.
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SeaK = fy, :n 2 Ng[f yg. Es claro queK es compacto. Por la hip tesis
1,
fYK)="ff Yya):n2Ng[ff *(y)g

es compacto; por lo tantof *(K)\ F es compacto y, por la hip tesis 2,
obtenemos qud (f (K)\ F) es compacto y, por lo tanto, cerrado.

Comoy, ! vy, para todo conjunto abiertoV N existeNg 2 N tal que
yn 2 V para todan > N g; esto implica queV \ f(F\ f (K)) 6 ;; se sigue
quey 2 ciy(f(F\ f (K))), y esto implica quey 2 f(F\ f (K)) pero
yzf(F\ f 1(K)) yaque

F(F\E X(K) f(F)yy2f(F);

gue es una contradicci n. Se sigue quey (f (F)) = f(F) y as concluimos
quef es cerrada.

Adem/s es claro guetiene bras compactas.

Por lo tanto f es perfecta. ]

Corolario 5.4. Sif : M ! N es una funcin ddbilmente continua y com-
pacta, entonced es perfecta.

Demostraci n. ComoN es regular yf es d@bilmente continua, por el Teorema
2.19,f es continua y esto implica qué es preservadora de compactos y como
por hip tesis es compacta, del Teorema 5.3, se tiene gliees perfecta. [

Corolario 5.5. Sif : M ! N es una funcin -continua y compacta, en-
toncesf es perfecta.

Corolario 5.6. Sif : M ! N es una funcin con Graf (f) cerrada y pre-
servadora de compactos, coM espacio m@trico compacto, entoncéses per-
fecta.

Demostracin. ComoM es compacto, del Lema 2.3D es compacta y como
por hip tesis f es preservadora de compactos, del Teorema 5.3, se sigue que
f es perfecta. ]

Corolario 5.7. Sif : M I N es una funci n biyectiva, entonces las siguien-
tes a rmaciones son equivalentes:

1. f es compacta y preservadora de compactos,
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2. f es homeomor smo.

Teorema 5.8. Sif : M ! N es una funci n,entonces las siguientes a rma-
ciones son equivalentes:

1. f es compacta,

2. Sif(xy) ! vy, entonces existex 2 f 1(y) y una subsucesinf X, gi2n
que converge .

Demostraci n. 1. implica 2. Sif (x,) ! vy, entonces el conjuntd = ff (x,) :
n 2 Ng[f yg es compacto. Se sigue que '(K) es compacto y tal que
fx,:n2Ng f }K).Estoimplica que existen una subsucesi fix, gizn Y
x 2 f 1K) tales quex,, ! x.

Armamos que x 2 f 1(y). En caso contrariof (x) 8 y lo que implica
qued(f (x);y) = > 0. Comof (x,)! v, entoncesf (x,)! V; esto implica
que existeny 2 N tal que f (x,,) 2 B(y; ) para todan; > ng y el conjunto
H = ff(xn):n >neg[f yg es compacto; se sigue qde }(H) es compacto
y por lo tanto cerrado lo que no puede ser pues2 (cly (f *(H)) nf (H)).

Por lo tanto x 2 f (y).

2. implica 1. SeaB N compacto yfx,g,2n Una sucesin enf 1(B).
Comofx,:n2Ng f %B) se sigue quéf (x,):n2 Ng B; estoimplica
que existey 2 Y tal quef (x,) ! y,ycomoB es compacto se sigue qug es
cerrado y por lo tantoy 2 B as quef (y) f %(B). De aqu concluimos
que existen una subsucesifix, gon Y X 2 f 1(y) tales quex, ! x. Se
sigue quex 2 f 1(B). Por lo tanto f es compacta. ]

El siguiente resultado es muy conocido pero, dada su importancia, damos
su demostraci n.

Teorema 5.9. Sif : M ! N es una funcin, entonces las siguientes ar-
maciones son equivalentes:

1. f es continua,
2. Six, ! X, entoncesf (x,)! f(x).

Demostraci n. 1. implica 2. Searf x,g,2n Una sucesinenX,x2 Xy > 0
tales quex, ! xyf(x) 2 B(f(x); ). Comof(x) 2 B(f (x); ), entonces
existe > Otal que f(B(x; )) B(f(x); ). Comox 2 B(x; ), entonces
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existe N 2 N tal que x, 2 B(x; ) paratodan > N y de aqu f(x,) 2
B(f (x); ) paratodan>N . Por lo tanto f (x,) ! f(X).

2. implica 1. SeanA X y vy 2 f(clx (A)), entonces existex 2 clx (A)
tal que f (x) = y. Comox 2 clx (A), entonces existe una sucesi ix,g,2n €n
A tal que x, ! x as que, por hip tesis,f (x,) ! f(xX)y ff(Xy)Oh2n €S UNA
sucesin enf (A) y esto implica quey 2 cly (f (A)). Por lo tanto, del Lema
2.10 se sigue que es continua. ]

De los Teoremas 5.3, 5.8 y 5.9 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.10. Sif : M ! N es una funcin, entonces las siguientes
a rmaciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. Six, ! x,entoncesf(xy)! f(x)ysif(xy)! VY, entonces existen
x 2 f (y) y una subsucesin dd x,g.2n que converge .

Denicin 5.11. Seaf :[a;d! R una funcin. Diremos quef satisface
la Propiedad del Valor Intermedio PV ) si para caday 2 (f (a);f(b) o
y 2 (f (b);f (a)), existex 2 (a;b) tal que f (x) = v.

Teorema 5.12. Sif :[a;d! R es una funcin tal que
1. f satisfacePVIy
2. para caday 2 R, f (y) es cerrado,

entoncesf es perfecta.

Demostraci n. Seanxg 2 [a;H, > 0y x1;Xx, 2 [a; 1 tales quexg 2 [X1; X2].
Por la hip tesis 2., f *(f (xo)+ )y f (f(xo) ) son cerrados tales que

xoZf Yf(xo)+ )yxo2Zf Yf(xo)) )
lo que implica que existen; > 0y , > Otales que
(o nixo* DVE o)+ )=5y (ko zixet DVF HE(x) )=
Eligiendoa =mnf ;; ,g se sigue que

(Xo :Xo+ )\Ff (f(xo)+ )=:;y(Xo ;Xo+ )V Y(f(xo) )=;:
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Armamos que Six 2 (Xo ;Xo+ ), entoncesf (x) 2 (f(xo) ;f (Xo)+ ).
Supongamos que exist& 2 (Xg ;Xo+ ) tal que f(x) Z (f (Xo)
f (Xo)+ ).
Comof (x) 2 (f (Xo) ;f (Xo)+ ), entonced (x) <f (xg) o0of(Xp)+ <
f(X) ycomox 2 (Xxo ;Xot ), entoncesxo<X 0X<Xy.
Supongamos que& < X y quef(xg) + < f (x), entonces existex 2
(Xo; X) tal quef (x ) = f(Xo)+ ;sesiguequéxe ;Xo+ \f f (Xo)+ )6 ;
lo que es una contradicci n. Los otros casos son tratados en forma an/Zloga.
Por lo tanto f es continua.
SeaF [a;H un conjunto cerrado.
Como|a; b es compacto Y es cerrado, entonceB es compacto; se sigue
quef (F) es compacto; esto implica qué(F) es cerrado.
Por lo tanto f es cerrada.
Comola;d es compacto yf (y) es cerrado, entoncels *(y) es compacto.
Por lo tanto f es perfecta. O

Corolario 5.13. Sif :[a;f! R es una funcin inyectiva la cual satisface
PV, entoncesf es perfecta.

Corolario 5.14. Sif :[a;h! R es una funcin continua conf (a) 6 f (b),
entoncesf es perfecta.

Corolario 5.15. Sif :[a;f! R es una funcin ddbilmente continua con
f (a) 6 f (b), entoncesf es perfecta.
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L mites inversos y continuos indescomponibles

David Herrera Carrasco, Antonio de Jesces Libreros
L pez y Fernando Mac as Romero

FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo abordaremos uno de los continuos mAs ex ticos, los deno-
minados continuos indescomponibles, y como estos pueden ser construi-
dos mediante una herramienta bastante usada en la topolog a, los | mites
inversos.

1 Introduccin

En 1910, L.E.J Brouwer describi un continuo indescomponible que refut
una conjetura hecha por Arthur Moritz Schoen ies de que el | mite conjunto
de dos conjuntos abiertos, conexos y ajenos BA era la unin de dos sub-
conjuntos propios cerrados y conexos. Zygmunt Janiszewski describi mZs de
esos continuos indescomponibles, incluida una versi n del Arcoiris de Knas-
ter, centrandose en la irreductibilidad de estos continuos. En 1917, Kunizo
Yoneyama describi los Lagos de Wada (llamados as por Takeo Wada) cuyo

| mite comoen es indescomponible.

Fue hasta la ddcada de 1920 cuando los continuos indescomponibles co-
menzaron a ser estudiados por la Warsaw School of Mathematics por su pro-
pio bien, en lugar de como contraejemplos patol gicos y el primero en dar
la de nici n de descomposici n fue Stefan Mazurkiewicz. En 1922, Bronis“aw
Knaster describi el pseudo-arco, el primer ejemplo donde todo subcontinuo
es un continuo indescomponible.
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2 Preliminares

Dado un subconjuntoY de un espacio topol gicoX, usaremosinty (Y),
clx (Y) y Frx (Y) para denotar al interior, la cerradura y la frontera deY

en X, respectivamente. Recordemos que los abiertos¥Yeson los abiertos de
X intersectados cony . Diremos que un espacio topol gico es no degenerado
si tiene mAs de un punto. & es una coleccin de subconju@os, IaTuni n
de sus elementos y la intersecc on de estos lo denotaremos p& y A,
respectivamente. SX es un espacio YA es una cglecci n de subconjuntos de

X, diremos gieA es una cubierta paraxX si X A.
Denicin 2.1. SeafX; : 1 2 Ng una coleccin de espacios topol gicos.
Dadoj 2 N, la j-@sima projeccin es la funcin
Y
j- X! Xj
i=1
(Xi)ilzl 7! X;

S
La coleccinS = f ; 1(U) : U es un abierto deX;g es una subbase para
j=1

i=1
Algo importante a resaltar es que las funcioneg son funciones continuas

y abiertas, y obviamente suprayectivas, hechos que estaremos usando mZs
adelante.

Denicin 2.2. Un continuo es un espacio m@trico no vac o, compacto
y conexo. Un subconjunto de un continuo que tambi@n es un continuo le
llamaremossubcotinuo .

La de nici n de conexo y compacto, al igual que muchos resultados sen-
cillos pero importantes sobre estos temas, pueden ser encontradas en muchos
libro de topolog a, por mencionar algunos [1] y [6], para quien guste ahondar
mZAs sobre el tema. En la mayoria de los resultados estaremos trabajando con
continuos no degenerados, que al ser estos conexos no solo tendrA&n dos pun-
tos sino tantos como los ncemeros reales. A continuaci n presentamos algunos
continuos que estaremos usando mAs adelante.
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Ejemplo 2.3.

(a) Unarco es un espacio homeomorfo al interval6; 1]. Sea :[0;1]! A
un homeomor smo, diremos que (0) y (1) son los puntos extremos
del arcoA.

W @) SV

Figura 1: Ejemplos de arcos

(b Un curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la circunferen-
cia unitaria en el planoS?.

Figura 2: Ejemplos de curvas cerradas simples

(c) Un triodo simple T es la unin de 3 arcos que cenicamente se inter-
sectan en un punto extremo de dichos arcos. El puntos es llamado el
v@rtice de T:

Figura 3: Triodo simple
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(d) Seand = fOog [ 1;1]y S = f(x;seng)) : x 2 (0;1]g. Como S es
conexo, tenemos quelz:(S) es conexo. MAs acetr(S) = J[ S es
cerrado y acotado, y por tanto, compacto. As¢lg2(S) es un continuo,
conocido como etontinuo sen@), v@dase la Figura 4.

J S

Figura 4: Continuo seng)

Denicin 2.4. SeanX un espacio topol gico yA; B subconjuntos deX .
Decimos queA y B est/&Ermseparados sicly (A)\ B=; yA\ clx(B) = ;.

La de nici n anterior aunque parece sencilla nos da una manera alterna-
tiva de ver la disconexidad de un espacio, como se prueba en el Teorema 2.5,
y que en muchos casos es mejor ya que no depende directamente de conjuntos
abiertos.

Teorema 2.5. SeanX un espacio topolgico yZ X no vac 0.Z es disco-
nexo si y solo si existe®\ y B subconjuntos deX no vac os y separados tales
queZ = A[ B.

Demostraci n. Supongamos que&Z es disconexo. Entonces existed y V
abiertos deX talesqueZ\ Uy Z\ V sonnovacos, ajenos¥ U]J[ V.
SeanA=Z\ UyB =2Z\ V.Notemos queZ = A[ B y A;B son no vac os.
Veamos queA y B est/En separados. Supongamos que exps®ecly (A)\ B.
Entoncesp 2 clx (A) y p2 V, y por tanto, V\ A 6 ;. Luego,A\ B 6 ;,
lo cual contradice queA y B sean ajenos. Asclx (A)\ B = ;. De manera
an/loga, se prueba qée\ clx (B) = ;. Por lo tanto, A y B est/En separados.
Ahora supongamos que existeA y B subconjuntos deX no vac os y
separados tales qu& = A[ B. SeanU = X clx(B)yV = X clx(A).
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Notemos queJ y V son abiertos erX que contienen & y B, respectivamente.
MAsaceA = Z\U,B=2Z\VyZ U[ V.Porlotanto, Z es disconexo. [J

Los tres resultados siguientes, apesar de su poca complejidad, ser/En muy
utiles para obtener resultados importantes sobre los continuos indescomponi-
bles y los | mites inversos.

Lema 2.6. SeanX un espacio conexo Y X conexo. SiX Z=A[ B
con A y B subconjuntos deX no vac os que est/n separados, entorgsA
y Z [ B son conexos.

Demostracin. SeanA y B subconjuntos deX no vac os tales queA y B
est/En separadosX¥ Z = A[ B. Supongamos qu& [ A es disconexo.
Entonces existenK y L subconjuntos deX no vac os y separados tales que
Z[ A=K ][ L.ComoZ es conexo, tenemos qué est/A contenido el o en
L. Sin pdrdida de generalidad, supongamos gie K. Luego,L  A. De
esto,L y B est/En separados. Notemos gkie= (B[ K)[ L. MAEs aceB [ K

y L est/En separados, lo cual contradice la conexidaddéePor lo tanto, Z[ A
es conexo. Anflogament&,[ B es conexo. O

Lema 2.7. SeafX; : i 2 Ng una colecci n de espacios m@tricos compactos
t__‘qles gue para cada 2 N, X1 Xi. Si U es un abierto dexX, tal que

Xi U, entonces existadN 2 N tal queXy U.
i=1
. . T
Demostracin. SeaU abierto de X, tal que X U. Procedamos por

i=1
contradicci n, es decir, supongamos que para cad& N, existex; 2 X; U.
Como X; U es compacto, podemos suponer qfi®g-, converge a algoen
punto p2 X; U. Notemos que para cadé 2 N, la subsucesi nf x;g- , esta
contenida enXy. Por la compacidad deXy, p2 Xi. De esto,p2 X; U,
i=1
lo cual no es posible puesto que 62U. Por lo tanto, existe N 2 N tal que
Xn U O

Teorema 2.8. SifX; :i 2 Ng una colecci n de continuos tales que para cada

. T .
i 2N, X;41 X;, entonces X; es un continuo.
i=1
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Demostraci n. SeaX, = T Xi. Notemos queX; 6 ;, pues en caso contra-
i=1
rio por el Lema 2.7, tomando aJ = ;, tendr amos que para algoeN 2 N,
Xn = ;. MAEs acen, dado que cada es un compato, tenemos que cad§;
es un cerrado deX ;. Luego,X; es cerrado deX 4, y por tal compacto. Para
terminar veamos queX; es conexo. Para esto, sedd y V abiertos deX
y ajenos tales queX; U[ V. Por el Lema 2.7, existeN 2 N tal que
XN U[ V. ComoXy es conexo, tenemos quey UoXy V. Luego,
Xy UoX; V,concluyendo queX; es conexo. Por lo tantoX; es un
continuo. O

3 Continuos indescomponibles

Denicin 3.1. SeaX un continuo. Se dice que X eslescomponible si
existen A y B subcontinuos propios deX tales queX = A[ B. Un continuo
esindescomponible si no es descomponible.

Antes de que uno presenciar/4 la de nici n anterior, cualquiera podr a pen-
sar que todo subcontinuo se puede escribir como la uni n de dos subcontinuos
propios, ya que comoenmente los continuos que a uno se le ocurren son as . Lo
cual genera la pregunta: existir/En los continuos indescomponibles? Aunque
no podamos responder rapidamente esta pregunta lo que si podemos es bus-
car que propiedades deben de cumplir estos espacios apartir de su de nici n,

y as darnos una idea de como deben ser estos continuos tan misteriosos.

Teorema 3.2. Un continuo X es descomponible si y solo si existe un sub-
continuo propio con interior no vac o.

Demostraci n. SeaX un continuo. Supongamos qu& es descomponible.
Entonces existenA y B subcontinuos propios deX tales queX = A[ B.
Notemos queX B A. ComoB es un subconjunto propio y cerrado de
X,tenemos que & X B intx(A). As, A es un subcontinuo propio con
interior no vac o.

Ahora, supongamos que exist& subcontinuo propio deX con interior no
vac 0. Consideremos los dos siguientes casos:

Caso 1. X A esconexo. Entoncesly (X A) es cerrado y conexo el ,
y por tanto, un subcontinuo deX . Notemos queinty (A)\ clx (X A)=;.
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Comointy (A) 6 ;, tenemos quecly (X A) es un subcontinuo propio deX .
Luego,X = A[ clx (X A).

Caso 2. X A esdisconexo. Entonces existéfy L subconjuntos no vac os
de X separadostalesquX A=K ][ L.PorelLema26A[ KyA[ L
son subcontinuos propios dX tales queX =(A[ K)[ (A[ L).

En cada caso se tiene qug es la unin de dos subcontinuos propios de
X . Por lo tanto, X es descomponible. O]

De este teorema se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.3.  Un continuo X es indescomponible si y solo si todo subcon-
tinuo propio tiene interior vac o.

Del corolario anterior podemos inferir que en un continuo indescomponible
ocurre una de las siguientes condiciones:

(a) todos sus subcontinuos propios son degenerados o
(b) a cada subcontinuo propio se le acercan otros subcontinuos.

Con esto en mente podemos ver que en efecto estos continuos son bas-
tante raros, sin embargo con esta observaci n no es su ciente para poder dar
un ejemplo de un continuo indescomponible. Para poder obtener mas pro-
piedades interesantes sobre estos continuos introducamos unos subconjuntos
particulares, denominadosomposantes

4 Composantes de un continuo

Teorema 4.1. [6, Teorema 5.6](Teorema de golpes en la frontera ) Sean
X un continuo y E un subconjunto propio deX no vac o. SiK es una compo-
nente dek, entoncescly (K)\ bdy (E) 6 ; (o bien,clx (K)\ clx (X E) 6 ;).

Corolario 4.2. SeanX un continuo y E un subconjunto propio deX no
vac 0. SiE es abierto deX y K es una componente dE, entoncescly (K)
E6 ;.

Demostraci n. Por el Teorema 4.1clx(K)\ clx(X E) 6 ;. ComoE es
abierto deX , tenemos quely (K)\ (X E) 6 ;,obien,clk(K) E6 ;. O
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De nicin 4.3. SeanX un continuo yp2 X. La composante dep es
K(p) = fg2 X : existe S subcontinuo propio deX tal que p;q2 Sg
Claramente, la composante de tambi@n puede de nirse como

K(p) = [ fS X : S subcontinuo propio deX que contiene ag:

Antes de continuar con algunas propiedes de estos conjuntos veamos al-
gunos ejemplos

Ejemplo 4.4.

(a) Para el intervalo [0; 1] tenemos queK (0) = [0;1) y K(1) = (0;1], ¥
cuandop 2 (0;1), K(p) =[0; 1]

(b Para la circunferencia unitariaS?, la composante de cualquier punto es
el continuo, es decir, sp 2 S?, entoncesk (p) = St.

(c) Para un triodo T ocurre lo mismo que en la circunfernci&?.

(d) SeaX = J[ Selcontinuosen(:), como en el Ejemplo 2.3(d). A diferen-
cia de los continuos antes tratados este tiene propiedades interesantes
por lo cual se explicar/£& con un mAs de detalle sus composantes.

Parap?2 S.

Claramente siq 2 S, entonces el arco con puntos extremasy g es
un subcontinuo propio deX. As,S K (p). Seae=(1;sen(1))
Seap 6 ey A el arco con extremop y e. Dadoq 2 J, tenemos que
gy p pertenecen al continudX A)[f pg, el cual no esX, aunque
es homeomorfo €. As,J K(p). Por lo tanto, K(p) = X.
Seag?2 J y Y un subcontinuo deX que contiene &gy e. Entonces
S Y. AlserY un continuo, es un conjunto cerrado y por tanto
Y contiene la cerradura deS, es decir,X Y o mejor dichoY
debe serX . De esto que ningoen punto de pertenece &K (€). Por
lo tanto, K (e) = S.

Parap2 J.
Claramente siq 2 J, entonces el arco con puntos extrem@sy g es
un subcontinuo propiodeX . As,J K (p). MASs acen, patg2 S
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f eg tenemos quegy p pertenecen al continudX A)[f qg, donde
A es el arco con puntos extremogy e. As,S f eg K (p). Sin
embargo, como hemos visto antes el cenico continuo que contiene a
ey pesX,y portanto, p6X (p). Por lo tanto, K(p) = X f eg.

Resumiendo, las composantes dé sonS, X f egy X.

Teniendo ya una idea de como son las composantes veamos que propieda-
des en general tienen estos conjuntos.

Lema 4.5. SeaX un continuo. SiC es un subcontinuo propio dX , entonces
existe D subcontinuo propio deX talqueC D yC 6 D.

Demostraci n. SeaC subcontinuo propio deX . Entonces existep2 X C.
Como X es regular, existe/ abierto de X tal que

C V clk(v) X f pg

SeaD la componente decly (V) tal que C  D. Notemos queD es cerrado
y en consecuencia compacto. Ad) es un subcontinuo propio deX, porque
p 62D. Luego, por el Teorema 4.1D \ bdy (clx(V)) 6 ;. Notemos que
bdx (clx (V)) =bd x (V). As,D\ bdx (V) 6 ;. En consecuenciaD 6 C. [

Teorema 4.6. Las composantes de un continuo son conjuntos densos y co-
nexos.

Demostraci n. SeanX un continuoyp 2 X. ComoK (p) es la unin de los
subcontinuos propios que contienen@ tenemos que (p) es conexo. Veamos
gueK (p) es denso. Supongamos qok (K (p)) 6 X . Notemos quecly (K (p))
es un subcontinuo propio deX . Por el Lema 4.5, existeé5S subcontinuo propio
de X tal queclx (K(p)) Syclk(K(p) 6 S. Comop 2 S, tenemos que
S K(p) clx(K(p). En consecuenciasS = clx (K (p)), lo cual es una
contradicc n. Por lo tanto, K (p) es denso eIX . ]

Teorema 4.7. Si X es un continuo yp2 X, entoncesX K (p) es conexo.

Demostracin. SiK(p) = X, entonces se tiene lo deseado. Supongamos que
K(p) 8 X y X K(p) noes conexo. Sead y V abiertos deX y ajenos tales
queU\ (X K({P)yV\ (X K(p)sonnovacosyX K(p) UJ[ V.
Notemos quecly (U)\ V = ; Luego,(clx(U) U)\ (U] V) = ;. SeaQ
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componente ddJ tal que Q\ (X K (p)) 6 ;. ComoU 6 X, por el Corolario
4.2, tenemos quely (Q) U 6 ;.Sear 2 clx (Q) U, entonceg 2 cly (U) U.
Luego,r 2 K (p). SeaS subcontinuo propio deX tal quer;p 2 S. Notemos
que S| clx (Q) es continuo que contiene d. Si S| clx (Q) 6 X, entonces
clx (Q) K (p), lo cual contradice como se tom®@. As, S| clx(Q) = X.

Comoclx (U)\ V = ;, tenemos queclx (Q)\ V = ;. En consecuencia,
V S K(p), esdecir,V\ (X K(p) = ;, locual es una contradicci n.
Por lo tanto, X K (p) es conexo. ]

Los dos resultados anteriores se pueden corroborar con el Ejemplo 4.4.
Sin embargo lo que mAs nos interesa es ver que propiedades cumplen las
composantes en los continuos indescomponibles y para esto necesitaremos de
los dos siguientes resultados.

Teorema 4.8. Toda composante de un continuo es uni n numerable de sub-
continuos propios.

Demostraci n. SeaX un continuo y K (p) una composante deX. Como X
es un continuo, entonceX posee un base numerabB = B, : n 2 Ng. Para
cadan 2 N, seanU, = B, f pgy C, la componente deX U, que contiene
a p. Notemos que cad&, es un subcontinuo propio deX que contiene ap.
En consecuencia fC, : n 2 Ng K (p). Ahora, dadoqg 2 K (p), existe S,
subcontinuo propio deX tal que p;q2 Sy. Luego, X S, es un abierto de
X, por lo que existem 2 N tal que B, X S;. As, Sy es un subconjunto
conexo deX Uy, que coatiene g. En consecuenciaS,; Cr, en particular,
g2 Cp. De esto,K (p) fC, : n 2 Ng. Concluyendo as la prueba. ]

Teorema 4.9. (Teorema de Baire. ) SeanX un continuo yfS, : n 2 Ng
una cole(‘§i n de subcontinuos propios d¥ . Si cadaS, tiene interior vac o,
entonces S, tiene interior vac o.

Demostraci n. Para cadan 2 N, seaU, = X S,. Comointx(S,) = ;,
entoncesU, es denso y abierto deX. SeaV abierto de X y no vac o. As,
existenXo 2 X yro> Otal que B(xp;ro) V.
Armacin:  existenfx,gl.; sucesin enX y fr,gt_, sucesin enR*
tales queB(Xn;2rn) Up\ B(Xp 1, 1) Y In < %
En efecto, sean 2 N. Supongamos qu&,, y r, ya est/n elegidos pana <

n. ComoU, es denso, exist&, 2 U,\ B(Xn 1;rn 1). AlserU,\ B(X, 1;rn 1)
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abierto de X, exister, > Otal quer, < %y B(Xn;2rn)  Un\ B(Xn 15 1).
Concluyendo as la prueba de la a rmaci n.

Notemos que para todan 2 N, B(x,;2r,) B(Xn 1;rn 1) V. De esto,
d(Xn; Xn+1) < p < % Por tanto, fx,gt., es una sucesin de Cauchy. Como
X es compacto, existex 2 X tal que x, ! X. Sean 2 N. Comor, > 0,
por la convergencia de x,gt_,, existe ng > n tal que d(x;Xn,) < . As,
d(X;Xn)  d(X;Xn) + d(Xng; Xn) <Tp+ fn = 2In, €S decir;lx 2 B(Xn;2ry).
Como$(xn;2rn) Un, tenemos quex 2 U,. Dg-esto,x& Un\ V. Ror lo
§1nto, U, es denso eiX . Finalmente, comoX U= (X Up= S,

S, tiene interior vac o. O

En el Ejemplo 4.4 se puede observar que el continuo siempre resulta ser
una composante, el siguiente resultado nos a rma que los cenicos continuos
que satisfacen esto son los continuos descomponibles.

Teorema 4.10. SeaX un continuo. X es descomponible si y solo ¥ es
composante de alguno de sus puntos.

Demostraci n. Supongamos qu&X es descompnible. Entonces existéhny B
subcontinuos propios dexX tales queX = A[ B. Por la conexidad deX,
tenemos queA\ B 6 ;. Seap2 A\ B. Luego,A K(pyB K(p). Por
lo tanto, K (p) = X.

Ahora, supongamos que existp 2 X tal que K(p) = X. Luego, por el
Teorema 4.8 X = S,, donde cadaS, es un subcontinuo propio deX. Por
el Teorema 4.9,S,, tiene interior no vac o, para algeem 2 N. Por lo tanto,
por el Teorema 3.2X es descomponible. O

Si X es un continuo indescomponible, del Teorema 4.10 se puede inferir
lo siguiente:

(a) X no es una composante,
(b) X tiene al menos dos composantes y

(c) para cadap 2 X existeq 2 X tal que todo subcontinuo propio que
contiene ap no contiene ag.

Por celtimo veamos una propiedad de las composantes en los continuos
indescomponibles que es bastante sencilla pero interesante.
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Teorema 4.11. Si X es un continuo indescomponible K (p) una composante
de X, entoncesK (p) es composante de cada uno de sus elementos.

Demostracin. Seaq 2 K (p), entonces exist&5, subcontinuo propio deX tal
quep; g2 Sy. Veamos queK (g) = K(p). Dadoa 2 K(q), existe S; subconti-
nuo propio deX tal que q;a2 S,. Luego,Sy[ Si es un subcontinuo deX.
MZEs acen, por la indescomponiblilidad ¥e Sq[ S, es un subcontinuo propio
de X que contiene ap y a. En consecuenciak (g) K (p). Similarmente se
tiene la otra contenci n, concluyendo as la prueba. ]

Corolario 4.12. Si X es un continuo indescomponible, entonces las compo-
santes deX son ajenas dos a dos.

Demostraci n. SeanK (p) y K (g) composantes deX distintas. Supongamos
queK(p)\ K(q) 6 ;. Seaa 2 K(p)\ K(g). Luego, por el Teorema 4.11,
K(p) = K(a) = K(g), lo cual es una contradiccin. Por lo tanto,K (p) y
K (g) son ajenas. ]

Del Corolario 4.12 podemos ver que las composantes forman una partici n
para los continuos indescomponibles, y por tanto una relaci n de equivalencia.
Resumiendo las propiedades que hemos visto podemos decir que las compo-
santes de un continuo indescomponible son conjuntos ajenos, densos y conexos
con complemento conexo. Con esto podemos darnos una mejor idea de como
son estos espacios.

Al ser las composantes una partici n para los continuos indescomponibles,
una idea para contruir uno ser a empezando por las composantes, mediante
la uni n numerable de continuos, para luego unirlas de tal manera que cada
una sea densa en la unin. Sin embargo, tambi@n habr a que cuidar que la
uni n sea un continuo haciendo mZs dif cil este proceso.

Cuando se presentan di cultades para contruir un espacio es comoen recu-
rrir a otros m@todos, como los espacios cociente y las intersecciones anidadas,
aungue en este caso lo que usaremos serZ&n los denominados | mites inversos.

5 L mites inversos

Denicin 5.1. SeafX; : i 2 Ng una coleccin de espacios topol gicos, y
para cadai 2 N, f; : Xjx1 ! X; una funcin continua. A fX;;f;gL, sele
conoce comgsistema inverso .
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(a) El I mite inverso defX;;f;gL,, denotado porim f X;;f;g, es el subes-

pacio de(Q Xi de nido por
i=1
( . )
ImfX;;fig= (X)), 2 Xi . para cadai 2 N;f (Xj+1) = X;
i=1
(b Para cadan 2 N, sea

(
v
La(Xi;fi) = (X)ip 2 Xi: paracadai n;f (xix1) = X
i=1

)

Teorema 5.2. SeafX;;figL; un sistema inverso. Entonces

(a) Para cadan 2 N, Lp+1 (Xi;fi)  La(Xi;fi),

(b) para cadan 2 N, L,(Xj;f;) es homeomorfo a @ Xiy

i=n+l
T
(0 ImfX;;fig= . Ln(Xi;fi)
n=
Demostraci n. Claramente (a) y (c) se cumplen. Pargab), sean 2 N de na-
mos v

h:La(Xiifi)! Xi

i=n+l

(Xi)iz 7! (Xi)iz e

Note queh es una funci n biyectiva. Veamos que es continua y abierta. Sean

Y ¥
i X! Xj P - X! Xj+n
i=1 i=n+1
(Xi)ilzl 7! Xj (Xi)ilzn+1 7! Xj+n
Sea ; = jjL.x;#;)- Notemos quep; h= ;.. Sabemos que los subbasicos

de X son de la formap, 1(U), dondeU es un abierto deX . ,. AdemAs,

i=n+1

h (o (U =(p h) (V)= ;.U
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Como j+1n(U) es un abierto delL,(Xj;f;), concluimos queh es continua. Por
otro lado los subbasicos dén(Xi;fi) son de la forma | L(v), dondeV es
un abierto deX;. Paraj n, tenemos que
. Y
h(; “(V)) = Xi:

i=n+1

Seaj > n . Entonces
h(; *(vV)=(; h?h V)= p H(V):

Comop, 1 (V) es un abierto de @ Xi, concluimos queh es abierta. Por lo
i=n+l

tanto, h es un homeomor smo. O

Usando los Teoremas 2.8 y 5.2 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Seaf X;;f;g.,; un sistema inverso. Si cadX; es un continuo,
entoncesim f X;;fig es un continuo.

Con este celtimo resultado ya sabemos como contruir continuos mediante
los | mites inversos, sin embargo nuestro objetivo es obtener un continuo in-
descomponible por lo que es necesario agregar condiciones al sistema inverso
para obtener lo que deseamos y aunque uno pensaria que deber a de ser una
condici n complicada, este no es el caso, la condici n es bastante sencilla de
comprender y la presentamos en la siguiente de nici n.

De nicin 5.4. UnfX;;figk, un sistema inverso donde cad®; es un con-
tinuo es llamado unsistema inverso indescomponible  siempre que pa-
ra cadai 2 N, si Aj:1 Y Bjs1 son subcontinuos deX;; tales queXi;; =
Ais1 [ Bis1, entoncesfi(Aiz1) = Xj ofi(Bis1) = X;.

Antes de probar que el | mite de un sistema inverso indescomponible es un
continuo indescomponible probemos el siguiente resultado que serZ& cetil para
ese y otros resultados posteriores.

Lema 5.5. SeafX;;f;gL,; un sistema inverso de espacios m@tricos con | mite
inverso X;. Si K es un subconjunto compacto deX;, entonces
f i(K);fij .., «)O=; es un sistema inverso con funciones suprayectivas y
_ ¥
Imf (K);fij ., 0)9=K = i(K) \ Xyp:

i=1
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Demostraci n. Notemos que para cada 2 N, fi( i+1(K)) = (K). Por lo
tanto, f i(K);fij .., x)g~, €sun sistema inverso con funciones suprayectivas.
Adem/Es, no es dif cil ver que

" #
\
Imf (K);fij ., )9= i(K) \ Xy

i=1

Seax = (x;)L; 2 X; tal que cadax; 2 ;(K). Entonces para cadd 2 N,
K\ ., x)6;.SeaK; = K\ . %x;). AdemZs, por la continuidad de,
tenemos queK; es un cerrado del compact& , y por tanto, K; es compacto.
Seai 2 N. Veamos queK . Ki. Dado x 2 Kj;;, tenemos quex 2 K y
i+1(X) = Yiar. Luego, i(x) = fi( isa (X)) = fi(Yie) = y’-il" as,x 2 Yy
De esto,x 2 Kj, y por tanto, Kj;; Ki. Notemos que K; 6 ;, pues en
i=1
caso contrario por el Lema 2.7, tomando d = ;, tendr amos que para algcen
N 2 N, Ky = ;, lo cual sera una contradicci n. As, existep 2 K tal que
para cadai 2 N, p2 . *(x;). En consecuenciax = p 2 K. Con esto hemos
probado que " #

i(K) \ Xy K
i=1
Claramente, " #
K Y i(K) \ Xyp:
i=1
Con esto concluimos la prueba del resultado. ]

Teorema 5.6. SifX;;f;gL, es un sistema inverso indescomponible con | -
mite inverso X; , entoncesX; es un continuo indescomponible.

Demostraci n. Por el Teorema 5.3 sabemos qu€; es un continuo. Para
probar que X, es indescomponible tomemo& y B subcontinuos dex; tal
que X; = A[ B. Probaremos queA = X; 0B = X; . Notemos que para
cadai 2 N,

Xivt = i+s1(X1)= i (A)[ 42(B):

Comof X;;figl, es un sistema inverso indescomponible y,; (A) y i+1(B)
son subcontinuos de&.1, tenemos qud;( i+ (A)) = X ofi( i+«1(B)) = Xj.
AdemAEsti( i+1(A) = (A)yfi( i+2(B))= i(B). De esto concluimos que
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para cadai 2 N, {(A) = X; o {(B) = X;. Sin perdida de generalidad
podemos suponer que; (A) = X; para una cantidad in nita de j. Seai 2 N.
Entonces existg 2 N mayor ai tal que ., (A) = Xj:1. Notemos que

i(A)=f fi e (A)=f; fi(Xje)

De la De nicin 5.4, podemos deducir que cadd; es suprayectiva, conclu-
yendo que (A) = X; para cadai 2 N. Usando el Lema 5.5 tenemos que
A = X, . Por lo tanto, X; es un continuo indescomponible. O

Con ayuda del teorema anterior podemos contruir continuos indescompo-
nibles apartir de continuos, los cuales no necesitan ser complejos, como se
puede observar en los Ejemplos 5.7 y 5.8.

Ejemplo 5.7. SeaT :[0;1]! [0;1] dada por

o}

T = 2x  ;x21[01]

2 2x ;x2[31]
La funcin T es conocida como l&unci n tienda , por la forma que tiene su

gr/E ca, vdase la Figura 5. Adem/s, es una de las funciones mZs usadas en |
sistemas dinZEmicos.

Figura 5: Gr4 ca de la funcin tienda

Para cadai 2 N, tomemos af ; = T yaX; =[0; 1]. Veamos qud X;;f;g,
es un sistema inverso indescomponible. Sear2 N y Ai.1, Bj:1 subconti-
nuos deX;,; tales queXi+1 = Aj+1 [ Bi+1. Probemos quefi(Ais1) = X 0
fi(Bi+1) = X;. Notemos que si uno de los subcontinuos consiste de un solo
punto, entonces el otro necesariamnete debe 3€r.,, y comof; es suprayec-
tiva obtendriamos lo deseado. De esto, podemos suponer @yg y Bi+; son
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continuos no degenerados. Com¥;.; = [0;1], tenemos queA;.; Yy Bi+1 son
intervalos. Podemos suponer queé2 Ai,; .
Caso 1. Sil2 Ajs, entoncesAi+; =[0;1]. Luego,

fi(Ai+1) = T([0;1]) =[0; 1] = X;:

Caso 2. Si 1 62A;,;, entoncesl 2 Bj,;. Como: 2 Ajy; 02 2 Bijuy,
tenemos que0; 3] Ajs1 0[3;1] Bisy. Luego

[0;1] = T([0;3]) fi(Aisa) 0[0;1] = T([3;1])  fi(Bina):

Por lo tanto, fi(Aj+1) = X;j ofi(Bj+1) = Xi.
Con esto hemos probado queX;;fig.; es un sistema inverso indescom-
ponible. Por el Teorema 5.6lm f X;;f;g es un continuo indescomponible.

Una construcci n geom@trica del continuo del Ejemplo 5.7 se describe a
continuaci n. Denotemos porCy al conjunto de cantor y para cadan 2 N,
sea

Ch=fc2Co:Z& ¢ =0

Para cadac 2 Cy, sea
Sog = f(GY)2R?:(x  3)*+y*=(c 3)?’yy Og

la semicircunferencia superior con centr()%;O) tal que (c;0) es un extremo
de Sp.). Para cadan 2 Ny c2 C,, sea

Smey = F(GY) 2 R? 1 (X 53)°+y°=(c 53)°yy Og;

la semicircunferencia inferior con centro%; 0) tal queéc;O) es un extremo
de Sinc). De nimos, para cadan 2 N[f Og, aS, = fSue : ¢ 2 Cho.

A la unin de los S, se le conoce como ércoiris de Knaster , al cual
denotaremos porK, vdase la Figura 6. Como para cada semicircunferencia
superior existe una semicircunferencia inferior que lo intersecta y viceversa,
tenemosK es conexo. MASs aen, es cerrado y acotado, puestbrgegk ) = K.

De esto,K es compacto, y por lo tanto, un continuo.
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Figura 6: Arcoiris de Knaster

Ejemplo 5.8. SeaS! la circunferencia unitaria enR?. De nimos a P? :
St1 St comoP?((cos();sen())) = (cos(2 );sen(2)).

Para cadai 2 N, tomemos af; = P2y a X; = St. Veamos qué X;;figL,
es un sistema inverso indescomponible. Como se puedo notar el el Ejemplo
5.7, bastar/E probar que?(A) = S! o P?(B) = S? para subcontinuosA y B
de S! tales queS! = A[ B. Notemos que siA 0 B consiste de un solo punto
0 esS?, el resultado ser a cierto. De esto podemos suponer giey B son
subcontinuos propios dé&! no degenerados. Entonces y B son arcos, vdase
la Figura 7.

B

Figura 7: Subcontinuos propios d&?

Claramente, por la conexidad d&*, A\ B 6 ;. Seanp2 A\ Byq2 S?
el punto antipodal dep. Sin perdidad de generalidad podemos suponer que
g2 B. Sea ; 2 [0;2 ) tales quep = (cos( 1);sen(1)). Comoq es el punto
antipodal dep, entoncesqg=(cos( 1+ );sen(;+ )). Sean

By=f(cos();sen()): 2[q1 1+ Jogy
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Bo=f(cos();sen()): 2[1+; 1+2 g

Por la continuidad deP?, sabemos qué?(B,) y P?(B,) son subcontinuos de
S! no degenerados. Como

P?((cos( 1);sen(1))) = (cos(2 1);sen(21)) = P*((cos( 1+ );sen(1+ )));

tenemos queP?(B;) = S!. Similarmente P?(B,) = S!. Como, p;q 2 B,
entoncesB; B o B, B. En cualquier caso concluimos que?(B) =
St Por lo tanto, fX;;figk; es un sistema inverso indescomponible. Por el
Teorema 5.6,Im f X;; fig es un continuo indescomponible.

Al igual que el Ejemplo 5.7, el ejemplo anterior tambi@n tiene una cons-
trucci n geom@trica enR® mediante la intersecci n anidada de continuos, que
explicamos a continuaci n.

SeaT; un toro s lido, el cual es un espacio homeomorfo al producto car-
tesianoS! D dondeD = f(x;y) 2 R?:x?+ y? 1g. Luego, construimos
otro toro s lido T, contenido enT; de tal manera que de dos vueltas dentro
de T,, v@ase la Figura 8.

Figura 8: Toros solidosT; y T,

Similarmente, construimos un toro s lidoT; contenido enT, que de dos
vueltas dentro de este. Repitiendo esta construcci n obtenemos una sucesin
de toros slidosfT,g tal que para cadan 2 N, Th; T, Yy Th+1 da dos
vueltas dentro deT,, v@@ase la Figura 9.
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Ts Ty

Figura 9: Sucesi n de toros s lidos

T .
Por le Teorema 2.8, sabemos que = T, s un continuo, el cual es
n=1
conocido como eBolenoide DiZ&dico.

Con estos ejemplos nos ha quedado claro que los | mites inversos son muy
cetiles para construir espacios bastante extravagantes, sin embargo los | mites
inverso no solo sirven para contruir continuos sino tambi@n nos ayuda a estu-
diar propiedades sobre estos como se puede observar el los Teoremas 5.10 y
5.11

Lema 5.9. Seaf X;;f;g-; un sistema inverso de espacios m@tricos con | mite
inverso X, . Si A y B son subconjuntos compactos d¢; , entonces

Im £ Ci;fijc,.,, 9= C;
dondeC = A\ B yparacadai 2 N, C;= i(A)\ i(B).

Demostracin. Como A y B son compactos, tenemos qué tambi@n lo es.
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