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Presentación

Tenemos la fortuna de hacer un recorrido hacia un proceso creativo sin prece-
dentes. Ha llegado el momento de compartir esta sabiduría, de invitar a todo
el mundo a embarcarse en el navío que nos conduce hacia la Fuente de todo
lo creado. Esta es la razón por la cual editamos el libro que tienen en sus
manos. La felicidad que propone este libro por su divulgación, investigación e
intercambio de ideas se debe a la generosidad de muchísimos matemÆticos que
participaron en el denominadoSixth International Conference on Mathema-
tics ant its Applications (6CIMA, 2019), un esfuerzo profesional consolidado
que ha permitido la participación de grandes personajes de diversas univer-
sidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo del 6CIMA como en
su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un comitØ or-
ganizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia de
MatemÆticas de la Facultad de Ciencias Físico MatemÆticas de la BUAP. Es-
te producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve
meses de trabajo constante. Por el amor a la matemÆtica es que ha nacido
este ejemplar que nos brinda la sabiduría necesaria para mostrarles parte de
nuestros quehaceres cotidianos.

Los capítulos de este libro estÆn agrupados por secciones de acuerdo al
Ærea temÆtica en el 6CIMA. Dichos capítulos fueron sometidos a arbitraje
riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los Ærbitros su amabilidad, gen-
tileza, dedicación y trabajo cientí�co. Un agradecimiento especial a Antonio
de Jesœs Libreros López por su apoyo en la edición de esta obra. Gracias por
dejar huella.

David Herrera Carrasco
Fernando Macías Romero

Editores
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Capítulo 1

Algunos ideales de índice �nito en el anillo de
Burnside Bp(Cpn)

Cristhian VÆzquez Rosas, David Villa HernÆndez y
Brenda Zavala López

FCFM, BUAP

Resumen

En el presente trabajo de investigación, buscamos determinar de forma
explícita las (n+1)! clases de isomor�smo de ideales fraccionales de índice
�nito del anillo de Burnside Bp(Cpn ), que se desprenden de su estructura
de producto �brado, de la clase de isomor�smo del ideal fraccionalZn

p de
Bp(Cpn � 1 ).

1 Introducción

A lo largo de este trabajo consideramosG un grupo �nito. El anillo de Burnsi-
de B (G) de un grupoG es uno de los anillos fundamentales de representación
de G, el cual puede ser analizado desde diferentes puntos de vista. Es en mu-
chos sentidos el objeto universal a examinar cuando se estudia la categoría
de G-conjuntos. El anillo de Burnside es el marco natural para estudiar los
invariantes asociados a la estructura deG-conjuntos tales comoG-copos. Por
otro lado, al considerar su espectro primo y sus idempotentes primitivos, se
in�eren varios teoremas de inducción.

A �nales del siglo XIX, W. Burnside introdujo las ideas de lo que actual-
mente se conoce como el anillo de Burnside, pero fue Solomon en 1967 en su
artículo "The Burnside algebra of a �nite group" quien le da la estructura
algebraica de anillo.
En 1977, L. Solomon introdujo una función Zeta para un orden; la cual re-
quiere del conocimiento de todos sus ideales de índice �nito, desde entonces

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Cristhian VÆzquez Rosas, David Villa HernÆndez y Brenda Zavala López

C.J. Bushnell e I. Reiner han desarrollado aœn mÆs esta función y algunas de
sus generalizaciones.
En 2009, D. Villa HernÆndez obtuvo la función Zeta del anillo de Burnside
para grupos cíclicos de orden un primop y p2.
En 2016, J. M. Ramírez Contreras y D. Villa HernÆndez obtuvieron la función
Zeta del anillo de Burnside para grupos cíclicos de orden un primop3.
En 2018, C. VÆzquez Rosas y D. Villa HernÆndez determinaron de forma ex-
plícita los ideales de índice �nito del anillo de BurnsideBp(Cp4 ), asociados a
los ideales de índice �nito enBp(Cp3 ) de la forma(pm1 ; pm2 ; pm3 ; pm4 )Z4

p donde
m1 � 1; m2 � 2; m3 � 3 y m4 � 3.
El propósito fundamental de este trabajo de investigación es estudiar los idea-
les de la forma(pm1 ; : : : ; pmn )Zn

p en Bp(Cpn � 1 ) con el objetivo de determinar
los ideales de índice �nito enBp(Cpn ), que se desprenden de su estructura de
producto �brado.

2 El anillo de Burnside

En esta sección usaremos el homomor�smo marca, mismo que nos ayudarÆ a
estudiar el anillo de Burnside y algunas de sus propiedades en losG-conjuntos;
ademÆs, observaremos el papel que juega el anillo fantasma del anillo de Burn-
side y lo extenderemos a los enterosp-Ædicos, para así poder verlo como un
producto tensorial. Por œltimo, daremos dos caracterizaciones del anillo de
Burnside de un grupo cíclico de ordenpn con p un nœmero primo, para ex-
presarlo como las(n + 1) -adas, donde la primera caracterización depende de
la diferencia entre las coordenadas consecutivas y la segunda caracterización
depende de la diferencia entre la œltima coordenada y cada una de las ante-
riores.

Para un grupo �nito G, el anillo de BurnsideB (G) es de�nido como el
anillo de Grothendieck de las clases de isomor�smo deG-conjuntos con la su-
ma dada por la unión disjunta y la multiplicación por el producto cartesiano.
El anillo de BurnsideB (G) es libre como grupo abeliano, con base dada por
las clases de isomor�smo de losG-conjuntos transitivos de la formaG

H para
subgruposH de G; dos de los cuales se identi�can si sus estabilizadoresH

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 1, pÆginas 5-25



Algunos ideales de índice �nito en el anillo de BurnsideBp(Cpn ) 7

son conjugados enG, es decir,

B (G) =
M

H 2C(G)

Z
�

G
H

�

dondeC(G) es la familia de las clases de conjugación de subgrupos deG. Para
mÆs información sobre el anillo de Burnside ver [1] y [2].
Con frecuencia, se estudia el anillo de Burnside de un grupo �nitoG usan-
do el homomor�smo marca’ : B (G) ! Z jC(G) j . Para K � G, la K � Øsima
coordenada de’ es de�nida como’ K (X ) = jX K j, para X un G-conjunto,
extendiendo linealmente’ a B (G).
El anillo ÜB (G) := Z jC(G) j es el anillo de las funciones de super clasef : C(G) !
Z con la multiplicación dada coordenada a coordenada; el cual es llamado el
anillo fantasmade G y juega un importante papel para explicarG-conjuntos
utilizando sus puntos �jos dados. En particular, se puede mostrar que el ho-
momor�smo marca es inyectivo.
Seap 2 Z un nœmero primo y seaZp el anillo de los enterosp-Ædicos. Deno-
tamos los siguientes productos tensoriales por

Bp(G) = Zp

O

Z

B (G) =
M

H 2C(G)

Zp

�
G
H

�

y
ÜBp(G) = Zp

O

Z

ÜB (G) =
Y

H 2C(G)

Zp

donde tenemos queBp(G) es unZp-orden y ÜBp(G) un Zp-orden mÆximo.

Observación 2.1. Sea q 2 Z un nœmero primo. Notemos queBq(G) �
ÜBq(G). Sabemos que para todox 2 ÜBq(G), se tiene quejGjx 2 Bq(G) por
lo que siq no divide a jGj, entoncesjGj es unidad enZq y así tenemos que
x 2 Bq(G), concluyendo queBq(G) = ÜBq(G).

Ejemplo 2.2. (Caracterización de Bp(Cpn ) � Zn+1
p ). Consideremos aCpn = <

a > un grupo cíclico generado pora de ordenpn . Sea

C(Cpn ) = f H0 = < a >; H 1 = < a p >; H 2 = < a p2
>; : : : ; H n = < a pn

> g

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 1, pÆginas 5-25



8 Cristhian VÆzquez Rosas, David Villa HernÆndez y Brenda Zavala López

y seaai = Cpn

H i
para i = 0 ; 1; : : : ; n, entonces

Bp(Cpn ) =
nM

i =0

Zpai

luego, el homomor�smo marca’ induce la siguiente inclusión:

Bp(Cpn ) ! Zn+1
p

X 7! (’ H 0 (X ); ’ H 1 (X ); : : : ; ’ H n (X ))

puesto queCpn es abeliano, entonces

’ H

�
Cpn

K

�
=

¤ �� Cpn

K

�� si H � K
0 si H 6� K

luego

a0 = Cpn

H 0
7�! (1; 1; : : : ;1)

a1 = Cpn

H 1
7�! (0; p; : : : ; p)

a2 = Cpn

H 2
7�! (0; 0; p2; : : : ; p2)
...

an = Cpn

H n
7�! (0; 0; : : : ; pn )

De�nición 2.3. Con base al ejemplo anterior, de�nimos y denotamos el anillo
de Burnside de un grupo cíclico de ordenpn como sigue:

Bp(Cpn ) = f (x0; x1; � � � ; xn ) : x i � x i +1 2 pi +1 Zp con i = 0 ; � � � ; n � 1g

o equivalentemente

Bp(Cpn ) = f (x0; x1; � � � ; xn ) : xn � x i 2 pi +1 Zp con i = 0 ; � � � ; n � 1g:

dondeBp(Cpn ) � Zn+1
p como subanillo.

En este trabajo utilizaremos esta œltima caracterización por conveniencia.

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 1, pÆginas 5-25



Algunos ideales de índice �nito en el anillo de BurnsideBp(Cpn ) 9

3 Algunos ideales de índice �nito en Bp(Cpn)

A lo largo de esta sección, se consideran œnicamente ideales de índice �nito
a los cuales llamamos ideales. A continuación, damos la de�nición de un
producto �brado; el cual, usaremos para caracterizar los ideales del anillo de
Burnside Bp(Cpn ) en tØrminos de los ideales deBp(Cpn � 1 ).

De�nición 3.1. Dados dos mor�smosf : B ! A y g : C ! A en una
categoríaC , una solución es una tripleta ordenada(D; �; � ) que hace que el
siguiente diagrama conmute:

D � //

�
��

C
g

��
B

f
//A

Un producto �brado es una solución (D; �; � ) que es la mejor en el sentido
que: para cada solución(X; � 0; � 0) existe un œnico mor�smo� : X ! D que
hace conmutar el siguiente diagrama:

X

� 0

��

� 0

##
�

  
D

�
��

� //C
g

��
B

f
//A

El producto �brado cuando existe es œnico hasta isomor�smo.

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 1, pÆginas 5-25



10 Cristhian VÆzquez Rosas, David Villa HernÆndez y Brenda Zavala López

Observación 3.2. Consideremos el siguiente diagrama de producto �brado

(a1 ; a2 )

��

//a2

��

A

f 1

��

f 2 //A 2

g2

��
A 1 g1

// �A

a1
//g1 (a1 ) = g2 (a2 )

donde A; A 1; A2; �A son anillos conmutativos con unidad yf 1; f 2; g1; g2 son
homomor�smos sobreyectivos de anillos, es decir ,

A = f (a1; a2) 2 A1 � A2 : g1(a1) = g2(a2)g

Veamos como caracterizar los ideales deA, en el caso de queA2 es un
D.I.P. Sea I � A un ideal eI j = f j (I ) para j = 1 ; 2.
Es fÆcil ver queI j � A j para j = 1 ; 2. Ahora, comoA2 es un D.I.P, entonces
existe � 2 A2 tal que I 2 = �A 2, luego, comof 2 es sobreyectivo, existe� 2 A1
tal que (�; � ) 2 I � A y f 2(�; � ) = � .
Dado que es un producto �brado se cumple

g1(� ) = g2(� )

Ahora, sea(x; y) 2 I , puesto quey = f 2(x; y) 2 I 2, entonces existeb2 2 A2
tal que y = �b 2, comof 2 es sobreyectivo existeb1 2 A1 tal que f 2(b1; b2) = b2.
AdemÆs,(�; � )(b1; b2) = ( �b 1; �b 2) 2 I y (x; y) = ( x; �b 2) 2 I , de donde
(x � �b 1; 0) 2 I .
De�nimos J = f 
 2 A1 : (
; 0) 2 I g. Es claro queJ es un ideal enA1.

Por lo anterior, tenemos que existe
 2 J tal que x � �b 1 = 
 entoncesx =
�b 1 + 
 con 
 2 J . Por lo tanto, (x; y) = ( �b 1 + 
; �b 2) = ( �; � )(b1; b2)+( 
; 0).
Así, I � (�; � )A + ( J; 0) � I , de donde es claro que se da la igualdad,
I = ( �; � )A + ( J; 0).

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 1, pÆginas 5-25
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Proposición 3.3. (Caracterización) Con la notación de la Observación 3:2
si A2 es un D.I.P e I � A es un ideal, entonces

I = ( �; � )A + ( J; 0)

donde:

i) J � A1 es un ideal tal queg1(J ) = f 0g

ii) � 2 A2 es el generador del ideal principal�A 2

iii) � 2 A1 es tal queg1(� ) = g2(� ) y � es œnico móduloJ

iv) Si D = f (a1; a2) 2 A : a2� = 0g, entoncesa1� 2 J para todo (a1; a2) 2
D , esto es,f 1(D )� � J .

Demostración. (Unicidad de � ) Sea(�; � ) 2 I y supongamos que(� 0; � ) 2 I ,
entonces(� 0� �; 0) 2 I luego � 0� � 2 J si y solo si� 0+ J = � + J . Así � es
œnico móduloJ .
Para iv ) observemos que si(a1; a2) 2 D y (�; � ) 2 I , entonces(a1; a2)( �; � ) 2
I , i.e, (a1�; a 2� ) = ( a1�; 0), entoncesa1� 2 J . Por lo tanto f 1(D )� � J . Las
demÆs implicaciones se tienen de la observación anterior.

Observación 3.4. Con base a lo anterior, podemos dar la siguiente estruc-
tura de producto �brado con f 1; f 2; g1 y g2 homomor�smos sobreyectivos de
anillos, para saber el comportamiento de los ideales deBp(Cpn ) en tØrminos
de Bp(Cpn � 1 )

(x0 ; : : : ; x n )

��

//xn

��

B p (Cpn )

f 1

��

f 2 //Zp

g2

��
B p (Cpn � 1 ) g1

// Zp
pn Zp

(x0 ; : : : ; x n � 1 ) // �xn � 1 = �xn

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 1, pÆginas 5-25



12 Cristhian VÆzquez Rosas, David Villa HernÆndez y Brenda Zavala López

Los ideales deZp son principales, de la formaptZp, con 0 � t 2 Z por lo
que si I � Bp(Cpn ), entonces

I = ( �; p t )Bp(Cpn ) + ( J ; 0)

donde

I) J � Bp(Cpn � 1 ) tal que g1(J ) = �0.

II) (�; p t ) 2 Bp(Cpn ).

III) � es œnico móduloJ .

IV) Se cumple que(pZp � p2Zp � : : : � pnZp)� 2 J

de donde

(p;0; 0; : : : ;0)� 2 J
(0; p2; 0; : : : ;0)� 2 J

...
(0; 0; : : : ;0; pn )� 2 J :

4 Ejemplos

En este apartado, aplicaremos lo expuesto en la sección anterior y estudiare-
mos a detalle el caso cuandon = 1 y daremos la lista de los ideales de manera
explícita para n = 2 ; n = 3 .

Lista de ideales de Cp

Nuestro primer caso a analizar es:

Bp(Cp) = f (x; y) 2 Zp : x � y 2 pZpg

de donde su diagrama de producto �brado sería:

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 1, pÆginas 5-25



Algunos ideales de índice �nito en el anillo de BurnsideBp(Cpn ) 13

(x,y)

��

//y

��

B p (Cp )

f 1

��

f 2 //Zp

g2

��
Zp g1

// Zp
pZp

x // �x = �y

Observación 4.1. Los ideales deZp son principales de la formaptZp con
0 � t 2 Z. Luego, los ideales deBp(Cp) tienen la forma:

I = ( x0; pt )Bp(Cp) + ( pmZp; 0) con 0 � m; t

DenotamosFp = f 0; 1; : : : ; p� 1g y F �
p = f 1; 2; : : : ; p� 1g. De I) tenemos que

pmZp � pZp entoncesm � 1. De IV) observemos quepx0 2 pmZp entonces
x0 = pm � 1x0

0 con x0
0 2 Zp, notemos quex0

0 = s0 + px00con s0 2 Fp; x002 Zp,
entoncesx0 = pm � 1(s0 + px00), ademÆs de III)x0 es œnico módulopmZp, se
sigue sin pØrdida de generalidad quex0 = pm � 1s0 con s0 2 Fp.

De II) se tiene que
pm � 1s0 � pt 2 pZp (1)

donde0 � m � 1 y 0 � t.
Por lo anterior,

I = f (pm � 1(s0x + pz); pty) 2 Z2
p : x; y; z; x � y 2 pZpg

(?) Si s0 6= 0 obtenemos los ideales:

I = ( pm � 1s0; pt )Bp(Cp)

Para los casos siguientes de acuerdo con(1)

� m � 1 � 1; t � 1; s0 2 F �
p .

� m � 1 = 0; t = 0 ; s0 = 1 .

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 1, pÆginas 5-25



14 Cristhian VÆzquez Rosas, David Villa HernÆndez y Brenda Zavala López

(??) Si s0 = 0 , entonces por(1) I = ( pm ; pt )Z2
p para m � 1; t � 1.

En resumen, los ideales deBp(Cp) son de la forma:

(pm1 s0; pm2 )M i con i = 1 ; 2

donde
M 1 = f (x0; x1) 2 Z2

p : x0 � x1 2 pZpg = Bp(Cp)

� m1 � 1; m2 � 1, s0 2 F�
p

� m1 = 0 ; m2 = 0 , s0 = 1

M 2 = Z2
p

� m1 � 1; m2 � 1, s0 = 1

Lista de ideales de Cp2

Sea

Bp(Cp2 ) = f (x0; x1; x2) 2 Z3
p : x2 � x0 2 pZp; x2 � x1 2 p2Zpg

donde su diagrama de producto �brado es como sigue:

(x0 ; x1 ; x2 )

��

//x2

��

B p (Cp2 )

f 1

��

f 2 //Zp

g2

��
B p (Cp ) g1

// Zp
p2 Zp

(x0 ; x1 ) // �x1 = �x2

Con base al diagrama anterior y de acuerdo con la Observación3:4, para

J = ( pn1 ; pn2 )Z2
p � Bp(Cp)

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 1, pÆginas 5-25
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donden1 � 1; n2 � 1, tenemos que los ideales deBp(Cp2 ) son de la forma

I = ( pm1 s0; pm2 (s1 + ps2); pm3 )M i

con i = 1 ; 2; 3; 4; 5; 6 y donde

M 1 = f (x0; x1; x2) 2 Z3
p : x0 � x2 2 pZp; x1 � x2 2 p2Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 2; s0 2 F�
p ; s1 2 F�

p ; s2 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; s0 2 F�
p ; s1 = 1 ; s2 2 Fp .

� m1 = 0 ; m 2 = 0 ; m 3 = 0 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 .

M 2 = f (x0; x1; x2) 2 Z3
p : x1 � x2 2 p2Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 2; s0 = 1 ; s1 2 F�
p ; s2 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 2 Fp .

M 3 = f (x0; x1; x2) 2 Z3
p : x0 � x2 2 pZp; x1 � x2 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 2; s0 2 F�
p ; s1 2 F�

p ; s2 = 0 .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; s0 2 F�
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 .

M 4 = f (x0; x1; x2) 2 Z3
p : x1 � x2 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 2; s0 = 1 ; s1 2 F�
p ; s2 = 0 .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 .

M 5 = f (x0; x1; x2) 2 Z3
p : x0 � x2 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 2; s0 2 F�
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 .

M 6 = Z3
p

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 2; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 .

Para mÆs detalles ver[3].

Lista de ideales de Cp3
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Sea

Bp(Cp3 ) = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z3
p : x3� x0 2 pZp; x3� x1 2 p2Zp; x3� x2 2 p3Zpg

donde su diagrama de producto �brado es como sigue:

(x0 ; x1 ; x2 ; x3 )

��

//x3

��

B p (Cp3 )

f 1

��

f 2 //Zp

g2

��
B p (Cp2 ) g1

// Zp
p3 Zp

(x0 ; x1 ; x2 ) // �x2 = �x3

Del diagrama anterior y de acuerdo a la Observación3:4, para

J = ( pn1 ; pn2 ; pn3 )Z3
p � Bp(Cp2 )

donde n1 � 1; n2 � 2; n3 � 2, tenemos que los ideales deBp(Cp3 ) son de la
forma:

(pm1 s0; pm2 (s1 + ps2); pm3 (s3 + ps4 + p2s5); pm4 )M i

con i = 1 ; 2; : : : ;24 y donde

M 1 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x1 2 p2Zp; x3 � x2 2 p3Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 2 Fp ; s3 2 F �
p ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; m 4 = 1 ; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 2 Fp .

� m1 = 0 ; m 2 = 0 ; m 3 = 0 ; m 4 = 0 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0

M 2 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x1 2 p2Zp; x3 � x2 2 p3Zpg
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� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 2 Fp ; s3 2 F �

p ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; m 4 = 1 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 2 Fp .

M 3 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x1 2 pZp; x3 � x2 2 p3Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 = 0 ; s3 2 F �
p ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; m 4 = 1 ; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 2 Fp .

M 4 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x1 2 pZp; x3 � x2 2 p3Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 = 0 ; s3 2 F �

p ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; m 4 = 1 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 2 Fp .

M 5 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x1 2 p2Zp; x3 � x2 2 p2Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 2 Fp ; s3 2 F �
p ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; m 4 = 1 ; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 6 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x1 2 p2Zp; x3 � x2 2 p2Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 2 Fp ; s3 2 F �

p ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; m 4 = 1 ; ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 7 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x1 2 pZp; x3 � x2 2 p2Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 = 0 ; s3 2 F �
p ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; m 4 = 1 ; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 8 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x1 2 pZp; x3 � x2 2 p2Zpg
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� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 = 0 ; s3 2 F �

p ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 = 1 ; m 3 = 1 ; m 4 = 1 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 9 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x2 2 p3Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 2 F �

p ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

M 10 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x2 2 p3Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 2 F �
p ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 2 Fp .

M 11 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x2 2 p2Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 2 F �

p ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

M 12 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x2 2 p2Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 2 F �
p ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 2 Fp ; s5 = 0 .

M 13 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x1 2 p2Zp; x3 � x2 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 2 Fp ; s3 2 F �
p ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 14 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x1 2 p2Zp; x3 � x2 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 2 Fp ; s3 2 F �

p ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 15 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x1 2 pZp; x3 � x2 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 = 0 ; s3 2 F �
p ; s4 = 0 ; s5 = 0 .
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� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 16 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x1 2 pZp; x3 � x2 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 = 0 ; s3 2 F �

p ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 17 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x2 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 2 F �

p ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 18 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x2 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 2 F �
p ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 = 2 ; m 4 = 2 ; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 19 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x1 2 p2Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 20 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x1 2 p2Zpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 2 Fp ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 21 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZp; x3 � x1 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 2 F �

p ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 22 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x1 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 2 F �
p ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 23 = f (x0; x1; x2; x3) 2 Z4
p : x3 � x0 2 pZpg

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 2 F �
p ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

M 24 = Z4
p

� m1 � 1; m 2 � 2; m 3 � 3; m 4 � 3; s0 = 1 ; s1 = 1 ; s2 = 0 ; s3 = 1 ; s4 = 0 ; s5 = 0 .

Para mÆs detalles ver[4]
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5 Caso General Cpn

Por œltimo, en esta sección daremos una expresión para los ideales en el caso
general y todas las observaciones necesarias para cada una de las condiciones
expuestas.

De�nición 5.1. SeaR un dominio entero, llamamos aR dominio de Dede-
kind si R es un anillo hereditario, esto es, que todo ideal deR es unR-módulo
proyectivo.

De�nición 5.2. Sea R un dominio de Dedekind con campo de cocientes
K . Un R-ideal fraccional enK es unR-submódulo �nitamente generado M
contenido enK tal que KM = K .

De�nición 5.3. SeaM un ideal fraccional deBp(Cpn ), de�nimos y denota-
mos al conductor deM en Bp(Cpn ) como sigue:

f M : Bp(Cpn )g = f � 2 Qn+1
p : �M � Bp(Cpn )g

Observación 5.4. Sea

Bp(Cpn ) = f (x0; : : : ; xn ) 2 Zn � 1
p : xn � x i 2 pi +1 Zp; i = 0 ; : : : ; n � 1g

de acuerdo con la Observación3:4, los ideales de nuestro interØs para este
trabajo, son de la forma:

I = ( �; p t )Bp(Cpn ) + ( J ; 0)

con t � 0 y donde

J = ( pm0
1 ; pm0

2 ; : : : ; pm0
n )Zn

p � Bp(Cpn � 1 )

para m0
1 � 1; : : : ; m0

n � 1 � n � 1; m0
n � n � 1. De I) tenemos queg1(J ) =

0 + pnZp, entoncespm0
n + pnZp = 0 + pnZp; luegopm0

n 2 pnZp y así m0
n � n.

De IV) tenemos:

(p;0; 0; : : : ;0)� 2 J
(0; p2; 0; : : : ;0)� 2 J

...
(0; 0; : : : ;0; pn )� 2 J :
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Sea� = ( y0; : : : ; yn � 1) 2 Bp(Cpn � 1 ), entonces

(py0; 0; 0; : : : ;0) 2 J
(0; p2y1; 0; : : : ;0) 2 J

...
(0; 0; : : : ;0; pnyn � 1) 2 J :

entoncespy0 2 pm0
1 Zp; p2y1 2 pm0

2 Zp; : : : ; pnyn � 1 2 pm0
n Zp, de aquí

y0 = pm0
1 � 1(s0;0 + py0

0) cony0
0 2 Zp:

y1 = pm0
2 � 2(s1;0 + ps1;1 + p2y0

1) cony0
1 2 Zp:

...
yi = pm0

i +1 � ( i +1) (si; 0 + psi; 1 + � � � + pi si;i + pi +1 y0
i ) cony0

i 2 Zp:
...

yn � 1 = pm0
n � n (sn � 1;0 + psn � 1;1 + � � � + pn � 1sn � 1;n � 1 + pny0

n ) cony0
n 2 Zp:

De III), puesto que � es œnico móduloJ , sin pØrdida de generalidad, consi-
deramos

� = ( pm 0
1 � 1s0;0; pm 0

2 � 2(s1;0 + ps1;1); : : : ; pm 0
n � n (sn � 1;0 + psn � 1;1 + � � � + pn � 1sn � 1;n � 1)) :

con si;j 2 Fp i = 0 ; : : : ; n � 1 y j = 0 ; : : : ; i. De II) obtenemos

pm0
n � n (sn � 1;0 + psn � 1;1 + � � � + pn � 1sn � 1;n � 1) + pnZp = pt + pnZp:

por lo que para el casot � n se tiene

pm0
n � n (sn � 1;0 + psn � 1;1 + � � � + pn � 1sn � 1;n � 1) 2 pnZp: (2)

de donde obtenemos las siguientes(n + 1)! clases de isomor�smo de ideales
fraccionales de índice �nito enBp(Cpn ), a saber:

M j =

f (x0; : : : ; xn ) 2 Zn+1
p : xn � x0 2 pi 1 Zp; xn � x1 2 pi 2 Zp; : : : ; xn � xn � 1 2 pi n Zpg
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donde i 1 = 0 ; 1; i 2 = 0 ; 1; 2; : : : ; i n = 0 ; 1; : : : ; n. Observe que los valores de
j van desde1 hasta (n + 1)! de acuerdo con los distintos valores dei l para
l = 1 ; : : : ; n.

Notación: Denotemos por

M 0 = Bp(Cpn )
M i = Z i

p � Bp(Cpn � i ) para i = 1 ; : : : ; n � 1
M n = Zn+1

p :

De acuerdo a [6] los œnicos conductores de los ideales fraccionales de índice
�nito son:

(1) N0 = M 0 = fM 0 : Bp(Cpn )g.

(2) N1 = ( p; p2; : : : ; pi � 1; pi ; pi ; : : : ; pi
| {z }

(n � i +1) � veces

)M i = fM i : Bp(Cpn )g

para i = 1 ; : : : ; n � 1

(3) Nn = ( p; p2; : : : ; pn ; pn )M n = fM n : Bp(Cpn )g

Conjetura 5.5.

Con base a la Observacion 3.4 y considerando el ideal

J = ( pm0
1 ; pm0

2 ; : : : ; pm0
n )Zn

p � Bp(Cpn � 1 )

con m0
1 � 1; : : : ; m0

n � 1 � n � 1; m0
n � n � 1 se obtienen los siguientes ideales

de índice �nito en Bp(Cpn ):

(pm1 s0;0; pm2 (s1;0+ ps1;1); : : : ; pmn (sn � 1;0+ psn � 1;1+ � � �+ pn � 1sn � 1;n � 1); pmn +1 )M j

a) En el casoi 1 = 1 ; i2 = 2 ; : : : ; in = n, es decir,M j = Bp(Cpn ) donde:

� m1 � 1; : : : ; mn � n; mn+1 � n.
sl;0 2 F �

p l = 0 ; : : : ; n � 1;sk;t 2 Fp k = 1 ; : : : ; n � 1 y t = 1 ; : : : ; k.

� m1 � 1; : : : ; mn � 1 � n � 1; mn = mn+1 = n � 1.
sl;0 2 F �

p l = 0 ; : : : ; n � 2;sn � 1;0 = 1; sk;t 2 Fp k = 1 ; : : : ; n � 1 y
t = 1 ; : : : ; k.
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� m1 � 1; : : : ; mn � 2 � n � 2; mn � 1 = mn = mn+1 = n � 2.
sl;0 2 F �

p l = 0 ; : : : ; n � 3;sn � 2;0 = sn � 1;0 = 1;

sk;t 2 Fp

¤
k = 1 ; : : : ; n � 2 y t = 1 ; : : : ; k:
k = n � 1 y t = 2 ; : : : k; sn � 1;1 = 0 :

� m1 � 1; : : : ; mn � 3 � n � 3; mn � 2 = mn � 1 = mn = mn+1 = n � 3:
sl;0 2 F �

p l = 0 ; : : : ; n � 4;sn � 3;0 = sn � 2;0 = sn � 1;0 = 1;

sk;t 2 Fp

8
><

>:

k = 1 ; : : : ; n � 3 y t = 1 ; : : : ; k:
k = n � 2 y t = 2 ; : : : ; k; sn � 2;1 = 0 :
k = n � 1 y t = 3 ; : : : ; k; sn � 1;1 = sn � 1;2 = 0 :

...

� m1 = m2 = � � � = mn = mn+1 = 0 .
sl;0 = 1 l = 0 ; : : : ; n � 1;sk;t = 0 k = 1 ; : : : ; n � 1 y t = 1 ; : : : ; k:

b) En el casoi 1 = : : : = i n = 0 , es decir,M j = Zn+1
p donde:

� m1 � 1; : : : ; mn � n; mn+1 � n.
sl;0 = 1 l = 0 ; : : : ; n � 1;sk;t = 0 k = 1 ; : : : ; n � 1 y t = 1 ; : : : ; k.

c) En el caso

M j = f (x0; : : : ; xn ) 2 Zn+1
p : xn � x l � 1 2 pi l Zp; l = 1 ; : : : ; ng

para 0 � i l � l , salvo los dos casos anteriores, si

f M j : Bp(Cpn )g = ( p; p2; : : : ; pi � 1; pi ; pi ; : : : ; pi
| {z }

(n � i +1) � veces

)(Z i
p � Bp(Cpn � i ))

entonces tenemos que :

� m1 � 1; : : : ; mn � n; mn+1 � n.

� m1 � 1; : : : ; mn � 1 � n � 1; mn = mn+1 = n � 1:
...

� m1 � 1; : : : ; mi � i; m i +1 = � � � = mn+1 = i .
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AdemÆs, se pueden calcular lossk;t para k = 0 ; : : : ; n � 1 y t = 0 ; : : : ; k para
los n + 1 � i puntos anteriores, de la siguiente manera:
Para cadal 2 f 1; : : : ; ng consideramos los tres casos posibles:

* Si i l = 0 , entoncessl � 1;0 = 1 y sl � 1;t = 0 t = 1 : : : ; l � 1, en cada uno
de losn + 1 � i puntos.

* Si i l = l , entonces lossl � 1;t se comportan igual que en los primeros
n + 1 � i puntos del casoa) para t = 0 ; : : : ; n � 1.

* Si 0 < i l < l , entonces lossl � 1;t se comportan igual que en los primeros
n + 1 � i puntos del casoa) para t = 0 ; : : : ; i l � 1 y sl � 1;t = 0 para
t = i l ; : : : ; l � 1.
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Capítulo 2

Extensiones G-�brantes y productos torcidos

Alexander Bykov, Patricia Domínguez Soto y
Jorge Alberto SÆnchez Martínez

FCFM, BUAP

Resumen

SeaH un grupo cerrado de un grupo compacto metrizableG. En este
trabajo se prueba que cadaG-espacio compacto metrizable sobreG=H
admite una extensión G-�brante sobre G=H . Esto implica que el funtor
del producto torcido G � H � envíe extensionesH -�brantes a extensiones
G-�brantes. En particular, el producto torcido G � H S es un espacio
G-�brante cuando S es un espacioH -�brante compacto.

1 Introducción

Por una extensión G-�brante, donde G es un grupo topológico, se entiende
una versión equivariante de la noción correspondiente de una extensión �-
brante introducida por F. Cathey en [10]; esta fue usada por Øl para de�nir
la categoría de strong shape de compactos mØtricos. En [8] puede encontrarse
una construcción anóloga de la categoría equivariante de strong shape. Esta
es una de las razones para estudiar extensiones �brantes equivariantes así
como las nociones relacionadas de un espacioG-�brante y una G-�bración
fuerte.

La noción de un espacioG-�brante puede considerarse como una gene-
ralización del concepto de unG-ANR : cada G-ANR es G-�brante y, mÆs
aœn, el límite inverso de cualquier sucesión inversa deG-ANR ’s ligados por
G-�braciones es unG-�brante tambiØn. Los espaciosG-�brantes así como los
G-ANR ’s tienen la propiedad equivariante de extensión de homotopías con
respecto a todos losG-pares (X; A ) de espacios metrizables. De particular
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interØs para la teoría deG-espacios es el siguiente hecho probado en [1]: para
cualquier subgrupo cerradoH de un grupo compacto metrizableG el espacio
cocienteG=H esG-�brante. En el presente capítulo se prueba una a�rmación
mÆs general: el producto torcidoG � H S es un espacioG-�brante dado que S
es un espacioH -�brante compacto (Corolario 5.6). Esta a�rmación es un co-
rolario del Teorema 5.5 sobre extensiones �brantes de productos torcidos. El
Teorema 5.5, a su vez, es una consecuencia del resultado principal, el Teorema
5.3, el cual puede formularse como sigue: cadaG-espacio compacto metrizable
sobreG=H admite una extensión G-�brante sobre G=H. Por un G-espacio
sobreG=H se entiende, por supuesto, cualquierG-función p : E ! G=H. Co-
mo una consecuencia del Teorema 5.3 se obtiene una condición bajo la cualp
es unaG-�bración fuerte (Corolario 5.4). Una de las herramientas usadas, de
hecho, en la prueba del resultado principal es la construcción de una extensión
�brante aplicada en la categoría deG-funciones.

2 Preliminares

La letra G denotarÆ un grupo compacto de Hausdor�, su elemento unitario
se denota pore. Aunque, en general, se trabaja en la categoríaG-TOP de
G-espacios yG-funciones, en las Secciones 3 y 4 se trabaja con la categoría
G-M de G-espacios metrizables y, mÆs aœn,G se supone tambiØn metrizable.
Los hechos bÆsicos de la teoría deG-espacios pueden encontrarse en [5], [11]
y [5]. Por conveniencia del lector, se recuerdan algunas de�niciones y hechos
conocidos, así como algunos especiales.

SeaS un H -espacio dondeH es un subrgrupo cerrado deG. El producto
torcido G � H S es el espacioH -orbital del producto G � S, cuandoG � S se
considera como unH -espacio con respecto a la acciónh � (g; s) = ( gh� 1; hs).
La H -órbita de (g; s) 2 G � S se denota por[g; s]. ConsiderandoG � H S como
un G-espacio con la acción dada porg0 � [g; s] = [ g0g; s], se obtiene elfuntor
del producto torcido G � H � : H -TOP ! G-TOP que envía unaH -función
f : S ! S0 a una G-función G � H f : G � H S ! G � H S0, [g; s] 7! [g; f (s)].

Para un subgrupo cerrado dadoH de G, el espacio cocienteG=H, esto
es, el conjunto de clases lateralesf gH j g 2 Gg, es unG-espacio con la acción
g � g0H = gg0H . Si p : E ! G=H es unaG-función, entonces E tiene la
estructura natural de producto torcidoG � H S, dondeS = p� 1(eH), en vista
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del G-homeomor�smo G � H S ! E , [g; s] ! gs (vØase, por ejemplo, [11,
Chapter I, Proposition 4.4]).

Por una G-�bración se entiende una versión natural equivariante de una
�bración de Hurewicz: una G-función p : E ! B se llama unaG-�bración si
tiene la propiedad equivariante de levantamiento de homotopíascon respecto
a cadaG-espacioX (ver [11, p. 53]). En otras palabras,p es unaG-�bración
si y solo si tienela propiedad de levantamiento derechocon respecto a todas
lasG-funciones de la forma@0

X : X ,! X � I , x 7! (x; 0) (aquí, como es usual,
I = [0 ; 1]), esto es, para cualquier diagrama conmutativo deG-funciones

x X E

(x; 0) X � I B

_

��

//f
�_

��

@0
X

��

p

//
F

(1)

existe un rellenoeF : X � I ! E (es decir, unaG-homotopía eF : X � I ! E
tal que peF = F y eF@0

X = f ). AdemÆsp es unaG-�bración regular si para
cualquier diagrama conmutativo (1) existe un rellenoeF : X � I ! E que es,
mÆs aœn, unaG-homotopía relativa a A � X cuandoF es unaG-homotopía
relativa a A. No es difícil mostrar que unaG-�bración p : E ! B es regular si
B admite una mØtricaG-invariante, en particular, si el grupoG es compacto
y B es metrizable.

Por un G-ANR o G-ANR -espaciose entiende, por supuesto, unG-retracto
absoluto de vecindades equivariante para la clase de todos losG-espacios me-
trizables (vØase, por ejemplo, [5] para la teoría equivariante de retractos).

Una G-función s : A ,! X de G-espacios metrizables se llamaG-SSDR-
mapeosi es unG-encaje cerrado tal que para cadaG-�bración p : E ! B de
G-ANR -espacios y para cada diagrama conmutativo deG-funciones

A E

X B

//f
�_

��
s

��
p

//
F

(2)

existe un rellenoeF : X ! E .
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Claramente, cadaG-SDR-mapeos : A ,! X de G-espacios metrizables
(esto es, unaG-función que encaja aA en X como unG-retracto por defor-
mación fuerte) es un G-SSDR-mapeo. La siguiente de�nición da un ejemplo
mucho mÆs general de unG-SSDR-mapeo.

Sea A un subconjunto cerrado invariante de unG-espacioX . Una G-
deformación in�nita fuerte de X en A es unaG-función D : X � [0; 1 ) ! X
que satisface:

(a) D (x; 0) = x para todo x 2 X ,

(b) D (a; t) = a para todo a 2 A y t 2 [0; 1 ),

(c) para cada vecindad invarianteU de A en X existe un � 2 [0; 1 ) tal
que D (X � [�; 1 )) � U:

Un G-encaje cerrados : A ,! X se llama unG-ISDR -mapeo si existe una
G-deformación in�nita fuerte de X en s(A). Puede verse fÆcilmente que cada
G-ISDR -mapeo deG-espacios metrizables es unG-SSDR-mapeo.

Puntualicemos dos hechos simples acerca deG-SSDR-mapeos (vØase [10,
Corollary 1.6]). SeaA un G-subconjunto cerrado de unG-espacio metrizable
X . Entonces:

(� ) X � 0 [ A � I ,! X � I es unG-SSDR-map.

(�� ) si el encajeA ,! X es un G-SSDR-mapeo, entonces lo es el encaje
X � f 0; 1g [ A � I ,! X � I (para la prueba vØase [7, Proposition A.3]).

Un G-espacioE se llama un espacio�brante equivariante o un espacio
G-�brante si para cadaG-SSDR-mapeos : A ,! X y cada G-función f :
A ! E , existe unaG-función F : X ! E tal que F � s = f . Por ejemplo,
cadaG-ANR es un espacioG-�brante.

Si un G-SSDR-mapeos : E ,! ÜE es tal que ÜE es un espacioG-�brante,
entonces se dice ques es unaextensión G-�brante de E . Cada G-espacio
compacto metrizableE admite una extensión G-�brante. De hecho, puede
encontrarse unG-ISDR -mapeoi : E ,! ÒE dentro de algœn espacioG-�brante
ÒE (vØase [8, Proposition 3.5]).

Es fÆcil dar un ejemplo de unG-SSDR-mapeo el cual no es unG-ISDR -
mapeo. Sin embargo, sis : E ,! ÜE es una extensiónG-�brante de un G-
espacio compacto metrizableE , entoncess debe ser unG-ISDR -mapeo. Para
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probar esto se toma una extensiónG-�brante i : E ,! ÒE de E para la cual
existe una G-deformación in�nita fuerte D de ÒE sobre E . Como ÒE es G-
�brante y s es un G-SSDR-mapeo, podemos encontrar unaG-función ’ :
ÜE ! ÒE tal que ’ � s = i . Similarmente,  � i = s para algunaG-función
 : ÒE ! ÜE . Por (�� ) existe unaG-homotopíaH : id ÜE ’  � ’ rel: s(E ) porque
id ÜE js(E ) =  � ’ js(E ) mientras ques es unG-SSDR-mapeo y ÜE esG-�brante
(esto prueba, por cierto, que cualesquiera dos extensionesG-�brantes son
homotópicamente equivalentes). LaG-deformación in�nita fuerte requerida
ÜD : ÜE � [0; 1 ) ! ÜE de ÜE sobres(E ) se de�ne como sigue:ÜD (x; t ) = H (x; t )
para t 2 [0; 1] y ÜD (x; t ) =  � D

�
’ (x); t � 1

�
para t 2 [1; 1 ).

Una G-función p : E ! B de G-espacios metrizables se llamaG-�bración
fuerte si tiene la propiedad de levantamiento derechocon respecto a todos
los G-SSDR-mapeos, esto es, si para cualquier diagrama (2) deG-funciones,
dondes : A ,! X es unG-SSDR-mapeo, existe unaG-función eF : X ! E
como un relleno.

Claramente, lasG-�braciones fuertes sonG-�braciones. Por otro lado,
se sigue inmediatamente de la de�nición deG-SSDR-mapeos que cadaG-
�bración de G-ANR ’s es unaG-�bración fuerte. MÆs aœn, puede mostrarse
que cadaG-�bración de espacios G-�brantes es una G-�bración fuerte [7,
Proposition A.2]. Note que sip : E ! B es unaG-�bración fuerte tal que
B es un espacioG-�brante, entonces E es un espacioG-�brante tambiØn.
Otros hechos acerca deG-�braciones fuertes y espaciosG-�brantes pueden
encontrarse en [7] y [9].

3 Algunos hechos acerca de la categoría Map(G-
TOP)

En esta sección y en el resto del capítulo tratamos con la categoríaMap(G-
TOP) cuyos objetos sonG-funciones deG-espacios y cuyos mor�smosp0 ! p
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son pares de(f 0; f ) of G-funciones tales que el diagrama

E 0 E

B 0 B

//f 0

��
p0

��
p

//f

(3)

conmuta. En esta categoría puede introducirse, en un modo obvio, concep-
tos anÆlogos a las nocionesG-homotopía,G-retracto por deformación fuerte,
G-�bración, etc., conocidos para la categoríaG-TOP. Nuestro propósito es
mostrar el Teorema 3.7 el cual representa el anÆlogo del hecho bien conocido
de que cualquier función continua puede factorizarse en una composición de
un SDR-mapeo y una �bración.

3.1. Fibraciones y deformaciones en la categoríaMap(G-TOP)

Sea� = ( f 0; f ) : p0 ! p un mor�smo representado por el diagrama (3).
Si A � B y F � E son G-subconjuntos tales quep(F ) � A, entonces se
puede considerar la restricciónq : F ! A of p; en este caso escribimos
q � p. El símbolo � � 1(q) denotarÆ la restricciónf 0� 1(F ) ! f � 1(A) de p0,
� � 1(q) � p0. Similarmente, si q0 � p0, q0 : F 0 ! A0, entonces� (q0) es la
restricción f 0(F 0) ! f (A0) de p.

Sea q � p. Por una G-retracción por deformación fuerte de p sobre q
entendemos un par deG-retracciones por deformación fuerte usualesD 0 :
E � I ! E y D : B � I ! B de E y B sobreF y A, respectivamente, las
cuales forman un mor�smop� id I ! p enMap(G-TOP), esto es, relacionadas
por la igualdad p � D 0 = D � (p � id I ) (donde p � id I : E � I ! B � I envía
(x; t ) a (p(x); t)). Sea � = ( s0; s) : q ! p, un mor�smo tal que s y s0 son
G-encajes. Si existe unaG-retracción por deformación fuerte de p sobre� (q),
diremos que la inclusión � : q ,! p es unG-SDR-mor�smo .

De�nición 3.1. Un mor�smo � : p0 ! p se llamaG-�brado si, para cualquier
G-función h : X ! Y , � tiene la propiedad de levantamiento derecho con
respecto al mor�smo (@X

0 ; @Y
0 ) : h ! h � id I . Similarmente, � : p0 ! p

(en Map(G-M )) se llama unmor�smo G-�brado fuertemente cuando tiene
la propiedad de levantamiento derecho con respecto a todos los mor�smsos
(s0; s) : h0 ! h tales que amboss y s0 sonG-SSDR-mapeos.
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Seaid � la función identidad de un conjunto puntual f�g sobre si mismo
(con la acción trivial del grupo G). Entonces puede verse fÆcilmente que:

(i) p ! id � es un mor�smoG-�brado , p es unaG-�bración.
(ii) p ! id � es un mor�smoG-�brado fuertemente , p es unaG-�bración

fuerte de espaciosG-�brantes , p es unaG-�bración de espaciosG-�brantes
(recuØrdese que el œltimo �, � estÆ probado en [7, Proposition A.2]).

Algunos otros hechos simples acerca de mor�smosG-�brados se indican
mÆs adelante en las Proposiciones 3.2, 3.3 y 3.5, cuyas pruebas estÆndares se
omiten.

Proposición 3.2. Supongamos quep = f pi ; � j
i gi � 0 es una sucesión inversa

en Map(G-TOP) y seap su límite inverso con las proyecciones� i : p ! pi ,
esto es,(p; f � i g) = l��m

 �
p. Si p0 es una G-�bración (fuerte) y � i +1

i es un
mor�smo G-�brado (fuertemente) para cadai , entoncesp es unaG-�bración
(fuerte) y cada � i es un mor�smo G-�brado (fuertemente).

Note que para cualquier diagrama conmutativo (3) siempre se puede con-
siderar el diagrama conmutativo

E 0

P E

B 0 B

’’

f 0

��

p0

��
u

//
bf

��
bp

��
p

//f

(4)

donde el cuadrado interno es pull-back, esto es,P (junto con bf y bp) es el
pull-back de la tríada B 0 f�! B p � E . Por supuesto, laG-función u estÆ
determinada de manera œnica por el diagrama (3).

Proposición 3.3. Sea� : p0 ! p un mor�smo dado por el diagrama (3). En-
tonces� es un mor�smo G-�brado (fuertemente) si y sólo si las G-funciones
f , f 0 y u en el diagrama (4) sonG-�braciones (fuertes).

Observación 3.4. En [7] un mor�smo � : p0 ! p dado por el diagrama
(3) se llama uncuadradoG-�brado si la G-función u en el diagrama (4) es
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una G-�bración. Por lo tanto, podemos decir que � = ( f 0; f ) es un mor�smo
G-�brado sii es un cuadradoG-�brado y ambas f y f 0 sonG-�braciones.

Diremos tambiØn que un mor�smo� : p0 ! p dado por el diagrama
(3) es G-�brado regular si las G-funcionesu y f (y por lo tanto f 0) en el
diagrama (4) sonG-�braciones regulares. Por ejemplo, el mor�smoG-�brado
� representado por el diagrama (3) es regular si losG-espaciosE , B y B 0 son
metrizables.

Proposición 3.5. Sea � = ( f 0; f ) : p0 ! p un mor�smo G-�brado regular.
Supongamos que para alguna restricciónq � p existe unaG-retracción por de-
formación fuerte de p sobreq. Entonces existeG-retracción por deformación
fuerte p0 sobreq0 = � � 1(q).

3.2. Cocilindros en la categoríaMap(G-TOP)

Para un G-espacio dadoB , por B I denotamos el espacio de todas las
trayectorias continuas! : I ! B (con la topología compacto-abierta). Cla-
ramente B I es un G-espacio con la acción� dada por (g � ! )( t) = g! (t),
t 2 I . Note que las funciones� 0

B : B I ! B y � 1
B : B I ! B , de�nidas por

� 0
B (! ) = ! (0) y � 1

B (! ) = ! (1) respectivamente, sonG-funciones. Usaremos
tambiØn el símbolo� B para la G-función B I ! B � B , ! 7! (! (0); ! (1)).

Ahora seaf : B 0 ! B una G-función. Recordemos que elcocilindro de
f , denotado porcoCyl(f ), se de�ne como el pull-back de la tríadaB 0 f�!

B
� 0

B � B I . Por lo tanto, tenemos el diagrama pull-back

coCyl(f ) B I

B 0 B

//
bf

��

Ó� 0
B

��

� 0
B

//
f

(5)

Explícitamente, coCyl(f ) = f (b0; ! ) 2 B 0 � B I jf (b0) = ! (0)g con las proyec-
cionesc� 0

B : coCyl(f ) ! B 0, (b0; ! ) 7! b0 y bf : coCyl(f ) ! B I , (b0; ! ) 7! ! .
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La noción de cocilindro puede de�nirse enMap(G-TOP) de manera es-
tÆndar: el cocilindrocoCyl(� ) de un mor�smo dado� = ( f 0; f ) : p0 ! p es la
G-función

coCyl(� ) : coCyl(f 0) ! coCyl(f ); (e0; ! 0) 7! (p0(e0); p � ! 0):

Es fÆcil ver que tenemos el siguiente diagrama pull-back en la categoría
Map(G-TOP):

coCyl(� ) pI

p0 p

//b�

��

c� 0
p

��

� 0
p =( � 0

E ;� 0
B )

//
�

(6)

dondepI : E I ! B I estÆ dado porpI (! 0) = p � ! 0, b� = ( Òf 0; bf ), Ò� 0
p = ( c� 0

E ; c� 0
B ).

Los cocilindros enMap(G-TOP) tienen propiedades que son anÆlogas a
las propiedades correspondientes en las categoríasTOP y G-TOP. Conside-
raremos algunas de ellas.

Lema 3.6. Seap : E ! B una G-�bración. Entonces el mor�smo (� E ; � B ) :
pI ! p� p esG-�brado. Si, mÆs aœn,E y B son espaciosG-�brantes, entonces
(� E ; � B ) es un mor�smo G-�brado fuertemente.

Demostración. Para aplicar la Proposición 3.3 consideremos el diagrama con-
mutativo de G-funciones

E I

W B I

E � E B � B
��

� E

$$
p

**

pI

//

�� ��
� B

//
p� p

donde el cuadrado interno es pull-back, así que

W = f (y1; y2; ! ) 2 E � E � B I j ! (0) = p(y1); ! (1) = p(y2)g
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y la G-función p : E I ! W se de�ne porp(! ) = ( ! (0); ! (1); p � ! ).
Supongamos queA es un G-subconjunto cerrado de unG-espacioX y

consideremos los diagramas conmutativos deG-funciones

X � f 0; 1g [ A � I E A E I

X � I B X W

�_

��

�i

//h

��

p

�_

��

i

//eh

��

p

//
H

//
ÜH

(7)

mutuamente relacionados por las ecuaciones:eh(a)( t) = h(a; t) y

ÜH (x) = ( h(x; 0); h(x; 1); H � (x)) ;

dondeH � (x)( t) = H (x; t ), parax 2 X , a 2 A, t 2 I . Observe que la existencia
de un rellenoF : X � I ! E en el diagrama izquierdo (7) es equivalente a
la existencia de un rellenoF � : X ! E I en el diagrama derecho (7) (F y F �

estÆn relacionadas porF � (x)( t) = F (x; t )).
Ahora seaZ un G-espacio arbitrario. HaciendoA = Z � f 0g y X = Z � I

en los diagramas (7), observamos que un rellenoF : (Z � I ) � I ! E ,
para el diagrama izquierdo, existe porquep es unaG-�bración y la inclusión
�i : Z � (I � f 0; 1g[ f 0g� I ) ,! Z � I � I puede considerarse como la inclusión
(Z � I ) � f 0g ,! (Z � I ) � I debido al homeomor�smo

(I � I; I � f 0; 1g [ f 0g � I ) � (I � I; I � f 0g):

Por lo tanto, tambiØn existe un rellenoF � : Z � I ! E , en el diagrama
derecho. Esto prueba quep es unaG-�bración para cualquier G-�bración
p : E ! B . En particular, tomando el caso trivial cuandoB es un conjunto
puntual f�g , tenemos� E = p, así que� E es unaG-�bración para cualquier
G-espacioE . Por lo tanto, la primera parte del lema queda probada en vista
de la Proposición 3.3.

Para probar la segunda parte, cuando se supone queE y B son espacios
G-�brantes, notemos primero quep es unaG-�bración fuerte [7, Proposition
A.2]. De modo que existe un rellenoF : X � I ! E en el diagrama izquierdo
(7) para cadaG-SSDR-mapeoi : A ,! X (porque �i es unG-SSDR-mapeo
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debido a la a�rmación ( �� ) en la parte de Preliminares). Esto implica la
existencia de un rellenoF � : X ! E I en el diagrama derecho (7), esto es,
esto muestra quep es unaG-�bración fuerte. Como en la parte de arriba, el
casoB = f�g nos da � E = p y, como p : E ! f�g es unaG-�bración fuerte
(porque E esG-�brante), concluimos que � E es unaG-�bración fuerte para
cualquier espacioG-�brante E .

Recordemos que laG-�bración � 0
B : B I ! B tiene la secciónsB : B ! B I ,

b7! cb, dondecb : I ! B es la función constante que envíat a b. MÆs aœn, hay
una G-retracción por deformación fuerte D : B I � I ! B I de B I sobresB (B )
dada por D (!; t ) = ! t , donde ! t : I ! B es tal que ! t (� ) = ! (� (1 � t)) .
Desde que el diagrama (5) es pull-back, tenemos un hecho similar parac� 0

B :
la G-función sf : B 0 ! coCyl(f ), b0 7! (b0; cf (b0)), es una sección parac� 0

B
mientras que la función

D f : coCyl(f ) � I ! coCyl(f ); ((b0; ! ); t) 7! (b0; ! t );

es unaG-retracción por deformación fuerte decoCyl(f ) sobresf (B 0). Pasando
a coCyl(� ), obtenemos los mor�smos� � = ( sf 0; sf ) y � � = ( D f 0; D f ) los cuales
satisfacen condiciones anÆlogas. En particular, el mor�smo

� � = ( sf 0; sf ) : p0 ! coCyl(� ); (8)

dado por

sf (b0) = ( b0; cf (b0)); b0 2 B 0; sf 0(y0) = ( y0; cf 0(y0)); y0 2 E 0; (9)

es unG-SDR-mor�smo.

Ahora podemos formular y probar el siguiente teorema que resume la
discusión de arriba:

Teorema 3.7. Cada mor�smo � = ( f 0; f ) : p0 ! p en Map(G-TOP) puede
factorizarse en una composiciónp0 � ��! coCyl(� ) e��! p, representada por el
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diagrama conmutativo

coCyl(f 0)

E 0 E

coCyl(f )

B 0 B

$$

~f 0

��
coCyl( � )

::sf 0

//f 0

��

p0

��

p

$$

~f::sf

//f

donde� � = ( sf 0; sf ) es unG-SDR-mor�smo y e� = ( Üf 0; ef ). MÆs aœn,

(i) si p y p0 son G-�braciones, entonces el mor�smoe� es G-�brado, y por
lo tanto la G-función coCyl(� ) es unaG-�bración;

(ii) si p y p0 sonG-�braciones de espaciosG-�brantes, entonces el mor�smo
e� es G-�brado fuertemente, y por consiguiente laG-función coCyl(� )
es unaG-�bración de espacios G-�brantes.

Demostración. De�nimos e� = ( Üf 0; ef ) : coCyl(� ) ! p por e� = � 1
p� b� . Entonces

para el G-SDR-mor�smo � � , dado por las fórmulas (8) y (9), tenemos� =
e� � � � . En efecto, ef � sf = � 1

B � bf � sf = � 1
B � sB � f = f y, similarmente

Üf 0 � sf 0 = f 0.
Probemos la a�rmación (i). Supongamos queh : X ! Y es cualquier

G-función. Debemos encontrar un rellenoe
 : h � id I ! coCyl(� ) para el
diagrama conmutativo

h coCyl(� )

h � id I p

//�
�_

��

�=( @0
X ;@0

Y )

��

e�

//



(10)

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 2, pÆginas 27-49



ExtensionesG-�brantes y productos torcidos 39

De los diagramas (6) y (10) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

h pI

p0 p

h � id I p

//b� � �

��
c� 0

p � �

��

�

��

� 1
p

��
� 0

p

//�

//


??

� 0

(11)

donde el mor�smo � 0 se ha aæadido usando el hecho de quep0 es unaG-
�bración. Ahora por el Lema 3.6, podemos encontrar un mor�smoe� : h �
id I ! pI tal que el diagrama

h pI

h � id I p � p

//b� � �
�_

��

�

��

� p =( � 0
p ;� 1

p )=( � E ;� B )

??

e�

//
( � � � 0;
 )

(12)

conmuta. Por la conmutatividad de este diagrama tenemos� 0
p � e� = � � � 0, y

por lo tanto e� y � 0 de�nen un mor�smo œnicoe
 : h � id I ! coCyl(� ) tal que
b� � e
 = e� y Ò� 0

p � e
 = � 0(vØase el diagrama (6)). Puede veri�carse fÆcilmente que
e
 es el relleno del diagrama requerido (10). De verdad,Ò� 0

p � e
 � � = � 0� � = Ò� 0
p � �

y b� � e
 � � = e� � � = b� � � , así quee
 � � = � . Por otro lado, e� � e
 = � 1
p � b� � e
 =

� 1
p � e� = 
 .

La prueba de la a�rmación (ii) es bastante similar, solo hay que repetir el
mismo argumento reemplazando el mor�smo� : h ,! h � id I en los diagramas
(10), (11) y (12) por un par deG-SSDR-mapeos(s; s0). Note tambiØn que,
para la existencia de un mor�smo� 0 en el diagrama (11), se usa la condición
� p0 es unaG-�bración fuerte de espaciosG-�brantes �.
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4 Extensiones �brantes en la categoría Map(G-
TOP)

En este trabajo estamos interesados œnicamente enG-ANR -resoluciones de
G-espacios compactos metrizables. Por lo tanto, la de�nición general de una
G-resolución, dada en [4], puede reducirse a una mÆs simple la cual se observa
como sigue.

De�nición 4.1. SeaE un G-espacio compacto y seaE = f E i ; qj
i g una suce-

sión inversa de G-espacios yG-funciones. Un mapeoq = f qi g : E ! E (esto
es, una familia deG-funcionesf qi : E ! E i g tales queqj

i � qj = qi para cada
i � j ) se llama unaG-resolución de E si:

(1) (E; q) = l��m
 �

E,

(2) para cada i y cualquier vecindad abierta invarianteU de qi (E ) en E i
existe j � i tal que qj

i (E j ) � U.

Cuando todos losG-espaciosE i sonG-ANR ’s, se dirÆ queq : E ! E es una
G-ANR -resolución de E .

De manera obvia, esta de�nición puede extenderse a la categoríaMap(G-
TOP) .

De�nición 4.2. Seap : E ! B una G-función de G-espacios compactos.
Seap = f pi ; � j

i g una sucesión inversa deG-funciones yG-mor�smos, donde
� j

i = ( qj
i ; r j

i ) se representa por el diagrama conmutativo deG-funciones

E i E j

B i B j

��
pi

oo qj
i

��
pj

oo
r j

i

(13)

Un mapeof � i g = f (qi ; r i )g : p ! p (esto es, una familia deG-mor�smos
f � i = ( qi ; r i ) : p ! pi g tales que� j

i � � j = � i para todo i � j ) se llama una
G-resolución de p si los mapeosf qi g : E ! f E i ; qj

i g y f r i g : E ! f B i ; r j
i g

sonG-resoluciones deE y B , respectivamente.
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Seap = f pi ; � j
i g una sucesión inversa deG-funciones yG-mor�smos. En

vista del Teorema 3.7, podemos construir inductivamente el siguiente diagra-
ma conmutativo deG-mor�smos

ep0 ep1 ep2 ::: epn epn+1 :::

p0 p1 p2 ::: pn pn+1 :::

oo
e� 1

0 oo
e� 2

1 oo oo oo
e� n +1

n oo

?�

OO
� 0= id

?�

OO
� 1

oo� 1
0 ?�

OO
� 2

oo� 2
1 oo oo ?�

OO
� n

?�

OO
� n +1

oo�
n +1
n oo

(14)

factorizando cadaG-mor�smo � n � � n+1
n : pn+1 ! epn en la composición

pn+1
� n +1�! epn+1

e� n +1
n�! epn

donde � n+1 es unG-SDR-mor�smo y epn+1 = coCyl(� n � � n+1
n ).

Por lo tanto, p produce la sucesión inversaep = f epi ; e� j
i g. Denotaremos su

límite inverso porF (p), esto es,(F (p); f e� i g) = l��m
 �

ep. Ahora supongamos que
(p; f � i g) = l��m

 �
p. Entonces las inclusionesf � i g inducen una inclusión œnica

� : p ,! F (p) tal que Ü� i � � = � i � � i para todo i .

Teorema 4.3. Seap : E ! B una G-función de espacios compactos metri-
zables. Supongamos quep ! p = f pi ; � j

i g es unaG-resolución de p tal que
cada pi es unaG-�bración de G-espacios metrizables. Entonces la inclusión
inducida � : p ,! F (p) satisface las siguientes condiciones:

(1) F (p) es unaG-�bración,
(2) existe unaG-deformación in�nita fuerte de F (p) sobre� (p).

Si, mÆs aœn, cadapi es unaG-�bración de espacios G-�brantes (en particular,
de G-ANR ’s), entoncesF (p) es unaG-�bración de espacios G-�brantes.

Demostración. Como todas lasG-funcionespi son G-�braciones, todas las
G-funcionesepi en el diagrama (14) sonG-�braciones tambiØn y los enlaces
e� i +1

i son G-�brados por el Teorema 3.7(i). Esto implica queF (p) es unaG-
�bración y cada proyección e� i : F (p) ! epi es G-�brado por la Proposición
3.2. Similarmente, si todas laspi son G-�braciones de espaciosG-�brantes
entonces, usando el Teorema 3.7(ii) y la Proposición 3.2, concluimos queF (p)
es tambiØn unaG-�bración de espacios G-�brantes.

Para probar la a�rmación (2) usamos la notación tomada en la De�nición
4.2, en particular, los mor�smos� j

i estÆn representados por el diagrama (13).
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Supongamos tambiØn que las funciones y los mor�smos en el diagrama (14)
estÆn dados porepi : ÜE i ! ÜB i , e� j

i = ( eqj
i ; er j

i ), � i = ( si ; ui ). Seaep = F (p) : ÜE !
ÜB y seane� i = ( eqi ; er i ) : ep ! epi las proyecciones. La inclusión� = ( s; u) : p ,! ep
consiste de los siguientes encajess : E ,! ÜE y u : B ,! ÜB .

Por la construcción del diagrama (14), para cadai , � i es un G-SDR-
mor�smo, esto es, existe unaG-retracción por deformación fuerte de epi so-
bre � i (pi ) la cual por la Proposición 3.5, puede levantarse hacia algunaG-
retracción por deformación fuerte (D i ; Fi ):

ÜE � I ÜE

ÜB � I ÜB

//D i

��

ep� id I

��

ep

//F i

(15)

de ep sobree� � 1
i (� i (pi )) porque� i es un mor�smoG-�brado regular (recordemos

que todos losG-espacios se suponen metrizables). En particular,D i es una
G-retracción por deformación fuerte de ÜE sobreX i = eqi

� 1(si (E i )) , esto es,
tenemos queD i (x; 0) = x, D i (x; 1) 2 X i para todo x 2 ÜE y D i (x; t ) = x para
todo x 2 X i y t 2 I . Note que

(a) ÜE = X 0 � X 1 � ::: � X i � X i +1 � :::,

(b) para cadaG-vecindadU de s(E ) en ÜE existe un j tal que X j � U.

(a) Se sigue de la conmutatividad del diagrama (14). Para probar (b) primero,
usando la compacidad des(E ), encontramos un índicek y una G-vecindadV
de Üqk(s(E )) en ÜEk tal que eq� 1

k (V ) � U. Entoncess� 1
k (V ) es unaG-vecindad

de qk(E ) en Ek y, comof qi g : E ! f E i ; qj
i g es unaG-resolución, tenemos que

qj
k(E j ) � s� 1

k (V ) para algœnj � k. De modo que

X j = Üqj
� 1(sj (E j )) � Üqk

� 1(eqj
ksj (E j )) = Üqk

� 1(skqj
k(E j )) � eq� 1

k (V ) � U:

Sea ÜD : ÜE � [0; 1 ) ! ÜE una función de�nida como sigue:

ÜD (x; t ) = D i (D i +1 (x; t � i ); 1); cuando t 2 [i; i + 1] :
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Es fÆcil checar queÜD es una función continua bien de�nida. Claramente es
G-equivariante. MÆs aœn,ÜD (x; 0) = D0(D1(x; 0); 1) = D0(x; 1) = D0(x; 0) =
x para todo x 2 ÜE (recordemos queX 0 = ÜE ). Como cadaD i es unaG-
homotopía relativa as(E ) � X i , tenemos queÜD (x; t ) = x para todox 2 s(E )
y t 2 [0; 1 ). Finalmente, ÜD ( ÜE � ([i; 1 )) = X i porqueD j ( ÜE � 1) = X j � X i

para j � i . Por lo tanto, en virtud de (b), concluimos queÜD es unaG-
deformación in�nita fuerte de ÜE sobres(E ).

Similarmente, de�nimos eF : ÜB � [0; 1 ) ! ÜB por

eF (x; t ) = Fi (Fi +1 (x; t � i ); 1); cuando t 2 [i; i + 1] ;

y obtenemos unaG-deformación in�nita fuerte de ÜB sobreu(B ). Es fÆcil ver
queep� ÜD = eF � (ep� id [0;1 )) debido a la conmutatividad del diagrama (15) para
cada i . En consecuencia( ÜD; eF ) es laG-deformación in�nita fuerte requerida
de ep sobre� (p).

5 Extensiones �brantes del producto torcido
G � H S

De�nición 5.1. Una sucesión pro-Lie de subgrupos de un grupo dadoG com-
pacto y metrizable es una sucesión decrecientef N i gi 2 N de subgrupos normales
cerrados deG tales queG=Ni es un grupo de Lie para cadai y

T

i 2 N
N i = f eg

(y por lo tanto
G = l��m

 �
f G=Ni ; � j

i g;

donde � j
i : G=Nj ! G=Ni , j � i , son las proyecciones naturales).

Se sabe que para todo grupo compacto metrizableG existe una sucesión
pro-Lie (vØase, por ejemplo, [13, �46]).

Proposición 5.2. Seap : E ! G=H una G-función, donde G is un grupo
compacto metrizable yH es su subgrupo cerrado. SiE es unG-espacio com-
pacto metrizable, entonces para cualquier sucesión pro-Lief N i gi 2 N de subgru-
pos deG existe unaG-ANR -resolución p ! p = f pi ; � j

i g de p que consiste
de lasG-�braciones pi : E i ! G=HN i .
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Demostración. SeaS = p� 1(eH). EntoncesE puede identi�carse con el pro-
ducto torcido G� H S por medio delG-homeomor�smo canónicoG� H S ! E ,
dado por [g; s] 7! gs.

Podemos considerar elH -espacioS como un subcojunto invariante cerrado
de algœnH -AR-espacioM (vØase, por ejemplo, [1]). Desde queS es compacto
tiene una base de vecindades numerablef Wi gi 2 N en M que consiste deH -
subconjuntos abiertosWi tales queWi +1 � Wi para cadai . Para una sucesión
pro-Lie dada f N i gi 2 N de subgrupos deG seaVi = G � H Wi y de�namos E i
como el espacioN i -orbital de Vi , esto es,E i = Vi =Ni para cadai . Note que
debido a la elección def Wi g tenemos una sucesión decreciente deG-espacios
abiertos f Vi g enG � H M los cuales forman una base de vecindades deG � H S
en G � H M . De�nimos, para j � i , la G-función qj

i : E j ! E i por medio de
qj

i (N j (vj )) = N i (vj ), así obtenemos la sucesión inversaE = f E i ; qj
i g. No es

difícil ver que
E = G � H S = l��m

 �
E

con las proyecciones naturalesqi : E ! E i dadas porqi ([g; s]) = N i ([g; s]).
MÆs aœn, el mapeof qi g : E ! E es unaG-resolución. Para ver esto, observe
que para uni dado, la familia f Vj =Ni gj � i es una base de vecindades abiertas
de qi (E ) = ( G � H S)=Ni en E i = Vi =Ni . PeroVj =Ni = qj

i (E j ) para j � i . Esto
prueba que la condición (2) de la De�nición 4.1 se cumple paraf qi g.

Como existe unG-homeomor�smo natural (vØase, por ejemplo, [2, Pro-
position 2])

(G � H Wi )=Ni ! G=Ni � HN i =N i Wi =(N i \ H ); (16)

el cual envíaN i ([g; w]) a [gNi ; (N i \ H )(w)], podemos establecer que cadaE i
es unG-ANR . En efecto, cadaWi =(N i \ H ) es unH=(N i \ H )-ANR por [3,
Theorem 1.1], debido a queWi es unH -ANR como H -subconjunto abierto
del H -AR-espacioM . Claramente,Wi =(N i \ H ) tambiØn puede considerarse
como unHN i =Ni -espacio porque el grupoH=(N i \ H ) es isomorfo al subgrupo
HN i =Ni de G=Ni (por medio de la correspondenciah(N i \ H ) 7! hN i ). De
modo queWi =(N i \ H ) es unHN i =Ni -ANR y, como G=Ni es un grupo de
Lie, el producto torcido en(16), el cual puede ser identi�cado conE i = ( G � H
Wi )=Ni , es unG=Ni -ANR por [2, Proposition 8] y por tanto es unG-ANR .

Ahora de�nimos pi : E i ! G=(HN i ) por medio depi (N i ([g; wi ])) = gHN i .
En otras palabras,pi es la función de los espaciosN i -orbitales inducida por la
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función natural G � H Wi ! G=H, [g; wi ] ! gH. Obviamentepi es unaG=Ni -
función (y por tanto una G-función) tal que pi � qi = � i � p y pi � qj

i = � j
i � pj

para j � i , donde � i : G=H ! G=(HN i ) y � j
i : G=(HN j ) ! G=(HN i ) son

proyecciones. En consecuencia tenemos los mor�smos� i = ( qi ; � i ) : p ! pi y
� j

i = ( qj
i ; � j

i ) : pj ! pi . Es fÆcil ver que

(G=H; f � i g) = l��m
 �

f G=(HN i ); � j
i g

y por lo tanto f � i g : G=H ! f G=(HN i ); � j
i g es unaG-resolución (porque las

proyecciones� i son sobreyectivas). ComoG=Ni es un grupo de Lie para cada
i , todos los espacios cocienteG=(HN i ) son G-ANR ’s debido a, por ejemplo,
[3, Proposition 2.2]. Por lo tanto, concluimos quef � i g : p ! f pi ; � j

i g es una
G-ANR -resolución.

Finalmente, cada función pi puede considerarse como unaG=Ni -función

E i ! (G=Ni )=(HN i =Ni );

y por lo tanto es unaG=Ni -�bración, ya que G=Ni es un grupo compacto
de Lie (vØase, por ejemplo, [7, Proposition 3.1]). Así,pi es tambiØn unaG-
�bración por [9, Proposition 2.1].

Teorema 5.3. SeaH un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. Seap : E ! G=H una G-función, donde E es un G-espacio metrizable.
EntoncesE admite una extensiónG-�brante i : E ,! ÒE junto con el diagrama
conmutativo

E ÒE

G=H

�� //i

��p �� bp
(17)

donde bp es una G-�bración fuerte para la cual existe una G-deformación
in�nita fuerte ÒD : ÒE � [0; 1 ) ! ÒE de ÒE en i (E ) sobreG=H, esto es, que
satisface la igualdadbp � ÒD (y; t) = bp(y) para todo (y; t) 2 ÒE � [0; 1 ).

Si S = p� 1(eH) y bS = bp� 1(eH), entonces la restricción bi : S ,! bS del
encaje i es una extensiónH -�brante de S.

Demostración. Por la Proposición 5.2 podemos encontrar unaG-ANR -resolución
p = f pi ; � j

i g de p tal que cadapi es unaG-�bración de G-ANR ’s. Ahora apli-
cando el Teorema 4.3 tenemos unaG-extensión ep de p representada por el
diagrama conmutativo deG-funciones
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E ÜE

G=H ÜB

�� //

��

p

��

ep

�� //

(18)

dondeep es unaG-�bración fuerte. MÆs aœn, existe unaG-deformación in�nita
fuerte ( ÜD; D ) : ep � id [0;1 ) ! ep de ep en p. Haciendo ÒE = ep� 1(G=H) y bp = epj ÒE ,
obtenemos el diagrama (17) como una restricción de (18). ComoD (b; t) = b
para todo b 2 G=H y t 2 [0; 1 ), tenemosepÜD (y; t) = D (ep(y)) = ep(y) para
todo y 2 ÒE y t 2 [0; 1 ). Por lo tanto, ÜD ( ÒE � [0; 1 )) � ÒE , y podemos de�nir
la G-deformación in�nita fuerte deseada ÒD como una restricción de ÜD .

Para probar la œltima a�rmación del teorema, primero note quebS esH -
�brante debido a que la función constante bS ! f eHg, como una restricción
de bp es unaH -�bración fuerte, ( bp como G-�bración fuerte, es tambiØn una
H -�bración fuerte por [1, Proposition 4.1(d)]). MÆs aœn, tenemosÒD ( bS �
[0; 1 )) � bS y por lo tanto la restricción de ÒD a bS � [0; 1 ) nos da una
H -deformación in�nita fuerte de bS sobre i (p� 1(eH)) = i (S). De modo que
bi : S ,! bS es unH -SSDR-mapeo y por tanto una extensiónH -�brante.

Corolario 5.4. SeaH un subgrupo cerrado de un grupoG y seaE un G-
espacio compacto metrizable. Entonces unaG-función p : E ! G=H es una
G-�bración fuerte si y solo si p� 1(eH) es un espacioH -�brante.

Demostración. La parte �solo si� es obvia (solo hay que repetir el argumento
de la prueba del Teorema 5.3 lo que muestra quebS esH -�brante).

Ahora supongamos queS = p� 1(eH) es un espacioH -�brante. Por el
Teorema 5.3 (y en sus tØrminos), tenemos la extensiónH -�brante bi : S ,! bS.
Para la función idS : S ! S, comoS esH -�brante y bi es unH -SSDR-mapeo,
existe unaH -función br : bS ! S tal que br � bi = idS. Identi�cando, como es
usual, E y ÒE con los productos torcidosG � H S y G � H bS, respectivamente,
tenemosi = G � H bi (de verdad,i ([g; s]) = i (gs) = gbi (s) = [ g;bi (s)]). Entonces
para la función r : ÒE ! E , dada por r = G � H br , tenemosr � i = idE y,
mÆs aœn,p � r = bp (porque p � r (gbs) = p(gbr (bs)) = gH = bp(gbs)), es decir,r
es unaG-retracción de ÒE en E sobreG=H. Esto implica fÆcilmente quep es
una G-�bración fuerte al igual que bp.
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Teorema 5.5. SeaH un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. Si j : S ,! eS es una extensión H -�brante de un H -espacio compacto
metrizable S, entoncesG � H j : G � H S ,! G � H eS es una extensiónG-
�brante de G � H S.

Demostración. Primero tomaremos una extensiónH -�brante de S para la
cual la a�rmación del teorema se cumple a priori. SeaE = G � H S. Clara-
mente, podemos asumir queS es unH -subconjunto deE (por la identi�ca-
ción s � [e; s] 2 E ), así queE = GS. Entonces por la proyección natural
p : E ! G=H, gs 7! gH, tenemosS = p� 1(eH). Aplicando el Teorema 5.3
a p obtenemos la extensiónH -�brante deseadabi : S ,! bS, debido a que la
G-función G � H bi puede identi�carse con la extensiónG-�brante i : E ,! ÒE
dada por este teorema.

Ahora seaj : S ,! eS cualquier extensión H -�brante. Por [1, Proposition
4.1(c)],G� H j es unG-SSDR-mapeo . Por lo tanto, necesitamos solo mostrar
queG � H eS es un espacioG-�brante. Para esto usaremos la existencia de las
H -funciones’ : eS ! bS y  : bS ! eS tales que � ’ ’ id eS (ver Preliminaries).

Seas : A ,! X un G-SSDR-mapeo y seaf : A ! G � H eS una G-función.
Por supuesto, debemos asumirA � X . Para completar la prueba debemos
encontrar una G-función ef : X ! G � H eS para la cual ef � s = f . Como
ÒE = G � H bS esG-�brante, hay una G-función F : X ! G � H bS tal que el
diagrama

A G � H eS G � H bS

X

�_

��

s

//f //G� H ’

44

F

conmuta. HaciendoA0 = f � 1( eS) y X 0 = F � 1( eS) obtenemos el diagrama
conmutativo de H -funciones

A0 eS bS

X 0

�_

��
s0

//f 0
//’
77

F 0

donde f 0 y s0 son las restricciones def y s en A0 y F 0 es la restricción deF
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en X 0. Para la H -función  � F 0 : X 0 ! bS tenemos

( � F 0)jA 0 =  � F 0 � s0 =  � ’ � f 0 ’ f 0:

Como eS es un espacioH -�brante, el H -par (X 0; A0) tiene la propiedad de
extensión de homotopías con respecto aeS y por lo tanto f 0 puede extenderse
a alguna H -función Üf 0 : X 0 ! eS, así que Üf 0 � s0 = f 0. Entonces la funcion
ef = G � H Üf 0 es la extensión deseada def .

Corolario 5.6. SeaH un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. SeaS un H -espacio compacto metrizable. SiS es un espacioH -�brante,
entoncesG � H S es un espacioG-�brante.

Demostración. Como S es un espacioH -�brante space, la función identidad
idS es trivialmente una extensiónH -�brante de S. Por el Teorema 5.5,G �
idS = idG� H S : G � H S ! G � H S es una extensiónG-�brante. En particular,
G � H S es un espacioG-�brante.
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Resumen

La inyección de agua de baja salinidad busca modi�car la interacción
de la roca con los �uidos del yacimiento, con el �n de conseguir una
cantidad adicional del aceite atrapado en los poros de la roca. En un ya-
cimiento de arenisca el desprendimiento y movilización de �nos es uno de
los mecanismos sugeridos, ya que los �nos desprendidos pueden bloquear
gargantas de poro, reduciendo la permeabilidad localmente y forzando
al �uido inyectado a invadir y barrer zonas previamente no activas. Una
parte importante del modelo matemÆtico asociado a este fenómeno es
resolver numØricamente, de manera e�ciente, las ecuaciones asociadas a
�ujo bifÆsico. El propósito de este trabajo, es modelar numØricamente
el problema de �ujo en dos fases en un medio poroso heterogØneo, con
la presencia indeseada de una falla conductiva de alta permeabilidad,
incluyendo el comportamiento cercano al pozo y considerando una dis-
continuidad en la saturación inicial del pozo inyector. Se muestra que la
aproximación numØrica de la ecuación de saturación afecta directamente
a dicha solución, por tanto, tener una aproximación precisa es un fac-
tor importante. Se implementa la tØcnica de Elemento Finito (FE) para
resolver presión-velocidad y la saturación se aproxima con el mØtodo de
Galerkin Discontinuo (DG). Para el esquema DG se presenta un estudio
de limitadores de pendiente usando elementos lineales y bilineales con
la �nalidad de describir adecuadamente la discontinuidad inicial de la
saturación.
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1 Introducción

Por su impacto en la economía mundial, la extracción de hidrocarburos de
yacimientos petroleros es actualmente un tema altamente relevante para la
sociedad. El uso de la inyección de agua de baja salinidad como mecanismo
de recuperación adicional de aceite es reciente y estÆ en etapa de pruebas en
yacimientos de rocas areniscas y en etapa de laboratorio en rocas de carbo-
natos, vØase [1]. La mayoría de los resultados experimentales muestran que
una alta recuperación de aceite se obtiene cuando la salinidad del agua de
inyección es mucho mÆs baja que el agua de la formación, vØase [15]. En [8]
se plantea un modelo monofÆsico del desprendimiento y movilización de �nos
de la super�cie de la roca, debido a una reducción de salinidad y el posterior
bloqueo de las gargantas de poros, lo que da lugar al deterioro de la permea-
bilidad local, y obliga al �uido de inyección a redirigirse a zonas previamente
no barridas y con ello arrastrar aceite adicional a los pozos de producción. En
este trabajo, nos basamos en el modelo propuesto en [8], ampliÆndolo a un
�ujo en dos fases (agua-aceite) y su aplicación en la recuperación secundaria
de aceite. Lo anterior considerando una sección de yacimiento con un pozo in-
yector y cuatro productores vecinos con la presencia de una falla conductiva.
En general, la simulación numØrica de un modelo de �nos en �ujo bifÆsico es
compleja. En este trabajo sólo nos enfocamos en aproximar numØricamente la
parte asociada al �ujo bifÆsico. Esto implica resolver numØricamente ecuacio-
nes de balance de masa asociadas a presión y saturación de las fases (agua y
aceite), las cuales son no-lineales debido a la permeabilidad relativa y presión
capilar presentes. En la sección 2 se presenta el modelo matemÆtico asociado
al �ujo en dos fases.

Uno de los mØtodos mÆs populares en la industria petrolera para simular
�ujo bifÆsico (particularmente para �uidos incompresibles o ligeramente in-
compresibles) es el mØtodo de presión implícita y saturación explícita (IMPES
por sus siglas en inglØs). Este algoritmo secuencial, propuesto en [14] y [16],
tiene la ventaja de reducir el sistema de ecuaciones lineales a resolver, puesto
que se tiene un esquema implícito sólo para la presión. Sin embargo, para que
sea estable se requiere tamaæos de paso muy pequeæos en la saturación que lo
hace computacionalmente costoso, principalmente para problemas a tiempos
muy grandes. Por otro lado, en [5] se propone un esquema IMPES mejorado,
que adapta el paso de tiempo en la saturación y toma pasos de tiempo mÆs
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grandes para la presión, debido a que la presión cambia mÆs lentamente que
la saturación. A lo anterior se suma la aparición de inestabilidades numØri-
cas causadas por efectos no-lineales de la interacción entre �uidos y que se
mani�esta a travØs de la presión capilar y las permeabilidades relativas.

El mØtodo de Galerkin Discontinuo (DG por sus siglas en inglØs) es un mØ-
todo atractivo debido a que es �exible en dominios no estructurados usando
funciones de aproximación de orden alto y permite soluciones discontinuas a
travØs de las fronteras de los elementos, conservando masa localmente, que lo
hace ideal para problemas que incluyan discontinuidades. En [7] se introduce
el mØtodo de Runge-Kutta DG (RKDG) que es una extensión del mØtodo de
DG con esquemas de orden alto en el tiempo, ideal para problemas hiperbó-
licos.

La aproximación numØrica del modelo de �ujo toma ideas del trabajo
realizado en [11], donde implementamos un esquema IMPES mejorado basado
en [5]. Las ecuaciones asociadas a la presión y velocidad se aproximan a
travØs de la tØcnica de elemento �nito [3] y se implementa el mØtodo RKDG
para aproximar la ecuación de saturación. AdemÆs, se utilizan limitadores
de pendiente (veÆse [2], [10] y [13]) para evitar que el mØtodo DG genere
oscilaciones espurias en la saturación. Se implementan elementos lineales y
bilineales.

En la sección 3 se presenta el mØtodo numØrico para realizar las simulacio-
nes. La validación de los resultados se realiza a travØs de la conservación de
masa, calculando el gasto volumØtrico y volumen acumulado de salida sobre
los pozos de producción, ver sección 4 . Finalmente, los resultados numØricos
y las conclusiones se presentan en las secciones 5 y 6, respectivamente.

2 Modelo MatemÆtico

El modelo matemÆtico estÆ asociado al �ujo en dos fases, incompresible, en
un medio poroso heterogØneo, saturado de agua y aceite, vØase [6] y [8]. La
zona de estudio considera un esquema de cinco pozos de una sección de un
yacimiento, un pozo inyector y cuatro productores equidistantes con la pre-
sencia de una falla conductiva de alta permeabilidad que une el pozo inyector
con dos productores, ver Figura 1a.
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Figura 1: (a) Modelo de 5 pozos, un inyector y cuatro productores con una
falla conductiva de alta permebilidad, (b) per�l de permeabilidad en dirección
del ejey sobre la falla conductiva.

Ecuaciones Gobernantes

La ecuación de conservación de masa es

@(� � � S� )
@t

+ r � (� � UUU� ) = 0 ; � = f w; og; (1)

donde � denota la porosidad,� � la densidad,S� la saturación y � la fase
agua o aceite. Aquí,UUU� es la velocidad de Darcy dada por

UUU� = �
k kr�

� �
r p� ; � = f w; og; (2)

con, k la permeabilidad absoluta,� � la viscosidad,p� la presión y kr� =
kr� (Sw) la permeabilidad relativa que depende de la saturación de aguaSw .
Se considera el modelo propuesto en [4],

krw = k0
rw Snw

nw ; kro = k0
ro (1 � Snw )no ; (3)

dondenw y no son nœmeros positivos comœnmente con valores 1 ó 2. Se observa
que k0

rw = krw (Snw = 1) es la permeabilidad relativa en el punto �nal de la
fase de agua yk0

ro = kro (Snw = 0) es la permeabilidad relativa en el punto
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�nal de la fase de aceite.Snw = Snw (Sw) es la saturación de agua normalizada
de�nida por

Snw =
Sw � Swc

1 � Sor � Swc
; 0 � Snw � 1; (4)

en el cual,Swc es la saturación de agua crítica ySor la saturación residual de
aceite. La permeabilidad absoluta del sistema se escribe como, vØase [9],

k(x; y) =
¤

k0; si jyj > �;
k0 + � k

2

�
1 + cos

� �y
�

��
; si jyj � �;

(5)

dondek0 es la permeabilidad fuera de la falla conductiva y es constante,� k
es la permeabilidad mÆxima dentro la falla conductiva y2� denota el grosor
de la falla, cuando� k es cero se tiene el caso homogØneo, ver Figura 1b.

Se de�ne la presión capilar como

pc := pc(Sw) = po � pw : (6)

El hecho de que el medio poroso estØ completamente saturado de agua y aceite
da la relación

Sw + So = 1 : (7)

La velocidad total se calcula a travØs de (vØase [6]),

UUU = UUUw + UUUo: (8)

Al sustituir la velocidad de Darcy de cada fase en la ecuación (8) junto con
la relación (6), se deduce laecuación de velocidad

UUU = � k� r po + k� wr pc; (9)

donde

� := � (Sw) = � w + � o; (Movilidad total) y (10)

� � := � � (Sw) =
kr�

� �
; � = f w; og; (Movilidad fase): (11)

MÆs aœn, las velocidadesUUUw y UUUo estÆn relacionadas con la velocidad total
UUU a travØs de

UUUw = f wUUU + kf w � or pc; (12)
UUUo = f oUUU � kf o� wr pc; (13)
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con
f � := f � (Sw) =

� �

�
; � = f w; og; (Flujo fraccional): (14)

Suponemos que la densidad� � y porosidad � son constantes, por tanto, al
sumar las ecuaciones en (1) asociadas a la saturación de agua o aceite, se
obtiene la ecuación

r � UUU = 0 : (15)

Al sustituir la relación (9) en (15) se llega a laecuación de presión

r (k� r po) � r (k� wr pc) = 0 : (16)

La ecuación de saturación

�
@Sw
@t

+ r
�

f wUUU + kf w � o
dpc

dSw
r Sw

�
= 0 ; (17)

se obtiene de sustituir la identidad (12) en la ecuación de conservación de
masa para la saturación de agua (1). Se tiene entonces un sistema de dos
ecuaciones (16) y (17) y dos incógnitaspo y Sw .

Modelo de �ujo bifÆsico
En este trabajo despreciamos el efecto de la presión capilar y hacemosS = Sw
y po = p nuestras variables primarias, por tanto, las ecuaciones de �ujo se
reescriben como

r (k� r p) = 0 ; (ecuación de presión); (18)
UUU = � k� r p; (ecuación de velocidad); (19)

�
@S
@t

+ r (f wUUU) = 0 ; (ecuación de saturación); (20)

sujetas a las condiciones de frontera e inicial de�nidas por

r p � ��� =
Qiny

2�r whk� w
; S = 1 � Sor ; sobre � 1;

p = pout ; r S � ��� = 0 ; sobre � i ; i = 2 ; : : : ;5;
r p � ��� = 0 ; r S � ��� = 0 ; sobre � i ; i = 6 ; : : : ;9;

S(x; y; 0) = Sw0; (21)
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�

� �
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y

� 7

� 6
� 9

� 8 � 3

� 2

� 5

� 4

� 1

1

Figura 2: Zona de estudio en 2D

donde��� es el vector normal unitario en la frontera del pozo inyector,Qiny es
el gasto volumØtrico de inyección en el pozo inyector

�
m3

d

�
, pout denota presión

constante en los pozos productores[psi], rw es el radio del pozo[cm], h es la
zona de disparo ySw0 es la condición inicial discontinua para la saturación
de agua. En la Figura 2 se muestra la zona de estudio en 2D.

Por otra parte, se introducen las nuevas variables adimensionales

t !
t �

tR
; x !

x �

LR
; y !

y�

LR
; p !

p�

pR
;

donde

tR =
LR

UR
; UR =

kRpR

� RLR
;

y se de�nen las siguientes cantidades adimensionales:

rw !
r �

w

LR
; h !

h�

LR
; Qiny !

Q�
iny

L2
RUR

; k !
k�

kR
; UUUw !

UUU�
w

UR
; � � !

� �
�

� R
:

Aquí las variables con(� ) son aquellas que tienen dimensiones y el subíndiceR
denota las variables de referencia. El modelo adimensional asociado al modelo
de �ujo bifÆsico coincide con el dado en las ecuaciones (18)-(20).

3 MØtodo numØrico

En esta sección se presenta un esquema IMPES mejorado basado en [6], donde
la ecuación de presión y velocidad son aproximadas con la tØcnica de Elemen-
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to Finito y la saturación a travØs del mØtodo de Galerkin Discontinuo con
limitadores de pendiente.

Discretización espacial

Sea
 2 R2 un dominio acotado con frontera Lipschitz continua subdividida
en elementos �nitos, donde
 e es un elemento triangular o cuadrangular en

2D. Sea �
 h =
ne[

e=1


 e una partición de �
 dondene es el nœmero de elementos

en la malla, h = m�ax

 e2 
 h

diam(
 e) y �
 e \ �
 f = ? ; 8 e; f = 1 ; : : : ; ne; donde

�
 e es el interior no vacío de
 e. De�nimos los siguientes espacios,

Vh =
�

vh 2 C0(
 h) : vhj 
 e 2 Pm 8
 e 2 
 h y vh = gi en � i ; i = 2 ; : : : ;5
	

;
V0;h =

�
vh 2 C0(
 h) : vhj 
 e 2 Pm 8
 e 2 
 h y vhj � i = 0 ; i = 6 ; : : : ;9

	
;

donde, C0(
 h) es el conjunto de funciones continuas en
 h y Pm denota el
conjunto de polinomios de grado menor o igual quem. Para este trabajo se
consideram = 1 , es decir, tenemos aproximaciones sobre elementos lineales
(triÆngulos) y bilineales (cuadrados). De�nimos comonnt el nœmero de nodos
o grados de libertad totales y� j a las funciones base de los espaciosVh y V0;h
tales que,

� j (nnni ) =

8
><

>:

1 si i = j;

0 si i 6= j;

dondennni = ( x i ; yi ) son las coordenadas del nodoi -Øsimo parai = 1 ; : : : ; nnt:

Aproximación de la presión

Expresamos la presión (ph), saturación ( Sh) y función de prueba (vh) discretas
a travØs de las funciones base� j como

ph =
nntX

j =1

pj � j ; Sh =
nntX

m=1

Sm � m ; vh = � i : (22)
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Luego, la forma discreta de la formulación variacional para la ecuación de
presión (18) en el tiempo tn es

Z


 h

k(x; y)
�

a(Sn
h � Swc)nw + b(1 � Sor � Sn

h )no
	

r pn
h � r vh d


= c
Z

� 1

(a(Sn
h � Swc)nw + b(1 � Sor � Sn

h )no

a(Sn
h � Swc)nw

vh d� ; 8 vh 2 V0;h (23)

donde,a =
k0

rw

� w(1 � Swc � Sor )nw
; b=

k0
ro

� o(1 � Swc � Sor )no
; c =

Qiny

2�r wh
.

Aproximación de la velocidad total

La ecuación de velocidad (19) es aproximada componente por componente a
travØs de las relaciones

� nUn
1;h = �

@pnh
@x

; � nUn
2;h = �

@pnh
@y

; (24)

donde, � =
1

k�
con k 6= 0 ; � 6= 0 .

Se construye la formulación variacional de las relaciones (24) �jando el
nodonnni y para el tØrmino de la presión se aplica el Teorema de Green junto
con las expresiones (22), en consecuencia se obtiene

Un
1;i =

Z

sop( � i )

@�i
@x

pn
h d
 �

Z

� sop ( � i )

� i (pn
h � 1) d�

Z

sop( � i )
� n � i d


; 8i = 1 ; : : : ; nnt; (25)

Un
2;i =

Z

sop( � i )

@�i
@y

pn
h d
 �

Z

� sop ( � i )

� i (pn
h � 2) d�

Z

sop( � i )
� n � i d


; 8i = 1 ; : : : ; nnt; (26)

donde,��� = ( � 1; � 2) es la normal exterior unitaria ysop(� i ) denota el soporte
de la función base � i en el nodonnni que estÆ formado por los elementos
 e
conectados connnni (ver Figura 3a).

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 3, pÆginas 53-85



62
Francisco Javier Martínez Deferia, María Luisa Sandoval Solís y Manuel

Coronado Gallardo

ninini

(a) Soporte compacto de la
función base � i en el nodo
nnni para elementos lineales.

SL

SR

SL

SR

SL

SR

Nodo
Vértice

1

3

2

� 23� 31
� 12


 e

��� 23��� 31

��� 12

1

(b) Relación geomØtrica en-
tre el elemento 
 e y sus ve-
cinos.

Figura 3: Soporte� i y esquema para Galerkin Discontinuo

Aproximación de la saturación

La ecuación de saturación (20) se resuelve implementando el mØtodo de Ga-
lerkin Discontinuo cuya forma variacional discreta es (vØase [13]),

�
Z


 e

� i
@Snh
@t

d
 +
Z

� e

� i ~F~F~F n � ��� d � �
Z


 e

FFF n � r � i d
 = 0 ; (27)

dondeFFF n = f w(Sn
h )UUUn

h y ~F~F~F n es el �ujo numØrico tipo upwind de�nido como,

~Fij
~Fij~Fij

n =
~Fi
~Fi~Fi

n + ~Fj
~Fj~Fj

n

2
; i 6= j; i = 1 ; 2; (28)

y

~Fi
~Fi~Fi

n =

8
><

>:

f w(Sn
L )UUUn

h (nnni ) si UUUn
h (nnni ) � ��� ij � 0;

f w(Sn
R)UUUn

h (nnni ) si UUUn
h (nnni ) � ��� ij < 0;

donde��� ij es el vector normal a la frontera� ij y Sn
L , Sn

R son los valores de la
saturación izquierdo y derecho en el tiempotn asociados a la misma frontera
� ij , ver Figura 3b. Observemos que� e = � 12 [ � 23 [ � 31.

Limitadores de pendiente
Los limitadores de pendiente son requeridos para reducir oscilaciones espurias
alrededor de puntos donde hay cambios bruscos de pendiente y poder mante-
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ner una buena precisión en las regiones suaves. En este trabajo consideramos
tres tipos de limitadores de pendiente: los limitadores�� 1 y �� 2 para ele-
mentos lineales y�� 3 para bilineales, vØase [2], [13] y [10], respectivamente.

Limitador �� 1

1. Calcular el valor promedio sobre cada elemento
 e

�Se =
1

nne

nneX

k=1

Se;k; e = 0 ; 1; 2; 3; (29)

dondeSe;k son los valores de la saturación en los nodosnnnk y nne es el
nœmero de nodos por elemento.

2. Obtener el mÆximo y mínimo de los valores promedio

Sm��n
0 = m��n( �Se); Sm�ax

0 = m�ax( �Se); e = 0 ; 1; 2; 3: (30)

3. Evaluar el parÆmetror k a travØs de

r k =

8
>>>>>><

>>>>>>:

Sm�ax
0 � �S0
Sk � �S0

; si Sk � �S0 > 0;

Sm��n
0 � �S0
Sk � �S0

; si Sk � �S0 < 0;

1; si Sk � �S0 = 0 ;

(31)

donde, k = 1 ; 2; 3 representan los lados del elemento
 0 y Sk es el
valor promedio en la frontera k determinado por los valores nodales del
elemento
 0.

4. Estimar el valor de’ k donde

’ k = m�ax[m��n( � r k ; 1); m��n( r k ; � )]: (32)

Aquí, el valor del parÆmetro� 2 [0; 1]. En particular, si � = 1 se tiene
el limitador minmod y con � = 2 obtenemos el limitadorSuperbee.

5. Elegir el limitador ’ a travØs de

’ = m��n( ’ k); k = 1 ; 2; 3: (33)
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6. Los gradientes ilimitados se calculan para todos los elementos
 e por
medio de

r Se =
1

Ae

� Z

� e

S� 1 d� ;
Z

� e

S� 2 d�
�

; ��� = ( � 1; � 2) e = 0 ; 1; 2; 3;

(34)
dondeAe es el Ærea del elemento formado por la frontera� e = � 1 [ � 2 [
� 3.

7. Por œltimo, la variable limitada estÆ de�nida por

Sl
0(x; y) = �S0 + ’ r Smod

0 � rrr; (35)

donde
r Smod

0 =
1
2

(r S0 + w1r S1 + w2r S2 + w3r S3) ;

w1 =
jjrrr 02 � rrr 23jj
jjrrr 12 � rrr 23jj

; w2 =
jjrrr 03 � rrr 31jj
jjrrr 12 � rrr 23jj

; w3 =
jjrrr 01 � rrr 12jj
jjrrr 12 � rrr 23jj

aquí el vector rrr es un vector con origen en el centroide del elemento
extendiØndose a un vØrtice del elemento. Por ejemplo, para el nodonnn1
se tiene rrr = ( xn1 � �x; yn1 � �y), donde �x; �y son las coordenadas del
centroide del elemento
 e. AnÆlogamente,rrr eg es el vector con origen en
el centroide del elemento
 e al centroide del elemento
 g. En la Figura
4 se muestra un esquema para este limitador.

Limitador �� 2 El proceso de limitación incluye cuatro pasos.

1. Se calcula el valor promedio para la saturación en el elemento principal

 0 a travØs de la relación (29).

2. Los gradientes ilimitados se calculan para todos los elementos
 e usando
la expresión (34).

3. El gradiente limitado se evalœa tomando un promedio ponderado de los
gradientes ilimitados de los elementos vecinos, es decir,

r Sl
0 = w1r S1 + w2r S2 + w3r S3; (36)
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donde los factores de peso estÆn dados por

w1 =
g2g3 + �

g2
1 + g2

2 + g2
3 + 3 �

;

w2 =
g1g3 + �

g2
1 + g2

2 + g2
3 + 3 �

;

w3 =
g1g2 + �

g2
1 + g2

2 + g2
3 + 3 �

;

con � un nœmero pequeæo para prevenir indeterminación, en nuestro
caso� = 10� 10. Los valoresgi se calculan como la normaL2(
 e) de los
gradientes ilimitados,

g1 = kr S1k2; g2 = kr S2k2; g3 = kr S3k2:

4. Finalmente, las variables limitadas en los vØrtices de cada elemento se
obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente:

nneX

j =1

@�j
@x

Sl
0;j =

@Sl0
@x

nneX

j =1

@�j
@y

Sl
0;j =

@Sl0
@y

(37)

nneX

j =1

Sl
0;j = 3 �S0

El requisito para la solución reconstruidaSl
0 es satisfacer cada compo-

nente del gradiente limitado y preservar el promedio en el centroide del
elemento. En la Figura 5 se muestra un esquema para este limitador.

Limitador �� 3 En la Figura 6 se muestra un esquema grÆ�co de los
valores que intervienen en el cÆlculo del limitador de pendiente�� 3. Sea
~S = ( ~S1; ~S2; ~S3; ~S4) y S = ( S1; S2; S3; S4) los valores en los vØrtices de
 0
antes y despuØs de limitar. Ahora, el valor promedio sobre cada elemento
 e
se de�nen por ~Sek , k = 0 ; 1; 2; 3; 4 y se calculan como

�Se0 =
1

nne

nneX

i =1

~Si ; ~Sij =
~Si + ~Sj

2
;
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 e

�S2 �S1

�S3

� 1

� 2 � 3

� e = � 1 [ � 2 [ � 3

1

(a) Esquema para calcularr Se
para 
 e


 0


 1 
 3


 2

rrr 31

rrr 12 rrr 23

rrr 03rrr 01

rrr 02

1

(b) Esquema para calcular los
pesoswi

Figura 4: Limitador �� 1


 0

r S1 r S2

r S3

1

(a) Esquema para calcular r S
para 
 0.

� 2� 3

� 1
� 0 = � 1 [ � 2 [ � 3

n1

n3

n2


 0
��� 2��� 3

��� 1

1

(b) Esquema para calcular la integral
de línea sobre� 0.

Figura 5: Limitador �� 2

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 3, pÆginas 53-85



Simulación numØrica del �ujo bifÆsico para el problema de desprendimiento
de �nos por inyección de agua de baja salinidad en un yacimiento petrolero 67

aquí, ~Sij es el valor promedio de los vØrtices antes de limitar. DespuØs se
calculan los valores limitados sobre las aristas mediante

S12 = �Se0 � M ( �Se0 � ~S12; � ( �Se0 � �Se1 ); � ( �Se3 � �Se0 )) ;

S23 = �Se0 � M ( �Se0 � ~S23; � ( �Se0 � �Se2 ); � ( �Se4 � �Se0 )) ;

S34 = �Se0 + M ( ~S34 � �Se0 ; � ( �Se0 � �Se1 ); � ( �Se3 � �Se0 )) ;

S41 = �Se0 + M ( ~S41 � �Se0 ; � ( �Se0 � �Se2 ); � ( �Se4 � �Se0 )) ;

con M (a; b; c) la función minmod en una dimensión con� 2 [0; 1], ver [10].
Finalmente, para obtener los valores limitados de la saturación se resuelve

el problema de mínimos cuadrados

m��n
S2 
 0

jjS � ~Sjj 2; (38)

sujeto a

1
nne

nneX

i =1

Si = �Se0 ; (Conservación de masa sobre
 0)

S1 + S2 = 2S12;
S2 + S3 = 2S23;
S3 + S4 = 2S34; (Conservación de masa sobre las aristas de
 0)
S4 + S1 = 2S41;
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S12

S23

S34
S41 S1

S2S3

S4

~S12

~S23

~S34

~S41

x

y

~S1

~S2~S3

~S4


 e

�Se0
�Se1

�Se2

�Se3

�Se4

1

Figura 6: Esquema para el limitador�� 3.

Discretización temporal
Reescribimos la formulación variacional discreta (27) como el sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO) siguiente:

dSn
h

dt
=

1
�

M � 1(G � T) = L (Sn
h ); (39)

donde

M = [ M ij ]; M ij =
Z


 e

� i � j d
 ; (40)

TTT = [ Ti ]; Ti =
Z

� e

� i ~F~F~F n � ��� d � ; (41)

GGG = [ Gi ]; Gi =
Z


 e

�
r � i � UUUn

h
�

f w(Sn
h ) d
 ; i; j = 1 ; � � � ; nne: (42)

El sistema de EDO (39) se aproxima para cada tiempon a travØs del mØtodo
de Runge-Kutta TVD de segundo orden (RK2-TVD) junto con un limitador
de pendiente�� (vØase [7]), que a continuación se describe.
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Sea f tngN
n=0 una partición de J = [0 ; T ] y � tn+1 = tn+1 � tn ; con n =

0; � � � ; N � 1, entonces la formulación para RK2-TVD estÆ dada por

1. SeaS0
h = Sw0 (la condición inicial).

2. Para n = 0 ; � � � ; N � 1 calculamosSn+1
h como sigue:

� Dado Sn
h

� Calcular las funciones intermedias

S(1)
h = Sn

h + � tnL (Sn
h )

S(1)
h;l = ��( S(1)

h )

S(2)
h =

1
2

�
Sn

h + S(1)
h;l + � tnL (S(1)

h;l )
�

S(2)
h;l = ��( S(2)

h )

� Actualizar
Sn+1

h = S(2)
h;l

MØtodo IMPES mejorado
El mØtodo IMPES fue originalmente desarrollado en [14] y [16]. La idea bÆsica
de este mØtodo es separar el cÆlculo de la presión de la saturación. Para ello,
se aproxima la presión en forma implícita y la aproximación de la saturación
de manera explícita en el tiempo. Este mØtodo es simple de implementar
y requiere menos memoria de cómputo que otros, por ejemplo, el mØtodo
solución simultÆnea, vØase [12]. Sin embargo para que sea estable requiere
pasos de tiempo pequeæos, vØase [6]. AdemÆs, de la mecÆnica de �uidos en
medio poroso se sabe que la variación temporal de la presión es mÆs lenta que
la saturación, por estas razones, es apropiado utilizar pasos de tiempo mÆs
grande para la presión que para la saturación. Por tal motivo, implementamos
el mØtodo IMPES mejorado adoptado de [5].

Sea f tngN
n=0 una partición de J = [0 ; T ] el intervalo de tiempo de inte-

rØs yJ n+1 = ( tn ; tn+1 ] los subintervalos deJ con longitud � tn+1
p = tn+1 �

tn ; n = 0 ; : : : ; N � 1; usada para la presión. Para aproximar la saturación,
cada subintervaloJ n+1 es dividido, a su vez, en subintervalos denotados por
J n;m = ( tn;m � 1; tn;m ] donde tn;m = tn + m � tn +1

p
M ; m = 1 ; : : : ; M y tn;0 = tn .
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0 = t0 t1 t2 tn tn +1 � � �� � � tN = TtN � 1

J n +1 ; � tn +1
p

tn; 0 tn; 1
� � �

tn;m tn;m +1 tn;M � 1 tn;M
� � �

J n;m ; � tn;m
S

Figura 7: Discretización para el mØtodo de IMPES mejorado.

La longitud deJ n;m es denotado por� tn;m
S = tn;m � tn;m � 1; m = 1 ; : : : M; n =

0; : : : ; N � 1: En la Figura 7 se muestra un esquema del mØtodo IMPES me-
jorado, el cual se describe a continuación:

1. DadoS0
h = Sw0, la condición inicial.

2. Para n = 0 ; : : : ; N � 1.

(a) Dado Sn
h , calcular la presión pn

h

(b) Obtener la velocidadUUUn
h

(c) Para m = 1 ; : : : ; M

i. Calcular el paso de tiempo asociado a la saturación

� tn;m
S =

DSmax�
@Sn +1 ;m

h
@t

�

max

;

donde

�
@Sn+1 ;m

h

@t

�

max

= �
�

r � FFF (Sn;m � 1
h ;UUUn

h )
�

�

max

;

y DSmax es la variación mÆxima de la saturación que se per-
mite con Sn;0

h = S0
h.

ii. Calcular Sn;m
h utilizando el mØtodo RK2-TVD con el limitador
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de pendiente a travØs de las funciones intermedias

S(1)
h = Sn;m � 1

h + � tn;m
S L (Sn;m � 1

h )

S(1)
l;h = ��( S(1)

h )

S(2)
h =

1
2

�
Sn;m � 1

h + S(1)
h + � tn;m

S L (S(1)
l;h )

�

S(2)
l;h = ��( S(2)

h )

Sn;m
h = S(2)

l;h

donde el operadorL estÆ de�nido por la ecuación (39).

3. Actualizar
Sn+1

h = Sn;M
h

4 Validación del modelo numØrico

Una vez de�nido nuestro esquema numØrico para resolver el modelo de �ujo es
necesario comprobar nuestros resultados, para hacer esto nos respaldamos de
la conservación de masa calculando el gasto volumØtrico y volumen acumulado
en los pozos productores en un tiempo en especí�co.

Gasto mÆsico
Conocida la velocidad total, se calcula la velocidad de agua y aceite a travØs
de las ecuaciones (12) y (13) despreciando el efecto de la presión capilar.
El gasto mÆsico para la fases de agua y aceite en los pozos productores se
calculan de la forma siguiente:

qw;� i = � � wrwh
Z 2�

0
jjUwUwUw jj d�

qo;� i = � � orwh
Z 2�

0
jjUoUoUojj d�; i = 2 ; � � � ; 5: (43)

donde, Z 2�

0
jjU�U�U� jj d� =

2�
n

ndX

k=1

jjUUUk;� jj ; � = f o; wg;

con nd el nœmero de divisiones en la frontera del pozo inyector� 1.
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Gasto volumØtrico
Conocidos los valores del gasto mÆsico, se calcula el gasto volumØtrico para
la fase de agua y aceite en cada pozo productor mediante lo siguiente:

Qw;� i =
qw;� i

� w
; Qo;� i =

qo;� i

� o
; i = 2 ; � � � ; 5: (44)

El gasto de salida estÆ dado por

QS = QS;w + QS;o;

donde
QS;w =

X

i

Qw;� i ; QS;o =
X

i

Qo;� i ;

conQS;w y QS;w los gastos de salida para el agua y el aceite, respectivamente.
Para veri�car la condición de conservación de masa se tiene que cumplir que

Qiny � QS = 0 ; EQ =
Qiny � QS

Qiny
;

dondeEQ es el error relativo asociado al gasto de salidaQS.

Volumen acumulado
El volumen acumulado para cada fase (agua-aceite) se calcula por medio del
gasto volumØtrico en un periodo de tiempo, cuya forma estÆ dada por

Vw;� i (t) =
Z Tf

0
Qw;� i (t) dt; Vo;� i (t) =

Z Tf

0
Qo;� i (t) dt; i = 2 ; � � � ; 5: (45)

Aquí, Tf denota el tiempo deseado, conTf 2 [0; T ]. Como en el caso del
gasto volumØtrico, el volumen acumulado tambiØn debe cumplir la condición
de conservación de masa, es decir,

Vteo � VS = 0 ; EV =
Vteo � VS

Vteo
;

dondeVteo = Qiny Tf es el volumen acumulado al tiempo �nalTf y EV es el
error relativo asociado aVS que es el volumen acumulado de salida, dado por

VS = VS;w + VS;o;

con
VS;w(t) =

X

i

Vw;� i (t); VS;o(t) =
X

i

Vo;� i (t); i = 2 ; � � � ; 5:
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5 Resultados NumØricos

En este apartado presentamos los resultados numØricos obtenidos de las si-
mulaciones. En los Cuadros 1 y 2 se muestran las unidades y factores de
conversión, respectivamente, que se emplean en este trabajo. El Cuadro 3
contiene el valor de los parÆmetros usados en el modelo matemÆtico y los
parÆmetros de referencia para el modelo adimensional se especi�can en el
Cuadro 4. AdemÆs, se considera una condición inicial discontinua para la
saturación del agua de�nida como

Sw0 =
§

1 � Sor ; si (x; y) 2 � 1;
0.6; en otro caso:

Las pruebas numØricas se han desarrollado en una mÆquina HP Z240 Tower

Magnitud Unidad SI

Presión P a, N
m2

Velocidad m
s

Densidad kg
m3

Viscosidad
(dinÆmica)

P a s

Cuadro 1: Unidades SI.

Cantidad Convertir a Multiplicar por
Día s 86,400

Atmosfera P a 101325
Barril m3 1.5899� 10� 1

(petróleo 42 gal)
centipoise P a s 0.001

psi P a 6894.76
milidarcy m2 9.86923� 10� 16

Cuadro 2: Factores de conversión.

Workstation, Intel(R) Core(TM) i7-6700 CPU @ 3.40Ghz, 15 GB RAM. El
código se programó en Matlab R2017b y se paralelizó con ayuda delParallel
Computing Toolbox. Para ello, se construyeron a alto nivel, ciclos-for para-
lelos (parfor-loop), matrices especiales y se emplearon funciones habilitadas
en paralelo de Matlab. El software utiliza la interfaz de la aplicación Open
Multiprocessing (OpenMP) para la generación del código multinœcleo en me-
moria compartida y usa como mÆximo el nœmero de procesadores (workers
para Matlab) del ordenador, en nuestro caso se utilizaron los 4 procesado-
res de la estación de trabajo. La ventaja de haber empleado este toolbox se
muestra al �nal de este apartado.
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ParÆmetro Valor Adimensional
k0

rw 0.3
k0

ro 0.7
Swc 0.2
Sor 0.1
� 0.2
nw 2
no 2
rw 0.0635m 1.5875� 10� 4

h 20 m 0.05
gi 1000psi 1
k0 100 mD 1
� k 900 mD 9

Qiny 5:78 � 10� 3m3=d 0.0212
� 10 m 0.025

� w 1000Kg=m3 1
� o 800 Kg=m3 0.8
� w 1 cP 1
� o 3 cP 3

Cuadro 3: ParÆmetros utilizados en �ujo
bifÆsico.

ParÆmetro
referencia

Valor SI

L R 400m
� R 1 cp 10� 3P a s
pR 1000psi 6894760P a
kR 100mD 9:87 � 10� 14m2

� R 1000kg=m3

UR 1:70 � 10� 6m=s
tR 2721d

Cuadro 4: ParÆmetros de refe-
rencia para la adimensionaliza-
ción.

Debido a que la condición inicial es discontinua en el pozo inyector, se
requiere realizar un estudio de limitadores de pendiente con el �n de descri-
bir adecuadamente dicha discontinuidad. Para ello, primero presentamos la
solución de la ecuación de saturación implementando los dos limitadores de
pendiente para elementos lineales, donde se elige el que tiene mejor desem-
peæo. DespuØs la mejor opción de esta prueba se compara contra la solución
obtenida usando el limitador de pendiente para elementos bilineales. Final-
mente, mostramos la solución numØrica del �ujo bifÆsico para 3 horas de
producción con el mejor limitador de pendiente. Cabe seæalar, que los valores
de los parÆmetrosDSmax , � y M se han elegido de la experiencia de diversas
pruebas.

En la Figura 8 se muestran las mallas utilizadas en la solución numØrica
para elementos lineales y bilineales con sus respectivos grados de libertad, las
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(a) nnt = 15376, ne = 30256 (b) nnt = 16212, ne = 15960

Figura 8: Nœmero de nodos totales y nœmero de elementos para elementos:
(a) lineales y (b) bilineales.

cuales son generadas con ayuda del software GiD 11.0.8.

Limitadores de pendiente para elementos lineales

En estÆ prueba se muestra el efecto de los limitadores de pendiente�� 1 y �� 2
en la solución numØrica de la ecuación de saturación con elementos lineales.
Consideramos el caso de permeabilidad absoluta homogØnea cuando� k = 0
en la relación (5) y un tiempo de producción de 30 min. Se �jan los parÆmetros
DSmax = 0.005 yM = 10. AdemÆs� = 1 para el limitador �� 1. Los valores
para Qiny y Vteo son de 0.005787m3

s y 0.17361m3, respectivamente. La Figura
9 muestra los resultados asociados a la ecuación de saturación mostrando un
acercamiento alrededor del pozo inyector� 1 y de los pozos productores� 4
y � 5, como tambiØn un corte transversal sobre el eje x. Para el limitador
�� 2, los pozos productores tienen una saturación de agua de alrededor de
0.76. De la grÆ�ca 9d se observa que al usar el limitador�� 1 no se aproxima
correctamente la saturación en los extremos de la falla. De igual forma, las
grÆ�cas 9a - 9c muestran que cerca de los pozos, la mejor solución se obtiene
implementando el limitador �� 2, pues aproxima la solución sin oscilaciones,
principalmente cerca de la discontinuidad del pozo inyector. Por tanto se elige
este limitador para futuras pruebas.
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Figura 9: Aproximación de la saturación para el caso homogØneo con elemen-
tos lineales para los limitadores�� 1 y �� 2 a 30 min de producción.
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Elementos lineales vs bilineales

Ahora se comparan las soluciones numØricas de elementos lineales con el limi-
tador �� 2 contra elementos bilineales con el limitador�� 3, donde los grados
de libertad son de 15376 y 16212, respectivamente. Teóricamente se sabe que
la precisión es mejor con elementos bilineales al usar el mØtodo de elemen-
to �nito (Galerkin continuo), vØase [3], sin embargo, estamos interesados en
analizar el desempeæo con elementos �nitos discontinuos.

Consideramos el caso de permeabilidad absoluta homogØnea y un tiem-
po de producción de 1h. Los valores de los parÆmetros sonDSmax = 0.005,
M = 10 y � = 0.5 para el limitador �� 3. Los valores paraQiny y Vteo son
de 0.005787m3

s y 0.347214m3, respectivamente. En la Figura 10 se observan
las soluciones numØricas asociadas a la saturación en el pozo inyector y dos
productores, así como un corte en el eje x. Los resultados muestran que para
1h de producción la solución asociada a los elementos lineales ya saturó con
agua los pozos productores, es decir, alcanzó el valor de1 � Sor que es el
valor mÆximo que se puede tomar, lo que signi�ca que ya no hay producción
de aceite, sin embargo, este efecto físicamente en la realidad no es probable.
Por otra parte, la solución con elementos bilineales aœn no satura los pozos
productores, pues su valor esta alrededor de 0.75. No obstante, la solución
con elementos bilineales presenta ligeras oscilaciones alrededor de los pozos,
lo cual nos indica que los parÆmetros utilizados para estÆ aproximación ne-
cesitan ser ajustados de manera mÆs precisa. En particular se ha observado
que reduciendo el valor deDSmax a 0.001 prÆcticamente se eliminan las osci-
laciones de la solución, pero es demasiado costoso. El Cuadro 5 presenta los
resultados del gasto volumØtrico y volumen acumulado y en la Figura 11 sus
grÆ�cas asociadas. Dichas grÆ�cas con�rman que para elementos lineales ya
no hay producción de aceite a una hora de producción y el error relativoEQ
es superior al de los elementos bilineales. AdemÆs, el tiempo de CPU es ma-
yor para elementos lineales que bilineales que ahorran alrededor del 9 % (17
minutos), cuya diferencia se harÆ mÆs grande conforme aumente el tiempo de
producción. Por tanto podemos concluir que la mejor aproximación se tiene
con elementos bilineales usando el limitador�� 3.
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Figura 10: Aproximación de la saturación para el caso homogØneo con ele-
mentos lineales y bilineales a 1h de producción.
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Figura 11: Comparación de gastos volumØtricos de aguaQS;w (líneas azu-
les) y aceiteQS;o (líneas rojas) y volumen acumulado de aceiteVS;o a 1h de
producción para el caso homogØneo.

Elemento QS EQ VS EV CPU

Lineales 0.000873 8.49 % 0.052118 8.49 % 182.76
Bilineales 0.005346 7.62 % 0.319990 7.84 % 165.44

Cuadro 5: Comparación del gasto volumØtrico (m3

s ) y volumen acumulado
(m3) de salida para elementos lineales y bilineales a una hora de producción.
El tiempo de CPU se muestra en minutos.

Simulación numØrica del modelo de �ujo bifÆsico

Se presentan los resultados asociados al modelo de �ujo bifÆsico con elementos
bilineales. Se considera la presencia de la falla conductiva de alta permeabili-
dad con� k = 900 mD y un tiempo de producción de 3 h, el gasto de inyección
y volumen acumulado son 0.005787m3

s y 1.041734m3, respectivamente. Se ha
realizado un anÆlisis sobre los parÆmetros� , M y DSmax , donde las pruebas
numØricas muestran que una buena elección de estos parÆmetros ayudan a
minimizar oscilaciones y tiempo de CPU. El parÆmetro� afecta el proceso de
saturación en los pozos productores,M afecta el proceso de actualización de
la presión en el mØtodo IMPES yDSmax afecta a las oscilaciones que se pre-
sentan en la ecuación de saturación. De acuerdo a lo anterior, los valores de
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los parÆmetros que se utilizan en este subapartado sonM = 10, � = 0.5 para
el limitador �� 3 y DSmax cambia de forma gradual en el tiempo conforme al
Cuadro 6.

Tiempo 0-10 10-30 30-60 60-120 120-180Np NS Total CPU
DSmax 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 1765 17650 756.32

Cuadro 6: Cambio gradual deDSmax . Np y NS son el nœmero de veces que
se calcula la presión y la saturación, respectivamente. El tiempo de CPU estÆ
en minutos.

El Cuadro 7 muestra la comparación entre tiempos de CPU al usar la pa-
ralelización implementada enParallel Computing Toolboxde Matlab con 2,3
y 4 procesadores de la estación de trabajo contra la forma secuencial. Los
resultados muestran que paralelizando el código se tiene un ahorro en tiempo
de CPU con respecto a la forma secuencial, que equivale a una reducción del
53 % (858 min) con 4 procesadores, 50 % (808 min) con 3 procesadores y 38 %
(623 min) con 2 procesadores. Por tanto, las simulaciones de �ujo bifÆsico se
realizan en paralelo con 4 procesadores.

Caso Total CPU

Secuencial 1615.2
Paralelo (2 procesadores) 991.93
Paralelo (3 procesadores) 807.50
Paralelo (4 procesadores) 756.32

Cuadro 7: Tiempo de CPU (min) secuencial vs paralelo.

En la Figura 12 se exhiben los cortes sobre los ejes asociados a la presión,
velocidad y saturación. El campo de velocidades como el comportamiento de
la presión y saturación en 2D se observan en la Figura 13.
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Figura 12: Aproximaciones numØricas: (a) y (b) presión, (c) y (d) la magnitud
de la velocidad, (e) y (f) saturación. Modelo de �ujo bifÆsico para 3 h de
producción. La falla conductiva estÆ sobre el eje x.
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Figura 13: Aproximaciones numØricas: presión, saturación y velocidad en 2D.
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Los resultados muestran que a tres horas de producción aœn no se tiene
saturación de agua en los pozos productores lo que implica producción de acei-
te, ademÆs, sobre la falla conductiva se tiene una velocidad mayor que afecta
a la saturación. Por otra parte, el Cuadro 8 muestra el gasto volumØtrico y
volumen acumulado de salida, tales datos indican que aœn hay producción de
aceite y es necesario mÆs tiempo de producción.

QS EQ VS EV

0.005419 6.35 % 1.04170 7.25 %

Cuadro 8: Gasto volumØtrico y volumen acumulado de salida para el modelo
de �ujo bifÆsico a 3h de producción.

6 Conclusiones y trabajo a futuro

Se simuló numØricamente el �ujo bifÆsico asociado al modelo de despren-
dimiento y movilización de �nos en una falla conductiva, considerando una
condición inicial discontinua de la saturación en el pozo inyector. Se aplicaron
las tØcnicas de elemento �nito para aproximar la presión y velocidad y Ga-
lerkin Discontinuo para la saturación. Se realizó un estudio de limitadores de
pendiente para elementos lineales y bilineales, el cual mostró que se obtienen
mejores simulaciones al emplear elementos bilineales con el limitador�� 3.
Se analizaron los valores de los parÆmetrosDSmax , � y M para ajustarlo.
Y el programa se aceleró considerablemente al usar la herramientaParallel
Computing Toolboxde Matlab. Todo con la �nalidad de tener simulaciones
con�ables. Como trabajo futuro se simularÆ el desprendimiento, movilidad y
atoramiento de �nos.
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Resumen

Un pico-satØlite (CanSat) es un dispositivo que simula un satØlite real,
en el sentido de sus componentes, estos se usan para el acercamiento de
los estudiantes, al conocimiento de las tecnologías de la industria espa-
cial [4], es decir, son el pretexto ideal para que un estudiante tenga la
experiencia prÆctica de realizar un proyecto espacial. Los pico-satØlites
no orbitan, son lanzados desde una altura aproximada de un kilómetro
desde el suelo, mediante drones o cohetes, una de sus misiones es lograr
transmitir datos de telemetría como son: presión atmosfØrica, tempera-
tura, humedad, entre otros. Lo anterior se debe hacer mientras el CanSat
desciende lentamente hasta lograr su misión, el rango de la velocidad a la
que debe descender es �jada en los concursos nacionales e internacionales.
El trabajo que presentamos tiene por objetivo analizar dicha etapa, esto
es, controlar la velocidad de descenso del CanSat mediante un paracaí-
das. Para tal meta analizamos el modelo matemÆtico que describe dicho
fenómeno, en la que encontramos las relaciones de los parÆmetros involu-
crados como son; velocidad límite o terminal, fuerza de arrastre, densidad
del aíre, coe�ciente de arraste y Ærea. Mismos que nos ayudaran a diseæar
el paracaídas y a construirlo tomando en cuenta los resultados que genera
tal modelo.
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1 Introducción

En 1995 en la Universidad de Stanford surgió la iniciativa de involucrar a
los estudiantes del programa educativo de ingeniería espacial en el diseæo de
satØlites [4]. Estos esfuerzos fueron realizados por parte del profesor Robert
Twiggs con el diseæo y construcción de un micro satØlite que mÆs adelante se
le conocería con el tØrmino de CanSat. El acrónimo CanSat proviene de la
palabra Can que signi�ca �lata� en el idioma inglØs y de Sat de la contracción
de �satØlite�.

Uno de los principales objetivos de los pico-satØlites CanSat reside en el
aspecto educativo, estos son usados para inducir a los estudiantes al cam-
po de las tecnologías aeroespaciales. Sin embargo, creemos que hoy en día
a tomado un auge mÆs allÆ de lo educativo, esto se puede constatar en la
aparición de cada ves mas competencias locales e internaciones a lo largo de
cada aæo. En donde, el principal objetivo radica en poner aprueba el ingenio
de los participantes, para realizar diferentes misiones, que van desde; trans-
mitir datos de telemetría, salvaguardar un huevo en su interior, descender con
una velocidad controlada usando un paracaídas u otro artefacto, probar una
ecuación matemÆtica, una ley física, etc. Asi pues, podemos decir que
tanto la electrónica involucrada en los dispositivos, como la matemÆtica y la
física inmersa en ellos pueden lograr hacer la diferencia entre los diferentes
dispositivos.

Otra característica del CanSat es que no pueden recibir instrucciones desde
la estación receptora, durante su trayecto de ascenso, descenso y/o retorno,
es decir, deben ser completamente autónomos [4].

La primera parte de este trabajo describe de manera general los compo-
nentes de un CanSat, asi como tambiØn los tØrminos usados en el mismo. La
segunda parte esta enfocado al principal objetivo, que es, describir el mode-
lo matemÆtico del fenómeno que ocurre, desde, el momento que el CanSat
es desprendido del dron o cohete, hasta que Øl mismo llega a tocar el suelo,
dicho modelo nos ayudara a entender con una mejor claridad tal evento, y
asi, poder diseæar el tamaæo del paracaídas de tal manera que descienda a la
velocidad elegida.
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2 Conceptos

En esta sección solo enunciamos todos los conceptos usados a lo largo del
trabajo, sin embargo, no es la meta dar una descripción a detalle de los
mismos. Para el lector interesado en a ondar en los detalles recomendamos
revisar las siguientes referencias [6], [9].

Segunda ley de Newton

La segunda ley de Newton se puede enunciar de la siguiente manera: Si una
partícula sufre una alteración de su sistema inercial de referencia debido a una
interacción, interna o externa, dicha alteración puede ser cuanti�cada como

F =
d(mv)

dt
(1)

donde mv es la cantidad de movimiento o momentum lineal. Así, la fuerza
estÆ de�nida como la razón de cambio temporal de dicha cantidad de movi-
miento. Si la masa de la partícula permanece invariante mientras se desplaza,
la ecuación (1) se reduce aF = ma, conocida como la ley fundamental de la
DinÆmica.

Fuerza de arrastre

Cuando una partícula se mueve a travØs de un medio distinto al vacío (como
un �uido, ej. aire, agua, aceite, etc.), este medio ejerce una fuerza de resisten-
cia conocida como fuerza de arrastreFd que tiende a reducir su velocidad. La
fuerza de arrastre depende de las propiedades del �uido y del tamaæo, forma
y velocidad del objeto relativa al �uido. De acuerdo a si el objeto se desplaza
a alta o baja velocidad, dicha fuerza puede ser lineal o cuadrÆtica env. La
dirección de Fd es el de la velocidad del objeto relativa al �uido, y su sentido
se opone al movimiento (es decir siempre produce una desaceleración).

Fd =
1
2

�v 2CdA = kv2 (2)

dondek = 1
2 �C dA, la fuerza de resistencia sobre cualquier objeto es propor-

cional a la densidad del �uido y proporcional al cuadrado de la velocidad
relativa entre el objeto y el �uido. Cd no es constante sino que varía como
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función de la velocidad, la dirección del �ujo, la posición del objeto, el tamaæo
del objeto, la densidad del �uido.

Coe�ciente de arrastre

El coe�ciente de arrastre, resistencia o fricción del medio (comœnmente de-
notado como:Cd, Cx o Cw) es una cantidad adimensional que se usa para
cuanti�car la resistencia de un objeto en un medio �uido como el aire o el
agua. Es utilizado en la ecuación de resistencia, en donde un coe�ciente de
resistencia bajo indica que el objeto tendrÆ menos resistencia aerodinÆmica
o hidrodinÆmica. El coe�ciente de resistencia estÆ siempre asociado con una
super�cie particular.

El coe�ciente de resistencia de cualquier objeto comprende los efectos de
dos contribuciones bÆsicas a la resistencia dinÆmica del �uido: la resistencia
de forma y de super�cie.

Densidad

La densidad o densidad absoluta es la magnitud que expresa la relación entre
la masa y el volumen de una sustancia o un objeto sólido. Su unidad en
el Sistema Internacional (SI) es kilogramo por metro cœbico (kg/m3). La
densidad es una magnitud intensiva. MatemÆticamente se expresa como:

� =
m
V

(3)

`rea

El concepto de Ærea permite asignar una medida a la extensión de una su-
per�cie, expresada en matemÆticas como unidades de medida denominadas
unidades de super�cie. La unidad empleada para medir el Ærea se denomina
unidad cuadrada.

CanSat

La agencia espacial europea de�ne un CanSat como un conjunto de sistemas
electrónicos que simulan las funciones de un satelite real [7], los componen-
tes estan integrados dentro de una lata de refresco de aproximadamente355
mililitros y un peso no mayor a500gramos.
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Existen diferentes tipos de CanSat, estos son:

� Rover-back
El CanSat debe desplazarse de manera autónoma a un punto de�nido,
una vez aterrizado, por medio de un vehículo tipo Rover.

� Fly-back
En la etapa de descenso el CanSat controla su caída. Dependiendo de
la misión esto lo debe hacer usando mecanismos que de alguna manera
frenen su caída, como por ejemplo; un paracaídas, un autogiro e incluso
se puede dotar de todo un sistema que permitan planear y trazar una
determinada trayectoria, hasta alcanzar un punto de�nido.

� Medición de ParÆmetros
El CanSat durante su descenso debe recopilar datos de parÆmetros físi-
cos y químicos del ambiente, mediante los sensores que estan integrados
en su segmento de vuelo.

� Resistencia al Impacto
El CanSat debe soportar el impacto que sufre al tocar el suelo, sal-
vaguardando sus componentes y hasta otros objetos que lleven en su
interior, como por ejemplo un huevo.

En general la arquitectura bÆsica de un CanSat esta conformada por la
parte del segmento de vuelo y la del segmento terrestre.

Segmento de Vuelo

Los principales subsistemas que lo integran son:

� Sistema de Sensores
Este módulo esta constituido por todos los sensores (inerciales, de clima
y posicionamiento) y es el encargado de medir todas las variables físicas,
químicas y de posicionamiento geogrÆ�co del CanSat.

� Estructura MecÆnica
Es la carcasa que se encarga de protejer todos los elementos del CanSat,
por lo regular es diseæada de acuerdo al propósito de la misión o tipo
de CanSat.
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� Control y Procesamiento de Datos

Podemos decir que es el cerebro del CanSat, Øl que tiene la tarea de
recabar la información de los sensores y a su vez dirigirlos a los elementos
de transmisión, o de almacenarlos para despuØs recuperarlos.

� Transmisión de Datos

Agrandes rasgos este sistema se encarga de enviar la información a la
estación terrena en tiempo real.

� Sistema de Potencia

Es el encargado de energizar todos los sistemas del CanSat, mediante
unas baterías o paneles solares.

Segmento Terrestre

Esta integrado por unaestación terrena la cual tiene la función de comu-
nicarse con el CanSat, es decir, recibir toda la información que los sensores
envian, desde el comienzo de la misión, hasta el �nal del mismo. La estruc-
tura bÆsica la conforma una antena receptora, un trasnreceptor conectada a
una computadora, en donde con ayuda de un software especializado se pueda
analizar, extraer los datos, y visualizarlos por medio de grÆ�cas.

Todo lo anterior lo podemos resumir en el siguiente diagrama
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Figura 1: Modulos de un CanSat.

Para terminar esta sección es importante mencionar que en nuestro país es
reciente la aparición de eventos que buscan integrar a los estudiantes de nivel
superior, a competir usando sus cansats en donde demuestren su ingenio para
realizar diferentes misiones. Sin embargo, en otros paises tales dispositivos
fueron introducidos desde los aæos noventa y en la actualidad ya son usados
en estudiantes de niveles de secundaria.

3 Modelo matemÆtico del descenso

Visualizando y analizando detenidamente el problema podremos pensar que
cuando un cuerpo se suelta en la atmósfera, primero acelera bajo la in�uencia
de su peso. La fuerza de arrastre resiste el movimiento del cuerpo, que actœa
en la dirección opuesta al movimiento. Conforme aumenta la velocidad del
cuerpo, lo mismo la fuerza de arrastre. Esto continœa hasta que todas las
fuerzas se equilibran unas a otras y la fuerza neta que actœa sobre el cuerpo
(y por lo tanto su aceleración) es cero. Entonces, la velocidad del cuerpo, per-
manece constante durante el resto de su caída si las propiedades del �uido, en
la trayectoria del cuerpo, permanecen esencialmente constantes o uniformes.
Esta es la la velocidad mÆxima que un cuerpo que cae puede alcanzar, tal
velocidad se llama velocidad terminal o límite [9].
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En esta sección demostraremos usando el modelo de caida libre que lo di-
cho anteriormente así ocurre, mÆs aœn determinaremos cómo es tal velocidad
límite. Para esto vamos a considerar que la fuerza de arrastre es directamente
proporcional al cuadrado de la velocidad del CanSat. En general la fuerza de
arraste es una función de la velocidad del cuerpo, esta puede puede ser lineal,
e incluso polinomial [5]. Sin embargo para un medio en donde el aire se com-
porta de manera uniforme, la fuerza de resistencia se puede considerar como
una función de la velocidad al cuadrado. Por otro lado para ambientes donde
el aíre no es uniforme, se puede demostrar que la presión atmosfØrica varia
dependiendo la altitud, convirtiendo la fuerza de resistencia en una función
mÆs compleja [5].

A continuación describiremos el modelo matemÆtico que describe el fe-
nómeno considerando un ambiente uniforme, es decir, en donde las carac-
terísticas del medio permanecen esencialmente constantes durante toda la
trayectoria del CanSat.

Seaw el peso de nuestro CanSat, yr la resistencia del aire del ambiente.
Consideremos como positiva la dirección hacia abajo, como lo muestra la
siguiente �gura.

(a) Paracaídas (b) Cuerpo

Figura 2: Paracaídas y cuerpo libre.

De acuerdo a la segunda ley de Newton, podemos a�rmar que la fuerza
resultante que actœa en el CanSat es igual a su masa (m) por la aceleración
(a) del CanSat, es decir,
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w + r = ma (4)

La resistencia del aire la consideraremos proporcional al cuadrado de la
velocidad, esto es,

r = kv2; (5)

La constantek > 0 es determinado por experimentación y esta depende
de los siguientes factores:

� Densidad del aire (� )

� Coe�ciente de arrastre (Cd)

� `rea frontal del paracaídas expuesta al aire

Continuando con el modelo y considerando la dirección positiva hacia
abajo, la sustitución de r en la ecuación (4) nos lleva a obtener la siguien-
te ecuación w � kv2 = ma, misma que se traduce en la siguiente ecuación
diferencial, pues la aceleración es la derivada de la velocidad.

m
dv
dt

= w � kv2 (6)

Dado quew = mg, entonces

dv
dt

= g �
k
m

v2 (7)

Para resolver la ecuación diferencial, note que dicha ecuación diferencial
se puede resolver por separación de variables. Por comodidad sea� = k

m , de
donde que,

dv
dt

= g � �v 2 (8)

Poniendo la ecuación de la forma

dv
g � �v 2 = dt (9)

o bien, �
1

2p g(p g � v
p

� )
+

1
2p g(p g + v

p
� )

�
dv = dt (10)
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Integrando obtenemos

ln
����
(p g + v

p
�

(p g � v
p

�

���� = 2
p

�g (t + c) (11)

mejor aœn, p g + v
p

�
p g � v

p
�

= � e2p �g (t+ c) (12)

Considerando que la velocidad inicial del CanSat es cero, esto es,v(0) = 0 , y
despejandov(t), obtenemos

v =
É

g
�

�
e2tp g� � 1
e2tp g� + 1

�
(13)

Dado que� = k
m , entonces

v(t) =
É

mg
k

 
e2t

p
gk=m � 1

e2t
p

gk=m + 1

!

; (14)

El cual representa la velocidad instantÆnea del CanSat en el tiempo.
Otra forma de representar la velocidad es,

v(t) =
É

mg
k

�
1 �

2

e2t
p

gk=m + 1

�
; (15)

Lo cual permite notar que,

l��m
t !1

v(t) =
É

mg
k

: (16)

La velocidad anterior se conoce como velocidad límite o velocidad termi-
nal, la cual la denotaremos porvl ,

v2
l

=
mg
k

: (17)

equivalentemente,
kv2

l
= w (18)
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Esta œltima ecuación permite observar que el CanSat alcanza dicha ve-
locidad cuando su peso es igual a la fuerza de resistencia del aire, en pocas
palabrasvl es la que permitirÆ que el CanSat descienda suavemente.

En lo que concierne a la constante de proporcionalidadk, se sabe que
dicha constante esta dada por:

k =
�AC d

2
; (19)

Donde,

� � representa la densidad del aire,

� Cd el coe�ciente de arrastre,

� A es `rea frontal del paracaídas expuesta al aire.

Para terminar esta sección, sustituimos la constante de proporcionalidad
k en la ecuación anterior.

�AC d

2
v2

l
= w; (20)

De esta œltima note que el Ærea del paracaídas se puede expresar en función
de la velocidad límite, esto es,

A =
2gm

�C dv2
l

: (21)

4 Coe�ciente de arrastre

Cuando un �uido se desplaza sobre un cuerpo sólido, ejerce fuerzas de presión
normales a la super�cie y fuerzas de corte paralelas a la super�cie a lo largo
de la super�cie exterior del cuerpo.

Usualmente existe interØs en la resultante de las fuerzas de presión y de
corte que actœan sobre el cuerpo en lugar de los detalles de las distribuciones
de estas fuerzas en toda la super�cie del cuerpo.

La componente de la fuerza de presión y de corte resultante que actœa en la
dirección del �ujo se llama fuerza de arrastre (o sólo arrastre), y la componente
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que actœa normal a la dirección del �ujo se llama fuerza de sustentación (o
sólo sustentación).

Un cuerpo encuentra cierta resistencia cuando se fuerza a moverse a travØs
de un �uido, especialmente un líquido. La fuerza que un �uido que �uye ejerce
sobre un cuerpo en la dirección del �ujo se llama arrastre. La fuerza de arrastre
se puede medir de manera directa simplemente con unir el cuerpo sumergido
a un �ujo de �uido a un resorte calibrado y medir el desplazamiento en la
dirección del �ujo (tal como medir el peso con una bÆscula de resorte) [9].

`rea característica
Los coe�cientes de resistencia se de�nen usando un Ærea característicaA que
puede variar dependiendo de la forma del cuerpo:

C =
F

1
2 �U 2A

el factor 1
2 �U 2 en mØcanica de �uidos se de�ne como presión dinÆmica [6].

Cuando se quiere hacer uso de datos de resistencia u otras fuerzas, es impor-
tante tener la longitud y Ærea utilizadas para adimencionalizar los coe�cientes
que nos proporcionan.

A representa por lo general el Ærea frontal del cuerpo (el Ærea que se
proyecta sobre un plano normal a la dirección del �ujo). En otras palabras,
A es el Ærea que una persona vería si observara al cuerpo desde la dirección
del �uido que se aproxima.

Los coe�cientes de arrastre y sustentación locales varían a lo largo de la
super�cie como resultado de los cambios en la velocidad de la capa límite en
la dirección del �ujo.

De [9] se sabe que cuando un cuerpo se suelta en la atmósfera, primero
acelera bajo la in�uencia de su peso (w). La fuerza de arrastre (FD ) resiste
el movimiento del cuerpo, que actœa en la dirección opuesta al movimiento.
Conforme aumenta la velocidad del cuerpo, lo mismo la fuerza de arrastre.
Esto continœa hasta que todas las fuerzas se equilibran unas a otras y la
fuerza neta que actœa sobre el cuerpo (y por lo tanto su aceleración) es cero.
Entonces, la velocidad del cuerpo, permanece constante durante el resto de su
caída si las propiedades del �uido, en la trayectoria del cuerpo, permanecen
esencialmente constantes. Ésta es la velocidad mÆxima que un cuerpo que cae
puede alcanzar, se llama velocidad terminal �gura 3.
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Figura 3: Durante una caída libre, un cuerpo alcanza su velocidad terminal
cuando la fuerza de arrastre es igual al peso del cuerpo menos la fuerza de
�otación (No hay aceleración).

5 Diseæo y construcción del paracaídas

Un paracaídas es un artefacto (ver �gura 4) diseæado para frenar las caídas
mediante la resistencia generada por Øl mismo al atravesar el aire, logrando
una velocidad de caída segura y prÆcticamente constante.

Figura 4: Paracaídas.

para el caso particular del CanSat la constante de proporcionalidad obte-
nida del modelo matemÆticok, esta dada por:

k =
�AC d

2
(22)
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sustituyendok en la velocidad límite se tiene:

A =
2gm

�C dv2 (23)

donde:

� � es la densidad local del aire.

� v es la velocidad de descenso

� Cd es el coe�ciente de arrastre

� m es la masa del CanSat

� g es la constante de gravedad

Ya con esta œltima expresión (23), en donde observamos que en particular
el Ærea esta en función de la velocidad límite o velocidad de descenso, podemos
empezar a diseæar nuestro paracaídas, primero que nada recordemos que el
intervalo en la que debe de estar la velocidad límite es �jada en los concursos,
para nuestro caso trabajaremos en un intervalo de5 m=s a 10 m=s, ya que
este fuØ el mÆs comœn en los œltimos concursos [8].

La propuesta que haremos es descender a una velocidad controlada de
5:5 m=s, aœn que, el lector pude decidir sobre el que mÆs le convenga siempre
y cuando no se salga del intervalo que le exijan.

De la Agencia Espacial Mexicana [3] se tiene que el coe�ciente de arrastre
para descender hay tres casos que se muestran en la siguiente Tabla 1.

Cuadro 1:Coe�cientes de arrastre.

Velocidad de descensoModo de descenso Cd

23 ft/s Normal 1.26
20 ft/s Oscilando 1.6
16 ft/s Planeando 2.4
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A partir de la velocidad elegida anteriormente observamos, segœn la tabla
anterior, el coe�ciente de arrastre que mÆs nos conviene es Cd = 2 :4

Para el caso la forma del parcaídas se decidio aquella que tenga la forma de
un octÆgono, luego entonces, el ÆreaA de sección transversal, es un polígono
regular de 8 lados como se muestra en la �gura 5, cuya Ærea es:

A = 2
p

2 r 2 (24)

Figura 5: `rea de sección transversal del paracaídas.

En cuanto a la forma del domo se considera una forma semiesfØrica con
las siguientes características:

Figura 6: Lados del paracaídas.
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donde r corresponde al radio del polígono, yn es el nœmero de lados del
polígono regular considerado.

Otros datos que necesitamos son el peso del CanSat y la densidad del aíre,
en la primera columna de la siguiente tabla se muestra tales parÆmetros, asi
como tambiØn los propuestos (velocidad límite, coe�ciente de arrastre), la se-
gunda columna muestra los resultados que se obtienen al sustituir los mismos
en las fórmulas 23 y 24, es decir, las dimensiones de nuestro paracaídas.

Cuadro 2:ParÆmetros.

vl =5.5 m/s
� =1.22 kg/m 3 A=1054.82 cm2

Cd=2.4 r=19.31 cm
m=0.25 kg L= 6r

n ! 6r
8 = 14:48cm

g=9.81 m/s2

Las siguientes �guras muestran el molde y el paracaídas hecho con las
dimensiones anteriores.

Figura 7: Molde del Paracaídas.
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Figura 8: Paracaídas real.

Finalizamos este trabajo comentando que el lanzamiento del CanSat fuØ
realizado en las instalaciones del Instituto Tecnológico Superior de Atlixco.
Este fue lanzado a una altura de 100 metros por medio de un dron. El sensor
del CanSat marco una velocidad de descenso de6 m=s.

Tomando en cuenta la precisión y la exactitud inherentes a cualquier dis-
positivo electrónico, así como tambiØn el intervalo elegido, consideramos que
el control de la caída fue todo un Øxito. Las siguientes imÆgenes muestran el
lanzamiento y parte del descenso.

Figura 9: Lanzamiento.

Figura 10: Descenso del CanSat en paracaídas.
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Capítulo 5

Funciones perfectas

Manuel Ibarra Contreras y Armando Martínez García
FCFM, BUAP

Resumen

En este capítulo daremos condiciones bajo las cuales una función es per-
fecta. Estas condiciones estarÆn dadas sobre el dominio, contradominio
o la función misma, como se ve en la sección 3 donde se trabaja con
funciones entre espacios compactos, en la sección 4 donde se trabaja con
funciones entre espacios numerablemente compactos o en la seccón 5 don-
de se trabaja con funciones entre espacios mØtricos.

1 Introducción

Una función perfecta entre los espacios topológicosX y Y , con X espacio
de Hausdor� (T2), es una función continua, cerrada y con �bras compactas.
Dentro de las propiedades topológicas que se satisfacen en la clase de los es-
pacios Hausdor� estÆn las que se preservan bajo las funciones perfectas y sus
preimÆgenes. Entre otras cosas, en [3], se prueba que las clases de espacios
regulares, espacios compactos, espacios localmente compactos y k-espacios
cumplen ambas condiciones. Estas y otras propiedades de las funciones per-
fectas (por ejemplo, preservan la metrizabilidad y la paracompacidad) las han
llevado a tomar una posición muy importante dentro de la topología general.
En este capítulo, como ya se mencionó en el resumen, se estudia este con-
cepto en las clases de los espacios topológicos compactos, numerablemente
compactos y metrizables. Se estudia, entre otras cosas, cómo es que a una
función que satisface alguna condición dØbil de continuidad (por ejemplo, la
cuasi continuidad, la� � continuidad o la c-continuidad) se le pueden agregar
condiciones de algœn tipo que lleve a que la función sea perfecta.
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2 Preliminares

Denotaremos con las letrasX; Y a los espacios topológicos sin ningœn axio-
ma de separación a menos que se diga en forma explícita alguna condición
adicional. Con las letrasM y N denotaremos a los espacios mØtricos.

Si A � X , diremos queA es un conjunto cerrado siX n A es un conjunto
abierto. Una familia F , de subconjuntos abiertos deX es base paraX si todo
conjunto abierto enX es la unión de una subfamilia deF ; y se dirÆ queF es
una cubierta abierta deX si X =

S
F . Para x 2 X , V � X es una vecindad

de x si hay un conjunto abiertoU tal que x 2 U � V y una familia V(x) de
vecindades dex serÆ una base de vecindades dex si para cada vecindadW
de x, existeV 2 V (x) con la propiedad de queV � W .

En esta sección omitimos las pruebas de aquellos resultados que son bÆsi-
cos y que normalmente se prueban en un primer curso de topología (el lector
interesado en revisarlas puede consultar [2] o [3]). Hacemos las pruebas de
las proposiciones que tienen que ver con alguna de las condiciones dØbiles de
continuidad.

De�nición 2.1. Si x 2 X y A � X , entonces

1. Un elementox 2 X es punto de adherencia deA si para todo conjunto
abierto U tal que x 2 U, se tiene queU \ A 6= ; .

2. La cerradura deA la cual denotaremos comoclX (A) es el conjunto

clX (A) = f x 2 X : x es punto de adherencia deAg:

3. Una red enX es una función f : I ! X dondeI es un conjunto dirigido.

Si f : I ! X es una red enX , es costumbre denotarla comof x i gi 2 I donde
x i = f (i ) para cadai 2 I . TambiØn se dice que la redf x i gi 2 I converge a un
punto x 2 X , denotado comox i ! x, si para cada conjunto abiertoV de X
tal que x 2 V , existe i 0 2 I , tal que para todo i 2 I con i > i 0, se tiene que
x i 2 V .

Lema 2.2. Si A � X , entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. A es un conjunto cerrado.

2. A = clX (A).

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 5, pÆginas 109-134



Funciones perfectas 111

Lema 2.3. Si x 2 X y A � X , entonces las siguientes a�rmaciones son
equivalentes:

1. x 2 clX (A).

2. Existe una redf x i gi 2 I que converge ax y x i 2 A para toda i 2 I .

De�nición 2.4. 1. X es T1 si para todo x; y 2 X con x 6= y, existen
conjuntos abiertosU y V tales que

(x 2 U y y =2 U) y (y 2 V y x =2 V ):

2. X esT2 si para todo x; y 2 X con x 6= y existen conjuntos abiertosU
y V tales que

x 2 U, y 2 V y U \ V = ; :

3. X es regular siX esT1 y para todo conjunto cerradoF � X y x 2 X
tal que x =2 F existen conjuntos abiertosU y V tales que

x 2 U; F � V y U \ V = ; :

4. X es compacto siX es T2 y toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta �nita.

5. X es numerablemente compacto siX es T2 y toda cubierta abierta
numerable deX tiene una subcubierta �nita.

6. X es primero numerable si cadax 2 X tiene una base numerable.

Los lemas que siguen enuncian propiedades de las clases de espacios que
se acaban de de�nir y que serÆn usadas en las secciones posteriores

Lema 2.5. 1. X es T1 si y sólo si para todo x 2 X , el conjunto f xg es
cerrado.

2. Si X es regular, entoncesX es T2.

3. Si X es compacto, entoncesX es regular.

4. X es T2 si y sólo si toda red enX converge a lo mÆs a un punto.
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Lema 2.6. 1. Si X es T2 y Y � X compacto, entoncesY es un conjunto
cerrado.

2. Si X compacto yF � X es un conjunto cerrado, entoncesF es com-
pacto.

Lema 2.7. 1. Si X es numerablemente compacto yF � X es un conjunto
cerrado, entoncesF es numerablemente compacto.

2. Si X es primero numerable yF � X es numerablemente compacto,
entoncesF es un conjunto cerrado.

De�nición 2.8. Si f : X ! Y es una función y x 2 X , diremos que:

1. f es continua enx si para todo conjunto abiertoV � Y , tal que f (x) 2
V , existe un conjunto abiertoU � X tal que x 2 U y f (U) � V ,

2. f es dØbilmente continua enx si para todo conjunto abiertoV � Y ,
tal que f (x) 2 V , existe un conjunto abiertoU � X tal que x 2 U y
f (U) � clY (V ),

3. f es� -continua enx si para todo conjunto abiertoV � Y tal que f (x) 2
V existe un conjunto abiertoU � X tal que x 2 U y f (clX (U)) �
clY (V ),

4. f es c-continua en x si para todo conjunto abierto V � Y tal que
f (x) 2 V y Y n V es compacto existe un conjunto abiertoU � X tal
que x 2 U y f (U) � V ,

5. f es separante siX; Y son espaciosT2 y para todo y1; y2 2 Y tales
que y1 6= y2, existen conjuntos abiertosV1; V2 � Y tales quey1 2 V1,
y2 2 V2, clX (f � 1(V1)) \ f � 1(V2) = ; y f � 1(V1) \ clX (f � 1(V2)) = ; .

6. f es cuasi continua enx si para todo conjunto abiertoV � X tal que
x 2 V y todo conjunto abierto W � Y tal que f (x) 2 W , existe un
conjunto abierto no vacíoU � V tal que f (U) � W .

Diremos quef es continua enX , o dØbilmente continua enX , o � -continua
en X , o c-continua en X , o cuasi continua enX si para cadax 2 X , f es
continua en x, o dØbilmente continua enx, o � continua en x, o c continua
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en x, o cuasi continua enx, respectivamente. Si no hay lugar a confusión,
simplemente se dirÆ quef es continua, dØbilmente continua,� -continua, c-
continua, o cuasi continua, respectivamente.

Lema 2.9. Si f : X ! Y es una función continua o � -continua, entoncesf
es dØbilmente continua.

Demostración. Se sigue de la De�nición 2.8 incisos 1 y 3.

El siguiente lema resume algunas de las equivalencias muy conocidas de
la continuidad de una función.

Lema 2.10. Si f : X ! Y es una función, entonces las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes:

1. f es continua.

2. Para todo conjunto abiertoV � Y , se tiene quef � 1(V ) es un conjunto
abierto.

3. Para todo conjunto cerradoF � Y , se tiene quef � 1(F ) es un conjunto
cerrado.

4. Para todo conjuntoA � X , se tiene quef (clX (A) � clY (f (A)) .

5. Para todo conjuntoB � Y , se tiene queclX (f � 1(B )) � f � 1(clY (B )) .

De�nición 2.11. Si f : X ! Y es una función, diremos que:

1. f es cerrada si para todo conjunto cerradoF � X , se tiene quef (F )
es un conjunto cerrado,

2. f es compacta (numerablemente compacta) si para todo compacto (nu-
merablemente compacto)K � Y , se tiene quef � 1(K ) es compacto
(numerablemente compacto),

3. f es preservadora de compactos (numerablemente compactos) si para
todo compacto (numerablemente compacto)K � X , se tiene quef (K )
es compacto (numerablemente compacto),

4. f tiene �bras compactas (�bras cerradas) si para todoy 2 Y , se tiene
que f � 1(y) es compacto (cerrado).
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Lema 2.12. Si f : X ! Y es una función c-continua con Y T2, entonces
para todo compactoK � Y , se tiene quef � 1(K ) es un conjunto cerrado.

Demostración. Si K � Y compacto, por el Lema 2.6,K es un conjunto
cerrado y por estoY n K es un conjunto abierto. Ahora, six 2 X n f � 1(K ),
entoncesf (x) 2 Y nK . Como f esc-continua enx, existe un conjunto abierto
U enX tal que x 2 U y f (U) � Y nK , y esto implica quex 2 U � X nf � 1(K ).
Por lo tanto, f � 1(K ) es un conjunto cerrado.

De�nición 2.13. Si f : X ! Y es una función, la grÆ�ca def , que denota-
remos porGraf (f ), es el conjunto

Graf (f ) = f (x; f (x)) : x 2 X g:

Lema 2.14. Si f : X ! Y es una función, entonces las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes

1. Graf (f ) es un conjunto cerrado deX � Y .

2. Para todox 2 X y y 2 Y tales quef (x) 6= y, existen conjuntos abiertos
U � X y V � Y tales que

x 2 U; y 2 V y f (U) \ V = ; :

Demostración. 1 implica 2. Seanx 2 X y y 2 Y tales que f (x) 6= y, en-
tonces (x; y) =2 Graf (f ). Como Graf (f ) es un conjunto cerrado deX � Y
y (x; y) =2 Graf (f ), entonces(x; y) =2 clX � Y (Graf (f )) , y esto implica que
existen conjuntos abiertosU � X y V � Y tales que

x 2 U; y 2 V y (U � V ) \ Graf (f ) = ; :

Probaremos quef (U) \ V = ; .
Si existieraz 2 f (U) \ V , entoncesz 2 f (U) y z 2 V y esto implica que

existex � 2 U tal que f (x � ) = z y f (x � ) 2 V ; se sigue que(x � ; f (x � )) 2 (U� V )
y esto implica que

(U � V ) \ Graf (f ) 6= ;

y esto contradice que(U � V ) \ Graf (f ) = ; .
Por lo tanto f (U) \ V = ; .
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2 implica 1. Si (x; y) 2 X n Graf (f ), entoncesf (x) 6= y, y esto implica
que existen conjuntos abiertosU � X y V � Y tales que

x 2 U; y 2 V y f (U) \ V = ; :

Probaremos que(U � V ) \ Graf (f ) = ; .
Si no fuera el caso, existiría

(x1; y1) 2 (U � V ) \ Graf (f );

esto implica que(x1; y1) 2 (U � V ) y y1 = f (x1); se sigue que

f (U) \ V 6= ;

y esto contradice nuestra hipótesis.
Por lo tanto (U � V ) \ Graf (f ) = ; , se sigue que

(x; y) 2 U � V � (X n Graf (f )) ;

y esto signi�ca queGraf (f ) es un conjunto cerrado deX � Y .

De aquí en adelante cuandoGraf (f ) sea un conjunto cerrado, diremos
tambiØn quef tiene grÆ�ca cerrada.

Lema 2.15. Si f : X ! Y es una función dØbilmente continua yY es T2,
entoncesf tiene grÆ�ca cerrada.

Demostración. Seanx 2 X y y 2 Y tales que f (x) 6= y. Como Y es T2 y
f (x) 6= y existen conjuntos abiertosV1; V2 � Y tales que

f (x) 2 V1; y 2 V2 y V1 \ V2 = ; ;

esto implica queclY (V1) \ V2 = ; .
Dado quef es dØbilmente continua yf (x) 2 V1, existe un conjunto abierto

U � X tal que x 2 U y f (U) � clY (V1); se sigue que

f (U) \ V2 = ; :

Por lo tanto, del Lema 2.14, se sigue queGraf (f ) es un conjunto cerrado.

De los Lemas 2.14 y 2.9 tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 2.16. Si f : X ! Y es una función y Y es T2, entoncesf tiene
grÆ�ca cerrada si

1. f es continua, o

2. f es � -continua.

Lema 2.17. Si f : X ! Y es una función separante conX y Y espaciosT2,
entoncesf tiene grÆ�ca cerrada.

Demostración. Seanx 2 X , y 2 Y tales quef (x) 6= y. Comof es una función
separante yf (x) 6= y existen conjuntos abiertosV1; V2 � Y tales que

f (x) 2 V1; y 2 V2; clX (f � 1(V1)) \ f � 1(V2) = ; y f � 1(V1) \ clX (f � 1(V2)) = ; :

Como f (x) 2 V1, entoncesx 2 f � 1(V1); esto implica quex =2 clX (f � 1(V2)) ; se
sigue quex 2 X n clX (f � 1(V2)) .

Si U = X n clX (f � 1(V2)) , es claro que

x 2 U; U es un conjunto abierto y quef (U) � Y n V2;

esto implica quef (U) \ V2 = ; .
Por lo tanto, del Lema 2.14, se sigue queGraf (f ) es un conjunto cerrado.

Lema 2.18. Si f : X ! Y es una función cerrada con �bras cerradas yX
es regular, entoncesf tiene grÆ�ca cerrada.

Demostración. Seanx 2 X , y 2 Y tales quef (x) 6= y, entoncesx =2 f � 1(y) y
dado queX es regular yf � 1(y) es cerrado, existen conjuntos abiertosU; V �
X tales que

x 2 U; f � 1(y) � V y U \ V = ; :

Como f es cerrada, entoncesW = Y n f (X n V ) es un conjunto abierto
en Y tal que y 2 W y f � 1(W ) � V , y esto implica que

f (U) \ W = ; :

Por lo tanto, del Lema 2.14, se tiene queGraf (f ) es un conjunto cerrado.

Teorema 2.19. Si f : X ! Y es una función dØbilmente continua yY es
regular, entoncesf es continua.
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Demostración. Seanx 2 X y V un conjunto abierto enY tales quef (x) 2 V .
Como Y es regular, existe un conjunto abiertoW � Y , tal que f (x) 2

W � clY (W ) � V y dado quef es dØbilmente continua enx y f (x) 2 W ,
existe un conjunto abiertoU en X tal que x 2 U y f (U) � clY (W ); se sigue
que f (U) � V .

Por lo tanto, del Lema 2.10, se sigue quef es continua.

Del Lema 2.9 y Teorema 2.19 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.20. Si f : X ! Y es una función � -continua, con Y regular,
entoncesf es continua.

Y del Lema 2.5 y Teorema 2.19, se tiene que:

Corolario 2.21. Si f : X ! Y es una función dØbilmente continua, conY
compacto, entoncesf es continua.

Si ahora usamos el Lema 2.5 y el Corolario 2.20 obtenemos el corolario
que sigue.

Corolario 2.22. Si f : X ! Y es una función � -continua, con Y compacto,
entoncesf es continua.

La prueba del siguiente corolario es consecuencia del Lema 2.12.

Corolario 2.23. Si f : X ! Y es una función c-continua con Y compacto,
entoncesf es continua.

Teorema 2.24. Si f : X ! Y es una función tal que para todo conjunto
cerrado F � X , f : F ! Y es cuasi continua, entoncesf es continua.

Demostración. Supongamos que existex 2 X tal que f no es continua enx.
Como f no es continua enx existe un conjunto abiertoV � Y con f (x) 2

V tal que para todo conjunto abiertoU � X con x 2 U existe xU 2 U y
f (xU ) =2 V .

Sea
F = f xU : xU 2 Ug:

Es claro queclX (F ) es un conjunto cerrado y quex 2 clX (F ). Como f es
cuasi continua enx 2 clX (F ), para cada conjunto abiertoW en clX (F ) tal
que x 2 W existe un conjunto abiertoW 0 en clX (F ) tal que

W 0 6= ; ; W0 � W y f (W 0) � V:
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Como W 0 es un conjunto abierto enclX (F ), entonces existe un conjunto
abierto V 0 � X tal que W 0 = V 0 \ clX (F ) y como W 0 6= ; , entoncesV 0 \
clX (F ) 6= ; y esto implica queV 0 \ F 6= ; y de aquí se sigue que existe
xU 2 W 0 tal que f (xU ) =2 V , que contradice quef (W 0) � V .

Por lo tanto, concluimos quef es continua.

De�nición 2.25. Si f : X ! Y una función, x 2 X y y 2 Y , de�nimos los
conjuntos C(f; x ) y C� 1(f; y ) como

1. C(f; x ) = f y 2 Y : existe una red enX; f x i gi 2 I tal que x i ! x y f (x i ) !
yg,

2. C� 1(f; y ) = f x 2 X : y 2 C(f; x )g.

Lema 2.26. Si f : X ! Y es una función y x 2 X , entonces

1. f (x) 2 C(f; x ).

2. Si Y es T2 y f es continua enx, entoncesC(f; x ) = f f (x)g.

Demostración. 1) Es claro que la redf x i gi 2 I con x i = x para todo i 2 I
satisface quex i ! x y f (x i ) ! f (x). Por lo tanto f (x) 2 C(f; x ).

2) Si y 2 C(f; x ), entonces existe una red enX , f x i gi 2 I tal que x i ! x y
f (x i ) ! y. Como f es continua yx i ! x, entoncesf (x i ) ! f (x) y como Y
esT2, del Lema 2.5 se sigue quey = f (x).

Por lo tanto C(f; x ) = f f (x)g.

Teorema 2.27. Si f : X ! Y es una función con Y compacto yx 2 X ,
entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. f es continua enx.

2. C(f; x ) = f f (x)g.

Demostración. 1 implica 2. Si f es continua enx, comoY esT2, del inciso 2
del Lema 2.26 se sigue queC(f; x ) = f f (x)g.

2 implica 1. Supongamos quef no es continua enx, entonces existe una
red enX , f x i gi 2 I tal que x i ! x y la red f f (x i )gi 2 I no converge af (x).

ComoY es compacto,f f (x i ) : i 2 I g � Y tiene un punto de acumulación
y 2 Y con y 6= f (x) y, por lo tanto existe una subredf f (x i k )gk2 I tal que
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f (x i k ) ! y; esto implica quey 2 C(f; x ); se sigue quey = f (x) y esto es una
contradicción.

Por lo tanto f es continua enx.

Lema 2.28. Si f : X ! Y una función y (x; y) 2 X � Y , entonces las
siguientes a�rmaciones son equivalentes

1. (x; y) 2 clX � Y (Graf (f )) n Graf (f ),

2. x 2 C� 1(f; y ) n f f � 1(y)g.

Demostración. Basta observar quex 2 C� 1(f; y ) n f f � 1(y)g si y sólo si x 2
C� 1(f; y ) y x =2 f f � 1(y)g si y sólo si y 2 C(f; x ) y f (x) 6= y si y sólo si
existe una red enX , f x i gi 2 I tal que x i ! x, f (x i ) ! y y f (x) 6= y si sólo
si (x i ; f (x i )) ! (x; y) y f (x) 6= y si y sólo si (x; y) 2 clX � Y (Graf (f )) n
Graf (f ).

Del lema anterior se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.29. Si f : X ! Y es una función y y 2 Y , entonces las siguientes
a�rmaciones son equivalentes

1. Graf (f ) es un conjunto cerrado.

2. C� 1(f; y ) = f f � 1(y)g.

Lema 2.30. Si f : X ! Y es una función con grÆ�ca cerrada yY es T2,
entonces para todo compactoK � Y , se tiene quef � 1(K ) es un conjunto
cerrado.

Demostración. SeanK � Y compacto y x 2 clX (f � 1(K )) , entonces existe
una red f x i gi 2 I tal que x i ! x y x i 2 f � 1(K ) para toda i 2 I ; se sigue que
f (x i ) 2 K para toda i 2 I .

Como K es compacto, existeny 2 K y una subred f f (x i k )gk2 I tal que
f (x i k ) ! y, y esto implica que(x i k ; f (x i k )) ! (x; y).

Si f (x) 6= y, comoGraf (f ) es un conjunto cerrado, del Lema 2.14 se sigue
que existen conjuntos abiertosU � X y V � Y tales que

x 2 U; y 2 V y f (U) \ V = ; ;

Como x i k ! x y x 2 U existe i 0 tal que x i k 2 U para toda i k > i 0 esto
implica que f (x i k ) 2 f (U) para toda i k > i 0 y dado quef (x i k ) ! y, y y 2 V
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existe i 1 tal que f (x i k ) 2 V para todo i k > i 1, entonces parai 2 = maxf i 0; i1g
se tiene que quef (x i k ) 2 f (U) \ V para toda i k > i 2 lo que contradice que
f (U) \ V = ; ; se sigue quef (x) = y y así, x 2 f � 1(K ).

Por lo tanto f � 1(K ) es un conjunto cerrado.

3 Funciones perfectas en espacios compactos

En esta sección,X y Y siempre serÆn espacios topológicos compactos, a menos
que se explicite otra cosa. Cada uno de los resultados de esta sección aparecen
en alguna de las siguientes referencias: [1], [5], [7]-[12].

De�nición 3.1. SeaX un espacioT2. Una función continua f : X ! Y es
perfecta sif es cerrada y para todoy 2 Y , f � 1(y) es un conjunto compacto.

Lema 3.2. Si f : X ! Y es una función, entonces las siguientes a�rmacio-
nes son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua.

Demostración. 1 implica 2. Es claro que sif es perfecta, entoncesf es con-
tinua.

2 implica 1. SeaF � X un conjunto cerrado.
ComoF es un conjunto cerrado, entonces por el Lema 2.6F es compacto;

se sigue quef (F ) es compacto y, por el Lema 2.6, se tiene quef (F ) es un
conjunto cerrado.

AdemÆs, comof es continua, para todoy 2 Y se tiene quef � 1(y) es un
conjunto cerrado enX ; esto implica quef � 1(y) es compacto.

Por lo tanto f es perfecta.

Lema 3.3. Si f : X ! Y es una función, entonces las siguientes a�rmacio-
nes son equivalentes:

1. f es continua,

2. f tiene grÆ�ca cerrada.
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Demostración. 1 implica 2. Si f es continua, del Lema 2.15 se sigue que
Graf (f ) es un conjunto cerrado.

2 implica 1. SeaF � Y un conjunto cerrado. Del Lema 2.6, se sigue que
F es compacto y, del Lema 2.30, se tiene quef � 1(F ) es un conjunto cerrado.

Por lo tanto, del Lema 2.10, se sigue quef es continua.

Lema 3.4. Si f : X ! Y es una función, entonces las siguientes a�rmacio-
nes son equivalentes:

1. f es continua,

2. f es cerrada con �bras cerradas,

3. f es compacta.

Demostración. 1 implica 2. SeaF � X un conjunto cerrado. ComoF es un
conjunto cerrado se sigue, por el Lema 2.6 queF es compacto, entoncesf (F )
es compacto y, si aplicamos el Lema 2.6, tenemos quef (F ) es un conjunto
cerrado. AdemÆs es claro quef tiene �bras cerradas.

Por lo tanto f es cerrada con �bras cerradas.
2 implica 3. SeanK � Y compacto,f Ui : i 2 I g una cubierta abierta de

f � 1(K ) por conjuntos abiertos deX , J = f J � I : J es �nitog y para cada
J 2 J de�namos UJ = [f Ui : i 2 Jg.

Para cadak 2 K , f � 1(k) � X es un conjunto cerrado y por lo tanto,
compacto y esto implica que existeJ 2 J tal que f � 1(k) � UJ ; se sigue que

k 2 Y n f (X n UJ ) y así, K �
[

f Y n f (X n UJ ) : J 2 J g :

Como K es compacto y para cadaJ 2 J , Y n f (X n UJ ) es un conjunto
abierto enY , entonces existenJ1; J2; :::; Jn 2 J tales queK � [f Y n f (X n
UJ l ) : l 2 f 1; 2; :::; ngg; se obtiene que

f � 1(K ) �
[

f f � 1(Y n f (X n UJ l )) : l 2 f 1; 2; :::; ngg

=
[

f X n f � 1(f (X n UJ l )) : l 2 f 1; 2; :::; ngg

�
[

f X n (X n UJ l ) : l 2 f 1; 2; :::; ngg =
[

f UJ l : l 2 f 1; 2; :::; ngg:

Por lo tanto f es compacta.
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3 implica 1. SeaF � Y un conjunto cerrado. ComoF es un conjunto
cerrado se sigue queF es compacto enY ; por lo tanto, f � 1(F ) es compacto,
entoncesf � 1(F ) es compacto y, como consecuencia es un conjunto cerrado
en X .

Por lo tanto, del Lema 2.10, se sigue quef es continua.

Lema 3.5. Si f : X ! Y es una función, entonces las siguientes a�rmacio-
nes son equivalentes:

1. f es cerrada con �bras cerradas,

2. f es preservadora de compactos con �bras cerradas.

Demostración. 1 implica 2. Si K � X es compacto, entoncesK es un con-
junto cerrado; se sigue quef (K ) es un conjunto cerrado, entoncesf (K ) es
compacto. Por lo tanto,f es preservadora de compactos.

2 implica 1. SeaF � X un conjunto cerrado. ComoF � X es un conjunto
cerrado, entoncesF es compacto y, por lo tanto,f (F ) es compacto y así,f (F )
es un conjunto cerrado. Por lo tantof es cerrada.

De los Lemas 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 y el Teorema 2.27 tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.6. Si f : X ! Y es una función, entonces las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua,

3. f es cerrada con �bras cerradas,

4. f tiene Graf (f ) cerrada,

5. f es compacta,

6. f es preservadora de compactos con �bras cerradas,

7. para todox 2 X , C(f; x ) = f f (x)g.
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Del Teorema 3.6, el Corolario 2.23, el hecho de que todo compactoT2 es
regular, el Teorema 2.19 y el Corolario 2.20, obtenemos las siguientes equiva-
lencias.

Corolario 3.7. Si f : X ! Y es una función, entonces las siguientes a�r-
maciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua,

3. f es dØbilmente continua,

4. f es � -continua,

5. f es c-continua.

De los Lemas 2.17, 3.2, 3.3 y Teorema 2.24 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.8. Si f : X ! Y es una función tal que

1. f es separante o

2. para todo conjunto cerradoF � X f : F ! Y es cuasi continua,

entoncesf es perfecta.

4 Funciones perfectas en espacios numerable-
mente compactos

En toda esta secciónX y Y son espacios topológicos primero numerables,
numerablemente compactos yT2, a menos que se especi�que otra cosa. Re-
cordemos (vØase el Lema 2.7) que la compacidad numerable es una propiedad
que se hereda para los subconjuntos cerrados y que se preserva bajo funciones
continuas; tambiØn, que siY es primero numerable yF � Y es un subespa-
cio numerablemente compacto, entoncesF es un conjunto cerrado enY . Los
resultados de esta sección se pueden consultar en alguna de las siguientes
referencias: [1], [5], [7]-[11].
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Lema 4.1. Si f : X ! Y es una función con �bras compactas, entonces las
siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua.

Demostración. 1 implica 2. Comof es perfecta, por de�nición, f es continua.
2 implica 1. SeaF � X un conjunto cerrado. ComoF es cerrado yX

es numerablemente compacto, entoncesF es numerablemente compacto; se
sigue quef (F ) es numerablemente compacto y comoY es primero numerable,
entoncesf (F ) es un conjunto cerrado.

Por lo tanto f es cerrada y como tiene �bras compactasf es perfecta.

Lema 4.2. Si f : X ! Y es una función con �bras compactas, entonces las
siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. f es continua,

2. f es cerrada,

3. f es numerablemente compacta.

Demostración. 1 implica 2. SeaF � X un conjunto cerrado. ComoF es
cerrado y X es numerablemente compacto, entoncesF es numerablemente
compacto y comof es continua se sigue quef (F ) es numerablemente com-
pacto y dado queY es primero numerable,f (F ) es un conjunto cerrado.

Por lo tanto f es cerrada.
2 implica 3. SeaK � Y numerablemente compacto. Seanf Un : n 2 Ng

una cubierta abierta numerable def � 1(K ) por conjuntos abiertos deX y
N = f N � N : N es �nitog y para cadaN 2 N de�namos UN =

S
f Un : n 2

N g.
Para cada k 2 K , f � 1(k) � X es compacto y esto implica que existe

N 2 N tal que f � 1(k) � UN ; se sigue que

k 2 Y n f (X n UN ) y K �
[

f Y n f (X n UN ) : N 2 N g :
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Como K es compacto y para cadaN 2 N , Y n f (X n UN ) es un conjunto
abierto, entonces existenN1; N2; :::; Ns 2 N tales queK �

S
f Y nf (X nUJ l ) :

l 2 f 1; 2; :::; sgg; implica que

f � 1(K ) �
[

f f � 1(Y n f (X n UN l )) : l 2 f 1; 2; :::; sgg

=
[

f X n f � 1(f (X n UN l )) : l 2 f 1; 2; :::; sgg

�
[

f X n (X n UN l ) : l 2 f 1; 2; :::; sgg

=
[

f UN l : l 2 f 1; 2; :::; sgg:

De aquí se sigue quef � 1(K ) es numerablemente compacto.
Por lo tanto f es numerablemente compacta.
3 implica 1. SeaF � Y un conjunto cerrado. ComoF es cerrado yY

es numerablemente compacto, entoncesF es numerablemente compacto y,
como f es numerablemente compacta,f � 1(F ) es numerablemente compacto
y comoX es primero numerablef � 1(F ) es un conjunto cerrado.

Por lo tanto f es continua.

Lema 4.3. Si f : X ! Y es una función con X primero numerable yY
numerablemente compacto, entonces las siguientes a�rmaciones son equiva-
lentes:

1. f es continua.

2. f tiene grÆ�ca cerrada.

Demostración. 1 implica 2. Seanx 2 X y y 2 Y tales quef (x) 6= y.
Como Y esT2 y f (x) 6= y, entonces existen conjuntos abiertosV; W � Y

tales que
f (x) 2 V; y 2 W y V \ W = ; :

Como f es continua yf (x) 2 V , entonces existe un conjunto abiertoU � X
tal que x 2 U y f (U) � V que implica quef (U) \ W = ; .

Por lo tanto aplicando el Lema 2.14 se sigue queGraf (f ) es un conjunto
cerrado.

2 implica 1. SeaF � Y un conjunto cerrado yx 2 clX (f � 1(F )) .
Como X es primero numerable yx 2 clX (f � 1(F )) existe una sucesión

en f � 1(F ), f xngn2 N tal que xn ! x; esto implica quef f (xn )gn2 N es una
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sucesión enF y, dado queY es numerablemente compacto y por lo tantoF
es numerablemente compacto, existey 2 F tal que y 2 clY f f (xn ) : n 2 Ng.

Es claro que(x; y) 2 clX � Y Graf (f ) = Graf (f ). Esto implica quef (x) =
y; se sigue quef (x) 2 F es decirx 2 f � 1(F ).

Por lo tanto f es continua.

Lema 4.4. Si f : X ! Y es una función con �bras compactas, entonces las
siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. f es preservadora de numerablemente compactos.

2. f es cerrada.

Demostración. 1 implica 2. SeaF � X un conjunto cerrado.
Como F es cerrado yX es numerablemente compacto se tiene queF es

numerablemente compacto y comof es presevadora de numerablemente com-
pactos f (F ) es numerablemente compacto y comoY es primero numerable,
entoncesf (F ) es cerrado.

Por lo tanto f es cerrada.
2 implica 1. SeaK � X numerablemente compacto.
Como K es numerablemente compacto yX es primero numerableK es

cerrado y comof es cerradaf (F ) es cerrado y dado queY es numerablemente
compacto,f (F ) es numerablemente compacto.

Por lo tanto f es preservadora de numerablemente compactos.

De los Lemas 4.1-4.4 y Teorema 2.29 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Si f : X ! Y es una función con �bras compactas las si-
guientes a�rmaciones son equivalentes.

1. f es perfecta,

2. f es continua,

3. f es cerrada,

4. f es numerablemente compacta,

5. f tiene grÆ�ca cerrada,

6. f es preservadora de numerablemente compactos,
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7. para todoy 2 Y , C� 1(f; y ) = f f � 1(y)g.

Del Teorema 4.5 y el hecho de que todo numerablemente compactoT2 y
primero numerable es regular tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.6. Si f : X ! Y es una función con �bras compactas, entonces
las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua,

3. f es dØbilmente continua,

4. f es � -continua,

5. f es c-continua.

5 Funciones perfectas en espacios mØtricos

En esta sección(M; d); (N; d0) son espacios mØtricos que serÆn denotados como
M; N . Recordemos que para� > 0 y x 2 M , la bola abierta con centro enx
y radio � es el conjunto

B (x; � ) = f y 2 M : d(x; y) < � g;

y que U � M es un conjunto abierto enM si para cadax 2 M existe � > 0
tal que B (x; � ) � U. Los resultados de esta sección se pueden consultar en
alguna de las referencias siguientes: [4], [6], [13] y [14].

Lema 5.1. Si x 2 M y � > 0, entoncesB (x; � ) es un conjunto abierto enM .

El Lema 2.3 tiene su versión en espacios mØtricos el cual dice lo siguiente.

Lema 5.2. Si A � M y x 2 M , entonces las siguientes a�rmaciones son
equivalentes:

1. x 2 clM (A);

2. existe una sucesión enA, f xngn2 N que converge ax.

Teorema 5.3. Si f : M ! N es una función, entoncesf es perfecta si
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1. f es compacta y

2. f es preservadora de compactos.

Demostración. SeaF un conjunto cerrado enN y supongamos que existe
x 2 [clM (f � 1(F )) n f � 1(F )].

Como x 2 [clM (f � 1(F )) n f � 1(F )], se sigue quex 2 clM (f � 1(F )) y x =2
f � 1(F ); esto implica que existe una sucesiónf xngn2 N con xn 2 f � 1(F ) para
toda n 2 N, tal que xn ! x. Si H = f xn : n 2 Ng [ f xg, es claro queH es
compacto y, si aplicamos la hipótesis 2, se sigue que

f (H ) = f f (xn ) : n 2 Ng [ f f (x)g

es compacto y comoxn 2 f � 1(F ) para toda n 2 N, entoncesf (xn ) 2 F para
toda n 2 N, esto implica quef (H ) \ F 6= ; .

Es claro que[f (H ) n f f (x)g] � F y que f (H ) \ F es compacto; aplicando
1, se sigue que

f � 1(f (H ) \ F ) = H \ f � 1(F )

es compacto y, por lo tanto, es un conjunto cerrado. Comoxn ! x, para todo
conjunto abierto U tal que x 2 U existe n0 2 N tal que xn 2 U para toda
n > n 0, y esto implica que

U \ [H \ f � 1(F )] 6= ;

se sigue quex 2 clM (H \ f � 1(F )) y como x =2 f � 1(F ), entoncesx =2 [H \
f � 1(F )]; esto implica que

x 2 [clM (H \ f � 1(F )) n (H \ f � 1(F ))]

pero
clM (H \ f � 1(F )) = ( H \ f � 1(F ))

lo que es una contradicción; se sigue queclM (f � 1(F )) = f � 1(F ). Por lo tanto
f es continua.

Ahora seaF un conjunto cerrado enM .
Supongamos que existey 2 [clN (f (F )) n f (F )].
Comoy 2 [clN (f (F )) n f (F )], se sigue quey 2 clN (f (F )) y y =2 f (F ), por

lo tanto existe una sucesiónf yngn2 N tal que yn ! y con yn 2 f (F ) para toda
n 2 N.
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SeaK = f yn : n 2 Ng [ f yg. Es claro queK es compacto. Por la hipótesis
1,

f � 1(K ) = f f � 1(yn ) : n 2 Ng [ f f � 1(y)g

es compacto; por lo tantof � 1(K ) \ F es compacto y, por la hipótesis 2,
obtenemos quef (f � 1(K ) \ F ) es compacto y, por lo tanto, cerrado.

Como yn ! y, para todo conjunto abiertoV � N existe N0 2 N tal que
yn 2 V para toda n > N 0; esto implica queV \ f (F \ f � 1(K )) 6= ; ; se sigue
que y 2 clN (f (F \ f � 1(K ))) , y esto implica quey 2 f (F \ f � 1(K )) pero
y =2 f (F \ f � 1(K )) ya que

f (F \ f � 1(K )) � f (F ) y y =2 f (F );

que es una contradicción. Se sigue queclN (f (F )) = f (F ) y así concluimos
que f es cerrada.

AdemÆs es claro quef tiene �bras compactas.
Por lo tanto f es perfecta.

Corolario 5.4. Si f : M ! N es una función dØbilmente continua y com-
pacta, entoncesf es perfecta.

Demostración. ComoN es regular yf es dØbilmente continua, por el Teorema
2.19,f es continua y esto implica quef es preservadora de compactos y como
por hipótesis es compacta, del Teorema 5.3, se tiene quef es perfecta.

Corolario 5.5. Si f : M ! N es una función � -continua y compacta, en-
toncesf es perfecta.

Corolario 5.6. Si f : M ! N es una función con Graf (f ) cerrada y pre-
servadora de compactos, conM espacio mØtrico compacto, entoncesf es per-
fecta.

Demostración. Como M es compacto, del Lema 2.30f es compacta y como
por hipótesis f es preservadora de compactos, del Teorema 5.3, se sigue que
f es perfecta.

Corolario 5.7. Si f : M ! N es una función biyectiva, entonces las siguien-
tes a�rmaciones son equivalentes:

1. f es compacta y preservadora de compactos,
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2. f es homeomor�smo.

Teorema 5.8. Si f : M ! N es una función,entonces las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes:

1. f es compacta,

2. Si f (xn ) ! y, entonces existex 2 f � 1(y) y una subsucesiónf xn i gi 2 N
que converge ax.

Demostración. 1. implica 2. Sif (xn ) ! y, entonces el conjuntoK = f f (xn ) :
n 2 Ng [ f yg es compacto. Se sigue quef � 1(K ) es compacto y tal que
f xn : n 2 Ng � f � 1(K ). Esto implica que existen una subsucesiónf xn i gi 2 N y
x 2 f � 1(K ) tales quexn i ! x.

A�rmamos que x 2 f � 1(y). En caso contrariof (x) 6= y lo que implica
que d(f (x); y) = � > 0. Como f (xn ) ! y, entoncesf (xn i ) ! y; esto implica
que existen0 2 N tal que f (xn i ) 2 B (y; � ) para toda ni > n 0 y el conjunto
H = f f (xn i ) : ni > n 0g [ f yg es compacto; se sigue quef � 1(H ) es compacto
y por lo tanto cerrado lo que no puede ser puesx 2 (clX (f � 1(H )) n f � 1(H )) .

Por lo tanto x 2 f � 1(y).
2. implica 1. SeaB � N compacto y f xngn2 N una sucesión enf � 1(B ).

Como f xn : n 2 Ng � f � 1(B ) se sigue quef f (xn ) : n 2 Ng � B ; estoimplica
que existey 2 Y tal que f (xn ) ! y, y comoB es compacto se sigue queB es
cerrado y por lo tanto y 2 B así quef � 1(y) � f � 1(B ). De aquí concluimos
que existen una subsucesiónf xn i gi 2 N y x 2 f � 1(y) tales quexn i ! x. Se
sigue quex 2 f � 1(B ). Por lo tanto f es compacta.

El siguiente resultado es muy conocido pero, dada su importancia, damos
su demostración.

Teorema 5.9. Si f : M ! N es una función, entonces las siguientes a�r-
maciones son equivalentes:

1. f es continua,

2. Si xn ! x, entoncesf (xn ) ! f (x).

Demostración. 1. implica 2. Seanf xngn2 N una sucesión enX , x 2 X y � > 0
tales quexn ! x y f (x) 2 B (f (x); � ). Como f (x) 2 B (f (x); � ), entonces
existe � > 0 tal que f (B (x; � )) � B (f (x); � ). Como x 2 B (x; � ), entonces
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existe N 2 N tal que xn 2 B (x; � ) para toda n > N y de aquí f (xn ) 2
B (f (x); � ) para toda n > N . Por lo tanto f (xn ) ! f (x).

2. implica 1. SeanA � X y y 2 f (clX (A)) , entonces existex 2 clX (A)
tal que f (x) = y. Comox 2 clX (A), entonces existe una sucesiónf xngn2 N en
A tal que xn ! x así que, por hipótesis,f (xn ) ! f (x) y f f (xn )gn2 N es una
sucesión en f (A) y esto implica quey 2 clY (f (A)) . Por lo tanto, del Lema
2.10 se sigue quef es continua.

De los Teoremas 5.3, 5.8 y 5.9 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.10. Si f : M ! N es una función, entonces las siguientes
a�rmaciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. Si xn ! x, entoncesf (xn ) ! f (x) y si f (xn ) ! y, entonces existen
x 2 f � 1(y) y una subsucesión def xngn2 N que converge ax.

De�nición 5.11. Sea f : [a; b] ! R una función. Diremos que f satisface
la Propiedad del Valor Intermedio (PV I ) si para caday 2 (f (a); f (b)) o
y 2 (f (b); f (a)) , existex 2 (a; b) tal que f (x) = y.

Teorema 5.12. Si f : [a; b] ! R es una función tal que

1. f satisfacePV I y

2. para caday 2 R, f � 1(y) es cerrado,

entoncesf es perfecta.

Demostración. Seanx0 2 [a; b], � > 0 y x1; x2 2 [a; b] tales quex0 2 [x1; x2].
Por la hipótesis 2., f � 1(f (x0) + � ) y f � 1(f (x0) � � ) son cerrados tales que

x0 =2 f � 1(f (x0) + � ) y x0 =2 f � 1(f (x0) � � )

lo que implica que existen� 1 > 0 y � 2 > 0 tales que

(x0 � � 1; x0 + � 1) \ f � 1(f (x0)+ � ) = ; y (x0 � � 2; x0 + � 2) \ f � 1(f (x0) � � ) = ; :

Eligiendo a � = mín f � 1; � 2g se sigue que

(x0 � �; x 0 + � ) \ f � 1(f (x0) + � ) = ; y (x0 � �; x 0 + � ) \ f � 1(f (x0) � � ) = ; :
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A�rmamos que si x 2 (x0 � �; x 0 + � ), entoncesf (x) 2 (f (x0) � �; f (x0) + � ).
Supongamos que existex 2 (x0 � �; x 0 + � ) tal que f (x) =2 (f (x0) �

�; f (x0) + � ).
Como f (x) =2 (f (x0) � �; f (x0)+ � ), entoncesf (x) < f (x0) � � o f (x0)+ � <

f (x) y comox 2 (x0 � �; x 0 + � ), entoncesx0 < x o x < x 0.
Supongamos quex0 < x y que f (x0) + � < f (x), entonces existex� 2

(x0; x) tal que f (x� ) = f (x0)+ � ; se sigue que(x0� �; x 0+ � )\ f � 1(f (x0)+ � ) 6= ;
lo que es una contradicción. Los otros casos son tratados en forma anÆloga.

Por lo tanto f es continua.
SeaF � [a; b] un conjunto cerrado.
Como [a; b] es compacto yF es cerrado, entoncesF es compacto; se sigue

que f (F ) es compacto; esto implica quef (F ) es cerrado.
Por lo tanto f es cerrada.
Como [a; b] es compacto yf � 1(y) es cerrado, entoncesf � 1(y) es compacto.
Por lo tanto f es perfecta.

Corolario 5.13. Si f : [a; b] ! R es una función inyectiva la cual satisface
PV I , entoncesf es perfecta.

Corolario 5.14. Si f : [a; b] ! R es una función continua con f (a) 6= f (b),
entoncesf es perfecta.

Corolario 5.15. Si f : [a; b] ! R es una función dØbilmente continua con
f (a) 6= f (b), entoncesf es perfecta.
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Límites inversos y continuos indescomponibles

David Herrera Carrasco, Antonio de Jesœs Libreros
López y Fernando Macías Romero

FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo abordaremos uno de los continuos mÆs exóticos, los deno-
minados continuos indescomponibles, y como estos pueden ser construi-
dos mediante una herramienta bastante usada en la topología, los límites
inversos.

1 Introducción

En 1910, L.E.J Brouwer describió un continuo indescomponible que refutó
una conjetura hecha por Arthur Moritz Schoen�ies de que el límite conjunto
de dos conjuntos abiertos, conexos y ajenos enR2 era la unión de dos sub-
conjuntos propios cerrados y conexos. Zygmunt Janiszewski describió mÆs de
esos continuos indescomponibles, incluida una versión del Arcoiris de Knas-
ter, centrandose en la irreductibilidad de estos continuos. En 1917, Kunizo
Yoneyama describió los Lagos de Wada (llamados así por Takeo Wada) cuyo
límite comœn es indescomponible.

Fue hasta la dØcada de 1920 cuando los continuos indescomponibles co-
menzaron a ser estudiados por la Warsaw School of Mathematics por su pro-
pio bien, en lugar de como contraejemplos patológicos y el primero en dar
la de�nición de descomposición fue Stefan Mazurkiewicz. En 1922, Bronis“aw
Knaster describió el pseudo-arco, el primer ejemplo donde todo subcontinuo
es un continuo indescomponible.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 135



136
David Herrera Carrasco, Antonio de Jesœs Libreros López y Fernando

Macías Romero

2 Preliminares

Dado un subconjunto Y de un espacio topológicoX , usaremosint X (Y ),
clX (Y ) y FrX (Y ) para denotar al interior, la cerradura y la frontera deY
en X , respectivamente. Recordemos que los abiertos deY son los abiertos de
X intersectados conY . Diremos que un espacio topológico es no degenerado
si tiene mÆs de un punto. SiA es una colección de subconjuntos, la unión
de sus elementos y la interseccíon de estos lo denotaremos por

S
A y

T
A ,

respectivamente. SiX es un espacio yA es una colección de subconjuntos de
X , diremos qieA es una cubierta paraX si X �

S
A .

De�nición 2.1. Sea f X i : i 2 Ng una colección de espacios topológicos.
Dado j 2 N, la j -Øsima projección es la función

� j :
1Y

i =1

X i �! X j

(x i )1
i =1 7�! x j

La colección S =
1S

j =1
f � � 1

j (U) : U es un abierto deX j g es una subbase para
1Q

i =1
X i .

Algo importante a resaltar es que las funciones� j son funciones continuas
y abiertas, y obviamente suprayectivas, hechos que estaremos usando mÆs
adelante.

De�nición 2.2. Un continuo es un espacio mØtrico no vacío, compacto
y conexo. Un subconjunto de un continuo que tambiØn es un continuo le
llamaremossubcotinuo .

La de�nición de conexo y compacto, al igual que muchos resultados sen-
cillos pero importantes sobre estos temas, pueden ser encontradas en muchos
libro de topología, por mencionar algunos [1] y [6], para quien guste ahondar
mÆs sobre el tema. En la mayoria de los resultados estaremos trabajando con
continuos no degenerados, que al ser estos conexos no solo tendrÆn dos pun-
tos sino tantos como los nœmeros reales. A continuación presentamos algunos
continuos que estaremos usando mÆs adelante.
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Ejemplo 2.3.

(a) Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo[0; 1]. Sea� : [0; 1] �! A
un homeomor�smo, diremos que� (0) y � (1) son los puntos extremos
del arcoA.

Figura 1: Ejemplos de arcos

(b) Un curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la circunferen-
cia unitaria en el planoS1.

Figura 2: Ejemplos de curvas cerradas simples

(c) Un triodo simple T es la unión de 3 arcos que œnicamente se inter-
sectan en un punto extremov de dichos arcos. El puntov es llamado el
vØrtice de T:

v

Figura 3: Triodo simple
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(d) SeanJ = f 0g � [� 1; 1] y S = f (x; sen(1x )) : x 2 (0; 1]g. Como S es
conexo, tenemos queclR2 (S) es conexo. MÆs aœn,clR2 (S) = J [ S es
cerrado y acotado, y por tanto, compacto. Así,clR2 (S) es un continuo,
conocido como elcontinuo sen(1x ), vØase la Figura 4.

J S

� � �

Figura 4: Continuo sen(1x )

De�nición 2.4. SeanX un espacio topológico yA; B subconjuntos deX .
Decimos queA y B estÆnseparados si clX (A) \ B = ; y A \ clX (B ) = ; .

La de�nición anterior aunque parece sencilla nos da una manera alterna-
tiva de ver la disconexidad de un espacio, como se prueba en el Teorema 2.5,
y que en muchos casos es mejor ya que no depende directamente de conjuntos
abiertos.

Teorema 2.5. SeanX un espacio topológico yZ � X no vacío. Z es disco-
nexo si y solo si existenA y B subconjuntos deX no vacíos y separados tales
queZ = A [ B .

Demostración. Supongamos queZ es disconexo. Entonces existenU y V
abiertos deX tales queZ \ U y Z \ V son no vacíos, ajenos yZ � U [ V .
SeanA = Z \ U y B = Z \ V . Notemos queZ = A [ B y A; B son no vacíos.
Veamos queA y B estÆn separados. Supongamos que existep 2 clX (A) \ B .
Entoncesp 2 clX (A) y p 2 V , y por tanto, V \ A 6= ; . Luego, A \ B 6= ; ,
lo cual contradice queA y B sean ajenos. Así,clX (A) \ B = ; . De manera
anÆloga, se prueba queA \ clX (B ) = ; . Por lo tanto, A y B estÆn separados.

Ahora supongamos que existenA y B subconjuntos deX no vacíos y
separados tales queZ = A [ B . SeanU = X � clX (B ) y V = X � clX (A).
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Notemos queU y V son abiertos enX que contienen aA y B , respectivamente.
MÆs aœn,A = Z \ U, B = Z \ V y Z � U[ V . Por lo tanto, Z es disconexo.

Los tres resultados siguientes, apesar de su poca complejidad, serÆn muy
utiles para obtener resultados importantes sobre los continuos indescomponi-
bles y los límites inversos.

Lema 2.6. SeanX un espacio conexo yZ � X conexo. SiX � Z = A [ B
con A y B subconjuntos deX no vacíos que estÆn separados, entoncesZ [ A
y Z [ B son conexos.

Demostración. SeanA y B subconjuntos deX no vacíos tales queA y B
estÆn separados yX � Z = A [ B . Supongamos queZ [ A es disconexo.
Entonces existenK y L subconjuntos deX no vacíos y separados tales que
Z [ A = K [ L . ComoZ es conexo, tenemos queZ estÆ contenido enK o en
L . Sin pØrdida de generalidad, supongamos queZ � K . Luego, L � A. De
esto,L y B estÆn separados. Notemos queX = ( B [ K ) [ L . MÆs aœn,B [ K
y L estÆn separados, lo cual contradice la conexidad deX . Por lo tanto, Z [ A
es conexo. AnÆlogamente,Z [ B es conexo.

Lema 2.7. Sea f X i : i 2 Ng una colección de espacios mØtricos compactos
tales que para cadai 2 N, X i +1 � X i . Si U es un abierto deX 1 tal que
1T

i =1
X i � U, entonces existeN 2 N tal queX N � U.

Demostración. Sea U abierto de X 1 tal que
1T

i =1
X i � U. Procedamos por

contradicción, es decir, supongamos que para cadai 2 N, existex i 2 X i � U.
Como X 1 � U es compacto, podemos suponer quef x i g1

i =1 converge a algœn
punto p 2 X 1 � U. Notemos que para cadak 2 N, la subsucesiónf x i g1

i = k esta

contenida enX k . Por la compacidad deX k , p 2 X k . De esto,p 2
1T

i =1
X i � U,

lo cual no es posible puesto quep 62U. Por lo tanto, existe N 2 N tal que
X N � U.

Teorema 2.8. Si f X i : i 2 Ng una colección de continuos tales que para cada

i 2 N, X i +1 � X i , entonces
1T

i =1
X i es un continuo.
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Demostración. SeaX 1 =
1T

i =1
X i . Notemos queX 1 6= ; , pues en caso contra-

rio por el Lema 2.7, tomando aU = ; , tendríamos que para algœnN 2 N,
X N = ; . MÆs aœn, dado que cadaX i es un compato, tenemos que cadaX i
es un cerrado deX 1. Luego,X 1 es cerrado deX 1, y por tal compacto. Para
terminar veamos queX 1 es conexo. Para esto, seanU y V abiertos deX
y ajenos tales queX 1 � U [ V . Por el Lema 2.7, existeN 2 N tal que
X N � U [ V . Como X N es conexo, tenemos queX N � U o X N � V . Luego,
X 1 � U o X 1 � V , concluyendo queX 1 es conexo. Por lo tanto,X 1 es un
continuo.

3 Continuos indescomponibles

De�nición 3.1. SeaX un continuo. Se dice que X esdescomponible si
existenA y B subcontinuos propios deX tales queX = A [ B . Un continuo
es indescomponible si no es descomponible.

Antes de que uno presenciarÆ la de�nición anterior, cualquiera podría pen-
sar que todo subcontinuo se puede escribir como la unión de dos subcontinuos
propios, ya que comœnmente los continuos que a uno se le ocurren son así. Lo
cual genera la pregunta: ¾existirÆn los continuos indescomponibles? Aunque
no podamos responder rapidamente esta pregunta lo que si podemos es bus-
car que propiedades deben de cumplir estos espacios apartir de su de�nición,
y así darnos una idea de como deben ser estos continuos tan misteriosos.

Teorema 3.2. Un continuo X es descomponible si y solo si existe un sub-
continuo propio con interior no vacío.

Demostración. Sea X un continuo. Supongamos queX es descomponible.
Entonces existenA y B subcontinuos propios deX tales queX = A [ B .
Notemos queX � B � A. Como B es un subconjunto propio y cerrado de
X , tenemos que; 6= X � B � int X (A). Así, A es un subcontinuo propio con
interior no vacío.

Ahora, supongamos que existeA subcontinuo propio deX con interior no
vacío. Consideremos los dos siguientes casos:

Caso 1. X � A es conexo. EntoncesclX (X � A) es cerrado y conexo enX ,
y por tanto, un subcontinuo deX . Notemos queint X (A) \ clX (X � A) = ; .
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Como int X (A) 6= ; , tenemos queclX (X � A) es un subcontinuo propio deX .
Luego,X = A [ clX (X � A).

Caso 2. X � A es disconexo. Entonces existenK; L subconjuntos no vacíos
de X separados tales queX � A = K [ L . Por el Lema 2.6,A [ K y A [ L
son subcontinuos propios deX tales queX = ( A [ K ) [ (A [ L ).

En cada caso se tiene queX es la unión de dos subcontinuos propios de
X . Por lo tanto, X es descomponible.

De este teorema se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.3. Un continuo X es indescomponible si y solo si todo subcon-
tinuo propio tiene interior vacío.

Del corolario anterior podemos inferir que en un continuo indescomponible
ocurre una de las siguientes condiciones:

(a) todos sus subcontinuos propios son degenerados o

(b) a cada subcontinuo propio se le acercan otros subcontinuos.

Con esto en mente podemos ver que en efecto estos continuos son bas-
tante raros, sin embargo con esta observación no es su�ciente para poder dar
un ejemplo de un continuo indescomponible. Para poder obtener mas pro-
piedades interesantes sobre estos continuos introducamos unos subconjuntos
particulares, denominadoscomposantes.

4 Composantes de un continuo

Teorema 4.1. [6, Teorema 5.6](Teorema de golpes en la frontera ) Sean
X un continuo y E un subconjunto propio deX no vacío. SiK es una compo-
nente deE , entoncesclX (K ) \ bdX (E ) 6= ; (o bien, clX (K ) \ clX (X � E ) 6= ; ).

Corolario 4.2. Sean X un continuo y E un subconjunto propio deX no
vacío. SiE es abierto deX y K es una componente deE , entoncesclX (K ) �
E 6= ; .

Demostración. Por el Teorema 4.1,clX (K ) \ clX (X � E ) 6= ; . Como E es
abierto deX , tenemos queclX (K ) \ (X � E ) 6= ; , o bien,clX (K ) � E 6= ; .
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De�nición 4.3. SeanX un continuo y p 2 X . La composante de p es

K (p) = f q 2 X : existe S subcontinuo propio deX tal que p; q2 Sg

Claramente, la composante dep tambiØn puede de�nirse como

K (p) =
[

f S � X : S subcontinuo propio deX que contiene apg:

Antes de continuar con algunas propiedes de estos conjuntos veamos al-
gunos ejemplos

Ejemplo 4.4.

(a) Para el intervalo [0; 1] tenemos queK (0) = [0 ; 1) y K (1) = (0 ; 1], y
cuandop 2 (0; 1), K (p) = [0 ; 1].

(b) Para la circunferencia unitariaS1, la composante de cualquier punto es
el continuo, es decir, sip 2 S1, entoncesK (p) = S1.

(c) Para un triodo T ocurre lo mismo que en la circunfernciaS1.

(d) SeaX = J [ S el continuosen(1x ), como en el Ejemplo 2.3(d). A diferen-
cia de los continuos antes tratados este tiene propiedades interesantes
por lo cual se explicarÆ con un mÆs de detalle sus composantes.

� Para p 2 S.
Claramente siq 2 S, entonces el arco con puntos extremosp y q es
un subcontinuo propio deX . Así, S � K (p). Seae = (1 ; sen(1)).
Seap 6= e y A el arco con extremosp y e. Dado q 2 J , tenemos que
q y p pertenecen al continuo(X � A) [ f pg, el cual no esX , aunque
es homeomorfo aX . Así, J � K (p). Por lo tanto, K (p) = X .
Seaq 2 J y Y un subcontinuo deX que contiene aq y e. Entonces
S � Y . Al ser Y un continuo, es un conjunto cerrado y por tanto
Y contiene la cerradura deS, es decir,X � Y o mejor dicho Y
debe serX . De esto que ningœn punto deJ pertenece aK (e). Por
lo tanto, K (e) = S.

� Para p 2 J .
Claramente siq 2 J , entonces el arco con puntos extremosp y q es
un subcontinuo propio deX . Así, J � K (p). MÆs aœn, paraq 2 S�

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 6, pÆginas 135-159



Límites inversos y continuos indescomponibles 143

f eg tenemos queq y p pertenecen al continuo(X � A) [ f qg, donde
A es el arco con puntos extremosq y e. Así, S � f eg � K (p). Sin
embargo, como hemos visto antes el œnico continuo que contiene a
e y p esX , y por tanto, p 62K (p). Por lo tanto, K (p) = X � f eg.

Resumiendo, las composantes deX sonS, X � f eg y X .

Teniendo ya una idea de como son las composantes veamos que propieda-
des en general tienen estos conjuntos.

Lema 4.5. SeaX un continuo. Si C es un subcontinuo propio deX , entonces
existeD subcontinuo propio deX tal queC � D y C 6= D .

Demostración. SeaC subcontinuo propio deX . Entonces existep 2 X � C.
Como X es regular, existeV abierto deX tal que

C � V � clX (V ) � X � f pg:

SeaD la componente declX (V ) tal que C � D . Notemos queD es cerrado
y en consecuencia compacto. Así,D es un subcontinuo propio deX , porque
p 62D . Luego, por el Teorema 4.1,D \ bdX (clX (V )) 6= ; . Notemos que
bdX (clX (V )) = bd X (V ). Así, D \ bdX (V ) 6= ; . En consecuencia,D 6= C.

Teorema 4.6. Las composantes de un continuo son conjuntos densos y co-
nexos.

Demostración. SeanX un continuo y p 2 X . Como K (p) es la unión de los
subcontinuos propios que contienen ap, tenemos queK (p) es conexo. Veamos
queK (p) es denso. Supongamos queclX (K (p)) 6= X . Notemos queclX (K (p))
es un subcontinuo propio deX . Por el Lema 4.5, existeS subcontinuo propio
de X tal que clX (K (p)) � S y clX (K (p)) 6= S. Como p 2 S, tenemos que
S � K (p) � clX (K (p)) . En consecuencia,S = cl X (K (p)) , lo cual es una
contradiccón. Por lo tanto, K (p) es denso enX .

Teorema 4.7. Si X es un continuo yp 2 X , entoncesX � K (p) es conexo.

Demostración. Si K (p) = X , entonces se tiene lo deseado. Supongamos que
K (p) 6= X y X � K (p) no es conexo. SeanU y V abiertos deX y ajenos tales
que U \ (X � K (p)) y V \ (X � K (p)) son no vacíos yX � K (p) � U [ V .
Notemos queclX (U) \ V = ; Luego, (clX (U) � U) \ (U [ V ) = ; . SeaQ
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componente deU tal que Q \ (X � K (p)) 6= ; . ComoU 6= X , por el Corolario
4.2, tenemos queclX (Q)� U 6= ; . Sear 2 clX (Q)� U, entoncesr 2 clX (U)� U.
Luego, r 2 K (p). SeaS subcontinuo propio deX tal que r; p 2 S. Notemos
que S [ clX (Q) es continuo que contiene ap. Si S [ clX (Q) 6= X , entonces
clX (Q) � K (p), lo cual contradice como se tomoQ. Así, S [ clX (Q) = X .
Como clX (U) \ V = ; , tenemos queclX (Q) \ V = ; . En consecuencia,
V � S � K (p), es decir,V \ (X � K (p)) = ; , lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, X � K (p) es conexo.

Los dos resultados anteriores se pueden corroborar con el Ejemplo 4.4.
Sin embargo lo que mÆs nos interesa es ver que propiedades cumplen las
composantes en los continuos indescomponibles y para esto necesitaremos de
los dos siguientes resultados.

Teorema 4.8. Toda composante de un continuo es unión numerable de sub-
continuos propios.

Demostración. SeaX un continuo y K (p) una composante deX . Como X
es un continuo, entoncesX posee un base numerableB = f Bn : n 2 Ng. Para
cadan 2 N, seanUn = Bn � f pg y Cn la componente deX � Un que contiene
a p. Notemos que cadaCn es un subcontinuo propio deX que contiene ap.
En consecuencia

S
f Cn : n 2 Ng � K (p). Ahora, dado q 2 K (p), existe Sq

subcontinuo propio deX tal que p; q 2 Sq. Luego, X � Sq es un abierto de
X , por lo que existem 2 N tal que Bm � X � Sq. Así, Sq es un subconjunto
conexo deX � Um que contiene ap. En consecuencia,Sq � Cm , en particular,
q 2 Cm . De esto,K (p) �

S
f Cn : n 2 Ng. Concluyendo así la prueba.

Teorema 4.9. (Teorema de Baire. ) SeanX un continuo y f Sn : n 2 Ng
una colección de subcontinuos propios deX . Si cadaSn tiene interior vacío,
entonces

S
Sn tiene interior vacío.

Demostración. Para cadan 2 N, seaUn = X � Sn . Como int X (Sn ) = ; ,
entoncesUn es denso y abierto deX . SeaV abierto de X y no vacío. Así,
existenX 0 2 X y r0 > 0 tal que B (x0; r0) � V .

A�rmación: existen f xng1
n=1 sucesión enX y f rng1

n=1 sucesión enR+

tales queB (xn ; 2rn ) � Un \ B (xn � 1; rn � 1) y rn < 1
n .

En efecto, sean 2 N. Supongamos quexm y rm ya estÆn elegidos param <
n. ComoUn es denso, existexn 2 Un \ B (xn � 1; rn � 1). Al ser Un \ B (xn � 1; rn � 1)
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abierto deX , existern > 0 tal que rn < 1
n y B (xn ; 2rn ) � Un \ B (xn � 1; rn � 1).

Concluyendo así la prueba de la a�rmación.
Notemos que para todan 2 N, B (xn ; 2rn ) � B (xn � 1; rn � 1) � V . De esto,

d(xn ; xn+1 ) < r n < 1
n . Por tanto, f xng1

n=1 es una sucesión de Cauchy. Como
X es compacto, existex 2 X tal que xn �! x. Sean 2 N. Como rn > 0,
por la convergencia def xng1

n=1 , existe n0 > n tal que d(x; xn0 ) < r n . Así,
d(x; xn ) � d(x; xn0 ) + d(xn0 ; xn ) < r n + rn = 2 rn , es decir,x 2 B (xn ; 2rn ).
ComoB (xn ; 2rn ) � Un , tenemos quex 2

T
Un . De esto,x 2

T
Un \ V . Por lo

tanto,
T

Un es denso enX . Finalmente, comoX �
T

Un =
S

(X � Un ) =
S

Sn ,S
Sn tiene interior vacío.

En el Ejemplo 4.4 se puede observar que el continuo siempre resulta ser
una composante, el siguiente resultado nos a�rma que los œnicos continuos
que satisfacen esto son los continuos descomponibles.

Teorema 4.10. SeaX un continuo. X es descomponible si y solo siX es
composante de alguno de sus puntos.

Demostración. Supongamos queX es descompnible. Entonces existenA y B
subcontinuos propios deX tales queX = A [ B . Por la conexidad deX ,
tenemos queA \ B 6= ; . Seap 2 A \ B . Luego,A � K (p) y B � K (p). Por
lo tanto, K (p) = X .

Ahora, supongamos que existep 2 X tal que K (p) = X . Luego, por el
Teorema 4.8,X =

S
Sn , donde cadaSn es un subcontinuo propio deX . Por

el Teorema 4.9,Sm tiene interior no vacío, para algœnm 2 N. Por lo tanto,
por el Teorema 3.2,X es descomponible.

Si X es un continuo indescomponible, del Teorema 4.10 se puede inferir
lo siguiente:

(a) X no es una composante,

(b) X tiene al menos dos composantes y

(c) para cadap 2 X existe q 2 X tal que todo subcontinuo propio que
contiene ap no contiene aq.

Por œltimo veamos una propiedad de las composantes en los continuos
indescomponibles que es bastante sencilla pero interesante.
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Teorema 4.11. Si X es un continuo indescomponible yK (p) una composante
de X , entoncesK (p) es composante de cada uno de sus elementos.

Demostración. Seaq 2 K (p), entonces existeSq subcontinuo propio deX tal
que p; q2 Sq. Veamos queK (q) = K (p). Dado a 2 K (q), existeSa subconti-
nuo propio deX tal que q; a 2 Sa. Luego,Sq [ Sa es un subcontinuo deX .
MÆs aœn, por la indescomponiblilidad deX , Sq [ Sa es un subcontinuo propio
de X que contiene ap y a. En consecuencia,K (q) � K (p). Similarmente se
tiene la otra contención, concluyendo así la prueba.

Corolario 4.12. Si X es un continuo indescomponible, entonces las compo-
santes deX son ajenas dos a dos.

Demostración. SeanK (p) y K (q) composantes deX distintas. Supongamos
que K (p) \ K (q) 6= ; . Seaa 2 K (p) \ K (q). Luego, por el Teorema 4.11,
K (p) = K (a) = K (q), lo cual es una contradicción. Por lo tanto,K (p) y
K (q) son ajenas.

Del Corolario 4.12 podemos ver que las composantes forman una partición
para los continuos indescomponibles, y por tanto una relación de equivalencia.
Resumiendo las propiedades que hemos visto podemos decir que las compo-
santes de un continuo indescomponible son conjuntos ajenos, densos y conexos
con complemento conexo. Con esto podemos darnos una mejor idea de como
son estos espacios.

Al ser las composantes una partición para los continuos indescomponibles,
una idea para contruir uno sería empezando por las composantes, mediante
la unión numerable de continuos, para luego unirlas de tal manera que cada
una sea densa en la unión. Sin embargo, tambiØn habría que cuidar que la
unión sea un continuo haciendo mÆs difícil este proceso.

Cuando se presentan di�cultades para contruir un espacio es comœn recu-
rrir a otros mØtodos, como los espacios cociente y las intersecciones anidadas,
aunque en este caso lo que usaremos serÆn los denominados límites inversos.

5 Límites inversos

De�nición 5.1. Seaf X i : i 2 Ng una colección de espacios topológicos, y
para cadai 2 N, f i : X i +1 �! X i una función continua. A f X i ; f i g1

i =1 se le
conoce comosistema inverso .
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(a) El límite inverso de f X i ; f i g1
i =1 , denotado porl��m

 �
f X i ; f i g, es el subes-

pacio de
1Q

i =1
X i de�nido por

l��m
 �

f X i ; f i g =

(

(x i )1
i =1 2

1Y

i =1

X i : para cadai 2 N; f (x i +1 ) = x i

)

:

(b) Para cadan 2 N, sea

Ln (X i ; f i ) =

(

(x i )1
i =1 2

1Y

i =1

X i : para cadai � n; f (x i +1 ) = x i

)

:

Teorema 5.2. Seaf X i ; f i g1
i =1 un sistema inverso. Entonces

(a) Para cadan 2 N, Ln+1 (X i ; f i ) � Ln (X i ; f i ),

(b) para cadan 2 N, Ln (X i ; f i ) es homeomorfo a
1Q

i = n+1
X i y

(c) l��m
 �

f X i ; f i g =
1T

n=1
Ln (X i ; f i )

Demostración. Claramente (a) y (c) se cumplen. Para(b), sean 2 N de�na-
mos

h : Ln (X i ; f i ) �!
1Y

i = n+1

X i

(x i )1
i =1 7�! (x i )1

i = n+1

Note queh es una función biyectiva. Veamos que es continua y abierta. Sean

� j :
1Y

i =1

X i �! X j pj :
1Y

i = n+1

X i �! X j + n

(x i )1
i =1 7�! x j (x i )1

i = n+1 7�! x j + n

Sea� �
j = � j jL n (X i ;f i ) . Notemos quepj � h = � �

j + n . Sabemos que los subbasicos

de
1Q

i = n+1
X i son de la formap� 1

j (U), dondeU es un abierto deX j + n . AdemÆs,

h� 1(p� 1
j (U)) = ( pj � h)� 1(U) = � �� 1

j + n (U)

MatemÆticas y sus aplicaciones 14, Capítulo 6, pÆginas 135-159



148
David Herrera Carrasco, Antonio de Jesœs Libreros López y Fernando

Macías Romero

Como � � 1
j + n (U) es un abierto deLn (X i ; f i ), concluimos queh es continua. Por

otro lado los subbasicos deLn (X i ; f i ) son de la forma� �� 1
j (V ), donde V es

un abierto deX j . Para j � n, tenemos que

h(� �� 1
j (V )) =

1Y

i = n+1

X i :

Seaj > n . Entonces

h(� �� 1
j (V )) = ( � �

j � h� 1)� 1(V ) = p� 1
j � n (V ):

Como p� 1
j � n (V ) es un abierto de

1Q

i = n+1
X i , concluimos queh es abierta. Por lo

tanto, h es un homeomor�smo.

Usando los Teoremas 2.8 y 5.2 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Seaf X i ; f i g1
i =1 un sistema inverso. Si cadaX i es un continuo,

entoncesl��m
 �

f X i ; f i g es un continuo.

Con este œltimo resultado ya sabemos como contruir continuos mediante
los límites inversos, sin embargo nuestro objetivo es obtener un continuo in-
descomponible por lo que es necesario agregar condiciones al sistema inverso
para obtener lo que deseamos y aunque uno pensaria que debería de ser una
condición complicada, este no es el caso, la condición es bastante sencilla de
comprender y la presentamos en la siguiente de�nición.

De�nición 5.4. Un f X i ; f i g1
i =1 un sistema inverso donde cadaX i es un con-

tinuo es llamado unsistema inverso indescomponible siempre que pa-
ra cada i 2 N, si A i +1 y B i +1 son subcontinuos deX i +1 tales queX i +1 =
A i +1 [ B i +1 , entoncesf i (A i +1 ) = X i o f i (B i +1 ) = X i .

Antes de probar que el límite de un sistema inverso indescomponible es un
continuo indescomponible probemos el siguiente resultado que serÆ œtil para
ese y otros resultados posteriores.

Lema 5.5. Seaf X i ; f i g1
i =1 un sistema inverso de espacios mØtricos con límite

inverso X 1 . Si K es un subconjunto compacto deX 1 , entonces
f � i (K ); f i j � i +1 (K )g1

i =1 es un sistema inverso con funciones suprayectivas y

l��m
 �

f � i (K ); f i j � i +1 (K )g = K =

"
1Y

i =1

� i (K )

#

\ X 1 :
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Demostración. Notemos que para cadai 2 N, f i (� i +1 (K )) = � i (K ). Por lo
tanto, f � i (K ); f i j � i +1 (K )g1

i =1 es un sistema inverso con funciones suprayectivas.
AdemÆs, no es difícil ver que

l��m
 �

f � i (K ); f i j � i +1 (K )g =

"
1Y

i =1

� i (K )

#

\ X 1 :

Seax = ( x i )1
i =1 2 X 1 tal que cadax i 2 � i (K ). Entonces para cadai 2 N,

K \ � � 1
i (x i ) 6= ; . SeaK i = K \ � � 1

i (x i ). AdemÆs, por la continuidad de� ,
tenemos queK i es un cerrado del compactoK , y por tanto, K i es compacto.
Sea i 2 N. Veamos queK i +1 � K i . Dado x 2 K i +1 , tenemos quex 2 K y
� i +1 (x) = yi +1 . Luego, � i (x) = f i (� i +1 (x)) = f i (yi +1 ) = yi , así, x 2 � � 1

i (yi ).

De esto,x 2 K i , y por tanto, K i +1 � K i . Notemos que
1T

i =1
K i 6= ; , pues en

caso contrario por el Lema 2.7, tomando aU = ; , tendríamos que para algœn
N 2 N, K N = ; , lo cual sería una contradicción. Así, existep 2 K tal que
para cadai 2 N, p 2 � � 1

i (x i ). En consecuencia,x = p 2 K . Con esto hemos
probado que "

1Y

i =1

� i (K )

#

\ X 1 � K:

Claramente,

K �

"
1Y

i =1

� i (K )

#

\ X 1 :

Con esto concluimos la prueba del resultado.

Teorema 5.6. Si f X i ; f i g1
i =1 es un sistema inverso indescomponible con lí-

mite inverso X 1 , entoncesX 1 es un continuo indescomponible.

Demostración. Por el Teorema 5.3 sabemos queX 1 es un continuo. Para
probar queX 1 es indescomponible tomemosA y B subcontinuos deX 1 tal
que X 1 = A [ B . Probaremos queA = X 1 o B = X 1 . Notemos que para
cada i 2 N,

X i +1 = � i +1 (X 1 ) = � i +1 (A) [ � i +1 (B ):

Como f X i ; f i g1
i =1 es un sistema inverso indescomponible y� i +1 (A) y � i +1 (B )

son subcontinuos deX i +1 , tenemos quef i (� i +1 (A)) = X i o f i (� i +1 (B )) = X i .
AdemÆs,f i (� i +1 (A)) = � i (A) y f i (� i +1 (B )) = � i (B ). De esto concluimos que
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para cada i 2 N, � i (A) = X i o � i (B ) = X i . Sin perdida de generalidad
podemos suponer que� j (A) = X j para una cantidad in�nita de j . Seai 2 N.
Entonces existej 2 N mayor a i tal que � j +1 (A) = X j +1 . Notemos que

� i (A) = f i � � � � � f j � � j +1 (A) = f i � � � � � f j (X j +1 )

De la De�nición 5.4, podemos deducir que cadaf i es suprayectiva, conclu-
yendo que� i (A) = X i para cada i 2 N. Usando el Lema 5.5 tenemos que
A = X 1 . Por lo tanto, X 1 es un continuo indescomponible.

Con ayuda del teorema anterior podemos contruir continuos indescompo-
nibles apartir de continuos, los cuales no necesitan ser complejos, como se
puede observar en los Ejemplos 5.7 y 5.8.

Ejemplo 5.7. SeaT : [0; 1] �! [0; 1] dada por

T(x) =
¤

2x ; x 2 [0; 1
2]

2 � 2x ; x 2 [1
2 ; 1]

La función T es conocida como lafunción tienda , por la forma que tiene su
grÆ�ca, vØase la Figura 5. AdemÆs, es una de las funciones mÆs usadas en los
sistemas dinÆmicos.

0 1
2 1

1

Figura 5: GrÆ�ca de la función tienda

Para cadai 2 N, tomemos af i = T y a X i = [0 ; 1]. Veamos quef X i ; f i g1
i =1

es un sistema inverso indescomponible. Seani 2 N y A i +1 , B i +1 subconti-
nuos deX i +1 tales queX i +1 = A i +1 [ B i +1 . Probemos quef i (A i +1 ) = X i o
f i (B i +1 ) = X i . Notemos que si uno de los subcontinuos consiste de un solo
punto, entonces el otro necesariamnete debe serX i +1 , y como f i es suprayec-
tiva obtendriamos lo deseado. De esto, podemos suponer queA i +1 y B i +1 son
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continuos no degenerados. ComoX i +1 = [0 ; 1], tenemos queA i +1 y B i +1 son
intervalos. Podemos suponer que0 2 A i +1 .

Caso 1. Si 1 2 A i +1 , entoncesA i +1 = [0 ; 1]. Luego,

f i (A i +1 ) = T([0; 1]) = [0; 1] = X i :

Caso 2. Si 1 62A i +1 , entonces1 2 B i +1 . Como 1
2 2 A i +1 o 1

2 2 B i +1 ,
tenemos que[0; 1

2 ] � A i +1 o [1
2 ; 1] � B i +1 . Luego

[0; 1] = T([0; 1
2 ]) � f i (A i +1 ) o [0; 1] = T([ 1

2 ; 1]) � f i (B i +1 ):

Por lo tanto, f i (A i +1 ) = X i o f i (B i +1 ) = X i .
Con esto hemos probado quef X i ; f i g1

i =1 es un sistema inverso indescom-
ponible. Por el Teorema 5.6,l��m

 �
f X i ; f i g es un continuo indescomponible.

Una construcción geomØtrica del continuo del Ejemplo 5.7 se describe a
continuación. Denotemos porC0 al conjunto de cantor y para cadan 2 N,
sea

Cn = f c 2 C0 : 2
3n � c � 1

3n � 1 g:

Para cadac 2 C0, sea

S(0;c) = f (x; y) 2 R2 : (x � 1
2)2 + y2 = ( c � 1

2)2 y y � 0g;

la semicircunferencia superior con centro( 1
2 ; 0) tal que (c;0) es un extremo

de S(0;c) . Para cadan 2 N y c 2 Cn , sea

S(n;c) = f (x; y) 2 R2 : (x � 5
2�3n )2 + y2 = ( c � 5

2�3n )2 y y � 0g;

la semicircunferencia inferior con centro( 5
2�3n ; 0) tal que (c;0) es un extremo

de S(n;c) . De�nimos, para cada n 2 N [ f 0g, a Sn =
S

f S(n;c) : c 2 Cng.
A la unión de los Sn se le conoce como elArcoiris de Knaster , al cual
denotaremos porK , vØase la Figura 6. Como para cada semicircunferencia
superior existe una semicircunferencia inferior que lo intersecta y viceversa,
tenemosK es conexo. MÆs aœn, es cerrado y acotado, puesto queFrR2 (K ) = K .
De esto,K es compacto, y por lo tanto, un continuo.
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Figura 6: Arcoiris de Knaster

Ejemplo 5.8. Sea S1 la circunferencia unitaria enR2. De�nimos a P2 :
S1 �! S1 comoP2((cos(� ); sen(� ))) = (cos(2 � ); sen(2� )) .

Para cadai 2 N, tomemos af i = P2 y a X i = S1. Veamos quef X i ; f i g1
i =1

es un sistema inverso indescomponible. Como se puedo notar el el Ejemplo
5.7, bastarÆ probar queP2(A) = S1 o P2(B ) = S1 para subcontinuosA y B
de S1 tales queS1 = A [ B . Notemos que siA o B consiste de un solo punto
o esS1, el resultado sería cierto. De esto podemos suponer queA y B son
subcontinuos propios deS1 no degenerados. EntoncesA y B son arcos, vØase
la Figura 7.

A

pq

B

pq

Figura 7: Subcontinuos propios deS1

Claramente, por la conexidad deS1, A \ B 6= ; . Seanp 2 A \ B y q 2 S1

el punto antipodal dep. Sin perdidad de generalidad podemos suponer que
q 2 B . Sea� 1 2 [0; 2� ) tales quep = (cos(� 1); sen(� 1)) . Como q es el punto
antipodal de p, entoncesq = (cos(� 1 + � ); sen(� i + � )) . Sean

B1 = f (cos(� ); sen(� )) : � 2 [� 1; � 1 + � ]g y
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B2 = f (cos(� ); sen(� )) : � 2 [� 1 + �; � 1 + 2 � ]g:

Por la continuidad deP2, sabemos queP2(B1) y P2(B2) son subcontinuos de
S1 no degenerados. Como

P2((cos(� 1); sen(� 1))) = (cos(2 � 1); sen(2� 1)) = P2((cos(� 1 + � ); sen(� 1 + � ))) ;

tenemos queP2(B1) = S1. Similarmente P2(B2) = S1. Como, p; q 2 B ,
entoncesB1 � B o B2 � B . En cualquier caso concluimos queP2(B ) =
S1. Por lo tanto, f X i ; f i g1

i =1 es un sistema inverso indescomponible. Por el
Teorema 5.6,l��m

 �
f X i ; f i g es un continuo indescomponible.

Al igual que el Ejemplo 5.7, el ejemplo anterior tambiØn tiene una cons-
trucción geomØtrica enR3 mediante la intersección anidada de continuos, que
explicamos a continuación.

SeaT1 un toro sólido, el cual es un espacio homeomorfo al producto car-
tesianoS1 � D dondeD = f (x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 1g. Luego, construimos
otro toro sólido T2 contenido enT1 de tal manera que de dos vueltas dentro
de T1, vØase la Figura 8.

�
T1 T2

Figura 8: Toros solidosT1 y T2

Similarmente, construimos un toro sólidoT3 contenido enT2 que de dos
vueltas dentro de este. Repitiendo esta construcción obtenemos una sucesión
de toros sólidos f Tng tal que para cadan 2 N, Tn+1 � Tn y Tn+1 da dos
vueltas dentro deTn , vØase la Figura 9.
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�

�

�

T2 T3

T5 T4

Figura 9: Sucesión de toros sólidos

Por le Teorema 2.8, sabemos queD =
1T

n=1
Tn es un continuo, el cual es

conocido como elSolenoide DiÆdico .

Con estos ejemplos nos ha quedado claro que los límites inversos son muy
œtiles para construir espacios bastante extravagantes, sin embargo los límites
inverso no solo sirven para contruir continuos sino tambiØn nos ayuda a estu-
diar propiedades sobre estos como se puede observar el los Teoremas 5.10 y
5.11

Lema 5.9. Seaf X i ; f i g1
i =1 un sistema inverso de espacios mØtricos con límite

inverso X 1 . Si A y B son subconjuntos compactos deX 1 , entonces

l��m
 �

f Ci ; f i jCi +1 g = C;

dondeC = A \ B y para cadai 2 N, Ci = � i (A) \ � i (B ).

Demostración. Como A y B son compactos, tenemos queC tambiØn lo es.
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