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Presentacion

Tenemos la fortuna de hacer un recorrido hacia un proceso creativo sin prece-
dentes. Ha llegado el momento de compartir esta sabiduria, de invitar a todo
el mundo a embarcarse en el navio que nos conduce hacia la Fuente de todo
lo creado. Esta es la razéon por la cual editamos el libro que tienen en sus
manos. La felicidad que propone este libro por su divulgacion, investigacion e
intercambio de ideas se debe a la generosidad de muchisimos matematicos que
participaron en el denominado Sizth International Conference on Mathema-
tics ant its Applications (6CIMA, 2019), un esfuerzo profesional consolidado
que ha permitido la participacion de grandes personajes de diversas univer-
sidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo del 6CIMA como en
su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un comité or-
ganizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia de
Mateméticas de la Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas de la BUAP. Es-
te producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve
meses de trabajo constante. Por el amor a la matemética es que ha nacido
este ejemplar que nos brinda la sabiduria necesaria para mostrarles parte de
nuestros quehaceres cotidianos.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo al
area tematica en el 6CIMA. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje
riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, gen-
tileza, dedicacion y trabajo cientifico. Un agradecimiento especial a Antonio
de Jesus Libreros Lopez por su apoyo en la edicion de esta obra. Gracias por
dejar huella.

David Herrera Carrasco
Fernando Macias Romero
FEditores
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Capitulo 1

Algunos ideales de indice finito en el anillo de
Burnside B,(C)»)

Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Hernandez y
Brenda Zavala Loépez
FCFM, BUAP

Resumen

En el presente trabajo de investigacion, buscamos determinar de forma
explicita las (n+1)! clases de isomorfismo de ideales fraccionales de indice
finito del anillo de Burnside B,,(Cy»), que se desprenden de su estructura
de producto fibrado, de la clase de isomorfismo del ideal fraccional Z; de

Bp(cpnfl ) .

1 Introduccion

A lo largo de este trabajo consideramos G un grupo finito. El anillo de Burnsi-
de B(G) de un grupo G es uno de los anillos fundamentales de representacion
de G, el cual puede ser analizado desde diferentes puntos de vista. Es en mu-
chos sentidos el objeto universal a examinar cuando se estudia la categoria
de G-conjuntos. El anillo de Burnside es el marco natural para estudiar los
invariantes asociados a la estructura de GG-conjuntos tales como G-copos. Por
otro lado, al considerar su espectro primo y sus idempotentes primitivos, se
infieren varios teoremas de induccion.

A finales del siglo XIX, W. Burnside introdujo las ideas de lo que actual-
mente se conoce como el anillo de Burnside, pero fue Solomon en 1967 en su
articulo "The Burnside algebra of a finite group" quien le da la estructura
algebraica de anillo.

En 1977, L. Solomon introdujo una funciéon Zeta para un orden; la cual re-
quiere del conocimiento de todos sus ideales de indice finito, desde entonces

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

C.J. Bushnell e I. Reiner han desarrollado atin més esta funciéon y algunas de
sus generalizaciones.

En 2009, D. Villa Hernandez obtuvo la funcién Zeta del anillo de Burnside
para grupos ciclicos de orden un primo p y p%.

En 2016, J. M. Ramirez Contreras y D. Villa Hernandez obtuvieron la funcién
Zeta del anillo de Burnside para grupos ciclicos de orden un primo p?.

En 2018, C. Véazquez Rosas y D. Villa Hernandez determinaron de forma ex-
plicita los ideales de indice finito del anillo de Burnside B,(C4), asociados a
los ideales de indice finito en B,(C)s) de la forma (p™*, p™2, p™3, pm‘*)Zﬁ donde
my > 1,mg > 2,mg >3y my > 3.

El propésito fundamental de este trabajo de investigacion es estudiar los idea-
les de la forma (p™,...,p™")Z; en B,(Cyn-1) con el objetivo de determinar
los ideales de indice finito en B,(Cyn), que se desprenden de su estructura de
producto fibrado.

2 El anillo de Burnside

En esta seccién usaremos el homomorfismo marca, mismo que nos ayudara a
estudiar el anillo de Burnside y algunas de sus propiedades en los G-conjuntos;
ademaés, observaremos el papel que juega el anillo fantasma del anillo de Burn-
side y lo extenderemos a los enteros p-adicos, para asi poder verlo como un
producto tensorial. Por ultimo, daremos dos caracterizaciones del anillo de
Burnside de un grupo ciclico de orden p™ con p un nimero primo, para ex-
presarlo como las (n + 1)-adas, donde la primera caracterizacion depende de
la diferencia entre las coordenadas consecutivas y la segunda caracterizacion
depende de la diferencia entre la ultima coordenada y cada una de las ante-
riores.

Para un grupo finito G, el anillo de Burnside B(G) es definido como el
anillo de Grothendieck de las clases de isomorfismo de G-conjuntos con la su-
ma dada por la uniéon disjunta y la multiplicaciéon por el producto cartesiano.
El anillo de Burnside B(G) es libre como grupo abeliano, con base dada por
las clases de isomorfismo de los G-conjuntos transitivos de la forma % para
subgrupos H de G; dos de los cuales se identifican si sus estabilizadores H

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 7

son conjugados en G, es decir,

s - @z ()

HEC(G)

donde C(G) es la familia de las clases de conjugacion de subgrupos de G. Para
més informacion sobre el anillo de Burnside ver [1] y [2].

Con frecuencia, se estudia el anillo de Burnside de un grupo finito G' usan-
do el homomorfismo marca ¢ : B(G) — ZI°@Il Para K < G, la K—ésima
coordenada de ¢ es definida como ¢ (X) = | X¥|, para X un G-conjunto,
extendiendo linealmente ¢ a B(G).

El anillo B(G) := Z/I%! es el anillo de las funciones de super clase f : C(G) —
Z con la multiplicacion dada coordenada a coordenada; el cual es llamado el
anillo fantasma de G y juega un importante papel para explicar G-conjuntos
utilizando sus puntos fijos dados. En particular, se puede mostrar que el ho-
momorfismo marca es inyectivo.

Sea p € Z un ntmero primo y sea Z, el anillo de los enteros p-adicos. Deno-
tamos los siguientes productos tensoriales por

G)=7,QBG) = P 7z, (%)

B,(G) =7,X) B( H A

Z HeC(G

donde tenemos que B,(G) es un Z,-orden y EP(G) un Z,-orden maximo.

Observacion 2.1. Sea ¢ € Z un ndimero primo. Notemos que B,(G) C

Bq(G) Sabemos que para todo z € B, .(G), se tiene que |G|z € B,(G) por
lo que si ¢ no divide a |G|, entonces |G | es unidad en Z, y asi tenemos que

x € B,y(G), concluyendo que B,(G) = EQ(G).

Ejemplo 2.2. (Caracterizacion de B, (Cypn) C Zp*'). Consideremos a Cyn =<
a > un grupo ciclico generado por a de orden p™. Sea

C(Cp) ={Hy=<a>H =<a’> Hy=<d” >,... H, =< a”" >}

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



8 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

c .
y sea a; = HLT para ¢ =0,1,...,n, entonces

By(Cpn) = @Zpai
i=0

luego, el homomorfismo marca ¢ induce la siguiente inclusion:

Bp<cp"> - Z;H_l
X = (QOH0<X)7§0H1(X)7‘"JSOHn(X»

puesto que Cp» es abeliano, entonces

soH(%_{l%“l si HCK

K 0 si HZK
luego

a=2 — (1,1,...,1)

Cpn
a =4~ > (0,p,...,p)

— O 2 2
a2_H_2 = (0707p7"'7p)
an:CH—”: — (0,0,...,p")

Definicion 2.3. Con base al ejemplo anterior, definimos y denotamos el anillo
de Burnside de un grupo ciclico de orden p™ como sigue:

B,(Cpn) = {(0, 71, ++ ,&n) 1 T — Tip1 €P T Z,coni=0,--- ,n—1}
o equivalentemente

B,(Cpn) = {(z0, 21, ,Tp) Xy —x; € p”lZp coni=0,---,n—1}.
donde B,(Cyn) C Z2 como subanillo.

En este trabajo utilizaremos esta tltima caracterizacién por conveniencia.

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 9

3 Algunos ideales de indice finito en B,(C)»)

A lo largo de esta seccién, se consideran tnicamente ideales de indice finito
a los cuales llamamos ideales. A continuacién, damos la definicion de un
producto fibrado; el cual, usaremos para caracterizar los ideales del anillo de
Burnside B,(Cpn) en términos de los ideales de B),(Cpn-1).

Definicion 3.1. Dados dos morfismos f : B — Ay g : C — A en una
categoria ¢, una solucion es una tripleta ordenada (D, «, 5) que hace que el
siguiente diagrama conmute:

D —“==(C
(I

Un producto fibrado es una soluciéon (D, a, #) que es la mejor en el sentido
que: para cada solucion (X, o/, f) existe un tnico morfismo 6 : X — D que
hace conmutar el siguiente diagrama:

El producto fibrado cuando existe es tinico hasta isomorfismo.

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



10 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

Observacion 3.2. Consideremos el siguiente diagrama de producto fibrado

g2(az2)

donde A, A;, Ay, A son anillos conmutativos con unidad y fi, f2, g1, g2 son
homomorfismos sobreyectivos de anillos, es decir ,

A= {(a1,a2) € Ay X Ay : gi(a1) = ga(az)}

Veamos como caracterizar los ideales de A, en el caso de que A; es un
D.I.P. Sea I < A unideal e I; = f;(I) para j = 1,2.
Es facil ver que I; < A; para j = 1,2. Ahora, como Ay es un D.I.P, entonces
existe § € A, tal que I, = A, luego, como f es sobreyectivo, existe a € A
tal que (o, B) € I < Ay fala, B) = B.

Dado que es un producto fibrado se cumple

g1(a) = g2(P)

Ahora, sea (z,y) € I, puesto que y = fo(x,y) € I3, entonces existe by € Ay
tal que y = Bby, como f5 es sobreyectivo existe by € A; tal que fa(by,by) = bs.
Ademas, (o, B)(by,be) = (aby,Bby) € Iy (x,y) = (z,0by) € I, de donde
(x —aby,0) € 1.

Definimos J = {y € A; : (7,0) € I}. Es claro que J es un ideal en A;.

Por lo anterior, tenemos que existe v € J tal que x —ab; = ~ entonces x =
aby 4+ con y € J. Por lo tanto, (x,y) = (aby +7, Bb2) = (o, ) (b1, b2) + (7, 0).
Asi, I C (o, 8)A + (J,0) C I, de donde es claro que se da la igualdad,
I=(a,B8)A+ (J,0).

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 11

Proposicion 3.3. (Caracterizacion) Con la notacion de la Observacion 3.2
st Ay esun D.I.P e I < A es un ideal, entonces

I =(a,B)A+ (J,0)
donde:
i) J < Ay es un ideal tal que g1(J) = {0}
ii) B € Ay es el generador del ideal principal BAs
iWi) o € Ay es tal que gi(a) = go(5) y a es dnico mdodulo J

i) Si D ={(a1,a2) € A:asff =0}, entonces a;cx € J para todo (ay,as) €
D, esto es, fi(D)a C J.

Demostracion. (Unicidad de «) Sea («, ) € I y supongamos que (o, ) € I,
entonces (o —a,0) € I luego o —a € Jsiysolosi o +J =a+J. Asi aes
tnico moédulo J.

Para iv) observemos que si (a1,a2) € Dy (o, B) € I, entonces (aq, az)(a, f) €
I, ie, (ma,azf) = (a1, 0), entonces a;a € J. Por lo tanto fi(D)a C J. Las
demas implicaciones se tienen de la observaciéon anterior. O

Observacion 3.4. Con base a lo anterior, podemos dar la siguiente estruc-
tura de producto fibrado con fi, f2, 91 v g2 homomorfismos sobreyectivos de
anillos, para saber el comportamiento de los ideales de B,(Cy») en términos

de Bp(Cpnfl )

(o, .. yZp) — - - - - T - - T - - - - -~ > zn
| |
| |
| fa |
| Bp(Cpn) > Lp |
| |
| |
I f1 92 I
| |
| |
| z, |
| Bp(cpnfl) 91 > P, |
| |
I I
\ Y

(x07--~7xn—1) _________________ >Tn-1=2Tn

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



12 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

Los ideales de Z, son principales, de la forma p'Z,, con 0 < ¢t € Z por lo
que si I < B,(Cyn), entonces

I = (0, p") By(Cpr) + (T, 0)
donde
I) J < By(Cpn-1) tal que ¢1(J) = 0.
1) (a,p") € Bp(Cpn)-
III) « es tnico moédulo J.
IV) Se cumple que (pZ, X p*Zy, X ... X p"Zy)a € T

de donde

4 Ejemplos
En este apartado, aplicaremos lo expuesto en la seccion anterior y estudiare-
mos a detalle el caso cuando n = 1 y daremos la lista de los ideales de manera
explicita para n = 2,n = 3.
Lista de ideales de C,
Nuestro primer caso a analizar es:
B,(C,) ={(z,y) € Zy:x —y € pZ,}

de donde su diagrama de producto fibrado serfa:

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 13

(y) - ==~~~ —~—~—~—————— >y
| |
| |
| fo |
| Bp(Cp) > Zp |
| |
| |
I f1 92 I
| |
| |
| |

Z
B — i
| Zyp g1 Ppr I
| |
| |
Y Y
X—— - === === = x=y

Observacion 4.1. Los ideales de Z, son principales de la forma p'Z, con
0 <t € Z. Luego, los ideales de B,(C,) tienen la forma:

I = (z0,0")B,(C,) + (p"Z,,0) con 0 < m,t

Denotamos F, = {0,1,...,p—1}y Fy ={1,2,...,p—1}. De I) tenemos que
p™Z, C pZ, entonces m > 1. De IV) observemos que pxy € p™Z, entonces

xo = p™'x} con x) € Z,, notemos que xy = so + pz” con sq € F,, 1" € Z,,

entonces xo = p™ '(so + pa”), ademas de III) xq es tnico modulo p™Z,, se
sigue sin pérdida de generalidad que xg = p™ 1sq con s € F),.

De II) se tiene que

p" sy —p € pZ, (1)
donde 0 <m—1y0<t.
Por lo anterior,

I ={(p™ ' (sox + p2),p'y) € ZIQ) LX, Y, 2,8 — Y € DLy}
(x) Si sp # 0 obtenemos los ideales:
I=(p" " s0,0") Bp(Cy)
Para los casos siguientes de acuerdo con (1)
em—1>1,1>1,s € F".

e m—1=0,t=0,s50 = 1.

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



14 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

(#x) Si sp = 0, entonces por (1) I = (p™, p')Z; param > 1,t > 1.
En resumen, los ideales de B,(C),) son de la forma:

(p"™ s, p™*)M; con i=1,2

donde
My = {(wo,21) € Z7 : w9 — 1 € pZy} = By(C))

° mlzl,mgzl,soelﬁ‘;
e m =0,my=0,s5=1
M, =7
e mi>1,my>1, 50=1
Lista de ideales de C):
Sea,
By(Cp2) = {(w0, 21, 22) € Z3 : w3 — w9 € plip, 32 — 71 € P*Ly}

donde su diagrama de producto fibrado es como sigue:

Bp(Cp) 91 ngp
Y
(xg,1) ——————————————— — — > T =22

Con base al diagrama anterior y de acuerdo con la Observacion 3.4, para
J = (pmapm)zz% < Bp(Cp)

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



Algunos ideales de indice finito en el anillo de Burnside B, (Cpn) 15

donde ny > 1,ny > 1, tenemos que los ideales de B,(C)2) son de la forma
I = (p"s0,p™ (51 + psa), ™) M;

coni=1,2,3,4,56 y donde

My = {(wo, 21, 32) € Ly : w0 — @2 € pLp,¥1 — T2 € P°Lp}

e my >1,ma >2,m3 2250 €Fp,s1 €Fp,s2 €Fp.

e my >1,m2=1m3 =150 € Fy,s1 =1,52 € Fp.

e m; =0,m2=0,m3=0,s0=1,51 =1,s2 =0.

My = {(zo, 21, 22) € Z

» 1 T1— T2 €pQZp}

e m1>1,mg>2mg>250 =151 €F}, 52 €Fp.
e my>1my=1m3=1s =11 =192 €Fp.
M3 = {(1’0,171,132) € Zg To— T2 € praml — T2 € pr}
e m1 >1,mg>2,m3>2,80 €Fp,s1 €EFp,s2=0.
° ml217m2:17m3:175061F;,51:1752:0,
My = {(zo,21,72) € Zg 1xy — X9 € iy}

e m1 >1,mg>2,m3>2,8 =18 €Fp,s2=0.

e mi>1lma=1m3=1,s0=1,81 =1,82 =0.
— 3.
Ms = {(w0,71,22) € Z;, : 19 — 2 € pLy}
e my >1,ma>2m32>25 €Fp,s1=1,520=0.
M6=Z13)
e m1 >1,ma22>2,m32>2s0=151=1,520=0.

Para méas detalles ver [3].

Lista de ideales de C,;s
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Sea
B,(Cps) = {(xo, x1, 22, x3) € Zf) L x3—xg € ply, T3—X1 € pQZp,xg—xg € p3Zp}
donde su diagrama de producto fibrado es como sigue:

(xo,z1,®2,23) — — — — — — — —— — — — — — — — — > x3

|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I I
| |
I I
\ \i

(zo,z1,282) —— ————— —— —— — — — — — — > Ty = T3

Del diagrama anterior y de acuerdo a la Observacion 3.4, para
J = (p™,p",p"™)Z; < By(Cpe)

donde n; > 1,n9 > 2,n3 > 2, tenemos que los ideales de B,(C)s) son de la
forma:

(p™ 50, ™ (51 + ps2), P™ (83 + psa + p’s5), p™) M;

coni=1,2,...,24 y donde

My = {(zo, 71,72, 23) € Zf) 1 X3 — Xo € PLyp, T3 — T € pzzp,xg — 29 € p3Zp}

e m1 >1,ma>2,m3>3,ms >3, €Fy,s1 €F,,s2€Fp,s3€F,,s14€Fp,s5€ Fp.
e my >1,ma>2mg=2my=2,50 € Fy,s1€Fy,s2€Fp,s3=1,84€ Fp,s5 € Fp.

e m >1ma=1mg=1mqg=1,50 € F,51 =1,52 € Fp,s3 =1,54 =0,55 € Fp.

e Mmj ZO,WL2 =O,m3 :0,m4:0,50:1,sl :1’52:0,53:1,84:0’55:0
M2 = {(x07x17‘r27x3) S Zﬁ X3 — I = p2Zp7l'3 — 29 c p?)Zp}
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e my >1,ma>2mg2>3,mg2>3,50=1,s1 € F,s2 € Fp,s3 € FJ,s4 € Fp,55 € Fp.

e m1 >1,mg>2,m3=2,m4=2,8 =1,s1 € Fy,s2 € Fp,s3=1,s4 € Fp, 55 € Fp.
e mi>1lma=1mzg=1mg=1,s0=1,51 =1,53 € Fp,s3 =1,54=0,55 € Fp.
Ms = {(z0, 71, 22,73) € Z} : 23 — 29 € pZyp, 3 — T1 € pLyp, T3 — T3 € P°Lyp}
3 0,%1,22,T3 p T3 0 € Plap, T3 1 & PLp, T3 2 € P Ly

e my>1,mg>2,mg2>3,my>3,50 € Fy,s1 € Fy,50=0,83 € F,s4 € Fp,s5 € Fp.

e my >1,mo>2m3=2my=2,5 € Fy,s1 €F,s0=0,s3=1,84 € Fp,s5 € Fp.
e mi>1ma=1m3=1mq4 =150 GF;,Sl =1,52=0,s3 =1,54 =0,55 € F).
4 . 3
My = {(wo, w1, 22, 23) € Ly, : x3 — 11 € pllp, T3 — T2 € p°Ly}

e m1 >1,m2>2,m3>3,m4>3,8=1,s1€Fy,s2=0,83 € F,84 € Fp, 85 € Fp.

e m1>1,mag>2m3=2,mq4=2,50=1,51 € F},50=0,s3=1,54 € Fp,s5 € Fp.
e mi>1lma=1mg=1mg=1,s0=1,51 =1,52=0,53 =1,54 =0,55 € Fp.
4 . 2 2
Ms = {(w0, 71,22, 23) € Ly : 3 — T0 € PLyp, T3 — 11 € p*Ly, T3 — T2 € P°Lyp}

e m; >1,mo>2m3>3,m42>3,50€ Ff s1 EF;,SQ € Fp,s3 € F},54 € Fp,s5 =0.

e mp >1,ma>2m3=2m4=2 5 EF;’Sl GF;,SQ € Fp,s3=1,54 € Fp,s5 =0.
e mi >1ma=1mg=1mqg=1,50 € Fj,s1 =1,52 € Fp,s3 =1,54 =0,s5 =0.
— 4 . 2 2

Mg = {(z0, 21,72, 23) € Z, : ¥3 — T1 € p°Lyp, 13 — T2 € p°Lyp}

e m1 >1,m2>2,m3>3,m42>3,8=1,s1€Fy,s2 € Fp,s3 € Fy,54 € Fp,85 =0.

e m1 >1,ma>2mg=2mq4=2,50=1,81 € F),s20 € Fp,s3=1,s4 € Fp,s5 =0.
e mi>1lma=1mg=1mg=1,,50=1,81 =1,520 € Fp,s3 =1,54=0,55 =0.
M7 = {( ) EZA x5 — 20 € PZ — 1 € pZ — x5 € p*Zy}
7 To,T1,T2,T3 p - X3 — X € Plap, T3 — X1 € Plap, T3 — T2 © P~ Lap

e my >1,ma>2m32>3,mq2>3,5 € Fy,s1€F,;,s0=0,s3€F),s46€Fp,s5=0.

e m1>1,mg>2,mg=2,m4=2,8 €F),s1 €F,,s2=0,83=1,514 € Fp,s5 =0.
e m >1ma=1mg=1my=1,50 € Fj,s1 =1,520=0,83 =1,54 =0,55 =0.

Ms = {(xo, 21,22, 23) € Zﬁ 1Ty — X1 € plp, k3 — T2 € p2Zp}
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o m121me>2,mg>23,ma 23,50 =151 €LFy,50=053 €Ly 54 € Fp,55=0.

e my >1,mo>2mg=2mqg=2,50=1,s1 € F),50=0,53 =1,54 € Fpp,s5 =0.
e mjp>1me=1m3=1mg=150=1,81=1,80=0,83 =1,84 =0,85 =0.
My = {(wo, 21,22, 23) € Zﬁ 13 — X0 € plp, k3 — T2 € pSZp}
* mlZl,mQ227m323’m423’80€F5751:1752:0:53GF;784€FP785€FP.
e m1 >1,mg>2,m3=2,m4=2,8 €F;,s1 =15 =0,s3=1,84 € Fp, 55 € Fp.
Mg = {(z0, x1,22,23) € Z2 : 23 — 23 € p°Z,}

e my >1,ma>2,mg2>3,mq2>3,50=1,81=1,80=0,83 € F},s4 € Fp,s5 € Fp.

e m1 >1,me>2,m3=2myg=2,80=1,81=1,80=0,83 =1,54 € Fp,s5 € F).
My = {(z0,21,22,%3) € Zy, : x5 — T € plly, T3 — T2 € P*Lp}

e my>1,my>2,m3>3,my>3,50 € Fy,s1=152=0,83€F;, 54 € Fp,s5=0.

e my >1,ma>2mg=2my =25 € Fy,s1=1,50=0,53 =1,54 € Fpp,s5 =0.
My = {(wo, x1, 72, 73) € Z; (T3 — g € pQZp}

e my >1,mg >2,m3>3,mq>3,50=1,81=1,82=0,83 € Fy,54 € Fp,55 =0.

e mi>1,me>2,mg=2ms=25 =1,81=15=0,53=1,54 € Fp,s5 =0.
Mz = {(x0, 1,2, 23) € Zpy : w3 — 0 € plip, &3 — &1 € P°Lp, T3 — T2 € Ly}

e my >1,mg>2,m3>3,m4 >3, €Fy,s1€F;,s2€ Fp,s3€F,,s4=0,s5=0.

o m1>1,me>2,m3=2m4=2,5 € Fy,51€F},s0€Fp,s3=1,54=0,55=0.
Mg = {(z0, 21, 2, 23) € Z?S tx3—T1 € pQZpaIS —x9 € pZ,}

e my>1,mg>2mg>3,mg>3,50 =15 €F} s26€Fp,s3€F,s4=0,5 =0

e mp >1,mo>2m3=2my=2,50=1,s1 € FJ,s2 € Fp,s3 =1,54 =0,s5 =0.

Mis = {(wo, 01,22, 73) € Z;l) 13 — X0 € PLp, T3 — X1 € PLp, T3 — g € pLy}

o m1 >1,mg >2,m3>3,mq>3,50 € Fj,s1 € F,52=0,53 € Fyy,54=0,55 =0.
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e my >1,ma>2mg=2my=2,5 € Fy,s1 €F;,s0=0,s3=1,84=0,s5 =0.

My = {(20,21,72,73) € Zii a3 — 1 € plp, T3 — T3 € pLy}

e my >1,ma>2mg2>3,mq2>3,50=1,s1 € Fy,s0=0,53 € Fy,s4=0,s5 =0.
e my >1,mo>2m3=2my=2,50=1,s1 € F,s0=0,53=1,54=0,55 =0.

Mi7 = {(x0, 21,29, 23) € Zf, 13 — X0 € Ly, T3 — Tg € pLy}

e my >1,ma>2m3g2>3,my2>3,5 € Fy,s1=1,50=0,s3 € Fy,s4=0,s5 =0.
e m1>1,mg>2m3=2,m4=2,8 € F;,s1=1,52=0,s3=1,54=0,55 =0.

Mg = {(20, %1, 22, 23) € L : 3 — &2 € Ly}

e m1>1,mz2>2,m3>3,mq2>3,8=1s =15 =0s3€F),s4=0,5=0.

e mi>1mo>2,m3=2myg=2,50=1,51=1,82=0,83=1,54 =0,s5 =0.
Mg = {(x0, 21, 22,23) € Z;ﬁ : 23 — X0 € Ly, 3 — T1 € p*Lyp}

e my1 >1,ma>2,mg2>3,mq2>3,50€Fy,s1€F;,s2€Fp,s3=1514=0,85=0.
My = {(zo, 1,72, 73) € Z;‘; tx3 — a1 € p°Zy}

e my >1,ma>2mg2>3,mq2>3,50=1,s1 € F},s2 € Fp,s3=1,54=0,s5 =0.
My = {(20, x1, 22, x3) € Ly : w3 — &g € ply, T3 — T1 € plyp}

e mp >1,mo >2m3>3,mq4 > 3,0 GF;,sl GF;;,SQ =0,s3 =1,s4 =0,s5 =0.
Moo = {(z9, 71, T2,73) € Z;‘; txg — X1 € pLy}

e my >1,ma>2m3g2>3my2>3,s50=1,s1 € Fy,s20=0,83=1,54=0,55=0.
Mos = {(xo,l‘l,xg,l‘g) S Z?) 1 X3 — Xo Epr}

e my >1,ma>2m3g>3my2>3,5€Fy,s1=15=0s3=1,51=0,55 =0.
My = 72

e mi >1,ma>2m3>3ms4>3,s0=15=1,89=0,83=1,84 =0,85 =0.

Para méas detalles ver [4]
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5 Caso General Cp

Por 1ltimo, en esta seccién daremos una expresiéon para los ideales en el caso
general y todas las observaciones necesarias para cada una de las condiciones
expuestas.

Definiciéon 5.1. Sea R un dominio entero, llamamos a R dominio de Dede-
kind si R es un anillo hereditario, esto es, que todo ideal de R es un R-mo6dulo
proyectivo.

Definicion 5.2. Sea R un dominio de Dedekind con campo de cocientes
K. Un R-ideal fraccional en K es un R-submodulo finitamente generado M
contenido en K tal que KM = K.

Definicion 5.3. Sea M un ideal fraccional de B,(Cpn), definimos y denota-
mos al conductor de M en B,(Cyn) como sigue:

{M : B,(Cpn)} ={a e QiF' :aM C B,(Cpn)}
Observacion 5.4. Sea
B,(Cpn) = {(z0,...,x,) € Zg_l X, — 1 €2, i=0,...,n—1}

de acuerdo con la Observacion 3.4, los ideales de nuestro interés para este
trabajo, son de la forma:

I = (0, p")By(Cp) + (J,0)
con t > 0y donde
T =", 0", p") Ly < By(Cyrr)
para my > 1,...,m;,_; > n—1,m; > n— 1. De I) tenemos que g(J) =
0 + p"Zy, entonces p™ + p"Z, = 0 + p"ZLy; luego p™ € p"Z, y asi m;, > n.
De IV) tenemos:

(p,0,0,...,0)c

e J
0,p%,0,...,000 € J

(0,0,...,0,p")a € J.
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Sea & = (Yo, .-, Yn—1) € By(Cpn-1), entonces

(py070707"'70)

e J
(0, p%y1,0,...,0) e J

0,0,...,0,p"yp—1) € J.

entonces pyy € p™ L, P11 € pmézp, e D" Yn1 € pm;lZp, de aqui

Yo = pmll_l(s(),o + py) con yg € Zy,.

yi = P (si0+psig + pPY,) cony € Zy,.

i = pm§+1_(i+1)(si’0 +psii+ -+ plsii + p Tyl con yl € Z,,.

Yn-1 = pm/"_n(snfl,(] + PSp—11+ - +pn_15n71,n71 + p"y;,) con y,, € Zy,.

De III), puesto que « es tnico modulo 7, sin pérdida de generalidad, consi-
deramos

1 m; -2 (

a= (™ s00, P 51,0 +0511)s - s D" " (Sp—1,0 T PSn—11 + + P Sn_10-1)).

cons;j€F, i=0,...,n—1yj=0,...,i. DeIl) obtenemos
pm/n_n<5n—1,0 +pSn—1a+ D" Sn1m1) + DLy = Pt + "Ly,

por lo que para el caso t > n se tiene

pm;l_n(sn—l,o +psu1at P Sn1n1) € PL, 2)

de donde obtenemos las siguientes (n + 1)! clases de isomorfismo de ideales
fraccionales de indice finito en B,(Cyn), a saber:

M, =

{(Jfo, o 7.Tn) S ZZ+1 T — o € pilzpi Tp—T1 S piQZ]h ey T —Tp—1 S pinzp}

Matemédticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 1, paginas 5-25



22 Cristhian Vazquez Rosas, David Villa Herndndez y Brenda Zavala Lopez

donde ©; = 0,1;25 = 0,1,2; ... ;4, = 0,1,...,n. Observe que los valores de
j van desde 1 hasta (n + 1)! de acuerdo con los distintos valores de i; para
[=1,...,n.

Notaciéon: Denotemos por

MO — Bp(Cpn)
M; = 7, x By(Cpn—i) parai=1,...,n—1
M, = Z3+

De acuerdo a [6] los tinicos conductores de los ideales fraccionales de indice
finito son:

(1) No = Mo - {Mo : Bp(Cpn)}
(2) NI = (p7p27 LR in_lvpia piu cee 7pi )MI - {Ml : BP(CPR)}
——

(n—i+1)—veces
parai=1,...,n—1

(3) Nn = (p)p27 o 7pn7pn)Mn = {Mn : BP<CPn)}
Conjetura 5.5.
Con base a la Observacion 3.4 y considerando el ideal

T = (0", 5™, ... p"VEL < By(Cn)

conmy >1,...,m_, >n—1m) >n—1 se obtienen los siguientes ideales

de indice finito en B,(Cyn).

(0™ 50,0, D™ (5104 D51,1), - - - D" (Sn—1,0HDSn—1,1+ - +D" Spm1m1), P M
a) En el caso iy = 1,49 = 2,...,14, = n, es decir, M; = B,(Cyn) donde:

emy >1,...,m, >n,myi > n.
so€F, 1=0,....,n—Lisg, €F, k=1,....n—1yt=1,... k.

® mlz17"'7mn71zn_lamn:mn+1:n_1-
Sl’(]EF; ZZO,...,H—Q;Sn,LO:1;8k,t€Fp kzl,,n—ly
t=1,... .k
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e my >1,... My 922N —2My_1 =My =My =N — 2.
S0 € F; [ = 0, Lo, n = 3; Spn—2,0 = Sp—1,0 = 1;
k=1,....n—2 t=1,....k.
SkﬂgEFp Y
k=n-—1 y t=2,...ks,-11=0.
.mlZ1a~"7mn—32n_3amn—2:mn—1:mn:mn—i-l:n_g'
so€Fy 1=0,....,n=48,-30= S$n—20= Sn—10 = 1;
k=1,....n—3 y t=1,... k.
Spr €, ¢ k=n—2 y t=2,...,k;s,-21=0.
k=n-—1 y t=3,.. .,k 8-11=5-12=0.
® My =Mo ="+=My =My =0.

81’0:1 ZIO,...,Tl—l;ShtIO k;zl,,n—lytzl,,k
b) En el caso iy = ... =i, = 0, es decir, M; = Z7*" donde:

e my >1,...,my, >N, My > n.
8[’0:1 l:O,...,n—l;skjt:O kzl,,n—lytzl,,k

c) En el caso
Mj = {(.1'0, oo 7'xn> € ZZJFI Py — X1 € pilZp,l =1,... ,n}
para 0 < 4; <[, salvo los dos casos anteriores, si

{M;: B,(Cp)} = (p,p*,...,0p" 50", P'y..sp' )(Z; X By (Cpn—i))

(n—i+1)—veces

entonces tenemos que :

emy >1,...,m, >n,myui1 > n.
emy>1,... myp12>2n—1m,=my1 =n—1
[ ] m121,...,mi2i,mi+1:-~':mn+1:i.
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Ademas, se pueden calcular los s;, para k =0,...,n—1yt=0,...,k para
los n + 1 — ¢ puntos anteriores, de la siguiente manera:
Para cada [ € {1,...,n} consideramos los tres casos posibles:

* Sig =0, entonces s_10=1y -1, =0 t=1...,1—1, en cada uno

de los n + 1 — ¢ puntos.

* Si 4 = [, entonces los s_1; se comportan igual que en los primeros
n + 1 — i puntos del caso a) parat =0,...,n — 1.

* Si0 <4 <, entonces los s_1; se comportan igual que en los primeros

n + 1 — ¢ puntos del caso a) parat = 0,...,4_1 y $-1; = 0 para
t=vdp...,0—1.
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Capitulo 2

Extensiones G-fibrantes y productos torcidos

Alexander Bykov, Patricia Dominguez Soto y
Jorge Alberto Sanchez Martinez
FCFM, BUAP

Resumen

Sea H un grupo cerrado de un grupo compacto metrizable G. En este
trabajo se prueba que cada G-espacio compacto metrizable sobre G/H
admite una extension G-fibrante sobre G/H. Esto implica que el funtor
del producto torcido G x g — envie extensiones H-fibrantes a extensiones
G-fibrantes. En particular, el producto torcido G Xy S es un espacio
G-fibrante cuando S es un espacio H-fibrante compacto.

1 Introduccion

Por una extension G-fibrante, donde G es un grupo topolégico, se entiende
una version equivariante de la nocién correspondiente de una extension fi-
brante introducida por F. Cathey en [10]; esta fue usada por él para definir
la categoria de strong shape de compactos métricos. En [8] puede encontrarse
una construccién anoéloga de la categoria equivariante de strong shape. Esta
es una de las razones para estudiar extensiones fibrantes equivariantes asi
como las nociones relacionadas de un espacio G-fibrante y una G-fibracion
fuerte.

La nocién de un espacio G-fibrante puede considerarse como una gene-
ralizacion del concepto de un G-ANR: cada G-ANR es G-fibrante y, mas
ain, el limite inverso de cualquier sucesion inversa de G-AN R’s ligados por
G-fibraciones es un G-fibrante también. Los espacios G-fibrantes asi como los
G-ANR’s tienen la propiedad equivariante de extension de homotopias con
respecto a todos los G-pares (X, A) de espacios metrizables. De particular
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interés para la teoria de G-espacios es el siguiente hecho probado en [1]: para
cualquier subgrupo cerrado H de un grupo compacto metrizable GG el espacio
cociente G/ H es G-fibrante. En el presente capitulo se prueba una afirmacion
mas general: el producto torcido G X g S es un espacio G-fibrante dado que §
es un espacio H-fibrante compacto (Corolario 5.6). Esta afirmacion es un co-
rolario del Teorema 5.5 sobre extensiones fibrantes de productos torcidos. El
Teorema 5.5, a su vez, es una consecuencia del resultado principal, el Teorema
5.3, el cual puede formularse como sigue: cada G-espacio compacto metrizable
sobre G/H admite una extension G-fibrante sobre G/H. Por un G-espacio
sobre G/H se entiende, por supuesto, cualquier G-funcion p : E — G/H. Co-
mo una consecuencia del Teorema 5.3 se obtiene una condicién bajo la cual p
es una G-fibracion fuerte (Corolario 5.4). Una de las herramientas usadas, de
hecho, en la prueba del resultado principal es la construccion de una extension
fibrante aplicada en la categoria de G-funciones.

2 Preliminares

La letra G denotara un grupo compacto de Hausdorff, su elemento unitario
se denota por e. Aunque, en general, se trabaja en la categoria G-TOP de
G-espacios y G-funciones, en las Secciones 3 y 4 se trabaja con la categoria
G-M de G-espacios metrizables y, més atin, GG se supone también metrizable.
Los hechos bésicos de la teoria de G-espacios pueden encontrarse en [5], [11]
y |5]. Por conveniencia del lector, se recuerdan algunas definiciones y hechos
conocidos, asi como algunos especiales.

Sea S un H-espacio donde H es un subrgrupo cerrado de G. El producto
torcido G X g S es el espacio H-orbital del producto G x S, cuando G x S se
considera como un H-espacio con respecto a la accion h - (g, s) = (gh™!, hs).
La H-orbita de (g,s) € G x S se denota por [g, s|. Considerando G x i S como
un G-espacio con la accion dada por ¢ - [g,s] = [¢'g, s, se obtiene el funtor
del producto torcido G xg — : H-TOP — G-TOP que envia una H-funcién
f:8 —= S auna G-funcion G xy f: G xyg S = G xyg S, [g,s] = [g, f(s)].

Para un subgrupo cerrado dado H de G, el espacio cociente G/H, esto
es, el conjunto de clases laterales{gH | g € G}, es un G-espacio con la accion
g-9gH = ggH. Si p: E — G/H es una G-funciéon, entonces E tiene la
estructura natural de producto torcido G xS, donde S = p~t(eH), en vista
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del G-homeomorfismo G xyg S — FE, [g,8] — gs (véase, por ejemplo, [11,
Chapter I, Proposition 4.4]).

Por una G-fibracion se entiende una versiéon natural equivariante de una
fibracion de Hurewicz: una G-funcion p : E — B se llama una G-fibracién si
tiene la propiedad equivariante de levantamiento de homotopias con respecto
a cada G-espacio X (ver [11, p. 53]). En otras palabras, p es una G-fibracion
si y solo si tiene la propiedad de levantamiento derecho con respecto a todas
las G-funciones de la forma 8% : X < X x I, z + (x,0) (aqui, como es usual,
I =10,1]), esto es, para cualquier diagrama conmutativo de G-funciones

f

T X FE
’ 6
(x,0) X xI — B

existe un relleno F : X x I — E (es decir, una G-homotopia F:XxI—>E
tal que pﬁ =Fy Fo% = f). Ademas p es una G-fibracion regular si para
cualquier diagrama conmutativo (1) existe un relleno F:XxI—>E que es,
méas aun, una G-homotopia relativa a A C X cuando F' es una G-homotopia
relativa a A. No es dificil mostrar que una G-fibracion p : E — B es regular si
B admite una métrica G-invariante, en particular, si el grupo G es compacto
y B es metrizable.

Por un G-AN R o G-AN R-espacio se entiende, por supuesto, un G-retracto
absoluto de vecindades equivariante para la clase de todos los G-espacios me-
trizables (véase, por ejemplo, |5] para la teoria equivariante de retractos).

Una G-funcion s : A — X de G-espacios metrizables se llama G-SSD R-
mapeo si es un G-encaje cerrado tal que para cada G-fibraciéon p: E — B de
G-AN R-espacios y para cada diagrama conmutativo de G-funciones

A1

1

X—F>B

existe un relleno F : X — E.
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Claramente, cada G-SDR-mapeo s : A — X de G-espacios metrizables
(esto es, una G-funcion que encaja a A en X como un G-retracto por defor-
macion fuerte) es un G-SSD R-mapeo. La siguiente definicién da un ejemplo
mucho mas general de un G-SSD R-mapeo.

Sea A un subconjunto cerrado invariante de un G-espacio X. Una G-
deformacion infinita fuerte de X en A es una G-funcion D : X x [0,00) = X
que satisface:

(a) D(x,0) = z para todo z € X,
(b) D(a,t) =a paratodoa € Ayt e [0,00),

(c) para cada vecindad invariante U de A en X existe un A € [0,00) tal
que D(X x [\, 00)) C U.

Un G-encaje cerrado s : A — X se llama un G-ISDR-mapeo si existe una
G-deformacion infinita fuerte de X en s(A). Puede verse facilmente que cada
G-15D R-mapeo de G-espacios metrizables es un G-SSD R-mapeo.

Puntualicemos dos hechos simples acerca de G-SSD R-mapeos (véase |10,
Corollary 1.6]). Sea A un G-subconjunto cerrado de un G-espacio metrizable
X. Entonces:

() X XxO0UAxXIT = X xIesun G-SSDR-map.

(xx) si el encaje A — X es un G-SSDR-mapeo, entonces lo es el encaje
X x{0,1}UAx I — X x I (para la prueba véase |7, Proposition A.3]).

Un G-espacio E se llama un espacio fibrante equivariante o un espacio
G-fibrante si para cada G-SSDR-mapeo s : A — X y cada G-funcion f :
A — F, existe una G-funcion F' : X — FE tal que F os = f. Por ejemplo,
cada G-ANR es un espacio G-fibrante.

Siun G-SSDR-mapeo s : E — E es tal que E es un espacio G-fibrante,
entonces se dice que s es una extension G-fibrante de E. Cada G-espacio
compacto metrizable ' admite una extension G-fibrante. De hecho, puede
encontrarse un G-15D R-mapeo i : E'— E dentro de algin espacio G-fibrante
E (véase [8, Proposition 3.5]).

Es facil dar un ejemplo de un G-SSD R-mapeo el cual no es un G-ISDR-
mapeo. Sin embargo, si s : £ < FE es una extension G-fibrante de un G-
espacio compacto metrizable F, entonces s debe ser un G-15D R-mapeo. Para
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probar esto se toma una extension G-fibrante ¢ : F' — Ede E para la cual
existe una G-deformacion infinita fuerte D de E sobre E. Como E es G-
fibrante y s es un G-SSDR-mapeo, podemos encontrar una G-funcién ¢ :
E - E tal que ¢ o s = i. Similarmente, ¢ o 7 = s para alguna G-funcién
(I E — E. Por (#x) existe una G-homotopia H : zd~ ~ Yoprel. s(E) porque
idz|s(py = 1 0 p|y(p) mientras que s es un G-SSDR-mapeo y E es G-fibrante
(esto prueba por cierto que cualesquiera dos extensiones G-fibrantes son
homotopicamente equlvalentes) La G-deformacién infinita fuerte requerida
D:E x [0,00) — E de E sobre s(E) se define como sigue: 5(1‘,t) = H(x,t)
para t € [0,1] y D(z,t) = Yo D(p(x),t—1) parat € [1,00).

Una G-funcion p : E — B de G-espacios metrizables se llama G-fibracion
fuerte si tiene la propiedad de levantamiento derecho con respecto a todos
los G-SSD R-mapeos, esto es, si para cualquier diagrama (2) de G-funciones,
donde s : A — X es un G-SSD R-mapeo, existe una G-funcion F:X > FE
como un relleno.

Claramente, las G-fibraciones fuertes son G-fibraciones. Por otro lado,
se sigue inmediatamente de la definicion de G-SSD R-mapeos que cada G-
fibracion de G-AN R’s es una G-fibraciéon fuerte. Mas atn, puede mostrarse
que cada G-fibracion de espacios G-fibrantes es una G-fibracion fuerte |7,
Proposition A.2|. Note que si p : E — B es una G-fibracion fuerte tal que
B es un espacio G-fibrante, entonces E es un espacio G-fibrante también.
Otros hechos acerca de G-fibraciones fuertes y espacios G-fibrantes pueden
encontrarse en |7] y [9].

3 Algunos hechos acerca de la categoria Map(G-
TOP)

En esta seccion y en el resto del capitulo tratamos con la categoria Map(G-
TOP) cuyos objetos son G-funciones de G-espacios y cuyos morfismos p’ — p
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son pares de (f', f) of G-funciones tales que el diagrama

E’LE

p" IP (3)

B’—f>B

conmuta. En esta categoria puede introducirse, en un modo obvio, concep-
tos analogos a las nociones G-homotopia, G-retracto por deformacion fuerte,
G-fibracion, etc., conocidos para la categoria G-TOP. Nuestro proposito es
mostrar el Teorema 3.7 el cual representa el analogo del hecho bien conocido
de que cualquier funcién continua puede factorizarse en una composicion de
un SDR-mapeo y una fibracion.

3.1. Fibraciones y deformaciones en la categoria Map(G-TOP)

Sea o = (f’, f) : pY = p un morfismo representado por el diagrama (3).
Si A C By F C FE son G-subconjuntos tales que p(F) C A, entonces se
puede considerar la restriccion ¢ : F' — A of p; en este caso escribimos
q C p. El simbolo a™!(q) denotara la restriccion f'~'(F) — f~1(A) de 7/,
a~'(q) C p'. Similarmente, si ¢ C p/, ¢ : F' — A’, entonces a(q’) es la
restriccion f/(F') — f(A’) de p.

Sea q C p. Por una G-retraccion por deformacion fuerte de p sobre g
entendemos un par de G-retracciones por deformacion fuerte usuales D’ :
ExI —-FEyD:BxI— BdeFEy B sobre I'y A, respectivamente, las
cuales forman un morfismo pxid; — p en Map(G-TOP), esto es, relacionadas
por la igualdad po D' = D o (p x idy) (donde p x id; : E x [ — B x I envia
(x,t) a (p(z),t)). Sea 0 = (s',s) : ¢ — p, un morfismo tal que s y s son
G-encajes. Si existe una G-retraccion por deformacion fuerte de p sobre o(q),
diremos que la inclusiéon o : ¢ < p es un G-SD R-morfismo.

Definicion 3.1. Un morfismo « : p’ — p se llama G-fibrado si, para cualquier
G-funcion h : X — Y, « tiene la propiedad de levantamiento derecho con
respecto al morfismo (9X,0Y) : h — h X id;. Similarmente, a : p' — p
(en Map(G-M)) se llama un morfismo G-fibrado fuertemente cuando tiene
la propiedad de levantamiento derecho con respecto a todos los morfismsos
(s',s) : b — h tales que ambos s y s’ son G-SSD R-mapeos.
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Sea id, la funciéon identidad de un conjunto puntual {x} sobre si mismo
(con la accion trivial del grupo GG). Entonces puede verse facilmente que:

(i) p — id, es un morfismo G-fibrado < p es una G-fibracion.

(ii) p — id, es un morfismo G-fibrado fuertemente < p es una G-fibracion
fuerte de espacios G-fibrantes < p es una G-fibraciéon de espacios G-fibrantes
(recuérdese que el ultimo “<” esté probado en |7, Proposition A.2]).

Algunos otros hechos simples acerca de morfismos G-fibrados se indican
mas adelante en las Proposiciones 3.2, 3.3 y 3.5, cuyas pruebas estandares se
omiten.

Proposicion 3.2. Supongamos que p = {pi,ﬁf}izo €5 UNG SUCESLON INVersa

en Map(G-TOP) y sea p su limite inverso con las proyecciones Bi i p = pi,

esto es, (p,{B;}) = limp. Si po es una G-fibracion (fuerte) y Bit' es un
%

morfismo G-fibrado (fuertemente) para cada i, entonces p es una G-fibracion

(fuerte) y cada f5; es un morfismo G-fibrado (fuertemente).

Note que para cualquier diagrama conmutativo (3) siempre se puede con-
siderar el diagrama conmutativo

|

donde el cuadrado interno es pull-back, esto es, P (junto con fy p) es el

f

B/ S

pull-back de la triada B’ J B <& B Por supuesto, la G-funcién u esté
determinada de manera tnica por el diagrama (3).

Proposicion 3.3. Sea o : p' — p un morfismo dado por el diagrama (3). En-
tonces a es un morfismo G-fibrado (fuertemente) si y sélo si las G-funciones
f, [ yu en el diagrama (4) son G-fibraciones (fuertes).

Observacion 3.4. En [7] un morfismo « : p' — p dado por el diagrama
(3) se llama un cuadrado G-fibrado si la G-funciéon u en el diagrama (4) es
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una G-fibracion. Por lo tanto, podemos decir que o = (f’, f) es un morfismo
G-fibrado sii es un cuadrado G-fibrado y ambas f y f’ son G-fibraciones.

Diremos también que un morfismo « : p’ — p dado por el diagrama
(3) es G-fibrado regular si las G-funciones w y f (y por lo tanto f’) en el
diagrama (4) son G-fibraciones regulares. Por ejemplo, el morfismo G-fibrado
« representado por el diagrama (3) es regular si los G-espacios E, By B’ son
metrizables.

Proposicion 3.5. Sea o = (f', f) : p' — p un morfismo G-fibrado regular.
Supongamos que para alguna restriccion q C p existe una G-retraccion por de-
formacion fuerte de p sobre q. Entonces existe G-retraccion por deformacion
fuerte p' sobre ¢ = a~(q).

3.2. Cocilindros en la categoria Map(G-TOP)

Para un G-espacio dado B, por B! denotamos el espacio de todas las
trayectorias continuas w : I — B (con la topologia compacto-abierta). Cla-
ramente B! es un G-espacio con la accién - dada por (g - w)(t) = gw(t),
t € I. Note que las funciones 7% : B! — B y 5 : Bl — B, definidas por
% (w) = w(0) y mh(w) = w(1) respectivamente, son G- funmones. Usaremos
también el simbolo 7g para la G-funcion B! — B x B, w +— (w(0),w(1)).

Ahora sea f : B® — B una G-funcion. Recordemos que el cocilindro de
f, denotado por coCyl(f), se define como el pull-back de la triada B’ AN

7'['0
B <% B!, Por lo tanto, tenemos el diagrama pull-back

coCyl(f) ——~ pt

Explicitamente, coCyl(f) = {(V/,w) € B' x BI|f(t/) = w(0 )} con las proyec-
ciones 7% : coCyl(f) — B', (V,w) — by FcoCyl(f) — BL, (W, w) = w.
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La nociéon de cocilindro puede definirse en Map(G-TOP) de manera es-
tandar: el cocilindro coC'yl(«) de un morfismo dado o = (f’, f) : p' = pesla
G-funcion

coCyl(a) : coCyl(f') — coCyl(f), (e ,u") — (p'(€'),pou).

Es facil ver que tenemos el siguiente diagrama pull-back en la categoria

Map(G-TOP):
coCyl(a) ——

p
7/T(\13 | 7rEﬂrB (6)
— P

donde p! : B! — B! esta dado por p! (W) = pou’, @ = (}\’, fA), 7/@ = (W%,;g).
Los cocilindros en Map(G-T'OP) tienen propiedades que son analogas a

las propiedades correspondientes en las categorias TOP y G-TOP. Conside-
raremos algunas de ellas.

Lema 3.6. Sea p: E — B una G-fibracion. Entonces el morfismo (wg,7p) :
p! — pxp es G-fibrado. Si, mds ain, E y B son espacios G-fibrantes, entonces
(mp,mB) es un morfismo G-fibrado fuertemente.

Demostracion. Para aplicar la Proposicion 3.3 consideremos el diagrama con-
mutativo de G-funciones

EI

BI

‘@

EFExE — BxB
pPXp

donde el cuadrado interno es pull-back, asi que

W = {(y1,y9,w) € E x E x B" | w(0) = p(y1),w(1) = p(y2)}
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y la G-funcién p : ET — W se define por p(w) = (w(0),w(1),pow).
Supongamos que A es un G-subconjunto cerrado de un G-espacio X y
consideremos los diagramas conmutativos de G-funciones

>

Xx{0,1}UAx] L+ f

i}
e
|
S

X x1I

—— B - W

mutuamente relacionados por las ecuaciones: h(a)(t) = h(a,t) y

o~

H(.I‘) = (h(ZL',O),h(LU, 1)7 H*(I))7

donde H*(z)(t) = H(z,t), paraz € X, a € A, t € I. Observe que la existencia
de un relleno F' : X x I — E en el diagrama izquierdo (7) es equivalente a
la existencia de un relleno F* : X — E' en el diagrama derecho (7) (F y F*
estan relacionadas por F*(z)(t) = F(x,t)).

Ahora sea Z un G-espacio arbitrario. Haciendo A = Z x {0} y X = Z x [
en los diagramas (7), observamos que un relleno F' : (Z x I) x I — FE,
para el diagrama izquierdo, existe porque p es una G-fibracion y la inclusion
1: Zx(Ix{0,1}U{0} xI) <= Z x I x I puede considerarse como la inclusion
(Z x I) x {0} — (Z x I) x I debido al homeomorfismo

(I xI,Ix{0,1}U{0} xI)~ (I xI,Ix{0}).

Por lo tanto, también existe un relleno F* : Z x I — FE, en el diagrama
derecho. Esto prueba que p es una G-fibracién para cualquier G-fibraciéon
p: E — B. En particular, tomando el caso trivial cuando B es un conjunto
puntual {x}, tenemos mp = P, asi que 7 es una G-fibracién para cualquier
G-espacio E. Por lo tanto, la primera parte del lema queda probada en vista
de la Proposicion 3.3.

Para probar la segunda parte, cuando se supone que E y B son espacios
G-fibrantes, notemos primero que p es una G-fibracion fuerte |7, Proposition
A.2|. De modo que existe un relleno F': X x I — FE en el diagrama izquierdo
(7) para cada G-SSDR-mapeo i : A — X (porque i es un G-SSDR-mapeo
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debido a la afirmaciéon (xx) en la parte de Preliminares). Esto implica la
existencia de un relleno F* : X — E! en el diagrama derecho (7), esto es,
esto muestra que p es una G-fibracion fuerte. Como en la parte de arriba, el
caso B = {x} nos da mg = p y, como p: E — {x} es una G-fibracion fuerte
(porque E es G-fibrante), concluimos que 7g es una G-fibracion fuerte para
cualquier espacio G-fibrante F. [

Recordemos que la G-fibracion 7% : B! — B tiene la seccién sp : B — B,
b+ ¢, donde ¢, : I — B es la funciéon constante que envia t a b. Mas atun, hay
una G-retraccion por deformacion fuerte D : Bf x I — B de B! sobre sz(B)
dada por D(w,t) = wy, donde w;y : I — B es tal que w(1) = w(r(1 — t/)\)

Desde que el diagrama (5) es pull-back, tenemos un hecho similar para 7%:

la G-funcion sy : B — coCyl(f), V' — (V,cspy), es una seccion para mf
mientras que la funciéon

Dy coCyl(f) x I = coCyl(f), ((V,),1) = (¥, w0),
es una G-retraccion por deformacion fuerte de coCyl( f) sobre s¢(B’). Pasando

a coCyl(a), obtenemos los morfismos o, = (s, 57) ¥ 00 = (Dyr, Dy) los cuales
satisfacen condiciones anélogas. En particular, el morfismo

0o = (sp,8¢) : p' = coCyl(a), (8)
dado por
sp(t) =, cw)), V' € B, sp(y) = cru)), ¥ € E, 9)

es un G-SDR-morfismo.

Ahora podemos formular y probar el siguiente teorema que resume la
discusién de arriba:

Teorema 3.7. Cada morfismo o= (f', f):p' — p en Map(G-TOP) puede

. .., ; Oa o
factorizarse en una composicion p' — coCyl(a) — p, representada por el
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diagrama conmutativo

coCyl(f')
Sf/ f/
) /f' \
E E
JcoC’yl(a)
v coCyl(f) P

sy f
B// f\B

donde o, = (54, sf) es un G-SDR-morfismo y & = (}7, f). Mds ain,

(1) sipyp son G-fibraciones, entonces el morfismo & es G-fibrado, y por
lo tanto la G-funcion coCyl(«) es una G-fibracion;

(i1) sipyp' son G-fibraciones de espacios G-fibrantes, entonces el morfismo
a es G-fibrado fuertemente, y por consiguiente la G-funcion coCyl(a)
es una G-fibracion de espacios G-fibrantes.

Demostracion. Definimos oo = (? F) : coCyl(a) — ppor & = m,0a. Entonces
para el G-SD R-morfismo o, dado por las formulas (8) y (9), tenemos a =
a o 0,. En efecto, f 0sp = Tpo f osy =mposgo f = [y, similarmente
f/ OS5 = /.

Probemos la afirmacion (i). Supongamos que h : X — Y es cualquier
G-funcion. Debemos encontrar un relleno 5 : h X id; — coCyl(a) para el

diagrama conmutativo
B
h — coCyl(«)
1=(0%,0%) & (10)
h x Zd[ —’y> p
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De los diagramas (6) y (10) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

& (11)

donde el morfismo ' se ha anadido usando el hecho de que p’ es una G-
fibracion. Ahora por el Lema 3.6, podemos encontrar un morfismo 3 : h X
id; — p! tal que el diagrama

L TI'p:(ﬂ'g;ﬂ'Il))Z(WE,ﬂ'B) (12)

h xid; —— p X
Wi g PP

conmuta. Por la conmutatividad de este diagrama tenemos 7r2 o B =aof,y
por lo tanto B y [ definen un morfismo tnico 7 : h X id; — coCyl(«) tal que
qoy =By 7/@05 = (' (véase el diagrama (6)). Puede verificarse facilmente que
7 es el relleno del diagrama requerido (10). De verdad, @oioL = oL = @oﬁ
yQ@oyol = an = aof3, asi que yor = f3. Por otro lado, a0y = w;o&o?? =
W; of=nr.

La prueba de la afirmacion (ii) es bastante similar, solo hay que repetir el
mismo argumento reemplazando el morfismo ¢ : h — h X id; en los diagramas
(10), (11) y (12) por un par de G-SSDR-mapeos (s, s’). Note también que,
para la existencia de un morfismo 5’ en el diagrama (11), se usa la condicion
“p’ es una G-fibracion fuerte de espacios G-fibrantes ”. [
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4 Extensiones fibrantes en la categoria Map(G-
TOP)

En este trabajo estamos interesados tnicamente en G-AN R-resoluciones de
G-espacios compactos metrizables. Por lo tanto, la definicion general de una
G-resolucion, dada en [4], puede reducirse a una mas simple la cual se observa
como sigue.

Definicién 4.1. Sea E un G-espacio compacto y sea E = {F;, qf} una suce-
sién inversa de G-espacios y G-funciones. Un mapeo q¢ = {¢;} : E — E (esto
es, una familia de G-funciones {¢; : E — E;} tales que ¢/ o ¢; = ¢; para cada
i < 7) se llama una G-resolucion de E si:

(1) (B, q) =limE,

(2) para cada i y cualquier vecindad abierta invariante U de ¢;(E£) en Ej
existe j > i tal que ¢ (E;) C U.

Cuando todos los G-espacios E; son G-ANR’s, se dird que q: E — FE es una
G-AN R-resolucion de E.

De manera obvia, esta definicion puede extenderse a la categoria Map(G-

TOP) .

Definicion 4.2. Sea p : £ — B una G-funciéon de G-espacios compactos.
Sea p = {p;, ]} una sucesion inversa de G-funciones y G-morfismos, donde
B] = (¢!, r]) se representa por el diagrama conmutativo de G-funciones

al

B <—— Ej
pil \Pj (13)
Bi < Bj

J
T

Un mapeo {G;} = {(gi,7i)} : p — p (esto es, una familia de G-morfismos
{B: = (qi,75) - p — pi} tales que B o B; = B para todo i < j) se llama una
G-resolucion de p si los mapeos {¢;} : B — {E;, ¢!} y {r;} : E — {By,r’]
son G-resoluciones de E' y B, respectivamente.
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Sea p = {p;, 5]} una sucesion inversa de G-funciones y G-morfismos. En
vista del Teorema 3.7, podemos construir inductivamente el siguiente diagra-
ma conmutativo de G-morfismos

By B SO
Po Y4 P2 Pn = Pn+1 = =
aozidJ \]\01 :|02 Jan J0n+1 (14)
61 62 71'71:+1
Do <—— D1 < Do Dn ﬁ<_ Prgl <— -

factorizando cada G-morfismo o, o 7% : p, 1 — P, en la composicion

Sn+1
Ontl ~ n+

Bn T~
Pr+1 — Pr+1 E— Pn
donde 1 es un G-SDR-morfismo y p,.1 = coCyl(o, o f771).

Por lo tanto, p produce la sucesion inversa p = {p;, Ef }. Denotaremos su
limite inverso por F(p), esto es, (F(p),{Fi}) = lim p. Ahora supongamos que
(_

(p,{B:}) = lim p. Entonces las inclusiones {o;} inducen una inclusiéon tunica
‘+—
o :p— F(p) tal que B; oo = 0; 0 5; para todo i.

Teorema 4.3. Sea p : E — B una G-funcion de espacios compactos metri-
zables. Supongamos que p — p = {pi,ﬁz-j} es una G-resolucion de p tal que
cada p; es una G-fibracion de G-espacios metrizables. Entonces la inclusion
inducida o : p — F(p) satisface las siguientes condiciones:

(1) F(p) es una G-fibracion,

(2) existe una G-deformacion infinita fuerte de F(p) sobre o(p).
Si, mds aiun, cada p; es una G-fibracion de espacios G-fibrantes (en particular,
de G-ANR’s), entonces F(p) es una G-fibracion de espacios G-fibrantes.

Demostracion. Como todas las G-funciones p; son G-fibraciones, todas las
G-funciones p; en el diagrama (14) son G-fibraciones también y los enlaces
Ef“ son G-fibrados por el Teorema 3.7(i). Esto implica que F(p) es una G-
fibraciéon y cada proyeccion Ez : F(p) — p; es G-fibrado por la Proposicion
3.2. Similarmente, si todas las p; son G-fibraciones de espacios G-fibrantes
entonces, usando el Teorema 3.7(ii) y la Proposicion 3.2, concluimos que F(p)
es también una G-fibraciéon de espacios G-fibrantes.

Para probar la afirmacion (2) usamos la notacion tomada en la Definicion
4.2, en particular, los morfismos Bf estan representados por el diagrama (13).
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Supongamos también n que las funciones y los morfismos en el diagrama (14)
estan dados por p; : E; — B, Bf = (@,7), 0; = (s5,u;). Sea p = F(p) : E—
B y sean 51 = (qi, ;) : p — p; las proyecciones. La inclusion o = (s,u) : p <= p
consiste de los siguientes encajes s : F — E yu:B— B.

Por la construccion del diagrama (14), para cada i, o; es un G-SDR-
morfismo, esto es, existe una G-retraccion por deformacion fuerte de p; so-
bre o;(p;) la cual por la Proposicion 3.5, puede levantarse hacia alguna G-
retraccion por deformacion fuerte (D;, F;):

—~ D; —~
ExI —F
pxidy P (15)
F;

Exl—>§

de p sobre E;l(ai (p;)) porque B; es un morfismo G-fibrado regular (recordemos
que todos los G-espacios se suponen metrizables). En particular, D; es una
G-retraccion por deformacion fuerte de E sobre X; = G ' (si(E;)), esto es,
tenemos que D;(z,0) = z, D;(z,1) € X; para todo x € Ey D;(x,t) = x para
todo x € X; y t € I. Note que

(a) E: XoDX1D2...20X;DXi41D .,
(b) para cada G-vecindad U de s(F) en E existe un j tal que X; C U.

(a) Se sigue de la conmutatividad del diagrama (14). Para probar (b) primero,
usando la compacidad de s(£), encontramos un indice k£ y una G-vecindad V'
de gx(s(F)) en Ej, tal que 4, (V) C U. Entonces s, ' (V) es una G-vecindad
de ¢x(E) en Ek y, como {¢;} : E — {E;, ¢} es una G-resolucion, tenemos que
ql(E;) C s;.*(V) para algtn j > k. De modo que

X;=q (s5(E)) C @ (@si(E)) = @ (swql(Ej) € 4,1 (V) C UL
Sea D : E x [0,00) — E una funcién definida como sigue:

D(x,t) = Diy(Diy1(x,t —i),1), cuando t € [i,i+ 1].
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Es facil checar que D es una funcion continua bien definida. Claramente es
G-equivariante. Mas atun, D(z,0) = Do(D;(x,0),1) = Do(x,1) = Do(z,0) =
x para todo x € E (recordemos que X, = E) Como cada D; es una G-
homotopfa relativa a s(E') C X;, tenemos que D(:c t) = z para todo x € s(E)
y t € [0, 00). Finalmente, D(E x ([i,00)) = X; porque D, (E x1)=X;CX,
para 7 > 1. Por lo tanto, en v1rtud de (b), concluimos que D es una G-
deformacion infinita fuerte de E sobre s(E).
Similarmente, definimos F:Bx 0,00) — B por

F(z,t) = Fy(Fiy1(z,t —i),1), cuando t € [i,i+ 1],

y obtenemos una G-deformacién infinita fuerte de B sobre u(B). Es facil ver
que pOD Fo (pxidy, oo)) debido a la conmutatividad del diagrama (15) para

cada 7. En consecuencia (D F ) es la G-deformacion infinita fuerte requerida
de p sobre a(p). O

5 Extensiones fibrantes del producto torcido

GXHS

Definiciéon 5.1. Una sucesion pro-Lie de subgrupos de un grupo dado G com-
pacto y metrizable es una sucesion decreciente { N, };cy de subgrupos normales

cerrados de G tales que G/N; es un grupo de Lie para cada iy (| N; = {e}
iEN
(y por lo tanto
G = h’m{G/Nz, 7Ti y
H

donde 7 : G /N; = G/N;, j > i, son las proyecciones naturales).

Se sabe que para todo grupo compacto metrizable G existe una sucesion
pro-Lie (véase, por ejemplo, [13, §46]).

Proposicion 5.2. Sea p : E — G/H una G-funcion, donde G is un grupo
compacto metrizable y H es su subgrupo cerrado. Si E es un G-espacio com-
pacto metrizable, entonces para cualquier sucesion pro-Lie {N;}ien de subgru-
pos de G eziste una G-AN R-resolucion p — p = {p;, a{} de p que consiste
de las G-fibraciones p; : E; — G/HN;.

Matematicas y sus aplicaciones 14, Capitulo 2, paginas 27-49



Alexander Bykov, Patricia Dominguez Soto y Jorge Alberto Sanchez
44 Martinez

Demostracion. Sea S = p~'(eH). Entonces F puede identificarse con el pro-
ducto torcido G x i S por medio del G-homeomorfismo canénico GxgygS — FE,
dado por [g, s] — gs.

Podemos considerar el H-espacio S como un subcojunto invariante cerrado
de algin H-AR-espacio M (véase, por ejemplo, [1]). Desde que S es compacto
tiene una base de vecindades numerable {W;};cny en M que consiste de H-
subconjuntos abiertos W; tales que W, 1 C W, para cada 7. Para una sucesion
pro-Lie dada {NV;};en de subgrupos de G sea V; = G x g W; y definamos F;
como el espacio N;-orbital de V;, esto es, E; = V;/N; para cada i. Note que
debido a la eleccion de {W;} tenemos una sucesion decreciente de G-espacios
abiertos {V;} en G x i M los cuales forman una base de vecindades de G x S
en G xg M. Definimos, para j > i, la G-funciéon qf : B; — E; por medio de
¢/ (N;(v;)) = Nj(v;), asi obtenemos la sucesion inversa E = {E;,¢'}. No es
dificil ver que

E=GxyS=lmFE
—

con las proyecciones naturales ¢; : £ — E; dadas por ¢;([g,s]) = Ni([g, s])-
Mas aun, el mapeo {¢;} : F — E es una G-resolucion. Para ver esto, observe
que para un ¢ dado, la familia {V;/N;};>; es una base de vecindades abiertas
de ¢;(E) = (G xy S)/N; en E; = V;/N;. Pero V;/N; = ¢/ (E;) para j > i. Esto
prueba que la condicion (2) de la Definiciéon 4.1 se cumple para {g¢;}.

Como existe un G-homeomorfismo natural (véase, por ejemplo, |2, Pro-
position 2|)

(G xpg Wi)[Ni = G/N; Xgn,n; Wi/ (N; 0 H), (16)

el cual envia N;([g, w]) a [gV;, (N; N H)(w)], podemos establecer que cada E;
es un G-ANR. En efecto, cada W;/(N; N H) es un H/(N; N H)-ANR por |3,
Theorem 1.1], debido a que W; es un H-AN R como H-subconjunto abierto
del H-AR-espacio M. Claramente, W;/(N; N H) también puede considerarse
como un H N;/N;-espacio porque el grupo H/(N;NH) es isomorfo al subgrupo
HN;/N; de G/N; (por medio de la correspondencia h(N; N H) — hN;). De
modo que W;/(N; N H) es un HN;/N;-ANR y, como G/N; es un grupo de
Lie, el producto torcido en(16), el cual puede ser identificado con E; = (G X g
W;)/N;, es un G/N;-ANR por |2, Proposition 8| y por tanto es un G-ANR.

Ahora definimos p; : E; — G/(HN;) por medio de p;(N;([g, ws])) = gHN;.
En otras palabras, p; es la funcion de los espacios N;-orbitales inducida por la
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funcion natural G x gy W; — G/H, [g,w;] — gH. Obviamente p; es una G/N;-

funcion (y por tanto una G-funciéon) tal que pl og=T;opypiog =T op;

para j > i, donde 7; : G/H — G/(HN;) y 7 : G/(HN;) — G/(HN;) son

proyecc1ones En consecuencia tenemos los morﬁsmos a; = (¢;,T) :p—pi y
(ql, Z) p; — pi. Es facil ver que

(G/H. {7.}) = m{G/(HN,), 7]}

y por lo tanto {7;} : G/H — {G/(HN;), 7/} es una G-resolucion (porque las
proyecciones 7; son sobreyectivas). Como G//N; es un grupo de Lie para cada
i, todos los espacios cociente G/(HN;) son G-AN R’s debido a, por ejemplo,
3, Proposition 2.2]. Por lo tanto, concluimos que {a;} : p — {p;, @’} es una
G-AN R-resolucion.

Finalmente, cada funcion p; puede considerarse como una G/N;-funcion

E; — (G/N;)/(HN;/N;),

y por lo tanto es una G/N;-fibracion, ya que G/N; es un grupo compacto
de Lie (véase, por ejemplo, |7, Proposition 3.1]). Asi, p; es también una G-
fibracion por |9, Proposition 2.1]. ]

Teorema 5.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. Sea p: E — G/H una G-funcion, donde E es un G-espacio metrizable.
Entonces E admite una extension G-fibrante i : E — E junto con el diagrama

conmutativo
FEe—f
x A (17)
G/H

donde p es una G-fibracion fuerte para_la cual eviste una G-deformacion
infinita fuerte D : E x [0,00) — E de E en i(E) sobre G/H, esto es, que
satisface la igualdad p o D(y, t) = p(y) para todo (y,t) € E x [0, 00).

Si S =pleH)y S = p(eH), entonces la restriccion i : S < S del
encaje v es una extension H-fibrante de S.

Demostracion. Por la Proposicion 5.2 podemos encontrar una G- AN R-resolucion
p = {pi,a’l} de p tal que cada p; es una G-fibracion de G-AN R’s. Ahora apli-
cando el Teorema 4.3 tenemos una G-extension p de p representada por el
diagrama conmutativo de G-funciones
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E——F

r 7 (18)
G/H——=

donde p es una G-fibracion fuerte. Més atin, existe una G deformacion infinita
fuerte (D D) : pxidjy) — p de p en p. Haciendo E = “Y(G/H)y p=Dlz
obtenemos el diagrama (17) como una restriccion de (18) Como D(b,t) =b
para todo b € G/H y t € [0,00), tenemos pD(y, t) = D(ﬁ(y)) = p(y) para
todoye Eyte [0, 00). Por lo tanto, D(E x [0,00)) C E,y podemos definir
la G-deformacion infinita fuerte deseada D como una restriccion de D.

Para probar la dltima afirmacion del teorema, primero note que S es H-
fibrante debido a que la funciéon constante S — {eH}, como una restriccion
de p es una H-fibracion fuerte, (p como G-fibracion fuerte, es también una
H-fibracion fuerte por [1, Proposition 4. 1(d)]) Mas atn, tenemos D(S X
[0,00)) C S v por lo tanto la restriccion de D a S x [0,00) nos da una
H-deformacién infinita fuerte de S sobre i(p~(eH)) = i(S). De modo que
i:S < Sesun H-SSDR-mapeo y por tanto una extension H-fibrante. [

Corolario 5.4. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G y sea E un G-
espacio compacto metrizable. Entonces una G-funcion p : E — G/H es una
G-fibracion fuerte si y solo si p~'(eH) es un espacio H-fibrante.

Demostracion. La parte “solo si” es obvia (solo hay que repetir el argumento
de la prueba del Teorema 5.3 lo que muestra que Ses H -fibrante).

Ahora supongamos que S = p~!(eH) es un espacio H-fibrante. Por el
Teorema 5.3 (y en sus términos), tenemos la extension H- fibrante 7 : § < S.
Para la funcion idg : S — 5, como S es H-fibrante y iesun H-SSDR- mapeo,
existe una H-funcion 7 . S — S tal que 7 o 0= = idg. Identificando, como es
usual, £y E con los productos torcidos G xpy Sy G Xpg S respectivamente,
tenemos i = G x i (de verdad, i([g, s]) = i(gs) = gi(s) = [g,(s)]). Entonces
para la funciéon r : E — E, dada por r = G Xy T, tenemos r o i = idg vy,
méas atun, por = p (porque por(gs) = p(gr(s)) = gH = p(gs)), es decir, r
es una G-retraccion de E en E sobre G /H. Esto implica facilmente que p es
una G-fibraciéon fuerte al igual que p. ]

Matematicas y sus aplicaciones 14, Capitulo 2, paginas 27-49



Extensiones G-fibrantes y productos torcidos 47

Teorema 5.5. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. Sij: S <= § es una extension H-fibrante de un H-espacio compacto
metrizable S, entonces G Xy j : G xyg S — G xyg S es una extension G-
fibrante de G xg S.

Demostracion. Primero tomaremos una extension H-fibrante de S para la
cual la afirmacion del teorema se cumple a priori. Sea FF = G xpy S. Clara-
mente, podemos asumir que S es un H-subconjunto de E (por la identifica-
cion s = [e,s] € E ), asi que £ = GS. Entonces por la proyeccion natural
p: E — G/H, gs — gH, tenemos S = p~!(eH). Aplicando el Teorema 5.3
a p obtenemos la extension H-fibrante deseada i : S < S , debido a que la
G-funcion G xp 1 puede identificarse con la extension G-fibrante ¢ : £ — E
dada por este teorema.

Ahora sea j : S — S cualquier extension H-fibrante. Por |1, Proposition
4.1(c)], GXnj es un G-SSDR-mapeo . Por lo tanto, necesitamos solo mostrar
que G Xy S es un espacio G-fibrante. Para esto usaremos la existencia de las
H-funciones ¢ : S— 8 vy S — S tales que 1o =~ idg (ver Preliminaries).

Seas: A— X un G-SSDR-mapeoysea f: A— G XHS una G-funcioén.
Por supuesto, debemos asumir A C X. Para completar la prueba debemos
encontrar una G-funcién f X — G xy S para la cual fos = f. Como
E=0aG X g S es G- fibrante, hay una G-funcion F : X — G xpg S tal que el
diagrama

~G><H(p ~
A GXHS—>GXHS

X
conmuta. Haciendo A’ = f~1(S) y X’ = F~Y(S) obtenemos el diagrama
conmutativo de H-funciones

o~ ~
A S——=3

s’[ o

X/

donde f’'y s’ son las restricciones de f y s en A"y F’ es la restriccion de F
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en X'. Para la H-funcion ¢ o F' : X' — S tenemos
(o F)lw=toF os =popof ~f.

Como S es un espacio H-fibrante, el H-par (X', A’) tiene la propiedad de
extension de homotopias con respecto a S y por lo tanto f’ puede extenderse
a alguna H-funcién f’ : X' — S, asi que f' o s’ = f’. Entonces la funcion
f =G xg f'"es la extension deseada de f. [

Corolario 5.6. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto metrizable
G. Sea S un H-espacio compacto metrizable. Si S es un espacio H-fibrante,
entonces G X S es un espacio G-fibrante.

Demostracion. Como S es un espacio H-fibrante space, la funciéon identidad
1dg es trivialmente una extension H-fibrante de S. Por el Teorema 5.5, G X
1dg = idgx s GxgS — G xS es una extension G-fibrante. En particular,
G Xz S es un espacio G-fibrante. ]
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Resumen

La inyeccién de agua de baja salinidad busca modificar la interaccién
de la roca con los fluidos del yacimiento, con el fin de conseguir una
cantidad adicional del aceite atrapado en los poros de la roca. En un ya-
cimiento de arenisca el desprendimiento y movilizacién de finos es uno de
los mecanismos sugeridos, ya que los finos desprendidos pueden bloquear
gargantas de poro, reduciendo la permeabilidad localmente y forzando
al fluido inyectado a invadir y barrer zonas previamente no activas. Una
parte importante del modelo matemético asociado a este fenémeno es
resolver numéricamente, de manera eficiente, las ecuaciones asociadas a
flujo bifasico. El propédsito de este trabajo, es modelar numéricamente
el problema de flujo en dos fases en un medio poroso heterogéneo, con
la presencia indeseada de una falla conductiva de alta permeabilidad,
incluyendo el comportamiento cercano al pozo y considerando una dis-
continuidad en la saturacion inicial del pozo inyector. Se muestra que la
aproximacion numérica de la ecuacion de saturacion afecta directamente
a dicha solucién, por tanto, tener una aproximacién precisa es un fac-
tor importante. Se implementa la técnica de Elemento Finito (FE) para
resolver presién-velocidad y la saturacidon se aproxima con el método de
Galerkin Discontinuo (DG). Para el esquema DG se presenta un estudio
de limitadores de pendiente usando elementos lineales y bilineales con
la finalidad de describir adecuadamente la discontinuidad inicial de la
saturacion.
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1 Introduccion

Por su impacto en la economia mundial, la extracciéon de hidrocarburos de
yacimientos petroleros es actualmente un tema altamente relevante para la
sociedad. El uso de la inyecciéon de agua de baja salinidad como mecanismo
de recuperacion adicional de aceite es reciente y esta en etapa de pruebas en
yacimientos de rocas areniscas y en etapa de laboratorio en rocas de carbo-
natos, véase [1|. La mayoria de los resultados experimentales muestran que
una alta recuperacion de aceite se obtiene cuando la salinidad del agua de
inyeccion es mucho més baja que el agua de la formacion, véase [15]. En [§]
se plantea un modelo monofasico del desprendimiento y movilizacion de finos
de la superficie de la roca, debido a una reduccion de salinidad y el posterior
bloqueo de las gargantas de poros, lo que da lugar al deterioro de la permea-
bilidad local, y obliga al fluido de inyeccion a redirigirse a zonas previamente
no barridas y con ello arrastrar aceite adicional a los pozos de produccion. En
este trabajo, nos basamos en el modelo propuesto en [8], ampliandolo a un
flujo en dos fases (agua-aceite) y su aplicacion en la recuperacion secundaria
de aceite. Lo anterior considerando una seccién de yacimiento con un pozo in-
yector y cuatro productores vecinos con la presencia de una falla conductiva.
En general, la simulacién numérica de un modelo de finos en flujo bifasico es
compleja. En este trabajo s6lo nos enfocamos en aproximar numéricamente la
parte asociada al flujo bifasico. Esto implica resolver numéricamente ecuacio-
nes de balance de masa asociadas a presion y saturacion de las fases (agua y
aceite), las cuales son no-lineales debido a la permeabilidad relativa y presion
capilar presentes. En la seccién 2 se presenta el modelo mateméatico asociado
al flujo en dos fases.

Uno de los métodos mas populares en la industria petrolera para simular
flujo bifasico (particularmente para fluidos incompresibles o ligeramente in-
compresibles) es el método de presion implicita y saturacion explicita (IMPES
por sus siglas en inglés). Este algoritmo secuencial, propuesto en [14] y [16],
tiene la ventaja de reducir el sistema de ecuaciones lineales a resolver, puesto
que se tiene un esquema implicito s6lo para la presion. Sin embargo, para que
sea estable se requiere tamanos de paso muy pequenos en la saturacion que lo
hace computacionalmente costoso, principalmente para problemas a tiempos
muy grandes. Por otro lado, en [5] se propone un esquema IMPES mejorado,
que adapta el paso de tiempo en la saturacién y toma pasos de tiempo més
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grandes para la presion, debido a que la presion cambia més lentamente que
la saturacion. A lo anterior se suma la apariciéon de inestabilidades numéri-
cas causadas por efectos no-lineales de la interaccion entre fluidos y que se
manifiesta a través de la presion capilar y las permeabilidades relativas.

El método de Galerkin Discontinuo (DG por sus siglas en inglés) es un mé-
todo atractivo debido a que es flexible en dominios no estructurados usando
funciones de aproximacion de orden alto y permite soluciones discontinuas a
través de las fronteras de los elementos, conservando masa localmente, que lo
hace ideal para problemas que incluyan discontinuidades. En [7] se introduce
el método de Runge-Kutta DG (RKDG) que es una extension del método de
DG con esquemas de orden alto en el tiempo, ideal para problemas hiperbo-
licos.

La aproximacion numérica del modelo de flujo toma ideas del trabajo
realizado en [11], donde implementamos un esquema IMPES mejorado basado
en [5]. Las ecuaciones asociadas a la presion y velocidad se aproximan a
través de la técnica de elemento finito [3]| y se implementa el método RKDG
para aproximar la ecuacién de saturacion. Ademaés, se utilizan limitadores
de pendiente (vease [2], [10] y [13]) para evitar que el método DG genere
oscilaciones espurias en la saturacion. Se implementan elementos lineales y
bilineales.

En la seccion 3 se presenta el método numeérico para realizar las simulacio-
nes. La validacion de los resultados se realiza a través de la conservacion de
masa, calculando el gasto volumétrico y volumen acumulado de salida sobre
los pozos de produccién, ver secciéon 4 . Finalmente, los resultados numéricos
y las conclusiones se presentan en las secciones 5 y 6, respectivamente.

2 Modelo Mateméatico

El modelo matematico esté asociado al flujo en dos fases, incompresible, en
un medio poroso heterogéneo, saturado de agua y aceite, véase [6] y [8]. La
zona de estudio considera un esquema de cinco pozos de una secciéon de un
yacimiento, un pozo inyector y cuatro productores equidistantes con la pre-
sencia de una falla conductiva de alta permeabilidad que une el pozo inyector
con dos productores, ver Figura la.
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Figura 1: (a) Modelo de 5 pozos, un inyector y cuatro productores con una
falla conductiva de alta permebilidad, (b) perfil de permeabilidad en direccion
del eje y sobre la falla conductiva.

Ecuaciones Gobernantes

La ecuacién de conservacién de masa es

(P paSa)

9 +V-(pUs) =0, a=A{w, o}, (1)

donde ® denota la porosidad, p, la densidad, S, la saturaciéon y « la fase
agua o aceite. Aqui, U, es la velocidad de Darcy dada por

Ua - _k kravpa7 a = {U}, O}a (2)

o

con, k la permeabilidad absoluta, pu, la viscosidad, p, la presion y k., =
kro(Sw) la permeabilidad relativa que depende de la saturacion de agua S,.
Se considera el modelo propuesto en [4],

Krw = k?wSZ;Z? kro = k?o(l — Snw)", (3)
donde n,, y n, son niimeros positivos cominmente con valores 1 6 2. Se observa
que k2, = k(Snw = 1) es la permeabilidad relativa en el punto final de la

fase de agua y k% = k,.,(Snw = 0) es la permeabilidad relativa en el punto
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final de la fase de aceite. Sy, = Spw(Sw) es la saturacion de agua normalizada

definida por
Sw - ch

1- Sor - ch7
en el cual, S, es la saturacion de agua critica y S,, la saturacion residual de
aceite. La permeabilidad absoluta del sistema se escribe como, véase [9],

ko, si |y >4,
N _ )
(7,y) {k(ﬁ_%(l—i—cas (%)), si |yl <90, (5)

Snw - 0 S Snw S 17 (4)

donde kj es la permeabilidad fuera de la falla conductiva y es constante, Ak
es la permeabilidad méaxima dentro la falla conductiva y 26 denota el grosor
de la falla, cuando Ak es cero se tiene el caso homogéneo, ver Figura 1b.

Se define la presion capilar como

De = pc(Sw> = Po — Pw- (6)

El hecho de que el medio poroso esté completamente saturado de agua y aceite
da la relacion

Sw+ S, = 1. (7)
La velocidad total se calcula a través de (véase [6]),
v=U,+U,. (8)

Al sustituir la velocidad de Darcy de cada fase en la ecuacion (8) junto con
la relacion (6), se deduce la ecuacion de velocidad

U = —kAVp, + kAo Ve, 9)

donde
A= ASw) = Aw + Ao, (Movilidad total) y (10)
Ao = Aa(Sy) = km, a={w, o}, (Movilidad fase). (11)

(67

Mas aun, las velocidades U,, y U, estan relacionadas con la velocidad total
U a través de

Uw = wa + k;fw)\ovpca (12)
Uo - foU - kfkovPcv (13)
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con
A
fo = fa(Sw) = 70‘, a = {w, o}, (Flujo fraccional). (14)
Suponemos que la densidad p, y porosidad ® son constantes, por tanto, al
sumar las ecuaciones en (1) asociadas a la saturacion de agua o aceite, se
obtiene la ecuacion

V.U =0. (15)

Al sustituir la relacion (9) en (15) se llega a la ecuacion de presion
V(kAVp,) — V(kEA,Vp.) = 0. (16)

La ecuacion de saturacion

0Sy ( dp. >

S—— +V( fU+Ekfuro—5-VSy ) =0, 17
o TVl +Efudoge (17)
se obtiene de sustituir la identidad (12) en la ecuacién de conservacion de
masa para la saturacion de agua (1). Se tiene entonces un sistema de dos
ecuaciones (16) y (17) y dos incognitas p, y Si-

Modelo de flujo bifasico

En este trabajo despreciamos el efecto de la presion capilar y hacemos S = S,
yV P, = p nuestras variables primarias, por tanto, las ecuaciones de flujo se
reescriben como

V(kAVp) =0, (ecuacion de presion), (18)
U=—-k\Vp, (ecuacion de velocidad), (19)
08
(I)E + V (fu,U) =0, (ecuacion de saturacion), (20)
sujetas a las condiciones de frontera e inicial definidas por
W)-I/:M S=1-25,, sobre I’y
271 hk Ay, ’ ’
D = Dout, VS-v=0, sobre I, i=2,...,5,
Vp-v =0, VS-v=0, sobre I, i=6,...,9,
S<I7y70> - Sw()v (21)
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Figura 2: Zona de estudio en 2D

donde v es el vector normal unitario en la frontera del pozo inyector, Q;n, es
el gasto volumétrico de inyeccion en el pozo inyector [m—} , Pout denota presion
constante en los pozos productores [psi], 1, es el radio del pozo [cm], h es la
zona de disparo y Sy es la condicion inicial discontinua para la saturacion
de agua. En la Figura 2 se muestra la zona de estudio en 2D.

Por otra parte, se introducen las nuevas variables adimensionales

t— —* T — x_* y — y_* p— E
tr’ Lg’ Lg’ PR’
donde
Lr krpr
tR = 77 UR = )
Ur purLR
y se definen las siguientes cantidades adimensionales:
Tw = ==, h—= —, Qiny = s, k——, U, — =2, a—>—a.
L’ Lr Qiny L3Ug kg’ Ur’ a KR

Aqui las variables con (*) son aquellas que tienen dimensiones y el subindice R
denota las variables de referencia. El modelo adimensional asociado al modelo
de flujo bifasico coincide con el dado en las ecuaciones (18)-(20).

3 Método numérico

En esta seccion se presenta un esquema IMPES mejorado basado en [6], donde
la ecuacion de presion y velocidad son aproximadas con la técnica de Elemen-
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to Finito y la saturacion a través del método de Galerkin Discontinuo con
limitadores de pendiente.

Discretizacion espacial

Sea Q € R? un dominio acotado con frontera Lipschitz continua subdividida

en elementos finitos, donde €2, es un elemento triangular o cuadrangular en
ne

2D. Sea Qh = U . una particiéon de Q donde ne es el nimero de elementos
e=1
en la malla, h = énég)lc diam(Qe) y Qe NQy =@, Ve, f=1,...,ne donde
e€llp

o

Q. es el interior no vacio de €).. Definimos los siguientes espacios,

Vo = {vy € CO() :vyl, €EPR VA € yvy=gienly, i=2,...,5},
%,h:{UhECO(Qb):Uh’QeerVQBGthUbFi:O, i=6,...,9},

donde, C°(Qy) es el conjunto de funciones continuas en 4y y P, denota el
conjunto de polinomios de grado menor o igual que m. Para este trabajo se
considera m = 1, es decir, tenemos aproximaciones sobre elementos lineales
(triangulos) y bilineales (cuadrados). Definimos como nnt el nimero de nodos
o grados de libertad totales y ¢; a las funciones base de los espacios Vi y V5
tales que,

1 si i=7,
¢;i(n;) =
0 si i#y,
donde n; = (z;,y;) son las coordenadas del nodo i-ésimo para i = 1,...,nnt.

Aproximacion de la presion

Expresamos la presion (py), saturacion (Sy) y funcion de prueba (vy) discretas
a través de las funciones base ¢; como

nnt nnt
Py= D% Sy = Smbm, vy= i (22)
j=1 m=1
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Luego, la forma discreta de la formulaciéon variacional para la ecuacion de
presion (18) en el tiempo " es

/ k(z,y) {a(S) — Swe)™ +b(1 — S, — S5} Vpyy - Vg, dS2
Q

]

S — Se)™ + b(1 — Sy — SIYo
:c/ (a5 )™ + bl )" dl Yoy € Vo (23)
I

a( S — Swe)™

k?w h— k'?o o Qiny

dond = = .
onee. 4 Mw(l - ch - Sor)nw 7 Mo(l - ch - Sor>no7 ¢ 27T7’wh

Aproximaciéon de la velocidad total

La ecuacion de velocidad (19) es aproximada componente por componente a
través de las relaciones

opy opy

ﬂu CnUgb = _ﬁa (24)
ox ' oy

Uiy =~
1
donde,(zﬁ con k#0, A\#0.

Se construye la formulacion variacional de las relaciones (24) fijando el
nodo n; y para el término de la presion se aplica el Teorema de Green junto
con las expresiones (22), en consecuencia se obtiene

0¢;
—pi dQ) — / ¢i(pprr) dU°
/50;0(¢i) O ’ r ’

Ur; = opl@i) , Vi=1,...,nnt, (25)
| o
sop(¢s)
a¢’l n T
/ oy dQ2 — / di(pyv2) dT
SO 7 I‘sop ; .
Uy = P s , Vi=1,...,nnt, (26)

/ (5 A0
sop(¢;)

donde, v = (11, 112) es la normal exterior unitaria y sop(¢;) denota el soporte
de la funcién base ¢; en el nodo n; que esta formado por los elementos (2,
conectados con n; (ver Figura 3a).
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® Nodo
=Veértice

(a) Soporte compacto de la (b) Relacion geométrica en-
funcién base ¢; en el nodo tre el elemento €2, y sus ve-
n; para elementos lineales. cinos.

Figura 3: Soporte ¢; y esquema para Galerkin Discontinuo

Aproximacion de la saturacion

La ecuacion de saturacion (20) se resuelve implementando el método de Ga-
lerkin Discontinuo cuya forma variacional discreta es (véase [13]),

oSy 8
<I>/ ¢i_th+/ qSiF"-udF—/F"-ngidQ:O, (27)
Q. Ot r. Qe

donde F" = f,(Sy")Uy y Froesel flujo numérico tipo upwind definido como,
i#j i=12 (28)
fw(SZ)Ug(l‘lz) si Ug(l’l@) “Vij > 0,

fw(Sﬁ)Ug(n,) si Ug(llz) WV < 0,
donde v;; es el vector normal a la frontera I';; y ST, S} son los valores de la

saturacion izquierdo y derecho en el tiempo " asociados a la misma frontera
I';;, ver Figura 3b. Observemos que I'; = I'1o UT'93 U T's;.

Limitadores de pendiente

Los limitadores de pendiente son requeridos para reducir oscilaciones espurias
alrededor de puntos donde hay cambios bruscos de pendiente y poder mante-
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ner una buena precision en las regiones suaves. En este trabajo consideramos
tres tipos de limitadores de pendiente: los limitadores All; y All, para ele-
mentos lineales y All3 para bilineales, véase [2|, [13]| y [10], respectivamente.

Limitador AIl;

1. Calcular el valor promedio sobre cada elemento €2,

nne

_ 1
S, = — Se ks =0,1,2,3, 29
nne kZ:; ok © ( )

donde S, son los valores de la saturacion en los nodos ny y nne es el
nimero de nodos por elemento.

2. Obtener el maximo y minimo de los valores promedio
S — min(S,), SM™ =max(S,), e=0,1,2,3. (30)
3. Evaluar el parametro rj a través de

( Spix—8 . &
20200 g S — Sy >0,

Sp—So ?
Ty = %, s1 Sk — 5'0 < 0, (31)
\ 1, si Sp—Sy=0,

donde, £ = 1,2,3 representan los lados del elemento €y y S es el
valor promedio en la frontera k determinado por los valores nodales del
elemento 2.

4. Estimar el valor de ¢ donde
or = max[min(S ry, 1), min(ry, 5)]. (32)

Aqui, el valor del parametro 5 € [0,1]. En particular, si § = 1 se tiene
el limitador minmod y con 3 = 2 obtenemos el limitador Superbee.

5. Elegir el limitador ¢ a través de

¢ =min(yg), k=1,2,3. (33)
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6. Los gradientes ilimitados se calculan para todos los elementos {2, por
medio de

1
VSe: </ Sl/l dF,/ SI/2 dF), V:(Vl,l/z) 62071a2737

A,
(34)
donde A, es el area del elemento formado por la frontera I', = I'y UT'x U
Is.

7. Por ultimo, la variable limitada esta definida por
So(w,y) = So + pVSg! -, (35)

donde 1
VSt = 5 (VS + wi VS + ws VS, + waVSy)

_ lroz X 7as]| _ lros x 73| _ lror x r1a|
1= oo W=y W=y
712 X T3] P12 X ras]]| |[r12 X T3]

aqui el vector r es un vector con origen en el centroide del elemento
extendiéndose a un vértice del elemento. Por ejemplo, para el nodo ny
se tiene r = (z,, — Z,Yn, — Y), donde Z,y son las coordenadas del
centroide del elemento €2.. Andlogamente, r.4 es el vector con origen en
el centroide del elemento €2, al centroide del elemento €2,4. En la Figura
4 se muestra un esquema para este limitador.

Limitador AIl; El proceso de limitacién incluye cuatro pasos.

1. Se calcula el valor promedio para la saturacion en el elemento principal
Q a través de la relacion (29).

2. Los gradientes ilimitados se calculan para todos los elementos €2, usando
la expresion (34).

3. El gradiente limitado se evaltia tomando un promedio ponderado de los
gradientes ilimitados de los elementos vecinos, es decir,

VSh = w, VS + wy VS, + w3V Ss, (36)
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donde los factores de peso estan dados por

wi — 9203 + €
1 — )
91+ 95 + g5 + 3¢

W — g193 + €
2 — )
g+ 95 + 93 + 3¢

gi1g2 + €

W3 =

g3+ 95 +9g5+3€

con € un nimero pequeno para prevenir indeterminacién, en nuestro
caso € = 107!, Los valores g; se calculan como la norma Ly(2.) de los
gradientes ilimitados,

g =VSiI’, g2=[VS|, g5 =[VS;|>.

4. Finalmente, las variables limitadas en los vértices de cada elemento se
obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente:

nne a(b]S B 856

= ox "% T fx
nne (‘3@ 856
Z So = n (37)

nne

=1

El requisito para la solucién reconstruida S} es satisfacer cada compo-
nente del gradiente limitado y preservar el promedio en el centroide del
elemento. En la Figura 5 se muestra un esquema para este limitador.

Limitador All; En la Figura 6 se muestra un esquema grafico de los
valores que intervienen en el calculo del limitador de pendiente Alls. Sea
S = (§1,5~2,§3,5~'4) y S = (51,52,53,5,) los valores en los vértices de €2
antes y después de limitar. Ahora, el valor promedio sobre cada elemento 2,
se definen por S'ek, k=0,1,2,3,4 y se calculan como

nne ~ §+§
Seg = — Si, Sij = ——2,
0 nnez J 2
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Fo=T1UlUTl}y

(a) Esquema para calcular V.S, (b) Esquema para calcular los
para 2. pesos w;

Figura 4: Limitador AIl;

o
VSy
L
VSs
[p=T1UlxUTly
(a) Esquema para calcular VS (b) Esquema para calcular la integral
para €. de linea sobre I'g.

Figura 5: Limitador Ally
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aqui, S;; es el valor promedio de los vértices antes de limitar. Después se

calculan los valores limitados sobre las aristas mediante

S12 = Seg — M(Sey — S12,a(Sey — Se,), (Sey — Sey)),
Sag = Sy — M(Sey — So3,a(Sey — Sey), (Se, — Sep)),
Ssy = S, + M( Saq — Seqs 4(Sey = Sey); aSey — Seo))s
Sy1 = Seg + M(Sp1 — S.y, (Sey — Se,), a(Se, — Sey)),

con M(a,b, c) la funcién minmod en una dimension con « € [0, 1], ver [10].

Finalmente, para obtener los valores limitados de la saturacion se resuelve

el problema de minimos cuadrados

sujeto a
1 nne 3
— > 8; =S¢,
nne <
S1+ 52 = 251,
Sy + S3 = 253,
Sz + S4 = 2534,
Sy + 51 =254,

Matematicas y sus

min [|5 — 5z,

(Conservacion de masa sobre )

(Conservacion de masa sobre las aristas de )
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Figura 6: Esquema para el limitador All;.

Discretizacién temporal

Reescribimos la formulacion variacional discreta (27) como el sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO) siguiente:

dsy 1
@y Lo rvie oy p(gn
o q)M (G —=T) = L(S5), (39)
donde
M = [M;;], M;; —/Q ¢i¢; dS2, (40)
T=[T), T,=/| ¢F" vl (41)
e

Qe
El sistema de EDO (39) se aproxima para cada tiempo n a través del método
de Runge-Kutta TVD de segundo orden (RK2-TVD) junto con un limitador

de pendiente AII (véase |7]), que a continuacion se describe.
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Sea {t"}N_, una particion de J = [0,T] y A" = "1 — 4" con n =
0,---, N — 1, entonces la formulacion para RK2-TVD esta dada por

1. Sea Sy = Sy (la condicion inicial).
2. Paran=0,---, N — 1 calculamos S{:H como sigue:

e Dado S{;

e (Calcular las funciones intermedias

1) _ on n n
Sb = Sh + At L(Sh)
Syt = Ami(s")

1

(2) _ n (1) n (1)
S =3 [Se+ Sy + A LS|
S = ALI(SP)

o Actualizar
S:]l+1 _ Sézl)

Método IMPES mejorado

El método IMPES fue originalmente desarrollado en [14] y [16]. La idea bésica
de este método es separar el calculo de la presion de la saturacion. Para ello,
se aproxima la presiéon en forma implicita y la aproximacion de la saturacion
de manera explicita en el tiempo. Este método es simple de implementar
y requiere menos memoria de céomputo que otros, por ejemplo, el método
solucion simultanea, véase [12]. Sin embargo para que sea estable requiere
pasos de tiempo pequenos, véase [6]. Ademas, de la mecéanica de fluidos en
medio poroso se sabe que la variacién temporal de la presion es mas lenta que
la saturacion, por estas razones, es apropiado utilizar pasos de tiempo maés
grande para la presion que para la saturacion. Por tal motivo, implementamos
el método IMPES mejorado adoptado de [5].

Sea {t"}N_ una particion de J = [0,7] el intervalo de tiempo de inte-
rés y J*t = (t*,¢"*'] los subintervalos de J con longitud Atp*! = ¢"+! —
t", n=20,...,N — 1, usada para la presion. Para aproximar la saturacion,

cada subintervalo J"*! es dividido, a su vez, en subintervalos denotados por
n+1
Jm = (grm=1 gnm] donde ™ = " + m—AtA‘} , o m=1,...,. My t"0 ="
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1 11
T A

Figura 7: Discretizacion para el método de IMPES mejorado.

La longitud de J™™ es denotado por Atg™ = t»™—mm=1 m =1,... M, n=
0,...,N —1. En la Figura 7 se muestra un esquema del método IMPES me-
jorado, el cual se describe a continuacién:

1. Dado Sg = S0, la condicion inicial.
2. Paran=20,...,N —1.

(a) Dado Sy, calcular la presion py
(b) Obtener la velocidad Uy
(c) Param=1,...,M

i. Calcular el paso de tiempo asociado a la saturacion

DSmax

n+1,m )
o5
ot

max

agy AL F(Sy™ L up)
at max @ max ’

y DS,a. €s la variacion méaxima de la saturacion que se per-
. ,0
mite con S = Sg.

ii. Calcular S,? ™ utilizando el método RK2-TVD con el limitador

ALE™ =

donde
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de pendiente a través de las funciones intermedias

S = S 4 AL (S

Sy = AH(S )

S& = 2 [S"’m‘l + SV + At L(S)]
S = AH(S )

Si?m = z(,%,)

donde el operador L esta definido por la ecuacion (39).

3. Actualizar
Sn+1 Sn M

4 Validacion del modelo numeérico

Una vez definido nuestro esquema numeérico para resolver el modelo de flujo es
necesario comprobar nuestros resultados, para hacer esto nos respaldamos de
la conservacion de masa calculando el gasto volumétrico y volumen acumulado

en los pozos productores en un tiempo en especifico.

Gasto masico

Conocida la velocidad total, se calcula la velocidad de agua y aceite a través
de las ecuaciones (12) y (13) despreciando el efecto de la presion capilar.
El gasto mésico para la fases de agua y aceite en los pozos productores se

calculan de la forma siguiente:

27
Gorrs = —puruh / Ul d
0

2
qO,Fi = _poru)h/ ||UO|| d@, Z e 27 P 75‘
0

donde,
2m o7 Td
| wias =S 0l o= (o),
k=1

con ng el namero de divisiones en la frontera del pozo inyector I';.
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Gasto volumétrico

Conocidos los valores del gasto maésico, se calcula el gasto volumétrico para
la fase de agua y aceite en cada pozo productor mediante lo siguiente:

Qw,l—‘i = Mu QO,Fi = %7 1= 27 e 75' (44)
El gasto de salida esta dado por
QS = QS,w + Q&oa

donde

= Z Qw,ria QS,O = Z QO,FN
7 %

con Qs Y Qs los gastos de salida para el agua y el aceite, respectivamente.
Para verificar la condicién de conservaciéon de masa se tiene que cumplir que

Qm QS
Qiny - QS - Oa EQ = =2 )
any

donde Ej es el error relativo asociado al gasto de salida Q.

Volumen acumulado

El volumen acumulado para cada fase (agua-aceite) se calcula por medio del
gasto volumétrico en un periodo de tiempo, cuya forma esta dada por

Ty Ty
Vor() = | Qur() dt, Vor,(t)= |  Qor,(t)dt, i=2,--- 5. (45)
0 0

Aqui, Ty denota el tiempo deseado, con Ty € [0,7]. Como en el caso del
gasto volumétrico, el volumen acumulado también debe cumplir la condiciéon
de conservacion de masa, es decir,
Vieo — Vs
‘/teo_vszoa EV:teO—Su
‘/teo
donde Viep = Qiny T es el volumen acumulado al tiempo final Ty y Ey es el
error relativo asociado a Vg que es el volumen acumulado de salida, dado por
Vs = Vsw + Vs,

con

Vst var,vso ZVOF i=2-- 5.
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5 Resultados Numeéricos

En este apartado presentamos los resultados numéricos obtenidos de las si-
mulaciones. En los Cuadros 1 y 2 se muestran las unidades y factores de
conversion, respectivamente, que se emplean en este trabajo. El Cuadro 3
contiene el valor de los parametros usados en el modelo mateméatico y los
parametros de referencia para el modelo adimensional se especifican en el
Cuadro 4. Ademés, se considera una condicién inicial discontinua para la
saturacion del agua definida como

S = {1_507” si (x,y)el“l,
wo 0.6, en otro caso.

Las pruebas numéricas se han desarrollado en una maquina HP Z240 Tower

Cantidad Convertir a  Multiplicar por

Magnitud  Unidad SI Dia s 86,400
Presion Pa, % Atmosfera Pa 101325
Velocidad m Barril m? 1.5899x 1071
S

Densidad % (petroleo 42 gal)
Viscosidad centipoise Pas 0.001
(dindmica) °° psi Pa 6894.76

milidarcy m? 9.86923x 10716

Cuadro 1: Unidades SI.

Cuadro 2: Factores de conversion.

Workstation, Intel(R) Core(TM) i7-6700 CPU @ 3.40Ghz, 15 GB RAM. El
codigo se programé en Matlab R2017b y se paralelizé con ayuda del Parallel
Computing Toolbox. Para ello, se construyeron a alto nivel, ciclos-for para-
lelos (parfor-loop), matrices especiales y se emplearon funciones habilitadas
en paralelo de Matlab. El software utiliza la interfaz de la aplicaciéon Open
Multiprocessing (OpenMP) para la generacion del codigo multintcleo en me-
moria compartida y usa como méaximo el numero de procesadores (workers
para Matlab) del ordenador, en nuestro caso se utilizaron los 4 procesado-
res de la estacion de trabajo. La ventaja de haber empleado este toolbox se
muestra al final de este apartado.
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Parametro Valor Adimensional
KO, 0.3
KO, 0.7
Swe 0.2
Sor 0.1
i1] 0.2
Naw 2
No 2
Tw 0.0635 m 1.5875 x1074
h 20 m 0.05 Parametro Valor qI
gi 1000 psi 1 referencia
ko 100 mD 1 Ln 400 m
Ak 900 mD 9 LR Lep 10~3Pa s
Qiny 5.78 x 107*m?/d  0.0212 PR 1000 psi 6894760 Pa
5 10 m 0.025 kr 100 mD  9.87 x 10~ m?
Puw 1000 Kg/m? 1 OR 1000 kg/m?
Do 800 Kg/m3 0.8 Ur 1.70 x 1076 /s
I 1cP 1 tr 2721d
Lo 3 cP 3

Cuadro 4: Parametros de refe-
Cuadro 3: Parametros utilizados en flujo rencia para la adimensionaliza-
bifasico. cion.

Debido a que la condiciéon inicial es discontinua en el pozo inyector, se
requiere realizar un estudio de limitadores de pendiente con el fin de descri-
bir adecuadamente dicha discontinuidad. Para ello, primero presentamos la
solucion de la ecuacion de saturacion implementando los dos limitadores de
pendiente para elementos lineales, donde se elige el que tiene mejor desem-
peno. Después la mejor opcion de esta prueba se compara contra la soluciéon
obtenida usando el limitador de pendiente para elementos bilineales. Final-
mente, mostramos la soluciéon numérica del flujo bifasico para 3 horas de
produccién con el mejor limitador de pendiente. Cabe senalar, que los valores
de los parametros DS,,.., @ v M se han elegido de la experiencia de diversas
pruebas.

En la Figura 8 se muestran las mallas utilizadas en la solucién numérica
para elementos lineales y bilineales con sus respectivos grados de libertad, las
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(a) nnt = 15376, ne = 30256 (b) nnt = 16212, ne = 15960

Figura 8: Numero de nodos totales y ntimero de elementos para elementos:
(a) lineales y (b) bilineales.

cuales son generadas con ayuda del software GiD 11.0.8.

Limitadores de pendiente para elementos lineales

En esta prueba se muestra el efecto de los limitadores de pendiente AIl; y Ally
en la soluciéon numérica de la ecuacion de saturacion con elementos lineales.
Consideramos el caso de permeabilidad absoluta homogénea cuando Ak = 0
en la relacion (5) y un tiempo de produccion de 30 min. Se fijan los pardmetros
DS, =0.005 y M = 10. Ademas [ = 1 para el limitador AIl;. Los valores
para Qiny ¥ Vieo son de 0.005787%3 y 0.17361m3, respectivamente. La Figura
9 muestra los resultados asociados a la ecuacion de saturacion mostrando un
acercamiento alrededor del pozo inyector I'y y de los pozos productores I'y
y I's, como también un corte transversal sobre el eje x. Para el limitador
All,, los pozos productores tienen una saturacion de agua de alrededor de
0.76. De la grafica 9d se observa que al usar el limitador AIl; no se aproxima
correctamente la saturacion en los extremos de la falla. De igual forma, las
graficas 9a - 9¢ muestran que cerca de los pozos, la mejor solucion se obtiene
implementando el limitador AlIl,, pues aproxima la solucién sin oscilaciones,
principalmente cerca de la discontinuidad del pozo inyector. Por tanto se elige
este limitador para futuras pruebas.
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09f ——— 076} ———
|mm= Condicion inicial | mm= Condicion inicial
 u Limitador A IT,  w Limitador A IT,
0.741
0.85 s Limitadior A T, s Limitadior A T,
0.72f
08F
0.7
075} L
w 3 068
07k 0.66
0.641
065
0.62f
o ann
06 Olsmh--.—--—-—-—-—-—..-..—'uﬂ
2 1 0 1 2 2845 284 2835 283 2825 282 2815 261
X (m) X (m)
(a) Pozo inyector I'y (b) Pozo productor I'y
0.9r
0.76 | Condicion inicial
ozal  u Limitador A IT, 08F
: s Limitadior A T,
07
0.72f
0.6
0.7 H .
05 a H
oF 0681 o . H
04f = [ Condicion inicial
0.66 H = w Limitador A TI,
03r 3 s Limitador A T,
0.641 H -
02 a :
0.62f . .
Bl K. 01f m .
as . . .
0.6“‘;.:—-—-—-—-—-—.::.—'--- H H
| [ | ° | |
2845 284 2835 283 2825 282 2815 261 500 0 500
y (m) X (m)
(¢) Pozo productor I's (d) Corte eje x

Figura 9: Aproximacion de la saturacion para el caso homogéneo con elemen-
tos lineales para los limitadores AIl; y All; a 30 min de produccion.

Matematicas y sus aplicaciones 14, Capitulo 3, paginas 53-85



Simulacion numérica del flujo bifasico para el problema de desprendimiento
de finos por inyeccién de agua de baja salinidad en un yacimiento petrolero 7

Elementos lineales vs bilineales

Ahora se comparan las soluciones numéricas de elementos lineales con el limi-
tador AlIl; contra elementos bilineales con el limitador Alls, donde los grados
de libertad son de 15376 y 16212, respectivamente. Tedricamente se sabe que
la precision es mejor con elementos bilineales al usar el método de elemen-
to finito (Galerkin continuo), véase [3|, sin embargo, estamos interesados en
analizar el desempeno con elementos finitos discontinuos.

Consideramos el caso de permeabilidad absoluta homogénea y un tiem-
po de produccién de 1h. Los valores de los parametros son DS,,,, =0.005,
M = 10 y a =0.5 para el limitador AIls. Los valores para Qiny ¥ Vieo son
de 0.005787 mT?) y 0.347214 m?, respectivamente. En la Figura 10 se observan
las soluciones numéricas asociadas a la saturacion en el pozo inyector y dos
productores, asi como un corte en el eje x. Los resultados muestran que para
1h de produccion la soluciéon asociada a los elementos lineales ya saturé con
agua los pozos productores, es decir, alcanzé el valor de 1 — S, que es el
valor maximo que se puede tomar, lo que significa que ya no hay produccion
de aceite, sin embargo, este efecto fisicamente en la realidad no es probable.
Por otra parte, la soluciéon con elementos bilineales atin no satura los pozos
productores, pues su valor esta alrededor de 0.75. No obstante, la solucién
con elementos bilineales presenta ligeras oscilaciones alrededor de los pozos,
lo cual nos indica que los parametros utilizados para esti aproximacion ne-
cesitan ser ajustados de manera mas precisa. En particular se ha observado
que reduciendo el valor de DS,,,, a 0.001 practicamente se eliminan las osci-
laciones de la solucion, pero es demasiado costoso. El Cuadro 5 presenta los
resultados del gasto volumétrico y volumen acumulado y en la Figura 11 sus
graficas asociadas. Dichas gréaficas confirman que para elementos lineales ya
no hay produccion de aceite a una hora de produccion y el error relativo Ey
es superior al de los elementos bilineales. Ademaés, el tiempo de CPU es ma-
yor para elementos lineales que bilineales que ahorran alrededor del 9% (17
minutos), cuya diferencia se hara més grande conforme aumente el tiempo de
produccién. Por tanto podemos concluir que la mejor aproximacion se tiene
con elementos bilineales usando el limitador Alls.
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|mmmm Condicion inicial
= = Lineales
=== Bilineales

09 P T
= [mm Condicion inicial
= 3 = = Lineales
. == gilineales
0.85 : :
.
-
-
0.8 )
. .
. -
. .
= = %
» 075 . .
.
. .
] K
o y
3
0.6 ————————— - — - ———- -

-2845 -284 -2835 -283 -2825 -282 -2815 -281
y (m)

(¢) Pozo productor I's

|mmm Condicion inicial
= = Lineales
m=Bilineales

0.6 " — ——————— - — - — -

-2845 -284 -2835 -283 -2825 -282 -281.5 -281

x (m)

(b) Pozo productor I'y

| Condicion inicial
= = Lineales
m Bilineales

1

0 500
X (m)

(d) Corte eje x

Figura 10: Aproximaciéon de la saturacion para el caso homogéneo con ele-
mentos lineales y bilineales a 1h de produccion.
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Figura 11: Comparaciéon de gastos volumétricos de agua Qg (lineas azu-
les) y aceite Qgs, (lineas rojas) y volumen acumulado de aceite Vs, a 1h de
produccién para el caso homogéneo.

Elemento Qs EQ Vg Ey CPU

Lineales  0.000873 8.49% 0.052118 8.49% 182.76
Bilineales 0.005346 7.62% 0.319990 7.84% 165.44

Cuadro 5: Comparaciéon del gasto volumétrico (mTS) y volumen acumulado
(m?) de salida para elementos lineales y bilineales a una hora de produccion.

El tiempo de CPU se muestra en minutos.

Simulacién numérica del modelo de flujo bifasico

Se presentan los resultados asociados al modelo de flujo bifésico con elementos
bilineales. Se considera la presencia de la falla conductiva de alta permeabili-
dad con Ak = 900 mD y un tiempo de produccion de 3 h, el gasto de inyeccién
y volumen acumulado son 0.005787 de y 1.041734 m?, respectivamente. Se ha
realizado un anélisis sobre los parametros a, M y DS, .., donde las pruebas
numéricas muestran que una buena elecciéon de estos pardmetros ayudan a
minimizar oscilaciones y tiempo de CPU. El parametro « afecta el proceso de
saturacion en los pozos productores, M afecta el proceso de actualizacion de
la presion en el método IMPES y DS, afecta a las oscilaciones que se pre-
sentan en la ecuacion de saturacion. De acuerdo a lo anterior, los valores de
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los parametros que se utilizan en este subapartado son M = 10, a =0.5 para
el limitador Allz y DS,,., cambia de forma gradual en el tiempo conforme al
Cuadro 6.

Tiempo 0-10 10-30 30-60 60-120 120-180 Np NS  Total CPU

DS,e:  0.001 0.002 0.003 0.004  0.005 1765 17650 756.32

Cuadro 6: Cambio gradual de DS,,,.. Np y NS son el numero de veces que
se calcula la presion y la saturacion, respectivamente. El tiempo de CPU esta
en minutos.

El Cuadro 7 muestra la comparacion entre tiempos de CPU al usar la pa-
ralelizacion implementada en Parallel Computing Toolbox de Matlab con 2,3
y 4 procesadores de la estacion de trabajo contra la forma secuencial. Los
resultados muestran que paralelizando el codigo se tiene un ahorro en tiempo
de CPU con respecto a la forma secuencial, que equivale a una reduccion del
53 % (858 min) con 4 procesadores, 50 % (808 min) con 3 procesadores y 38 %
(623 min) con 2 procesadores. Por tanto, las simulaciones de flujo bifésico se
realizan en paralelo con 4 procesadores.

Caso Total CPU

Secuencial 1615.2
Paralelo (2 procesadores) 991.93
Paralelo (3 procesadores) 807.50
Paralelo (4 procesadores) 756.32

Cuadro 7: Tiempo de CPU (min) secuencial vs paralelo.

En la Figura 12 se exhiben los cortes sobre los ejes asociados a la presion,
velocidad y saturacion. El campo de velocidades como el comportamiento de
la presién y saturaciéon en 2D se observan en la Figura 13.
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Figura 12: Aproximaciones numéricas: (a) y (b) presion, (c¢) y (d) la magnitud
de la velocidad, (e) y (f) saturacion. Modelo de flujo bifésico para 3 h de
produccion. La falla conductiva esta sobre el eje x.
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Los resultados muestran que a tres horas de produccién atin no se tiene
saturacion de agua en los pozos productores lo que implica produccion de acei-
te, ademas, sobre la falla conductiva se tiene una velocidad mayor que afecta
a la saturacion. Por otra parte, el Cuadro 8 muestra el gasto volumétrico y
volumen acumulado de salida, tales datos indican que atin hay produccion de
aceite y es necesario mas tiempo de produccion.

Qs Eq Vs Ey
0.005419 6.35% 1.04170 7.25%

Cuadro 8: Gasto volumétrico y volumen acumulado de salida para el modelo
de flujo bifésico a 3h de produccion.

6 Conclusiones y trabajo a futuro

Se simul6 numéricamente el flujo bifasico asociado al modelo de despren-
dimiento y movilizacién de finos en una falla conductiva, considerando una
condicién inicial discontinua de la saturaciéon en el pozo inyector. Se aplicaron
las técnicas de elemento finito para aproximar la presion y velocidad y Ga-
lerkin Discontinuo para la saturacion. Se realizé un estudio de limitadores de
pendiente para elementos lineales y bilineales, el cual mostr6é que se obtienen
mejores simulaciones al emplear elementos bilineales con el limitador All;.
Se analizaron los valores de los parametros DS,,.,, « y M para ajustarlo.
Y el programa se aceler6é considerablemente al usar la herramienta Parallel
Computing Toolbox de Matlab. Todo con la finalidad de tener simulaciones
confiables. Como trabajo futuro se simularé el desprendimiento, movilidad y
atoramiento de finos.
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Resumen

Un pico-satélite (CanSat) es un dispositivo que simula un satélite real,
en el sentido de sus componentes, estos se usan para el acercamiento de
los estudiantes, al conocimiento de las tecnologias de la industria espa-
cial [4], es decir, son el pretexto ideal para que un estudiante tenga la
experiencia préctica de realizar un proyecto espacial. Los pico-satélites
no orbitan, son lanzados desde una altura aproximada de un kilémetro
desde el suelo, mediante drones o cohetes, una de sus misiones es lograr
transmitir datos de telemetria como son: presién atmosférica, tempera-
tura, humedad, entre otros. Lo anterior se debe hacer mientras el CanSat
desciende lentamente hasta lograr su mision, el rango de la velocidad a la
que debe descender es fijada en los concursos nacionales e internacionales.
El trabajo que presentamos tiene por objetivo analizar dicha etapa, esto
es, controlar la velocidad de descenso del CanSat mediante un paracai-
das. Para tal meta analizamos el modelo mateméatico que describe dicho
fenémeno, en la que encontramos las relaciones de los pardmetros involu-
crados como son; velocidad limite o terminal, fuerza de arrastre, densidad
del aire, coeficiente de arraste y area. Mismos que nos ayudaran a disenar
el paracaidas y a construirlo tomando en cuenta los resultados que genera

tal modelo.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/
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1 Introduccion

En 1995 en la Universidad de Stanford surgi6 la iniciativa de involucrar a
los estudiantes del programa educativo de ingenieria espacial en el diseno de
satélites [4]. Estos esfuerzos fueron realizados por parte del profesor Robert
Twiggs con el diseno y construccion de un micro satélite que més adelante se
le conoceria con el término de CanSat. El acréonimo CanSat proviene de la
palabra Can que significa “lata” en el idioma inglés y de Sat de la contraccién
de “satélite”.

Uno de los principales objetivos de los pico-satélites CanSat reside en el
aspecto educativo, estos son usados para inducir a los estudiantes al cam-
po de las tecnologias aeroespaciales. Sin embargo, creemos que hoy en dia
a tomado un auge més alld de lo educativo, esto se puede constatar en la
aparicion de cada ves mas competencias locales e internaciones a lo largo de
cada ano. En donde, el principal objetivo radica en poner aprueba el ingenio
de los participantes, para realizar diferentes misiones, que van desde; trans-
mitir datos de telemetria, salvaguardar un huevo en su interior, descender con
una velocidad controlada usando un paracaidas u otro artefacto, probar una
ecuacion matematica, una ley fisica, etc. Asi pues, podemos decir que
tanto la electronica involucrada en los dispositivos, como la matematica y la
fisica inmersa en ellos pueden lograr hacer la diferencia entre los diferentes
dispositivos.

Otra caracteristica del CanSat es que no pueden recibir instrucciones desde
la estacion receptora, durante su trayecto de ascenso, descenso y/o retorno,
es decir, deben ser completamente auténomos [4].

La primera parte de este trabajo describe de manera general los compo-
nentes de un CanSat, asi como también los términos usados en el mismo. La
segunda parte esta enfocado al principal objetivo, que es, describir el mode-
lo matematico del fenémeno que ocurre, desde, el momento que el CanSat
es desprendido del dron o cohete, hasta que él mismo llega a tocar el suelo,
dicho modelo nos ayudara a entender con una mejor claridad tal evento, y
asi, poder disenar el tamano del paracaidas de tal manera que descienda a la
velocidad elegida.
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2 Conceptos

En esta seccién solo enunciamos todos los conceptos usados a lo largo del
trabajo, sin embargo, no es la meta dar una descripciéon a detalle de los
mismos. Para el lector interesado en a ondar en los detalles recomendamos
revisar las siguientes referencias [6], [9].

Segunda ley de Newton

La segunda ley de Newton se puede enunciar de la siguiente manera: Si una
particula sufre una alteracion de su sistema inercial de referencia debido a una
interaccion, interna o externa, dicha alteracion puede ser cuantificada como

d(mv)
pn (1)

donde muv es la cantidad de movimiento o momentum lineal. Asi, la fuerza
esta definida como la razén de cambio temporal de dicha cantidad de movi-
miento. Si la masa de la particula permanece invariante mientras se desplaza,
la ecuacion (1) se reduce a F' = ma, conocida como la ley fundamental de la
Dinamica.

F=

Fuerza de arrastre

Cuando una particula se mueve a través de un medio distinto al vacio (como
un fluido, €j. aire, agua, aceite, etc.), este medio ejerce una fuerza de resisten-
cia conocida como fuerza de arrastre Fy que tiende a reducir su velocidad. La
fuerza de arrastre depende de las propiedades del fluido y del tamano, forma
y velocidad del objeto relativa al fluido. De acuerdo a si el objeto se desplaza
a alta o baja velocidad, dicha fuerza puede ser lineal o cuadratica en v. La
direccion de Fy es el de la velocidad del objeto relativa al fluido, y su sentido
se opone al movimiento (es decir siempre produce una desaceleracion).

1
Fy= EpU2C’dA = kv? (2)
donde k = %pCdA, la fuerza de resistencia sobre cualquier objeto es propor-

cional a la densidad del fluido y proporcional al cuadrado de la velocidad
relativa entre el objeto y el fluido. Cy no es constante sino que varfa como
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funcion de la velocidad, la direccion del flujo, la posiciéon del objeto, el tamano
del objeto, la densidad del fluido.

Coeficiente de arrastre

El coeficiente de arrastre, resistencia o friccion del medio (comtnmente de-
notado como: Cy4, C, o C,,) es una cantidad adimensional que se usa para
cuantificar la resistencia de un objeto en un medio fluido como el aire o el
agua. Es utilizado en la ecuacion de resistencia, en donde un coeficiente de
resistencia bajo indica que el objeto tendra menos resistencia aerodinamica
o hidrodindmica. El coeficiente de resistencia esta siempre asociado con una
superficie particular.

El coeficiente de resistencia de cualquier objeto comprende los efectos de
dos contribuciones basicas a la resistencia dindmica del fluido: la resistencia
de forma y de superficie.

Densidad

La densidad o densidad absoluta es la magnitud que expresa la relacion entre
la masa y el volumen de una sustancia o un objeto sélido. Su unidad en
el Sistema Internacional (SI) es kilogramo por metro cibico (kg/m?). La
densidad es una magnitud intensiva. Mateméaticamente se expresa como:

P:V (3)

Area

El concepto de area permite asignar una medida a la extension de una su-
perficie, expresada en matemaéticas como unidades de medida denominadas
unidades de superficie. La unidad empleada para medir el area se denomina
unidad cuadrada.

CanSat

La agencia espacial europea define un CanSat como un conjunto de sistemas
electronicos que simulan las funciones de un satelite real 7], los componen-
tes estan integrados dentro de una lata de refresco de aproximadamente 355
mililitros y un peso no mayor a 500 gramos.
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Existen diferentes tipos de CanSat, estos son:

e Rover-back
El CanSat debe desplazarse de manera auténoma a un punto definido,
una vez aterrizado, por medio de un vehiculo tipo Rover.

e Fly-back

En la etapa de descenso el CanSat controla su caida. Dependiendo de
la misiéon esto lo debe hacer usando mecanismos que de alguna manera
frenen su caida, como por ejemplo; un paracaidas, un autogiro e incluso
se puede dotar de todo un sistema que permitan planear y trazar una
determinada trayectoria, hasta alcanzar un punto definido.

e Medicion de Pardmetros
El CanSat durante su descenso debe recopilar datos de pardmetros fisi-
cos y quimicos del ambiente, mediante los sensores que estan integrados
en su segmento de vuelo.

e Resistencia al Impacto

El CanSat debe soportar el impacto que sufre al tocar el suelo, sal-
vaguardando sus componentes y hasta otros objetos que lleven en su
interior, como por ejemplo un huevo.

En general la arquitectura basica de un CanSat esta conformada por la
parte del segmento de vuelo y la del segmento terrestre.

Segmento de Vuelo
Los principales subsistemas que lo integran son:

e Sistema de Sensores

Este modulo esta constituido por todos los sensores (inerciales, de clima
y posicionamiento) y es el encargado de medir todas las variables fisicas,
quimicas y de posicionamiento geogréafico del CanSat.

e Estructura Mecanica

Es la carcasa que se encarga de protejer todos los elementos del CanSat,
por lo regular es disenada de acuerdo al proposito de la mision o tipo
de CanSat.
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e Control y Procesamiento de Datos

Podemos decir que es el cerebro del CanSat, él que tiene la tarea de
recabar la informacion de los sensores y a su vez dirigirlos a los elementos
de transmision, o de almacenarlos para después recuperarlos.

e Transmision de Datos

Agrandes rasgos este sistema se encarga de enviar la informacion a la
estacion terrena en tiempo real.

e Sistema de Potencia

Es el encargado de energizar todos los sistemas del CanSat, mediante
unas baterias o paneles solares.

Segmento Terrestre

Esta integrado por una estaciéon terrena la cual tiene la funciéon de comu-
nicarse con el CanSat, es decir, recibir toda la informaciéon que los sensores
envian, desde el comienzo de la mision, hasta el final del mismo. La estruc-
tura bésica la conforma una antena receptora, un trasnreceptor conectada a
una computadora, en donde con ayuda de un software especializado se pueda
analizar, extraer los datos, y visualizarlos por medio de gréficas.

Todo lo anterior lo podemos resumir en el siguiente diagrama
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Figura 1: Modulos de un CanSat.

Para terminar esta secciéon es importante mencionar que en nuestro pais es
reciente la aparicion de eventos que buscan integrar a los estudiantes de nivel
superior, a competir usando sus cansats en donde demuestren su ingenio para
realizar diferentes misiones. Sin embargo, en otros paises tales dispositivos
fueron introducidos desde los afios noventa y en la actualidad ya son usados
en estudiantes de niveles de secundaria.

3 Modelo matematico del descenso

Visualizando y analizando detenidamente el problema podremos pensar que
cuando un cuerpo se suelta en la atmosfera, primero acelera bajo la influencia
de su peso. La fuerza de arrastre resiste el movimiento del cuerpo, que actia
en la direccién opuesta al movimiento. Conforme aumenta la velocidad del
cuerpo, lo mismo la fuerza de arrastre. Esto contintia hasta que todas las
fuerzas se equilibran unas a otras y la fuerza neta que acttia sobre el cuerpo
(v por lo tanto su aceleracion) es cero. Entonces, la velocidad del cuerpo, per-
manece constante durante el resto de su caida si las propiedades del fluido, en
la trayectoria del cuerpo, permanecen esencialmente constantes o uniformes.
Esta es la la velocidad maxima que un cuerpo que cae puede alcanzar, tal
velocidad se llama velocidad terminal o limite [9].
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En esta seccién demostraremos usando el modelo de caida libre que lo di-
cho anteriormente asi ocurre, més ain determinaremos céomo es tal velocidad
limite. Para esto vamos a considerar que la fuerza de arrastre es directamente
proporcional al cuadrado de la velocidad del CanSat. En general la fuerza de
arraste es una funcion de la velocidad del cuerpo, esta puede puede ser lineal,
e incluso polinomial [5]. Sin embargo para un medio en donde el aire se com-
porta de manera uniforme, la fuerza de resistencia se puede considerar como
una funcién de la velocidad al cuadrado. Por otro lado para ambientes donde
el aire no es uniforme, se puede demostrar que la presion atmosférica varia
dependiendo la altitud, convirtiendo la fuerza de resistencia en una funcién
mas compleja [5].

A continuacion describiremos el modelo matemaéatico que describe el fe-
noémeno considerando un ambiente uniforme, es decir, en donde las carac-
teristicas del medio permanecen esencialmente constantes durante toda la
trayectoria del CanSat.

Sea w el peso de nuestro CanSat, y r la resistencia del aire del ambiente.
Consideremos como positiva la direcciéon hacia abajo, como lo muestra la
siguiente figura.

I r

l

Vterminal
FD
l w Fp=W-Fpg
(a) Paracaidas (b) Cuerpo

Figura 2: Paracaidas y cuerpo libre.
De acuerdo a la segunda ley de Newton, podemos afirmar que la fuerza

resultante que actia en el CanSat es igual a su masa (m) por la aceleracion
(a) del CanSat, es decir,
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w+1r=ma (4)

La resistencia del aire la consideraremos proporcional al cuadrado de la
velocidad, esto es,
r = kv?, (5)

La constante £ > 0 es determinado por experimentacion y esta depende
de los siguientes factores:

e Densidad del aire (p)
e Coeficiente de arrastre (Cy)
e Area frontal del paracaidas expuesta al aire

Continuando con el modelo y considerando la direcciéon positiva hacia
abajo, la sustitucion de r en la ecuacion (4) nos lleva a obtener la siguien-
te ecuacion w — kv? = ma, misma que se traduce en la siguiente ecuacion
diferencial, pues la aceleracion es la derivada de la velocidad.

dv

My =W kv? (6)
Dado que w = mg, entonces

dv k

a g - EU (7)

Para resolver la ecuacion diferencial, note que dicha ecuacion diferencial
se puede resolver por separacion de variables. Por comodidad sea a = %, de
donde que,

dv
% == g - O{'U2 (8)
Poniendo la ecuacién de la forma
d
Y (9)
g — av?

o bien,

1 1
(2\/5(\/§—U\/a)+2\/§(\/§+v\/a)>dU:dt (10)
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Integrando obtenemos

(Vi +vva

ln‘(\/ﬁ—v = =2/ag(t+c) (11)

mejor ain,
V9 + v/ — - e2Vag(t+o) (12)
V9 — v/

Considerando que la velocidad inicial del CanSat es cero, esto es, v(0) =0, y
despejando v(t), obtenemos

(e 13
vV \avm i )
entonces
(t) mg e?t\/gk/m -1 (14)
u(t)=\— | ——F— |,
k 62t\/gk/m +1

El cual representa la velocidad instantanea del CanSat en el tiempo.
Otra forma de representar la velocidad es,

0=V (- ) "

Lo cual permite notar que,

k

m’

Dado que a =

m
lfm v(t) = y/ =2 (16)
t—o0 k‘
La velocidad anterior se conoce como velocidad limite o velocidad termi-
nal, la cual la denotaremos por v,,

2 _ mg
Ul = 7 (17)
equivalentemente,
kv? = w (18)
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Esta ultima ecuacion permite observar que el CanSat alcanza dicha ve-
locidad cuando su peso es igual a la fuerza de resistencia del aire, en pocas
palabras v, es la que permitira que el CanSat descienda suavemente.

En lo que concierne a la constante de proporcionalidad k, se sabe que
dicha constante esta dada por:

pACy

k= :
2

(19)

Donde,
e p representa la densidad del aire,
e () el coeficiente de arrastre,
e A es Area frontal del paracaidas expuesta al aire.

Para terminar esta seccion, sustituimos la constante de proporcionalidad
k en la ecuacion anterior.

PACdvz _
2

De esta tltima note que el area del paracaidas se puede expresar en funcion
de la velocidad limite, esto es,

w, (20)

. 2gm

= 21
o (21)

4 Coeficiente de arrastre

Cuando un fluido se desplaza sobre un cuerpo sélido, ejerce fuerzas de presion
normales a la superficie y fuerzas de corte paralelas a la superficie a lo largo
de la superficie exterior del cuerpo.

Usualmente existe interés en la resultante de las fuerzas de presion y de
corte que actian sobre el cuerpo en lugar de los detalles de las distribuciones
de estas fuerzas en toda la superficie del cuerpo.

La componente de la fuerza de presion y de corte resultante que acttia en la
direccion del flujo se llama fuerza de arrastre (o solo arrastre), y la componente
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que actia normal a la direccion del flujo se llama fuerza de sustentacion (o
solo sustentacion).

Un cuerpo encuentra cierta resistencia cuando se fuerza a moverse a través
de un fluido, especialmente un liquido. La fuerza que un fluido que fluye ejerce
sobre un cuerpo en la direccion del flujo se llama arrastre. La fuerza de arrastre
se puede medir de manera directa simplemente con unir el cuerpo sumergido
a un flujo de fluido a un resorte calibrado y medir el desplazamiento en la
direccion del flujo (tal como medir el peso con una bascula de resorte) [9].

Area caracteristica

Los coeficientes de resistencia se definen usando un area caracteristica A que
puede variar dependiendo de la forma del cuerpo:

o F
- 1pU2A

el factor %pU 2 en mécanica de fluidos se define como presiéon dinamica [6].
Cuando se quiere hacer uso de datos de resistencia u otras fuerzas, es impor-
tante tener la longitud y area utilizadas para adimencionalizar los coeficientes
que nos proporcionan.

A representa por lo general el area frontal del cuerpo (el area que se
proyecta sobre un plano normal a la direccion del flujo). En otras palabras,
A es el area que una persona veria si observara al cuerpo desde la direccién
del fluido que se aproxima.

Los coeficientes de arrastre y sustentacion locales varian a lo largo de la
superficie como resultado de los cambios en la velocidad de la capa limite en
la direcciéon del flujo.

De [9] se sabe que cuando un cuerpo se suelta en la atmosfera, primero
acelera bajo la influencia de su peso (w). La fuerza de arrastre (Fp) resiste
el movimiento del cuerpo, que actiia en la direcciéon opuesta al movimiento.
Conforme aumenta la velocidad del cuerpo, lo mismo la fuerza de arrastre.
Esto continta hasta que todas las fuerzas se equilibran unas a otras y la
fuerza neta que acttia sobre el cuerpo (y por lo tanto su aceleracion) es cero.
Entonces, la velocidad del cuerpo, permanece constante durante el resto de su
caida si las propiedades del fluido, en la trayectoria del cuerpo, permanecen
esencialmente constantes. Esta es la velocidad maxima que un cuerpo que cae
puede alcanzar, se llama velocidad terminal figura 3.
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Fp

n

terminal
FD
Fp=W-F,
Figura 3: Durante una caida libre, un cuerpo alcanza su velocidad terminal

cuando la fuerza de arrastre es igual al peso del cuerpo menos la fuerza de
flotacion (No hay aceleracion).

5 Diseno y construccion del paracaidas

Un paracaidas es un artefacto (ver figura 4) disenado para frenar las caidas
mediante la resistencia generada por ¢l mismo al atravesar el aire, logrando
una velocidad de caida segura y practicamente constante.

Figura 4: Paracaidas.

para el caso particular del CanSat la constante de proporcionalidad obte-
nida del modelo matematico k, esta dada por:

_ pACy

k
2

(22)
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sustituyendo k en la velocidad limite se tiene:

. 2gm

= —— 2
pCqv? (23)

donde:
e p es la densidad local del aire.

e v es la velocidad de descenso

Cy es el coeficiente de arrastre
e m es la masa del CanSat
e ¢ es la constante de gravedad

Ya con esta ultima expresion (23), en donde observamos que en particular
el area esta en funcion de la velocidad limite o velocidad de descenso, podemos
empezar a disenar nuestro paracaidas, primero que nada recordemos que el
intervalo en la que debe de estar la velocidad limite es fijada en los concursos,
para nuestro caso trabajaremos en un intervalo de 5 m/s a 10 m/s, ya que
este fué el mas comun en los ultimos concursos [§].

La propuesta que haremos es descender a una velocidad controlada de
5.5 m/s, aun que, el lector pude decidir sobre el que més le convenga siempre
y cuando no se salga del intervalo que le exijan.

De la Agencia Espacial Mexicana [3] se tiene que el coeficiente de arrastre
para descender hay tres casos que se muestran en la siguiente Tabla 1.

Cuadro 1: Coeficientes de arrastre.

Velocidad de descenso | Modo de descenso | Cy
23 ft/s Normal 1.26
20 ft /s Oscilando 1.6
16 ft/s Planeando 2.4
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A partir de la velocidad elegida anteriormente observamos, segun la tabla
anterior, el coeficiente de arrastre que méas nos conviene es C; = 2.4

Para el caso la forma del parcaidas se decidio aquella que tenga la forma de
un octégono, luego entonces, el area A de seccién transversal, es un poligono
regular de 8 lados como se muestra en la figura 5, cuya area es:

A=2V2r? (24)

Figura 5: Area de seccion transversal del paracaidas.

En cuanto a la forma del domo se considera una forma semiesférica con
las siguientes caracteristicas:

’

(3r)/n

(6r)/n <

Figura 6: Lados del paracaidas.
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donde r corresponde al radio del poligono, y n es el nimero de lados del
poligono regular considerado.

Otros datos que necesitamos son el peso del CanSat y la densidad del aire,
en la primera columna de la siguiente tabla se muestra tales parametros, asi
como también los propuestos (velocidad limite, coeficiente de arrastre), la se-
gunda columna muestra los resultados que se obtienen al sustituir los mismos
en las formulas 23 y 24, es decir, las dimensiones de nuestro paracaidas.

Cuadro 2: Pardmetros.

v,=5.5 m/s
p=1.22 kg/m? A=1054.82 cm?
Cy=2.4 r=19.31 cm
m=0.25kg | L=% — & — 14.48cm
g=9.81 m/s?

Las siguientes figuras muestran el molde y el paracaidas hecho con las
dimensiones anteriores.

Figura 7: Molde del Paracaidas.
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Figura 8: Paracaidas real.

Finalizamos este trabajo comentando que el lanzamiento del CanSat fué
realizado en las instalaciones del Instituto Tecnologico Superior de Atlixco.
Este fue lanzado a una altura de 100 metros por medio de un dron. El sensor
del CanSat marco una velocidad de descenso de 6 m/s.

Tomando en cuenta la precision y la exactitud inherentes a cualquier dis-
positivo electronico, asi como también el intervalo elegido, consideramos que
el control de la caida fue todo un éxito. Las siguientes imagenes muestran el
lanzamiento y parte del descenso.

Figura 9: Lanzamiento.

Figura 10: Descenso del CanSat en paracaidas.
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Funciones perfectas

Manuel Ibarra Contreras y Armando Martinez Garcia
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Resumen

En este capitulo daremos condiciones bajo las cuales una funcion es per-
fecta. Estas condiciones estaran dadas sobre el dominio, contradominio
o la funciéon misma, como se ve en la seccion 3 donde se trabaja con
funciones entre espacios compactos, en la secciéon 4 donde se trabaja con
funciones entre espacios numerablemente compactos o en la seccon 5 don-
de se trabaja con funciones entre espacios métricos.

1 Introduccion

Una funcién perfecta entre los espacios topolégicos X y Y, con X espacio
de Hausdorff (73), es una funcién continua, cerrada y con fibras compactas.
Dentro de las propiedades topologicas que se satisfacen en la clase de los es-
pacios Hausdorff estan las que se preservan bajo las funciones perfectas y sus
preimagenes. Entre otras cosas, en [3], se prueba que las clases de espacios
regulares, espacios compactos, espacios localmente compactos y k-espacios
cumplen ambas condiciones. Estas y otras propiedades de las funciones per-
fectas (por ejemplo, preservan la metrizabilidad y la paracompacidad) las han
llevado a tomar una posicién muy importante dentro de la topologia general.
En este capitulo, como ya se mencioné en el resumen, se estudia este con-
cepto en las clases de los espacios topologicos compactos, numerablemente
compactos y metrizables. Se estudia, entre otras cosas, cémo es que a una
funcion que satisface alguna condicion débil de continuidad (por ejemplo, la
cuasi continuidad, la —continuidad o la c-continuidad) se le pueden agregar
condiciones de algun tipo que lleve a que la funcion sea perfecta.
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2 Preliminares

Denotaremos con las letras X, Y a los espacios topologicos sin ningtin axio-
ma de separacion a menos que se diga en forma explicita alguna condicién
adicional. Con las letras M y N denotaremos a los espacios métricos.

Si A C X, diremos que A es un conjunto cerrado si X \ A es un conjunto
abierto. Una familia F, de subconjuntos abiertos de X es base para X si todo
conjunto abierto en X es la unién de una subfamilia de F; y se dira que F es
una cubierta abierta de X si X = |JF. Paraz € X, V C X es una vecindad
de z si hay un conjunto abierto U tal que x € U C V' y una familia V(x) de
vecindades de x serd una base de vecindades de x si para cada vecindad W
de z, existe V € V() con la propiedad de que V C W.

En esta seccion omitimos las pruebas de aquellos resultados que son bési-
cos y que normalmente se prueban en un primer curso de topologia (el lector
interesado en revisarlas puede consultar [2] o [3]). Hacemos las pruebas de
las proposiciones que tienen que ver con alguna de las condiciones débiles de
continuidad.

Definicién 2.1. Sixz € X y A C X, entonces

1. Un elemento z € X es punto de adherencia de A si para todo conjunto
abierto U tal que x € U, se tiene que U N A # ().

2. La cerradura de A la cual denotaremos como clx(A) es el conjunto

clx(A) ={z € X : x es punto de adherencia de A}.

3. Unared en X es una funcion f : I — X donde [ es un conjunto dirigido.

Sif:I— X esunareden X, es costumbre denotarla como {z; };cr donde
x; = f(i) para cada i € I. También se dice que la red {x;};e; converge a un
punto x € X, denotado como x; — x, si para cada conjunto abierto V' de X
tal que x € V, existe ig € I, tal que para todo 7 € I con i > 1, se tiene que
T; € V.

Lema 2.2. Si A C X, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es un conjunto cerrado.

2. A= ClX(A)
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Lema 2.3. Stz € X y A C X, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. x € clx(A).
2. Eziste una red {z;};c; que converge a x y x; € A para toda i € I.

Definicion 2.4. 1. X es T} si para todo z,y € X con x # y, existen
conjuntos abiertos U y V tales que

(zeUyy¢U)y(yeVyazgV).

2. X es Ty si para todo z,y € X con x # y existen conjuntos abiertos U
y V tales que
relU,yeVyUnV =40.

3. X es regular si X es 77 y para todo conjunto cerrado FF C X yz € X
tal que x ¢ F existen conjuntos abiertos U y V' tales que

2 €U, FCVyUNV =0,

4. X es compacto si X es T, y toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta finita.

5. X es numerablemente compacto si X es 75 y toda cubierta abierta
numerable de X tiene una subcubierta finita.

6. X es primero numerable si cada x € X tiene una base numerable.

Los lemas que siguen enuncian propiedades de las clases de espacios que
se acaban de definir y que seréan usadas en las secciones posteriores

Lema 2.5. 1. X es T} si y solo si para todo x € X, el conjunto {x} es
cerrado.

2. Si X es reqular, entonces X esT5.
3. Si X es compacto, entonces X es reqular.

4. X es Ty sty solo si toda red en X converge a lo mads a un punto.
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Lema 2.6. 1. S1 X esTy yY C X compacto, entonces Y es un conjunto
cerrado.

2. 81 X compacto y F' C X es un conjunto cerrado, entonces F' es com-
pacto.

Lema 2.7. 1. Si X es numerablemente compacto y F' C X es un conjunto
cerrado, entonces F' es numerablemente compacto.

2. Si X es primero numerable y F' C X es numerablemente compacto,
entonces F' es un conjunto cerrado.

Definicion 2.8. Si f: X — Y es una funciéon y x € X, diremos que:

1. f es continua en z si para todo conjunto abierto V' C Y, tal que f(z) €
V', existe un conjunto abierto U C X tal quex € Uy f(U) CV,

2. f es débilmente continua en x si para todo conjunto abierto V' C Y,
tal que f(z) € V, existe un conjunto abierto U C X tal que x € U y
fU) C ey (V),

3. f es f-continua en x si para todo conjunto abierto V' C Y tal que f(z) €
V existe un conjunto abierto U C X tal que x € Uy f(clx(U)) C
Cly(V),

4. f es c-continua en x si para todo conjunto abierto V' C Y tal que
f(z) € Vy Y\ V es compacto existe un conjunto abierto U C X tal
quexeUy f(U)CV,

5. f es separante si X,Y son espacios Ty y para todo y;,y2 € Y tales
que y; # 19, existen conjuntos abiertos Vi, Vo C Y tales que y; € V7,

y2 € Vo, clx (f (V) N fTH(V2) = 0y f71 (Vi) Nelx (f 71 (V2)) = 0.

6. f es cuasi continua en x si para todo conjunto abierto V' C X tal que
r € V y todo conjunto abierto W C Y tal que f(z) € W, existe un
conjunto abierto no vacio U C V tal que f(U) C W.

Diremos que f es continua en X, o débilmente continua en X, o #-continua

en X, o c-continua en X, o cuasi continua en X si para cada x € X, f es
continua en x, o débilmente continua en x, o 6 continua en z, o ¢ continua
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en z, o cuasi continua en x, respectivamente. Si no hay lugar a confusion,
simplemente se dird que f es continua, débilmente continua, f-continua, c-
continua, o cuasi continua, respectivamente.

Lema 2.9. Si f : X — Y es una funcion continua o 0-continua, entonces f
es débilmente continua.

Demostracion. Se sigue de la Definicion 2.8 incisos 1 y 3. [

El siguiente lema resume algunas de las equivalencias muy conocidas de
la continuidad de una funcion.

Lema 2.10. Si f : X — Y es una funcion, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. f es continua.

2. Para todo conjunto abierto V .C'Y, se tiene que f~1(V') es un conjunto
abierto.

3. Para todo conjunto cerrado F C 'Y, se tiene que f~1(F) es un conjunto
cerrado.

4. Para todo conjunto A C X, se tiene que f(clx(A) C cly(f(A)).

5. Para todo conjunto B C 'Y, se tiene que clx(f~*(B)) C f~(cly(B)).
Definicion 2.11. Si f: X — Y es una funcién, diremos que:

1. f es cerrada si para todo conjunto cerrado F' C X, se tiene que f(F)
es un conjunto cerrado,

2. f es compacta (numerablemente compacta) si para todo compacto (nu-
merablemente compacto) K C Y, se tiene que f~'(K) es compacto
(numerablemente compacto),

3. f es preservadora de compactos (numerablemente compactos) si para
todo compacto (numerablemente compacto) K C X se tiene que f(K)
es compacto (numerablemente compacto),

4. f tiene fibras compactas (fibras cerradas) si para todo y € Y, se tiene
que f~(y) es compacto (cerrado).
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Lema 2.12. St f : X — Y es una funcion c-continua con Y Th, entonces
para todo compacto K CY, se tiene que f~1(K) es un conjunto cerrado.

Demostracion. Si K C Y compacto, por el Lema 2.6, K es un conjunto
cerrado y por esto Y\ K es un conjunto abierto. Ahora, si z € X \ f~}(K),
entonces f(x) € Y\ K. Como f es c-continua en z, existe un conjunto abierto
Uen X talquexr € Uy f(U) C Y\K,yestoimplicaquex € U C X\ f1(K).
Por lo tanto, f~'(K) es un conjunto cerrado. ]

Definicion 2.13. Si f: X — Y es una funcion, la grafica de f, que denota-
remos por Graf(f), es el conjunto

Graf(f) = {(z, f(x)) : x € X}.

Lema 2.14. Si f : X — Y es una funcion, entonces las siguientes afirma-
ctones son equivalentes

1. Graf(f) es un conjunto cerrado de X X Y.

2. Para todox € X yy €Y tales que f(x) # y, existen conjuntos abiertos
UcCcX yV CY tales que

relU yeVyf(UNV =0

Demostracion. 1 implica 2. Sean x € X y y € Y tales que f(x) # vy, en-
tonces (z,y) ¢ Graf(f). Como Graf(f) es un conjunto cerrado de X x Y

y (z,y) ¢ Graf(f), entonces (z,y) ¢ clxxy(Graf(f)), y esto implica que
existen conjuntos abiertos U C X y V C Y tales que

0.

xelU,yeVy (UxV)NGraf(f)

Probaremos que f(U)NV = .

Si existiera z € f(U) NV, entonces z € f(U) y z € V y esto implica que
existe 2* € U tal que f(2*) = zy f(z*) € V;sesigue que (z*, f(z*)) € (UxV)
y esto implica que

(UxV)YNGraf(f)#0

y esto contradice que (U x V)N Graf(f) = 0.
Por lo tanto f(U)NV = 0.
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2 implica 1. Si (z,y) € X \ Graf(f), entonces f(x) # y, y esto implica
que existen conjuntos abiertos U C X y V C Y tales que

relU, yeVy f(UNV=.

Probaremos que (U x V)N Graf(f) = 0.

Si no fuera el caso, existiria
(z1,91) € (U x V)N Graf(f),
esto implica que (z1,y1) € (U X V) y y1 = f(x1); se sigue que
fyNv£0Q

y esto contradice nuestra hipotesis.
Por lo tanto (U x V)N Graf(f) =0, se sigue que

(r,y) € U XV C (X \Graf(f)),

y esto significa que Graf(f) es un conjunto cerrado de X x Y. ]

De aqui en adelante cuando Graf(f) sea un conjunto cerrado, diremos
también que f tiene grafica cerrada.

Lema 2.15. 5i f : X — Y es una funcion débilmente continua y Y es Tb,
entonces f tiene grdafica cerrada.

Demostracion. Sean x € X y y € Y tales que f(x) # y. Como Y es Ty y
f(z) # y existen conjuntos abiertos Vi, Vo C Y tales que

flz) eV, yeVay VinNVy =0,

esto implica que cly (V;) NV, = 0.
Dado que f es débilmente continua y f(z) € 1}, existe un conjunto abierto
UcCXtalquex €Uy f(U) C cly(V1); se sigue que

fU)YNVy=10.
Por lo tanto, del Lema 2.14, se sigue que Graf(f) es un conjunto cerrado. [

De los Lemas 2.14 y 2.9 tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 2.16. §i f : X — Y es una funcion y'Y es Ty, entonces [ tiene
grdfica cerrada st

1. f es continua, o
2. f es f-continua.

Lema 2.17. Si f : X — Y es una funcion separante con X y'Y espacios Ts,
entonces f tiene grdfica cerrada.

Demostracion. Sean z € X,y € Y tales que f(z) # y. Como f es una funcion
separante y f(x) # y existen conjuntos abiertos Vi, Vo C Y tales que

fl@) € Vi, y €V, cx(fTH (V)N (Va) =0y [ (Vi) Nelx (f71(Va)) = 0.

Como f(x) € Vi, entonces z € f~1(V3); esto implica que = ¢ clx(f~(V2)); se
sigue que x € X \ clx(f~*(V2)).
SiU=X\clx(f!(V3)), es claro que

x € U, U es un conjunto abierto y que f(U) C Y \ V5;

esto implica que f(U) NV, = 0.
Por lo tanto, del Lema 2.14, se sigue que Graf(f) es un conjunto cerrado.
]

Lema 2.18. Si f : X — Y es una funcion cerrada con fibras cerradas y X
es reqular, entonces f tiene grdfica cerrada.

Demostracion. Sean x € X, y € Y tales que f(x) # y, entonces x ¢ f~'(y) y
dado que X es regular y f~1(y) es cerrado, existen conjuntos abiertos U,V C
X tales que

relU f[flyycVyUnV =0.

Como f es cerrada, entonces W =Y \ f(X \ V) es un conjunto abierto
enY tal quey € Wy f~1(W) C V, y esto implica que

fO)YNWw = 0.
Por lo tanto, del Lema 2.14, se tiene que Graf(f) es un conjunto cerrado. [

Teorema 2.19. Si f : X — Y es una funcion débilmente continua y Y es
reqular, entonces f es continua.
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Demostracion. Sean x € X y V un conjunto abierto en Y tales que f(z) € V.
Como Y es regular, existe un conjunto abierto W C Y, tal que f(x) €
W C cly(W) C V y dado que f es débilmente continua en z y f(z) € W,
existe un conjunto abierto U en X tal que x € Uy f(U) C cly (W); se sigue
que f(U) C V.
Por lo tanto, del Lema 2.10, se sigue que f es continua. O

Del Lema 2.9 y Teorema 2.19 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.20. Si f : X — Y es una funcion 0-continua, con Y reqular,
entonces f es continua.

Y del Lema 2.5 y Teorema 2.19, se tiene que:

Corolario 2.21. St f : X — Y es una funcion débilmente continua, con Y
compacto, entonces f es continua.

Si ahora usamos el Lema 2.5 y el Corolario 2.20 obtenemos el corolario
que sigue.

Corolario 2.22. Si f : X — Y es una funcion 6-continua, con 'Y compacto,
entonces f es continua.

La prueba del siguiente corolario es consecuencia del Lema 2.12.

Corolario 2.23. Si f : X — Y es una funcion c-continua con Y compacto,
entonces [ es continua.

Teorema 2.24. St f : X — Y es una funcion tal que para todo conjunto
cerrado F C X, f: F —Y es cuasi continua, entonces f es continua.

Demostracion. Supongamos que existe z € X tal que f no es continua en x.
Como f no es continua en x existe un conjunto abierto V-C Y con f(z) €
V' tal que para todo conjunto abierto U C X con x € U existe xy € U y

flzy) ¢ V.

Sea
F:{IUZJTUEU}.

Es claro que clx(F) es un conjunto cerrado y que = € clx(F). Como f es
cuasi continua en x € clx(F'), para cada conjunto abierto W en clx(F') tal
que x € W existe un conjunto abierto W' en clx(F') tal que

W' #£0, W Wy f(W)cCV.
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Como W' es un conjunto abierto en clx(F'), entonces existe un conjunto
abierto V' C X tal que W' = V' Nelx(F) y como W’ # (), entonces V' N
cx(F) # () y esto implica que V' N F # () y de aqui se sigue que existe
zy € W' tal que f(zy) ¢ V, que contradice que f(W') C V.

Por lo tanto, concluimos que f es continua. [

Definiciéon 2.25. Si f : X — Y una funciéon, x € X y y € Y, definimos los
conjuntos C(f,x) y C~(f,y) como

1. C(f,z) ={y €Y : existe una red en X, {x;}ics tal que z; —> zy f(x;) —

v,
2. CHfiy)={zeX:yel(f,x)}
Lema 2.26. 5i f : X — Y es una funcion y x € X, entonces

1. f(z) e C(f, x).
2. 1Y esTy y f es continua en x, entonces C(f,x) = {f(z)}.

Demostracion. 1) Es claro que la red {z;};cr con z; = z para todo i € [
satisface que z; - x y f(z;) — f(z). Por lo tanto f(z) € C(f,x).

2) Siy € C(f,x), entonces existe una red en X, {z;};es tal que x; — z y
f(x;) = y. Como f es continua y x; — x, entonces f(x;) — f(x) y como Y
es Ty, del Lema 2.5 se sigue que y = f(z).

Por lo tanto C(f,x) = {f(z)}. O

Teorema 2.27. Si f : X — Y es una funcion con Y compacto y x € X,
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua en x.

2. C(f,x) ={f(x)}.

Demostracion. 1 implica 2. Si f es continua en x, como Y es Ty, del inciso 2
del Lema 2.26 se sigue que C(f,z) = {f(x)}.
2 implica 1. Supongamos que f no es continua en z, entonces existe una
red en X, {z;};er tal que z; — z y la red {f(x;)}ier no converge a f(x).
Como Y es compacto, {f(z;) : i € [} C Y tiene un punto de acumulacion
y €Y cony # f(x)y, por lo tanto existe una subred {f(z; )}rer tal que

Matemadticas y sus aplicaciones 14, Capitulo 5, paginas 109-134



Funciones perfectas 119

f(zi,) — y; esto implica que y € C(f, z); se sigue que y = f(x) y esto es una
contradiccion.
Por lo tanto f es continua en . ]

Lema 2.28. Si f : X — Y wuna funcion y (z,y) € X x Y, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes

1. (z,y) € clxxy(Graf(f))\ Graf(f),
2. xeC iy \{f ()}

Demostracion. Basta observar que x € C71(f,y) \ {f*(y)} si y solo si z €

Yfiy)yx ¢ {f 'y} siysolosiy e C(f,z)y f(x) # y siy solo si
existe una red en X, {x;};cs tal que z; — z, f(z;) — yy f(x) # y si solo
S

si (i, f(2:)) = (z,y) v fz) # y siy solosi(z,y) € clxxy(Graf(f)) \
Graf(f). O

Del lema anterior se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.29. St f : X — Y esuna funcionyy € Y, entonces las siquientes
afirmaciones son equivalentes

1. Graf(f) es un conjunto cerrado.

2. CY(fy) ={f"w)}

Lema 2.30. Si f : X — Y es una funcion con grdfica cerrada y 'Y es Ty,
entonces para todo compacto K C Y, se tiene que f_l(K) es un conjunto
cerrado.

Demostracion. Sean K C Y compacto y o € clx(f '(K)), entonces existe
una red {z;}icr tal que z; — x y z; € f~1(K) para toda i € I; se sigue que
f(z;) € K para toda i € I.

Como K es compacto, existen y € K y una subred {f(z; )}rer tal que
f(zs,) — vy, y esto implica que (z;,, f(z;,)) — (x,y).

Si f(x) # y, como Graf(f) es un conjunto cerrado, del Lema 2.14 se sigue
que existen conjuntos abiertos U C X y V C Y tales que

relU yeVyf(UNV =0,

Como z;, = xy x € U existe iy tal que z;, € U para toda i, > ¢ esto
implica que f(z;,) € f(U) para toda iy > ig y dado que f(x; ) >y, yy eV
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existe 4; tal que f(z;,) € V para todo i > i, entonces para io = max{ig, i1}
se tiene que que f(x;,) € f(U) NV para toda iy > iy lo que contradice que
FU)NV = 0; se sigue que f(z) =y yasi, z € f71(K).

Por lo tanto f~!(K) es un conjunto cerrado. O

3 Funciones perfectas en espacios compactos

En esta seccion, X y Y siempre seran espacios topolégicos compactos, a menos
que se explicite otra cosa. Cada uno de los resultados de esta secciéon aparecen
en alguna de las siguientes referencias: 1], [5], |7]-[12].

Definicién 3.1. Sea X un espacio T5. Una funcién continua f : X — Y es
perfecta si f es cerrada y para todo y € Y, f~1(y) es un conjunto compacto.

Lema 3.2. Si f : X — Y es una funcion, entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua.

Demostracion. 1 implica 2. Es claro que si f es perfecta, entonces f es con-
tinua.

2 implica 1. Sea F' C X un conjunto cerrado.

Como F' es un conjunto cerrado, entonces por el Lema 2.6 F' es compacto;
se sigue que f(F') es compacto y, por el Lema 2.6, se tiene que f(F') es un
conjunto cerrado.

Ademas, como f es continua, para todo y € Y se tiene que f~!(y) es un
conjunto cerrado en X; esto implica que f~1(y) es compacto.

Por lo tanto f es perfecta. [

Lema 3.3. Si f : X — Y es una funcion, entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. f es continua,

2. f tiene grdfica cerrada.
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Demostracion. 1 implica 2. Si f es continua, del Lema 2.15 se sigue que
Graf(f) es un conjunto cerrado.
2 implica 1. Sea F' C Y un conjunto cerrado. Del Lema 2.6, se sigue que
F es compacto y, del Lema 2.30, se tiene que f~'(F) es un conjunto cerrado.
Por lo tanto, del Lema 2.10, se sigue que f es continua. O

Lema 3.4. Si f : X — Y es una funcion, entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. f es continua,
2. f es cerrada con fibras cerradas,

3. f es compacta.

Demostracion. 1 implica 2. Sea F' C X un conjunto cerrado. Como F' es un
conjunto cerrado se sigue, por el Lema 2.6 que F' es compacto, entonces f(F)
es compacto y, si aplicamos el Lema 2.6, tenemos que f(F') es un conjunto
cerrado. Ademas es claro que f tiene fibras cerradas.

Por lo tanto f es cerrada con fibras cerradas.

2 implica 3. Sean K C Y compacto, {U; : i € I} una cubierta abierta de
f~Y(K) por conjuntos abiertos de X, J = {J C I : J es finito} y para cada
J € J definamos Uy = U{U, : i € J}.

Para cada k € K, f~'(k) C X es un conjunto cerrado y por lo tanto,
compacto y esto implica que existe J € J tal que f~!(k) C Uy; se sigue que

EeY\ f(X\Uyyast, K| ¥\ f(X\U)):TeT}

Como K es compacto y para cada J € J, Y \ f(X \ Uy) es un conjunto
abierto en Y, entonces existen Jy, Jo, ..., J, € J tales que K C U{Y \ f(X \
Uj):le{1,2,..,n}}; se obtiene que

FUE) c (U O\ F(XN\U,)) s Le {12, n}}
= U{X\f71<f(X \ UJz)) 1le{l,2,...n}}
c | Hx\@x\uy) te{l2,nyy = J{U, 1€ {1,2,..,n}}.

Por lo tanto f es compacta.
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3 implica 1. Sea F' C Y un conjunto cerrado. Como F' es un conjunto
cerrado se sigue que F' es compacto en Y'; por lo tanto, f~!(F) es compacto,
entonces f~!(F) es compacto y, como consecuencia es un conjunto cerrado
en X.

Por lo tanto, del Lema 2.10, se sigue que f es continua. ]

Lema 3.5. Si f : X — Y es una funcion, entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. f es cerrada con fibras cerradas,
2. f es preservadora de compactos con fibras cerradas.

Demostracion. 1 implica 2. Si K C X es compacto, entonces K es un con-
junto cerrado; se sigue que f(K) es un conjunto cerrado, entonces f(K) es
compacto. Por lo tanto, f es preservadora de compactos.

2 implica 1. Sea F' C X un conjunto cerrado. Como F' C X es un conjunto
cerrado, entonces F' es compacto y, por lo tanto, f(F') es compacto y asi, f(F)
es un conjunto cerrado. Por lo tanto f es cerrada. ]

De los Lemas 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 y el Teorema 2.27 tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.6. Si f : X — Y es una funcion, entonces las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

1. f es perfecta,
2. [ es continua,

3. f es cerrada con fibras cerradas,

4. f tiene Graf(f) cerrada,

v

. [ es compacta,
6. f es preservadora de compactos con fibras cerradas,

7. para todo x € X, C(f,z) = {f(x)}.
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Del Teorema 3.6, el Corolario 2.23, el hecho de que todo compacto 75 es
regular, el Teorema 2.19 y el Corolario 2.20, obtenemos las siguientes equiva-
lencias.

Corolario 3.7. St f : X — Y es una funcion, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

~

. [ es perfecta,

IS

. [ es continua,

o

. [ es débilmente continua,

A

. [ es B-continua,

5. f es c-continua.

De los Lemas 2.17, 3.2, 3.3 y Teorema 2.24 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.8. St f: X — Y es una funcion tal que
1. f es separante o
2. para todo conjunto cerrado FF C X f: F —Y es cuasi continua,

entonces [ es perfecta.

4 Funciones perfectas en espacios numerable-
mente compactos

En toda esta seccion X y Y son espacios topolbégicos primero numerables,
numerablemente compactos y T, a menos que se especifique otra cosa. Re-
cordemos (véase el Lema 2.7) que la compacidad numerable es una propiedad
que se hereda para los subconjuntos cerrados y que se preserva bajo funciones
continuas; también, que si Y es primero numerable y F' C Y es un subespa-
cio numerablemente compacto, entonces F’ es un conjunto cerrado en Y. Los
resultados de esta seccion se pueden consultar en alguna de las siguientes
referencias: [1], [5], [7]-[11].
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Lema 4.1. Si f : X — Y es una funcion con fibras compactas, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua.

Demostracion. 1 implica 2. Como f es perfecta, por definicién, f es continua.
2 implica 1. Sea F' C X un conjunto cerrado. Como F' es cerrado y X
es numerablemente compacto, entonces F' es numerablemente compacto; se
sigue que f(F') es numerablemente compacto y como Y es primero numerable,
entonces f(F') es un conjunto cerrado.
Por lo tanto f es cerrada y como tiene fibras compactas f es perfecta. [

Lema 4.2. S0 f : X — Y es una funcion con fibras compactas, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua,
2. f es cerrada,

3. [ es numerablemente compacta.

Demostracion. 1 implica 2. Sea F' C X un conjunto cerrado. Como F' es
cerrado y X es numerablemente compacto, entonces F' es numerablemente
compacto y como f es continua se sigue que f(F') es numerablemente com-
pacto y dado que Y es primero numerable, f(F) es un conjunto cerrado.

Por lo tanto f es cerrada.

2 implica 3. Sea K C Y numerablemente compacto. Sean {U,, : n € N}
una cubierta abierta numerable de f~!(K) por conjuntos abiertos de X y
N ={N CN: N es finito} y para cada N € N definamos Uy = |J{U,, : n €
N}.

Para cada k € K, f~'(k) C X es compacto y esto implica que existe
N € N tal que f~(k) C Uy; se sigue que

FeY\F(X\Un)y K | J{Y\F(X\Uy): NeN}.
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Como K es compacto y para cada N € N, Y \ f(X \ Uy) es un conjunto
abierto, entonces existen Ny, Na, ..., Ny € N tales que K C [ J{Y'\ f(X\Uy,,) :
l€{1,2,...,s}}; implica que

FUE)  (JU OO\ F(X\Un)) s L€ {1,2,..,8})
= X\ XN\ UN)) L e {12, .5}
c UHx\(x\Un):lef1,2,.,s}}
= (J{Un 11,2, 5}}.

De aqui se sigue que f~!(K) es numerablemente compacto.

Por lo tanto f es numerablemente compacta.

3 implica 1. Sea F' C Y un conjunto cerrado. Como F' es cerrado y Y
es numerablemente compacto, entonces F' es numerablemente compacto vy,
como f es numerablemente compacta, f~!(F) es numerablemente compacto
y como X es primero numerable f~!(F) es un conjunto cerrado.

Por lo tanto f es continua. [

Lema 4.3. Si f : X — Y es una funcion con X primero numerable y Y
numerablemente compacto, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. f es continua.
2. f tiene grdfica cerrada.

Demostracion. 1 implica 2. Sean x € X y y € Y tales que f(z) # y.
Como Y es Ty y f(x) # y, entonces existen conjuntos abiertos V,W C Y
tales que
flx)eV,yeWyV N =0.

Como f es continua y f(z) € V, entonces existe un conjunto abierto U C X
tal que x € Uy f(U) C V que implica que f(U)NW = 0.

Por lo tanto aplicando el Lema 2.14 se sigue que Graf(f) es un conjunto
cerrado.

2 implica 1. Sea F' C Y un conjunto cerrado y = € clx(f~'(F)).

Como X es primero numerable y z € clx(f~'(F)) existe una sucesion
en f7HF), {n}nen tal que x, — x; esto implica que {f(z,)}nen €s una
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sucesion en F'y, dado que Y es numerablemente compacto y por lo tanto F
es numerablemente compacto, existe y € F' tal que y € cly{f(z,) : n € N}.
Es claro que (z,y) € clxxyGraf(f) = Graf(f). Esto implica que f(z) =
y; se sigue que f(z) € F es decir x € f~1(F).
Por lo tanto f es continua. [

Lema 4.4. Si f : X — Y es una funcion con fibras compactas, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es preservadora de numerablemente compactos.
2. f es cerrada.

Demostracion. 1 implica 2. Sea F' C X un conjunto cerrado.

Como F' es cerrado y X es numerablemente compacto se tiene que F' es
numerablemente compacto y como f es presevadora de numerablemente com-
pactos f(F') es numerablemente compacto y como Y es primero numerable,
entonces f(F') es cerrado.

Por lo tanto f es cerrada.

2 implica 1. Sea K C X numerablemente compacto.

Como K es numerablemente compacto y X es primero numerable K es
cerrado y como f es cerrada f(F') es cerrado y dado que Y es numerablemente
compacto, f(F') es numerablemente compacto.

Por lo tanto f es preservadora de numerablemente compactos. O

De los Lemas 4.1-4.4 y Teorema 2.29 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Si f : X — Y es una funcion con fibras compactas las si-
gquientes afirmaciones son equivalentes.

~

. [ es perfecta,

. [ es continua,

. [ es cerrada,

. [ es numerablemente compacta,

. [ tiene grdfica cerrada,

S O A L

. [ es preservadora de numerablemente compactos,
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7. para todoy € Y, C X f,y) ={f" y)}.

Del Teorema 4.5 y el hecho de que todo numerablemente compacto 75 y
primero numerable es regular tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.6. Si f : X — Y es una funcion con fibras compactas, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. f es continua,

3. f es débilmente continua,
4. [ es B-continua,

5. f es c-continua.

5 Funciones perfectas en espacios métricos

En esta seccion (M, d), (N, d') son espacios métricos que seran denotados como
M, N. Recordemos que para ¢ > 0y x € M, la bola abierta con centro en x
y radio € es el conjunto

B(z,e) ={y € M : d(z,y) < €},

y que U C M es un conjunto abierto en M si para cada x € M existe € > 0
tal que B(z,e) C U. Los resultados de esta seccion se pueden consultar en
alguna de las referencias siguientes: [4], [6], [13] y [14].

Lema 5.1. Sixz € M ye > 0, entonces B(x,€) es un conjunto abierto en M.
El Lema 2.3 tiene su version en espacios métricos el cual dice lo siguiente.

Lema 5.2. Si A C M yx € M, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. z €cy(A);
2. existe una sucesion en A, {x,tnen que converge a x.

Teorema 5.3. Si f : M — Nes una funcion, entonces f es perfecta si
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1. f es compacta y

2. f es preservadora de compactos.

Demostracion. Sea F' un conjunto cerrado en N y supongamos que existe

€ lly(f (F)\ £(F)

Como x € [cly (f7HE)) \ f7H(F)], se sigue que = € cly(fHF)) y = ¢
f7Y(F); esto implica que existe una sucesién {, }nen con z,, € f71(F) para
toda n € N, tal que x,, — . Si H = {z,, : n € N} U {x}, es claro que H es
compacto y, si aplicamos la hipotesis 2, se sigue que

f(H) ={f(2n) :n e N} U{f(2)}

es compacto y como z,, € f~!(F) para toda n € N, entonces f(z,) € F para
toda n € N, esto implica que f(H) N F # 0.

Es claro que [f(H)\ {f(z)}] C F'y que f(H)N F es compacto; aplicando
1, se sigue que

fHfH)NF)=HnN f~Y(F)

es compacto y, por lo tanto, es un conjunto cerrado. Como x,, — z, para todo
conjunto abierto U tal que = € U existe ng € N tal que z,, € U para toda
n > ng, y esto implica que

UNHN )] #0

se sigue que = € cly(H N f7Y(F)) y como = ¢ f~'(F), entonces x ¢ [H N
f7Y(F)]; esto implica que

€ [ely (H N fHEF))\ (H 0 f7H(F))]

pero
cly(H N f7H(F)) = (H 0 f7H(F))
lo que es una contradiccion; se sigue que cly (f~(F)) = f~1(F). Por lo tanto
f es continua.
Ahora sea F' un conjunto cerrado en M.
Supongamos que existe y € [cly(f(F)) \ f(F)].

Como y € [cIn(f(F))\ f(F)], se sigue que y € cIny(f(F))yy ¢ f(F), por
lo tanto existe una sucesion {y, }nen tal que y, — y con y,, € f(F') para toda

n € N.
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Sea K = {y, : n € N}U{y}. Es claro que K es compacto. Por la hipotesis

FTHUE) ={f " yn) s n € NFU{S T ()}

es compacto; por lo tanto f~'(K) N F es compacto y, por la hipotesis 2,
obtenemos que f(f~1(K) N F) es compacto y, por lo tanto, cerrado.

Como ¥y, — y, para todo conjunto abierto V' C N existe Ny € N tal que
Y, € V para toda n > Np; esto implica que V N f(F N f~Y(K)) # 0; se sigue
que y € cn(f(FN f7YK))), y esto implica que y € f(F N f~1(K)) pero
y ¢ f(F0fH(K)) ya que

FIENFUE)) C f(F) yy ¢ f(F),

que es una contradiccion. Se sigue que cly(f(F)) = f(F) y asi concluimos
que f es cerrada.

Ademas es claro que f tiene fibras compactas.

Por lo tanto f es perfecta. [

Corolario 5.4. Si f : M — N es una funcion débilmente continua y com-
pacta, entonces f es perfecta.

Demostracion. Como N es regular y f es débilmente continua, por el Teorema
2.19, f es continua y esto implica que f es preservadora de compactos y como
por hipoétesis es compacta, del Teorema 5.3, se tiene que f es perfecta. O]

Corolario 5.5. St f : M — N es una funcion 0-continua y compacta, en-
tonces f es perfecta.

Corolario 5.6. Si f : M — N es una funcion con Graf(f) cerrada y pre-
servadora de compactos, con M espacio métrico compacto, entonces f es per-
fecta.

Demostracion. Como M es compacto, del Lema 2.30 f es compacta y como
por hipotesis f es preservadora de compactos, del Teorema 5.3, se sigue que
f es perfecta. ]

Corolario 5.7. Si f : M — N es una funcion biyectiva, entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

1. f es compacta y preservadora de compactos,
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2. f es homeomorfismo.

Teorema 5.8. Si f : M — N es una funcion,entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. f es compacta,

2. St f(xn) — vy, entonces existe v € f~H(y) y una subsucesion {x,, }ien
que converge a x.

Demostracion. 1. implica 2. Si f(x,) — y, entonces el conjunto K = {f(x,) :
n € N} U {y} es compacto. Se sigue que f~!(K) es compacto y tal que
{z, :n € N} C f7!(K). Esto implica que existen una subsucesion {z,. }ien ¥
r € f7Y(K) tales que x,, — .

Afirmamos que z € f~'(y). En caso contrario f(x) # y lo que implica
que d(f(z),y) =€ > 0. Como f(x,) — y, entonces f(z,,) — y; esto implica
que existe ng € N tal que f(z,,) € B(y,¢€) para toda n; > ny y el conjunto
H = {f(z,,) : n; >ng} U{y} es compacto; se sigue que f~'(H) es compacto
y por lo tanto cerrado lo que no puede ser pues = € (clx(f~1(H))\ f~1(H)).

Por lo tanto = € f~(y).

2. implica 1. Sea B C N compacto y {r,},en una sucesion en f~(B).
Como {z, : n € N} C f~1(B) se sigue que {f(z,) : n € N} C B; estoimplica
que existe y € Y tal que f(z,) = y, y como B es compacto se sigue que B es
cerrado y por lo tanto y € B asf que f~!(y) C f~1(B). De aqui concluimos
que existen una subsucesion {z,. }ien y © € f7'(y) tales que z,, — z. Se
sigue que x € f~1(B). Por lo tanto f es compacta. ]

El siguiente resultado es muy conocido pero, dada su importancia, damos
su demostracion.

Teorema 5.9. Si f : M — N es una funcion, entonces las siguientes afir-
mactones son equivalentes:

1. f es continua,
2. Six, — x, entonces f(x,) — f(z).

Demostracion. 1. implica 2. Sean {z,, },en una sucesion en X, z € X y € > 0
tales que z,, — z y f(z) € B(f(z),e). Como f(x) € B(f(z),e€), entonces
existe d > 0 tal que f(B(z,0)) C B(f(z),¢). Como = € B(x,d), entonces
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existe N € N tal que =, € B(z,0) para toda n > N y de aqui f(z,) €
B(f(x),€) para toda n > N. Por lo tanto f(z,) — f(x).

2. implica 1. Sean A C X y y € f(clx(A)), entonces existe x € clx(A)
tal que f(z) = y. Como x € clx(A), entonces existe una sucesion {z, }nen en
A tal que x,, — x asi que, por hipotesis, f(z,) = f(z) v {f(zn)}nen s una
sucesion en f(A) y esto implica que y € cly(f(A)). Por lo tanto, del Lema
2.10 se sigue que f es continua. O]

De los Teoremas 5.3, 5.8 y 5.9 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.10. Si f : M — N es una funcion, entonces las siquientes
afirmaciones son equivalentes:

1. f es perfecta,

2. Si x, — x, entonces f(x,) — f(zx) y st f(x,) — y, entonces existen
r € [~ (y) y una subsucesion de {x,}nen que converge a x.

Definicion 5.11. Sea f : [a,b] — R una funcién. Diremos que f satisface
la Propiedad del Valor Intermedio (PV'I) si para cada y € (f(a), f(b)) o

y € (f(b), f(a)), existe x € (a,b) tal que f(x) =y.
Teorema 5.12. Si f : [a,b] — R es una funcion tal que

1. f satisface PVI y
2. para cada y € R, f~1(y) es cerrado,
entonces f es perfecta.

Demostracion. Sean xg € [a,b], € > 0y x1, 25 € [a,b] tales que zg € [z, x2).
Por la hipétesis 2., f~1(f(xo) +€) y f~1(f(z0) — €) son cerrados tales que

zo & [N (f(xo) +€) y mo & [ (f(wo) —€)

lo que implica que existen §; > 0y do > 0 tales que

(zo— 01,20+ 01) N (f(x0) +€) =0y (w0 — b2, w0+ 82) N f 1 (f(mg) —€) = 0.

Eligiendo a § =min {d1, J2} se sigue que
(0 = 6,20 +8) N fH(f(x0) +€) =0y (w9 — 8,29 +8) N f(f(wo) —€) = 0.
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Afirmamos que si z € (xg — 0,9 + J), entonces f(x) € (f(xo) — €, f(z0) + €).

Supongamos que existe x € (xg — d, 29 + 0) tal que f(z) ¢ (f(zo) —
€, f(zg) + €).

Como f(z) ¢ (f(xg)—e€, f(xo)+e), entonces f(z) < f(xg)—€o0 fxg)+e <
f(z) y como x € (xg — §,x9 + §), entonces xy < x 0 & < .

Supongamos que o < x y que f(xg) + € < f(x), entonces existe x* €
(wo, z) tal que f(zx) = f(x0)+e€; se sigue que (wg—08, zo+0)Nf~1(f(xo)+e) # 0
lo que es una contradiccion. Los otros casos son tratados en forma analoga.

Por lo tanto f es continua.

Sea F' C [a,b] un conjunto cerrado.

Como [a, b] es compacto y F' es cerrado, entonces F' es compacto; se sigue
que f(F') es compacto; esto implica que f(F') es cerrado.

Por lo tanto f es cerrada.

Como [a, b] es compacto y f~(y) es cerrado, entonces f~!(y) es compacto.

Por lo tanto f es perfecta. [

Corolario 5.13. Si f : [a,b] = R es una funcion inyectiva la cual satisface
PV1I, entonces f es perfecta.

Corolario 5.14. Si f : [a,b] — R es una funcion continua con f(a) # f(b),
entonces f es perfecta.

Corolario 5.15. Si f : [a,b] — R es una funcion débilmente continua con
f(a) # f(b), entonces f es perfecta.
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Capitulo 6

Limites inversos y continuos indescomponibles

David Herrera Carrasco, Antonio de Jestis Libreros
Lopez y Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo abordaremos uno de los continuos mas exo6ticos, los deno-
minados continuos indescomponibles, y como estos pueden ser construi-
dos mediante una herramienta bastante usada en la topologia, los limites
inversos.

1 Introduccion

En 1910, L.E.J Brouwer describié6 un continuo indescomponible que refuté
una conjetura hecha por Arthur Moritz Schoenflies de que el limite conjunto
de dos conjuntos abiertos, conexos y ajenos en R? era la unién de dos sub-
conjuntos propios cerrados y conexos. Zygmunt Janiszewski describié més de
esos continuos indescomponibles, incluida una version del Arcoiris de Knas-
ter, centrandose en la irreductibilidad de estos continuos. En 1917, Kunizo
Yoneyama describi6 los Lagos de Wada (llamados asi por Takeo Wada) cuyo
limite comun es indescomponible.

Fue hasta la década de 1920 cuando los continuos indescomponibles co-
menzaron a ser estudiados por la Warsaw School of Mathematics por su pro-
pio bien, en lugar de como contraecjemplos patologicos y el primero en dar
la definiciéon de descomposicion fue Stefan Mazurkiewicz. En 1922, Bronistaw
Knaster describi6 el pseudo-arco, el primer ejemplo donde todo subcontinuo
es un continuo indescomponible.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 135



David Herrera Carrasco, Antonio de Jesis Libreros Lopez y Fernando
136 Macias Romero

2 Preliminares

Dado un subconjunto Y de un espacio topologico X, usaremos intx(Y),
clx(Y) y Frx(Y) para denotar al interior, la cerradura y la frontera de Y
en X, respectivamente. Recordemos que los abiertos de Y son los abiertos de
X intersectados con Y. Diremos que un espacio topolégico es no degenerado
si tiene més de un punto. Si A es una colecciéon de subconjuntos, la unién
de sus elementos y la interseccion de estos lo denotaremos por | JA vy [)A,
respectivamente. Si X es un espacio y A es una coleccion de subconjuntos de
X, diremos gie A es una cubierta para X si X C [JA.

Definiciéon 2.1. Sea {X; : i € N} una coleccién de espacios topologicos.
Dado j € N, la j-ésima projeccion es la funcion

WjiﬁXi—>Xj

=1
(23)2 > x;

La coleccion & = [J{m; '(U) : U es un abierto de X;} es una subbase para
j=1

I] X..
=1

Algo importante a resaltar es que las funciones 7; son funciones continuas
y abiertas, y obviamente suprayectivas, hechos que estaremos usando mas
adelante.

Definicion 2.2. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto
y conexo. Un subconjunto de un continuo que también es un continuo le
llamaremos subcotinuo.

La definicién de conexo y compacto, al igual que muchos resultados sen-
cillos pero importantes sobre estos temas, pueden ser encontradas en muchos
libro de topologia, por mencionar algunos [1] y [6], para quien guste ahondar
més sobre el tema. En la mayoria de los resultados estaremos trabajando con
continuos no degenerados, que al ser estos conexos no solo tendran dos pun-
tos sino tantos como los niimeros reales. A continuacién presentamos algunos
continuos que estaremos usando mas adelante.
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Ejemplo 2.3.

(a) Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 1]. Sea o : [0, 1] — A

un homeomorfismo, diremos que «(0) y (1) son los puntos extremos
del arco A.

W @ SV

Figura 1: Ejemplos de arcos

(b) Un curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la circunferen-
cia unitaria en el plano S?.

Figura 2: Ejemplos de curvas cerradas simples

(¢) Un triodo simple T es la unién de 3 arcos que unicamente se inter-
sectan en un punto extremo v de dichos arcos. El punto v es llamado el
vértice de 7.

Figura 3: Triodo simple
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(d) Sean J = {0} x [-1,1] y S = {(z,sen(L)) : z € (0,1]}. Como S es
conexo, tenemos que clg2(S) es conexo. Mas ain, clg2(S) = JUS es
cerrado y acotado, y por tanto, compacto. Asi, clg2(.S) es un continuo,

conocido como el continuo sen(2), véase la Figura 4.

J S

Figura 4: Continuo sen(<)

Definicion 2.4. Sean X un espacio topolégico y A, B subconjuntos de X.
Decimos que A y B estéan separados si cly(A)NB =0y Ancly(B) = 0.

La definiciéon anterior aunque parece sencilla nos da una manera alterna-
tiva de ver la disconexidad de un espacio, como se prueba en el Teorema 2.5,
y que en muchos casos es mejor ya que no depende directamente de conjuntos
abiertos.

Teorema 2.5. Sean X un espacio topoldgico y Z C X no vacio. Z es disco-
nexo si y solo si existen A y B subconjuntos de X no vacios y separados tales
que Z = AU B.

Demostracion. Supongamos que Z es disconexo. Entonces existen U y V
abiertos de X tales que ZNU y ZNV son no vacios, ajenosy Z C UU V.
Sean A=Z7ZNUy B=Z7ZNV.Notemos que Z = AUB y A, B son no vacios.
Veamos que A y B estan separados. Supongamos que existe p € clx(A) N B.
Entonces p € clx(A) y p € V, y por tanto, VN A # ). Luego, AN B # 0,
lo cual contradice que A y B sean ajenos. Asi, clx(A) N B = (). De manera
analoga, se prueba que ANcly(B) = (). Por lo tanto, A y B estan separados.

Ahora supongamos que existen A y B subconjuntos de X no vacios y
separados tales que Z = AUB. Sean U = X —clx(B) y V = X — clx(A).
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Notemos que U y V son abiertos en X que contienen a Ay B, respectivamente.
Méasatun, A= ZNU, B = 72NV y Z Cc UUV. Por lo tanto, Z es disconexo. []

Los tres resultados siguientes, apesar de su poca complejidad, seran muy
utiles para obtener resultados importantes sobre los continuos indescomponi-
bles y los limites inversos.

Lema 2.6. Sean X un espacio conexo y Z C X conexo. St X — Z =AUB
con A y B subconjuntos de X no vacios que estdn separados, entonces Z U A
y Z U B son conezos.

Demostracion. Sean A y B subconjuntos de X no vacios tales que A y B
estan separados y X — Z = A U B. Supongamos que Z U A es disconexo.
Entonces existen K y L subconjuntos de X no vacios y separados tales que
ZUA=KUL. Como Z es conexo, tenemos que Z esta contenido en K o en
L. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Z C K. Luego, L C A. De
esto, L y B estan separados. Notemos que X = (BUK)U L. Mas ain, BUK
y L estan separados, lo cual contradice la conexidad de X. Por lo tanto, ZU A
es conexo. Analogamente, Z U B es conexo. O

Lema 2.7. Sea {X; : i € N} una coleccion de espacios métricos compactos
tales que para cada v € N, X;411 C X;. Si U es un abierto de X, tal que

(o]
() X; C U, entonces existe N € N tal que Xy C U.
i=1

(o ¢]

Demostracion. Sea U abierto de X; tal que () X; C U. Procedamos por
i=1

contradiccidn, es decir, supongamos que para cada ¢ € N, existe x; € X; — U.

Como X; — U es compacto, podemos suponer que {z;}°, converge a algin

punto p € X; — U. Notemos que para cada k € N, la subsucesion {z;}:2, esta
o

contenida en Xj. Por la compacidad de Xy, p € Xj. De esto, pe (| X; C U,
i=1

lo cual no es posible puesto que p € U. Por lo tanto, existe N € N tal que

Xy CU. O

Teorema 2.8. Si {X; : i € N} una coleccion de continuos tales que para cada
o0

i €N, X;11 C X;, entonces (| X; es un continuo.
i=1
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[o.¢]
Demostracion. Sea X, = (] X;. Notemos que X, # (), pues en caso contra-
i=1
rio por el Lema 2.7, tomando a U = (), tendrfamos que para algin N € N,
Xy = (. Mas aun, dado que cada X; es un compato, tenemos que cada X;
es un cerrado de X;. Luego, X, es cerrado de X, y por tal compacto. Para
terminar veamos que X, es conexo. Para esto, sean U y V abiertos de X
y ajenos tales que X, C U U V. Por el Lema 2.7, existe N € N tal que
Xy cUUV. Como Xy es conexo, tenemos que Xy C U o Xy C V. Luego,
X CU o0 Xy CV, concluyendo que X, es conexo. Por lo tanto, X, es un
continuo. H

3 Continuos indescomponibles

Definicion 3.1. Sea X un continuo. Se dice que X es descomponible si
existen A y B subcontinuos propios de X tales que X = AU B. Un continuo
es indescomponible si no es descomponible.

Antes de que uno presenciaréa la definiciéon anterior, cualquiera podria pen-
sar que todo subcontinuo se puede escribir como la uniéon de dos subcontinuos
propios, ya que cominmente los continuos que a uno se le ocurren son asi. Lo
cual genera la pregunta: ;existiran los continuos indescomponibles? Aunque
no podamos responder rapidamente esta pregunta lo que si podemos es bus-
car que propiedades deben de cumplir estos espacios apartir de su definicion,
y asi darnos una idea de como deben ser estos continuos tan misteriosos.

Teorema 3.2. Un continuo X es descomponible si y solo si existe un sub-
continuo propio con Interior no vacio.

Demostracion. Sea X un continuo. Supongamos que X es descomponible.
Entonces existen A y B subcontinuos propios de X tales que X = AU B.
Notemos que X — B C A. Como B es un subconjunto propio y cerrado de
X, tenemos que ) # X — B C inty(A). Asi, A es un subcontinuo propio con
interior no vacio.

Ahora, supongamos que existe A subcontinuo propio de X con interior no
vacio. Consideremos los dos siguientes casos:

Caso 1. X — A es conexo. Entonces clx (X — A) es cerrado y conexo en X
y por tanto, un subcontinuo de X. Notemos que intx(A) Neclx(X — A) = 0.
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Como inty(A) # (), tenemos que cly (X — A) es un subcontinuo propio de X.
Luego, X = AUclx(X — A).

Caso 2. X — A es disconexo. Entonces existen K, L subconjuntos no vacios
de X separados tales que X — A = KU L. Por el Lema 2.6, AUK y AUL
son subcontinuos propios de X tales que X = (AU K) U (AUL).

En cada caso se tiene que X es la unién de dos subcontinuos propios de
X. Por lo tanto, X es descomponible. [

De este teorema se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.3. Un continuo X es indescomponible si y solo si todo subcon-
tinuo propio tiene interior vacio.

Del corolario anterior podemos inferir que en un continuo indescomponible
ocurre una de las siguientes condiciones:

(a) todos sus subcontinuos propios son degenerados o
(b) a cada subcontinuo propio se le acercan otros subcontinuos.

Con esto en mente podemos ver que en efecto estos continuos son bas-
tante raros, sin embargo con esta observacion no es suficiente para poder dar
un ejemplo de un continuo indescomponible. Para poder obtener mas pro-
piedades interesantes sobre estos continuos introducamos unos subconjuntos
particulares, denominados composantes.

4 Composantes de un continuo

Teorema 4.1. [6, Teorema 5.6/(Teorema de golpes en la frontera) Sean

X un continuo y E un subconjunto propio de X no vacio. St K es una compo-
nente de E, entonces clx (K)Nbdx(E) # 0 (o bien, clx(K)Nclx (X —E) #0).

Corolario 4.2. Sean X un continuo y E un subconjunto propio de X no
vacio. Si E es abierto de X y K es una componente de E, entonces clx (K ) —

E+0.

Demostracion. Por el Teorema 4.1, cly(K) Nclx(X — E) # 0. Como F es
abierto de X, tenemos que cly (K)N(X —E) # (), o bien, clx(K)—FE # 0. O
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Definicién 4.3. Sean X un continuo y p € X. La composante de p es

K(p) = {q € X : existe S subcontinuo propio de X tal que p,q € S}

Claramente, la composante de p también puede definirse como

K(p) = U{S C X : S subcontinuo propio de X que contiene a p}.

Antes de continuar con algunas propiedes de estos conjuntos veamos al-
gunos ejemplos

Ejemplo 4.4.

(a)

Para el intervalo [0, 1] tenemos que K(0) = [0,1) y K(1) = (0,1], y
cuando p € (0,1), K(p) = [0, 1].

Para la circunferencia unitaria S*, la composante de cualquier punto es
el continuo, es decir, si p € S, entonces K (p) = S*.

Para un triodo T ocurre lo mismo que en la circunferncia S*.

Sea X = JUS el continuo sen (<), como en el Ejemplo 2.3(d). A diferen-
cia de los continuos antes tratados este tiene propiedades interesantes
por lo cual se explicard con un mas de detalle sus composantes.

- Parape S.

Claramente si ¢ € S, entonces el arco con puntos extremos p y q es
un subcontinuo propio de X. Asi, S C K(p). Sea e = (1,sen(1)).
Sea p # ey A el arco con extremos p y e. Dado ¢ € J, tenemos que
q y p pertenecen al continuo (X — A)U{p}, el cual no es X, aunque
es homeomorfo a X. Asi, J C K(p). Por lo tanto, K(p) = X.

Sea q € J y Y un subcontinuo de X que contiene a ¢ y e. Entonces
S C Y. Al ser Y un continuo, es un conjunto cerrado y por tanto
Y contiene la cerradura de S, es decir, X C Y o mejor dicho Y

debe ser X. De esto que ningtn punto de J pertenece a K (e). Por
lo tanto, K(e) = S.

- Para p € J.

Claramente si g € J, entonces el arco con puntos extremos p y q es
un subcontinuo propio de X. Asi, J C K(p). Més atn, paraq € S—
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{e} tenemos que q y p pertenecen al continuo (X —A)U{q}, donde
A es el arco con puntos extremos ¢ y e. Asi, S — {e} C K(p). Sin
embargo, como hemos visto antes el tinico continuo que contiene a
ey pes X,y por tanto, p & K(p). Por lo tanto, K(p) = X — {e}.

Resumiendo, las composantes de X son S, X — {e} y X.

Teniendo ya una idea de como son las composantes veamos que propieda-
des en general tienen estos conjuntos.

Lema 4.5. Sea X un continuo. Si C' es un subcontinuo propio de X , entonces
existe D subcontinuo propio de X tal que C C D y C # D.

Demostracion. Sea C' subcontinuo propio de X. Entonces existe p € X — C.
Como X es regular, existe V' abierto de X tal que

CcVccdx(V)cX—{p}

Sea D la componente de clx (V) tal que C' C D. Notemos que D es cerrado
y en consecuencia compacto. Asi, D es un subcontinuo propio de X, porque
p & D. Luego, por el Teorema 4.1, D N bdx(clx(V)) # 0. Notemos que
bdx (clx(V)) = bdx (V). Asi, DNbdx (V) # (). En consecuencia, D # C. [

Teorema 4.6. Las composantes de un continuo son conjuntos densos y co-
nexos.

Demostracion. Sean X un continuo y p € X. Como K (p) es la union de los
subcontinuos propios que contienen a p, tenemos que K (p) es conexo. Veamos
que K (p) es denso. Supongamos que clx (K (p)) # X. Notemos que clx (K (p))
es un subcontinuo propio de X. Por el Lema 4.5, existe S subcontinuo propio
de X tal que clx(K(p)) C Sy clx(K(p)) # S. Como p € S, tenemos que
S C K(p) C clx(K(p)). En consecuencia, S = clx(K(p)), lo cual es una
contradiccon. Por lo tanto, K(p) es denso en X. O

Teorema 4.7. Si X es un continuo y p € X, entonces X — K(p) es conexo.

Demostracion. Si K(p) = X, entonces se tiene lo deseado. Supongamos que
K(p) # X y X — K(p) no es conexo. Sean U y V abiertos de X y ajenos tales
que UN(X — K(p)) y VN (X — K(p)) son no vaciosy X — K(p) CUUYV.
Notemos que clx(U) NV = () Luego, (clx(U) —U)N (U UV) = 0. Sea Q
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componente de U tal que QN (X — K(p)) # 0. Como U # X, por el Corolario
4.2, tenemos que clx (Q)—U # ). Sear € clx(Q)—U, entonces r € clx(U)—U.
Luego, r € K(p). Sea S subcontinuo propio de X tal que r,p € S. Notemos
que S U clx(Q) es continuo que contiene a p. Si S U clx(Q) # X, entonces
clx(Q) C K(p), lo cual contradice como se tomo Q. Asi, S U clx(Q) = X.
Como clx(U) NV = 0, tenemos que cly(Q) NV = (. En consecuencia,
V C S C K(p), es decir, VN (X — K(p)) = 0, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, X — K (p) es conexo. O

Los dos resultados anteriores se pueden corroborar con el Ejemplo 4.4.
Sin embargo lo que mas nos interesa es ver que propiedades cumplen las
composantes en los continuos indescomponibles y para esto necesitaremos de
los dos siguientes resultados.

Teorema 4.8. Toda composante de un continuo es union numerable de sub-
continuos propios.

Demostracion. Sea X un continuo y K (p) una composante de X. Como X
es un continuo, entonces X posee un base numerable B = {B,, : n € N}. Para
cadan € N, sean U,, = B,, — {p} y C, la componente de X — U,, que contiene
a p. Notemos que cada C), es un subcontinuo propio de X que contiene a p.
En consecuencia | J{C,, : n € N} C K(p). Ahora, dado ¢ € K(p), existe S,
subcontinuo propio de X tal que p,q € S,. Luego, X — S, es un abierto de
X, por lo que existe m € N tal que B,, C X —5,. Asi, §, es un subconjunto
conexo de X — U, que contiene a p. En consecuencia, S, C C,,, en particular,
q € Cp. De esto, K(p) C |J{C, : n € N}. Concluyendo asi la prueba. O

Teorema 4.9. (Teorema de Baire.) Sean X un continuo y {S,, : n € N}
una coleccion de subcontinuos propios de X. Si cada S, tiene interior vacio,
entonces | J S, tiene interior vacio.

Demostracion. Para cada n € N, sea U, = X — S,,. Como intx(S,) = 0,
entonces U, es denso y abierto de X. Sea V abierto de X y no vacio. Asi,
existen Xog € X y 19 > 0 tal que B(xg,7r9) C V.

Afirmacion: existen {z,}°2, sucesion en X y {r,}°°, sucesion en R
tales que B(xy,,2r,) C U, N B(xp_1,7n_1) y Tn < %

En efecto, sea n € N. Supongamos que x,, y 7,, ya estan elegidos para m <

n. Como U, es denso, existe z,, € U,NB(x,_1,7,_1). Al ser U,NB(x,_1,7,_1)
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abierto de X, existe r,, > 0 tal que r,, < % y B(xy,2r,) C U, NB(xy_1,Tn_1).
Concluyendo asi la prueba de la afirmacion.

Notemos que para toda n € N, B(x,,2r,) C B(z,_1,7,—1) C V. De esto,
d(Tp, Tny1) < T < =. Por tanto, {z,}22, es una sucesion de Cauchy. Como
X es compacto, existe v € X tal que xz,, — x. Sea n € N. Como 7, > 0,
por la convergencia de {z,}°°, existe ng > n tal que d(z,x,,) < r,. Asi,
d(z,x,) < d(x,xpy) + Ad(Tpg, Tn) < Tn + 15 = 21y, es decir, x € B(xy,,2r,).
Como B(zy,2r,) C U,, tenemos que = € (| U,. De esto, z € (U, NV. Por lo
tanto, () U, es denso en X . Finalmente, como X -\ U,, = J(X —U,) = U Sn,

O]

|J S, tiene interior vacio.

En el Ejemplo 4.4 se puede observar que el continuo siempre resulta ser
una composante, el siguiente resultado nos afirma que los tnicos continuos
que satisfacen esto son los continuos descomponibles.

Teorema 4.10. Sea X un continuo. X es descomponible si y solo st X es
composante de alguno de sus puntos.

Demostracion. Supongamos que X es descompnible. Entonces existen Ay B
subcontinuos propios de X tales que X = A U B. Por la conexidad de X,
tenemos que AN B # (). Sea p € AN B. Luego, A C K(p) y B C K(p). Por
lo tanto, K (p) = X.

Ahora, supongamos que existe p € X tal que K(p) = X. Luego, por el
Teorema 4.8, X = |JS,,, donde cada S,, es un subcontinuo propio de X. Por
el Teorema 4.9, S, tiene interior no vacio, para algin m € N. Por lo tanto,
por el Teorema 3.2, X es descomponible. ]

Si X es un continuo indescomponible, del Teorema 4.10 se puede inferir
lo siguiente:

(a) X no es una composante,
(b) X tiene al menos dos composantes y

(c¢) para cada p € X existe ¢ € X tal que todo subcontinuo propio que
contiene a p no contiene a q.

Por dltimo veamos una propiedad de las composantes en los continuos
indescomponibles que es bastante sencilla pero interesante.
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Teorema 4.11. Si X es un continuo indescomponible y K(p) una composante
de X, entonces K(p) es composante de cada uno de sus elementos.

Demostracion. Sea q € K(p), entonces existe S, subcontinuo propio de X tal
que p,q € S;. Veamos que K(q) = K(p). Dado a € K(q), existe S, subconti-
nuo propio de X tal que ¢,a € S,. Luego, S, U S, es un subcontinuo de X.
Maés atn, por la indescomponiblilidad de X, S,US, es un subcontinuo propio
de X que contiene a p y a. En consecuencia, K(q) C K(p). Similarmente se
tiene la otra contencion, concluyendo asi la prueba. O

Corolario 4.12. 57 X es un continuo indescomponible, entonces las compo-
santes de X son ajenas dos a dos.

Demostracion. Sean K(p) y K(q) composantes de X distintas. Supongamos
que K(p) N K(q) # 0. Sea a € K(p) N K(q). Luego, por el Teorema 4.11,
K(p) = K(a) = K(q), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, K(p) y
K(q) son ajenas. O

Del Corolario 4.12 podemos ver que las composantes forman una particién
para los continuos indescomponibles, y por tanto una relaciéon de equivalencia.
Resumiendo las propiedades que hemos visto podemos decir que las compo-
santes de un continuo indescomponible son conjuntos ajenos, densos y conexos
con complemento conexo. Con esto podemos darnos una mejor idea de como
son estos espacios.

Al ser las composantes una particiéon para los continuos indescomponibles,
una idea para contruir uno seria empezando por las composantes, mediante
la unién numerable de continuos, para luego unirlas de tal manera que cada
una sea densa en la unién. Sin embargo, también habria que cuidar que la
unién sea un continuo haciendo més dificil este proceso.

Cuando se presentan dificultades para contruir un espacio es comun recu-
rrir a otros métodos, como los espacios cociente y las intersecciones anidadas,
aunque en este caso lo que usaremos seran los denominados limites inversos.

5 Limites inversos
Definiciéon 5.1. Sea {X; : ¢ € N} una colecciéon de espacios topologicos, y

para cada ¢ € N, f; : X;11 — X; una funciéon continua. A {X;, f;}32, se le
conoce como sistema inverso.
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(a) El limite inverso de {X;, f;}:2,, denotado por im{Xj, f;}, es el subes-
—

pacio de [] X; definido por
i=1
lfil{Xi,fi} = {(:cz)fil € HXi : paracadai €N, f(z;41) = x@} :
i=1
(b) Para cada n € N, sea

L.(X;, f;) = {(xz)fol € HXi : para cada i <n, f(x;11) = xz} .
i=1

Teorema 5.2. Sea {X;, f;}2, un sistema inverso. Entonces

(a) Para cadan € N, L,.1(X;, f;) C L.(X5, fi),

(b) para cadan € N, L,(X;, f;) es homeomorfo a [] X; vy
i=n+1

() Um{X;, fi} = () Ln(X;, fi)
— n=1
Demostracion. Claramente (a) y (¢) se cumplen. Para (b), sea n € N defina-
mos ~
hiLo(Xi f) — [ X
i=n-+1
()2 — (i) Zn4a

Note que h es una funcion biyectiva. Veamos que es continua y abierta. Sean

oo 00
ﬂ-j:HXi_)Xj Dpj: H Xi_>Xj+n
=1 i=n+1
00 00
()2 — @5 (%i)Znt1 — Tjan

Sea 7} = 7;|L,(x,.f,)- Notemos que p; o h = 77, . Sabemos que los subbasicos

de ] X;son delaforma p;'(U), donde U es un abierto de X ,,. Ademas,
i=n+1

W= (p; (V) = (pj o h) " (U) = 7 1,(U)
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Como 7Tj_1n(U ) es un abierto de L, (X, f;), concluimos que h es continua. Por
otro lado los subbasicos de L, (X, f;) son de la forma Wj’l(V), donde V es

un abierto de X;. Para j < n, tenemos que

h (v = 11 %

i=n-+1
Sea 7 > n. Entonces

h(m; = (V) = (x5 0 h7) (V) = pi (V).

J J

oo
Como p;!, (V) es un abierto de [] X;, concluimos que h es abierta. Por lo
i=n-+1
tanto, h es un homeomorfismo. ]

Usando los Teoremas 2.8 y 5.2 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Sea {X;, fi}2, un sistema inverso. Si cada X; es un continuo,
entonces Im{X;, f;} es un continuo.
—

Con este ultimo resultado ya sabemos como contruir continuos mediante
los limites inversos, sin embargo nuestro objetivo es obtener un continuo in-
descomponible por lo que es necesario agregar condiciones al sistema inverso
para obtener lo que deseamos y aunque uno pensaria que deberia de ser una
condicién complicada, este no es el caso, la condicion es bastante sencilla de
comprender y la presentamos en la siguiente definicion.

Definicion 5.4. Un {X;, f;}3°, un sistema inverso donde cada X; es un con-
tinuo es llamado un sistema inverso indescomponible siempre que pa-
ra cada i € N, si A;;1 v B;1 son subcontinuos de X;,; tales que X;,; =
Ai+1 U Bi+17 entonces fz(Az—l—l) = Xz O fz(BH-l) = Xz

Antes de probar que el limite de un sistema inverso indescomponible es un
continuo indescomponible probemos el siguiente resultado que sera ttil para
ese y otros resultados posteriores.

Lema 5.5. Sea {X;, f;}52, un sistema inverso de espacios métricos con limite
inverso Xo. St K es wun subconjunto compacto de X, entonces
{mi(K), filria () }i21 es un sistema inverso con funciones suprayectivas y

@{WZ(K)N]‘; 7l'i+1(K)} =K = [HWZ(K)] N Xoo.
=1
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Demostracion. Notemos que para cada i € N, f;(m;11(K)) = m(K). Por lo
tanto, {m;(K), filr., (k) }i21 es un sistema inverso con funciones suprayectivas.
Ademas, no es dificil ver que

ljﬂl{ﬂ-i(K)vfi‘m-s-l(K)} = [HWZ<K)] N Xeo.

Sea x = (x;)7°, € X tal que cada z; € m;(K). Entonces para cada i € N,
KN Yz) # 0. Sea K; = K N7, ' (z;). Ademés, por la continuidad de 7,
tenemos que K; es un cerrado del compacto K, y por tanto, K; es compacto.
Sea i € N. Veamos que K;;; C K;. Dado x € K1, tenemos que x € Ky
Tit1(%) = Yiy1. Luego, mi(z) = fi(mipa (@) = fi(yir1) = Yis ast, v € m ' (yi)-
De esto, x € K;, y por tanto, K;; C K;. Notemos que (| K; # ), pues en
i=1
caso contrario por el Lema 2.7, tomando a U = (), tendriamos que para algtn
N € N, Ky = 0, lo cual serfa una contradiccion. Asi, existe p € K tal que
para cada i € N, p € 7, '(z;). En consecuencia, + = p € K. Con esto hemos
probado que

[ﬁm(K)] NXsx C K.

Claramente,
K C [H m-(K)] N X
i=1
Con esto concluimos la prueba del resultado. O

Teorema 5.6. Si {X;, f;}5°, es un sistema inverso indescomponible con li-
mite inverso X, entonces X, es un continuo tndescomponible.

Demostracion. Por el Teorema 5.3 sabemos que X, es un continuo. Para
probar que X, es indescomponible tomemos A y B subcontinuos de X, tal
que X, = AU B. Probaremos que A = X, o B = X,,. Notemos que para
cada i € N,

Xit1 = mip1(Xoo) = Tig1(A) Umia (B).

Como {Xj, fi}2, es un sistema inverso indescomponible y 7;1(A) y m;i11(B)
son subcontinuos de X; 1, tenemos que fi(m41(A4)) = X; o fi(mi1(B)) = X,.
Ademas, fi(m;11(A)) = mi(A) y fi(mi(B)) = mi(B). De esto concluimos que

Matematicas y sus aplicaciones 14, Capitulo 6, paginas 135-159



David Herrera Carrasco, Antonio de Jesis Libreros Lopez y Fernando
150 Macias Romero

para cada ¢ € N, m;(4) = X; o m(B) = X;. Sin perdida de generalidad
podemos suponer que 7;(A) = X, para una cantidad infinita de j. Sea i € N.
Entonces existe j € N mayor a i tal que mj41(A) = X41. Notemos que

mi(A) = fio---o fiomj(A) = fio -0 fj(Xj41)

De la Definicién 5.4, podemos deducir que cada f; es suprayectiva, conclu-
yendo que 7;(A) = X; para cada ¢ € N. Usando el Lema 5.5 tenemos que
A = X_,. Por lo tanto, X, es un continuo indescomponible. O

Con ayuda del teorema anterior podemos contruir continuos indescompo-
nibles apartir de continuos, los cuales no necesitan ser complejos, como se
puede observar en los Ejemplos 5.7 y 5.8.

Ejemplo 5.7. Sea T : [0,1] — [0, 1] dada por

T(:v):{ 2x , X €

2—2x ,x€]

=)

1
3]
1]
La funcion T es conocida como la funcién tienda, por la forma que tiene su

grafica, véase la Figura 5. Ademas, es una de las funciones més usadas en los
sistemas dinamicos.

N[

Figura 5: Gréfica de la funcién tienda

Para cadai € N, tomemos a f; = T'y a X; = [0, 1]. Veamos que {X;, f;}3°,
es un sistema inverso indescomponible. Sean ¢ € Ny A;,q, B;y1 subconti-
nuos de X;,1 tales que X;11 = A;11 U Byyq. Probemos que f;(A;11) = X; o
fi(Biy1) = X;. Notemos que si uno de los subcontinuos consiste de un solo
punto, entonces el otro necesariamnete debe ser X1, y como f; es suprayec-
tiva obtendriamos lo deseado. De esto, podemos suponer que A; 1 v B;y1 son
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continuos no degenerados. Como X;,; = [0, 1], tenemos que A;.; y B;y1 son
intervalos. Podemos suponer que 0 € A;,;.
Caso 1. Si 1 € A;,q, entonces A; 1 = [0, 1]. Luego,

fi(Ain) = T([0,1]) = [0,1] = X;.

Caso 2. Si 1 & A, entonces 1 € B;;. Como 1 € A4, o 2

2 2
tenemos que [0, 1] C A;4y 0 [3,1] C Biyy. Luego

€ By,

[0.1] =7([0,3]) C fi(Ais1) 0 [0,1] = T([3,1]) C fi(Bisa).

Por lo tanto, fi(Ai11) = Xi o fi(Biy1) = X;.
Con esto hemos probado que {X;, f;}2°, es un sistema inverso indescom-
ponible. Por el Teorema 5.6, lim{ X}, f;} es un continuo indescomponible.
—

Una construccion geométrica del continuo del Ejemplo 5.7 se describe a
continuaciéon. Denotemos por C al conjunto de cantor y para cada n € N,

sea
3n1—1 }

C’n:{CECO:g%ch

Para cada ¢ € (), sea
Soo ={(z.y) €R*: (x = 3)* +y* = (c—3)* yy > O},

la semicircunferencia superior con centro (3,0) tal que (c,0) es un extremo
de S(o,¢). Para cadan € Ny c € (), sea

Siey ={(z,y) eR*: (z — 322> +9y* = (c— 52=)* vy y < 0},

la semicircunferencia inferior con centro (537, 0) tal que (c,0) es un extremo

de S Definimos, para cada n € NU {0}, a S, = [H{Sne : ¢ € Cp}.
A la uniéon de los S,, se le conoce como el Arcoiris de Knaster, al cual
denotaremos por K, véase la Figura 6. Como para cada semicircunferencia
superior existe una semicircunferencia inferior que lo intersecta y viceversa,
tenemos K es conexo. Mas atn, es cerrado y acotado, puesto que Frgz(K) = K.
De esto, K es compacto, y por lo tanto, un continuo.
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Figura 6: Arcoiris de Knaster

Ejemplo 5.8. Sea S! la circunferencia unitaria en R?. Definimos a P? :
St — S como P?((cos(),sen(f))) = (cos(26),sen(26)).

Para cada i € N, tomemos a f; = P2y a X; = S'. Veamos que {X;, fi}32,
es un sistema inverso indescomponible. Como se puedo notar el el Ejemplo
5.7, bastara probar que P?(A) = S' o P?(B) = S* para subcontinuos A y B
de S tales que S' = AU B. Notemos que si A o B consiste de un solo punto
o es S, el resultado serfa cierto. De esto podemos suponer que A y B son
subcontinuos propios de S* no degenerados. Entonces A y B son arcos, véase
la Figura 7.

B

Figura 7: Subcontinuos propios de S*

Claramente, por la conexidad de S, ANB # (). Seanp€ ANByqec St
el punto antipodal de p. Sin perdidad de generalidad podemos suponer que
q € B. Sea 6, € [0,2m) tales que p = (cos(f;),sen(f;)). Como ¢ es el punto
antipodal de p, entonces ¢ = (cos(f; + 7),sen(d; + 7)). Sean

By = {(cos(0),sen(0)) : 6 € [01,0, + 7|} v
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By = {(cos(0),sen(h)) : 6 € [0; + 7,01 + 27]}.

Por la continuidad de P?, sabemos que P?(B;) y P%(B;) son subcontinuos de
S no degenerados. Como

P?((cos(6,),sen(f;))) = (cos(26,),sen(26,)) = P*((cos(f, + 7),sen(f; + 7)),

tenemos que P?(B;) = S'. Similarmente P?(B,) = S'. Como, p,q € B,
entonces By C B o By C B. En cualquier caso concluimos que PQ(B) =
St. Por lo tanto, {X;, fi}52, es un sistema inverso indescomponible. Por el
Teorema 5.6, 1<1’Ln{XZ-, fi} es un continuo indescomponible.

Al igual que el Ejemplo 5.7, el ejemplo anterior también tiene una cons-
truccién geométrica en R? mediante la interseccion anidada de continuos, que
explicamos a continuacion.

Sea T} un toro solido, el cual es un espacio homeomorfo al producto car-
tesiano S' x D donde D = {(z,y) € R? : 2* + y*> < 1}. Luego, construimos
otro toro solido T contenido en T de tal manera que de dos vueltas dentro
de T}, véase la Figura 8.

Figura 8: Toros solidos T} y T,

Similarmente, construimos un toro sélido 73 contenido en 75 que de dos
vueltas dentro de este. Repitiendo esta construccion obtenemos una sucesion
de toros solidos {7},} tal que para cadan € N, T,,,; C T,, y T,,41 da dos
vueltas dentro de T,,, véase la Figura 9.
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Figura 9: Sucesion de toros sélidos

o0
Por le Teorema 2.8, sabemos que D = () T, es un continuo, el cual es
n=1
conocido como el Solenoide Diadico.

Con estos ejemplos nos ha quedado claro que los limites inversos son muy
utiles para construir espacios bastante extravagantes, sin embargo los limites
inverso no solo sirven para contruir continuos sino también nos ayuda a estu-

diar propiedades sobre estos como se puede observar el los Teoremas 5.10 y
5.11

Lema 5.9. Sea {X;, f;}5°, un sistema inverso de espacios métricos con limite
inverso Xo. St A y B son subconjuntos compactos de X, entonces

{iin{cza fz Ci+1} = C7

donde C' = AN B y para cada i € N, C; = m;(A) Nm;(B).

Demostracion. Como A y B son compactos, tenemos que C' también lo es.
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Usando el Lema 5.5, tenemos que

lim{m,(A), f

TFZ'+1(A)} = A7 ljin{ﬂ_z(B)v fz

7T¢+1(B)} =B y

Eiin{ﬂ-z(O)v fz

Notemos que para cada i € N, 7;,(C) C C; C m(A) y m(C) C C; C m(B).
Luego,

7Ti+1(C)} =C.

$—

C¢+1} cA y CC l},gl{cwfz

Ci+1} C B.

En consecuencia,

CC 11,IH{CZ,fZ|CH_1} c C.
—
Por lo tanto, im{C;, fi|c,,,} = C. O
—

Teorema 5.10. El limite inverso de arcos no puede contener curvas cerradas
simples.

Demostracion. Sea {X;, fi}:2, un sistema inverso donde cada X; es un arco.
Denotemos por X, al limite inverso de {X;, f;}:2,. Para probar el resultado
procedamos por contradiccidon, es decir, supongamos que existe una curva
cerrada simple S contenida en X.,. Luego, existen A y B arcos tales que
S =AUB y AN B es disconexo. Por el Lema 5.9, sabemos que

{iin{cza fi|Ci+1} = C’

donde C'= AN By para cada i € N, C; = m;(A) N m;(B). Por otro lado, al
ser Ay B arcos, en particular, son continuos. Asi, para cada i € N, m;(A) y
7;(B) son subcontinuos de X;. Dado que X; es un arco, tenemos que 7(A) y
mi(B) son subarcos de X;. De esto, C; = m;(A) Nm;(B) es un arco o un punto,
en culaquier caso, C; es un continuo. Concluimos, por el Teorema 5.3, C' es un
continuo, contradiciendo la disconexidad de C'. Por lo tanto, X, no contiene
curvas cerradas simples. ]

Teorema 5.11. El limite inverso de arcos o curvas cerradas simples no puede
contener triodos simples.
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Demostracion. Sea {X;, f;}5°, un sistema inverso donde cada X; es un arco o
una curva cerrada simple. Denotemos por X, al limite inverso de {X;, fi}2;.
Supongamos que exite T' triodo simple contenido en X, con vértice v. Sean
Ly, Ly y Lz arcos tales que T'= Ly U Ly U L3 y v es el Ginico punto en comun
de Ly, Ly y Ls. Por el Lema 5.5, sabemos que para cada j € {1,2,3}

1}111{7?@'([/3'), i

7Ti+1(Lj)} = Lj

Y filxiy1(z;) €s una funcién suprayectiva para cada ¢ € N. Por la continuidad de
i, tenemos que m;(Ly), m;(Le) y m;(L3) son subcontinuos de X; que contienen
a m;(v). Al ser X; un arco o una curva cerrada simple, tenemos que uno de
los subcontinuos esta contenido en la uniéon de los otros dos. Sin perdida
de generalidad podemos suponer que m;(L;) C m;(Ly) U mj(L3) para una
cantidad infinita de j. Sea ¢ € N. Entonces existe j € N mayor a 7 tal que
mi+1(L1) C mjp1(L2) Umi1(Ls). Notemos que

mi(L1) = fio---o fjom(Ly) C fio---o fi(mjra1(La) Umjra(Ls)).

Como las funciones f;

mii1(La) Y filripr (L) SOD suprayectivas tenemos que

fi(mii(L2) Ui (L)) = mi(Le) Umi(Ls).

En consecuencia, concluimos que para cada i € N, m;(Ly) C m;(Lo) U m;(Ls).
Luego,

{fin{m(lﬁ)? fi|7ri+1(L1)} - 1131{7?@'([/2) U Wi(L3)> fi|7ri+i(L2)U7ri+i(L3)}
= lim{m;(Lo U L), f;
%
= Lo U Ls.

7T¢+i(L2UL3)}

De esto que L; C Ly U Lg, contradiciendo que el inico punto en comin de
estos arcos era v. Por lo tanto, X, no contine triodos simples. O

Para concluir con este trabajo veamos la contrucciéon de un continuo in-
descomponible mediante limites inversos, y que gracias a los Teoremas 5.10 y
5.11, este no posee curvas cerradas simples ni triodos simples.

Ejemplo 5.12. Definamos a f : [0,1] — [0, 1] dada por

{ 20,z €|0,3]
1
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Para cada i € N, sea X; = [0,1] y fi = f. Sea X, al limite inverso de
{Xi, fi}21. Veamos que X es homeomorfo al continuo sen(2). Para esto
primero describamos los puntos que se encuentran en X, para lo cual sera
de gran utilidad la grafica de la funcién f, asi como dividir a esta misma en

dos secciones como se muestra en la Figura 10.

1 ,,,,,,,,,

Figura 10: Grafica de la funcién f

Sea (7,)7; € Xo. Con ayuda de la grafica observemos lo siguiente:

(a) Siparaalginm € N, z,,, < 3, entonces z,,11 = %=, y con esto haciendo
que la sucesion decrezca con este comportamiento.

(b) Six, > %, como se puede observar en la gréafica de f, x,,11 puede ser
z 3 —
%05 — Ty = flwm).
Considerando esto podemos escribir a X, como la uniéon de los siguientes
conjuntos.

Ao = {(xn)ff:l ! Tp = -7, para algin a € [0, %]} ,

A= {(@a)%s 7 = f*"(a), pora algin a € [§, 1]}

donde f es la funcién identidad y para m natural, f™ es la composicion de
f consigo misma m veces. Dado m € N, sea

o0 fn_l<a) 7n S m .
A, = {(xn)nzl DX, = { ) para algin a € [3,1] 5 .

an—m

Por lo observado en (a) y (b) podemos concluir que

Xoo = CJOAmUA.

Matematicas y sus aplicaciones 14, Capitulo 6, paginas 135-159



David Herrera Carrasco, Antonio de Jesis Libreros Lopez y Fernando
158 Macias Romero

Ademas, no es dificil ver que Ay, A y cada A,,, son arcos. Mas atn, Ay y ningun
A, intersectan a A. Por otro lado, para cada m € {0} UN, A,, intersecta a
A1 en un Gnico punto, para ser mas especificos, si m es par A, y Ani1 se
intersectan en el extremo cuando a = % y cuando m es impar se intersectan
en el extremo cuando a = 1. De esto podemos concluir que la unién de Ay
con los conjuntos A,, es homeomorfo al intervalo (0, 1]. Otra observacion a
considerar es que mientras mas grande tomemos a m los puntos de A,, se
parecen mas a los de A, o dicho de otra menera, los conjuntos A,, se acercan
a A. Por lo que X, se puede representar como en la Figura 11.

Figura 11: X

Por lo tanto, X es homeomorfo al continuo sen(1).
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Capitulo 7

Continuidad de la funcién w; en el intervalo [0, 1]

Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera
Carrasco y Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

En el presente trabajo se revisan algunas propiedades de los sitemas di-
namicos. Damos una breve introducciéon a la dindmica de funciones de X
en X, asi como funciones del hiperespacio 2% en 2. Se define el conjun-
to omega limite y se enuncian algunas de sus propiedades. Finalmente se
presenta la funcion wy, que depende de una funcién f y se caracteriza al
tipo de funciones f que hacen cotinuas a la funcién wy, cuando X es el
intervalo [0, 1].

1 Preliminares

La accion de iterar ha estado presente en matemaéticas desde hace tiempo, esta
accion es lo que da vida a los sistemas dindmicos. Dado n € N, f" denota la
composicién de f consigo misma n veces y f° es la funcion identidad.

Definicion 1.1. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcion
continua, para cada x € X el conjunto

Oz, f) = {z, f(2), f*(2), fP(2), ...},
es la 6rbita de x bajo f.

Podemos interpretar f"(x) como el n-ésimo momento de z, asi la 6rbita
de x da el desplazamiento de x sobre el espacio. A su vez la 6rbita de un
punto se puede interpretar como una sucesion, por tanto seria interesante
saber si converge o no converge. Con base a esto la pareja (X, f) brinda
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un modelo matematico del movimiento, esto es lo que entenderemos como
sistema dindmico.

La siguiente definicién proporciona una nocién de estabilidad entre 6rbitas
y es fundamental para este trabajo.

Definicién 1.2. Sean (X, d) un espacio métricoy f: X — X una funcion.
Decimos que f es equicontinua en un punto z si para cada ¢ > 0 existe
0 > 0 tal que si y € B(z,0), entonces f"(y) € B(f"(x),e) para cada n € N.

A la coleccién de los puntos fijos de una funcién f lo denotaremos por

F(f)={x€ X : f(x) =z}

Si zy es un punto fijo bajo f, se tiene que O(zo, f) = {zo}. A pesar de que
la 6rbita de un punto fijo es muy simple, los puntos fijos juegan un papel
importante en la dinamica inducida por f.

2 Dinadmica de f

En esta seccion enunciamos algunas propiedades dinamicas, para funciones
que van de un espacio métrico sobre si mismo.

Teorema 2.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Si f : X — X una funcion
continua, entonces F(f) es un conjunto cerrado en X.

Demostracion. Si cl(F(f)) = 0 se tiene lo deseado. Supongamos que
c(F(f)) # 0. Sea x € cl(F(f)), podemos construir una sucesion {z,}>°,
contenida en F(f) que converge a x. Como f es continua, tenemos que
nhﬁrgo f(z,) = f(z), dado que z,, € F(f) para cada n € N, tenemos que

f(z,) = x,. Se sigue que lim f(z,) = lim z,, = x, y por unicidad del limite
n—0o0 n—oo

en espacios métricos, concluimos que f(z) = z y asi, € F(f), por lo tanto
F(f) =cl(F(f)), es decir, F(f) es cerrado en X. O

Teorema 2.2. Sean J un intervalo en R y f : J — J una funcion continua.
Sea [a,b] CJ.

(1) Si f([a,b]) C |a,b], entonces f tiene un punto fijo en [a,b].

(i1) Sila,b] C f([a,b]), entonces f tiene un punto fijo en [a,b].
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Demostracion. (i) Como f([a,b]) C [a,b], entonces

a< f(a)y f(b) <b.

Sea h : [a,b] — R dada por h(z) = f(x) — z. La funcion h es continua en el
intervalo [a, b] y ademas,
h(b) <0 < h(a).

Por el Teorema del valor intermedio existe ¢ € [a, b], tal que h(c) = 0. Asi,

fle)=c.

(17) Como [a,b] C f([a,b]), entonces existen « y [ en [a,b], tales que

fla) =ay f(B) = b, luego
fla) <ay f(B) =5

Supongamos sin perder generalidad que a < [, definiendo la funciéon
h:a,B] = R, con h(z) = f(x) — x, tenemos que

h(a) <0 < h(B).

Nuevamente, por el Teorema del valor intermedio existe ¢ € [«, 5] C [a, b] tal
que h(c) = 0. Por lo tanto f(c) = c. O

Los siguientes resultados, ademaés de ser interesantes, son de gran utilidad
para este trabajo. Por comodidad se han enunciado para el intervalo [0, 1],
pero se cumplen para cualquier intervalo cerrado.

Teorema 2.3. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua. Si F(f) es
disconezo, entonces F(f?) es disconero.

Demostracion. Notar que F(f) # () ya que el conjunto vacio es conexo. Ade-
més F(f) no puede constar de un tnico elemento, por lo que podemos tomar
a,b € F(f) tal que a < b'. Sea b = inf{x € F(f) : a < 2}. De la definicién
de b, se tiene que f(z) # x para cada = € (a,b). Como F(f) es cerrado,
podemos construir una sucesion {z,}5°, C F(f) tal que 7}1_{20 z, = b. De la

continuidad de f se tiene:

f(b) = f(lim z,) = lim f(x,) = lim z, =b.

n—00 n—0o0 n—oo
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Por lo que b € F(f). Por el Teorema del valor intermedio podemos asegurar
que, para toda = € (a,b), f(z) < x o bien para toda = € (a,b), f(x) > z. Sin
pérdida de generalidad supongamos que f(z) < x para cada = € (a,b).

Es claro que a,b € f([a,b]), como f es continua y [a,b] es conexo tenemos
que f([a,b]) es conexo, asi [a,b] C f(]a,b]). Dado x € (a,b), existe yoy € (a,b)
tal que 2 = f(yo), de esto f(x) = f*(y0) < f(¥0) < Yo, es decir, f*(y0) < yo-
De esto existe yo € (a,b) tal que yo ¢ F(f?). Por ende F(f?) no puede ser
conexo, en caso contrario, como a,b € F(f?) se tendria que yo € [a,b] C
F(f?), lo cual no es posible. Por lo tanto, F(f?) es disconexo. O

Teorema 2.4. Sea f :[0,1] — [0,1] una funcion continua y suprayectiva. Si
F(f?*) es conexo, entonces f? = Id.

Demostracion. Del Teorema 2.2 se tiene que F(f?) # (). Sean a = min F(f?)
y b= max F(f?). Como F(f?) es conexo, se tiene que F(f?) = [a, b]. Supon-
gamos que f2 # Id. Luego, tenemos alguno de los siguientes dos casos:

Caso 1 a > 0.
Note que f2(0) > 0. Si existe ty € (0,a) tal que f2(ty) < to, entonces por
el Teorema del valor intermedio, existe ¢ en (0,%) tal que f?(c) = c. Esto
tltimo contradice que F(f?) = [a, b]. De este modo, cada t € [0, a) satisface
que f%(t) > t. Por tanto, 0 ¢ f2([0,a)) y, claramente, 0 ¢ f%([a,b]) = [a,];
es decir, 0 ¢ f%([0,b]). Como f? es suprayectiva (ya que f lo es), f2([0,1]) =
[0,1], si b =1, tendriamos que 0 ¢ f2([0,1]), lo cual es una contradiccion, asi
b<1

Caso 2 b < 1.
Note que f%(1) < 1. Se puede probar de manera analoga al caso 1 que
f2(t) < t para toda t € (b,1]. Por lo tanto 1 ¢ f?((b,1]) y también
1 ¢ f*([a,b]) = [a,b]; es decir, 1 ¢ f*([a,1]) luego por argumentos simila-
res al caso 1 tenemos que a > 0.

Tenemos lo siguiente, 0 < a < b < 1,0 ¢ f2([0,b]) y 1 gé *([a, 1]).

Observe que, dado cualquier z € [a,b], f2(f(z)) = f(f*(z)) = f(z) y por
ende f(z) € F(f?) = [a,b]. De este modo, f([a,b]) C [a,b]. Como F(f) C
F(f?), tenemos que 0,1 ¢ F(f) asi, f(0) > 0y f(1) < 1. Veamos que para
cada t € [0,a), f(t) > t. Si existe ty € (0,a) tal que f(ty) < ty, entonces
existe ¢ € (0,ty) tal que f(c) = ¢, por ende ¢ € F(f?) = [a, ], esta es una
contradiccion . De esto que f(t) > t para cada t € [0,a). De forma similar,
f(t) < t para cada t € (b,1]. De lo anterior tenemos que 0 ¢ f([0,a)) y

L¢ f((6,1]).
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Como f([a,b]) C [a,b], tenemos que 0,1 ¢ f([a,b]), por lo que 0 ¢ f(]0, b])
y 1 ¢ f(la,1]). Como f es suprayectiva, existen so € (b,1] y s1 € [0,a) tales
que f(so) =0y f(s1) = 1.

Veamos que [0,a] C f([b,1]). Como f(b) € [a,b], es claro que a < f(b), de
esto [0,a] C [f(s0), f(b)]. Ademas f(sq), f(b) € f([b,so]) vy f([b,so]) es conexo,
asi se tienen las contenciones [f(so), f(b)] C f([b, so]) C f([b,1]). Por tanto,

[0,a] C f([b,1]).

Probemos que f([0,a)) C (b,1]. Supongamos que existe r € [0,a) con
f(r) <b. Consideremos a' = max{r, s, } y asi, [b, 1] C [f(r),1] = [f(r), f(s1)
C f([0,a]), de esto que f([b,1]) € f*([0,a’]). Como [0,a] C [0,a] C f([b,1]),

se cumple que
[0,a'] € f([b,1])  £*([0, a')).
Por el Teorema 2.2 existe p € [0,a'] tal que f2(p) = p, esto es una contradic-
cién ya que p ¢ [a,b] = F(f?). Por lo tanto f([0,a)) C (b,1].
Similarmente se prueba que f((b,1]) C [0,a). De esas dos contenciones
obtenemos,

F2([0,a)) € f((b,1]) C [0, a).
De lo anterior 1 ¢ f%([0,a)), como 1 ¢ f?([a,1]), tenemos que 1 ¢ f*([0,1]),
esto contradice el hecho de que f? es suprayectiva. Por ende f? = Id. O

Definicion 2.5. Sean (X, d) un espacio métrico, f : X — X una funcion
continua y o € X. Decimos que zy es un punto periddico de f si existe
n € N tal que f"(zg) = xo. Al conjunto de todos los puntos periddicos de f
lo denotamos con Per(f). Si x € Per(f), decimos que O(z, f) es una orbita
periddica.

Dado z € Per(f). Definimos el periodo de xy como,
p=min{n € N: f*(zq) = zo}.

En comparacion con el conjunto F(f) podemos decir que Per(f) no nece-
sariamente es cerrado, la funcién que cumple esto es la famosa funcién tienda.
La funcién tienda denotada por 7' : [0, 1] — [0, 1] se define como

T(x) 2x sixﬁ%,
xT) =
2—2x si:z:>%.

Sus graficas dan una idea de como se comporta la dindmica de 7.
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0 1 0 1 0 1
Figura 1: Graficas de T', T?% y T%3.

El siguiente teorema expone en (1) una propiedad importante de la fun-
cion tienda y en (2) podemos ver que Per(T') no es un conjunto cerrado ya que

s & Per(T).

Teorema 2.6. [/, Proposicion 7.3] Sea T la funcion tienda.
1. Si (a,b) C [0,1], entonces existe N € N tal que TV ((a,b)) = [0, 1].
2. El conjunto Per(T) es denso en [0, 1].

Los conjuntos F(f) y Per(f) pueden ser conjuntos vacios, un ejemplo de esto
se puede encontrar en |1, Ejemplo 2.18]. El siguiente teorema para funciones
reales sobre un intervalo asegura la existencia de puntos de cualquier periodo
siempre que exista al menos un punto de periodo 3.

Teorema 2.7. (Li-Yorke)[4, Teorema 3.4] Sean A un intervalo en R, n € N
y f: A— Auna funcion continua. Si f tiene un punto de periodo 3, entonces
f tiene un punto de periodo n.

3 Dinamica colectiva
Sea X un espacio métrico compacto. Un hiperespacio de X es una familia de

subconjuntos de X que cumplen una propiedad. El hiperespacio que sera de
nuestro interés es:

2¥ ={AC X :Aescerradoy A+ (}.

Este hiperespacio se topologiza con la llamada métrica de Hausdorff, para
definirla damos el concepto de nube.
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Definicién 3.1. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Dados A, B € 2%
y € > 0, definimos la nube de radio ¢ alrededor de A como,

N(Ae) = UB(a,g) ={r e X :existe a € A, d(z,a) < e}.

acA

Sea H : 2% x 2%X — R la funcién definida por,
H(A,B)=inf{e >0: AC N(B,e) y BC N(A,¢)}.

La funcion H es una métrica en 2%, una prueba de ello se encuentra en [2,
Proposicion 2.1]. Como X es un espacio métrico compacto se prueba que 2%
también es compacto, la prueba de esto se puede encontrar en |5, Teorema
4.13], asf solo resta dar una funciéon continua de 2% en 2% para tener un
sistema dinamico.

Una funcién continua f : X — X nos da de manera natural una funcion
en el hiperespacio 2%, a saber

of . 9X 90X,

Con regla de correspondencia,

Como f es continua, 2/ esta bien definida, es decir, 2/(A) € 2%. La funcién
27/ es conocida como la funcion inducida por f. Para cada n € Ny para cada
A € 2% se tiene que

(27)"(A) = f(A).

Teorema 3.2. La funcion inducida 27 : 2% — 2% es continua.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como f es continua y X es un espacio métrico
compacto, por el Teorema de Heine |3, Teorema 4, seccion 6.6 , f es uniforme-
mente continua en X. Luego existe 6* > 0 tal que si x1, x5 € X cumplen que
d(zq,x2) < 0*, entonces

d(f(x1), f(z2)) <e.
Sea § = 6*. Tomemos A, B € 2% tales que:

H(A,B) <é.
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Para cada z € f(A) existe a € A tal que f(a) = z y dado que A C N(B,9)
podemos tomar b € B tal que d(a,b) < 6, entonces d(f(a), f(b)) < ¢, asi
f(a) € N(f(B),¢) y por lo tanto,

f(A) C N(f(B),¢).

De manera anéloga,
f(B) C N(f(A),e).
Luego,
H(f(A), f(B)) <e.

Por lo tanto 2/ es continua. O]

Dada la relacion estrecha que existe entre las reglas de correspondencia
de f y 2/, la pregunta que nos hacemos es jcuél es la relacién entre las
propiedades dindmicas de f y las propiedades dindmicas de 2/? Esta pregunta
es muy amplia, los siguientes teoremas muestran algo de esto.

Teorema 3.3. [4, Proposicion 18.12] Sean (X, d) un espacio métrico com-
pacto y f : X — X wna funcion continua. Si Per(f) es un conjunto denso
en X, entonces Per(27) es un conjunto denso en 2%.

En términos generales, la densidad de Per(2/) en 2% no implica la densidad
de Per(f) en X. Un ejemplo de ello se puede encontrar en [4, Seccion 18.6].

Resulta que si el espacio donde estamos trabajando es el intervalo [0, 1], en-
tonces la densidad de puntos periddicos en el hiperespacio si implica densidad
de puntos periodicos en [0, 1].

Teorema 3.4. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua. Si Per(2f) es
denso en 2191 entonces Per(f) es denso en [0,1].

Demostracion. Sean (a,b) un intervalo abierto contenido en [0, 1]. Tenemos
que (a,b) = (zg—e,x0+¢), donde g = =2 y e = 2. Como 2/ : 2001 — 2011
tiene densidad de puntos periédicos en 201 existen A € 2101 y N € N tales
que

H({zo},A) <c y fY(4) = A

Luego, A C (a,b). Sean a =minA y f =méaxA, tenemos que a < a < 5 < b.
Como fN(A) = A, entonces

ffa)>ay fN(B) <B
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Dado que f es una funcién continua en el intervalo [0, 1], por el Teore-
ma del valor intermedio, existe ¢ € [, 8] tal que f¥(¢) = c. Por lo tanto

Per(f)n(a,b) # 0. O

4 El conjunto omega limite

En esta seccion X denota un espacio métrico. Dado un punto x € X, estu-
diaremos la convergencia de la orbita O(z, f), el ente al que converge es el
llamado conjunto omega limite de x.

Definicion 4.1. Sea ry € X. Decimos que y € X es un punto limite de
la orbita O(zo, f), si existe una sucesion estrictamente creciente de nimeros
naturales

{ni}fil, ny < ng < ns...

tal que
lim f"(xg) = y.

1— 00

La coleccion de todos los puntos limites de O(xg, f) se llama, conjunto
omega limite de xy bajo f. Denotado por,

w(zo, f) ={y € X : y es un punto limite de O(xo, f)}.

En este sentido decimos que O(xy, f) converge a w(zy, f), ya que con el
tiempo los puntos de la 6rbita estan muy cercanos a los puntos del conjun-
to omega limite. Tenemos la siguiente proposiciéon que es inmediata de la
definicion.

Teorema 4.2. Sean f : X — X una funcion continua y x € X. Se cumple
lo siguiente.

(a) w(x, f) es un conjunto cerrado.
(b) Si X es compacto, entonces w(x, f) # 0.

Demostracion. Para (a). Si w(z, f) = 0, entonces es cerrado. Supongamos
que w(z, f) # (. Demostraremos que toda sucesion convergente en w(z, f)
converge a un punto de w(zx, f). Sea {y, }>°; una sucesion contenida en w(z, f)
tal que 7}1_)1{)10 Yn = y. Veamos que y € w(x, f).
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Como la sucesion {y, }5°, converge, existe ny € N tal que d(yn,,y) < % A

su vez y,, € w(z, f), por lo que existe [; € N tal que,

S () € B(yn,.3) C By, 1).

Analogamente, elegimos ny > ny tal que d(Yn,,y) < 57. Como yn, € w(z, f),
entonces existe [y > [ tal que,

[*(x) € B(yny, 5) € Bly, 3)-

De manera recursiva encontramos una sucesion creciente de nimeros naturales
~ .
{l;}32, tal que para toda j,

fli(z) € Bly, 31).

Por lo tanto,

lim f(z) = y.

i—00
Asi, y pertenece al conjunto w(z, f).
Para (b). Sea x € X, como X es un espacio métrico compacto, entonces es
secuencialmente compacto, por ello la sucesion {f™(x)}5°, tiene una subsuce-
siéon convergente y el punto al que converge pertenece a w(z, f), por lo tanto

w(, f) # 0. 0

Teorema 4.3. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcion continua. Para toda x € X, se tiene que f(w(z, f)) = w(x, f). Es
decir, w(z, f) es un conjunto estrictamente invariante bajo f.

Demostracion. Tomemos xy € X. Veamos primero que f(w(zo, f)) C w(xg, f).
Sea yy € f(w(zo, f)). Entonces existe 2y € w(xo, f) tal que f(z9) = yo, y existe
una sucesion {n;}72, C N estrictamente creciente tal que,

lim f™ (z0) = 7.
1— 00

Por la continuidad de f,

lm [+ (z0) = f(20) = Yo

1—00

Asi, yo esta en w(xg, f). Por lo tanto, f(w(xg, f)) C w(wo, f).
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Veamos ahora que w(xg, f) C f(w(zo, f)). Sea ay € w(xg, f), entonces
existe una sucesion {n;}°, C N estrictamente creciente tal que
lim f"(x¢) = ao.
1—00
Podemos suponer que cada n; es mayor o igual a 2. Como X es compacto
y la sucesion { f™71(zy)}32, esta contenida en X, entonces existe una subsuce-
sion
{ni;, — 1332, de {n; — 1}, tal que

lim f™ ™ (xo) = by.
j*)OO

Asi, by € w(xg, f) v ademas,
fbo) = f(lim f"5 ™ (z0)) = lm f™5 (20) = ay.
j—o0 j—o0
Por lo tanto ag € f(w(xq, f)). O

Teorema 4.4. Sea f : X — X wuna funcion continua. Si X es compacto,
entonces 27 tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Dado x € X por el Teorema 4.2 tenemos que w(x, f) es no va-
cio y cerrado, asi w(x, f) € 2. Por el Teorema 4.3 2/ (w(x, f)) = f(w(z, f)) =
w(z, f), es decir, w(z, f) es un punto fijo de 2/. ]

El siguiente teorema aclara la idea de cuando decimos que la 6rbita de x
converge al cojunto omega limite.

Teorema 4.5. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una funcion
continua, xog € X y U un subconjunto abierto de X tal que w(xq, f) C U,
entonces ezxiste N € N tal que para todo n > N se tiene que f"(xy) € U.

Demostracion. Dado que U es un conjunto abierto, X — U es un conjunto
cerrado y por ser X compacto, X — U también es compacto. Consideremos
el siguiente conjunto,

A={neN: fM(xy) € X — U}

Supongamos que la cardinalidad de A es infinta, podemos tomar una sucesion
estrictamente creciente {n;}32, tal que f"i(z9) € X — U para cada ¢ € N. Co-
mo X es secuencialmente compacto podemos suponer sin perder generalidad
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que {f"(zo)}2, converge a un punto z € X — U, ya que X — U es cerrado.
Por otro lado z € w(xg, f) C U, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto A
es finito y asi, tomando N = (méx A) + 1, se tendra que para toda n > N,
fn(l’(]) eU. O]

Teorema 4.6. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una funcion
continua y x € X. Siw(zx, f) es finito, entonces existe y € w(x, f) tal que,

UJ(QZ, f) = O(y,f)

Demostracion. Supongamos que w(z, f) tiene exactamente k elementos. Di-
gamos

w(z, f) ={x1, 29, ..., Tk}

Tomemos a x1, por el Teorema 4.3 se tiene que O(z1, f) C w(z, f). Podemos
suponer que

O(Z’l,f) = {.Tl,.iﬁg, ....,.Z‘m},

donde m < k. Demostraremos que O(x1, f) = w(z, f).

Sim < k. Es claro que f(O(z1, f)) = O(z1, f) y por lo tanto el conjunto
{Tms1, Tmaa, .., T} es invariante bajo f. Es posible tomar § > 0 de tal manera
que cl(B(x1,9)), cl(B(z2,9)), ..., cl(B(zk, d)) son ajenos dos a dos.

Sean
m

U=JB,0)y W = U (2i,0

=1 i=m+1
Tenemos lo siguiente, O(zq, f) C U y U U W es un conjunto abierto que
contiene a w(z, f) y ademas cl(U) N cl(W) = 0. Por el Teorema 4.5, existe
N € N tal que si n > N, entonces f"(z) € UUW.
Consideremos los conjuntos

E={n>N:f"(zx)eU}yF={n>N: f"(x) e W}

Podemos tomar una sucesion de nimeros naturales {n; }3°, estrictamente cre-
ciente, de tal manera que

fri(z) €Uy frix) e W
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Dado que X es secuencialmente compacto, podemos suponer que { "}, es
convergente a un punto z en cl(U).

cd(U)Nw(z, f) =A{x1, 22, ...z} = O(21, f),

y z € w(x, f), entonces z € O(zy, f). Por ser f continua,
lim " (z) = f(2).

1—00

Como la sucesion { f™t1(z)}2, esta contenida en W, entonces f(z) € cl(W).
A suvez f(z) € O(zy, f) C U, por lo que cl(U) Ncl(W) # 0. Esto es una
contradicciéon. Por lo tanto m = k, es decir, O(xy, f) = w(z, f). ]

Veamos un caso donde el conjunto omega limite es un conjunto infinito.

Teorema 4.7. [/, Proposicion 12.11] Sea T : [0,1] — [0,1] la funcion tienda.
Eziste xq € [0, 1] tal que w(zo,T) = [0, 1].

5 La funcién wy

Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Hemos estudiado funciones continuas
de X en X y de 2% en 2X. Dada una funcién f : X — X continua, sabemos
que w(x, f) es un conjunto cerrado, motivados por ello podemos definir la
funcion w; : X — 2% con la siguiente regla de correspondencia,

wy(r) = w(z, f).

Es de interés saber si wy es continua, esta seccion la dedicamos a determinar
las condiciones bajo las cuales wy es continua, en particular cuando X = [0, 1].

Teorema 5.1. Sea X un espacio métrico compacto. Si f : X — X es
equicontinua, entonces wy : X — 2% es continua.

Demostracion. Sea x € X y e > 0. Como [ es equicontinua en x, existe § > 0
tal que si d(x,y) < 6, entonces d(f"(x), f"(y)) < § para cadan € N.

Sea y € X tal que d(x,y) < 6, veamos que H(ws(x),ws(y)) < €. Dado
Yo € wy(y), existe una sucesion de naturales {k,, }°°; estrictamente creciente
tal que nh_}ngo f¥n (y) = yo. Como {f* ()}, es una sucesion en el compacto

X, existe {l,,}°°_, subsucesion de {k,}2°, tal que lim f'(z) = z¢, para algtn
n—o0
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o € wy(x). Luego, existe N € N tal que d( ™ (x),z0) < £y d(f"™(y),v0) <
Asi,

£
3

d(‘r()?yo) < d(.To, le<JZ)) + d(le(ZL'), le<y>> + d(le(y)v yO) <Eé.

En consecuencia, yo € N(wy(z),e). Por tanto, ws(y) C N(wy(z),e). Similar-
mente, se tiene que wy(z) C N(wy(y), ). Entonces H(ws(x),ws(y)) < €. Por
ende, wy es continua. O

El siguiente teorema es fundamental para caracterizar a las funciones
f:10,1] — [0, 1] tales que wy es continua.

Teorema 5.2. Si f:[0,1] — [0,1] y wy: [0,1] — 20U son funciones conti-
nuas, entonces F(f?) es conero.

Demostracion. Si F(f?) consta de un solo elemento el resultado se cumple.
Supongamos que F(f?) no es conexo.

Sean a,b € F(f?) tales que x ¢ F(f?) para todo x € (a,b), es decir,
f?(x) # x. Como f? es continua, entonces f%(x) < z para todo z € (a,b)
6 f*(x) > x, para todo x € (a,b). Sin perder generalidad, supongamos que
f?(x) > x para cada x € (a,b). Tenemos tres casos.

Caso I. Para todo z € (a,b), f?(x) <b.

Dado z € (a,b) tenemos que a < x < f%(z) < b. Luego f*(z) = f2(f*(x)) >
f?(x), de esta manera se observa que {f**(x)}2%, es un a sucesion creciente
y acotada por b, luego converge al sup{f?*(x): n € N} := h. Como b es
cota superior, entonces h < b. Supongamos que h < b. Como {f**(x)}>,;
converge a h, entonces por el Teorema 2.2 h es un punto fijo de f2 lo cual es
una contradiccion, por tanto h = b.

Por continuidad de f la sucesion {f?"™!(x)}>°, converge a f(b). Asi,
we(z) = {b, f(b)}. De esto tenemos que para cualquier sucesion en (a,b),
convergente a a, se cumple que sus iméagenes bajo wy convergen a wy(b), esto
contradice la continuidad de wy.

Caso II. Existe z; € (a,b) tal que f%(z;) = b.

Podemos tomar =y € (a,z;) tal que f*(z3) = x;. Siguiendo esta idea pode-
mos construir una sucesion {x,}°°, que converge a a tal que f?(x,41) = z,
para cada n € N. Note que f?"(x,) = b, pues f?(x,41) = =, y en particular
1?(xy) = b. Luego,
frrof(@a) = fb) ya que f7(zn) = f(f*"(xa)) = f(b). Asi, wy(zy) =
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{b, f(b)} para cada n € N. Como wy(a) = {a, f(a)} nuevamente se contradice
la continuidad de wy en a.

Caso III. Para todo z € (a,b), f*(z) > b
Podemos hallar una sucesion {z,}°2; en (a,b) que converga a a. Como f?
es continua deberfa ocurrir que lim f?(z,) = f?(a) = a. Por la suposicién
n—oo

f*(x,) > b para toda n € N, es decir, lim f?*(z,) > b > a, esto es una

n—oo
contradiccion.
En cualquiera de los 3 casos llegamos a una contradicciéon. Por lo tanto
F(f?) es conexo. O

Teorema 5.3. Sea X un espacio métrico y f : X — X es una funcion
continua y periddica (en el sentido f™ = f, para algin n € N con n > 2),
entonces [ es equicontinua.

Demostracion. Sea n el periodo de f. Luego, dado ¢ > 0 y x € X, existe
5 > 0 tal que si d(z,y) < 0§, entonces d(f'(z), fi(y)) < ¢, para cada
i € {1,...,n}, esto ya que cada f* es continua en z. Tomemos § = min(;).
Sea k € N, tenemos dos casos,

Caso I. £ < n.
Si d(x,y) < d, entonces d(f*(z), f¥(y)) < . Esto por como se tomo 4.

Caso II. k£ > n.
Tenemos que k£ — n > 0, por el algoritmo de la division existen m € N,
j €40,...,n—2} tal que k—n = (n—1)m+j, de aqui que k = n+(n—1)m+j.
Veamos mediante induccién matematica sobre m que f"*=D™ = f Para
m =1, como f" = f, entonces frH=Dl = fro o=l = fo fr-1 f”” =
f™ = f. Supongamos que se cumple para m € N con m > 1. Asi, frt-1m
f, luego

fn+(n—1)(m+l) _ fn—i—(n—l)m—i—(n—l)
fnJr(n 1)m o f n—1)
:fofn1:f1+n1:fn:f.

De esto se tiene que f¥ = frtr=Nmti — fnt=Nmg fi — fo fi = fi+1 Egcla-

roque j+1 € {1,...,n—1}, por ende d(f*(z), f*(y)) = d(f"*!(z), [/ (y)) < e
si d(z,y) < 0.
Por lo tanto f es equicontinua. ]
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El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para que
wy sea continua cuando X = [0, 1].

Teorema 5.4. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcion continua y suprayectiva.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es equicontinua,
2. wy 1 0,1] — 2191 es continua,
3. F(f?) es conexo.
Demostracion. (1 = 2) Esto se obtiene de forma directa del Teorema 5.1
(2 = 3) Esta implicacion se obtiene del Teorema 5.2.

(3 = 1) Como F(f?) es conexo, por el Teorema 2.4 f% = Id, de esto que
f2 = f, es decir, f es periddica. Luego por el Teorema 5.3 f es equicontinua.
]

Ahora nos centraremos en dar una caracterizacion de las funciones
f:[0,1] = [0,1] que hacen continua a wy. Si f? = Id, implica que f es inyec-
tiva, ya que si f(z) = £(y) se tiene que f2(x) = f(f(x)) = F(F(¥)) = F(),
es decir, x = y. El siguiente teorema nos da un mejor panorama de como
deben ser estas funciones.

Teorema 5.5. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcion continua y suprayectiva. En-
tonces f es biyectiva si y solo si f es estrictamente creciente o estrictamente
decreciente.

Demostracion. (=) Veamos que f(0), f(1) € {0,1}. Supongamos que f(0) ¢

{0,1}, asi f(0) € (0,1). Como f es suprayectiva existen r, s € (0, 1] con r # s

tales que f(r) =0y f(s) = 1, supongamos sin perder generalidad que r < s.

Definiendo la funcion h(x) = f(z)— f(0), tenemos que h(r) < 0 < h(s), por lo

que existe ¢ € [r, s] tal que f(c) = f(0) y asi ¢ = 0, esto es una contradiccion.

Por lo tanto, f(0) € {0,1}. De forma analoga se prueba que f(1) € {0,1}.
De la inyectividad de f tenemos dos casos,
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1. Si f(0)=1y f(1) =0, entonces f es estrictamente decreciente.

Supongamos que existen zg,yo € (0,1) con xy < o tales que
f(1) < f(zo) < f(yo) < f(0), de esto se puede ver que existe z € [0, zo]
tal que f(z) = f(yo) y asi z = yo, esto es una contradiccion. Por lo
tanto f(z) > f(y) siempre que = < y.

2. Si f(0) =0y f(1) =1, entonces f es estrictamente creciente.

Los argumentos son similares al caso anterior.
(<) La demostracion de esto es directa de las definiciones. ]

Corolario 5.6. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua y suprayecti-
va. Si F(f?) es conexo, entonces [ es una funcion estrictamente creciente o
estrictamente decreciente.

Teorema 5.7. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcion continua, biyectiva y estric-
tamente creciente. Si f* = Id, entonces f = Id.

Demostracion. Como f es estrictamente creciente, por la demostraciéon an-
terior tenemos que f(0) = 0y f(1) = 1. Sea 2o € (0,1) y supongamos que
f(xo) < xp, de esto tendriamos que f2(zo) < f(xo), es decir, o < f(z0), lo
cual es una contradiccion. Si suponemos que f(xg) > o también se llega a
una contradiccion. Por lo tanto f(xg) = o para toda zq € [0, 1]. O

Llegado a este punto podemos pensar que cambiando la hipo6tesis de estric-
tamente creciente por estrictamente decreciente, deberiamos de obtener una
tnica funciéon que satisfaga las hipotesis, incluso podemos pensar que esta
funcion es f(z) = 1 — x. Sin embargo, esto no ocurre, daremos dos ejemplos
de esto y después una caracterizacion de estas.

Ejemplo 5.8. Sea f :[0,1] — [0, 1] definida como sigue:

o) — —3z+1 sizel0q],
/(@) {—%(z—l) six e[}, 1].

Sea ¢ : [0,1] — [0, 1], definida por:

g(x) = {2(95_ Dty sizelog),
—I2r -1+ sizeli 1]
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Id[(),l] Id[o@}
g
0 1 0 1

Figura 2: Graficas de f y g.

Estas funciones son continuas, biyectivas y estrictamente decrecientes, ade-
mas se puede ver que 2 = Idy ¢g* = Id.

Estos dos ejemplos tienen en comin que, la segunda parte de la funcion
es una reflexion de la primera respecto a la funciéon identidad. El siguiente
teorema muestra que esto es cierto.

Teorema 5.9. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua, suprayectiva y
estrictamente decreciente. Entonces f? = Id si y solo si existe b € (0,1) y
g :[0,b] = [b,1] continua, suprayectiva y estrictamente decreciente tal que

) — g(x) six € [0,b],
i@ {gl(x) six € [b,1].

Demostracion. (<) Sea x € [0, 1], se tienen dos casos:

1. Si z € [0,0] tenemos que f(z) = g(x), como g(z) € [b, 1], se tiene que
fx) = flg(x) =9 (g(x)) = z.

2. Sle[ 1] se obtiene f(x)
(@) = flg7'(2) = g(g7 ()

Por lo tanto f? = Id.

(=) Por el Teorema 2.2 existe b € [0,1] tal que f(b) = b, por lo visto
en la prueba del Teorema 5.5, b € (0,1). Definamos g : [0,b] — [b, 1] por
g(x) = f(z). Veamos que g esta bien definida, es decir, g([0, b]) b, 1], como
f? = Idy f es estrictamente decreciente tenemos que f es inyectiva y ademas,
f(0) =1y f(1) = 0. Supongamos que existe xy € (0,b) tal que g(zg) € (0,b).

g (), dado que g(z)~! € [0, ], entonces
) =z.
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f restringida a [b, 1] es continua y se cumple que f(1) < g(xg) < f(b), asi
existe ¢ € (b, 1) tal que f(c) = g(xo) = f(z0), esto contradice el hecho de que
f es inyectiva. Por tanto ¢([0,b]) C [b,1]. Es claro que b,1 € ¢([0,b]), como
£(10,8]) = ¢(]0,8]) se tiene que g([0,b]) es conexo y por ello [b, 1] C g([0, 1]).
Por lo tanto ¢([0,b]) = [b, 1], es decir, g es suprayectiva. Por hipotesis g es
continua y estrictamente decreciente. Por esto, la funcion ¢ es continua y
biyectiva, luego su funcién inversa ¢! : [b, 1] — [0, ] esta bien definida, es
continua, biyectiva y estrictamente decreciente.

Veamos que f(z) = g~ '(x) para z € [b,1]. Sea z € [b,1], g~*(z) € [0, 5],
luego como f y g coinciden en el intervalo [0,b] se tiene que f(g~'(z)) =
g(g () = z y asi, g7 (z) = f2(¢g7(x)) = f(z). Esto completa la demos-
tracion. [

De esto podemos ver que hay una infinidad de funciones que cumplen con
ser continua, biyectiva, estrictamente decreciente y f? = Id.

Tomando como referencia las funciones definidas en el Ejemplo 5.8, tene-
mos que wy(x) = {z, f(z)}, de esto que podemos represenar a las funciones
ws y wy como sigue,

Wy &

Figura 3: Graficas de wy y wy.

Motivados por esto, nos preguntamos si existe una funcion A : [0, 1] — [0, 1]
tal que la representacion de wy sea de la siguinte manera

Es decir, que wy(z) = {z,h(x),h*(z)} o bien h® = Id. La respuesta es
negativa, ya que de existir h tendria un punto de periodo 3 y por el Teorema
2.7, la funciéon h debe tener un punto de periodo 2, lo cual contradice que
h3 = Id.

De aqui, nos preguntamos ;Existe una funcion h : [0,1] — [0, 1] continua
y suprayectiva tal que h™ = Id para n > 47 El argumento que se utiliz6 para
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Wh

Figura 4: Gréfica de wy,.

cuando n = 3 ya no es valido en estos casos, sin embargo, el teorema siguiente
responde de forma negativa a esta pregunta.

Teorema 5.10. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua y suprayectiva.
Si f* = Id para algin n € N, entonces f? = Id.

Demostracion. Si f* = Id para algin n € N, entonces f"*! = f, por el
Teorema 5.3 se tiene que f es equicontinua, luego por el Teorema 5.4 F(f?)
es conexo, finalmente por el Teorema 2.4 f2 = Id. O

El anterior teorema nos dice que una funcién continua y suprayectiva de
[0,1] en [0, 1], tal que f™* = Id para algin n € N, no tiene mas opcion que
ser la funcion identidad o ser una funciéon como las que se describen en el
Teorema 5.9.
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