Fernando Macias Romero

Es profesor e investigador en el area de las
matematicas. Nacid el 11 de noviembre de
1961 en Huauchinango, Puebla, México. Su
pasion por las matematicas lo llevd a estu-
diar la licenciatura, maestria y doctorado
en esta noble drea. Llegd a la Facultad de
Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP en
el afio 1979.

Ademads de contar con el reconocimiento
y respeto de la comunidad de su facultad,
recurrentemente es solicitado como darbitro
de publicaciones y evaluador de proyectos,
asi como de programas como el ESDEPED
y elaborador de programas de estudio.
Como formador de nuevo talento mate-
matico ha dirigido 34 tesis de licenciatura,
8 de maestria y 5 de doctorado, todas ellas
concluidas con éxito, asi como varias tesis
en proceso. Actualmente es Investigador
Nacional reconocido por el SNI.

Durante varios afios ha sido el organiza-
dor de las International Conference on
Mathematics and its Applications, que
brindan un espacio de encuentro a un vas-
to numero de expositores, asistentes y ex-
pertos internacionales de todas las areas
de la matemdtica y también es editor y au-
tor de varios libros de matematicas como
los de Matemdticas y sus aplicaciones.

Los capitulos del presente libro son creados por los autores
en el marco de su participacion en el International Confe-
rence on Mathematics and its Applications (CIMA). Los
CIMA emanan de la fortuna de contar con el mejor comité
organizador que ha puesto la Academia de Matemadticas
de la Facultad de Ciencias Fisico Matemadticas de la BUAP.
He aqui los resultados que promueven la riqueza mate-
mdtica, trabajos tenaces que lograron sobreponerse a los
inexorables jueces y fueron autorizados después de un ar-
bitraje riguroso.
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Nacio en Tapanatepec, Oaxaca, el 21 de
abril de 1955. Llego a la ciudad de Puebla
a los seis afios junto con su familia en una
situacién precaria.

Es un prestigioso profesor e investiga-
dor que estudié la licenciatura en Mate-
maticas en la segunda generacion de la re-
fundacién de la Escuela de Ciencias Fisico
Matematicas de la Universidad Autonoma
de Puebla (UAP). En 1975 inicio su labor do-
cente como profesor de matematicas en la
Preparatoria Alfonso Calderon (UAP).

Desde 1981 a la fecha es profesor de
tiempo completo en la Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas (FCFM) de |Ia
Benemérita Universidad Autéonoma de
Puebla. Ha sido miembro organizador de las
International Conference on Mathematics
and its Applications. Es miembro de Sistema
Nacional de Investigadores. Ha publicado
varios articulos, en revistas internacionales.
Es autor de varios libros (como coautor, con
otros profesores de la FCFM); es editor de
algunos libros. Ademas, ha concluido la
direccion de tesis: 4 de doctorado, 7 de
maestria y mas de 26 de Licenciatura; todas
en matematicas a excepcion de una en
electrénica, y actualmente tiene en proceso
varias asesorias de tesis de licenciatura y del
posgrado.
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Presentacion

Tenemos la fortuna de hacer un recorrido hacia un proceso creativo sin prece-
dentes. Ha llegado el momento de compartir esta sabiduria, de invitar a todo
el mundo a embarcarse en el navio que nos conduce hacia la Fuente de todo
lo creado. Esta es la razéon por la cual editamos el libro que tienen en sus
manos. La felicidad que propone este libro por su divulgacion, investigacion e
intercambio de ideas se debe a la generosidad de muchisimos matematicos que
participaron en el denominado Sizth International Conference on Mathema-
tics ant its Applications (6CIMA, 2019), un esfuerzo profesional consolidado
que ha permitido la participacion de grandes personajes de diversas univer-
sidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo del 6CIMA como en
su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un comité or-
ganizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia de
Mateméticas de la Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas de la BUAP. Es-
te producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve
meses de trabajo constante. Por el amor a la matemética es que ha nacido
este ejemplar que nos brinda la sabiduria necesaria para mostrarles parte de
nuestros quehaceres cotidianos.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo al
area tematica en el 6CIMA. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje
riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, gen-
tileza, dedicacion y trabajo cientifico. Un agradecimiento especial a Antonio
de Jesus Libreros Lopez por su apoyo en la edicion de esta obra. Gracias por
dejar huella.

David Herrera Carrasco
Fernando Macias Romero
FEditores
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Capitulo 1

Algo acerca de Angel
En ocasion de su 70 aniversario de vida

José Juan Angoa Amador, Agustin Contreras Carreto,
Manuel Ibarra Contreras y Armando Martinez Garcia
FCFM, BUAP

Resumen

En ocasiéon de su 70 aniversario de vida de Angel Tamariz Mascarta, se
realiza este ejercicio de memoria y de agradecimiento.

1 Presentacion

“No es facil encontrar, a lo largo de la historia de las matematicas y de la
ciencia, un genio que retna en su persona la capacidad de la investigacion,
la gestion y la organizacion, y que haya tenido, ademéas, un enorme interés
por la difusiéon y la ensenanza de las mateméticas”. Con estas palabras inicia
el profesor Roberto Rodriguez del Rio, de la Universidad Complutense de

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/
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Madrid, su libro sobre el enorme matematico aleméan Felix Klein, quien naci6é
el 25 de abril de 1849. Pero estas palabras describen también con exactitud a
nuestro querido amigo y admirado maestro Angel Tamariz Mascarta, quien
nacié exactamente 101 anos después que Felix Klein, el 25 de abril de 1950.
Este ano cumple 70. Por eso este homenaje especial.

Cuando recordamos a alguien, la memoria juega el doble papel de generar
huecos que son llenados por la imaginacién, y el otro de atrapar el pasado
con nociones imposibles de comprobar; el resultado final es una semblanza con
mucho de imaginacién y buenas intenciones. Hecha esta advertencia, desarro-
llaremos un conjunto de recuerdos acerca de la gran personalidad de Angel,
para dejar constancia de nuestro respeto y admiracion.

2 Angel

Los autores de este documento somos profesores de la Facultad de Ciencias
de la BUAP y como compartiamos el gusto o el interés por la topologia, con-
cebimos el sueno de hacer sendos posgrados en esta rama de las matematicas.
Dos de los profesores de este grupo, Manuel Ibarra y Armando Martinez, ha-
bian estudiado y realizado sus tesis de licenciatura bajo la direccion del ya
para entonces extraordinario maestro y connotado investigador, a pesar de su
juventud, Angel Tamariz Mascarta. Hicieron la recomendacion a los otros dos
miembros del equipo, Juan Angoa y Agustin Contreras, para que fuera él con
quien trabajaramos los 4. Como gran escultor, emulando al célebre Miguel
Angel o a su propio padre, Ernesto Tamariz, fue dandole forma a la piedra,
logré que obtuviéramos nuestros titulos e influyé notablemente, mediante la
organizacion de las “Jornadas Veraniegas de Topologia” para que se formaran,
no soélo el nuestro, sino otros grupos de topologia en nuestra Facultad, como
el de topologia de continuos.

Cuando comenzamos con Angel nuestros posgrados, parecia un proyecto
esencialmente académico, en donde él ponia la sabiduria y nosotros la constan-
cia para alcanzar el conocimiento necesario para lograr los correspondientes
titulos académicos. Pero fue mucho mas que eso: Primera sorpresa, este pro-
ceso se convirtio en una experiencia de vida, involucrarse en la investigacion
crea vinculos humanos que te enriquecen como ser humano. Segunda sorpresa,
no so6lo el estudio es la actividad fundamental para hacer investigacion. Asi,
la organizacion de las Jornadas Veraniegas de Topologia en la BUAP, formo
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parte fundamental de nuestro adiestramiento como investigadores. La pacien-
cia y tolerancia que nos ensefié Angel, fueron fundamentales para aprender a
crear y recrear espacios académico-culturales en donde todos vivamos un en-
riquecedor intercambio de experiencias. Como miembros de una universidad,
en esos tiempos, critica democrética y popular, no tenfamos el antecedente
de los congresos cientificos; con Angel vivimos intensamente tal experiencia.
Siempre el otro te puede ensenar algo.

Anos después nos embarcamos en la organizacion del Congreso Iberoame-
ricano de Topologia de 2005 (CITA2005) y Angel nos ensefié con el ejemplo la
necesidad de adquirir una gran capacidad de trabajo; no sabifamos lo ingrato
que es organizar un congreso, en donde todos gozan las ponencias y tu s6lo
atiendes que esté a tiempo el café y listos los salones. Pero nuevamente con
profunda bondad nos mostrd, a la manera de un maestro taoista, que esa
aparente ingratitud se recompensa con la inmensa alegria de compartir. Her-
man Weyl dijo de Klein, lo que nosotros apreciamos en Angel durante dicho
CITA2005: “su poder divino provenia de su personalidad, su dedicaciéon, su
voluntad de trabajar y su habilidad para conseguir que se hicieran las cosas”.

Después que cada uno de nosotros estuvo graduado, las ensenanzas de
Angel siguieron desarrollandose, siempre compartiendo proyectos de traba-
jo, siempre apoyando otros; asi publicamos un articulo conjunto y, siempre
atento a ofrecer su solidaridad, present6 nuestro libro de célculo integral y ha
enaltecido con sus ponencias las sesiones de topologia de las “grandes sema-
nas de las Matemaéticas” y ahora “Congresos Internacionales de Matemaéticas
y sus Aplicaciones” (CIMA) que organiza la Academia de Matemaéticas de
nuestra Facultad.

En nuestra escuela es ampliamente conocido a causa de estas aportaciones,
pero es justo subrayar que, asi como se comporta con nosotros con esa inmensa
entrega, lo mismo hace con otros grupos académicos; sorprende su capacidad
de convocatoria: si él cita, seguro llegan. Fundamental cimiento de la topologia
en México, ya que su presencia avala y asegura la realizacion del proyecto, es
quizé el tnico topdlogo en nuestro pais que, a la manera del principalisimo
personaje de “El Senor de los Anillos” de Tolkien, el mago Gandalf, logra con
su poderosa taumaturgia, unir a los grupos de topologos de México, ya muy
numerosos y disimbolos.

Exhibi6, por ejemplo, un derroche de generosidad cuando convocé a los
topologos, principalmente del pais, a desarrollar un libro de proyeccion in-
ternacional acerca de temas cercanos a la seudocompacidad y nos invit6é a

Matemédticas y sus aplicaciones 13, Capitulo 1, paginas 5-16
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escribir los preliminares de tal libro; el grupo de Puebla, de topologia general,
traté6 de cumplir lo mas dignamente y, organizados alrededor de su persona,
cumplimos. La conocida editorial cientifica Springer Verlag, publicé finalmen-
te el citado libro y Angel, como organizador del trabajo, citando, convocando
y esforzéndose para organizar los esfuerzos individuales, brill6 como nunca.

Cuando en una platica informal, Angel invitaba a otros académicos a rea-
lizar un trabajo analogo, es decir convocar a todos los interesados a realizar
una monografia en un tema comin a varios matematicos mexicanos, la res-
puesta fue clara: entre nosotros no tenemos un angel. Y asi debemos resumir
la presencia de un ente celestial que vigila y ofrece.

Recordamos que, en la secuela de Jornadas de topologia, él organizo, prac-
ticamente solo, unas en la UNAM, impresionantes por el nivel académico
logrado. Después de esta hazana uno no duda en pensar que procede del
Olimpo.

Valgan esta serie de recuerdos acerca de su persona para subrayar no
solo su trabajo matematico sino su presencia como ser humano en miltiples
proyectos matemaéaticos en donde nos ha demostrado que la matematica puede
ser increiblemente rica y satisfactoria. La forma en que hoy dia se hace y se
entiende la topologia, o la manera en que se organiza la investigacion en los
centros matematicos del pafs, tiene ya su impronta indeleble. Asi como su
padre, él también es un gran escultor: “el escultor de la topologia en México”.

En verdad, magnificar su obra cientifica nos parece ocioso si no se subraya
su presencia humana; cuando recalcamos su labor escultérica en la topologia
en México, la metafora es plena y exacta acerca de él, ya que el escultor
no crea el material con el que trabaja; lo moldea y respeta la naturaleza de
su material para disenar el producto final. Esa combinacién de sabiduria y
respeto al otro es la més enorme virtud de Angel.

3 Curriculum

Enseguida presentamos un apretado resumen de su trabajo no para conven-
cernos de su enorme trabajo sino para convencer a otros y seguir insistiendo
en la persona detras de la obra, porque ;como medimos la bondad, cuanto
pesa la amistad y la solidaridad, cuanto mide la pasiéon por la ensenanza?
Fecha y lugar de nacimiento:
25 de abril de 1950 en México D.F.
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70 anos de edad, con 43 anos como profesor en la UNAM.

Distinciones: Profesor de Tiempo Completo, Titular C. Medalla al Mérito
Académico. PRIDE D y SNI III.

Profesor Titular C de tiempo completo, definitivo, con 43 afios de anti-
guedad laboral. Obtiene la definitividad en la UNAM el 15 de diciembre de
1982. Actualmente labora en la Facultad de Ciencias de la UNAM.

Formacion:

1959-1962: Estudios Primarios, Colegio Cristobal Colon.

1963-1965: Estudios de secundaria, Colegio Cristobal Coloén.

1966-1968: Estudios de Bachillerato, Preparatoria 9, UNAM.

1969-1974: Estudios de Licenciatura en Matemaéticas, Facultad de Cien-
cias, UNAM. Tesis: “Geometria en Superficies de Riemann”, dirigida por el
Dr. Arturo Ramirez.

1974-1975: Estudios preparatorios al doctorado, Université Libre de Bru-
xelles, bajo la direccién de la Profesora Anne Marie Esser.

1975-1977: “Diplome d’études approfondies”, Université Paris VII. Tesis:
“Sur les sous-espaces de L1 d’aprés H.P. Rosenthal”, dirigida por el Profesor
Beauzamy de L’ecole Polithecnique.

1983-1986 :Doctorado, Universidad Autéonoma Metropolitana, bajo la di-
reccion de los Dres. Adalberto Garcia-Maynez (UNAM) y Richard Wilson
(UAM-I). Tesis: “Bases Noetherianas en Espacios Topologicos”.

1988-1989: Estancia Posdoctoral en Wesleyan University (Middletown,
Connecticut) bajo la direccion del Profesor W.W. Comfort.

Actividad académica:

Cursos impartidos: 167.

Tesis de doctorado: 8 titulados; 4 en proceso.

Tesis de maestria: 10 titulados.

Tesinas de maestria: 9 titulados.

Tesis de licenciatura: 16 titulados, 1 en proceso.

Direccion de estancias posdoctorales: 1, 1 en proceso.

Articulos de investigacion: 50 publicados; 2 enviados y 2 en proceso.

Libros de texto: 5 publicados; y 1 aceptado para su reedicion.

Capitulos en libros cientificos: 9 publicados.

Articulos de apoyo a la docencia de posgrado: 6.

Articulos de divulgacion: 4.

Notas de clase: 2.
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Presentacion de trabajos en diversos actos: 82 de investigacion; 42 de
divulgacion.

Jurado y evaluador: de tesis y exdmenes doctorales, 41; de tesis y exdmenes
de maestria, 27; de tesis y examenes de licenciatura, 28; de tesinas de maestria
y de candidatura a doctorado, 9.

Textos arbitrados: 33 articulos, 2 libros.

Comité editorial: 9.

Resenas: 12.

Aunque es largo y tedioso resenar con lujo de detalles cada uno de los
rubros de sus diferentes actividades, lo haremos en tres rubros: en sus articulos
de apoyo al posgrado, sus libros y sus articulos de divulgacion; tales rubros
reflejan su gran preocupacion en el apoyo a la ensenanza de la matemaética y
el conocimiento pasional de ella.

Articulos de difusion y divulgacion:

Juan Angoa Amador, Agustin Contreras Carreto y Angel Tamariz Masca-
rida, Cronica del desarrollo de la Topologia General en México en los tultimos
10 anos, Topologia y sus Aplicaciones 6, Manuales y Textos, Ciencias Exactas,
BUAP ediciones, 2018.

José A. Martinez Morales v Angel Tamariz, La Topologia: conjuntos y
geometria. Una semblanza historica, Topicos selectos de matematicas, Apor-
taciones en Matemaéticas 1, Universidad Auténoma de Tlaxcala. 2016. ISBN:
978-607-8432-68-4.

Angel Tamariz, La compacidad: una semblanza historica, Encuentro de
ensenianza e historia de las matematicas, Textos Cientificos, Benemérita Uni-
versidad Autéonoma de Puebla. ISBN: 978-968-9391-1.

Angel Tamariz, Los infinitos, Revista Ciencias, 68, noviembre 2002, 66-77.
ISSN 0187-6376.

Libros publicados

Michael Hrusak, Angel Tamariz y Mikhail Tkachenko, editores, Pseudo-
compact Topological Spaces. A survey on classic and new results with open
problems. Texto avanzado de investigacion para estudiantes de posgrado e
investigadores. Springer, 2018. ISSN: 1389-2177.

Roberto Pichardo y AngelTamariz, Algebras booleanas y espacios topo-
logicos compactos cero-dimensionales, Aportaciones Mateméticas, 40, textos
avanzados, Sociedad Matematica Mexicana. ISBN 978-607-02-9827-1.

Fidel Casarrubias y Angel Tamariz, Elementos de Topologia General. Ver-
sion corregida y aumentada. Aportaciones Matemaéticas, Sociedad Matema-
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tica Mexicana, 37. ISBN: 978-607-02-6677-5.

Con motivo del las Octavas Jornadas de Topologia, congreso que se dedicod
a su persona y a su trabajo académico con motivo de su 60 aniversario, se
publicé el libro Obras Escogidas, 2000-2010, Angel Tamariz Mascarta que
recopila varios de sus trabajos de investigacion, docencia y difusion.

Adalberto Garcia-Maynez y Angel Tamariz Mascarta, Topologia General,
Editorial Porria S.A., 1988. ISBN: 968-452-320-3.

Angel Tamariz, Texto de Topologia General, editado por la Universidad
Nacional Auténoma de Nicaragua, 1981.

Capitulos de libro

J. Angoa, A. Contreras, M. Ibarra, A. Tamariz, Basic and classic results
on pseudocompact spaces. Para el libro Pseudocompact Topological Spaces.

A. Dorantes, O. Okunev, A . Tamariz, Weakly pseudocompact spaces.
Para el libro Pseudocompact Topological Spaces.

Juan Angoa y Angel Tamariz, Funciones Cardinales en X-productos, To-
pologia y sus Aplicaciones IV, Textos Cientificos, BUAP. pags. 113-143. ISBN:
978- 607-525-029-8.

J. Angoa, Y.F. Ortiz Castillo y A. Tamariz, Sobre propiedades de p-
compacidad, («, D)-compacidad, p- pseudocompacidad y («, D)- pseudocom-
pacidad, Topologia y sus Aplicaciones III, Textos Cientificos, BUAP, 2014.

D.C. Pérez Flores, M. Ibarra Contreras y A. Tamariz, Espacios Realcom-
pactos, Topologia y sus Aplicaciones II, Textos Cientificos, BUAP, 2013.

Agustin Contreras, Manuel Ibarra y Angel Tamariz, Algunas Generali-
zaciones de la pseudocompacidad, Capitulo 3. Topologia y sus Aplicaciones
I, Textos Cientificos, Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBM:
978-607-487-388-7.

Adalberto Garcia-Maynez, Rubén Mancio y Angel Tamariz, La Topologia
General, Cosmos, Enciclopedia de la Ciencias y Tecnologias en México, vol.
Matemaéticas, 103-119, coedicion: UAM, CONACyT e Instituto de Tecnologia
del Distrito Federal.

Juan Angoa, Agustin Contreras, Manuel Ibarra y Angel Tamariz, Una
Introduccién a los espacios E-regulares y a la Cp-Teoria, una presentacion
categorica, Capitulo 5. Topologia y Sistemas Dinamicos 11, Textos Cientificos,
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla. ISBM: 978-698-595-255-2.

Juan Angoa, Agustin Contreras, Manuel Ibarra, A. Ramirez y Angel Ta-
mariz, Introduccién a la pseudocompacidad, Capitulo 2. Topologia y Sistemas
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Dinamicos I, Textos Cientificos, Benemérita Universidad Auténoma de Pue-
bla. ISBM: 978-968-9391-11-1.

Articulos expositorios de apoyo a los cursos del posgrado

Angel Tamariz, Algunas aplicaciones de la Teorfa de conjuntos a la Topo-
logia, Aportaciones Matematicas, SMM, 26 (2000), 257-275.

Angel Tamariz, Espacios Topologicos Linealmente Ordenados, Aportacio-
nes Matemaéticas, SMM, 25 (1999) 321-338.

Angel Tamariz, Espacios Cp de Funciones Continuas, Aportaciones Ma-
tematicas, 18 (1996) 265-285.

Angel Tamariz, Anillos de Funciones Continuas, compactaciones de Stone-
Cech, espacios realcompactos y cardinales medibles, Aportaciones Matemati-
cas, 13 (1993) 193-242.

Angel Tamariz, Espacios de Ultrafiltros I, Aportaciones Matematicas de
la SMM, 8 (1990) 145-186.

Angel Tamariz, Espacios de Ultrafiltros II, Aportaciones Matematicas de
la SMM, 8, (1990) 186-222.

4 Entrevista

Ahora, presentamos una entrevista realizada a Angel, cuyas respuestas nos
aportaran un perfil mas minucioso de la persona:

{Qué es para ti la matematica?

Angel: La matemética es lo que le ha dado sentido a mi vida en los l-
timos 50 anos. Cuando terminé mis estudios de la preparatoria, yo no sabia
que existiera una carrera de matemaéticas. Entré a estudiar arquitectura, y ahi
tuve dos experiencias simultaneas muy intensas: me di cuenta qué no queria
dedicar mi vida a la arquitectura, y me surgié una curiosidad enorme por
saber qué eran las matematicas. Cuando supe que existia una carrera de ma-
tematicas, dejé la Facultad de Arquitectura y empecé a frecuentar la Facultad
de Ciencias. Después de las primeras clases que tomé en esta Facultad como
oyente, pues no estaba inscrito oficialmente, me enamoré de lo que me habla-
ban los profesores. Supe que esa era mi casa. Entre mis primeros profesores
tuve a Isabel Puga y a Alejandro Bravo. Nunca he sentido las matematicas
como algo externo a mi, ni como un trabajo o algo con que me gano la vida,
sino méas bien algo que disfruto y que me acompana desde hace 50 anos.

Matemédticas y sus aplicaciones 13, Capitulo 1, paginas 5-16



Algo acerca de Angel
En ocasién de su 70 aniversario de vida 13

Lo anterior es lo que significa emocionalmente para mi la matematica.
Si reflexiono sobre el papel de las mateméticas en nuestro pais, pues llego
naturalmente a conclusiones bien conocidas. El estudio de las matematicas en
todos los niveles de la ensenanza es fundamental para crear y desarrollar en los
alumnos un modo de pensamiento logico y racional; ademas, las mateméticas
son una herramienta primordial para la preparacion de ingenieros, técnicos y
cientificos, quienes a su vez juegan un papel importante en el desarrollo de
nuestro pais.

{Coémo debe ensenarse la matematica a los diversos auditorios
dependiendo de las diferentes edades?

Angel: Yo creo que no solo debe ensefiarse la matematica formal, tam-
bién deben de ensenarse juegos que podemos llamar “matematicos” como el
ajedrez y el go. Y no so6lo eso, es muy importante motivar la literatura (tan-
to escribir como leer) y la musica, no sélo escuchada, sino aprender a tocar
un instrumento. El aprendizaje de la utilizacién correcta del lenguaje es la
entrada a la construccion légica correcta y compleja. Por otro lado, la mu-
sica, otro lenguaje como la literatura o las matematicas, ayuda a aumentar
considerablemente la comprension de arquitecturas o estructuras abstractas,
que son parte de la materia prima en matematicas. También debe incluirse
el aprendizaje de un idioma extranjero (otro lenguaje) y la préactica de algu-
na disciplina deportiva. Los idiomas aumentan las conexiones nerviosas entre
dendritas, y el ejercicio fisico ayuda a aumentar la intuiciéon geométrica.

. Qué es y puede ser la ciencia en México?

Angel: Si partimos de la premisa que dice que la ciencia es fundamental
para el buen desarrollo de un pais, entonces es indispensable desarrollar la
ciencia para crear cultura y crear conocimiento capaz de resolver problemas
concretos como problemas médicos, ingenieriles, de produccion de alimentos,
de comprension de la naturaleza, que ademas nos permitan una relacién més
amable y satisfactoria con todo nuestro entorno.

Con respecto a la evoluciéon de la ciencia en México, yo creo que, en rela-
tivamente poco tiempo, mas o menos 90 anos, se han logrado crear no sélo
cientificos de muy buen nivel, sino incluso grupos cientificos de nivel mun-
dial. Sin embargo, aun falta mucho para lograr crear en México un ntimero
suficiente de investigadores, docentes y divulgadores de la ciencia; niimero
suficiente que garantice la satisfaccion de las necesidades del pais en cuanto
a tener personas altamente capacitados para resolver los grandes problemas
actuales y del futuro. Pero ademas, cuando digo ntumero suficiente, también
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me refiero a un nimero suficiente de cientificos e instituciones cientificas y
académicas que garanticen la continuidad de un proyecto sélido y congruente
de ciencia en el pais.

., Qué ciencia debe desarrollarse en un pais como México?

Angel: No creo que deban definirse qué ramas de la ciencia deben pro-
moverse y cuales no. Lo que es seguro es que se deben promover las ciencias
bésicas o ciencias tedricas pues sin ciencia béasica no se puede tener una cien-
cia aplicada o aplicable solida de alto nivel. Y debe dejarse que se desarrollen
todas las ciencias aplicadas y aplicables que de modo natural vayan florecien-
do. La libertad en el desarrollo de las ciencias es, creo yo, un elemento muy
importante para el buen desarrollo de éstas. Una vez teniendo més escuelas
y centros de investigacion fuertes en ciencia basica, se lograran aumentar las
escuelas de alto nivel que formaran a muchos tipos de cientificos, ingenieros
y técnicos para cubrir las necesidades que el pais requiere.

Con respecto al papel del CONACyT y del SNI en el proceso de desarro-
llo de la ciencia en México creo que a través de estos instrumentos se han
logrado frutos buenos como el estimular a muchos estudiosos de la ciencia a
hacer investigacion y a publicar sus resultados en revistas internacionales. De
entre todos estos estudiosos han aparecido algunos investigadores profundos
y se han creado grupos fuertes de investigacion. Sin embargo también las po-
liticas del CONACyT y del SNI han producido vicios como el abandono de
las preocupaciones relacionadas a la ensenanza, y han promovido la investi-
gacion en proyectos sencillos que garanticen la publicacion rapida y numerosa
de articulos. Esto da como resultado el abandono de proyectos a largo plazo
y las investigaciones profundas. Yo creo que la intencion de estimular a los
estudiosos a comprometerse en la investigacion y publicaciéon de nuevos resul-
tados ya se logro, asi que deben de variarse los instrumentos y los criterios del
CONACyT y del SNI para que se estimule ahora de manera decidida tanto
la ensenanza de las ciencias, como la investigacion cientifica de problemas
complejos, de proyectos de investigacion de largo aliento.

{ Cual es el nivel matematico en México respecto a otros paises?

Angel: Considero que el nivel matematico en México esta a la par de
otros paises. Pero no hay suficiente produccion de calidad. México necesita
por lo menos triplicar el ntimero de matemaéticos, y de cientificos para lograr,
por una parte que la matemaética y la ciencia producida llegue a impactar
en la cultura general, en la producciéon y en la construcciéon de la misma
sociedad, ademés de impactar firmemente dentro de la cultura matematica
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a nivel mundial. Es necesario pues continuar con la creacion de escuelas de
matematicas y de centros de investigacion en matemaéaticas, para que en un
tiempo no muy lejano, México pueda considerarse un pais en donde la ciencia
y las matematicas formen parte del orgullo, de la economia y de la cultura
nacional. Nos falta un camino muy largo por recorrer pero las bases de ese
desarrollo al que aspiramos estan ya construidas y de manera soélida.

{Cual consideras que pudiera ser un proyecto nacional de desa-
rrollo de la ciencia en México?

Angel: En la actualidad, hay muchos jovenes mateméaticos y especialistas
en otras ciencias que a pesar de tener doctorado y posdoctorado, y de tener
varias publicaciones en revistas internacionales, no encuentran trabajo. Las
actuales instituciones de ensenanza e investigacion de la ciencia carecen de
plazas para dar cabida a todos estos jovenes. Es decir México posee una
buena cantidad de jovenes brillantes que poseen una formacion de alto nivel
en ciencias pero no se han abierto los espacios suficientes para recibirlos, a
pesar del retraso de nuestro pais en investigacion cientifica. Asi, un buen
proyecto nacional de la ciencia en México es la creacion de nuevos centros
e institutos de investigacion y de escuelas universitarias en donde se ensene
ciencias. Esto es urgente.

{Cual ha sido el papel de la actividad matematica en tu vida?

Angel: Ella ha influido mucho en la manera en que me relaciono con mi
esposa, mis hijos, mi familia y mis amigos. En primer lugar, como el estudio, la
investigacion y la ensenanza de las matematicas exigen mucho de mi tiempo,
tiendo a disminuir mis relaciones sociales que son a su vez muy importantes
para la construccién sana de mi estructura emocional. De tal manera que
siempre tengo que estar haciendo esfuerzos para dejar tiempo suficiente para
interactuar con los demas. Por otro lado, siento que las mateméticas me
producen un sentimiento de humildad pues constituyen un edificio de una
gran belleza y grandeza al que estoy constantemente admirando. Ademas, las
matematicas me han ensenado a ser tolerante y comprensivo, pues ellas me
han tolerado y han sido comprensivas conmigo. No podria corresponder de
otra manera a lo que las matematicas me han dado.
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Cierre

Aqui finaliza, la entrevista a Angel, nosotros cerramos este trabajo subrayando
la importancia del agradecimiento y la bondad, valga este trabajo no como un
culto a la persona sino més bien como un agradecimiento por tanta bondad,
y como una invitaciéon a crear una matematica y en tltima instancia una
ciencia de gran perfil humano, esperamos que presentar esta semblanza sea
una puerta hacia esos senderos.

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

jangoa@fcfm.buap.mx
acontri@fcfm.buap.mx
mibarra@fcfm.buap.mx
maga@fcfm.buap.mx
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Resumen

Se reporta la implementaciéon de una secuencia didéctica que se disend
para la construccién del concepto de multiplicacién en un grupo de estu-
diantes de segundo grado de primaria. Las actividades que la componen
son ladicas y consideran el conocimiento previo de la suma, el uso de ma-
terial concreto y una situacion de la vida cotidiana sugerida en el “Plan
de estudios de matematicas de México” [14]. Las observaciones recabadas
durante la implementacién ponen de manifiesto que este tipo de disenos
pueden favorecer la comprensiéon del concepto multiplicacion y que algu-
nas de las dificultades a superar son las asociadas al aprendizaje de tipo
memoristico.

Palabras clave: educacién bésica, juego, multiplicacién, suma iterada.

1 Introduccion

El problema del aprendizaje de la operacion de multiplicacion es una de las
preocupaciones mas habituales, tanto de los docentes como de los padres de
ninos de primaria. De acuerdo a lo que establece la Secretaria de Educacion
Publica (SEP) su aprendizaje es importante para lograr avanzar en la cons-
truccion de otros conceptos mateméticos en primaria y secundaria [14[; sin
embargo, en el proceso de estudio y construccion se muestran dificultades en
los ninos que son causadas por la propia ensenanza en el aula. Como bien
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expone Rodriguez, véase [9], “existen personas que atn conciben la educacion
como una serie de acciones estrictamente teérico-—académicas que deben rea-
lizarse dentro de un salén, utilizando solamente tablero, marcadores (o tiza),
borrador y un gran libro gordo de conocimiento”.

Las dificultades son causadas, en primer lugar, por el proposito manifiesto
de querer “ensenar”la multiplicacion sin estar seguros que el nino ha interio-
rizado conceptos anteriores, como la nocién de cantidad, la ordenacion de los
nameros o la suma, véase [4]. Por otra parte, se establece la idea de que los
ninos deben “aprender” comenzando siempre por el tedioso proceso de memo-
rizar las tablas de multiplicar, sin la ayuda de situaciones contextualizadas
que le sean favorables y/o coadyuven al proceso de aprendizaje.

Es cierto que en los libros del maestro y del nino [12, 13] existen actividades
relacionadas a problemas de la vida cotidiana. Pero casi siempre prevalece
una metodologia de ensenanza mondtona con recursos y evaluaciones que,
ademas de poco motivadores, ejercen presion en los ninos y presuponen que
todos aprenden de la misma manera y al mismo ritmo.

Especialmente en estas edades de escolaridad, una de las maneras de favo-
recer la comprension de la multiplicacion es el uso del juego y del aprendizaje
colaborativo. En este sentido, se propone promover el aprendizaje en un con-
texto socialmente compartido, a partir del diseno e implementaciéon de una
secuencia didactica. Es un diseno que parte de una exhaustiva revision de las
actividades descritas en los libros de texto [12, 13| y que se divide en tres
periodos de aprendizaje como una propuesta para modificar la ensenanza y
promover un entorno de innovaciéon docente y de aprendizaje lidico en los
ninos.

De este modo, el objetivo central de esta investigacion fue analizar el efec-
to de la implementacion de una secuencia didactica, expresamente disenada
para la construccion de la multiplicaciéon como suma iterada, y con el uso de
actividades lidicas y materiales concretos. Se asume que una serie de activida-
des que parta del conocimiento de la suma, se apoye en materiales concretos
para manipular y en situaciones de la vida cotidiana, debe favorecer tanto
el interés por el aprendizaje como la construcciéon del concepto. Se intenta
que el conocimiento sea resultado de un proceso que muestre y motive a los
alumnos la necesidad de contar con herramientas que le ayuden a desarrollar
potencialidades y competencias que se relacionen con su propia realidad.

El experimento se realizdé con 24 sujetos de 2° grado de primaria de una
Escuela Publica que, integrada por un total de 461 alumnos, obtuvo resul-
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tados destacados en el examen del Plan Nacional para la Evaluacion de los
Aprendizajes [8]. De los 70 evaluados en ese examen, 11 alumnos (15.7 %)
lograron el nivel de sobresaliente; resultado que es elevado en comparacion
al promedio nacional que fue de 11.03% y al estatal que alcanzo 7.9 %. Sin
embargo, no se puede olvidar el hecho de que 15 alumnos de esta escuela
(21.7%) lograron un nivel indispensable y otros 27 (32.9 %) alcanzaron un
nivel insuficiente en la misma prueba.

En el area de matematicas, dicha evaluacion abarcé dos muestras de alum-
nos: una de 6% de primaria y la otra de 3" de secundaria. Lo interesante es
que alumnos de 6% de primaria se hallen en el nivel indispensable de logro
académico. En este nivel pueden, por ejemplo, resolver problemas aritméti-
cos que involucran sumas, restas, multiplicaciones y divisiones con ntmeros
naturales. En el nivel insuficiente de logro se hallan los alumnos que son capa-
ces de realizar inicamente tareas basicas, como escribir y comparar ntimeros
naturales.

De este modo, cobra importancia la mejora del proceso de ensenanza y
aprendizaje de las matemaéticas en primaria, con especial énfasis en el proce-
dimiento de la operaciéon mateméatica de la suma y multiplicacion. Tomando
en cuenta las necesidades actuales en el proceso de ensenanza-aprendizaje es
necesario cambiar diversas préacticas docentes en pro de un ambiente idéneo
de innovacion y razonamiento.

Siguiendo en estas ideas, tanto la secuencia didactica como la investiga-
cion realizada tomaron en consideracion el contexto escolar y la necesidad
de desarraigar una practica docente poco innovadora, para centrar la aten-
cion en un proceso de ensenanza-aprendizaje que incluya actividades lidicas.
Los resultados ponen de manifiesto que los alumnos participantes se mostra-
ron motivados a aprender y, en consecuencia, lograron mejorar el nivel de
comprension sobre la operacion de multiplicacion. Unido a ello, y sin hacer
mencion especial durante la secuencia, adquirié sentido la propiedad conmu-
tativa de la multiplicacion.

2 MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

En este apartado se abordan los pilares teoricos que fundamentan el desarrollo
de la experiencia, asi como las referencias previas que exponen las dificultades
que los ninos afrontan en el proceso de aprendizaje y en la construccion de la
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multiplicacion.

Cuando un nino de primaria se enfrenta a una pregunta de matematicas,
ya sea en la clase o en una evaluacion escolar, trata de responder de manera
que tenga sentido para él. Procura ser coherente con lo que sabe e intenta
lograr una respuesta correcta, aunque no siempre lo logre. Por ejemplo, desde
segundo de primaria surge la pregunta (axb = ?7) que plantea una gran presion
emocional, tanto en los ninos como en los padres de ninos que apelan a toda
una gama de practicas nemotécnicas. Investigadores sobre aprendizaje de la
multiplicacion [18, 3, 6], han llamado la atencion acerca de las dificultades
que plantea una manera de ensenanza que no atiende a las necesidades de los
ninos y, en consecuencia, no coadyuva a que logren concebir esta expresion
matematica y su operatividad.

Una de ellas esta relacionada con la no consolidaciéon de nociones matema-
ticas basicas necesarias en la comprension del niimero, como son: la seriacion,
la clasificacion, la correspondencia, etc. De modo que, en muchas ocasiones,
la respuesta a una multiplicacién se ve obstaculizada por la falta de cono-
cimientos que son necesarios para ejecutar operaciones basicas, aunado a la
necesidad de coordinar tres cantidades en una sola situaciéon de aprendizaje,
a diferencia de lo que sucede en la suma y resta. Otra circunstancia es que
desde la misma planeacién curricular del docente se asume por logro aca-
démico que el nino aprenda las tablas de multiplicar, aunque no se asegure
la tenencia del significado de los tres términos involucrados en la operacion.
Por su esencia misma es un procedimiento mecanico y memoristico, aunque
el Modelo Educativo [14] proponga la necesidad de fomentar el pensamiento
matemaético en los ninos.

Precisamente, en primer grado de primaria se promueve el uso del algo-
ritmo matemético de la suma y resta para dar solucién a problemas sobre
cantidades y se insiste en la idea de que el nino lo utilice de manera adecuada
en diferentes situaciones de la vida cotidiana. La multiplicaciéon, en segundo
de primaria, deberia iniciar a través de la suma y de la suma iterada, aun-
que no exista un reconocimiento formal de la multiplicaciéon como objeto de
estudio.

En “Aprendizajes Claves para la Educacion Integral” [15], se promueve
el razonamiento matemético con objetivos concretos, entre los que destaca
“proporcionar conocimientos significativos, relevantes y tutiles para la vida.”
Lo que resulta contradictorio, con estos objetivos, es el hecho de que las acti-
vidades del propio libro y del profesor en el aula casi siempre van encaminadas
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a un aprendizaje de tipo memoristico; en otras palabras, aprender las tablas
de multiplicar. Desde luego que es necesario, pero seria de gran utilidad in-
sertar una propuesta alterna, que busque la construccién del conocimiento en
funcion de las experiencias previas, las estructuras mentales y las creencias
del nino.

El Constructivismo resulta ser, por su esencia misma, sinébnimo de aprendi-
zaje en educacion; aunque su significado es variado, diferentes autores parten
siempre de la idea de construccion del conocimiento [11].

e En “la construccion social de la realidad” [1], se expone la idea de que
el sujeto es un ser social que busca organizar la informacion de acuerdo
a las interacciones que realiza; es decir, que matiza la informacion de
acuerdo a las practicas sociales.

e El constructivismo de raices psicolégicas y la epistemologia genética
[7], enfatiza esencialmente en el crecimiento psicologico del ser como un
ente evolutivo y desarrollado, mediante los estadios del conocimiento
marcados por etapas del crecimiento.

e El constructivismo de razon sociocultural [17] sitiia al aprendizaje en la
denominada “zona de desarrollo proximo”, en tanto es una guia para el
alumno mediante actividades ya dominadas, que le permiten aprender
nuevas habilidades situadas en lo sociocultural.

e Las teorias neopiageteanas o neoestructuralistas [16], comprenden a
nuevos constructivistas que tratan de explicar los desajustes surgidos
en el constructivismo de raices psicologicas y la epistemologia genética;
sin embargo, dejan las ideas centrales de Piaget para hacer una teoria
explicita y verificable empiricamente.

En educacion matemética, y de acuerdo a [5], se asume que:

e El conocimiento matemaético es construido, al menos en parte, a través
de un proceso de abstraccion reflexiva.

e Existen estructuras cognitivas que se activan en los procesos de cons-
truccion.

e Las estructuras cognitivas estan en desarrollo continuo.
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e La actividad con propésito induce la transformacion de las estructuras
existentes.

Esta forma de conceptualizar el aprendizaje, desde el constructivismo,
rompe con las posturas tradicionales del conocimiento perpetuo, heredado y
transferido a generaciones. De alli la importancia de considerar el aprendizaje
en constante transformacion y de acuerdo con la diversidad de los alumnos
[10]. Esta idea nos conduce a reconocer que el conocimiento no se adquiere
de forma instantanea, sino que conlleva todo un proceso que comienza en su
forma bésica y se complejiza conforme el alumno se desarrolla y se familiariza
con ¢l; en la misma medida que lo manipula y comprende como parte de una
experiencia, para finalmente conservarlo como propio al entenderlo dentro de
una realidad concreta [2].

En este sentido y en el impulso de los nuevos programas educativos, de-
bemos considerar al juego como principal herramienta, visto como una repre-
sentacion simbolica de un esfuerzo del nino por comprender la vida adulta a
través de la conducta observable de las personas |7], en tanto que considera,
ademaés, la diversidad de aprendizaje que presenten los alumnos [10]. El juego
debe regular la interiorizacién de conocimientos con ayuda de la creacion de
comunidades de aprendizaje [11], definidas como un determinado grupo de
personas que persiguen un aprendizaje en concreto y poseen diferencias en:
estilos de aprendizaje, conocimientos, cultura, habilidades, etc.

El desarrollo de actividades lidicas exige que el docente adopte una postu-
ra completamente constructivista que abrigue las necesidades de la comunidad
de aprendizaje. Méas all& de las ciencias, disciplinas, modas o practicas, la en-
senanza lidica es el acto de localizar el aprendizaje en el contexto cercano al
alumno, sin que parezca una actividad impuesta para lograr un objetivo. Lo
importante a destacar es que el juego propicia un ambiente favorable para el
aprendizaje y debe ser aprovechado como un recurso didéactico que se traduce
en una forma de comunicar, de compartir y de conceptualizar, ademas de
potenciar el desarrollo social, emocional y cognitivo.

Se trata de que los alumnos puedan representar, mediante el juego, la
suma y la multiplicacién en acciones cotidianas, como lo son ir a una tienda
y comprar un “z” namero de cosas con el mismo valor. Lo lidico se toma
entonces como una forma de ser, una manera de interactuar con diversas
facetas de la vida del nino.

De este modo, se pretende documentar un aprendizaje lidico tomando
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como medio el juego de roles o de representacion, en donde pueden observarse
las caracteristicas de las comunidades de aprendizaje, al mismo tiempo que
se promueve un conocimiento que se adapte a un entorno social diferente a
las précticas sistematicas que, en ocasiones, fomenta el profesorado.

3 METODOLOGIA

El trabajo tiene un enfoque metodologico cualitativo para describir y analizar
como ocurre el acercamiento de los alumnos a la multiplicacién en un ambiente
de clase que, a partir del conocimiento previo de la suma, se caracteriza por
la colaboracion en el juego y el uso de situaciones de la vida cotidiana.

3.1 Sujetos de estudio

Con la finalidad de garantizar y/o coadyuvar al trabajo en colaboracion se
asumio la necesidad de que los alumnos ya se conocieran; es decir, que existiera
convivencia previa entre ellos. De esa manera, de una poblacién de 70 alumnos
que estudiaban el 2% grado de primaria se decidi6 trabajar con un grupo
constituido por 24 alumnos.

3.2 La secuencia didactica

La secuencia, que se orienta a través de la suma, destaca el papel del signifi-
cado, de la interiorizacion y de la abstraccion de las operaciones matematicas.
A lo largo de las actividades busca integrar, otorgar sentido y establecer re-
laciones. Parte de la idea de que se necesita una base conceptual: para hacer
la multiplicacién se requiere de una suma compleja en el sentido abstracto;
es decir, entender la multiplicaciéon como una suma corta que requiere de una
visualizacion.

Todas las actividades que se proponen presentan ligeras modificaciones
de otras que se hallan en los libros de texto de la SEP, a saber: “Mi album
preescolar de primer grado”, “Mi album preescolar segundo grado”, “Mi album
preescolar tercer grado”, “Desafios Matematicos de primer y segundo grado
de primaria”. Al momento de su descripcion se indicara la fuente y de qué
manera fueron modificadas.
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La secuencia didactica se implement6 en el mes de noviembre de 2017,
esta constituida por tres fases que se aplicaron en cuatro sesiones de una hora
cada una. Para esta implementacion se respetd la programacion de las clases
de matemaéticas que ya tenia programadas el grupo seleccionado y que eran
los dias martes y jueves. A continuacion se describe la secuencia didéactica de
acuerdo a las fases que la constituyen.

Fase 1 “El acercamiento™ se exponen ejemplos de suma de un mismo
ntmero. Por ejemplo, la operaciéon de obtener el nimero 6 como: 2+2+2 = 6,
que es reforzada con su representacion mediante el uso de piezas de LEGOS
(Ver Figura 1).

Figura 1: “Piezas de Legos”

Posteriormente se enfatiza que la frase: “tres veces dos es igual a seis” se
puede simbolizar utilizando un nuevo simbolo y se reduce a escribir 3 x 2 = 6.
En esta fase del experimento inicia el juego y los alumnos, motivados con el
uso del Lego, inician operaciones de conteo de puntos con diferentes piezas
del Lego (Ver Figura 1), para luego contar por filas y anotar los resultados.
Asi, por ejemplo, el nimero 8 es resultado de:

e 1+1+1+1+4+1+1+1+1
e 2+2+2+42
e Cuatro veces el niimero 2

e 4 X2

Juego: Cajas de dulces (Las regletas de “LEGOS”)
Este juego esta basado en la Actividad “Hagamos Bolsas de Dulces” del li-
bro “Desafios Matematicos de primer grado” [13] y tiene la finalidad de atraer
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la atencion de los alumnos por resolver las sumas y multiplicaciones plantea-
das. En el libro se utilizan las regletas de cuisenaire, que son estructuras de
madera donde cada una significa un nimero (Ver Figura 2).

A

Figura 2: Regletas de cuisenaire

Para disminuir el grado de dificultad en los nifios, en esta secuencia di-
dactica se sustituyo a las regletas por el Lego. Este posee la caracteristica, a
diferencia de la regleta, de que cada pieza representa a un ntimero sin la nece-
sidad de ser comparado con otro. El juego consiste en dibujar cajas de varias
dimensiones en las que los alumnos podran colocar piezas de Lego del tamano
adecuado. Después, ellos dibujaréan dulces alineados en filas, de acuerdo a la
distribucion de la pieza de Lego que colocaron previamente. Por ejemplo, en
una de las cajas se podrian colocar cinco dulces a lo largo més otras dos filas
de cinco a lo ancho, para lograr la suma de tres veces cinco, que daria un total
de 15 dulces. Debajo de la caja dibujada, ellos deberan plasmar la operacion
que los lleva a obtener el total de dulces dentro de la caja. En la actividad se
establecieron las siguientes reglas:

e FEl alumno debera de tomar en cuenta las indicaciones en todo momento.

Se debe solicitar participar alzando la mano.

Todos los alumnos deberan participar en todo momento.

El maestro decidira las dimensiones de la caja a representar.

Los alumnos deberédn de alzar la mano y responder con la cantidad de
dulces que llena la caja.
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e También podran participar otros dos alumnos, un alumno que lo repre-
sente con suma y otro con multiplicacién en el pizarron.

e El profesor deberéd considerar la habilidad de los alumnos para multi-
plicar y, en su caso, proponer los ejercicios de menor a mayor grado de
dificultad. Esta actividad servira al profesor como un examen diagnos-
tico, en el cual se evaluara el grado de acercamiento y representacion
de la suma y la multiplicacién en los alumnos.

Fase 2 “T'érminos equivalentes™ en la actividad anterior se introdujo so-
meramente la idea de equivalencia, pero en esta se trabajo con la propiedad
conmutativa de la multiplicaciéon. Se intenta trabajar, sin hacer mencion es-
pecial a la propiedad, en la idea de que sin importar el orden de los factores se
obtiene el mismo resultado. Un ejemplo es la actividad de obtener el ntimero
6 con el uso del Lego (Ver Figura 1). Se trata ahora de obtener el nimero
seis de otra manera: 3 + 3 = 6 o “dos veces tres es igual a 6”7 y que se puede
representar como: 2 x 3 = 6.

Del mismo modo, se puede obtener de nuevo el ntimero 8; en este ca-
so invirtiendo las piezas de legos que correspondan para mostrar que ambas
operaciones llegan al mismo resultado. Los alumnos deben notar que se ob-
tiene el resultado, a partir de:

o 1+1+1+4+14+1+4+14+1+1
e 444
e Dos veces 4

e 2x4

Juego: Palitos de Paleta

El juego tiene la finalidad de mostrar operaciones matematicas equivalen-
tes porque llegan al mismo resultado. El material consiste en palitos de paleta
planos con dos operaciones: en uno de sus lados se pone una suma iterada y
en el otro lado la operacion equivalente escrita como una multiplicacion. Por
ejemplo, la suma 2 + 2 4 2 y la multiplicacion 2 x 3. (Ver Figura 3)

Los palitos de paleta se introducen en un bote, el alumno debera escoger
uno al azar y resolver ambas operaciones en el pizarrén; en caso de alguna
dificultad puede ser asistido por un companero, pero al final deberé explicar
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Figura 3: Piezas de Paletas: Anverso y reverso

como resolvio las dos operaciones: la suma y la multiplicacion. El juego debe
contar con diferentes niveles de dificultad y con actividades que se escriben
en el pizarrén y se trabajan en equipos de colaboracion.

Fase 3 “Lo cotidiano™ en ella se introduce a los alumnos a la tarea de
realizar operaciones de multiplicacién en situaciones que le son cercanas. A
sabiendas de que todos los ninos estdn familiarizados con la idea de ir a
comprar en compania de sus padres, se sittian actividades como: “Pedro va

a la tienda a comprar 5 dulces, cada dulce cuesta 2 pesos ;Cudnto pagard
Pedro?”

Juego: El mercado

En este juego, a similitud de lo que ocurre en un mercado, la maestra
adoptaré el rol de moderador y cajero. En dos o tres mesas del salén se
organizaran los dulces o juguetes con sus respectivos precios (cada mesa tiene
que contener las mismas cosas y las mismas cantidades). Los materiales a
utilizar seran: mesas, dulces, juguetes, monedas, etc.

Cada alumno recibird un monto de 30 monedas y cada vez que quiera
comprar, deberd hacer la multiplicacion frente al grupo; para poder comprar
la cantidad y el producto debera decirle a la maestra (cajero) la cantidad
correcta del precio total de lo que va a comprar.

La condicién es que se deben utilizar todas las monedas para efectuar
una compra y las operaciones deben ser explicadas. Los alumnos pueden in-
tercambiar productos entre ellos, siempre y cuando ambas partes estén de
acuerdo y sea un intercambio equitativo. Por ejemplo, una paleta de $2 se
puede intercambiar por dos caramelos de $1.

El objetivo de esta actividad es trabajar la multiplicacion y activar las
habilidades de los alumnos; el tratamiento a las dificultades se debe realizar
con recursos que coadyuven al desarrollo intelectual y faciliten el interés de
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los alumnos.

4 RESULTADOS

Durante el desarrollo de las actividades, la maestra titular del grupo fue
quien dirigié la implementacion de la secuencia y el responsable del diseno
y primer autor de este trabajo se presenté como un “practicante” y auxiliar
de la maestra. Durante la aplicacion, el practicante intervino para plantear
algunas preguntas en momentos que consider6é oportunos con la intencién de
recabar mayor informacion sobre la actuaciéon de los ninos.

Fase 1 “FEl acercamiento™

Desde el inicio se pudo constatar el nivel de satisfaccién de los alumnos,
quienes se vieron atraidos por la posibilidad de manipular el Lego en el aula.
Es un juego que esta de moda, lo tienen en casa pero no lo relacionaban con
el aprendizaje escolar. Como actividad de control del aprendizaje la profesora
escribié cuatro frases:

e “La suma de tres veces dos, es igual a seis”
e “La suma de dos veces tres, es igual a seis”
e “La suma de cuatro veces dos, es igual a ocho”
e “La suma de dos veces cuatro, es iqual a ocho”

Todos cooperaron y demostraron su habilidad para realizar las operaciones
aritméticas manipulando el Lego. De 24 alumnos, 4 se percataron que los
dos pares de operaciones llegaban al mismo resultado. A la pregunta del
investigador spor qué es el mismo resultado? afirmaron: “porque los legos se
ponen iqual, si estan acostados o parados”. El resto de los alumnos pudo
realizar la actividad, sin complicaciones, gracias al apoyo del material.

Como segunda actividad la maestra escribi6 en el pizarrén:

e “La suma de cinco veces dos, es igual a:”
)

e “La suma de tres veces cuatro, es igual a:’

e “La suma de dos veces cinco, es igual a:”
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e “La suma de cuatro veces tres, es iqual a:”

La maestra explico la necesidad de representar las operaciones con legos.
Acto seguido culminaron los cuatro alumnos antes mencionados y minutos
después el resto del grupo concluy6 la actividad de simbolizar, con legos, las
operaciones escritas.

La segunda actividad consistié en representar las operaciones dentro de
objetos dibujados en hoja de papel, a saber en: tridngulos, rectangulos, cua-
drados y circulos. A manera de ejemplo se presenta el desempeno de dos
alumnos:

e El alumno A; mostré dificultades en la prueba inicial y esta actividad
se le dificulta (Ver Figura 4) cuando se trata de representar dentro de
un triangulo o un circulo.
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Figura 4: Respuestas del alumno A,

Dicha actuacion constata que, la forma de la figura influye decisiva-
mente en el resultado de representar las operaciones de multiplicacion.
Este alumno no posee una estructura adecuada y opta por resolver la
tarea mediante la operacion de la suma y realiza las multiplicaciones
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correspondientes. Una situacion similar ocurre con el 80 % de los estu-
diantes, quienes se hallan ante la dificultad de representar la operacion
de multiplicacion, cuando la forma del objeto no es la méas apropiada.

e El alumno A, se desempena favorablemente en la prueba inicial y, con
independencia de la forma propuesta, representa adecuadamente las
operaciones (Ver Figura 5)

=

Figura 5: Respuestas del alumno A,

Fase 2 “T'érminos equivalentes”

Juego: Palitos Paleta

Al iniciar la actividad los alumnos podian elegir pasar al pizarron o espe-
rar a que la maestra tomara la iniciativa de invitarlos; sin embargo, no fue
necesario. Los primeros en responder eran los que tenian mayor seguridad en
hacer sus operaciones. Un episodio interesante fue que, incluso aquellos con
menor seguridad, todos se mostraban interesados en participar. A la pregunta
ste es dificil realizar la operacion?, el estudiante A1l respondi6: “si, pero no
me da miedo hacerlo”. Y cuando se le pregunt6 a A7 spor qué no te da miedo
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ahora?, respondié “es que ya vi que a mis amigos les da lo mismo las sumas
y las multiplicaciones”.
Fase 3 “Lo cotidiano”

Juego: El mercado

La mayoria de los alumnos fue capaz de realizar las operaciones; sin em-
bargo, los de menor nivel de acierto en la prueba inicial, usualmente cometian
errores en las cuentas del mercado. En esta actividad los alumnos lograron
un mayor nivel de cooperacion y resolucion de problemas de multiplicacion.
A la pregunta ;por qué te acercas primero a un companero y no preguntas
a la maestra?, el alumno Ajs: “es para que no tenga que volver a decirle a
la maestra cuando me equivoque, mis amigos me ayudan’; algo que pone en
evidencia, de alguna manera, el trabajo en colaboracion.

Concluida la actividad se le planted la pregunta a la maestra “;considera
que las actividades planteadas ayudan a los alumnos a desarrollar el sentido de
la multiplicacion?” la maestra manifesto: “si, porque incitan la participacion
de los alumnos a través de experiencias cercanas a su vida y con materiales que
yo no sabia como implementarlos”. .. “a lo largo de las actividades, incluso
los que tenian problemas para entender la suma iterada y multiplicacion, han
llegado a un grado de mejorar su habilidad de comprension matemdtica”.

5 CONCLUSIONES

El principal logro de esta experiencia didactica es que los alumnos constru-
yeron la multiplicaciéon como una suma iterada, a través de actividades que
relacionaron los conceptos involucrados con un entorno social cercano a los
alumnos. Por ejemplo, las actividades con legos y con palitos de paleta les
permitieron entender la multiplicaciéon como suma iterada y la propiedad
conmutativa.

La secuencia didactica propone, a diferencia de la clase tradicional que
realiza el profesor, una manera més intuitiva de abordar la multiplicacién
mediante actividades lidicas adecuadas al desarrollo cognitivo del alumno.
En su aplicacion se observo la generacion de un clima de colaboracion que
hizo posible, de manera natural, disminuir, tanto el grado de dificultad en los
alumnos como las diferencias existentes entre sus capacidades individuales.

El juego promovié el interés por realizar las operaciones; las activida-
des fueron cercanas al alumno e involucraron experiencias que comparte con
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adultos, como las compras en un mercado. Un elemento importante fue la si-
mulaciéon de experiencias, que hizo posible la progresion en la habilidad para
resolver problemas de suma y multiplicacién, ya sea en binas de alumnos o
de manera individual.

En esta investigaciéon observamos al paradigma constructivista como una
fuente de aprendizaje en dos vias: para al profesorado, como una via de ac-
tualizacion con nuevas formas de ensenanza, y para los alumnos al generar
un aprendizaje mas cercano a sus intereses personales.

Aunque consideramos que los resultados fueron satisfactorios sugerimos
que, si se desea replicar esta investigacion, serfa conveniente disenar una
prueba que se pueda aplicar antes y después de la secuencia para evaluar
el efecto de la misma en el desempeno de los alumnos al resolver problemas
tradicionales de este tema.
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Unicidad del hiperespacio C(p, X) para la
familia de arboles
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Fernando Macias Romero
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Resumen

Dado un continuo X y p € X, consideramos el hiperespacio C(p, X) el
cual contiene a todos los subcontinuos X que a su vez contienen a p.
Dada una familia de continuos C, X € C y p € X, se dice que el par
(X, p) posee hiperespacio tnico C(p,X) si cada que Y € C, ¢ € Y y
C(p, X) es homeomorfo a C(q,Y), existe un homeomorfismo h: X — Y
tal que h(p) = ¢. En este capitulo, se prueba que la clase de arboles posee
hiperespacio unico C(p, X).

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico conexo, compacto y no degenerado. Un
hiperespacio de un continuo X es una colecciéon de subconjuntos del continuo
que cumplen ciertas caracteristicas. Sin € Ny p € X, consideremos los
hiperespacios siguientes:

2 ={ACX:A#0, Aescerradoen X}.
Cn(X) ={A € 2%: A posee a lo mas n componentes}.
F,(X) ={A €2%: A posee a lo mis n puntos}.

Estos hiperespacios son a su vez continuos, cada que X es un continuo,
bajo la métrica de Hausdorff [11]. En [2] se introdujo el hiperespacio C'(P, X)
donde P es un subcontinuo del continuo X. Sin embargo, no fue hasta el 2003
cuando se tom6 P = {p} que se estudiaron propiedades generales de dicho
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hiperespacio [3]. Mas atin, en el mismo articulo se construyeron modelos para
este hiperespacio con continuos elementales.

Afios después, en [4] y [5] se profundizo el estudio de este hiperespacio para
continuos atriddicos, es decir, continuos que no contienen triodos simples, se
presentaron modelos de estos y sus propiedades topologicas.

De manera méas reciente, en [1] comenzé el estudio de la unicidad del
hiperespacio C'(p, X) para ciertas familias de continuos. En contraste con la
defincion de unicidad [4] utilizada para los hiperespacios C,(X) o F,(X),
utilizaremos la siguiente: dada una familia de continuos C, X € Cy p € X,
se dice que el par (X, p) posee hiperespacio tinico C(p, X) si cada que Y € C,
q €Y yC(p,X) es homeomorfo a C(q,Y), existe un homeomorfismo h : X —
Y tal que h(p) = q.

2 Preliminares

Algunas familias muy conocidas de continuos son las siguientes:

Una grafica finita es un continuo que puede ser descrito como la unién
finita de arcos tales que se intersectan en a lo mas una cantidad finita de
puntos.

Un arbol es una grafica finita que no contiene curvas cerradas simples.

En las graficas finitas, destacan tres tipos distintos de puntos, los pun-
tos extremos, los puntos ordinarios y los puntos de ramificacion, los cuales
denotaremos por E(X),O(X) y R(X), respectivamente:

EX)={re X: ordx(z) =1},

O(X)={re X: ordx(z) =2},
R(X) ={z € X: ordx(z) > 3}.

Los arboles estan compuestos sélo por arcos, los cuales llamaremos aristas
y el conjunto de las aristas que componen un arbol X, estaréd denotado por
edge(X).

Un subarbol es un subcontinuo Y de un arbol X tal que si e € edge(Y),
entonces e € edge(X).

Dado un entero positivo n, un n—odo simple es una grafica finita la cual
es la union de n arcos, cuya intersecciéon consta de un solo punto denotado
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por v y conocido como vértice. Denotaremos por 7T,, a los n—odos simples.
Note que un n-odo es un subarbol si mismo.

Un continuo X se dice que es descomponible si existen dos subcontinuos
propios de X, A, B tales que AU B = X. Un continuo que no es descomponi-
ble, se conoce como indescomponible. Un continuo es hereditariamente
indescomponible, si todos sus subcontinuos son indescomponibles.

Utilizaremos el concepto de dimension como en [10]. Observe que en el
caso de graficas finitas (y por ende, de los arboles) la definicién de dimension
se limitara a la cardinalidad de la frontera de una vecindad del punto en
cuestion.

Ejemplo 2.1. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible. Veamos
quesip € X, C(p, X) es un arco. Procederemos por contradiccion, si existe un
po € X tal que C(pg, X) no es un arco, tomemos {po} € C(poy, X), vy asi, existe
un arco ordenado «ay : [0,1] — C(po, X) tal que a1(0) = {po} y a1(1) = X.
Por otro lado, dado que C(py, X) no es un arco, existe K € C(pg, X) —
a1([0,1]) y un arco ordenado ay : [0,1] — C(pg, X) tal que ay(0) = {po},
as(l) = X y ap(t) = K, para algin t € [0,1]. De este modo, aq([0,1]) #
as([0,1]). Sea p: C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney. Tomemos s € [0, 1]
tal que ay(s) & a2([0,1]) y sea r = p(ay(s)). Considere también t € [0, 1] tal
que r = pu(as(t)). Luego, de acuerdo a la definicion de funcion de Whitney,
a1(s) v az(t) no son comparables. De esta manera, a;(s) — az(t) # 0y
as(t) — ai(s) # 0. Sin embargo, dado que py € a4 ([0, 1]) Nax([0, 1]), tenemos
que a1([0,1]) U a([0,1]) € C(X) y asi, es descomponible. Luego, X no es
hereditariamente indescomponible, lo cual es una contradiccion.

De esta manera, tenemos que si X es un continuo hereditariamente indes-
componible, C'(p, X') es un arco para cada p € X. Por |6, Teorema 3.17], si Y
es un arco con puntos extremos a y b, entonces C'(a,Y) y C(b,Y) son arcos.
Esto muestra que (X, p) no posee hiperespacio tnico C'(p, X) en la clase de
los continuos.

Ejemplo 2.2. Sea Z el continuo de Knaster con dos puntos finales a,b [5,
p. 205]. Entonces, C(a, Z), C(b, Z) son ambos arcos y C(p, Z) es una 2-celda
para cada p € Z — {a,b}. Asi, si X es un arco y p € X, tenemos que (X, p)
no posee hiperespacio tnico C'(p, X) en la clase de continuos.

Ejemplo 2.3. Sean X un arco con puntos extremos a, by Y una curva cerrada
simple. Entonces, C(p, X) y C(q,Y) son 2-celdas para cada p € X — {a,b} y
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q € Y. Esto nos muestra que (X, p) no posee hiperespacio tnico en la clase
de las gréficas finitas.

3 Unicidad del hiperespacio

En esta seccion, denotaremos a la familia de arboles por 7. La estrategia
a seguir en la demostracion de la unicidad del hiperespacio C(p, X) para
elementos de la familia 7, serd particionar dicha familia en las siguientes
subfamilias: Z denotar4 la subfamilia de los arcos en 7; por A se entendera a
los n-odos simples en 7. Finalmente, 7 = 7 — (ZUN). Con esta particion, se
probara la unicidad del hiperespacio en cada una de ellas. Comenzamos con
un resultado importante (véase |3, Teorema 3.3

Teorema 3.1. Sea X wuna grdfica finita y p € X. Entonces para cada A €
C(p,X) ye >0, existe un subconjunto A C C(p, X) tal que A contiene una
n—-celda, donde n = ord(p, X) y Ha(A, {A}) < e.

Este resultado es auxiliar para probar el siguiente:

Lema 3.2. Sean X,)Y € 1 yp € X,q € Y.5 C(p,X) es homeomorfo a
C(q,Y), entonces ord(p, X) = ord(q,Y).

Demostracion. Supongamos que ord(p, X) = n, ord(q,Y) = my n < m.
Puesto que C(p, X) es homeomorfo a C(q,Y), existe un homeomorfismo
h : C(p,X) — C(¢q,Y). Dado que ord(p, X) = n, esto implica que {p}
tiene una base de vecindades que consiste de n—celdas en C(p, X). Por el
homeomorfismo, h({q}) también tiene una base de vecindades consistente de
n—celdas en C'(¢q,Y’). Sin embargo, por Teorema 3.1 esto es imposible, pues
tomando ¢ suficientemente pequeno, podemos encontrar un subconjunto A de
C(q,Y) que contiene una m—celda. Esto implicaria que m < n. De manera
analoga, obtenemos n < m, y se sigue el resultado. O

Podemos encontrar la prueba del siguiente teorema en |6, Teorema 3.15].

Teorema 3.3. Sea X un continuo, p € X yn € N. St p esta en el corazon
de un n—odo, entonces C(p, X ) contiene una n—celda.

Haremos uso del Lema 3.2 y el Teorema 3.3 para probar la unicidad del
hiperespacio C(p, X) en la familia Z.
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Teorema 3.4. Si X € Z yp € X, entonces (X, p) posee hiperespacio inico
en T.

Demostracion. Si X es un arco con puntos finales a y b, y p € X, tenemos que
C(p,X) esun arcosip € {a,b} y C(p, X) es una 2-celda si p € X —{a,b}. Si
Y esun continuo y ¢ € Y es tal que C(q,Y') es un arco o una 2-celda, entonces
q no puede estar en el corazéon de un triodo en Y. De esta manera, puesto
que Y € 7, tenemos que Y debe ser un arco. Por 3.2, C'(p, X) homeomorfo
a C(q,Y) implica que existe un homeomorfismo h : X — Y tal que h(p) =
q. O

Seguiremos la estrategia planteada al inicio de esta seccion, probando la
unicidad del hiperspacio sobre la familia N, de los n-odos simples. Para ello,
consideremos la siguiente definicion.

Definicion 3.5. Dado x € E(X), denotamos por v(x) al tnico punto en
R(X) tal que la componente C' de X — {v(x)} que contiene a x satisface que
C'U{v(e1)} es un arco. A este tnico punto, se le conoce como vecino de z.
Véase la Figura 1.

Figura 1: Ejemplos de puntos vecinos.

El siguiente resultado involucra la definicion anterior.

Teorema 3.6. Sea X una grdfica finita que no es un arco. Si ey, e5 € E(X) y
C(e1, X) es homeomorfo a C(eq, X), entonces ord(v(ey), X) = ord(v(ez), X).

Demostracion. Sea h : C(e1, X) — C(eg, X) un homeomorfismo. Denotare-
mos por [y y Iy las aristas de X, ejv(ey) y eav(es), respectivamente. Luego,
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si A € C(ey,l) — {li}, por Teorema 3.1, tenemos que h(A) € C(eq,ls).
Por continuidad de h, en particular tenemos que h(l;) € C(ez,l2). Una vez
mas, utilizando Teorema 3.1, tenemos que h(l;) = ly y ord(v(e;), X) =
ord(v(ez), X). O

La subfamilia de los n-odos simples en 7 posee hiperespacio tnico C(p, X):

Teorema 3.7. 1 X € N yp € X, entonces (X, p) posee hiperespacio tinico
en T.

Demostracion. Sea p € X y supongamos que Y € 7y g € Y son tales que
C(p, X) es homeomorfo a C(q,Y). Dividimos la demostracion en dos casos:

Caso 1. Si p € R(X). Por 3.2, tenemos que ¢ € R(Y') y ord(p, X) = ord(q,Y).
Si n = ord(p, X), entonces C(p, X) y C(q,Y) son n—celdas. De esta
manera, Y es un n—odo simple con vértice q.

Caso 2. Sip € E(X)UO(X), por Teorema 3.2, tenemos que g € E(Y)UO(Y).
Considere [, y [, aristas en X y Y que contienen a p y ¢, respecti-
vamente. Sean x € (V(X) —{p}H) N, yy € (V(Y) — {q}) N, Por
Teorema 3.6, tenemos que ord(z, X) = ord(y,Y). Si Y contiene un r €
R(Y)—{y}, entonces C(q,Y') contiene una [ord(r, Y)+ord(y, Y)]—celda,
lo cual es una contradiccion, pues dim(C(q,Y)) = dim(C(p, X)) =
ord(z, X) = ord(y,Y). Entonces, tal » € R(X) no existe, por lo que
Y es un ord(z, X)—odo simple.

]

Nuestra atencion pasara a los drboles que no son ni arcos ni n-odos sim-
ples. Se probaréan resultados que serédn antecedentes al teorema principal del
capitulo.

Sea X un arbol, p € X y n € N. Definimos el siguiente conjunto:
Un(X)={A € C(p,X): A tiene una vecindad en C(p,X) homeomorfa al™},

denotamos U(X) = |J U,(X), mo(U(X)) denota el conjunto de las compo-
neN
nentes conexas de U(X).
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Dado un arbol que no es un arco ni un n—odo simple, consideramos el
subcontinuo (que también es un subéarbol):

T(X) = U{e € edge(X): enN E(X) = 0}.
Para cada = € E(X) existe exactamento un punto r, € R(X) tal que el

arco que une x con r,, 7,2 es un arista de X. Considerando esta notacion, el
continuo 7'(X) se puede ver como sigue:

De esta manera, T'(X) es un subcontinuo del arbol X removiendo sus
arcos extremos (véase Figura 2). Observemos que T'(X) es un subarbol de X

Figura 2

y R(T'(X)) C R(X) Cc T(X).

Sea Sub,(T'(X)) la colecciéon de todos los arboles de T'(X') que contienen
a p. Buscamos establecer una correspondencia inyectiva entre Sub,(T(X)) y
las componentes de U(X). Para esto, sea Y € Sub,(T(X)) y supongamos que

{e € edge(X) —edge(Y): enNY # 0} = {e1,eq,...,e,}

Para cada 1 < j < n y dado que la interseccién e; N'Y consiste exactamente
de un so6lo punto (de ramificacion de X) como se muestra en la Figura 3,
podemos tomar un homeomorfismo h; : [0, 1] — e; tal que h;(0) € Y.
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Definimos U, de la siguiente manera:

Uy = {Y U U hy([0,4,]): (t1, ta, s ta) € (0,1)"}

=1

Por construccion, Uy C C(Y,X) y es homeomorfo a (0,1)". En términos
de la topologia de Vietoris, tenemos que Uy = {Y UA € C(X): A €
(int(ey),...,int(ey,))}. Véase Figura 3.

N\ <

J( N
Y

Figura 3: Observe que Uy toma Y con una parte de las aristas incidentes en
Y.

/

De esta manera, Uy es abierto y conexo en U (X) (por el homeomorfismo).

Definamos ¢x : Sub,(T(X)) — U(X), dada por ¢x(Y) = Uy. Sean
YY" € Sub,(T(X)) es tal que Uy N Uy # (). Entonces existe B € Uy N Uy~
tal que B = Y UA = Y’ U A" Notemos que si existe ¢ € B tal que
e € edge(Y) — edge(Y'), entonces e C A — A’ lo cual es una contradic-
cion, pues asi, B ¢ Uy:. De esta manera, Y = Y’; asi, tenemos que ¢x es
una funcién inyectiva. Veamos que es suprayectiva. Para ello, sea B € U(X)
y consideremos Y = | J{A € Sub,(T(X)): A C B}. De este modo, tenemos
que Y € C(p, X) N Sub,(T'(X)) y B € Uy.

Lema 3.8. Sea X € 7. Sea G =e;UeyU...Ue, CT(X) y fi,..., fm aristas
de X — (G incidentes en G. Entonces, m > 2.
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Demostracion. Procederemos por inducciéon sobre k. Para k = 1, tenemos que
G = e; = pips. Entonces, ord(ps, X) > 3, pues todos los vértices de T'(X)
son puntos de ramificacion de X. Asi, hay al menos dos aristas incidentes
en (. Supongamos ahora que la proposicién es valida para k = n y sea
G =e1U...Uegy1. Dado que T(X) es un arbol, asumimos que ey intersecta
a alguno de ey, ..., ex. Sean f1, ..., f,,, aristas incidentes en G' = e; U ... U eg1.
Por hipotesis de induccion, tenemos que m > 2. Sea ¢ un punto extremo de
ex+1 que no esta en G, y tenemos que ord(q, X) > 3. Asi, los aristas incidentes
en GG son en total m — 1 +ord(¢, X) —1>m+1>2. O

Lema 3.9. Sea X € 7. Sean G,G" € Sup,(T(X)) y supongamos que existe
un arista e € edge(G) tal que e N G' = 0. Entonces, Ug NUg = 0.

Demostracion. Sean f1, fo, ..., f,, aristas de X —G incidentes en G. De manera
similar, f1, ..., f} , aristas de X —G" incidentes en G’. Notemos que un elemento

K' € Ug es de la forma K' = G'U [J{4;: 4; € C(f])}, mientras que un
j=1
elemento K € Ug es de la forma K = GU [J{4;: A; € C(f))}. Asi, K no
i=1
puede estar en Ugr. O

Consideramos una manera mas coémoda para escribir un subarbol
G € Sub,(T(X)). Sean ey, ey, ..., e las aristas de G y fi, fo, ..., fmm las aristas
de X — G que inciden en GG. Entonces, escribimos

G = [617627 ey €k, f17 f27 ) fm]

Proposiciéon 3.10. Sea X € 7. Considere G,G" € Sub,(T(X)) tales que
G' = G Ue para algin e € edge(T(X)). Entonces,

(i) UsNUq # 0,
(Z’L) dlm(UG ﬂﬁgl) = dlm(Ug) - 1,

(11i) dim(Ug) = dim(Ug) + ord(p’, X)) — 2, donde p' es el vértice de e que no
estd en G.

Viceversa, si Ug NUgq # 0 y dim(Ug N U = dim(Ug) — 1, entonces existe
un unico E € edge(T(X)) tal que G' = G Ue.
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Demostracion. Consideremos G = le1, ..., ex; dy, ..., dy, €] y
G = le1, ..., e, e;dy,...,dp, f1, ..., fm], donde e, fi, ..., fr, son incidentes en p'.

De este modo, observamos que
UsNUg ={G'UA € C(X): A€ (int(dy),...,int(d,)).

De esta manera, se tiene la condicion (i). La condicion (ii) se sigue de las
libertades que tiene A, en este caso, hay n libertades (tantas como aristas
incidentes en G, véase Figura 4). Asi, dim(Ug N Ug/) = n. Mas aitin, por las
libertades para Gy G', se tiene que dim(Ug) =n+1y dim(Ug) =n+m =
dim(Ug) — 1 4+ ord(p/, X) — 1.

c \ N

/e

Figura 4: G’ = G U {e}

Por el contrario, observemos que U ﬂU/G # (), de donde por Lema [REF],
se tiene que todos los aristas de G — G’ inciden en G’ y todos los aristaas de
G' — @ inciden en G. Ademés, se tiene dim(Ug N Ulc) = n. De esta manera,
tenemos que n = n + [ +m — 1, donde [ es la cantidad de aristas en G' — G
que inciden en G y m son las aristas incidentes en G que no estan en G’,
esto es, k +m = 1, de donde (I,m) = (0,1) o (I,m) = (1,0). Sil =1y
m = 0, tenemos que esto es imposible por Lema 3.8, pues deben de incidir en
G al menos 2 aristas. Asi, el caso posible es cuando [ = 0 y m = 1, esto es,
G'=GUe. ]

Dado X arbol, p € X, Y arbol y ¢ € @ tal que C(p, X) es homeomorfo a
C(q,Y), construiremos un homeomorfismo entre X y Y, haciendo uso de los
conjuntos U¢ para G € Sub,(T(X)), reconstruyendo el continuo X en Y.

Definicion 3.11. Sean p,p’ € X vértices tales que X € 7. Denotamos por
pp’ al subarbol mas pequeno que contenga a p, p'.
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Proposicion 3.12. Sean X, Y €7, pe X, q€Y. Sih:C(p,X) = C(q,Y)
es un homeomorfismo, entonces para cada vértice p' € T(X) existe un unico
¢ € T(Y) tal que h(Usy;) = Uy, Mds aun, si pp’ consiste de aristas e; =
Picipi coni=1,...n conp=1py yqq consiste de las aristas f; = G_1¢;, con
i=1,...,myq=qo, entonces m =n y h(Up;) para i.

Demostracion. Considere un arista e = pp/ C T(X) ysean G = {p}t y G' =

G Ue. Por Proposicion [REF], tenemos que U NUg # 0y dim(UgNUq) =
dim(Ug) — 1. Estas condiciones se preservan bajo homeomorfismos, por lo que
h(Ug)Nh(Ug) # 0, dim(h(Ug) Nh(Ug)) = dim(h(Ug)) — 1 y sabemos que
h(Ug) = Ug- Dado que ¢y es una biyeccion, existe F' € Sub,(T(Y)) tal
que ¢y (F') = Upr = h(Ug). Por la segunda parte de la proposicion [REF],
aplicado a Ugy y Upr, existe un arista f* € edge(T(Y')) tal que F' = {q} U f".
En otras palabras, existe un vértice tinico ¢’ € T(X) y un arista f’ = q¢’ C
T(Y) tal que h(Usy) = Uzz.

Supongamos ahora que la proposicién es valida para n y considere el
subarbol pp’ con aristas e; = pi—ipi, ¢ = 1,....n+ 1. Sea G = e; U...Ue,,
G' = G Uepyt. Entonces, Us NUg # 0y dim(Ug NUg) = dim(Ug) — 1.
Una vez més, estas condiciones se preservan bajo homeomorfismos, por lo que
h(Ug)Nh(Ug) # 0, dim(h(Ug) Nh(Ug)) = dim(h(Ug)) — 1, y por hipotesis
de induccion, tenemos que h(Ugy;) = Ugg: para cada @ = 1, ..., n; en particular,
se tiene que h(Ug) = Ugg. Sea F' € Sub,(T(Y)) tal que Upr = h(Uf;), y por
la proposicion [REF], existe f’ € edge(T(Y)) tal que F' = qg, U f'. En otras
palabras, existe un tnico ¢’ = ¢,+1 € T(X) y un arista f' = ¢;¢,71 C T'(Y)
tal que h(U,y) = Uz 7. Veamos que j = n.

Sea G; = {potUeiU..Ue; y G = {po} Ue; U...Ue,q 1. Notemos que
€n+1 1O es incidente en Gl, por lo que Ug, NUgr = (Z) de donde se sigue que
UgNh(Ug) = h(Ug,)Nh(Ug) = 0, asi, el arista f' = g;g,11 no es incidente
en ningun qo, ..., ¢,_1, por lo que es incidente en q,. O]

Dado p € R(X), podemos extender la funcién de la Proposicion 3.12 a
todo X, y asi conseguir el homeomorfismo entre X y Y, cumpliéndose asi la
unicidad del hiperespacio para este caso.

Teorema 3.13. Sean X,Y € 7,p € R(X) yqe Y. Sih:C(p,X) = C(q,Y)
es un homeomorfismo, entonces existe un homeomorfismo h : X — Y con

h(p) = q.
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Demostracion. Por la Proposicion 3.12, existe una funcion ( : V(T(X)) —
V(T(Y)) dada por h(p') = ¢ si h(Usy) = Ugz. Por la proposicién anterior,
esta funcién es biyectiva. Veamos que esta funcion preserva aristas. Sea un
arista e = p/'p” C T(X) y supongamos que pp” es un subarbol que consiste de
los aristas e; = piip; coni = 1,...,nconp=po, P =pPp1y P = pn. Por la
proposicion anterior, tenemos que W consiste de las aristas f; = ¢;_1¢; con
i=1,...,n,conq="hrp), ¢=qo, Goo1 =q¢ ¥ ¢ = gn. De este modo, existe
un arista entre ¢’ = h(p') y ¢ = h(p").

Veamos ahora que esta funcion se puede extender a V' (X). Sea p’ € E(X);
entonces existe un elemento p, € T(X) tal que e = p,p’ es un arista. Sea
I(p,) = {p’ € E(X): existe un arista e = p,p’ C X}|. Veamos que I(p,) =
I(h(py)). Considere pp, que consiste de las aristas e; = pi—1p;, i = 1,...,n con
p = po. Podemos contar I(p,) de la siguiente manera:

l(pn> = Ord(pnv X) - Ord(pm T(X>)

= dim(Ug/ ) — dim(Ug) + 2 — ord(p,, T'(X))
= dim(h(Ug)) — dim(h(Ug)) + 2 — ord(gn, T(Y))

= dim(Uzgrry) — dim(Ugg;) + 2 — ord(gn, T'(Y))

qqn+1

= ord(qn, Y) — ord(q,, T'(Y)).

De esta manera, tenemos una biyeccion entre los conjuntos {p’ € E(X):
existe un arista e = p,p’ C X} y {¢' € E(Y): existe un arista e = ¢,q¢' C
X}. O

Analizaremos el caso cuando p € F(X) U O(X) como uno solo. Para ello,
necesitamos el siguiente resultado.

Lema 3.14. Sean X, T € 7, p € R(X) y q € R(Y). Si existen aristas l,, en
X yl, enY, que contienen a p y q, respectivamente, tales que l,NE(X) # 0,
LL,NEY)#0yCp, (X —1,)U{p}) es homeomorfo a C(q,(Y —1,) U{q}),
entonces C(p, X) es homeomorfo a C(q,Y).
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Demostracion. Sea h : C(p, (X —1,) U{p}) — Cl(q, (Y —1,) U {q}) homeo-
morfismo y sean f :[0,1] — 1, y g : [0,1] — [, parametrizaciones de [, y I,
respectivamente, tales que f(0) = p y ¢g(0) = g. Considere la funcion

H(A) = h(AN (X = 1,) U{p}) UR(f T (AN1))
para cada A € C(p, X). Esta funcion es el homeomorfismo deseado. ]

Teorema 3.15. Sea X € 7 yp € O(X) U E(X). Entonces, (X,p) posee
hiperespacio unico C(p, X) en 7.

Demostracion. Sea p € O(X) y supongamos que Y € 7y ¢ € Y es tal que
C(p, X) es homeomorfo a C(q,Y). Entonces, ord(q, X) = ord(q,Y). Dado
que X se puede encajar en el espacio euclideano R3, supongamos que X es
subespacio de R* tal que X C R?* x {0} y p = (0,0, 0,0). De manera analoga
para Y. Considere X' = X U ((0,0,0) x [0,1]) y Y/ =Y U ((0,0,0) x [0,1]).
Por Lema anterior, C(p, X') es homeomorfo a C(q,Y"), por lo que existe un
homeomorfismo entre X’ y Y’, por ende, entre X y Y. ]

Con este resultado, aunado al Teorema 3.13, obtenemos el teorema prin-
cipal:

Teorema 3.16. Sea X € 7 yp € X, entonces, (X,p) posee hiperespcio inico
C(p,X) en .

4 Generalizando el hiperespacio

Sea X un continuo y p,q € X tales que p # ¢. Consideramos el espacio
Co({p, q}, X), el cual consiste de elementos en Cy(X) que contengan al sub-

conjunto {p, ¢}.

Teorema 4.1. St X es un continuo y p,q € X tales que p # q, entonces
Cy({p, ¢}, X) es un continuo.

Demostracion. Observe que Co({p, q}, X) C Co(X). Sea A € cl(Co({p, q}, X)
y consideremos {A,, },en una sucesion en Co({p, ¢}, X) convergente a A. Es
claro que A € Cy(X). Supongamos, sin pérdida de generalidad que g ¢ A.
Esto implica que ¢ = d(q, A) > 0. De esta manera, existe N € N tal que
Hy(A, A,) < /2. Por defincion de métrica de Hausdorff, A, C Ny(e/2, A),
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lo cual es una contradiccion, pues ¢ € A,,. Concluimos que {p,q} C Ay asi,
Co({p, ¢}, X) es un conjunto cerrado en el compacto Cy(X), lo que a su vez
conlleva a que este conjunto sea compacto.

Para demostrar conexidad, tomemos A, B € Cy({p,q}, X). Por [REF],
existen arcos ordenados ai,as : [0,1] — [0,1] tales que a1(0) = {p,q},
a1(1) = Ay ay(0) = {p,q}, az(1) = B. De esta manera, as o a;" es un
arco que conecta A con B. Por consiguiente, Cy({p, ¢}, X) es arco conexo, lo
que implica a su vez la conexidad de este espacio. O

Ejemplo 4.2. Sea X = [0, 1]. Analizaremos los modelos de Cy({p, ¢}, X).

Caso 1. Sean p =0y ¢ = 1. Esto implica que

Co({p ¢}, X) = {[0,s] U[t,1]: s < t}

Observemos que si s = ¢, obtenemos el espacio completo X. Constru-
yamos la funcion ~ : [0,1]*> — Cy({p, ¢}, X) definida por v((s,t)) =
[0,s]U[1—t,1] donde s < 1 —t. Esta funcion define un homeomorfismo
entre [0,1]2 v Co({p, q}, X), por lo que el hiperespacio es una 2—celda.

Caso 2. Sean p = 0y ¢ € int(X). Los elementos del hiperespacio Cy({p, ¢}, X)
son de la forma [0, 1] U [z2, 23], donde 0 < 2y < 29 < ¢ < x5 < 1. Es
asi que Cy({p, ¢}, X) es homeomorfo a una 3—celda.

Caso 3. Finalmente, consideremos p,q € int(X). Entonces, Cy({p,q}, X) =
{[x1, 2] Uz, 2] 0 <2y < p<ao <3< qg<uzy <1} U{X}.

Asi, Co({p, ¢}, X) serd homeomorfo a una 4—celda, siguiendo la misma
logica que en los casos anteriores.

Ejemplo 4.3. Sea X = 8!, y sean p,q € X. Observemos que Co({p,q}, X)
estd compuesto por elementos de la forma [, U, donde [, [, son subarcos de
S! que contienen a p y ¢, respectivamente. Para la construccion del modelo
de este hiperespacio, supondremos que [, N[, = (). De esta manera, tenemos
que

Co({p.q}, X) ={lL,Ulg:pely, g€l U{X}

Tomando la notacion del Caso 3 en el Ejemplo 4.2, tenemos que [, es ho-
meomorfo a [z1,z3], mientras que [, es homeomorfo a [z3,24], por lo que
Cy({p, q}, X) sera una 4—celda.
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Con este ejemplo, es claro que si X es una grafica finita y p,q € X,

entonces (X, {p, ¢}) no posee hiperespacio tnico Cs({p, ¢}, X) en la clase de
continuos. Con estos ejemplos surge la pregunta:

Pregunta 1. ;(X, {p, q}) posee hiperespacio inico Co({p, q}, X) para la clase
de los continuos?
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Capitulo 4

Sobre redes en hiperespacios de continuos
Hausdorff y la propiedad de Kelley

Mauricio Esteban Chacén Tirado, Patricia Dominguez
Soto y Maria de Jests Lopez Toriz
FCFM, BUAP

Resumen

Se analizan propiedades del limite inferior y limite superior de redes en
hiperespacios de continuos Hausdorff. Es conocido que una sucesiéon en
un hiperespacio de un continuo métrico converge a un elemento del hi-
perespacio si y solo si los limites inferior y superior de la sucesién son
iguales a tal elemento. En este capitulo se demuestra que el analogo de
este resultado se cumple para redes en hiperespacios de continuos Haus-
dorff. Ademés, se expone una equivalencia a la propiedad de Kelley en
continuos Hausdorff.

1 Introduccién

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un continuo
Hausdorff es un espacio topologico Hausdorff, compacto, conexo y no vacio.

En 1958, S. Mrowka introduce los conceptos de limite superior y limi-
te inferior de redes para espacios topologicos, véase [14], en este capitulo se
retoman estas nociones para continuos Hausdorff, se exponen algunas propie-
dades de estos conceptos para redes en continuos Hausdorff. El objetivo es
generalizar una caracterizacion para sucesiones convergentes en hiperespacios
de continuos (Teorema 3.3) a una caracterizacion para redes convergentes en
hiperespacios de continuos Hausdorff (Teorema 3.11).

La propiedad de Kelley para continuos fue introducida por J. L. Kelley
como Propiedad 3.2, véase [8, pag. 26|, esta nocion fue usada para estudiar

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 55



Maurico Esteban Chacon Tirado, Patricia Domiguez Soto y Maria de Jests
56 Lopez Toriz

la contractibilidad de los hiperespacios de continuos métricos, en relaciéon con
estos conceptos se sugiere al lector revisar [15, Capitulo XVI] o |7, pags. 167
172]. En 1999, W. J. Charatonik [3, Definicion 2.1] y W. Makuchowski [12,
pag. 124] extienden independientemente el concepto de propiedad de Kelley,
para continuos Hausdorff; Charatonik construye un ejemplo de un continuo
Hausdorff homogéneo que no tiene la propiedad de Kelley, y Makuchowski usa
la propiedad de Kelley para demostrar que varias definiciones relacionadas con
la conexidad local, son equivalentes en el hiperespacio de subcontinuos de un
continuo que tiene la propiedad de Kelley.

En relacion con la propiedad de Kelley para continuos Hausdorff se sugiere
al lector revisar las siguientes referencias: [1], [2], [6], [9], [10] ¥ [11].

El material de este capitulo contiene los Preliminares para introducirse
en una linea de investigacion sobre continuos Hausdorff en el estudio de la
propiedad de Kelley, véase la Seccion 3. En la ultima seccion, se presentan los
conceptos de propiedad de Kelley, para continuos y para continuos Hausdorff,
y se expone una prueba de que los conceptos son equivalentes en continuos
(Teorema 4.3). Por otro lado, en el Teorema 4.4 se presenta una equivalencia a
la propiedad de Kelley, para continuos Hausdorff, en términos de la topologia
del hiperespacio, usando la continuidad de la funcién que asigna a cada punto
del continuo Hausdorff, su hiperespacio de subcontinuos anclados en tal punto.

2 Preliminares

Dados X un espacio topologico y A un subconjunto de X, se denota el interior
y la cerradura de A en X por int(A) y cl(A), respectivamente. Sea x € X,
recordemos que V' es una vecindad de x si existe un conjunto abierto U de X
talque x € U C V.

Dado un continuo Hausdorff X, se considera la coleccién de los subcon-
juntos cerrados y no vacios de X, denotada y definida por

2% = {A C X : Aes no vacio y cerrado en X},

esta coleccion se dota de la topologia de Vietoris, que a continuacion se descri-
be: para cada n € N y cada coleccion finita Uy, ..., U, de conjuntos abiertos
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en X, se define
(Up,...,Uy={Ae2X: AC UUiyAﬂUﬁé@, para cada i € {1,...,n}}.
i=1

La coleccion de todos los conjuntos de la forma (Ui, ..., U,) forma una base
para una topologia para 2%, llamada topologia de Vietoris para 2%, para la
prueba de este hecho véase [16, Teorema 4.5]. Al conjunto 2% con la topologia
de Vietoris se le llama hiperespacio de cerrados de X. También se considera
la coleccion de todos los subcontinuos de X, denotada y definida por

C(X)={A € 2% : Aes conexo},

considerado como subespacio de 2%, llamado el hiperespacio de subcontinuos
de X. Es conocido que si X es un continuo Hausdorff, entonces los hiperes-
pacios 2% y C(X) son también continuos Hausdorff [13]. De este modo, dado
un continuo Hausdorff X, se tiene que

208 — f A € C(X) : A es un subconjunto no vacio y cerrado en C'(X)}

C(C(X)) = {A € 2% : Aes conexo}

son también continuos Hausdorff, tales hiperespacios seran usados en algunos
resultados de este capitulo.

Dados X un continuo Hausdorff y A, B subcontinuos de X con A C B, se
sabe que existe un subconjunto cerrado y conexo A de C'(X) tal que A, B € A,
cualesquiera dos elementos de A son comparables por la inclusion, y para todo
K € A, se tiene que A C K y K C B, en este caso el conjunto A se llama
arco ordenado en C(X) que une Ay B, véase |5, Teorema 2.23|. Ademas, se
considera la coleccion

C(A,B)={KeC(X):AC Ky K C B}.

Lema 2.1. Sean X un continuo Hausdorff y A, B subcontinuos de X con
A C B, entonces C(A, B) es un subcontinuo de C(X).

Demostracion. Para ver que C(A, B) es cerrado en C(X), sea L € C(X) —
C(A, B). Se tiene que L—B # (o A—L # (). Si L— B # (), entonces existe un
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punto z € L — B. Sea un conjunto abierto U de X tal quex € U y UNB = 0.
Se sigue que L € (U, X) y (U, X)NC(A, B) = (). Ahora, si A—L # (), entonces
existe un punto a € A — L. Sea un conjunto abierto V of X tal que a € V
y (V)N L = 0. Note que L € (X —cl(V)). Si L' € (X — cl(V)), entonces
a ¢ L', en consecuencia A ¢ L'. Esto implica que L’ ¢ C(A, B). Por lo tanto,
C(A, B) un conjunto es cerrado.

Por otro lado, como cualquier elemento de C'(A, B) se puede unir con B
por un arco ordenado A C C(A, B), entonces C(A, B) es conexo. O

Dados X un continuo Hausdorff y A C 2%, se denota por |J.A la union
de sus elementos, es decir, | JA = {z € X : existe A € A tal que z € A}.

Ahora, si X es un continuo con métrica d, el hiperespacio 2%, también es
considerado con la métrica de Hausdorff, la cual se denota por H. Se sabe que
la métrica de Hausdorff en 2% genera la topologia de Vietoris [15, Teorema
0.13]. Dados r > 0, x € X y A € 2%, sean B(r,x) la bola en X con centro
en el punto = de radio r y By (r, A) denota la bola en 2% con centro en A y
radio r; ademas, sea Ny(r, A) = |J{B(r,z) : € A}, la nube con centro en A
y radio r.

Dada una funciéon f : X — Y entre espacios topologicos X y Y, A C X
y B C Y, se denota por f[A] = {f(a):a € A}, la imagen de A bajo f y se
denota por f~'[B] = {xz € X : f(x) € B}, la imagen inversa de B bajo f.

3 Limite inferior y superior de redes

En esta seccion se estudian los conceptos de limites inferior superior de su-
cesiones en el hiperespacio de un continuo dado. Se definen el limite inferior
y limite superior de redes en el hiperespacio de un continuo Hausdorff dado.
El primer autor en considerar el limite inferior y el limite superior de redes
en hiperespacios fue Mrowka en [14], aqui se exponen algunas propiedades
de estos conceptos. Se generaliza el Teorema 3.3, considerando redes en lugar
de sucesiones en 2%, para un continuo Hausdorff X, véase el Teorema 3.11.
Ademaés se enuncian varias propiedades interesantes de los hiperespacios de
continuos Hausdorff relacionadas con los conceptos de limite inferior y limite
superior.
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Definicién 3.1. Sea X un continuo. Dada una sucesién {4,}°°, en 2%, se
define el limite inferior de la sucesion {A,}22, por iminf{A,}5°, = {z € X :
para toda vecindad U de z en X, existe n € N tal que para todo m € N con
n < m, entonces U N A, # 0}.

Definicién 3.2. Sea X un continuo. Dada una sucesion {4,}°°, en 2%, se
define el limite superior de la sucesion {A,}5°, por limsup{A4,}>°, = {z €
X : para toda vecindad U de xz en X y todo n € N existe m € N tal que
n<myUnNA, #0}.

El siguiente resultado es demostrado en |7, Lema 4.3]:

Teorema 3.3. Sean X un continuo, {A,}2, una sucesion en 2% y A € 2%,
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) La sucesion {A,}°2, converge a A, en la topologia de Vietoris de 2%.

(2) Los conjuntos liminf{A,}>° |, limsup{A4,}>°, y A son iguales.

Definicion 3.4. Se dice que un par (D, <) es un conjunto dirigido si D
es un conjunto no vacio, < es una relaciéon de orden en D, y tal que para
cualesquiera a,b € D existe c € D con a < ¢y b < ¢. Cuando el contexto lo
permita, se dice simplemente que D es un conjunto dirigido, sin mencionar
explicitamente la relacion de orden.

Definicion 3.5. Una red en un espacio topolégico X es una funcion R :
D — X, donde D es un conjunto dirigido, la red R también se denota por
{R(d)}4ep. En todo este trabajo, al considerar una red R : D — X, se
sobreentendera que D es un conjunto dirigido.

La siguiente es la definicion usual de convergencia de una red en un espacio
topologico.

Definicion 3.6. Sean X un espacio topolégico, R : D — X una red en X
y un punto a € X. Se dice que la red R converge al punto a si para toda
vecindad V' de a, existe n € D tal que para todo m € D, si n < m, entonces
R(m) e V.

Con el siguiente teorema se muestra que el concepto de red en un espacio
topologico captura completamente su topologia. Para saber més sobre redes,
véase [4, 1.6, pag. 49].
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Teorema 3.7. Sean X un espacio topologico, a € X yV C X tal que a € V.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) V es una vecindad de a.

(2) St R: D — X es una red que converge al punto a, entonces existe
n € D tal que para todo m € D, sin < m, entonces R(m) € V.

Demostracion. Basta ver la implicacion (2)=(1). Supongase que V' no es una
vecindad de a. Sea la coleccion

D ={U C X : U es una vecindad del punto a},

junto con la relacion < en D definida de la siguiente manera: dados Uy, Us €
D, se denota U; < U,, siy s6lo si Up D Us. Se tiene que D es un conjunto
dirigido. Observe que para todo U € D, se cumple que U — V # (), porque si
fuera vacio, entonces U C V', y V seria vecindad del punto a. Ahora, elijase
un punto R(U) € U — V, para todo U € D.

Veamos que la red R converge al punto a. Sea U una vecindad de a, damos
n=U¢€ Dyseam € D tal que n < m, entonces n O m, y como R(m) € m,
entonces R(m) € n = U. Esto prueba que R converge a a.

Por (2), existe n € D tal que si m € D y n < m, entonces R(m) € V,
pero esto es una contradiccion, porque R(m) € m — V. Por lo tanto, V es
una vecindad del punto a. O

Definicién 3.8. Dados un continuo Hausdorff X y una red R : D — 2%,
se define el limite inferior de la red R por liminf R = {z € X : para toda
vecindad U de x en X, existe n € D tal que para todo m € D, sin < m,

entonces U N R(m) # 0}.

Definicién 3.9. Dados un continuo Hausdorff X y una red R : D — 2%,
se define el limite superior de la red R por limsup R = {x € X : para toda
vecindad U de z en X y todon € D, existe m € D tal quen < my

U N R(m) # 0}.
A continuacion se expondran los resultados basicos sobre los conceptos

antes definidos. Cabe mencionar que (1) y (3) estdan demostrados en [14],
pero se incluyen sus pruebas para comodidad del lector.
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Teorema 3.10. Sean X un continuo Hausdorff y R una red en 2%. Se tienen
las siguientes propiedades:

(1) liminf R C limsup R,
(2) liminf R es un conjunto cerrado en X (posiblemente vacio) y
(3) limsup R es un elemento de 2.

Demostracion. Para la parte (1), sean z € liminf R, U una vecindad de x
yn € D. Como z € liminf R, existe ng € D tal quesim € Dy ng < m,
entonces R(m) € U. Existe m € D tal que n < m y ny < m, por tanto
R(m) € U. Asi que x € limsup R.

Para la parte (2), sea un punto x € X — liminf R. Luego, existe una
vecindad U de x en X tal que, para todon € D existe m € D conn < my
UN R(m) = 0. Sea V un conjunto abierto en X tal que z € V C U, y sea
y € V, entonces U es una vecindad del punto y y, para todo n € D, existe
m € D conn<myUnR(m)=10, esto quiere decir que y ¢ liminf R. Esto
prueba que V C X — liminf R, por lo tanto, X — liminf R es un conjunto
abierto en X y asi liminf R es cerrado en X.

Para la parte (3), veamos que lim sup R es un conjunto cerrado en X. Sea
xr € X — limsup R, entonces existen U vecindad de z en X y n € D tal que,
para todo m € D con n < m, se tiene que U N R(m) = (). Sea V un conjunto
abierto en X tal que z € V C U, y sea un punto y € V, entonces U es una
vecindad de y y, para todo m € D con n < m, se tiene que U N R(m) = 0,
esto quiere decir que y ¢ limsup R. Esto prueba que V' C X — limsup R, por
lo tanto, X — limsup R es un conjunto abierto en X y asi, limsup R es un
conjunto cerrado en X.

Ahora, veamos que limsup R es no vacio. Supongase que limsup R es
vacio, entonces para todo x € X existen una vecindad U, de z y n € D tal
que para todo m € D, se cumple que n < m entonces R(m) N U, = (). De
donde int(U, ) satisface que es un abierto en X tal que z € U,, y existe n € D
tal que, para todo m € D se cumple que n < m entonces R(m)Nint(U,) = 0.
SeaUd = {U C X : U es abierto no vacio y existe n € D, tal que, para todo
m € D si n < m, entonces R(m) N U = (}. Entonces U es una cubierta
abierta de X, de la cual se extrae una subcubierta finita {Uy, Us, ..., Ux}.
Para cada i € {1,2,...,k}, existe n; € D tal que si m € Dy n; < m,
entonces R(m) NU; = (. Se elige m € D tal que n; < m, para todo i €
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{1,2,...,k}. Entonces R(m)NU; = () para cada i € {1,2,...,k}, por lo
tanto, R(m) N Ule U; = 0, que es una contradiccion. Por lo tanto, lim sup R
es no vacio. O

Teorema 3.11. Sean X un continuo Hausdorff, R : D — 2% una red y
L € 2% Entonces los siquientes enunciados son equivalentes:

(1) La red R converge a L, en la topologia de Vietoris de 2.
(2) Los conjuntos liminf R, limsup R y L son iguales.

Demostracion. Para la implicacion (1)=-(2), se prueba la siguiente cadena de
contenciones: L C liminf R C limsup R C L.

Sea z € L, veamos que x € liminf R. Para esto sean U C X una vecindad
de z en X y V C U abierto tal que x € V. Sea V = (V, X), es claro que
L €V, ycomo lared R converge a L, entonces existe n € D tal que sim € D
y n < m, entonces R(m) € V, esto ademés quiere decir que R(m) NV £ 0 y
R(m)NU # 0, para n < m, por lo tanto x € liminf R.

Por el Teorema 3.10, parte (1), se cumple que liminf R C lim sup R.

Ahora, sea x € limsup R, veamos que z € L, mostrando que cualquier
abierto que contiene a x, intersecta a L. Supongase que U es un abierto de X
talque x € U y UN L = (. Como z € limsup R, entonces para todo n € D
existe m € D conn <my UN R(m) # 0.

Para cada y € L, sean V,, y W, conjuntos abiertos ajenos en X tales que
xz €V, yy € W,. Note que la familia {W, : y € L} es una cubierta abierta del
compacto L, de la cual se elige una subcubierta finita {W,,, W,,,..., W, }.
Sea W = U N ﬂle Vye C U. Se tiene que W es un conjunto abierto que
contiene al punto z. Ademas, W N Jr_, W,, = 0. Sea U = (Ui, W,,), note
que L C Ule W,,, con lo cual L € Y. Como la red R converge a L, entonces
existe ng € D tal que si m € D y ng < m, entonces R(m) € U, de aqui,
R(m) ¢ U, W,,, v con lo cual R(m) N W = §. Como z € limsup R, W
es una vecindad de = y ny € D, entonces existe m € D tal que ng < my
R(m)NU # (), que es una contradiccion. Esto prueba que U N L # ), y por
lo tanto z € L.

Veamos la implicacion (2)=-(1). Supongase que L = liminf R = limsup L.
Se demostrara que la red R converge a L en la topologia de Vietoris de 2.
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Sea U una vecindad de L y sean conjuntos abiertos Uy, Us, ..., U, en X tales
que L € (Uy,Us,...,U,) CU.

Sea U = |J_, U;, asi que L C U. Se demostrara que existe ag € D tal
que si m € Dy ag < m, entonces R(m) C U. Para cada z € X — U, se
tiene que x ¢ limsup R, por lo tanto, existen una vecindad U, de z en X
y n € D tal que, para todo m € D, si n < m, entonces R(m)NU, = 0.
Luego, int(U,) satisface que es un abierto que contiene a x y existe n € D
tal que, para todo m € D, si n < m, entonces R(m) N int(U,) = 0. Sea
W = {U C X : U es abierto y existe n € D tal que para todo m € D, si
n < m, entonces R(m)NU = (J}. Se tiene que W es una cubierta abierta del
compacto X — U, de la cual se extrae una subcubierta finita {Uy, Us, . .., Uy }.
Para cada i € {1,2,...,k}, existe n; € D tal que, para todo m € D, si
n; < m, entonces R(m)NU; = . Se elige un elemento ag € D, donde n; < ag
para todo i € {1,2,...,k}. Asi, sim € Dy ag < m, entonces R(m)NU; =0
para cada i € {1,2,...,k}, por lo tanto, R(m) N Ule U; = 0. Esto prueba
Rm)c X — (U, U)cXx - (X-U)=U.

Ahora, sea i € {1,2,...,n}, se demostraré que existe a; € D tal que, para
todo m € D se tiene que si a; < m entonces R(m)NU; # (. Como LNU; # 0,
existe x € LNU;, al ser L = liminf R y U; una vecindad de x, entonces existe
a; € D tal que para todo m € D, si a; < m, entonces R(m) N U; # .

Finalmente, se elige b € D tal que a; < b para todo i € {0,1,2,...,n}.
Asi, sim € Dy b < m, entonces a; < m para todo ¢ € {0,1,2,...,n}, con
lo cual se tiene que R(m) C U, U; y R(m) N U; # 0, es decir, R(m) €
(Uy,Us,...,U,). Por lo tanto, la red R converge a L. O

A continuacién se enuncian varios teoremas relacionados con el limite
inferior y limite superior de redes en hiperespacios.

Teorema 3.12. Sean X es un continuo Hausdorff, y dos redes R, S : D — 2%
tales que para todo n € D, se tiene que R(n) C S(n), entonces liminf R C
liminf S y limsup R C limsup S.
Demostracion. Sean un punto x € limsup R y U un conjunto abierto en X tal
que = € U, entonces existe n € D tal que si m > n, entonces U N R(m) # 0,
asi que U N S(m) # 0, de donde x € liminf S.

Ahora sean un punto z € limsup R, U un conjunto abierto en X tal que
x € U yn € D, entonces existe m > n tal que U N R(m) # ), asi que
UnNS(m)# 0, por lo tanto, x € limsup S. O
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Corolario 3.13. Sean X un continuo Hausdorff, R : D — 2% una red y
Y, Z C X cerrados. Si para todo n € D se tiene que Z C R(n) CY, entonces
Z Climinf R y limsup R C Y.

Demostracion. Considere las redes S,T : D — 2% definidas por S(n) =Y y
T(n) = Z, para todo n € D. Entonces limsup S =Y y liminf 7" = Z, ahora
aplicando el Teorema 3.12 se obtiene la conclusion requerida. O

Teorema 3.14. Sean X un continuo Hausdorff, R : D — 2% una red y Y C
X cerrado. Si para todo d € D existe m € D tal qued <m y R(m)NY # 0,
entonces Y Nlimsup R # ().

Demostracion. Supéngase que Y Nlimsup R = (), asi, para todo y € Y, existe
U, C X abierto tal que y € U,, y existe n, € D tal que para todo m > n,,
se tiene que R(m) NU = (. Note que {U, : y € Y} es cubierta abierta de
Y, tome {U;, Uy, ...,U,} subcubierta finita, donde a cada U; le corresponde
n; € D tal que si m > n;, entonces R(m) N U; = (. Sea n € D tal que

n; < n para todo i € {1,2,...,n}, entonces siempre que m > n, se tiene
que R(m) NJ_, U; = 0, por lo tanto, R(m) NY = 0, lo cual contradice la
hipotesis. O

Teorema 3.15. Sean X y Y continuos Hausdorff, f : X — Y una funcion
continua y R : D — 2% una red. Entonces f[limsup R] = limsup(f o R).

Demostracion. Sean puntos y € f[limsup R] y € limsup R tales que y =
f(x). Sean U un conjunto abierto en Y tal que y € U y d € D, entonces
U] es abierto en X y z € f~!U], de donde existe m € D tal qued < m y
FHUIN R(m) # 0. Se tiene que f[f~HU]IN f[R(m)] # 0. Como f[f1[U]] C
U, se sigue que U N f[R(m)] # (. Esto prueba que y € limsup(f o R).

Seay € limsup(foR). Supéngase que y ¢ f[limsup R]. Note que lim sup R
es un elemento de 2% (véase el Teorema 3.10 (3)), con lo cual f[limsup R] es
un subconjunto cerrado de Y. Sea U un conjunto abierto en Y tal que y € U
y c(U)N flimsup R] = 0. Asi, dado que y € limsup(f o R), para todo d € D
existe m € D tal que d < my UN f[R(m)] # 0, con lo cual cl(U)N f[R(m)] #
0, de esta manera f~![cl(U)]NR(m) # 0. Utilizando el Teorema 3.14, se tiene
que fHcl(U)] Nlimsup R # 0, de donde f[f~*[cl(U)]] N flimsup R] # 0.
Como f[f7[cl(U)]] C cl(U), se sigue que cl(U)N f[limsup R] # 0, que es una
contradiccion. ]
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Teorema 3.16. Sean X un continuo Hausdorff y R : D — 2% una red tal
que R(d) es conexo, para todo d € D. Siliminf R # (), entonces limsup R es
un subconjunto conexo de X.

Demostracion. Supoéngase que limsup R no es conexo, y sean A, B C X ce-
rrados, ajenos y no vacios tales que AU B = limsup R. Sin perder genera-
lidad, suponga que A N liminf R # (), elijanse puntos a € A N liminf R y
b € B Nlimsup R. Sean conjuntos abiertos U y V en X, ajenos tales que
ACcUyBcCV.AsilimsupRN (X — (UUV)) = 0. Como a € liminf R
v a € U, elijase n; € D tal que para todo m € D con m > nq, se tiene que
R(m)NU # 0. Sea n € D, elijase ny € D tal que ny > ny y ny > n; como
belimsup Ry b€V, existe m > ny tal que R(m) NV # (), ademés se tiene
que R(m)NU # 0, y como R(m) es conexo, entonces R(m)N(X—(UUV)) # 0.
Por el Teorema 3.14, se tiene que limsup RN (X — (U UV)) # 0, que es una
contradiccion. Por lo tanto, lim sup R es conexo. ]

Para concluir esta seccion, enunciamos una propiedad del limite superior,
para una red en el hiperespacio del hiperespacio de un continuo.

Teorema 3.17. Sean X un continuo Hausdorff y R : D — C(X) una red
que converge a A € C(X). Entonces A € limsup{C(R(d), X)}aep, y para
todo B € limsup{C(R(d), X)}aep, se tiene que A C B.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto en C(X) tal que A € Y. Como
la red R converge a A, entonces existe n € D tal quesim € D yn < m,
entonces R(m) € U. Sean s € D'y m € D tales que s < m y n < m, entonces
R(m) e Uy R(m) € C(R(m),X), por lo tanto U N C(R(m), X) # (. Esto
prueba que A € limsup{C(R(d), X)}aep-

Por otro lado, sea B € limsup{C(R(d), X)}4ep. Supéngase que existe
un punto a € A — B. Sean conjuntos abiertos U y V en X tales a € V
y UNV = 0. Note que (V,X) N C(X) es un conjunto abierto en C(X) y
A e (V. X)NC(X), se sigue que, existe dy € D tal que para todo m € D,
si m > dy, entonces R(m) € (V, X) N C(X). Ahora, note que (U) N C(X) es
un abierto en C(X) y B € (U) N C(X), como B € limsup{C(R(d), X)}4ep,
para dy € D, existe m € D con m > do y ((U) N C(X))NC(R(m), X) # 0.
Sea B,, € ((U)NC(X))NC(R(m),X). Se tiene que B,, CU, R(m) C B, y
R(m)NV # 0. Esto implica que U NV # (), que es una contradiccion. Por lo
tanto, A C B. ]
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4 Propiedad de Kelley

En 1942, J. L. Kelley introduce el concepto de propiedad de Kelley para
continuos, originalmente era conocida como Propiedad 3.2, en [8, pag. 26|,
que se enuncia a continuacion.

Definiciéon 4.1. Sean X un continuo con métrica d, se dice que X tiene la
propiedad de Kelley si para cada e > 0, existe § > 0 tal que para todo p,q € X,
si d(p,q) < 0, entonces para todo K € C'({p}, X), existe L € C({q}, X) tal
que H(K,L) < e.

En 1999, W. J. Charatonik |3, Definicion 2.1] y W. Makuchowski |12, pag.
124] extienden independientemente el concepto de propiedad de Kelley para
continuos Hausdorff, que se enuncia a continuacion:

Definicion 4.2. Sean X un continuo Hausdorff y un punto p € X, se dice
que X tiene la propiedad de Kelley en p, si para cada K € C({p}, X) y para
cada conjunto abierto U en C'(X) con K € U, existe un conjunto abierto U
en X con p € U tal que si ¢ € U, entonces existe L € C'({q}, X) NU. Se dice
que X tiene la propiedad de Kelley si tiene la propiedad de Kelley en cada
uno de sus puntos.

Primero se demostrara que las Definiciones 4.1 y 4.2 son equivalentes, en
continuos:

Teorema 4.3. Sea X es un continuo con métrica d. Los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

(1) Para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo p,q € X, si d(p,q) <
d, entonces para todo K € C({p}, X), existe L € C({q}, X) tal que
H(K,L) < <.

(2) Para cada punto p € X, para cada K € C({p}, X) y para cada conjunto

abierto U en C(X) con K € U, existe un conjunto abierto U en X con
p € U tal que si q € U, entonces existe L € C({q}, X)NU.
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Demostracion. Veamos que (1) = (2). Sean p € X, K € C({p},X) vy
U C C(X) abierto tal que K € U. Recordemos que H denota la métrica
de Hausdorff en C'(X). Sea ¢ > 0 tal que By(e, K)NC(X) CU. Sea § > 0
dada por (1), y sea U = B(d,p). Dado ¢ € U, se tiene que d(p,q) < 9,
entonces por (1) existe L € C'({q}, X) tal que H(K,L) < e. Se sigue que
L € By(e,K) CU, por lo tanto, L € C'({¢q}, X) NU.

Veamos que (2) = (1). Supongase que X es un continuo métrico que
satisface (2) y no satisface (1), es decir, existe ¢ > 0 tal que, para todo n € N,
existen puntos p,,q, € X y K,, € C({pn}, X) tales que d(p,, ) < % y para
todo L € C({¢n}, X) se tiene que H(K,, L) > . Pasando a subsucesiones,
podemos suponer que existen un punto p € X y K € C(X) tales que las
sucesiones {p, fnen ¥ {Gnnen ambas convergen a p y la sucesion {K,}nen
converge a K. Luego, p € K. Sea U = By(5,K) N C(X). Por (2), existe
U C X abierto tal que p € U y para todo g € U, existe L € C({q}, X) NU.
Sean € N tal que ¢, € U y H(K,, K) < 5. Asi, existe L € C({g.}, X) NU.
Se tiene que H(K,,L) < H(K,,K)+ H(K,L) < 5§+ § = ¢, que es una
contradiccion. Por lo tanto, todo continuo métrico que cumple (2), también
cumple (1). O

En el resultado siguiente se dan dos equivalencias a la propiedad de Ke-
lley, para continuos Hausdorff. La equivalencia de (1) y (3) fue probada por
R. Wardle para continuos en [17, (2.2) Theorem]|, por otro lado, W. J. Cha-
ratonik menciona, sin dar una prueba, que estos (1) y (3) son equivalentes
para continuos Hausdorff en [3, Proposition 2.3]. W. Makuchowski prueba la
equivalencia de (1) y (2) en [12, Theorem 11|. Para conveniencia del lector,
se expone una prueba completa de estas equivalencias.

Teorema 4.4. St X es un continuo Hausdorff, entonces las siguientes pro-
posiciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.

(2) Para cada subconjunto abierto U de C'(X) se tiene que | JU es un con-
Junto abierto en X.

(3) La funcion f : X — 26X definida por f(p) = C({p}, X), para cada
p € X, es continua.
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Demostracion. En esta prueba se consideran los hiperespacios 2% y 2¢(X)
por lo cual vamos a usar la notacion (- - - )yc(x) para referirnos a los abiertos
basicos de la topologia de Vietoris en 26(X),

Veamos que (1) = (2). Sean U un conjunto abierto en C'(X) y un punto
p € JU. Sea K € U tal que p € K. Por hipotesis, existe U C X abierto tal
que p € U y para cada g € U existe un subcontinuo L de X talqueq e L € U.
Note que U C |JU. Asi, [ JU es un conjunto abierto en X.

Para la implicacion (2) = (3), sea un conjunto abierto {4 en 2¢X) y sea p €

F7HYU]. Note que f(p) € U, esto es C({p}, X) € . Luego, existen conjuntos
abiertos, Uy, ...,U,, en C(X) tales que C({p}, X) € (U, ..., Up)q0x) C L
Por hipotesis, para cada i € {1,...,n} se tiene que |JU; es un conjunto
abierto en X. Como C({p}, X) NU; # (), para cada i € {1,...,n}, sea A €
C{p}, X)NU;, luego p € A € U;, de donde p € A C |JU;, esto implica que
p e JU;, para cadai € {1,...,n}.

Sean W = U, U---UU, y sea el conjunto V' = {v € X : C({v}, X) C W}.
Vamos a probar que V' es una vecindad del punto p. Para esto primero veamos
que

C(X) = WUU{(U) NC(X): U es abiertoen X,p ¢ Uy p € int(X —U)}.
(1)

En efecto: note que C({p}, X) C W. Por otro lado, si A € C(X)y A ¢
C'({p}, X), sean conjuntos abiertos, U y V', en X ajenos tales que A C U y
peV.Deaqui, Ac (U)NC(X)ypeV Cint(X —U). Asi, la ecuacion (1)
esta probada.

Por otro lado, de la compacidad de C(X) existen k € Ny Uy, ..., Uy
conjuntos abiertos de X tales que p € int(X — U;), para cada i € {1,...,k}

y
C(X)=WuU U((Ui) NC(X)).

Observe que p € int(X —{J¥_, U;). Ahora, veamos que si v € int(X —J_, U),
entonces C({v}, X) C W. En efecto, sean v € int(X — J\_,U;) y B €
C({v}, X). Note que si B € (U;), entonces v € U;, de donde B ¢ |JI_, ((U;) N
C(X)), por lo cual B € W. Esto prueba que C'({v}, X) C W, para cada
v e int(X — U, U;). Luego, V' es vecindad de p.

Matematicas y sus aplicaciones 13, Capitulo 4, paginas 55-71



Sobre redes en hiperespacios de continuos Hausdorff y la propiedad de
Kelley 69

Ahora, sea V = V' N (N, (UU;)). Se tiene que V' es una vecindad de p
en X. Sean un punto v € V' y vamos a probar que f(v) € (Ui, ... ,Up)scx).
Note que v € V.C V'. De donde C({v}, X) C W =U, U---UU,. Por otro
lado, sea i € {1,...,n}, como v € V C (N, (UU,), se tiene que v € JU;
por lo cual existe D € U; tal que v € D € U;. Esto es D € C({v}, X) y
D € U;, para cada i € {1,...,n}. Esto prueba que C({v}, X) NU; # ), para
cada i € {1,...,n}, es decir, f(v) NU; # 0, para cada i € {1,...,n}. Asi,
fv) € Uy, ... ,.U)s0x), luego f(v) € Y. Por lo tanto, f~[4] es un conjunto
abierto en X.

Veamos que (3) = (1), sean p € X, K un subcontinuo de X con p € Ky
U un conjunto abierto en C(X) tal que K € U. Veamos que C({p}, X) €
(U,C(X))ycx), en efecto, como C({p},X) C U U C(X) = C(X), K €
C({p}, X)nUy K € C({p}, X)NC(X) = C({p}, X). Sea U = f~![U,C(X))
sox)], entonces U es un conjunto abierto de X tal que p € U. Sea ¢ € U,
entonces f(q) € (U,C(X))q0x), de donde C({q}, X) = f(q) intersecta a U.
Sean L € C({q}, X)NU, asiq € Ly L € U. Por lo tanto, X tiene la propiedad
de Kelley. [

Por [17, Theorem (4.3)], la propiedad de Kelley se preserva por funciones
sobreyectivas y confluentes en continuos, para concluir este capitulo, enun-
ciamos la siguiente pregunta:

Pregunta 4.5. ;Podria ser aplicada la maquinaria de redes para generalizar
el resultado [17, Theorem (4.3)] a continuos Hausdorff?
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Capitulo 5

Estabilidad oscilatoria en espacios de Banach y
teoremas de tipo Ramsey

Salvador Garcia Ferreira y Ana Caren Hernandez Soto
CCM, UNAM

Resumen

En este articulo panoramico, presentaremos equivalencias del Teorema de
Ramsey en el contexto de espacios de Banach. Para ello introducimos la
nocion de “(k, )-oscilacion estable” de una sucesion normalizada en un
espacio de Banach. Como consecuencia de este resultado se probara que
el Teorema de Ramsey es equivalente al Teorema de Brunel-Sucheston.
Ademas, introduciremos otros tipos de estabilidad oscilatoria con respec-
to a ciertas familias de subconjuntos finitos de N (Barreras y Particiones
Especiales) y estableceremos sus conexiones con teoremas de tipo Ramsey
conocidos.

1 Introduccion

En algunas ramas de las mateméaticas modernas la Teoria de Ramsey ha mos-
trado ser una herramienta poderosa. De manera general, los resultados en esta
teoria tipicamente son de la forma: para cierta funciéon f, cuyo contradominio
es finito, se puede encontrar una especie de subestructura infinita tal que la
restriccion de f a la subestructura es constante. A simple vista no es posible
ver una conexion entre la Teoria de Ramsey y la Teoria de Espacios Banach.
Sin embargo, se han encontrado aplicaciones de los Teoremas de tipo Ramsey
al estudio de los espacios de Banach. Algunas de estas aplicaciones y nuevas
direcciones se pueden consultar en los libros “Ramsey Methods in Analysis”
[1] y “Teoria de Ramsey y Espacios de Banach” [6]. Un ejemplo de ello es
la demostracion encontrada por J. Farahat [10] del famoso Teorema de Ro-
senthal sobre ¢; [18], el cual asegura que cualquier sucesion acotada (z;);en
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en un espacio de Banach posee una subsucesion (y;);en tal que alguna de las
siguientes condiciones se cumple: la subsucesion (y;);en es débilmente Cauchy
o la subsucesion (y;);en es equivalente a la base canodnica de ¢;. Por otro lado,
a mediados de la década de los 70’s, A. Brunel y L. Sucheston [2| proba-
ron que toda sucesion bésica normalizada dentro de un espacio de Banach
tiene una subsucesion “asintéticamente” subsimétrica que, de hecho, produce
lo que ahora se conoce como modelo disperso. La prueba de este resultado
consiste en la aplicacion recursiva del Teorema de Ramsey y un proceso de
diagonalizacion. Los modelos dispersos mantienen una estrecha relacion con
la sucesion inicial a través de la cual son construidos. Una de las propiedades
més importantes de estos es que son finitamente bloque representables en la
sucesion inicial. En otras palabras, para cada n € Ny € > 0 podemos hallar
una subsucesion con longitud n del modelo disperso que es (14-¢)—equivalente
a la subsucesion finita formada por los primeros n elementos de la sucesion
generadora. De hecho, es por medio de ellos que se obtiene el Teorema de
J.L. Krivine [16] sobre la representabilidad finita de alguno de los espacios
¢y, para 1 < p < 00, y ¢p en cualquier espacio de Banach con sucesion basica.
Observemos que, en realidad, el vinculo entre la Teoria de Ramsey y los es-
pacios de Banach se encuentra en las propiedades de las sucesiones de dichos
espacios. En el contexto de subsucesiones bloque de una sucesién basica se
puede mencionar el Teorema de Zippin como una aportacion sobre la conduc-
ta de las sucesiones. Este teorema afirma que si (;);en €s una sucesion basica
equivalente a cada una de sus subsucesiones bloque normalizadas, entonces la
sucesion (z;);en es equivalente a la base candnica de ¢y 0 existe un 1 < p < oo
tal que (x;);en es equivalente a la base canodnica de £,,.

Este es un articulo panorédmico cuyo objetivo es que el lector conozca algu-
nas aplicaciones de los teoremas de tipo Ramsey al estudio de ciertos espacios
de Banach. El primer resultado que mostraremos es una prueba detallada de la
equivalencia entre el Teorema de Ramsey y el Teorema de Brunel-Sucheston,
la cual aparece en el articulo no publicado [3]. Para esta labor introduciremos
las nociones de (k,e)—oscilacion estable y k—oscilacion asintotica estable de
una sucesion normalizada en un espacio de Banach, las cuales nos conducen
a una nueva aproximacion del Teorema Brunel-Sucheston. Estableceremos la
equivalencia del Teorema de Ramsey para cada [N]¥, con k € N, y la pro-
piedad de (k,e)—estabilidad oscilatoria de una subsucesion de una sucesion
normalizada. Como se mencion6 anteriormente las subsucesiones bloque son

Matematicas y sus aplicaciones 13, Capitulo 5, paginas 73-187



Estabilidad oscilatoria en espacios de Banach y teoremas de tipo Ramsey 75

importantes en el estudio del comportamiento de las sucesiones de un espacio
de Banach, de aqui que generalicemos los conceptos de oscilacion antes nom-
brados empleando subsucesiones bloque normalizadas con la particularidad
de estar determinadas por bloques de barreras en N. Presentaremos la cone-
xion de estas nuevas propiedades de estabilidad oscilatoria con los teoremas
de tipo Ramsey que involucran bloques de barreras. Las nuevas nociones de
oscilacion bloque estable y oscilacion bloque asintoticé estable nos conduciran
a considerar nuevos modelos del tipo de Brunel-Sucheston. Los resultados que
involucran los nuevos conceptos forman parte del articulo [12]. Una genera-
lizacion del Teorema de Ramsey y del Teorema de Hindman es el teorema
conocido como Teorema de Hindman-Milliken [17]. El cual nos guia, de ma-
nera anéloga, a nuevas propiedad del tipo estabilidad oscilatoria mediante el
uso de bloques de sucesiones normalizadas determinadas por particiones es-
peciales y en consecuencia se obtiene otro tipo de modelo disperso, inspirados
en los “strong asymptotic models” del articulo [14].

Para entender los resultados de este trabajo sin la necesidad de consul-
tar otra fuente, incluiremos las nociones y técnicas basicas indispensables,
distribuidas de la siguiente manera:

2. Preliminares.
3. Teorema de Ramsey y Teorema de Ramsey para Analistas.
4. Barreras.
5. Teorema de Ramsey en Bloques de Barreras para Analistas.
6. Bases de Schauder.
7. Conjuntos Normantes en (cop, || - ||oo)-
8. Estabilidad Oscilatoria.
9. Modelo disperso.
10. Teorema de Hindman-Milliken.
11. Espacio de Tsirelson.

12. Preguntas abiertas.
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En la segunda seccion recordaremos algunas definiciones, notaciones y
resultados tanto del Analisis Funcional como de la Teoria de Conjuntos, los
cuales usaremos a lo largo de este texto.

En la tercera parte se enuncia el Teorema de Ramsey junto con su demos-
tracion. Ademas, se introduce una version de este teorema para coloraciones
por elementos de un espacio métrico totalmente acotado, conocido como el
Teorema de Ramsey para Analistas, el cual induce un tipo de convergencia
para coloraciones a un espacio métrico.

La cuarta seccion se destina a la introduccion de las nociones de barrera y
de bloques de barreras. Estas nos permiten extender el Teorema de Ramsey
a dichas familias. Ademas, daremos propiedades combinatorias que nos seran
utiles en las secciones posteriores.

De igual forma que el Teorema de Ramsey, en la quinta secciéon, se plan-
tea una version analista del Teorema de Ramsey para bloques de barreras
coloreados con los elementos de un espacio métrico totalmente acotado. El
cual también proporciona un tipo de convergencia para las coloraciones cuyo
dominio es una familia de bloques de barreras y cuyo codominio es un espacio
métrico.

En este trabajo estudiaremos principalmente las bases de Schauder para
un espacio de Banach. Por lo cual se presentaran, en el sexto apartado, algunos
resultados que faciliten la comprension y uso de las bases de Schauder.

En la séptima seccién se plantea una técnica para construir espacios de
Banach a partir del espacio normado (cgp, || - ||s), cuya peculiaridad radica en
que el espacio resultante usualmente posee como base de Schauder a la base
canodnica del espacio vectorial cgg. Al final de esta seccién se da a conocer una
clase de espacios de Banach que conecta a los conjuntos normantes y a las
barreras en su generacion.

Empezaremos la octava seccion con el concepto de (k, e)—oscilacion esta-
ble y probaremos que esta propiedad es equivalente al Teorema de Ramsey
para [N]*. Posteriormente, dicha nocién sera generalizada empleando una fa-
milia de bloques de barreras en N, y desmostraremos su equivalencia con el
Teorema de Ramsey en Bloques de Barreras.

En el noveno apartado partiendo de la (k, £) —oscilacion estable abordamos
el Teorema de Brunel-Sucheston. Siguiendo con la tendencia de este trabajo,
introduciremos la idea de modelo asintético por bloques, determinado por
una sucesion de barreras en N, que generaliza al modelo disperso. Al final de
este apartado daremos ejemplos.
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Siguiendo con la motivaciéon generada por la traslacion del Teorema de
Ramsey al Analisis Funcional, en la décima seccion, recurriremos al Teore-
ma de Hindeman-Milliken para estudiar la conducta asintotica de algunas
subsucesiones bloque normalizadas de sucesiones normalizadas de espacios de
Banach.

En la onceava seccién presentamos uno de los espacios de Banach més re-
levantes del Analis Funcional, conocido como el Espacio de Tsirelson. Proba-
remos algunas de sus propiedades significativas y observaremos que su norma
se puede obtener a partir de un conjunto normante de (cgo, || - ||o0)-

Finalmente, proponemos algunos temas de investigacion que se pueden
llevar a cabo posteriormente.

2 Preliminares

Dado un conjunto infinito X, denotaremos a la familia de todos los subcon-
juntos infinitos numerables de X como [X]“, y para k € N ponemos [X]* :=
{sCX:|s|=k}, [ X|¥F ={sC X :|s|<k}y[X]F:={sC X :|s| <k}
Para nuestros propositos seréd ttil no consideraremos al cero como elemento
de los numeros naturales. La enumeracién creciente de un conjunto infinito
M € |[N]“ serd {m; : i € N}. Asimismo si M € [N]* y n € N, entonces
M/n:={me M :m>n}.

El simbolo FIN denotara la familia de todos los subconjuntos finitos
de N. Para especificar los elementos de un s € FIN escribiremos s =
{s(1),...,s(|s|])} de manera estrictamente creciente. Si s,t € FIN, enton-
ces decimos que “s es menos que t” y escribimos s < t si se cumple que
max(s) < min(t), es decir, s(|s|) < t(1). En el caso s = {n}, para algin
n € N, podemos escribir simplemente n < t. Ademas, s C t significara que
s es un segmento inicial de ¢, y cuando s < ¢t denotaremos por st a s U t.
Sis € FIN y M € [N]“, entonces s T M también significara que s es
segmento inicial de M. Una sucesion (s;);ey de FIN es sucesion bloque si
§1 < 89 < o8 < e

Para cada 7 € N, el simbolo e; denotara al vector (eé)jeN en RY donde
e5 = 6;; (la delta de Kronecker) para todo j € N. La sucesion (e;)ien sera
llamada la base candnica de RY. En el caso finito, para cada k € N, el conjunto
{e1,- -+, e} denotara a la base canoénica de R*. Para cualquier x = (1;);ey €
RY definimos su soporte como suppg(z) = {i € N: x; # 0}.
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La completacion de un espacio normado (X, || - ||) serd denotada cuando
sea necesario por (X, || - ||). En este articulo trabajaremos exclusivamente con
espacios de Banach reales y de dimensién infinita. La esfera unitaria de un
espacios de Banach (X, || - ||) se denotaras por S(X) := {z € X : ||z| = 1}
y su bola unitaria cerrada por By(X) := {z € X : ||z|| < 1}. El espacio
dual de un espacio de Banach (X, || - ||) se escribird X* o (X, || - ||)* cuando se
desee hacer énfasis en la norma. Una sucesion (z;);en de un espacio de Banach
(X, |l ) se llama normalizada si ||x;|| = 1 para cada i € N. Por conveniencia,
cada subsucesion (z,,, );en de una sucesion (z;);eny también se puede expresar
como (x;)iem, donde M = {m; : i € N}. Para todo subconjunto ¥ de un
espacio de Banach (X, || - ||), el simbolo (Y') denotara al subespacio vectorial
de X generado por Y. Mientras que [Y] representara la cerradura topologica
de (Y) en (X, - ||). La norma de una funciéon acotada (continua) 7' : X —
Y, entre dos espacios de Banach, sera denotada por ||T'|| y recordamos que
IT(x)lly < ||IT|| - |lz|x para todo x € X y ||T|| = sup{||T(z)|x : € S(X)}.

Ejemplo 2.1. Algunos de los espacios cléasicos de Banach a los que recurri-
remos con frecuencia son los siguientes:

1. Para cada nimero real p € [1,00), el espacio vectorial ¢, = {z =
(2;)ien € RY 1 307 |24]P < 00} con la norma

o0

lelle, = (3 Jail?) .

=1

2. El espacio vectorial ¢y = {z = (2;)ien € RY : 2; — 0} con la norma del
supremo
||| o = sup{|z;| : i € N}.

Dados un espacio métrico (X,d) y € > 0, la bola abierta de centro x € X

y radio r > 0 se denotara por B, (z).

Definicién 2.2. Una e-red de un espacio métrico (X, d) es una sucesion finita
de puntos {zg, ..., x,} de X tal que X = |J,_,, B:(x;). Decimos que un espacio
métrico X es totalmente acotado si X tiene una e-red para toda £ > 0.

En la seccion de Barreras necesitaremos algunas nociones y resultados
sobre conjuntos bien ordenados que a continuacién presentamos.
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Recordemos que para cada conjunto bien ordenado (A, <), existe un tnico
isomorfismo de orden de (A, <) a un ntumero ordinal, al cual se le denomina
tipo de orden de (A, <) y lo denotamos como ord(A).

Teorema 2.3. Dados (A, <) un conjunto bien ordenado y B C A tales que
existe un isomorfismo de orden f : A — B. Entonces a < f(a) para toda
a € A.

Demostracion. Consideramos D := {a € A : f(a) < a}. Si D = {), enton-
ces hemos terminado. Por otro lado, supongamos que D # (). Como A es
un conjunto bien ordenado, resulta que D contiene un elemento minimo d.
Ademas, f(d) < d ya que d € D. Aplicando el isomorfismo de orden se tiene
que f(f(d)) < f(d). Por lo tanto, f(d) € D, una contradiccion a la existencia
de un tnico elemento minimo. En consecuencia D = (). [

Teorema 2.4. El tipo de orden de un conjunto bien ordenado (A, <) no es
igual al tipo de orden del segmento inicial #(a) = {b € A : b < a} para
cualquier a € A.

Demostracion. Supongamos que existe a € A tal que ord(A) = ord(#(a)),
es decir, existe un isomofismo de orden f : A — .#(a). Notemos que f(a) €
< (a) implica que f(a) < a, por definiciéon de segmento inicial, pero esto
contradice el Teorema 2.3. ]

No es dificil que el lector se convenza del siguiente hecho.

Teorema 2.5. Sea (A, <) un conjunto bien ordenado. Si {P;}! | es una par-
ticion finita de A tal que para cualquier i < n se satisface que a; < a;y1 para
toda a; € P; y toda a;11 € Piyq, entonces ord(A) = > 7" ord(P;).

Aquellas nociones y resultados que usaremos y no hemos mencionado el
lector los podra consultar en libros bésicos del tema correspondiente.

3 Teorema de Ramsey y Teorema de Ramsey
para Analistas

La Teoria de Ramsey es una de las herramientas mateméaticas mas importan-
tes en la Combinatoria Finita. Esta teoria se deriva de un resultado clésico
de F.P. Ramsey que data de 1928, conocido con el nombre de Teorema de
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Ramsey. En esta seccion hablaremos de este teorema y su relacion con el Ana-
lisis Matemaético. Para comodidad del lector, damos una demostracion de este
famoso teorema el cual habla sobre coloraciones y conjuntos monocromaticos.

Definicion 3.1. Dados k, g € N, una coloracion finita es una funcién
g NP — {1, g}

Decimos que M € [N]* es monocromdtico, bajo la coloracién ¢ : [NJ¥ —s
{1,...,q}, si existe i < ¢ tal que [M]* C o7 1(i).

Actualmente el Teorema de Ramsey tiene muchas variaciones y generali-
zaciones, enseguida enunciamos una de las mas comunes y que utilizaremos
en este trabajo.

Teorema 3.2 (de Ramsey). Sean N € [N|“ y k,q € N. Para cada coloracion
finita ¢ : [N]¥ — {1,...,q} existe M € [N]* tal que M es monocromdtico.

Demostracion. La prueba serd por inducciéon sobre k. Para el caso k£ = 1
el resultado es evidente. Ahora, supongamos que el teorema es valido para
k € N. Probemos que se cumple para k + 1. Para ello consideremos una
coloracion finita arbitraria

@ [Nt — {1,...,q}.

Después, para cada n € N, definimos ¢,, : [N/n]¥ — {1,..., ¢} mediante la
regla
©n(8) = p({n} U s) para cada s € [N/n]".

Sean My := N y mg := min(Mj). Por la hipotesis de induccién, encontramos
un conjunto monocromatico M; € [My/my]® bajo la coloracion finita @,y .
Sean m; := min(M;) e i; < q el color elegido por el conjunto monocroméatico
[M;]*. Para el paso de recursién suponemos que para cada 0 < j < n, con
n € N, hemos encontrado M; € [N|* e i; < ¢ tal que M; € [M;_1/m;j_1]*,
mj = min(M;) y [M;]* C ¢l (i;). Aplicando la hipétesis de induccion a la
coloracioén finita

¥my r[Mn/mn]k [Mn/mn]k — {17 s 7q}7

se obtiene un conjunto infinito M,,; € [M,/m,]* de tal modo que [M,]*
sea monocromético bajo la coloracion finita ¢, [[ar, /m,x con color i, 11 < q.

Matematicas y sus aplicaciones 13, Capitulo 5, paginas 73-187



Estabilidad oscilatoria en espacios de Banach y teoremas de tipo Ramsey 81

De este modo se obtiene una sucesion (M;);en de conjuntos infinitos en N,
una sucesion (m;),ey estrictamente creciente en N y una sucesion (i;);en en
{1,...,q} tales que [M;]* C (@m, , [(ag, 1 m,_ s )_l(ij). Consideramos el
conjunto infinito M’ = {m, : i € N} y la coloracion finita

o M) —{1,...,q}

dada por la férmula ¢'(s) = i, 41 donde min(s) = my, y ¢; € N para toda
s € [M']¥. Usando nuevamente la hipotesis inductiva, existe M € [M’]* tal
que [M]* es monocromético bajo la coloracion finita ¢'. Fijemos s,t € [M]**1]
entonces tenemos que

(5) = Pmin(s) (s \ {min(s)}) = ir.11 Y @(t) = Gmin(n (¢ \ {min(t)}) =i 41.

Pero como s\{min(s)},t\{min(¢)} € [M]* y [M]* es monocromatico bajo la
coloracién ¢, se cumple que i, 11 = 4,4 1. Esto muestra que el conjunto [M]**!
es monocromatico bajo la coloracion inicial ¢ tal y como se deseaba. ]

Para propositos futuros es suficiente suponer que ¢ = 2 tal y como se
establece en el siguiente lema.

Lema 3.3. Sean k,q € N y N € [N]¥. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) Para toda coloracion finita o : [N]¥ — {1,2} existe M € [N]“ tal que
M es monocromdtico

(2) Para toda coloracion finita 1 : [N]¥ — {1,...,q} existe M € [N]“ tal
que M es monocromdtico.

Demostracion. (1) = (2). Consideremos una coloracién arbitraria ¢ : [N]¥ —
{1,...,q}. Para cada n < ¢ definamos la funcién ¢, : [N]¥ — 2, en el ele-
mento s € [N]*, como

2 en otro caso

on(s) = {1 si(s) =n

Por comodidad ponemos M, := N. Debido a la hipotesis existe un conjunto
monocromatico M; € [My]¥ bajo la coloracién ¢; con color i; < 2. Si iy =
1, entonces M; es un conjunto monocromatico bajo ¢ con color 1, por lo
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cual hemos terminado la demostracion. Supongamos que i; = 2. Aplicando
la hipdtesis se obtiene un conjunto monocromatico My € [M;]¥ con color
iz < 2, bajo la coloracion s [[ag)x. Siip = 1, entonces My es un conjunto
monocromatico bajo ¥ y su color es 2. En el caso i3 = 2, nuevamente, por
hipotesis podemos encontrar un conjunto monocromatico Ms € [M]¥ con
color i3 < 2 bajo la coloracion 3 [(p,)x. Asf sucesivamente este procedimiento
se puede repetir hasta ¢ — 1 veces. De aqui podemos suponer que i; = 2
para cada 1 < j < ¢ — 1. Entonces (M, 2]*) C {q — 1,q}. Por hipotesis
encontramos un conjunto monocromatico M, ; € [M, 5]* bajo la coloracién
¥ I,_o)r- Siendo asi M, _; el conjunto deseado que elige color ¢ —1 o g.

(2) = (1). Esta implicacion es inmediata. O

De manera més general, es posible usar los elementos de cualquier conjunto
X, no vacié, para colorear al conjunto [N]* donde k es cualquier ntimero
entero positivo, simplemente se selecciona una funcién ¢ : [N]¥ — X. Dicha
generalizacion y el Teorema de Ramsey (Teorema 3.2) inducen un resultado
conocido como el Teorema de Ramsey para Analistas, el cual fue formulado
por primera vez en las notas de Th. Schlumprecht [20] que se pueden consultar
facilmente en internet.

Teorema 3.4 (de Ramsey para Analistas). Sean (X, d) un espacio métrico
totalmente acotado, N € [N]* y k € N. Para cada coloracion ¢ : [N]F — X
y cada € > 0 existe M € [N tal que

d(p(s), (1) <e
sis={s(1),...,s(k)}, t ={t(1),...,t(k)} € [M]".

Demostracion. Es suficiente probar el resultado para N = N, ya que existe
una biyeccion entre N y N que preserva el orden creciente de ambos conjuntos
para toda N € [N]“. Sean (X, d) un espacio métrico totalmente acotado y
k € N. Fijamos una coloracién ¢ : [N]¥ — X y ¢ > 0, ambos arbitrarios. De
acuerdo a la hipoétesis, podemos encontrar zi,...,z, en X, para algin ¢ € N,
tal que X = {J,, Bz (;). Definimos los conjuntos

Ay = Bg(r1) y Ai = Bg () \ (UB%(QZJ)) para cada 1 < i <gq.

£
2
j<i
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Entonces la familia {A; : i < ¢} es una particion finita de X. Ahora, conside-
remos la funcion ¢ : X — {1,..., ¢} definida como

¢(x) =isix € A; para algun i < g.
Es claro que ¢ esta bien definida y que

poyp: [NF —{1,...,q}

es una coloracion finita. El Teorema de Ramsey (Teorema 3.2) nos garantiza
la existencia de un conjunto monocromatico M € [N]“ es decir, para algin
i < q resulta que [M]* C (¢ o p)71(i) = o 1 (¢71(i)). Lo cual implica que
@([M]*) € ¢7'(i) = A; € B (z;). En consecuencia se obtiene que

d(e(s), p(t) <e

para todo s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [M]*, tal y como se
deseaba. O

A continuacién presentamos una version asintotica del Teorema de Ram-
sey para Analistas.

Corolario 3.5. Sean (X,d) un espacio métrico totalmente acotado y k € N.
Para cada coloracion ¢ : [N]¥ — X y cada sucesion e; \, 0, existe M = {m; :
i € N} € [N]¥ tal que para todo s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} €
[M]* se cumple que

d(p(s), (1)) < e,

donde min{s(1),t(1)} = my, para algin ¢ € N.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico totalmente acotado y k € N.
Consideremos una coloracién ¢ : [N]¥ — X y una sucesion e; N\ 0, arbitra-
rias. Por el Teorema 3.4, existe un conjunto M; € [N]“ tal que d(¢(s), (1)) <
g1 para todo s,t € [M;]*. Pongamos m; := min(M;). Aplicando el Teorema
3.4 recursivamente a ¢ [[as,/m, ¢ Y @ €41 para cada ¢ € N, obtenemos una su-
cesion (M;);en de conjuntos infinitos de N y una sucesion (m;);en de numeros
naturales tales que:

1. m; := min(M;) para toda ¢ € N.
2. My € [N]¥y M;yy € [M;/m;]* C [M;]¥ para cada i € N, lo cual implica

que m; < m;y1 para toda ¢ € N.
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3. Se cumple que d(p(s), p(t)) < €;11 para todo s,t € [M;,]".
Sea M :={m; :i € N}. Si s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [M]F,
entonces s,t € [M,]¥ donde min{s(1),(1)} = my para algin ¢ € N. En
consecuencia se tiene que

d(p(s), (1)) < e

Por lo tanto, M es el conjunto buscado. O

Veamos que el Teorema de Ramsey para Analistas nos proporciona un
tipo de convergencia de coloraciones a espacios métricos, que formalmente se
establece de la siguiente manera:

Definicion 3.6. Sean (X, d) un espacio métrico, M € [N]* y k € N. Decimos
que una coloracion ¢ : [M]* — X converge a z € X si para cada ¢ > 0
existe £ € N tal que
d(p(s),x) <e,
para todo s = {s(1),...,s(k)} € [M/{]*. Esta convergencia la denotaremos
por el simbolo
lim e({s(1),...,s(k)}) = =
[M]*3{s(1),...,s(k) }—o00

En algunos articulos la convergencia de una coloracion ¢ : [M]¥ — X,

en el sentido de la definicién anterior, se expresa de la forma
lim lim ---. Ilcim o({s(1),...,s(k)}) =z,
—00

s(1)—o00 s(2)—00 s(k)

pero se debe tener precaucion para no confundirla con la convergencia iterada
ya que no son equivalentes, como se ejemplifica a continuacion.

Ejemplo 3.7. Consideremos la corolacion ¢ : [N]*> — R que satisface la
regla
n1+no 1 1 2
o({n1,n2}) = (—1) (— + —) para cada {n1,n2} € [N]°.
nq N9
Dado ¢ > 0, existe £ € N tal que ¢ > % Entonces

o({n.na}) — 0] = \(—1)”1“‘2(”11 " n%)\
1

1
= — + — < ¢ para todo {ni,ny} € [N/£]%
nq N9
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Lo cual significa que

lim o({ni,na}) =0.

INJ*3{n1,n2}—0c0

Por otra parte, fijamos n; € N y observamos que

1 1 1
I -1 ni+2k/ — ) = (=)
kg]go( ) <n1 + 2k> (=1) n Y
lim (_1)”1+(2k*1)(i + 1 ) — (_1>n1+1i_
k—oo n 2k—1 n

Esto implica que lim (—1)"*"2 (nL +-L) no existe. Por consiguiente, el limite
ng—00 1 N2

iterado de ¢({n1,n2}) tampoco existe.

Las coloraciénes sobre espacios métricos en general no convergen, por
ejemplo consideremos el conjunto de los nimeros naturales con la métrica
discreta y la coloracion ¢ : [N]?> — N definida como ¢(s) = max(s) para
cada s € [N]2. El siguiente resultado nos asegura que toda coloracién a un
espacio métrico compacto posee una restriccion convergente.

Corolario 3.8. Sean (K,d) un espacio métrico compacto y k un nimero
entero positivo. Para cada N € [N]* y cada coloracion ¢ : [N]¥ — K existen
M e [N]* yx € K tal que

lim s(1),...,s(k)}) = x.
[M]F3{5(1),...,s(k)} o0 ({s(1) (k)1
Demostracion. Sean (K, d) un espacio métrico compacto y k € N. Sin pérdida
de generalidad, podemos tomar ¢ : [N]¥ — K una coloracion arbitaria. Por

el Corolario 3.5 , hallamos M = {m, : i € N} € [N]“ tal que para cualesquiera
s={s(1),...,s(k)}, t = {t(1),... . t(k)} € [M]* resulta que

donde min{s(1),¢(1)} = my para algtn ¢ € N. Por otro lado, como K es
compacto y la familia {clx ({¢(s) : s € [M/j]¥}) }jeN cuenta con la propiedad
de interseccion finita, podemos encontrar un punto

v € (el ({p(s) s € [M/f]*}).

JEN
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Ahora, mostremos que la coloracion ¢ : [M]¥ — K converge a x. Dado
e > 0, existe £ € N tal que 5; < £. Como z € clg({©(s) : s € [M/my_1]*}),
entonces existe ¢ € [M/my_1]* tal que d(p(t),z) < 57. Por lo cual se concluye

que

U

d(e(s), ) < d(p(s)

S
—~
=
—+
U
—
©
—~
=
8
~—

para todo s € [M/my,_4]*. H

4 Barreras

En la literatura reciente se han utilizado ciertas familias de subconjuntos fini-
tos de N para dotar a ¢y de una norma peculiar que al tomar su completaciéon
obtengamos un espacio de Banach con base de Schauder satisfaciendo ciertas
propiedades predeterminadas. Entre estas familias sobresalen las barreras, un
objeto matematico que se introducira en esta secciéon y que es esencial en el
desarrollo de este trabajo.

En lo que resta del articulo usaremos la siguiente notacion:

Si F es una familia de subconjuntos finitos de N, M € [N]¥ y s € FIN,
entonces

Fs={teFIN:s<tys teF}y
.FrM:{tE.Flth}

son dos tipos de restricciones de F. Consideremos al conjunto F'/N como un
subespacio topolégico del conjunto de Cantor, via las funciones caracteristi-
cas. De esta forma F denota la clausura topologica de F C FIN. Asimismo,

para cada F C FIN consideraremos otros dos tipos de clausura: la clausura
“hacia abajo” con respecto a la inclusion C,

7&:{tEF[N:tgsparaalgﬁnse]:}, y
la clausura “hacia abajo” con respecto a la relacion C,

fE:{teFIN:thparaalgﬁnsef}.
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A continuacion presentamos una propiedad importante de la Teoria de
Nash-Williams que posee una notoria relacion con el Teorema de Ramsey
(Teorema 3.2).

Definicion 4.1 (Nash-Williams). Dada una familia F C FIN, decimos que
F tiene la Propiedad de Ramsey si para cada coloracion ¢ : F — {1,...,q},
donde ¢ € N, existe un conjunto M € |[N]¥ tal que a lo mas una de las res-
tricciones ¢ (1) Tar, 0 2(2) Tars - -+, @ 2(q) [ar es no vacio. En particular, F
posee la Propiedad de Ramsey no nula si existe M € [N]“ tal que exactamente
una de las restricciones es no vacio.

Ahora, enunciemos las condiciones que un subconjunto de FIN debe cum-
plir para que se denomine barrera.

Definicion 4.2. Dado un conjunto N € [N]¥, una coleccion B C FIN no
vacia es una barrera en N si:

i) s,t€ Bys#t, entonces s Ctytgs.
ii) Para cada M € [N]“ existe un s € B tal que s C M.

Los ejemplos mas simples de barreras son:

Ejemplo 4.3. 1. Paracadak €e Ny N € [NJ*, [NJ) = {s C N : |s] =
k} es una barrera en N.

2. La barrera de Schreier, S = {s € FIN : |s| = min(s)}.

Directamente de la definicion de barrera se concluye su unicidad bajo
contencién como enseguida lo veremos.

Lema 4.4. Si By y By son barreras en algin N € [N]* tal que By C Bs,
entonces By = Bsy.

La estructura de barrera se preserva bajo ciertas restricciones y puede
generar nuevas barreras tal como lo establece el siguiente resultado.

Lema 4.5. Sea B C FIN una barrera en N € [N]“.
1. Para todo M € [N]“, el conjunto B [y es una barrera en M.

2. Para cada s € FIN \ B, el conjunto By es una barrera en N/ max(s).
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3. A la barrera B se le puede asociar una barrera en N: Si{n; : i € N} es la
enumeracion creciente de N, entonces By := {{i € N:n; € s} : s € B}
es una barrera en N.

Por la tercera propiedad del lema anterior, toda barrera puede ser consi-
derada una barrera en N.

Veamos que es posible construir nuevas barreras a partir de otras barreras.
Para ello se usa la operacion que se describe a continuacion: Si £k € N y
Bi,...,B, C FIN, entonces

k
@Bi ={s17 8 T Vi<k(s; €B)y s <Sg< - < Sk}
i=1

Lema 4.6. Sean k € N y By,..., By C FIN barreras en N € [N]“. Entonces
: k
el conjunto @@,_, B; es una barrera en N.

Demostracion. Basta con probar el caso k = 2. Fijemos M € [N]“, como B;
es barrera en N entonces existe s € By tal que s © M. Tomemos m := méx(s).
Gracias a la definicién de barrera y a que M/m € [N]*, podemos encontrar
t € By que satisface que t © M/m. Por lo tanto, hallamos st € @2:1 B; tal
que s~ t £ M. Ademés, supongamos que existen s1 " s9,t1 ty € @i:1 B; tal
que s;” sy C t1 " ty. Entonces alguna de las siguientes condiciones se cumple:

(i) 51782 Cty,
(i) s17s2 Cta, y
(ili) s17saNt; # (O parai=1,2.

Si (i) o (ii) se cumple que s; C t; 0 5o C t, respectivamente, lo cual contradice
la definicion de barrera. Para el caso (iii) se tiene que s; C t; 0 55 C t9 ya que
s1 < S92 y t1 < tg, nuevamente una contradiccion a la definicién de barrera.
De todo lo anterior podemos concluir que @le B es una barrera en N. [

Es fécil ver que para cualquier N € [N]* y cada sucesion finita (n;)%_; de
nameros naturales resulta que @L[N | = [N]mtnettne

Otra propiedad relevante de las barreras, que enseguida exponemos, es la
conexion entre sus clausuras: topologica, respecto a la inclusion y respecto al
segmento inicial.
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Lema 4.7. Si B es una barrera en N, entonces B-=B =B

G #E ~ 7S
Demostracion. Sea B una barrera en N. Vamos a probar que B~ C B~ C
—_— —=C . . —C —C
B C B~. De manera inmediata se observa que B~ C B~. Ahora demostremos

B° C B, para ello tomamos s € B° \ B. Por definiciéon s C ¢ para algun ¢t € B.
Pongamos m := max(s). Debido la propiedad ii) de las barreras es posible
construir inductivamente una sucesion (s;);ey en la barrera B tal que para
cada 72 € N se cumpla que

(e () jen € (JTEG)3) x (T {0.13),

jer jE (N\7)

para cualquier r C {1,2...,m,m+1,...,m+i}. En efecto, supongamos que
hallamos una sucesion finita (s;); en la barrera B que satisface, para cada
1 < n, la condicién

(e () jen € (JTEGD}) x ( TT {0.13),

jEr jE (N\r)

para todo r C {1,2....,m,m+1,...,m+i}. A causa de la propiedad ii) de
las barreras existe s,41 € B tal que s,41 £ (N/(m+n+ 1)) Us. Observemos
que s C s,1, de lo contrario s,.; C s C ¢, lo cual contradice la definiciéon de
barrera. Ademas, el conjunto {j < m+n+1: xs(j) =0} no corta a s,41 y
sU{j <m+4+n+1:x(j) =0}={1,2..., m+n+1}. Por esta razon se tiene
que

(Xonis (1) jen € (TTOCOY) > ( TT {0.13),

jer jE (N\7)

para todor C {1,2....,m,m+1,...,m+n+1}. Veamos que (X5, (j)) ey —
(Xs(j))jeN' Sea V' un conjunto abierto basico de la topologia de Cantor que

contiene a (xs(j)),cy- Sabemos que V' es de la forma

(H{XS(])}) X ( H {0, 1}) para algin v € FIN,

jEv je(N\v)

entonces (xs,(J)) ey € V para todo i > max(v). De esta manera obtenemos

= N P -
que s € B. Finalmente probaremos la contencion B C B~. Sea s € By
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fijemos una sucesion (s;);en en la barrera B tal que (X, (7)) ;ey — (Xs(J)),en-
Consideremos m := méx(s) y el abierto

V= ([T < (I {0,1}).

j<m jE€(N/m)

Por convergencia existe £ € N tal que (xs,(j));en € V para todo i > ¢. Lo

cual implica que s C s; para cada i > £. Asi es que s € B [

Para probar algunos resultados que involucran barreras, el método por
induccién transfinita es una herramienta eficiente. Para ello consideramos la
relacion de orden lexicogrifico en la familia de subconjuntos finitos de los
nimeros naturales, definida para cualesquiera s,t € FIN como

§ <jez t siy solo si min(s At) € s,

donde s At es la diferencia simétrica s\t U t\s.

Lema 4.8. Toda barrera es un conjunto bien ordenado respecto al orden le-
xicogrdfico.

Demostracion. Sea B una barrera en N € [N]“. Decimos que s < t si y solo
si § <jep 0 8 =t para cualesquiera s,t € 3. Por demostrar que (B, <) es un
orden total y todo subconjunto infinito de la barrera B posee un elemento
minimo. Por la definicion del orden lexicografico y las propiedades de las
barreras es facil ver que la relacion < es reflexiva, antisimétrica y comparable
(total 6 completa). Ahora supongamos que existe r,s,t € B tal que r < s
ys <t Sir=so0s==t entoncesr <t Enelcasor < sy s <t
hay dos posibilidades: min(r A s) < min(s A ¢) o min(r A s) > min(s A t).
Si min(r A s) < min(s A t), entonces r N {1,2,..., min(r As)—1} Cty
min(r A's) ¢ t. De lo contrario ¢ < s. Asi es que min(r At) = min(r As) € r,
lo que significa que r < t. Analogamente, si min(r A s) > min(s A t) se tiene
que tN{1,2,... min(s At) —1} Cr y min(s At) ¢ r. En su defecto s < r.
Por lo tanto, min(r A t) = min(s At) € s y como min(r A s) > min(s A t)
concluimos que min(r A t) € r, es decir, r < t.

Finalmente probemos la existencia del minimo por contradicciéon. Supon-
gamos que la barrera B contiene una sucesion infinita (s;);en decreciente res-
pecto a la relacion <. Observemos que min(s; A s;) # min(s; A sy) para todo
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i < j < k en N. Consideramos la coloraciéon ¢ : [NJ*> — {1,2} dada por

1 si min(s; A s (s A
si min(s; A sj) < min(s; A sy) . para todo {i, j, k} € [NJ’.

p(lisd k) = { 2 si min(s; A s;) > min(s; A sp
Por el Teorema de Ramsey (Teorema 3.2) existe £ € {1,2} y N € [N]“ tal que
[N]? C ¢~ *(¥). Sin embargo, es imposible que min(s; As;) > min(s;As) para
cada i < j < ken N, ya que min(s; As;) es un nimero finito y (s;);en €s una
sucesion infinita. Por esta razén, para cada i < j < k en N, la desigualdad
min(s; A s;) < min(s; A si) (1)
se satisface. Definamos la coloracion ¢ : [N]* — {1,2,3} como
615, 5.K)) =

1 sis;N{L,2,...,min(s; As;)} Os;N{L,2,...,min(s; A sg)}

2 sis;N{L,2,...,min(s; As;)} Cs;N{L,2,...,min(s; As)}

3 sis;N{L,2,...,min(s; Asj)} =s;N{1,2,...,min(s; A sp)}
para todo {i,7,k} € [N]? con i < j < k. Nuevamente, por el Teorema de
Ramsey (Teorema 3.2), existe ¢ € {1,2,3} y M € [N]“ tal que ¢([M]*) =
{¢}. Notemos que £ # 1 ya que s; N {1,2,...,min(s; A s;)} es un conjunto
finito para cada i,j € M y (s;);enm s una sucesion infinita. Supongamos que
s;N{1,2,...,min(s; As;)} T s;N{1,2,...,min(s; Asg)} paratodoi < j < k
en M. Consideremos el conjunto {min(si A Siy1) i € M} C N, el cual es
infinito ya que la relaciéon entre los conjuntos es propia, como B es barrera
en N existe t € B tal que t C {min(s; A s;41) : i € M} C N. Lo anterior
implica que existe j € M tal que t C s; N {1,2,...,min(s; A sj41)} C s;.
Una contradiccion de las propiedades de las barreras. Por lo tanto, ¢ debe ser
igual a 3, es decir, s, N{1,2,...,min(s; As;)} =s;N{1,2,...,min(s; A sp)}
para todo i < j < ken M. Como (1) y la sucesion es decreciente se tiene que
min(s; A sj) € s;N{1,2,...,min(s; A sz)} C s; para todo i < j < k in M,
lo cual es una contradiccion. En consecuencia, el Teorema de Ramsey no se

cumple. De esta forma se prueba que todo subconjunto infinito de la barrera
B contiene un elemento minimo. O

La clasificacion de las barreras segtin su tipo de orden es de gran ayuda en
la demostracion del teorema principal de este texto (Teorema 8.11). Algunas
caracteristicas relacionadas al tipo de orden, que son de suma importancia pa-
ra nuestros propositos, seran descritas en los siguientes resultados (4.13,4.14).
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Lema 4.9. Dada una barrera B en N se cumple que ord(By,y) < ord(B) para
todo n € N.

Demostracion. Sea B una barrera en N y fijemos n € N arbitraria. Si By,
es el conjunto vacio, entonces ord(By,;) < ord(B). En el caso de que By, no
sea el conjunto vacio, definimos la funcién f : By,y — B como f(s) = {n} s
para cada s € By,y. Es facil ver que la funcion f es inyectiva y preserva el
orden lexicografico. Ademas, por propiedades de las barreras, existe s, 1 € B
tal que 5,41 © N/n. En consecuencia, f(s) <jex Sp41 para todo s € By, es
decir, f(Bgy) € < (Sn+41)- De aqui se deduce que ord(By) < ord(-(Sn+1)).
Mientras que el Teorema 2.4 garantiza que ord(.#(s,+1)) < ord(B). Por lo
cual podemos concluir que ord(By,;) < ord(B) para cada n € N. O

Lema 4.10. Sea B una barrera en N y k € N. Si existe s € B tal que |s| = k,
entonces ord(B) > w*.

Demostracion. Basta probar que si B es una barrera en N y s € B tal que
|s| = k con k € N, entonces B contiene un subconjunto S de orden w*, respecto
al orden lexicografico, tal que s <;., t para todo t € S. Procederemos por
induccion sobre k. En el caso k = 1, sea s; = {s1(1)} € B. Por la definicion de
barrera podemos encontrar s; € B tal que s; C {s1(1)+i—1,s;(1)+14,s(1)+
i+1,s1(1)+i+42,...} para todo i € N. Notemos que s; <, ;41 para cada
1 € N, por construcciéon. Por lo tanto, existe un isomorfismo de orden entre
S ={s;:1 € N} y w, inducido de manera natural por el orden lexicografico.
Esto implica que ord(S) = w.

Para k = 2, sea s; = {s1(1),s1(2)} € B. La propiedad ii) de las barreras
nos permite hallar s; € B tal que s; C {s1(2) +7 — 2,51(2) +i — 1,5(2) +
i,51(2) + i+ 1,...} para toda ¢ € N/1. Mientras que la propiedad i) de las
barreras implica que {s1(2) +¢ — 2,51(2) +¢ — 1} C s; para cada i € N/I.
De modo que [s;| > 2y $; <jex Siv1 para toda i € N. Tomando ¢; = |s;| para
cada ¢ € N, nuevamente por la definiciéon de barrera, obtenemos s; ; € B tal
que S; 5 E {31(1)7 e Sz(fZ — 1)7 SZ(&) —f-], Sz(fz) —I—j + 1, .. } y {81(1), .. Sl(gZ —
1),s:(¢;)+j} C s;; para todo ¢, 7 € N. Por construccion, resulta que s; <jex Si1
Y Sij <iew Sij+1 <iew Si+1 Para cada i,j € N. Denotemos como S al conjunto
{s; 11 € N}U{s;, : 1,7 € N}. Observemos que existe un isomorfismo de orden
entre S y w? dado naturalmente por el orden lexicografico:
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S1 S92 S3 c. Sm
S1,1 821 831 ... Smyl
S1,2 S22  S32 ... Smp2
§1,3 S23 533 ... Smg3
Sim S2om S3m ... Smm

Por esta razoén el orden de S es w?.

Supongamos que si s € By |s| = k, entonces existe S C B de orden w*
tal que s <., t para todo t € S. Para el caso inductivo k + 1, sea s; =
{s1(1),...,s1(k+1)} € B. Como B es una barrera en N, encontramos s; € B
tal que es segmento inicial de

{s1(@),s1(i +1),...s1(k),s1(k+1),s1(k+1)+1,...} sii<k+1
{sitk+1)+i—k—-1,s1(k+1)+i—k,si(k+1)+i—k+1,
sitk+1)+i—k+2,...} sit>k+1

para cada i € N. Ademas, la condicion i) de las barreras implica que

{s1(2),81(i + 1),...51(k),s1(k+1),s1(k+1)+1,...,
sitk+1)+(k+1)—(G—1)}Cssii<k+1,

o{si(k+1)+(G—k)—1Lsi(k+1)+ (@ —Fk),si(k+1)+(GE—Fk)+1,...,
sik+ 1)+ G-k +(k—-1)}Csisii>k+1

para cada i € N. Por construccion tenemos que |s;| > k+ 1y 8 <jer Sit1
para todo ¢ € N. Renombremos a los elementos de s; como {s;(1),...,s;({;)},
donde |s;| = ¢; > k+1, para cada i € N. Ahora, para cada i € N, consideremos
la barrera By, (1),....s;(i—k)} ¥ tomemos el elemento t; := {s;({; —k +1),5;(¢; —
k+2),...,8(6:)} € Bis,1),....s006—k)}- Como |t;| = k, la hipotesis de induccion
nos dice que existe T; C By, (1),...s:(¢,—k)} de orden WP tal que t; <jp t para
todo t € T;. Sea

Si={{s:i(1),...,s(ti—k)} " t:teT,} CB

para cada¢ € N. La funcion f : T; — S; definida como f(t) = {s;(1), ..., s;({;—
k)}~t para cada t € T;, con i € N, es un isomorfismo de orden respecto al
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orden lexicografico. Por lo cual el ord(S;) = w* para todo i € N. Notemos,
para cada i € N, que s <j¢; s;+1 para todo s € S; ya que s(1) < s;41(1). Es-
to implica la existencia de un isomorfismo de orden entre S = U;enS; v w**!
inducido naturalmente por el orden lexicografico, es decir, ord(S) = w**t. O

Corolario 4.11. La tnica barrera en N con orden w es [N]'.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Supongamos que B es una
barrera en N con orden w y B # [N]'| entonces existe s € B que satisface
|s| > 2. Por el Lema 4.10 se concluye que ord(B) > w?. O

Lema 4.12. Si B es una barrera en N distinta de [N]', entonces |[BN[N]}| <
o0. En particular, se tiene que {i} € B para cadai < n donden = max ( UBn

INJY)).

Demostracion. Sea B # [N]' una barrera en N y supongamos que el conjunto
B N [N]! es infinito. Tomamos s = {s(1),...,s(k)} € B\[N]!, con k& > 2.
Como B es una barrera, para cada m > s(k) encontramos un t € B tal que
{s(1),...,s(k—1),m} C t. Debido a que |BN[N]!| = co existe m € N tal que
m > s(k)y {m} € B. Asi que {m} C t para algin t € B, una contradiccion
de la propiedad i) de las barreras.

Sea n = max (|J(B N [N]')) y supongamos que existe i < n tal que
{i} ¢ B. Consideremos el conjunto infinito {i,n,n+1,n+2,...} C N. Por la
definicion de barrera existe s € B tal que s C {i,n,n+1,n+2,...}. Sabemos
que s # {i}, entonces {i,n} C sy en consecuencia {n} C s, lo cual es una
contradiccion. O

El lema anterior también implica que para toda barrera B de N distinta
de [N]' se tiene que B\[N]' es barrera en N/n donde n = méx ([ J(BN[N]')).

Teorema 4.13. Para cada k € N con k > 2 se cumplen las siguientes afir-
maciones:

(1), Sea B una barrera en N. Entonces B tiene orden w* si y solo si todo
s € B satisface que |s| < k y existe n € NU {0} tal que [N/n]* C B.

(2), Para toda barrera B en N con ord(B) > w* se tiene que el conjunto

My, = {m € N:m = min(s) para algin s € BN[N*} es finito.
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Demostracion. Procedemos por induccion sobre k. Para el caso k = 2 tenemos

que:

(1)2

(=) Sea B una barrera en N con orden w?. Supongamos que existe
s € B tal que |s| > 2, entonces ord(B) > w? por el Lema 4.10. Lo cual
contradice la hipotesis. Por consiguiente, para todo s € B se cumple
que |s| < 2. Aplicando el Lema 4.12 y el resultado previo, obtenemos
que [N/n)? C B donde n = méx (|J(B N [N]')).

(<) Consideramos B una barrera en N tal que todo s € B satisface que
|s| <2y [N/n]* C Bpara algin n € N. Por hipétesis, el conjunto By C
[N]<? para cada ¢ < n. En consecuencia, By;y es vacio o By = [N/i]! si
i < n. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que By;y # () para
cada ¢ < n. Esto implica que el orden de I'y;y := {{i} s : s € B} € B
es igual al ord(By;y) = w para cada i < n. Aplicando el Teorema 2.5 a
{Ta}e; U{[N/n]*} obtenemos que

n

ord(B) = Z ord(Ly) + ord([N/n]?) = w?.

i=1

Sea B una barrera en N tal que ord(B) > w? y supongamos que My(B)
es infinito. Primero probemos que existe £ € N tal que la barrera By,
tiene un elemento s con cardinalidad mayor o igual a 2. Supongamos que
By C [N]<2 para cada ¢ € N. Sabemos que By es el conjunto vacio o
una barrera. Sin pérdida de generalidad, gracias al Lema 4.12, podemos
suponer que By, # () para toda i € N. Por lo tanto, ord(By;;) = w para
toda ¢ € N. Debido al Teorema 2.5 y a los resultados previos tenemos
que
ord(B) = Z ord(I'y)

=1

=

ya que de igual manera al inciso anterior se cumple que ord(I'y;y) =
ord(By;y) para toda i € N. Lo cual contradice la hipotesis. Como existe
¢ € N tal que hay algtn s € By con |s| > 2, el Lema 4.10 afirma que el
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orden de By es mayor o igual a w?. Mientras que por el Teorema 4.12,
obtenemos que My (Byey) = U(Byey N[N]') es finito. Por consiguiente, si
n = max My (Bygy) > ¢ entonces By vy, es una barrera en N/n que
no tiene elementos con cardinalidad 1. Por otro lado, como 9y (B) es
infinito, hallamos m € My (B) tal que m > n. Tomamos algiun {m, i} €
BN [NJ? y consideramos el conjunto {m,i,i + 1,i+2,...} € N/n. Por
definicion de barrera, obtenemos s € By tal que s & {m,4,7 + 1,7 +
2,...}. Debido a la construccion s # {m}. Lo anterior implica que
{m,i} C s. Por eso {{}"s € By {m,i} € B, lo cual contradice la
propiedad i) de las barreras.

Supongamos que (1); y (2); se cumplen para cada 1 < j < k. Por demostrar
que las afirmaciones son validas para k + 1.

(1)p41 (=) Sea B una barrera en N tal que ord(B) = w**l. Supongamos que
existe s € B tal que |s| > k+ 1, aplicando el Lema 4.10 obtenemos que
ord(B) > w**2. Una contradiccién de la hipotesis. Por lo tanto, para
todo s € B se satisface que |s| < k+1. Observemos que My, My, ..., My,
son conjuntos finitos por el Lema 4.12 y (2); para 1 < j < k. En
consecuencia, M1 es un conjunto infinito. Finalmente, los resultados
previos implican que [N/n] C B para n = max U,<;IN;.

(<) Consideramos B una barrera en N tal que todo s € B satisface que
|s| < k+1y [N/n*' C B para algin n € N. Por hipétesis By C
[N]<F1 para cada i < n. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que By # 0 para ¢ < n. Gracias al Lema 4.10 se tiene que ord(By;) >
w®, donde d; = max{|t| : t € By}, para cada i < n . Notemos que d; <
k para toda i < n, entonces w® < w”. Aplicando el Lema 4.12 y (2);
para 1 < j < d; obtenemos que los conjuntos MM, (B ), - .., Ma,—1(Byiy)
poseen cardinalidad finita si 7 < n. En consecuencia, Mg, (Bg;y) es un
conjunto infinito para cada i < n. Por la contrapuesta de (2)4, tenemos
que ord(Bgy) < w? para toda i < n. Por lo cual podemos concluir que
ord(Bg) = w® si i < n. Finalmente, gracias al Teorema 2.5 y a la
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igualdad ord(I'y;y = ord(By;y)para cada i < n, resulta que

ord(B) =) ord(T') + ord([N/n]**")
<n
i<n

— R

(2)14+1 Consideremos B una barrera en N con orden mayor a w*™! y supongamos
que My41(B) es un conjunto infinito. Primero probemos que existe £ € N
tal que |s| > k 4+ 1 para algin s € By,. Para ello supongamos que
By C [NJM para toda i € N, es decir, B C [N|<*"1. Del Lema
4.10 se obtiene que ord(B) = w? con d = {|s| : s € B} < k+ 1.
Observemos que My(B) es un conjunto infinito ya que |s| < d para
toda s € By My(B),...,My_1(B) poseen cardinalidad finita, por el
Lema 4.12 y (2); para j < d — 1. Esto implica que [N/n]* C B donde
n = méax Uj<g_19;(B). Por (1)1 se concluye que ord(B) = w? < wht!.
Una contradiccion de la hipotesis. Sea ¢ € N tal que hay un elemento
s € B con |s| > k+ 1. Entonces ord(Byy) > w*™ gracias al Lema
4.10. Los incisos (1); para j < k nos dicen que M (Bygy), - .., Mi(Byey)
son conjuntos finitos. Por lo tanto, By [n/n es una barrera en N/n
con n = maxU;<;IM;(Byey) v n > L. Notese que todo s € By [nyn
cumple que |s| > k + 1. Luego, como My1(B) es infinito, existe m €
M. 1(B) tal que m > n. Tomamos algtn {m, iy, 4y, ...,ix} € BN[NJF!
y consideramos el conjunto infinito {m, iy, 49, ..., i, i+ 1,0 +2,...} C
N/n. Por defincién de barrera, podemos encontrar s € By [n/y, tal que
s C{m,iy,i9,... 0k, i +1,1.+2,...}. Pero dado que |s| > k+1 se tiene
que {m, iy, is, ..., i} C s. Asi {€} sy {m,iy,is,...,ix} pertenecen a
B. Una contradicciéon de la definiciéon de barrera.

]

Corolario 4.14. Si B es una barrera en N con orden menor a w*, entonces
ord(B) = w* para algin k € N.

Demostracion. Dada B una barrera en N tal que ord(B) < w* y ord(B) # w*
para toda k € N. Entonces existe n € N tal que w" < ord(B) < w"!. Por el
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Teorema 4.13 los conjuntos 9y, . .., M, son finitos. Ademaés, por contrapuesta
del Lema 4.10, ningtn s € B cumple que |s| > n+1. En otras palabras, |s| < n
para toda s € B. Esto implica que 9; es un conjunto infinito para algin i < n,
lo cual es una contradiccion. ]

El siguiente teorema es uno de los resultados més importantes que co-
nectan a familias arbitrarias de subconjuntos finitos de N con barreras, la
demostracion se puede encontrar en el libro [1].

Teorema 4.15 (de Galvin). Para cada F familia de conjuntos finitos de N y
todo N € [N]¥ existe M € [N]“ tal que F [y es vacio o contiene una barrera.

Una consecuencia directa del teorema anterior y la definiciéon de barrera
es:

Teorema 4.16 (de Ramsey en Barreras). Toda barrera tiene la propiedad de
Ramsey no nula.

Demostracion. Sean B una barrera en Ny ¢ : B — {1,2} una coloracion.
Tomamos B; := ¢~ 1(i), la preimagen de i bajo ¢, para cada ¢ < 2. Por el
Teorema de Galvin (Teorema 4.15) existe M € [N]“ tal que By [ es vacio
o una barrera en M. Si By [y= 0, entonces B [y/= B [, y debido al Lema
4.5 sabemos que B [j; es una barrera en M, se termina la demostracion.
Supongamos entonces que Bj [j; es una barrera en M. Ya que por Lema 4.5
tenemos que B [ es una barrera en M, el Lema 4.4 nos permite concluir
que By [y= B [my Ba [u= 0. O

Por otro lado, motivados por la relevancia de las sucesiones bloque de
una sucesion basica normalizada en un espacio de Banach, introduciremos el
siguiente concepto.

Definicion 4.17. Dados k& € N y barreras By,...,B, € FIN en N € [N]¥,
definimos el conjunto

Bl(Bl,,Bk) ::{{sl,...,sk}:wgk(siGBi)y31<32<---<sk},

y lo llamamos la familia de bloques de barreras de la sucesion (B;)¥_,. Si
By = By = --- = By, entonces denotamos brevemente a Bl(By, ..., By) como
BI*(By).

Ahora, extendemos la propiedad de Ramsey no nula a una familia de
bloques de barreras.
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Definiciéon 4.18. Dados ¢,k € Ny By,..., By barreras en N € [N]“. Se
dice que BI(B, ..., B) tiene la propiedad de Ramsey no nula si para toda
coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — {1,...,q} existen : < gy M € [N]“ tal que
se cumple BI(By [ar, ... B [m) # 0y @ (BUBi [, - Br [m)) = {i}

El siguiente teorema del articulo [12] generaliza el Teorema de Ramsey.

Teorema 4.19 (de Ramsey en Bloques de Barreras). Dada una sucesion
finita (By)%_, de barreras en N € [N|*, la familia Bl(By,...,By) tiene la

propiedad de Ramsey no nula.

Demostracion. Sean k € Ny (B;)¥_, una sucesién de barreras en N € [N]~.
Definimos la funcion f : BI(By,...,By) — @F  B; como f({si,...,sx}) =
$1789 778, para todo {si,...,s,} € Bl(By, ..., By). Es facil ver que f es
una biyeccién. Lo cual implica la existencia de su inversa f~1.
Por otra parte, fijemos una coloracion finita ¢ : Bl(By,...,By) — {1, 2,
..,q} v consideremos la coloraciéon ¢ o f=1 : @le B; — {1,...,q}. Por el
Lema 4.6 y el Teorema 4.16 encontramos i < ¢ y M € [N]“ tal que

k

k
EPB) by (P B) uC (po f )

i=1 =1

) Tv= @ (B )yfes una biyeccion, se tiene que Bl(By [
0y o(BIUBy s -, By [ar)) = {3} O

)

Como (@Z  Bi
Bi [m) #

5 Teorema de Ramsey en Bloques de Barreras

para Analistas

En base a la nociéon de bloques de barreras y su propiedad de Ramsey no

nula, que se introdujeron previamente, es natural pensar en su conexiéon con

el Analisis Matematico. Esta idea se expone en [12] y es la que abordaremos

en la presente seccion, siguiendo las pautas asentadas en el apartado Teorema
de Ramsey y Teorema de Ramsey para Analistas.

Teorema 5.1 (de Ramsey en Bloques de Barreras para Analistas ). Sean
(X, d) un espacio métrico totalmente acotado, k € N y (B;)F_, una sucesion
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finita de barreras en N € [N]|*. Para cada coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — X
y cada € > 0 existe M € [N tal que

d(p(S5),¢(T)) < e
st S = {Sl,...,Sk}, T = {tl,...,tk} S Bl(Bl,...,Bk).

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico totalmente acotado, k € N
v (Bi)k_, una sucesion de barreras en N € [N]“. Fijemos una coloracién
¢ @ Bl(By,...,By) — X y & > 0, ambos arbitrarios. Como X es total-
mente acotado, existen ¢ € Ny z1,...,2, en X tal que X = Uigq B%(xl)
Consideremos la particion {4; : i < g} de X, donde

A1 =Bs(r1) v Ai=Bg(zi)\ (UB%(%)) para cada 1 <i <gq.
j<i

Entonces podemos definir la funcion ¢ : X — {1,...,q}, en el punto x € X,
como
¢(z) =1isix € A; para algin i < q.

Es claro que ¢ esta bien definida y que
¢po@:Bl(By,....,Br) — {1,...,q}

es una coloracion finita. El Teorema de Ramsey en Bloques de Barreras
(Teorema 4.19) nos garantiza que podemos hallar i < ¢ y M € [N]“ tal
que BU(By Tar,--, By ) € (po¢@) (i) = ¢ (¢7(i)). Por consiguiente
@(BUBy Tar, -, Br [m)) € ¢ (i) = A; € B (). Lo cual significa que

d(p(S),o(T)) <e
para todo S = {s1,..., sk}, T ={t1,...,tx} € BU(By Tp,.. ., By [m)- ]

Mediante el teorema anterior y cierto proceso de diagonalizacion se obtiene
una variaciéon del Teorema 5.1, en donde los bloques de barreras resultantes
se acercan asintoticamente entre si.

Corolario 5.2. Sean (X,d) un espacio méltrico totalmente acotado, k € N
y (By)%_, una sucesion de barreras en N € [N]*. Para cada coloracion ¢ :
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Bl(By,...,By) — X y cada sucesion €; \, 0, existe M = {m; : i € N} €
N]“ tal que

d(p(S),o(T)) < e, siempre que min(s; Uty) = my para algin ¢ € N,

para cualesquiera S = {s1,...,sk}, T = {t1,ta...,tx} € BU(By Ty, B [m

).

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico totalmente acotado, k € N
v (B;)¥_, una sucesion de barreras en N € [N]“. Consideremos una sucesién
g; \¢ 0y una coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — X, arbitrarias. Por el Teorema
5.1, existe un conjunto M; € [N] tal que d(¢(S), (1)) < &1 para todo
S, T € BUBy a5 Br [ay)- Pongamos my := min(M;). Supongamos que
para todoi < nconn € Nexiste M;1 € [M;/m;]*, donde m; := min(M;), que
satisface que d(p(S), (1)) < €i41 paratodo S, T € BI(By a1y - -5 Br Ty
). Aplicando el Teorema 5.1 a ¢ [ B1(B, 2ty g oo B ay fy) Y @ Ent1, €NICONETAMOS
un conjunto M, 1 € [M,,/m,]“ tal que d(¢(S), p(T)) < en41 paratodo S, T €
BU(B1 [Mpyrs- - Be [m,.,). Ponemos my, 1 = min(M,11). De esta forma
generamos una sucesion (m;);ey de nimeros naturales y una sucesion (M;);en
de subconjuntos infinitos de N, con las siguientes caracteristicas:

1. m; := min M, para toda ¢ € N.

2. My € [N]¥y M4y € [M;/m;]* C [M;]¥ para cada i € N, lo cual implica
que m; < myy1 para toda ¢ € N.

3. Para cada i € N, se cumple que d(o(S),¢(T)) < ; para todo S,T €

Ahora, tomemos M := {m; : i € N}. Notemos que para cada S = {s1,..., Sk},
T ={ty,...,tx} € BU(By [a,---,Br [m), existe £ € N tal que min(s; Uty) =
my. De ahi que S,T € Bl(By Ip,s .- Br [a,) y

d(p(5), p(T)) < e
Por lo tanto, M es el conjunto buscado. ]

De manera analoga a lo que se hizo en el Teorema 3.4, el Teorema 5.1 nos
conduce a un tipo de convergencia de coloraciones de bloques de barreras a
espacios métricos. Més aun, esta convergencia es una extension de la expuesta
en la Definicion 3.6.

Matematicas y sus aplicaciones 13, Capitulo 5, paginas 73-187



102 Salvador Garcia Ferreira y Ana Caren Hernédndez Soto

Definicién 5.3. Sean (X, d) un espacio métrico, k € Ny (B;)¥_, una sucesion
de barreras en N € [N]¥. Una coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — X converge
a x € X si para cada € > 0 existe £ € N tal que

d(p(S), ) <e,
para todo S = {s1,...,s} € BU(By [nye, .-, Br [nye). Esta convergencia la
denotaremos por el simbolo

it S) = z.
Bl(Bi,..., Kli’I;CI)lBS—mo%O() v

La compacidad de un espacio métrico nos asegura que toda coloraciéon
tiene una restriccion convergente.

Corolario 5.4. Sean (K, d) un espacio métrico compacto, k € N y (B;)¥_, una
sucesion de barreras en N € [N|¥. Para cada coloracion ¢ : Bl(By, ..., B;) —
K existen M € [N]¥ y x € K tal que
lim S)==x.
Bl(Bilas--- Bkhu)BS—)ooSO( )
Demostracion. Sean (K, d) un espacio métrico compacto, k € Ny (B;)¥_, una
sucesion de barreras en N € [N]¥. Fijemos una coloracion ¢ : Bl(By, ..., B;) —

K. Por el Corolario 5.2, hallamos M = {m; : i € N} € [N]“ tal que
1
d(p(S),o(T)) < 20 donde min(s; Ut;) = my para algin ¢ € N,

para cada S = {s1,...,s1}, T = {t1,...,ts} € BlU(By [m,..., Bk [m). Por
otra parte, como K es compacto y la familia {clK({go(S) S € BU(Bi [my;
oo, By fM/j)}) }J.GN posee la propiedad de interseccion finita, podemos en-
contrar un punto
v € (elx({p(S): S € BUB: [ayj - Bi Tayi)})-
jeN
Ahora, probemos que la coloracion ¢ : Bl(By [ar, ..., Bk [m) — K converge
a x. Dado £ > 0, existe £ € N tal que 5; < 5. Como z € clg({p(S) : S €
Bl(Bl “\/[/,77,[717 A ,Bk rM/mg,l)})a existe T' € Bl(Bl rM/mgfp R ,Bk [M/mg,l)
tal que d(p(T'),z) < 5;. Finalmente, se concluye que
d(e(5), ) < d(e(5), (1)) + d(e(T), )
1 1
< ? + ? <e
para todo S € BBy [mmy ys-- - Br [vjme 1) N
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6 Bases de Schauder

Uno de los temas mas fascinantes del Analisis Funcional que actualmente
han llamada mucho la atencion a los expertos, es el estudio de los espacios de
Banach que poseen una base de Schauder. Dentro de este tema, ha cobrado
mucha relevancia el conocido Teorema de A. Brunel y L. Sucheston [2] del
cual hablaremos en una futura secciéon. Para poder exponer dicho resultado,
daremos algunos preliminares.

Definicion 6.1. Una sucesion (z;);ey en un espacio de Banach (X, || - ) se
denomina una base de Schauder para (X, || - ||) si, para cada vector x € X,
existe una tnica sucesion de ntimeros reales (a;);en tal que

o0
Tr = E a;T;,
i=1

es decir, la serie converge a x. En general, decimos que una sucesion (z;);en en
(X, ]|-]]) es bdsica si es una base de Schauder para la cerradura del subespacio
vectorial que la sucesion genera, [{z; : i € N}]. Ademéas, dado C' > 1, una
sucesion basica (x;);en es C-incondicional si para cualquier n € N y cada
(ei)i, € {1,—1}" la desigualdad

n n
1Y~ asil| < CI1D - iaia|
=1 =1

es valida para toda (a;)!~; € [1,—1]".

No es dificil convencernos que toda sucesiéon basica de un espacio de Ba-
nach es linealmente independiente. También, vale la pena observar que todo
espacio de Banach con base de Schauder tiene que ser separable. Pero no
todo espacio de Banach separable tiene una base de Schauder tal y como lo
establecio P. Enflo en su trabajo [8].

Enseguida, enunciamos algunos de los espacios de Banach clasicos que
poseen una base de Schauder.

Ejemplo 6.2. La base canonica (e;);ey es una base de Schauder para cada
uno de los siguientes espacios de Banach: (¢, ||-||¢, conp € [1,00) v (co, || ||sc)-
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En un espacio de Banach con una base de Schauder se pueden definir
funcionales y operadores especiales que nos permiten estudiar sus propiedades
y equiparlo con una nueva norma equivalente que resulta ser, en algunos caso,
mas conveniente.

Definiciéon 6.3. Dada (z;);en una base de Schauder para un espacio de Ba-
nach (X, || -||), para cada n € Ny para cada z = Y~ a;z; € X definimos:

e ¢l funcional coordenada n-ésima, x}, : X — R, como z} (>, a;x;) =
Qn; y

e la proyeccion n-ésima, P, : X — X, como P, (> a;x;) = Y iy a;;.
Se deduce directamente de la definicion que:
o v (x;) =0, para toda n,i € N,

e P, es una proyeccion sobre el subespacio S, := P,(X) de X generado
por {z; : i < n}, paratodan € N,y

e P, o P, = Puninm) para todan,m € N.

Las ideas originales de las demostraciones de las siguientes propiedades
que involucran a las funciones lineales x)’s y P,’s pertenecen a S. Banach.

Lema 6.4. Sea (;);en una base de Schauder de un espacio de Banach (X, ||-
). Para cada x € X, el nimero

][ = sup{[| Pa(2)]| : n € N} <00

estd bien definido, y |||-]|| : X — [0, 00) es una norma en X que es equivalente
a la norma original || - ||. En particular, (X,]|||-|||) es un espacio de Banach.

Demostracion. Fijamos x € X y escribimos = Y2, a;z;. Esto dltimo sig-
nifica que P,(z) — z en la norma || - || y en consecuencia existe C' € RT tal
que ||P,(x)|| < C para toda n € N. De aqui se deducen las desigualdades
siguientes

] = Y |[Po(2)]| < [[[z]]] = sup{[[ Pa(2)[| : n € N} < oc.

Por las propiedades de la norma y el supremo nos podemos convencer que
[l|-]]| es una norma en X. Ahora, demostraremos que (X, |||-|||) es un espacio
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de Banach. Para esto supongamos que (y;);en es una sucesion de Cauchy en

(X - 111)- Como
1P (y:) = Ealyp)ll < M1y =yl

para toda i,7,n € N, resulta que las sucesiones {(P,(vi))ien : 7 € N} son
uniformemente Cauchy en (X, ||-||). Por lo cual, para cadan € Nexiste z, € X
tal que lim; o P,(y;) = 2,. Mas aun, las sucesiones {(P,(y;))ien : n € N}
convergen uniformemente en X. De aqui y de la desigualdad

20 = 2Zm|l < |20 = Pu(ya)ll + |1 Pu(yi) = P (ya) |l + | P (ys) — 2|
< 2w = Pa(ya) | + 1 Puys) — vill + lys — Pn(wa) | + | P (ys) — 2l

para cada n,m,i € N, se tiene que (z,)nen €s una sucesion de Cauchy in
(X, |l - 1])- Por lo cual, existe z € X tal que lim,, o 2, = 2, en la norma || - ||.
Notemos que z, € S, y por lo cual P,(z,) = z,, para cada n € N. Para probar
que lim;_,, y; = z, en la norma ||| - |||, necesitamos el siguiente resultado:

Afirmacion: Existe una tnica sucesion (b;);en en R tal que z, = > | bz

y 2= 221 blxl

Demostracion de la Afirmacion. Primero veamos que P, es acotada (con-
tinua) en el espacio S, de dimensién n para cualesquiera par de numeros
enteros m,n € N. Esto se debe a que S,, es un espacio vectorial de dimensiéon
finita y que todas las normas en un espacio vectorial de dimension finita son
equivalentes. De aqui, podemos deducir que P,, es acotada en S,, pues es una
transformacion lineal [5, p. 71-72]. Dados m,n € N, por la continuidad de P,
en S,, se cumple que

= zlir?o Pmin{m,n} (yz) = Zmin{m,n}-

Po(z,) = Pm( lim Pn(yi)) = lim P, (Pn(yl))
71— 00 12— 00

Fijemos n € N y pongamos z, = Z?:l aj'w;. Entonces tenemos que afxr; =
Pi(z,) = 21 = ajz; y por consiguiente a} = ai. Y de aqui se sigue que

1 2 2 1 2
a1y + ayTy = alxy + ahry = Py(z,) = 20 = ajx) + a5w9 = 11 + a3xe,

de donde obtenemos que a} = a%. Inductivamente podemos probar que a? =
ai para cada i € N. Por lo tanto, si b, := a” para cada n € N, entonces
se tiene que z, = Y ., byx;. Asi, por la convergencia y por la propiedad de
unicidad de la base de Schauder (z;);en, concluimos que z = > 0, biz;.
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Por la afirmacion y la convergencia uniforme de {(P,(vy;))ien : n € N}, se
deduce que

1 [{ly; —2[|| = lim sup{[|Pa(y;) — Pa(2)[| : n € N}
= lim sup{|| P, (v;) — zu|| : n € N}
71— 00
=0.

Con esto se prueba que (X, ||| - |||) es un espacio de Banach. Finalmente,
consideremos la funcion identidad Id : (X, ||| -||]) = (X, ]| - ||)- Ya que ||z|| <
|||z||| para todo x € X, se aplica el Teorema de la Funcion Abierta y se
concluye que las normas ||| - ||| v || - || son equivalentes. O

Teorema 6.5. Sea (X, ||-]|) un espacio de Banach con una base de Schauder
(x;)ien. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. P, es acotada para cada n € N.

2. C:=sup{||P,|| : n € N} < o0, es decir, las proyecciones {P, : n € N}
son uniformemente acotadas.

3. x} es acotada para cada n € N.

Demostracion. Del Lema 6.4 sabemos que las normas ||| - ||| ¥ || - [[x son
equivalentes, es decir, existe Cyp > 0 tal que |||z||| < Cyllz||x para cada
x € X. Lo cual implica que P, es acotada y ||P,|| < Cy para toda n € N.
En consecuencia, tenemos que C' := sup{||P,|| : n € N} < (. Por otro lado,
como z} = P, y ) = P, — P,_1 para cada n € N/1, se puede concluir que z,
es acotada para toda n € N. [

Al namero C se le conoce como la constante de base de la sucesién béasica
(x;)ien- Ademés, observemos que

I(Pa o Po)(2)lx = 1Pa(2)llx < [|Ba][ll () l|x

para toda x € X y toda n € N. De donde podemos ver que C > 1y ||P,]| > 1
para cada n € N. A una base de Schauder con constante 1 también se le
denomina base mondtona. Por ejemplo, la base canoénica para ¢, con 1 < p <
00, es una base monontona. Ademas, de la prueba del Lema 6.4, resulta que
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una base de Schauder para cualquier espacio de Banach tiene constante de
base 1 bajo la norma equivalente ||| - |||.

Ahora, presentamos una caracterizacion de las bases de Schauder que nos
permite ver de manera sencilla cuando una sucesion es basica, la cual también
es una aportacion de Banach.

Teorema 6.6. Dada una sucesion (x;)ien de elementos no cero en un espacio
de Banach (X, || -|), las siguientes dos propiedades son equivalentes:

(1) (x;)ien es base de Schauder para (X, | - ||).

(2) X = [{x;:i € N}] y existe un C > 1 tal que:

1> awll < CIIY_ awl] (2)
i=1 i=1

para todo n <m y (a;)", € [-1,1]™.

Demostracion. (1) = (2). Para cualquier x € X, como (x;)nen €s una base
de Schauder para (X, ||-||), sabemos que P,(x) — . Por esta razon el espacio
generado por {z; : i € N} es denso en (X, || - ||). Después, por el Teorema 6.5,
notemos que

I3 ail = || (Z ) | < Gup{IPl = ke ND) IS sl
=1 =1 =1

para todon <my (a;), € [-1,1]™

(2) = (1). Denotemos con S el subespacio generado por {z; : i € N}.
La primera condicién nos dice que S es denso en X. Ahora demostraremos
que la segunda condicién implica la independencia lineal de {x; : i € N}.
Supongamos que Yy .-, a;x; = 0 para algin m € Ny (@), € R™. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que (a;)™; € [—1,1]™. Observemos
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que

aullzall = |12, (Emj ) = Pus (fj ) H

i=1 =1

<P, (Zm%) |+ || Pa=1 (Z am) I
=1 =1
n n—1
< Zamﬂ + | Zamll
=1 =1

m
<20 i,
=1

para todo n < m. Por lo anterior se deduce que |a,l|||z,|| = 0 para toda
n < m. Como x; # 0 para toda i € N, entonces a,, = 0 para toda n < m.
De aqui que {z; : i < m} es linealmente independiente. Para toda n € N,
definamos la funciéon P : S — X como

m

m m .
N oaix; sim<n
P, (E ai:ci> = { izt T para todo E a;x; €S, conm e N.
i=1

n .
Yo, sim>n et

Por la independencia lineal de {z; : i € N}, la funcién P/ es una proyeccion
lineal bien definida para toda n € N. Méas atin, la propiedad (2) asegura que
cada P! tiene norma a lo mas C' en S. Por lo tanto, para cada n € N existe
una unica funcion P, : X — 5, lineal y acotada en X que extiende a P;,
definida como P,(x) = lim; , P/ (y;) para toda z € X donde (¥;)ien €s una
sucesion en S que converge a x. La definicion de P, y las propiedades de P!
implican que P, sea una proyeccion, P, o P, = Pumgmay ¥ || Pl < C para
cada m,n € N. Ahora, solo falta probar que P,(r) — x para poder concluir
que (x;)ieny es una base de Schauder de X. Dados x € X y € > 0, existe
s=y. bx; €S tal que ||z — s|| < =55 ya que S es denso en X. Entonces,

C+1
por definicién y continuidad de P,, para toda n > m se cumple que

l = Pu@)ll < 1z = sl + ls = Pa(s)]| + [ Puls) — Pal)]
<z = sl +lls = sl + | Pullls — ]
= (IBJl+ 1)z — sl| < .
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El corolario que sigue nos garantiza que toda subsucesion de una sucesion
basica es bésica.

Corolario 6.7. Sea (X, |- ||x) un espacio de Banach con una base de Schau-
der (z;)ien, cuya constante de base es C > 1. Para toda s = {s(1),...,s(m)} €
FIN vy para toda (a;)7*, € [—1,1]™ se cumple que

| Zaixs(i)u < Zaﬂ:s(i)ﬂ para toda 1 < n < m.

=1 =1

Demostracion. Consideramos (x;);ey una base de Schauder para un espa-

cio de Banach (X,| - ||), cuya constante de base es C' > 1. Fijamos s =
{s(1),...,s(m)} € FIN y (a;), € [—1,1]™. Después, definimos (a;)jg) €

[—1,1]5(™) como

, sij =s(¢) paraalgin 1 <¢ <
dz{al 1) = s(i) para algin 1 << m para cada j < s(m).

0 en otro caso
Como la constante de base de (z;);eny es C'y s(n) < s(m) para todo 1 <n <
m, resulta que

s(m)

n s(n) m
1Y awsll = 1Y djall < Ol Y ajasll = CIU Y asgl-
=1 Jj=1 j=1 i=1

]

El siguiente criterio nos dice cuando dos sucesiones se comportan de ma-
nera anéloga.

Definicion 6.8. Sean (z;);en v (vi)ien dos sucesiones basicas en los espacios
de Banach (X, | - [|x) v (Y, - |lv), respectivamente. Se dice que (x;);en €8
C'—equivalente a (y;);en si existen constantes reales positivas Ay B con AB <
C tal que para cualquier n € N se cumple la condicion

n n n
AT Daaillx < 1) ailly < BID - aiil|x,
i=1 =1 =1

para toda (a;)!, € [—1,1]". Diremos que las sucesiones basicas (;)ien ¥
(yi)ien son equivalentes si existe una constante real positiva C' tal que estas
son C' — equivalentes.
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Dado un vector en un espacio de Banach el cual posee una base de Schau-
der, es natural asignar a este el conjunto de indices con coeficientes no cero
de su tunica representacion en esta base.

Definicion 6.9. Para cada z = )_>°| a;z; en un espacio de Banach (X, |- )
con base de Schauder (z;)en, €l soporte de x (con respecto a (x;);en) es el
conjunto

supp(z) :={i € N:a; # 0}.

El concepto anterior nos permitird enunciar una clase de sucesiones muy
utiles en el estudio de las bases de Schauder.

Definicion 6.10. Sea (z;);eny una sucesion bésica. Una sucesion (y;);en en
[{z; : i € N}] es una subsucesion blogque de (z;);en v se denota como (y;)ien =
(x;)ien si el soporte de y; es finito para cada i € Ny

supp(y1) < supp(yz) < -+ < supp(yn) < --- .

Recordemos que oo = {x = (2;)ien € RY : [suppr(z)| < w} C ¢y es un
espacio vectorial normado con la norma |||/ El siguiente teorema determina
una relaciéon entre cualquier espacio de Banach con base de Schauder y el
espacio cqg-

Teorema 6.11 (Folklore). Sea (X, |- ||) un espacio de Banach con una base
de Schauder (x;)ien. Definimos

n n
] Zaiez‘|\| = | ZaixiHX
=1 =1

para cada Y ae; € coo. Entonces ||| - ||| + coo — [0,00) es una norma
en coo y la completacion de este espacio vectorial normado (coo, ||| - |||) es
isométricamente isomorfo a (X, | - ||x). Ademds, la base candnica (€;);en de
coo resulta ser una base de Schauder de esta completacion.

El teorema anterior establece que todo espacio de Banach con base de
Schauder es isomorfo a una completacion de cqg bajo cierta norma. Esto pro-
porciona una metodologia para encontrar espacios de Banach con base de
Schauder especiales, la cual consiste en equipar con una norma adecuada al
espacio vectorial coy y tomar su completacion. Un ejemplo del uso de esta me-
todologia es la obtencion del famoso espacio de Tsirelson, el cual se presentara
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en una seccion posterior de este articulo junto con algunas de sus propieda-
des mas importantes. Enseguida se exponen dos resultados conocidos (uno de
ellos es el famoso Teorema de Distorsion de James) que seran empleados en
el analisis de dicho espacio.

La demostracion del siguiente resultado puede ser consultada en [13, Cor.
[.1.19].

Lema 6.12. Dado un espacio de Banach (X, ||-||) con una base de Schauder
(xi)ien Yy que posee una copia isomorfa a ¢ ({,,1 < p < 00), existe una
subsucesion bloque de (x;);en equivalente a la base canonica de ¢y (), 1 < p <
00, respectivamente).

Teorema 6.13 (de James). Sea (X, || -||) es un espacio de Banach con una
base de Schauder (z;);en. Si X contiene un subespacio isomorfo a {1, entonces
dado € > 0 eziste una subsucesion bloque normalizada (z;)ien de (x;)ien que
para cada k € N satisface que

k k k
1
T Z|ai| < Zaizill < Zlad,
=1 =1 =1

para toda (a;)%_, € [—1,1]F.

Demostracion. Supongamos que (X, || - ||) es un espacio de Banach con una
base de Schauder (z;);en y que posee un subespacio isomorfo a ¢;. Gracias al
Lema 6.12, obtenemos una subsucesion bloque (u;)ien de (2;)ien v 0 < A <
B < oo tales que cada k € N satisface que

k k k
A ail <) aiwl < B ail,
=1 =1 =1

para toda (a;)¥_ ; € [~1,1]*. Consideremos

C =sup{D < B : I(yi)ien = (w;)ienVk € NV(a;))f; € [-1,1]"

(I iazyz\l > Di |az|)} :

Fijamos ¢ > 0. Luego elegimos § > 0 tal que
(G 1
> .
C+6  1+¢
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Entonces, por propiedad del supremo, existe una subsucesion bloque (y;)ien
de (u;);en que para cada k € N cumple que

k k
1Y " awil > (C = 6)> |ai|, para toda (a))f, € [-1,1)". (3)
=1 =1

Por otra parte, de manera inductiva podemos construir una sucesion (s;);en
en la familia FIN, con s; < s;41 para cada ¢ € N, y una sucesion (b;);en en
[—1, 1] tales que

| ijyjH < (C+Y9) Z |b;] para toda i € N.

JEs; JES;

Efectivamente, supongamos que encontramos una sucesion finita (s;); en la
familia FIN, con s; < s;41 para cada i < n — 1, y una sucesion (b;)f_, en
[—1, 1], donde ¢ = méx(s,), para los cuales la desigualdad

1Y byl < (C+6) D 1l

JESs; JESsi
es valida para todo i < n. Notemos que (¥;)ien/e es una subsucesion bloque

de (u;)ien. Como C + 6 > C, para algin k € N y alguna (a;)%_, € [—1,1]*
resulta. que || 25, asgerall < (C +6) S, |ail. Tomamos

Sppr ={L+1L,04+2,... (+k} y (bi)fjﬂ = (a;)f_;.

Ahora, consideremos la subsucesion bloque normalizada (z;)ieny de (7;)ien
definida como

D jesi Uiy

2; = ——————— para cada i € N.
e byl

Entonces para cada k € N se tiene que
k k k
1D aizl <> lail il = ladl,
i=1 i=1 i=1

Matematicas y sus aplicaciones 13, Capitulo 5, paginas 73-187



Estabilidad oscilatoria en espacios de Banach y teoremas de tipo Ramsey 113

para toda (a;)¥_; € [=1,1]*, y por otro lado, para cada k € N se deduce que

k
s; ViYj €5; j|
1)zl = az( jen. )H> (C=29) ) lail <—j ‘ )
; Z HZ]ESl biy;ll Z Hzgesl biy;ll

|ai| e
> —) E E
> (¢ ) C+5 0—1—5 o |_1—|- —

para toda (a;)f_, € [-1,1]%. O

7 Conjuntos Normantes en cy

Recordemos que el Teorema 6.11 establece que todo espacio de Banach que
posee una base de Schauder es isométricamente isomorfo a la completacion del
espacio vectorial cyy junto con una norma. Por esta razon el objetivo principal
de este capitulo es describir un método para construir normas para el espacio
vectorial cgp. Dicho método es el que mas se usa en Analisis Funcional y
consiste esencialmente en la busqueda de un conjunto de funcionales en cj,,
donde al espacio cgy es equipado con la norma infinito, que nos permiten
llevar a cabo nuestra tarea. Muestra de esto sera la construccion del espacio
de Tsirelson que se mostrara a detalle en la onceava seccion.

Sabemos, por una consecuencia del famoso Teorema de Hahn-Banach
[5, Cor. 6.7], que para todo espacio de Banach (X, || - ||) se cumple que
|lz|| = sup{|f(x)| : f € Bi(X*)} para cada = € X. Generalizando este
hecho introduciremos la siguiente nocion.

Definicion 7.1. Sea (X, | - ||) un espacio normado. Un conjunto no vacio
W C X* es un conjunto normante de X si ||x| = sup{|f(z)|: f € W} para
cada x € X.

Cabe mencionar que en otros trabajos se condiciona que el espacio vecto-
rial X en cuestion sea Banach y el conjunto W sea acotado (ver por ejemplo

[4])-
La defincién de conjunto normante motiva un método de construccion de

nuevas seminormas que en algunos casos inducen nuevos espacios de Banach
con propiedades predeterminadas:
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Definicion 7.2. Sea (X, || - ||) espacio vectorial normado. Decimos que un
subconjunto no vacio W C X* es un conjunto seminormante de X si se
cumple que sup{|f(z)|: f € W} < oo para toda = € X.

Si W C X* es un conjunto seminormante, entonces para cada x € X
definimos ||z||w = sup{|f(z)| : f € W}. No es dificil probar que la funcion
| - lw : X — [0, +00) es una seminorma en X.

Observemos que si W C X* es un conjunto acotado por r € R, entonces
|z||lw < rllz|| para cada z € X. (4)

Para nuestros propoésitos futuros es importante resaltar la condicion si-
guiente:

| - |lw es una norma en X si y solo si para cada x € X\{0} existe un
funcional f € W tal que f(x) # 0.

Por lo anterior convenimos, de manera muy general, denominar conjunto
normante de X a cada conjunto seminormante W C X* cuando || - ||y es una
norma. Si W C X* es un conjunto normante, denotamos por (X, || - ||w) a
la completacion de (X, || - [[w) y por Xj, al espacio dual de la completacion.

Hasta este punto es posible que exista confusion sobre las dos definiciones
de conjuntos normantes que se han presentado. La primera hace referencia a
la norma ya existente de un espacio normado, y la segunda nos proporciona
una norma, sobre un espacio normado, posiblemente distinta a la original. Sin
embargo, el lema siguiente nos permite establecer una conexién entre ellas.

Lema 7.3. Sean (X,| - ||) un espacio normado y W C X* un conjunto
seminormante que genera una norma para X. Entonces para cada [ € W
existe una unica f € Xy, tal que f(z) = f(x) para toda x € X y ||f]| < 1.
Mds ain, si W := {f e Xy o [ € W}, entonces ||z||lw = ||z|lf para toda
x € Xw.

Demostracion. Fijemos una funcion f € W. Por definiciéon se cumple que
|f(x)] < ||z||w para toda x € X. Lo cual implica que f : (X, - |lw) —
(R,| - |) es una funciéon acotada y || f|| < 1. Por otro lado, el Teorema de
Hahn Banach para espacios normados nos asegura la existencia de f € Xy
tal que ||f|| = ||f]| < 1y f(z) = f(z) para toda € X. La unicidad de
f es consecuencia de su continuidad y de que X es un conjunto denso en
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Xy. Ahora, considerando el conjunto W := {f e X :feW} vamos a

demostrar que || - [[w = || - || sobre el espacio vectorial Xy . Sea x € Xy,
como X es denso en Xy, entonces existe (z;);eny una sucesion en X tal que
x; — x bajo la norma || - ||y. Observemos que

lellw = lm [lzillw = lim sup{|f(z:)] : f € W}
= lim sup{|f(z,)| : f € W} = sup{|f(x)| : [ € W} = |zl -

Como z € Xy es arbitraria, se concluye que ||z|w = ||| para toda z €
Xw. [

Del lema anterior podemos identificar W con 1% y asi considerar a W
como un conjunto normante, segiin la definicién 7.1, del espacio de Banach
(Xw, [ - lw)-

Regresando a nuestro objetivo principal de este capitulo, necesitamos re-
cordar la definicién de producto interno.

Definiciéon 7.4. El producto interno de cualesquiera dos elementos x,y € cq
es el namero real < x,y >:= > o x;y;, donde x = (2;)ien ¥ ¥ = (¥i)ien-

Mediante el producto interno y los elementos del mismo espacio vectorial
coo podemos generar funcionales sobre (cqo, || - [|s)- En efecto, para x € ¢y se
define z* : cgo — R como

z*(y) =< x,y > para cada y € cgo.

Observemos que

)< Y lwllul <Dyl D ol < kllzllsllylls

i€supp(zx) i€supp(zx)

para todo y € cgo, donde k = |supp(z)|. Por lo tanto, 2* es un funcional lineal
acotado y pertenece a Bi((coo, || « [|oo)*) si [|Z][co < 1/k.

Por otra parte, existe una correspondencia entre el conjunto FIN y el
conjunto cooN{0,1}: A cada s € FIN lo asociamos con el elemento Y, e;.
De esta manera podemos considerar a cada s € FIN como un elemento en
coo- Observemos que al tomar el espacio vectorial ¢y con la norma || - |4, se
obtiene que |(> .., ) (@) = | X5 @il < ||z|le, paratodo x € cooy s € FIN.
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En nuestros futuros ejemplos para garantizar que obtengamos normas bas-
tard con que suponer que nuestro conjunto seminormante I contiene al con-
junto Gg := {%e? : i € N}, que esté contenido en By ((cgo, || - |lso)™)- De ahora
en adelante la completacion de cgo con la norma || - ||y serd denotada por
Xw para hacer énfasis en el conjunto normante. A continuacion enlistamos
algunos ejemplos de normas que vienen de conjuntos normantes:

1. Si W = Gy, entonces (X, || - ||w) es isométricamente isomorfo a (co, || -
lsc)-

2. SiW = {3 ,c,xe; :s € FIN}, entonces (X, || - [|w) es isométrica-
mente isomorfo a (€1, - [|¢,)-

3.5 W ={>2 e :neN}, (Xw,| -|w) es isométricamente isomorfo a
(o, [ - lloo)-

Algunas veces resulta dificil identificar la completacion Xy, de cog y sus
propiedades partiendo del conjunto normante . Mientras el Teorema 6.11
afirma que todo espacio de Banach con base de Schauder es isomemétrico a
la completacion de alguna norma de cy, €l siguiente resultado nos permite
describir los elementos de Xy para algunos casos.

Teorema 7.5. Si ||| es una norma definida en cyy en la cual la base candnica
es 1 — basica. Entonces la completacion resulta ser (coo, || - ||) = (&, ||| - |]),
donde

€ = {(a;)°, € RY: (Z a;e;)o>, es una sucesion de Cauchy en (coo, || - ||)} v
i=1
(@)=l = timsup {| 3 aies]) - n € N},
i=1

Demostracion. Primero demostremos que el espacio normado (%, || - |||) es
completo. Dado (ay)aen una sucesion de Cauchy donde ay = (a})ieny € €
para toda A € N, es decir, dado € > 0 existe NV € N tal que

g .
oy — o ||| < 3 si A,y > N.
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Definamos sy = sup{|| Y_i_,(a} — a])e;|| : k < n} para toda k € N. Como
(e;)ien es 1-basica tenemos que

sp = s; para cada k,t € N, (5)
y en consecuencia
n

1Y () — a)el| < [[lax — a,]|| para toda n € N. (6)
i=1

Por lo tanto, para cada j € N,

a3 = a}| lle;ll = ll(a; — a})el
J Jj—1
<D (@ —aell + 1) (a7 = af)el|
i=1 i=1
<esiAy>N.

Lo anterior implica que, para toda i € N, (@] ),en es una sucesion de Cauchy en
(R,]-]). Recordemos que (R, |-|) es un espacio de Banach, entonces para cada
i € N existe a; € R tal que (a;) ey converge a a;. Consideremos a = (a;);en,
vamos a demostrar que a € . Observemos que, gracias a (6),

| Z a; —a] @!—HZ@ —a Z(a*—ﬁ)eill

i=n-+1 =1

<|\Za —a; €1H+Hza — aj)ei|

< e si )\,72Nparatodon,mENconn<m.

Haciendo tender a A a infinito, y por continuidad de la norma || - || y la suma
de vectores, obtenemos

m n m

a; — a; )e;|| = a; —a; )e; — a; — a; )€;

1) (i —ad)edl = 1) (@i —al)es =) (i —al)ei|
i=n-+1 i=1 i=1

< esiy > N para todon,m € N con n < m.

Se deduce que (a; — a);eny € €, y como € es un espacio vectorial (a;)ieny =
(a; — al¥)ien + (a)ien esta en €. Para demostrar que (ay)ieny converge a
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a hacemos tender a < a infinito en (6) y, por continuidad, tenemos que
| >0 (a} — a;)e]| < £ para toda A > N y n € N. Entonces

11(@)icxs — (ai)ienl| = Hmsup {|| D" (@2 = ai)el] : n € N}
=1

= sup {|| i(ai‘ —a;)eill :n € N} por (5)

< — < e para toda A > N.

[GSENO)

Dado que la sucesion de Cauchy («vy)en es arbitraria, concluimos que (%, ||| -
||) es un espacio de Banach.

Ahora, definamos ¢ : (coo, || - ||) = (€, ||| - |||]) como
<Z alel> (a;)2, para cada ZazeZ € Coo-
i=1

Es facil ver que ¢ es una transformacion lineal. Més ain, como (€;);en es
1—basica, ¢ es una isometria:

oo o o
1Y " aeill = 1116 aies)l|| para todo > aze; € coo,
=1 =1 =1

Sea (a;)$2, elemento en €, entonces ((a;)" ;) ", es una sucesion de ¢ donde
(a;)P_, pertenece a ¢(cqo) para todo n € N. Por la definicion del conjunto € y
que ¢ es una isometria, ((a;)?;) ~, es una sucesion de Cauchy en el espacio
de Banach (%, ||| - |||). De hecho, se puede probar que ((a;)!-,), -, converge
a (a;)2,. Por lo tanto, ¢(cop) es denso en ¥. Finalmente, debido a que la
completitud de un espacio normado es tnica salvo isomorfismo isométrico,
resulta que (coo, || - [[) = (¢, ][ - [I])- 0

A continuacion introducimos el espacio de Schreier, el cual es un claro
ejemplo de la utilidad de las barreras en la creacién de espacios de Banach

que poseen base de Schauder.
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Definicién 7.6. Recordemos que la barrera de Schreier S es igual al conjunto
{s € FIN : |s| = min(s)}. El espacio de Schreier es la completacion de
(coo, || - ||s), donde la norma esta dada por

lzlls = sup{)> _ lai| : s € S}
1€S
para cada r =Y .-, a;e; en cy. Directamente de la definicion de la norma se
tiene que la base canodnica (e;);ey es una base de Schauder para la comple-
tacion de (cqo, || + ||s). Ademaés, una de las caracteristicas principales de este
espacio es que no contiene algtin subespacio isomorfo a ¢;. Sin embargo, el
modelo disperso generado por su base de Schauder (e;);cn es isomorfo a /£;.

Como una generalizacion del espacio de Schreier se propone lo siguiente:

Definicién 7.7. Sean B una barrera en N y (e;);en la base canoénica del
espacio vectorial cyp. Definimos dos normas || - ||z v ||| - |||z sobre el espacio
coo mediante las formulas

lzlls =sup{)_lail : s € B}y

€S

o
I||z|||s = sup{| Zai| : s € B}, para todo x = Zaiei € Coo-
1€8 i=1
A la completacion del espacio normado (coo, || - ||g) se le conoce como el

B—Espacio de Schreier y se denota por Sg.

Se demostrara en el Teorema 7.9 que las dos normas previas son equivalen-
tes. Es por esto que no hay distincion en el uso de una u otra. Para entender
este espacio primero daremos a conocer algunas de sus propiedades.

Lema 7.8. Para toda B barrera en N, la base candnica (e;);en del espacio
vectorial cog es una base monotona de Schauder para Sg. Mds aiun, la base
(€;)ien es 1—incondicional.

Demostracion. Consideremos el espacio de Banach (Sg, || - ||z) donde B es
una barrera en N. Por definicion ({e; : ¢ € N}) es un conjunto denso en
Sp bajo la norma || - ||g. Ahora, fijemos m € Ny (a;)", € [-1,1]™. Como

{1,...,n}Ns C{l,...,m}Ns para toda s € By cada n < m, se deduce que

n m
Il ZaieiHB < Z a;e;||p para cualquier n < m.
i=1 i=1
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Por el Teorema 6.6, podemos concluir que (e;);en es una base de Schau-
der para Sp con constante 1. Por otro lado, notemos que > .. | £ a;| =
> ics lai| para todo s € By para cada Y .- a;e; € coo € Sp. Lo cual implica

que
m m
1 Faiels = 1> aieills,
=1 =1

para cualquier m € Ny toda (a;)™, € [—1,1]™. De esta manera se prueba
que la base (e;);en es 1—incondicional. O]

Veamos que las normas dadas en la Definicion 7.7 se pueden obtener me-
diante un conjunto normante y el vinculo que existe entre ellas.

Para cada conjunto infinito / C FIN definimos los conjuntos:

Wr={) e :s€F}yWf={) +e :scF}

€S €S

Teorema 7.9. Para cada barrera B en N, las siguientes afirmaciones se cum-
plen:

1. Para cada x € Sg se satisface que |||z|||g < ||z|ls < 2|||z|||5, es decir,
las normas son equivalentes.

2. Para cada x € Sg resulta que ||z||p = HZ'HWBi yllzllls = |=llwg-

3. La sucesion (e;);en es una base de Schauder 2-incondicional para (Sg, |||-
I])-
o

Demostracion. 1. Basta probar que para cada = ) .~ a;e; € ¢op se cumple
la desigualdad |||z]||g < ||zl < 2|||z|||s- Fijemos z = >"°, a;e; € coo con
w = supp(x). Por la desigualdad del tridngulo sabemos que

|Zai| < Z |a;| para todo s € B.

€S 1€ES

Gracias a lo anterior y a la definiciéon de las normas se puede inferir que

ll2llls < llz[s-
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Por otro lado, tomamos s € B y consideramos los conjuntos t = {i € s : a; >
0} y 7 = s\ t. Entonces se tiene que

D el =Y il + D lail =D ail +1Dail.
1€s i€t ier i€t 1€
Como B es una barrera en N, existen sy, sy € B tal que

tC s C(N/méx(sUw))UtyrC sy C(N/mix(sUw))Ur.

En consecuencia, se cumple que

Z’@J = |Zai]+|2ai] = |Za,~|+|2a,~|.

1€S8 i€t 1ET 1€S] 1€ES2

Lo cual nos permite deducir que
)z < 2[l|2[l]s-
Como x € ¢g es arbitrario, se concluye que ||| - |||z < || - Iz < 2||| - |||5-

2. Primero demostremos que |||z|||s = ||x|lw, para cada x € cy. Fijemos
r =Y 2 ae; en el espacio cgy. Observemos que para todo s € B tenemos
que

D al =1 @ =10 ).

€S €S €S

De la identidad anterior y la definicion de las normas se obtiene que |||z|||z <
l|lzllws < |||z|||s. Por lo tanto, |||z|||z = ||z|lw, para cualquier x € cop.
Ahora, probemos que ||z||p = HZL'HWBi para cada x € cgg. Para ello tomamos

T = Zf; a;e; en el espacio cgp. Dado s € S seleccionamos la sucesion (&;)en €
{—1,1}" tal que!

{ sgn(a;) sia; #0
E; =

1 en otro caso

'Recordemos que sgn(a) =1sia >0y sgn(a) = —1sia <0.
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para casa i € N. Entonces ). ¢;ej es un funcional en Wg y se cumple que
Dolal =1 eei@)] = (D eie)) (@),
€S €S €S

Por la igualdad previa y la definiciéon de las normas, se tiene que

lells < ez

Sif e Wéc, entonces f = > . c;ej para algin s en la barrera B y suce-
sion (g;)ien de {—1,1}. Como consecuencia de lo anterior y la desigualdad
triangular resulta que

Sl =Y sl =1 el @) = (e (@)].

i€s i€s i€8 1€5
Lo cual implica que

lells > el
Ya que x € ¢y es arbitrario, podemos concluir que || - ||z = || - ||Wéc.
3. El primer inciso nos asegura que las normas ||-||z v |||-|||s sobre el espacio

Sp son equivalentes, lo cual implica que la sucesion (e;);en es base de Schauder
para (S, |||-]||5). Falta demostrar que la base (¢;);en es 2—incondicional bajo
la norma |||-|||s. Para ello fijamos un nimero entero positivo m y una sucesion

finita (&;)", € {1, —1}". La desigualdad del primer inciso y el Lema 7.8 nos
conduce a que

m m m m
11D eiaellls < 1Y saells < 1D aieills < 2/ aseillls,
=1 =1 =1 =1

para cada (a;)7, € [—1,1]™. Esto confirma que la base (e;);cn €s 2—incondi-
cional en el espacio de Banach (Sg, ||| - |||5)- O

8 Estabilidad Oscilatoria

Recordemos del libro [1, Def. I11.5.4] que una funciéon f : S(X) — R se llama
oscilacion estable sobre X si para todo subespacio de Banach de dimension

Matematicas y sus aplicaciones 13, Capitulo 5, paginas 73-187



Estabilidad oscilatoria en espacios de Banach y teoremas de tipo Ramsey 123

infinita Y de X y cada € > 0 existe un subespacio de Banach de dimension
infinita Z de Y tal que

sup {[f(z) = f(W)]: 2,y € S(2)} <e.

Esta nocion permitio a los autores del articulo [3] observar la existencia de una
propiedad oscilatoria dentro de las condiciones que conducen a la construccion
de un modelo disperso (ver la Definicion 9.1). De manera formal enunciamos
dicha observacion de la siguiente manera:

Definicion 8.1. Sean (X, || - ||) un espacio de Banach, k € Ny ¢ > 0. Una
sucesion normalizada (x;);en de (X, ||-||) se denomina (k, €)-oscilacion estable
si para cualesquiera s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [N]* tenemos
que

k k
1Y aiswll = 11 aimll] <e,
=1 i=1

para todo (a;)¥_, € [-1,1]%.

La relevancia de la anterior propiedad es su relaciéon con el Teorema de
Ramsey, la cual sera expuesta y demostrada posteriormente en esta seccion.
Para ello introducimos el espacio métrico que fué crucial en la demostra-
cion del Teorema de Brunel-Sucheston (Teorema 9.3) segin las notas de Th.
Schlumprecht [20]:

Para cada k € N, definimos el espacio métrico
M ={p:R¥ = 1[0,00): pesunanormay p(e;) =1Vi=1,...,k}
cuya métrica esta dada por
di(p1, p2) = sup {|p1(a) — pa(a)| s a € [=1,1]*}.
para cada par de normas p;,p2 € Mj. Una afirmacion errénea en una de
las pruebas del Teorema de Brunel-Sucheston (Teorema 9.3) fue “el espacio
M, es compacto, para toda k£ € N”. A continuaciéon se presenta un ejemplo

simple que nos permite observar que, efectivamente, estos espacios no son
compactos.
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Ejemplo 8.2. Sea (M, ds) el espacio métrico previamente definido y supon-
gamos que es un espacio compacto. Consideremos la sucesion (|| - ||w, )nen de
normas de R? definidas por lo conjuntos normantes W, = {e} — €3, %6;,} -
(R?)*, para cada n € N. Primero demostremos que la sucesion (|| - ||w, Jnen €8
de Cauchy, en otras palabras, dado € > 0 encontremos ¢ € N tal que

do ([l llw,: 1 llws,.) = sup {[llallw,, = llallw,.| - a€[-11*} <e sinm ="

Tomemos a € [—1,1]?, sin pérdida de generalidad supongamos que 0 <
llallw, — ||lallw,, y observemos que:

1) Sillallw, = [5es(a)l v llallw,, = |;;e3(a)l. entonces
1 1
lallw,, = llallw,, = |~ex(a)] = | —e3(a)|
)l
= (5~ =) festa)
11
S -
n m
2) Silallw, = |(ef —e5)(a)| v llallw,, = |(e] —e€3)(a)], entonces |la|lw, —
||a| Wm = O
3) Si |lallw, = |(ei —e3)(a)| v llallw,, = |;;e5(a)l, entonces
* * 1 *
lallw,, = llallw., = I(e1 = ez)(a)] = [ —e3(a)l
< |(e1 — e3)(a)| — [(e1 — e3)(a)| = 0.
4) Si [lallw, = Ies(a)l v llallw,, = |(ef — e3)(a)l, entonces
1
lallw, = llallw,, = |—ex(a)l = |(e1 = e3)(a)]
1 1
< - * N *
< |-ex(a)] — | —e3(a)l
1 1
—
n m
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[—1,1]? es arbitrario se concluye

Asi |||a||wn - ||a||Wm‘ <

que
1 1 1 1

(]l - lws |- llw) < == —| < =+ =

n m n m

Finalmente eligiendo ¢ € N tal que ¢ > %, se cumple que

1 1 ,
do(|] - lwos || - llwy) £ =4+ —<e sin,m >~
n o m

De ahi que (|| - |lw,)nen es una sucesion de Cauchy y consecuentemente
(lallw; )nen es una sucesion de Cauchy en R para cada a € R?. Definimos
p: R? = [0,00) como p(a) = lim,_, ||a|lw, para toda a € R% De hecho,
para cada a € R? se tiene que

o(a) = { (ei — ) (@)] i ei(a) # e3(a)
0 si ef(a) = el(a)
Ahora probemos que lim,, || - ||w,, = p- Dado a € [—1 1}2 tenemos que:
1. Si ej(a) = e3(a), entonces ||allw, — p(a)| = |Lez(a)| = Llez(a)| < L
2. Siej(a) # eb(a), entonces
lallw, — pla) =

{ (e — e5)(a)] — |(ef — €3)(a)| = 0 si flallw, = |(e7 —€3)(a)]

es(@) = l(ef —e3)(a)] < gles(@)] < 5 st lallw, = |5e3(a)l

y
lallw,, — pla) =
|(e1 = ez)(a)] = |(e = e3)(a)[ = 0 st [lallw, = I(ef = e3)(a)]
[mesa)l = I(ei — e3)(a)| = |(ef — e3)(a))
—|(ef = €e3)(a)| = 0 si-[laflw, =[5e3(a)l

De lo anterior inferimos que |[lallw, — p(a)| < 1 para toda a € [-1,1]% es
decir, da(| - [, p) < =. Asi que al tomar ¢ € N tal que £ > % para cada
e > 0, obtenemos la desigualdad

dao([] - lws p) < sin> (.

3I*—‘
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Sin embargo, p no es una norma ya que p((1,1)) = 0. Por lo tanto, (M, ds)
no es compacto.

La afirmacién se vuelve cierta si reemplazamos “norma” por “seminorma’”’
de la siguiente manera

Ni={p:R¥ —[0,00) : p es una seminorma y p(e;) =1 Vi =1,...,k}.

Enseguida verificaremos que (Nj,d;) es un espacio métrico compacto. Pa-
ra esto es importante observar que si || - ||, es la norma de R*, dada por
(@, ar)lle, = SO, |ai| para toda (ay,--- ,ax) € R¥, y p € Ny, entonces
Ip(a)] < |lalle, para todo a € R*.

Lema 8.3. Para cada nimero natural k, el espacio métrico (Ny,dy) es com-
pacto.

Demostracion. Sea k € N. Demostraremos que el espacio es completo y to-
talmente acotado (esto es equivalente a la compacidad en espacios métricos,
una prueba de ello se puede consultar en [9]). Para ver que es completo to-
mamos una sucesion de Cauchy (p,)neny en (N, dx). De la definicion de la
métrica dy podemos ver que las sucesiones {(p,())nen : © € R?} son unifor-
memente Cauchy en el espacio de Banach (R, |- |). Mas aun, las sucesiones
{(pn(2))nen : © € R?} convergen uniformemente en (R, |- |). Tomando el li-
mite puntual podemos definir p(z) := lim,, .. pn(z) para cada z € R*. Es
facil ver que p es una seminorma en R* y p, — p. Ahora probaremos que
(Nk, di) es totalmente acotado. Fijemos € > 0 y consideremos una £-red B
en ([—1,1]% || - l) y A una -red en [0, k]. Para cada funcion f : B — A
definimos .
Cp=1{peNi: [p(b) = f(b)] < | Vb e B}.

Afirmamos que py, po € Cf satisfacen que di(p1, p2) < €. Para ver esto toma-
mos = € [—1,1]¥ y b € B tal que ||z — b|,, < . Entonces tenemos que

|p1(2) = pa(2)] < [pr(2) — pr(D)] + [p2(b) — (D)

+ [£(0) = p2(b)] + |p2(b) — pa(2)]

2e
< lpr(x =)l + lpa(b — 2)[ + -

€
< 2|z = b, + 5 <e
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Ahora para cada Cy no vacio fijamos p; € C;. Veamos que {p; € Ny : [ :
B — A} es una e-red en Nj. Ciertamente, dada p en N} consideramos la
funcion f : B — A definida por

F(b) =mi{a € A: |p(b) —a| < Z}.

De donde se sigue que p € Cy y por ello se cumple que di(p, pr) < €. Esto
prueba que (N, di,) es totalmente acotado. Por lo tanto, (N}, di) es compacto.
O

Siendo més especificos, la prueba del Teorema de Brunel-Sucheston a la
que hicimos referencia previamente, usa el Teorema de Ramsey para Analistas
(Teorema 3.4) sobre ciertas coloraciones cuyo codominio estd en el espacio
M., suponiendo de manera equivocada que es un espacio compacto. Pero
esto se puede rescatar simplemente usando subconjuntos cerrados de N, que
resultan ser compactos.

Para cada k € N usaremos, a continuacion, el espacio métrico compacto
N v una sucesiéon normalizada de un espacio de Banach para colorear la
familia de bloques de k barreras arbitrarias.

Sean (x;);en una sucesion normalizada de un espacio de Banach (X, ||-||x),

k € Ny (B;)F_, una sucesion de barreras en N. Ahora, para cada s € FIN,

escogemos el vector X(s) := ”gle—g:ﬂ” Finalmente definimos la coloraciéon
i€s Ut

Br : Bl(By,...,By) — N} asociada a la sucesion (z;);en, en el punto S =
{s1,...,8x} € Bl(By,...,By), como

k

Br(S)(D aer) = | Z a; X ()|

=1

para todo (a;)*; € [—1,1]*. Por comodidad cuando consideremos las colo-
raciones ;s se entenderé a que sucesion estan asociadas sin nombrarla. En
un caso muy particular, cuando (By, ..., Bx) = ([N]',...,[N]!), la coloracion
Br : BI*([N]') — A} se identificara con la funcién 1y, : [N]¥ — N}, definida
en el punto s = {s(1),...,s(k)} € [N]* como

k

Uie(s) (D aier) = || Z ;i) |

=1
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para todo (a;)¥, € [-1,1]*. Ademés, podemos ver que para cada S €
BIl(By,...,By) y cada s € [N]¥

k k k k
1Y @i (sa)ll < D llaiX (sa)ll < Y lail = 1) aseilly v
i=1 i=1 i=1 i=1

k k k k
1D aiwgyl <D llaswsill <D lail = | aieills, para todo (a;)i; € [-1,1],
=1 =1 =1 =1

El siguiente lema garantiza que cada coloracién [; converge a una norma
dentro del espacio compacto N, para cualquier k € N.

Lema 8.4. Sea (z;)ien una sucesion basica normalizada en un espacio de
Banach (X,|| - ||). Para cada k € N y cada (B;)¥_, sucesion finita de barrera
en N, ezisten una norma py, : R¥ — [0,00) y M € [N]* tal que

lim S) = :
Bl(Bl[M"'kaFM)BS—)oo6k( ) Pk

esta convergencia se establece dentro del espacio métrico compacto Nj,.

Demostracion. Sean (z;);en una sucesion basica normalizada en el espacio de
Banach (X, || - ||) y C su constante de base. Fijemos k € Ny (B;)%, una
sucesion finita de barrera en N. De acuerdo con el Corolario 5.4 podemos
encontrar M € [N]¥ y pi, € Nj de tal modo que para cada e > 0 existe £ € M
tal que

€
di(Be(S), pr) _SUP{|||ZCM si)llx — pw Zalez (a:) z 1€ [- 1a1]k} < C

para toda S = {si,...,s:} € BI(By [mse---Br Tmye). Para finalizar

con la demostracion solo nos queda comprobar que p; es una norma. Pa-
ra esto supongamos que hallamos (b;)f, € [-1,1]* \ {(0,...,0)} tal que
pk(Zle biei) = 0. Consideremos ip = min{i < k : b; # 0} y fijemos
0 < & < |byl|. Por el Corolario 6.7 y la convergencia de la coloracion, te-
nemos que

10 k
Ibio| = 1D biX (si)[| < CID_biX ()| < Cdr(Bi(S), pr) < e,
=1 =1

para cada S € BI(B1 [mye, - - Br Tamye), lo cual es imposible. De este modo
concluimos que pi es una norma. ]
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Corolario 8.5. Sea (x;);en una sucesion bdsica normalizada de un espacio de
Banach (X, || - ||x). Para cada k € N, ezxisten una norma py, : R¥ — [0, 00)
y M € [N]¥ tal que

lim  Y(s) = pr,

s€[MF—o00
esta convergencia se establece dentro del espacio métrico compacto N.
Enseguida enunciamos uno de los resultados claves de esta seccion, el cual

aparece en el articulo [3]. Para comodidad del lector incluimos una demostra-
cion completa y accesible.

Teorema 8.6. Para cada entero positivo k € N/1, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) (Teorema de Ramsey) Dado ¢ € N y N € [N|¥, para cada funcion
¢ [N]F — {1,...,q} podemos encontrar i < q y M € [N]* tal que
[M]* C o7 (i).

(2) (Teorema de Ramsey para Analistas) Sean (X,d) un espacio métrico
totalmente acotado y N € [N|*. Para cada coloracion ¢ : [N]F — X y
cada € > 0 existe M € [N]¥ tal que

d(p(s),p(t) <e
si s, t €M
(3) Para cada sucesion normalizada (x;);en en un espacio de Banach (X, ||-

) y cualquier e > 0, existe M € [N|* tal que (x;)icar es (k,€)-oscilacion
estable.

Demostracion. La implicacion (1) = (2) es el Teorema 3.4.

(2) = (3). Sea (x;);en una sucesion normalizada de un espacio de Banach
(X, |I-1]). Para cada k € N consideramos la funcion v, : [N]¥ — N}, asociada
a la sucesion (x;);en, definida anteriormente. Fijamos ¢ > 0. Aplicando el
Teorema de Ramsey para Analistas, podemos encontrar M € [N]* tal que

di(Yi(s), ¥u(t)) <e
para todo s, t € [M]*. Es decir, si s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} €

[M]*, entonces
k k
1D~ aizallx = 1D @iz llx| < e,
i=1 i=1
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para todo (a;)¥_, € [=1,1]*. Por ende, la sucesion (x;);cas es (k, €)-oscilacion
estable.

(3) = (1). Como se plantea en el Lema 3.3, basta probar el caso ¢ = 2.
Dados k € N y una coloracién arbitraria ¢ : [N]* — {1,2}. Consideremos el
espacio vectorial cyy y el conjunto normante

W =GoU{> e :se[N"yp(s) =0}

1€ES

Notemos que (€;);en €s una sucesion nomalizada bajo la norma generada por
W. Ademas, es facil ver que si s € [N]¥ y ¢(s) = 0, entonces || >, e]lw = k.
Maés atn, probemos que || >, ellw < k — 1 para cada t € [N]* tal que
©(t) = 1. Para ello supongamos que t € [N]* y (t) = 1. Fijemos f € W. Si
f € G, es claro que f(},.,e;) <1.Si f € W\ Gy, entonces existe u € [NJ*
tal que p(u) =0y f =3, e Comot# sy [t| = |u, existe iy € t\u. Asi,

tenemos que
FOJe)=f(> e)<k—1

1€¢ iet\{io}

Por lo tanto, || Y., eillw < k — 1 siempre que t € [N]* y o(t) = 1. Aplicando
la hipotesis a la sucesion (e;)ien y a € = 3, podemos encontrar M € [N]* de
tal modo que:

1
1D edlw =1 esllw] < 3
i€s =

para cada s, t € [M]*. Supongamos que existen s, t € [M]* tal que ¢(s) =0
y ¢(t) = 1. Entonces

1

1D esllw =1 esllw] < 5
Jjes jet

1

E=1D_eilw <3
JEt

1
k=g <l eilw
JjEt

Lo cual es una contradiccién e implica que [M]¥ C p~1(i) para algtn i <
2. [
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La nociéon de (k,e)-oscilacion estable nos conduce a una propiedad de
asintoticidad, la cual se formaliza en la siguiente definicion.

Definicion 8.7. Dados un espacio de Banach (X, ||-||) y £ € N. Una sucesion
normalizada (z;);en en X se dice k—oscilacion asintdtica estable si existe

g; \ 0 tal que para todo s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [N}*

cumple que
k ’
Il Zai%(i)ﬂ — |l Z aiZe) ||| < Emmgs(1)1)}
i=1 =1

para cada (a;)%_, € [—1,1]".
A continuacién enunciamos una condicién que es equivalente a la propie-

dad de k—estabilidad oscilatoria asintotica y facilita su uso en algunos casos.

Lema 8.8. Sea k un numero natural. Una sucesion normalizada (z;);en en
un espacio de Banach (X, || - ||) es k-oscilacion asintdtica estable si y solo si
para cada € > 0 existe n € N tal que para cualesquiera s = {s(1),...,s(k)},
t={t(1),...,t(k)} € [N/n]* se satisface que

k k
’|| Zaz‘l‘s(i)ﬂ — |l Zaixt(i)m <§g,
i=1 =1

para todo (a;)%_, € [-1,1]F.

Demostracion. Sean (z;);eny una sucesion normalizada en un espacio de Ba-
nach (X,|-]|) y k € N.

(=) Primero supongamos que (z;);en €s k—oscilacion asintoticamente es-
table, es decir, existe g; N\, 0 tal que para cualesquiera s = {s(1),...,s(k)},
t={t(1),...,t(k)} € [N]¥ se cumple la desigualdad

Il ZM%( oIl Zazl’t( | < emmgsaay

=1

para cada (a;)%_, € [—1,1]*. Dado & > 0, como (g;);en es estrictamente de-
creciente y converge a 0, encontramos n € N tal que £,4; < e. Observemos
que si s,t € [N/n]*, entonces

I Za Zs(iy | — |l Zazxt(z 1| < emmise)y < ntr <€
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para cada (a;)% , € [—1,1]%.
(<) Para el reciproco, supongamos que para cada ¢ > 0 hallamos n € N
tal que para todo s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [N/n]* se tiene

que
k k
H| Zaz‘l‘s(z‘)ﬂ — | Zaﬂt(z‘)ﬂ\ <g,
=1 =1

para todo (a;)%_; € [~1,1]*. Observemos que si s,t € [NJ*, entonces para
cada (a;)¥_, € [~1,1]* se satisface la condicion

k k k k
1D awaoll = 1D ampll] <D lailllzswll + > laillle |
i=1 =1 =1 =1
k k
= il + > |ai] < 2k
i=1 i=1

Por hipotesis, existe n; € N tal que para cualesquiera s, t € [N/n;]* resulta

que
k k 1
H| Zaﬂs(i)u — | Zaz‘iﬂt(i)n} < b}

=1 =1

para todo (a;)¥_; € [~1, 1]*. Definimos

ny+1—1 .
ai:2k+T para i < nj.
Notemos que (&;);<n, €s estrictamente decreciente, €; > 2k para todoi < mn; y
En, = 2k + 2% Aplicando de forma recursiva la hipotesis se puede encontrar,
para cada j € N/1, un nimero entero positivo n; con n; > n,_; tal que para
todo s, t € [N/n;]* se cumple la condicién

k k
1
1D @zl — |l z;aixt(i)lH 57
=1 =

para todo (a;)¥ , € [-1,1]*. Después, tomando d; = max{j,n; — n;_1}, defi-
nimos

A
|

1 +nj+1—i

E; = -
b9t 2d;

para n;_1 <1 < nj.
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Por construccion, para cada j € N/1, se obtiene que (g;)i<n, es estrictamente
decreciente, ¢; > 2]%1 para todo nj_ 1 <@ < njy e, = le,l + Q%J Maés atn,
E; \[ 0.

Por otro lado, consideremos los elementos s, € [N]¥. Si min{s(1),#(1)} <
n1, entonces resulta que

k k
1D aiwaoll = 11D @ ll| < 2k < Emmga ey
=1 =1

para cualquier (a;)*, € [~1,1]*. En el caso min{s(1),#(1)} > ni, como
(n;)jen es estrictamente creciente, existe £ € N tal que { = max{j € N:n; <
min{s(1),¢(1)}} y min{s(1),£(1)} < ngyq. Lo cual implica que s,t € [N/n,J*
y

k k
1
Il E a;iTss || — || E aizyp)l| < ¢ < Emin{s(0.4(D)}
i=1 =1

para cada (a;)%_, € [—1,1]*. Por lo tanto, la sucesion (z;);en es k—oscilacion
asintotica estable. O

Esta nueva propiedad nos proporciona una version equivalente al Teorema
8.6.

Corolario 8.9. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El Teorema de Ramsey para Analistas.

(2) Sea (x;)ien una sucesion normalizada de un espacio de Banach (X, ||-|]).
Para toda €; \ 0 y para cada k € N, existe M = {m; : i € N} € [N]*
tal que todo s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [M]* satisface

que
k k
1D~ @zl = 1D @iz ll| < e donde min{s(1),4(1)} = my,
=1 =1
para cada (a;)F_, € [—1, 1],

(3) Para cada sucesion normalizada (x;);en de un espacio de Banach (X, ||-
) y cualquier k € N existe M € [N]¥ tal que (z;)iem es k—oscilacion
asintoticamente estable.
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Demostracion. (1) = (2). Sean (z;);eny una sucesion normalizada de un espa-
cio de Banach (X, || -||) y ¥ € N. Consideremos la coloracion 1y, : [N]¥ — A
asociada a la sucesion (z;);en. Por el Corolario 3.5, para cada g; N\, 0, ob-
tenemos un conjunto M = {m; : i € N} tal que para cualquier par s =
{s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [M]* la desigualdad ||| S a0y —
I 328 @iyl < di((s), (1)) < e, donde min{s(1),¢(1)} = my, es cierta
para cada (a;)%_, € [—1,1]%.

(2) = (3). Esta implicacion es inmediata.

(3) = (1). Sea k € Ny (z;);en una sucesion normalizada en un espacio de
Banach (X, || - ||). Por el Teorema 8.6 basta demostrar que para cada ¢ > 0
existe M. € [N]“ tal que (x;)icn. es (k,e)—oscilacion estable. Por hipotesis
existe M € [N]“ tal que (z;);en es k—oscilacion estable. Gracias al Lema 8.8
sabemos que para cada & > 0 existe n. € N tal que si s,t € [M/n.]*, entonces

K !
1D a1 aw ||| < &
i=1 i=1

para todo (a;)¥_, € [-1,1]*. Para cada ¢ > 0 pongamos M, := M /n., entonces
podemos concluir que (z;);en. es (k,e)—oscilacion estable. O

En las nociones de “(k, e)—oscilacion estable” y “k—oscilacion asintotica
estable” estan presente la barrera [N]*, para cualquier & € N, y es importante
que sus elementos esten enumerados de manera creciente. Esto motivé algunos
resultados importantes del trabajo [12] que estdn presentes en esta seccion,
entre ellos una generalizacion de la oscilacion utilizando una familia de bloques
de una cantidad finita de barreras como la formalizaremos a continuacion.

Notacion: Sea (z;);eny una sucesion de un espacio de Banach (X, |- ||) y
para cada s € FIN definimos el vector bloque

_ Zies Li

i
Definicion 8.10. Dados un espacio de Banach (X ||+]|), una sucesion finita de
barreras (B;)¥_, en Ny € > 0. Una sucesién normalizada (;);ey en X se dice

que es ((B;)k_,,e)—oscilacion bloque estable si para todo S = {si,...,s},
T ={t1,...,tx} € Bl(By,...,By) se cumple que

k k
1D @l = 11D @)l <e,
i=1 i=1

X(s)
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para todo (a;)¥_, € [—1,1]*. Particularmente, la sucesion (z;);ey se denomi-
na (B, k,e)—oscilacion bloque estable si es ((B,...,B),c)—oscilacion bloque
estable.

Nuestra principal contribucion en el articulo [12] son las siguientes con-
diciones equivalentes al Teorema de Ramsey, que muestran una conexion de
este con el Anélisis Funcional.

Teorema 8.11. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Teorema de Ramsey.
(2) Teorema de Ramsey en Barreras.

(3) Dados k,q € N y una sucesion de barreras (B;)%_, en N. Para cualquier
coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — {1,...,q} existen i < qy M € [N}¥
tal que BU(By [ar, ... Br Tar) € 971 (i).

(4) Sean (X,d) un espacio métrico totalmente acotado y (B;)¥_, una suce-
sion finita de barreras en N. Para toda coloracion ¢ : Bl(By, ..., Bg) —
X y cada € > 0 existe M € [N]¥ tal que d(p(S),(T)) < e si S,T €
Bl(Bl rM, “e . ’Bk [M).

(5) Sea (x;)ien una sucesion normalizada de un espacio de Banach (X, ||-|).
Para cada sucesion finita de barreras (B;)%_, en N y cada e > 0, podemos
encontrar M € [N|* tal que (z;)ierr €s ((Bi 1ar)5_y, €)—oscilacion blogue
estable.

Demostracion. (1) = (2). Procederemos por inducciéon sobre el orden de la
barrera. Sea B una barrera en N € [N]“ con orden w* para algtn k € N

y ¢ € N. Tomemos una coloracion arbitraria ¢ : B — {1,...,q}. Por el
Corolario 4.11 y el Teorema 4.13, existe n € N U {0} tal que [N/n]* C B.
Consideremos la restriccion g0|3[N/n : B [n/m— ¢, donde B | n/n= [N/n]*.

Por el Teorema de Ramsey (Teorema 3.2) hallamos i < ¢y M € [N/n] tal
que [M]* € (¢ls1,,) " (i). Lo cual implica que B [5C ¢~ (i).

Ahora, supongamos que para toda barrera B en N € [N} con ord(B) < «
tal que w* < a 'y cada coloracion finita ¢ : B — {1,...,¢q} existen i < qy
M € [N]* tal que B [y, C o 1(3).
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Sean B una barrera en N € [N]* de orden av > w® y ¢ : B — {1,...,q}
una coloracion finita arbitraria. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que By, # () para toda n € N. Entonces definimos, para cada n € N,

©n : By — q como ¢, (s) = ¢({n} " s) para todo s € By,.

Notemos que, por el Lema 4.9, ord(By,y | M) < « para cualquier n € N y to-
da M € [N]¥. Pongamos m; := min(N). Aplicando la hipotesis de induccion a
©m, Tesulta que existen iy < gy My € [N/mq]* tal que @, (Bim,y Tar,) = {41}
Tomamos ms := min(M;) y consideremos la restriccion ¢,,, [Biangy s, - NUE-
vamente, por la hipotesis de induccion, encontramos iy < gy My € [My/mo]*
tal que @m,(Bgm,y [az) = {i2}. De manera recursiva obtenemos i; < ¢y
M; € [Mj_1/m;]* tal que o, (Bpm;y Ta;) = {i;}, donde m; := min(M;_,),
para cada j € N. Definimos la coloracion finita ¢ : [N]! — {1,...,q} por la
regla

6({j}) = i; para cada {j} € [N]".

Por lo expuesto en la seccion de barreras sabemos que ord(|[N]') = w. En
consecuencia podemos hallar ¢ < q y L € [N]* tal que ¢([L]') = {i}. Consi-
deremos el conjunto M = {m; : j € L}. Dado s € B | M arbitrario, tenemos
que s = {mj,,...,my, } con |s| = £,. Recordemos que m;, = min(Mj, 1) y
Mj,_1 € Mj, ya que ji < j» — 1. De ahi que {my,,...,m;, } pertenezca a
Bim,,y Tag, - Por lo tanto, ¢(s) = @m, ({my,,...,mj, }) = i. Debido a que
s € B | M es arbitrario se concluye que ¢(s) =i para todo s € B [ M

(2) = (3). Sean k,q € Ny (B;)¥_; una sucesion de barreras en N De-
finimos la funcion f : BU(By,...,By) — @F B; como f({s1,...,s:}) =
$1789 775, para todo {sy,...,sx} € Bl(By,...,B). Es facil de ver que f
es una biyeccion. Lo cual implica la existencia de su inversa f~1.

Por otra parte, sea ¢ : Bl(By,...,B;) — {1,...,q} una coloraciéon y con-
sideremos la coloracién ¢ o f=1: @le B; — {1,...,q}. Como consecuencia
del Lema 4.6 y la hipotesis, existen i < ¢ y M € [N]“ tal que

k

DB n# 0y @B i< (0o /7).

i=1

=@ (Bi [)y f es una biyeccion, se tiene que BI(By [y

i)l
0y BUBy a5 By [a) es monocromatico con color i.

Como (@z B
By [u) #
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(3) = (4). Anélogo a la prueba del Teorema de Ramsey para Analistas
(Teorema 3.4).

(4) = (5). Sean (z;);en una sucesion normalizada en un espacio de Banach
X y (B;)k_| una sucesion finita de barreras en N. Esta implicacion se deduce
directamente de aplicar el cuarto inciso a la funcion gy : Bl(By,...,By) —
N, asociada a la sucesion (z;)ien.

(5) = (1). Sean k un numero natural, (z;);ey una sucesiéon normaliza-
da en un espacio de Banach X y ¢ > 0. Por el Teorema 8.6 es suficiente
demostrar que la sucesion (x;);ey tiene una subsucesion (k, )-oscilacion es-
table. Consideremos la sucesion finita de barreras ([N]', ..., [N]!) de tamaro
k. Aplicando el quinto inciso encontramos un conjunto M € [N]¥ tal que
(x:)ienr es ([M]', k, e)-oscilacion bloque estable. Por lo anterior y la igualdad
[N]® = BI*(IN]'), se determina que (x;);cas es una subsucesion (k, )-oscilacion
estable. O

En la siguiente secciéon veremos la importancia de la nocién de asinto-
ticidad de una oscilacién estable en la obtencién de un modelo disperso, es
por esto que a continuacién introducimos una condiciéon de asintoticidad para
oscilaciones bloque estable.

Teorema 8.12. Sea (B;)F_, una sucesion de barreras en N, con k € N. Para
cada sucesion normalizada (x;);en en un espacio de Banach (X, - ), las
propiedades siguientes son equivalentes:

(1) Para cada e > 0 existe M € [N]¥ tal que (z;)jem es
((B; 1a)Fy, €)—oscilacion bloque estable.

(2) Para cada £; \, 0 existe M = {m; : i € N} € [N]¥ para cualesquiera

S={s1,...,sx}, T ={t1,...,tx} € BU(By [ar,---,Bx [m) se satisface
que

k k
!H Z ale(sl)H - H Zalx(tz)”| < Ey donde ml/n(sl U tl) = m£7
=1 i=1

para cada (a;)F_, € [—1,1]".

(3) Ezisten e; \y 0 y M = {m; : i € N} € [N]¥ tales que para todo S =
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{s1,--.,sk}, T =At1,...,tx} € BBy a1, -, B [ar) resulta que
k k

||| Z%’/W&')H — | Zai)((ti)w < &g siempre que min(sy Uty) = my,
i=1 i=1

para cada (a;)¥_, € [—1,1]F.

Demostracion. Sea k € N, (B;)%_, una sucesion de barreras en N y (x;)en
una sucesion normalizada en un espacio de Banach (X, || - ||).

(1) = (2). Consideremos una sucesion (g;);eny de ntmeros reales, decre-
ciente y que converja a cero. De manera inductiva podemos encontrar una
sucesion (M) ey de conjuntos infinitos de N y una sucesion (m;);en estricta-
mente creciente en N que poseen las siguientes cualidades:

1. m; := min(M;) para toda j € N,
2. My € [Ny My € [M;/m;]° C [M;]¥ para cada j € Ny,

3. para cualquier j € N, la subsucesion (z;)iens;, €
((Bi Ta1,)iy,€5)—oscilacion bloque estable.

En efecto, supongamos que hemos hallado una sucesion finita (M;)%_; de
conjuntos infinitos de N y una sucesion finita (m;)_, estrictamente crecien-
te en N que obedece las condiciones antes enlistadas. Enseguida considere-
mos la sucesion normalizada (7;)iens, /m, ¥ €nt1- Usando el primer inciso en-
contramos un conjunto M, 1 € [M,/m,]* tal que (z;)icr,,, e ((Bi [m,.,
)X 1, €ns1)—oscilacion bloque estable, esto es, que cada S = {sy,..., s},
T =A{t,....,ty} € BU(Bi [Mpsrs-- - Br [wm,,,) cumple que

k :
D aX(s)ll = 1D aX (t)ll] < ensa,
i=1 i=1
para cada (a;)¥_, € [—1,1]".
Proponemos a M := {m; : j € N} como el conjunto deseado. Efecti-

vamente, observemos que para todo S = {s1,...,sx}, T = {t1,...,tx} €
Bl(By Ty, .- By [a) se tiene que

k k
1) asX (sl = 1) ()] < e
i=1 i=1
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siempre que min(s; U t;) = my, para cada (a;)¥, € [-1,1]*, yaque S, T €
BU(By Tay - B Tam,) y (%)iem,., es (B 'ar,)¥_;, €0)—oscilacion bloque
estable.

(2) = (3) Esta implicacion es inmediata.

(3) = (1). Por la afirmacion del tercer inciso existen ; \, 0y N = {n; :
j € N} € [N]¥ tales que para todo S = {s1,...,sr}, T = {t1,...,lx} €
BIl(B; In, ..., Bk [n) resulta que

Il Za, (si)||—l Za X (t;)]|| < e¢ donde min(s;Ut;) = n, para algin £ € N,

para cada (a;)¥_; € [~1,1]*. Como la sucesion (g;);en es estrictamente decre-
ciente y converge a 0, entonces para cualquier € > 0 existe ¢ € N que satisface
g¢ < e. En consecuencia, al tomar M = N/n,_; obtenemos que la subsucesion
(73)ien es ((B; [ar)ry, €)—oscilacion bloque estable. O]

El Teorema anterior induce la siguiente propiedad de estabilidad oscila-
toria asintotica por bloques para una sucesion normalizada en un espacio de
Banach.

Definicién 8.13. Sean k un ntimero natural y (B;)%_; una sucesion de barre-
ras en N. Una sucesion normalizada (z;);en en un espacio de Banach (X, ||-|),
se dice (B;)¥_,—oscilacion bloque asintdtica estable si existe g; \ 0 tal que
para todo S = {s1,...,8c}, T = {t1,...,tx} € Bl(By,...,Bs) se cumple la

condicién .
||| Zai | - H Z(l X ||| < Emin(syUt1)
i=1

para cada (a;)%_, € [—1,1]%.
De manera analoga al Lema 8.8 se obtiene el resultado:

Lema 8.14. Sean k € N y (B;)%_, una sucesion de barreras en N. Una suce-
sion normalizada (x;);en en un espacio de Banach (X, ||-||) es (B;)¥_,—oscilacion

bloque asintotica estable si y solo si para cada € > 0 existe n € N tal que si
S={s1,....su}, T =A{t1,..., tx} € Bl(By In/ns- -, Bk [nm), entonces

13 (sl = I e ()] <
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para todo (a;)%_, € [—1,1]%.

Demostracion. Sean k € Ny (B;)¥_, una sucesion de barreras en N. Conside-

remos (;);eny Una sucesion normalizada en un espacio de Banach (X, || - ||).

(=) Supongamos que (;);en es (B;)¥_;—oscilacion bloque asintética esta-
ble, es decir, existe una sucesion ¢; N\, 0 tal que para todo S = {s1,..., sk},
T ={t1,...,tx} € Bl(By,...,By) se tiene que

k k
D" aX ()l = 1 aX (t)]l] < Emtngsion)
=1 =1

para cada (a;)%_, € [~1,1]¥. Dado € > 0, como (&;)ien es estrictamente de-
creciente y converge a 0, existe n € N para el cual ¢,,,; < e. Observemos que
si S, T € BU(B1 nm,-- - Br In/n), entonces

k k
D" aX (s)ll = 1 alX (t)]l] < Emtngsiun) < Enp1 < &
i=1 =1

para cada (a;)%_, € [—1,1]*.
(«) Para el reciproco, supongamos que para cada € > 0 existe n € N tal
que cualesquiera S = {s1,..., sk}, T = {t1,... .t} € BU(B1 In/n,-- - Bk In/n)

cumplen que
k
IHZZ» |—||Zax | <&,

=1
| € [=1,1]*%. Notemos que si S, T € BI(By,...,B), entonces
1,1]% se tiene que

para todo (a;)%_

%

para cada (a;)%_, € [—1,

Il Zai?f(si)ll ll Zaif"f(ti)Hl <D lalll X (s |+Z|az\HX

=1
k

= lail + Z |a;| < 2k.
=1 =1

Por la hipotesis, hallamos ny € N tal que para S, T € Bl(By In/ny,-- - Br In/m
) se cumple la desigualdad

k
1S as(s |—||Zax <3
=1
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para todo (a;)¥_, € [~1,1]*. Para cada i < n; definimos

7’Ll+1—i

E; = 2k + om

Por construcciéon (52)Z<n1 es estrictamente decreciente, ¢; > 2k para todo
1 <My ep = 2k+ 2n1 Aplicando de forma recursiva la hipotesis, para
cada j € N/1, se puede encontrar n; € N con n; > n,_; tal que si S,T €
BI(Bi [n/n;» - -+ Br Inyn,), entonces

|||§:ai?f ) = IIZGX M| <

para todo (a;)¥_; € [~1,1]F. Después, tomando d; := méx{j,n; — n;_1} para
cada j € N/1, definimos para cada i € N, que cumpla la restriccion n;_; <
¢ < nj, el ntimero real positivo

1 nj+1—z'
21'—1Jr 2d; 7

&g 1=

Se obtiene que (&;);<n, €s estrictamente decreciente, &; > 2%1 para todo i < n;
Y En; = 2j£1 + %. Mas aun, la sucesion (g;);en es estrictamente decreciente
y converge a cero.

Ahora, consideremos S, T' € BIl(By,...,Bg). Si el min(s; Ut;) < ng,

entonces resulta que

k k
1> " asx(s)ll = 1Y ai ()] < 2k < Emngsion)
=1 i=1

para cualquier (a;)¥ ; € [~1,1]*. En el caso contrario, como (n;) ey es estric-
tamente creciente, existe £ € N tal que { = méax{j € N:n; <min(s; Ut;)} y
min(s; Ut;) < ngqq. Lo cual implica que S, T € BU(By v/, - - Br Injmg) ¥

k
||| Zai Dl =l Za X (t ||| 57 < €min(s1Ut1)s
=1

para cada (a;)%_, € [—1,1]*. Por lo tanto, (;);en es (B;)¥_, —oscilacion bloque
asintotica estable. O
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La siguiente definicion extiende el concepto de oscilacion bloque asintotica
estable a través de una sucesion infinita de barreras en N.

Definicion 8.15. Sea (B;);eny una sucesion de barreras en N. Una sucesion
normalizada (z;);en de un espacio de Banach (X, ||-||) se dice (B;);en— oscilacion
bloque asintotica estable si existe una sucesion ¢; \, 0 tal que para cada
k € Ny cualesquiera S = {s1,...,s:}, T = {t1,...,t} € Bl(B1 Inj@-1)
;- Bi Injk-1)) se cumple que

k k
Y (sl = 1) a; X ()] < emingsion)
j=1 j=1

para toda (a;)¥_ , € [-1,1]%.

El lector conocedor del Teorema de Brunel-Sucheston (Teorema 9.3) pue-
de adivinar hacia donde vamos, obviamente a una generalizaciéon de dicho
teorema. Para establecer esta generalizacion necesitamos el siguiente lema y
posteriormente enunciamos el corolario que nos permite demostrar el Teo-
rema de Brunel Sucheston empleando la nocién de oscilacion estable. Cabe
mencionar que por si solo este lema es importante ya que nos asegura la exis-
tencia de sucesiones con la propiedad de estabilidad oscilatoria asintética por
bloques respecto a una sucesion infinita de barreras tal y como esta enunciado
en la definiciéon anterior.

Lema 8.16. Sea (B;)ieny una sucesion de barreras en N. Si (x;)ien es una
sucesion normalizada en un espacio de Banach (X, || - ), entonces para cada
gi \¢ 0 existe M = {m; : i € N} € [N]¥ tal que para cada k € N y todo S =
{s1,...,sk}, T ={t1,.. .. te} € BUB1 [Mymy_ys---> B [nym,_,) s€ satisface
la desigualdad

k k
Il Z a; X (si)|| — || Z%’X(tiﬂH < & donde min(sy Uty) = my,
i=1 i=1

para cada (a;)%_, € [=1,1]%. Es decir, (z;)ierr €s (Bi [m)ien— oscilacion
blogque asintdtica estable.

Demostracion. Sean (B;);eny una sucesion de barreras en N y ¢; N\, 0 una
sucesion arbitraria. Consideremos una sucesion normalizada (z;);eny en un
espacio de Banach (X, || - ||). Por el quinto inciso del Teorema 8.11 podemos
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hallar M; € [N]* tal que (z;)ien €s una (By [ag, 1, e1)—oscilacion bloque
estable. En otras palabras, si S = {s1}, T = {t1} € Bl(B; [ ), entonces

lla& (s)ll = llaX (t)]] < e

para cada a € [—1, 1]. Pongamos m; := min(M;). Aplicando recursivamente
el quinto inciso del Teorema 8.11, obtenemos una sucesion (M) ey de sub-
conjuntos infinitos de N y una sucesion (m;);en creciente en N tales que:

1. m; := min(M;) para todo j € N,
2. My € [Ny My € [M;/m;]“ para cada j € Ny

3. la subsucesion (z;)ien; es (B; [ )J_,, ;) —oscilacion bloque estable para
toda 7 € N.

Del tercer inciso vemos que si j € Ny S,T € BlI(Bi [u;,- .., B; [u;), entonces
se cumple que

Il Zaﬂ(si)H — | ZaiX(tiW <¢j,

para cada (a;)]_; € [—1,1). Tomemos el conjunto M = {m; : j € N}.
Fijamos k € Ny S, T € BlU(By [am/my_vs--- Bk [Mjmy_,). Observamos que
min(s; Uty) = my para alguna ¢ € N. Por la propiedad ii) de las barreras
existen ' ={s, € B, [y k+1<i<l}yyT ={tieB; [m:k+1<i<{}
tal que SUS , TUT" € BI(B1 Inm/my ys---Be [mjm, ,)- Entonces se cumple
la siguiente relacion

k k k l
Il Zaﬂ(si)ﬂ — | ZaiX(ti)H’ =|| Z%X(Si) + > 0x(s))

i=k+1
k ¢
— 1) awx(t)+ > 0x ()] <
i=1 i=k+1

para cada (a;)¥_; € [~1,1]*. Lo cual demuestra que M es el conjunto deseado.
[

En particular, cuando se considera la sucesion ([N]*, [N]', ... [N]',...) ob-
tenemos el siguiente resultado.
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Corolario 8.17. Si (z;)en €s una sucesion normalizada en un espacio de
Banach (X, || -||), entonces para cada g; \, 0 existe una subsucesion (zn,)ien
tal que para toda s, t € FIN con 3(1) > |s| =k = |t| < t(1) se cumple que

Il Z%Insmﬂ | Z%Inm)ﬂﬂ < Emin{s(1),t(1)}

para toda (a;)%_, € [—1,1]F.

9 Modelo Disperso

Empezaremos esta seccion definiendo la nociéon de modelo disperso asociado
a una sucesion bésica normalizada, la cual fue introducida por A. Brunel
y L. Sucheston en 1973 [2|. Posteriormente daremos una demostracion de
la existencia de dicho modelo que es conocido como el Teorema de Brunel-
Sucheston. Por tltimo, introduciremos la nociéon de modelo asintético por
bloques y enunciaremos su teorema tipo Brunel-Sucheston correspondiente.

Definicion 9.1. Sea (x;);en una sucesion basica normalizada en un espacio de
Banach (X, | - ||x). Una base de Schauder (y;);en para un espacio de Banach
(Y, |l - lly) es un modelo disperso de (x;);en si existe una sucesion €; N\, 0 tal
que para todo s = {s(1),...,s(k)} € FIN con s(1) > |s| = k se tiene que

k k
1Y - azaplx =1 agyiliv] < esy,
p =1

para cada (a;)¥_, € [~1,1]*. También decimos que (z;);en genera a (y;)ien
como modelo disperso.
El lector puede comprobar facilmente que la base candnica (e;);eny para

el espacio de Banach ¢y (¢, con p € [1,00)) es modelo disperso de cualquier
subsucesion de (e;);en en el mismo espacio de Banach.

Sea (x;);en una sucesion basica normalizada en un espacio de Banach. La
norma del modelo disperso (y;);en relacionado a la sucesion bésica (x;);en se
puede expresar, por consecuencia directa de la definicion, como

k k
a;yilly =  lim Qi ’ :
12wl =, Jim I ol .
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para todo k € Ny cada (a;)%_, € [—1,1]*.

Recordemos que una sucesion (z;);ey en un espacio de Banach (X, || - ||)
se denomina sucesion dispersa si para cada k € N y todo s € [N]* se cumple
que | S8 iz = | 58, airyw||, para toda (a;), € [~1,1]%. El lema que a
continuacién presentamos garantiza que todo modelo disperso es una sucesion
dispersa.

Lema 9.2. Sean (x;)ien v (Yi)ien un par de sucesiones bdsicas normalizadas
en los espacios de Banach (X,| - ||x) v (Y, - |lv), respectivamente. Si la
sucesion (y;)ien es un modelo disperso de (x;);en, entonces para toda k € N
y toda s € [N]¥ se cumple que

k k
1> ailly = 11 sl
i=1 i=1

para cada (a;)F_, € [—1,1]".

Demostracion. Consideremos dos sucesiones basicas normalizada (z;)en ¥
(yi)ien en los espacios de Banach (X[ - ||x) v (Y, - |ly), respectivamente.
Supongamos que (z;);en genera a (y;)ieny como modelo disperso. Primero fi-
jemos k € Ny s = {s(1),...,s(k)} € [N]*. Por la observaciéon (7) sobre la
norma de un modelo disperso, sabemos que para cada € > 0 existe £ € N tal
que para todo t = {t(1),...,t(k)} € [N/{]* resulta que

k k
1D asmnllx = 1Y aiwilly] <,
=1 i=1

para cada (a;)¥_, € [—~1,1]". Después, a cada sucesion (a;)F, € [-1,1]% le
asociamos una sucesion (bi)f(:kl) € [~1,1)**®) definida, en cada i < s(k), como

b4 @ si i =t(j) para algin j < k |
' 0  en otro caso

Notemos que, para toda t € [N]**) y cada sucesion (bi)fikl) relacionada con

alguna (a;)%_; € [~1,1]%, laidentidad || S-5%) barya [ x = | S5 aisgsqay | x es

Matematicas y sus aplicaciones 13, Capitulo 5, paginas 73-187



146 Salvador Garcia Ferreira y Ana Caren Hernédndez Soto

valida. Ademés, para cualquier ¢ € [N/¢]**) se cumple que {t(s(1)),. .., t(s(k))}
pertenece a [N//]*. Por consiguiente, si t € [N//]**) entonces

k k
1Y awspllx = 1) awlly| <e
=1 i=1

para cada (a;)%_, € [—1,1]*. En otras palabras

k
L) Zazxt sl = IS awilly. para cuslquier (a)k, € [~1,11"
W 5t—o00 7 i—1
Como el limite es tinico, obtenemos que || S35 agilly = || S, aiYs@)|ly para

cada (a;)¥_, € [~1,1]*. Finalmente, ya que k € N y s € [N]* son arbitrarios,
podemos concluir que para cada k € N y cualquier s € [N]* se cumple que

k k
1> ally = IS aolly, vara toda (a), € (1,11

i=1 i=1
O
A. Brunel y L. Sucheston [2] establecieron el siguiente teorema clasico del

Analisis Funcional.

Teorema 9.3 (de Brunel-Sucheston). Toda sucesidn basica normalizada de
un espacio de Banach posee una subsucesion que genera un modelo disperso.

Demostracion. Sean (r;);en una sucesion béasica normalizada de un espacio
de Banach (X, | -]|) v & \( 0. Por el Corolario 8.17 podemos encontrar una
subsucesion (x,,)en de (z;)ieny tal que para cualesquiera s,t € FIN con
s(1) > |s| = k = [t] < t(1) se satisface que

k
6.Irllrl S
Il Zaﬁx”s<j>" | Z%l‘nt(])ﬂﬂ { mt “mteDAD) (8)
=1

para toda (a;)%, € [—1,1]¥. Ahora, tomamos k& un nimero natural fijo. Es
facil ver que el conjunto [N]* con la relacién <, definida como

s < tsiysolosi max(s) <min(t) y

s =1siysolosis=t(como conjuntos)
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para cada s,t € [N]¥, es un conjunto dirigido. Consideremos la red (V) seqmes
recordando que

k k

U()(Y D aie) = Yt |l para todo (a)ky € [-1,11%

i=1 i=1
en el espacio métrico compacto (N, dy). Dado € > 0 existe £ € N tal que
gr < 2ey >k, yaque (g);en es una sucesion decreciente que converge a
cero. Por la construccién previa, si s,t € [N]¥ y satisfacen que s,t > {(,( +
1,..., 0+ k — 1}, entonces se cumple la desigualdad

< —=<e.

di (Vr(s), Yi(t)) < 5 <5 =

Lo cual significa que (¢ (s)), e+ €s una red de Cauchy en el espacio compacto
N3. De manera que existe una seminorma p € N, a la cual converge la red.
Enseguida, mostremos que

E€min{s(1),t(1)} €

m — 4y(s) = pr. (9)

[NJF3s—00

Como la red converge, dado & > 0 existe ¢t = {t(1),...,t(k)} € [N]J* tal
que dy(Yr(s), pr) < € para toda s € [NJ* tal que s > t. Por definicion, si
s € [N/t(k)]*, entonces s > t. En consecuencia,

dip(Yr(s), pr) < € para todo s € [N/t(k)]*.

De esta manera concluimos que py es el limite de la coloracion ;. Ademaés,
el Lema 8.5 afirma que pj; es una norma para R¥.

El siguiente paso es encontrar el modelo disperso y su espacio de Banach
a través de las normas limite obtenidas anteriormente:

Consideremos el espacio vectorial coy y la base canonica (e;);en para coo.
Definamos la norma ||| - ||| : oo — [0, 00), para cada k € N, como

k

k k
|||Za,~ei|||:pk(2aiei) en Zaieiecoo.
=1 =1

i=1
Esta ultima funcién esta bien definida ya que para todo & € N y todo s €
[N]FFL resulta que

k

Py (s) (Z a;e; + 06k+1> = (s \ {s(k+1)}) (Z aﬂi) )

=1 =1
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para cada (a;)%_, € [—1,1]*. Por lo tanto, para cada k € N se tiene que

K
i€ +0 = I i€ +0
Pr+1 (;a e; + 6k+1> L Vrt1(s (Zae + 6k+1)
= lim t a;e;
im0 (e

para todo (a;)¥_, € [~1,1]*. La sucesion normalizada (e;);cn en el espacio de
Banach (E, ||| - |||), donde E es la completacion del espacio ¢y bajo la norma
[l| - ]||, es la candidata a ser el modelo disperso de (zy, );en. Primero probemos
que (e;)ien es una base de Schauder para (E, ||| - |||). Como (z,,);en €s una
sucesion basica, existe C' > 1 tal que para cualesquiera m,n € N con n < 'm
y s € [N]™ obtenemos que

Un({s(1), Z ae;) = | Z @iTngg) |l X

< Z i, |lx = C’@/Jm(s)(z a;e;),
i=1 =1

para cada (a;)™, € [—1,1]™. Asi pues, para cada m,n € N con n < m resulta
que

1Y aelll = pa (D aies) < CPm(Z a;e;) = Cl]| ZazezHl
i=1 i=1

=1

para todo (a;)™, € [—1,1]™. Por el Teorema 6.6, podemos concluir que (¢;);en
es una base de Schauder para (F, ||| - |||). Por ultimo, mostremos que la de-
sigualdad, entre la sucesién basica normalizada y su modelo disperso pro-
puesto, se cumple. Para ello fijamos k € Ny s € [N/(k — 1)]¥. Debido a la
convergencia (9) y a la definicion de le norma ||| - |||, existe £ € N/(k — 1) tal
que para cualquier ¢t € [N/{]* tenemos que

k
1D sl = 1Y awell] < =52, (10)
=1

i€t
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para cada (a;)%_, € [—1,1]*. Por las desigualdades (8) y (10), al tomar algtn
te [N/ méx{/, s(1)}]*, se deduce que

k k
I Z - !I\ZaieiHH <Y amn =11 a
i=1 =1 =1 =1
k k
‘f'}”Z i - |||Zazez|||‘ < Es(1)s
i=1 i=1

para toda (a;)¥_, € [-1,1]%. O

El Teorema de Brunel-Sucheston es equivalente al Teorema de Ramsey
(Teorema 3.2), lo cual se demuestra como se hiz6 previamente mediante la
nocion de oscilacion estable y el Teorema 8.6.

Teorema 9.4. . Los siquientes enunciados son equivalentes.

1. Teorema de Ramsey.
2. Teorema de Ramsey para Analistas.

3. Teorema de Brunel-Sucheston.

Por lo que hemos visto hasta aqui surge de manera natural la idea de ex-
tender la nocién de modelo disperso relacionandolo a una sucesion de barreras,
sin embargo, el modelo que se obtiene no necesariamente es una sucesion dis-
persa, como veremos en el Ejemplo 9.10 al final de esta seccion. Pero siguiendo
la linea del articulo [14] podemos introducir un modelo asintético mediante
el uso de bloques de una sucesion bésica normalizada:

Definicion 9.5. ([12]) Sean (z;);eny una sucesion bésica normalizada en un
espacio de Banach (X, ||| x) ¥ (B;)ien una sucesion de barreras en N. Una base
de Schauder (y;);en para un espacio de Banach (Y, ||-|]y) es un (B;);en—modelo
asintdtico por bloques de (z;);en si existe g; \ 0 tal que para cada k € Ny
cualquier S = {sy,..., s} € BI(B1 [n/(k—1); - - -+ Br Injk-1)) se tiene que

|H Zaa (si)llx — |l Z%%Hﬂ < Emin(s1)>

para toda (a;)¥_, € [~1,1]*. En particular, si B = B; para todo i € N,
entonces diremos que (x;);en genera a (y;)ien como B—modelo asintdtico por
bloques.
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Si (y;)ien €s un (B;);en—modelo asintético por bloques generado por algu-
na sucesion basica normalizada (z;);en, entonces para cada k € N la norma
|| - [[y se puede obtener de la siguiente manera

k
iYilly = Ii . ’ .
I ;& yilly A | Za si)llx (1)

para toda (a;)¥_, € [-1,1]".

Para cualquier barrera B es facil verificar que un B—modelo asintético por
bloques tiene la propiedad de dispersiéon. Para comodidad del lector presen-
tamos una prueba de este hecho.

Teorema 9.6. Sea B una barrera en N. Dado un B—modelo asintotico por
bloques (y;)ien de alguna sucesion bdsica normalizada en un espacio de Ba-
nach, para cada k € N y cualquier s = {s(1),...,s(k)} € [N]* se satisface
que

k k
I ZaiyiHY = || Zaiys(i)HYa
i=1 i=1
para toda (a;)%_, € [—1,1]F.

Demostracion. Consideremos una sucesion bésica normalizada (x;);en en el
espacio de Banach (X, || - ||x). Supongamos que (¥;);en €s un B—modelo asin-
totico por bloques de (x;);en, donde B es una barrera en N. Primero fijamos
keN, s={s(1),...,sk)} € [N}y (a)F, € [-1,1]* y luego elegimos
(bi)fikl) € [-1,1)*® tal que para cada i < s(k) se tiene que

N A si i = s(j) para algin j < k ‘
’ 0 en otro caso

Por la eleccion de (bi)f(:kl) sabemos lo siguiente

s(k) s(k)

||szy,||y—||zazym||y AT ||X—||Zaz tuo)lx
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para todo T' = {t1,...,tym)} € BI*®(B). Cracias a las igualdades anteriores
a (11), resulta que

lim H Zal HX —H Za’ly’L“Y Yy

Blk(B)BT:{tl,...7tk}—>oo i1

lim I Z )llx = Zazysz ly-

BE® (B)ST={t1,....t 0} 00 4

En otras palabras, dado € > 0, existe £ € N tal que para cada T = {t1,...,t;}
en BI*(B [n/) se cumple

IHZaz ||X—||Zazyz||y|<g

Es facil ver quesiT = {t1, ..., tsu} € B®) (B [nye), entonces {tsy, ..., ts) }
pertenece a Blk(B 'nse)- De esto se infiere que, para todo T' € Bls(k)(B IN/e)s
la desigualdad

k k
1Y @ ta)llx — 11D awilly| < e
=1 i=1

es valida. Asi, tenemos que

k
hm Hzaz (ts@)llx = 1Y awgilly
i=1

BlS(k)

y la unicidad del limite nos garantiza que || 325 aysilly = || S ailly-
Finalmente, como k € N, s € [N]* y (a;)k_, € [~1,1]* son arbitrarios, pode-
mos concluir que para cada k € N y cada s € [N]* se satisface que

k k
1> ailly = 1) aiyso iy,
i=1 i=1

para toda (a;)k_, € [-1,1]%. O
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Lo anterior atestigua que el concepto de B—modelo asintético por bloques
extiende la nocion de modelo disperso. Por esta razon, es conveniente llamar
al B—modelo asintotico por bloques simplemente B—modelo disperso.

El siguiente teorema establecido en [12]| es una generalizacion del Teorema
de Brunel-Sucheston (9.3) y es equivalente a cualquiera de las condiciones del
Teorema 8.11.

Teorema 9.7. Para toda sucesion bdsica normalizada (x;);en de un espacio
de Banach (X, ||-||) v toda sucesion (B;)ien de barreras en N, existe M € [N]¥
tal que la subsucesion (x;)icp induce una norma ||| - ||| en el espacio coo tal
que (€;)ien es un (B; [y )ien-modelo asintdtico por bloques de (;)icnr-

Demostracion. Sean (x;);en una sucesion bésica normalizada de un espacio
de Banach (X, || - ||), (B;)ien una sucesion de barreras en N y g; N\, 0. Por
el Lema 8.16, podemos encontrar M = {m; : i € N} € [N]* tal que cada
k € Ny cualesquiera S = {s1...,sp}, T = {t1...,tc} € BUB1 [m/my_,
s+ Bi [am/m,,_,) cumplen la desigualdad

k k
€ )
1> a;X(sp)ll = 1D a; X ()| < 57 siempre que min(s; Ut1) = my,
p j=1
(12)

para toda (a;)f_, € [-1,1]%.
Fijemos k € N. Es facil verificar que el conjunto Bl(By [a, .., Br [amr)
con la relacion <, definida como

S < T siy solosi max(s;) < min(ty) vy

S =T si Uj<ks; = Uj<xt; (como conjuntos)

para cualesquiera S = {sy...,8c}, T ={t1...,tx} € BI(By [a,---,Br [m)s

es un conjunto dirigido. Consideremos la red (ﬁk(S))SeBl(Bl o Balar)’ donde

k

k
Be(S) (D aies) = | Y a:X(s:)] para todo (a,)i; € [~1,1],

i=1 i=1

en el espacio métrico compacto (N, dy). Dado ¢ > 0 existe £ € N tal que
g¢ < 2y £ > k. Por la propiedad ii) de las barreras podemos hallar R =
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{ri,...,m} € BU(By [m,..., B [ar) tal que min(r) = my. Observemos que
para cualquier par S, T' € Bl(By [ur, ..., Bk [am) resulta que

T<S& méx(tl) < min(sl) 0 Uz’gk t;, = Uigksi
& S € BU(B1 [m)/max(t1)s - - - B [m/maxn)) U {T}-

Lo que incide en que si S, T € Bl(By [ar, .-, Bx [m) v S, T > R, entonces
dk(ﬂk(S),Bk(T)) < % < % < e donde min(s; Uty) = my para algtn £ € N.

Es decir, (ﬁk(S))SeBl(B1 Bty €S una red de Cauchy. Por lo tanto, exis-
te pr € Ny tal que la red (8,(S9))

mostrar que

converge a pr. vamos a
SEBI(B1I s Br I ) 8 Pk

lim Pr(S) = p- (13)

Bl(Bilasy-- BT ar)3S—00

Por la convergencia de la red, dado ¢ > 0 existe T' € BlI(B; [, ..., By [a) tal
que di(Br(S), pr) <esi S € BBy [am,---,Bx [m) y S >T. Lo cual implica
que

di(Br(S), pr) < € para todo S € BI(B1 [/ max(t1)s - - - » Br [0/ méx(t1))-

En consecuencia, el Lema 8.4 asegura que p;, es una norma para RF.

Ahora, construyamos una norma a partir de las normas p;’s que encontra-
mos anteriormente. Consideramos el espacio vectorial cyy y su base candnica
(€i)ien-. Definimos la funcion ||| - ||| : coo — [0, 00) como

k k
|||Zai€i||| = pk(Z%‘@),
=1 1

1=

para cada k € N y cualquier Y5 | a,e; € coo. Notemos que ||| - ||| esta bien
definida ya que para cada k € Ny todo S = {s1,...,8k01} € Bl(B1 [m
, -y Bry1 [ar) resulta que

k

Br+1(5) (Z a;e; + 06k+1> = Bi(S\ {sk+1}) (Z ai€i> :

=1
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para todo (a;)¥_, € [=1,1]*. Por consiguiente, para cada k € N tenemos que

- k
Pl+1 (Z a;e; + €k+1> BI(By er.’B}grll 1) 3S—00 /Bk—f—l( ) (Z a;e; + 6k+1>

i=1 =1

k
— lim T ai€i
Bl(BlrM7-~~7Bk[IW)9T_)OO/Bk( )<; )
k
1=1

para todo (a;)%., € [~1,1]*. Ademas, ||| - ||| es una norma para cgy gra-
cias a que, para cada k € N, p, es una norma para R*. Denotemos por
(E,]|| - |||) al espacio de Banach resultante de la completacion del espacio
normado (coo, ||| - |||). Propongamos a la sucesion (e;);ey como el posible
(B [ar)ien—modelo asintotico por bloques de (x;);cps. En primer lugar, mos-
tremos que la sucesion (e;);en es una base de Schauder para (£, |||-]||). Por la
definicion del espacio vectorial ¢y y el espacio de Banach (E, ||| -|||), sabemos
que E es la completacion de ({e; : i« € N}) bajo la norma ||| - |||. Como la
sucesion (z;);en es béasica, existe C' > 1 tal que para cualesquiera m,n € N
conn <mytodo S € BIBy [u,-..,Bm [u) se cumple que

Bal{sr, s DD aier) = | S ik (s)ll < CI'S. @i ()| = CB(S)(D aiey),
i=1 i=1 i=1 i=1

para toda (a;)", € [—1,1]™. De donde se puede deducir que para cualesquiera
m,n € N con n < m la desigualdad

1Y aieilll = pa(Y_ aies) < Cpm(D_aies) = Clll Y aie|
i=1 i=1 i=1 i=1

es valida para todo (a;)™, € [—1,1]™. El Teorema 6.6 nos permite concluir
que (€;);en es una base de Schauder para (F,||| - |||). Finalmente probemos
que la base de Schauder (e;);en satisface la condicion para ser un (B; [y
)ien—modelo asintotico por bloques de (z;);cp. Para ello, fijamos £k € N
y S € BUBi Immy_y»---»Br [Mjm,_,), donde min(s;) = my para algin
¢ € N. Por la convergencia (13), existe n € N tal que para cualquier 7" =
{t1,...,ts} € BUB1 [myns - - - Bi [ayn) se satisface que

1> a @l =11 3 el < 5 (14)
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para cada (a;)¥_, € [-1,1]*. Sea T' € BI(B; [ M) max{nme}s - - - Br [M) max{n,me}
) arbitrario. Teniendo en cuenta (12) y (14) se obtiene que

13 as(sll = 1> aselll] <[1 S (sl = |3 et

k k
1)@ @) =11 aelll] < e,
i=1 i=1

para toda (a;)¥_, € [-1,1]". O

Una consecuencia directa del teorema anterior es el hecho de que una
sucesion bésica normalizada puede originar mas de un modelo asintotico por
bloques, cada uno relacionado a una distinta sucesiéon de barreras en N. La
pregunta natural que surgié en el proceso de elaboracion del trabajo [12] fue:

¢ Eriste alguna conexion entre los diversos modelos asintdticos por bloques
generados por una misma sucesion bdsica normalizada?

Esta pregunta motiva un nuevo tema de investigacion que nos permitira
establecer un vinculo entre los modelos dispersos y los modelos asintéticos por
bloques. En especial, se busca descartar que todos los modelos asintoticos por
bloques de una misma sucesion basica normalizada sean isomorfos.

A continuacién presentamos dos B—modelos asintoticos por bloques, para
distintas B barreras en N, de una sucesiéon basica normalizada, que fueron
descritos en [12], los cuales nos permiten concluir que sus normas asociadas
no son iguales pero son equivalentes.

Ejemplo 9.8. Primero construimos un espacio de Banach, que posea una
sucesion bésica, a partir del espacio vectorial cgg y un conjunto normante.
Dados n,m € N/1 con n < m, consideremos el conjunto normante

- Zj:ei cseN]"H U 5 Zj:ei cs e [NJ™ 5,

2 ’ ,
€8 €8

n

W =GyU

donde (€;);en es la base candnica del espacio vectorial ¢gg. La completacion del
espacio normado (co, || - ||w) se denotara como (X, || - [|w). Ahora, veamos
que la eleccion del conjunto normante W le aporta a la norma las siguientes
propiedades:
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Observacion 9.9. Dados k € Ny (a;)%_, € [-1,1]* se cumple que
(1) |25 aedllw = |20, siieillw para todo ()5, € {~1,1}*,

©2) I aellw = I1Xr,amellw para cada  permutacion
o:{1,...,k} ={0,....k},y

(3) 1y aieillw = | 3272, aieyllw para todo ¢ € [NJ*,

Demostracion de la observacion. Sean k € Ny (a;)%, € [-1,1]*. Fijemos
una funcion f € W arbitraria. Por definicion f = e;_; i1 7@'6:(1’) para algunos

s €[Ny ()i, € {=1,1}%, con £ € {1,n,m}. Entonces

k k

FY e = S aste) - 1S o)

i=1 i=1 =1

(1) Dado (g;)¥, € {—1,1}*, consideremos la sucesién finita (8;)%, €
11}2 deﬁmda como sgn(d;)) = sgn(g;a;) para cada i < (, y
Gl _; 0i€5; € W. Como

k k
o> i) = 3 cangles) = “12551 aixs(i f“zms
i=1 i=1

resulta que

{-
g=

k

k k
f(z ae;) < Q(Z gia;e;) < || Zéi@ieiﬂw-
i1 i—1

=1

En consecuencia
2 k
1D aelw < (1D saseil|w.
i=1 i=1

Como (g;)%_; € {—1,1}* es arbitrario se tiene que la desigualdad anterior se
satisface para todo (g;)F_; € {—1,1}*. Por lo tanto, podemos concluir que

k k
1D aeillw =11 ciaseillw
i=1 i=1

para cada (g;)%, € {—1,1}*.
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Para la prueba de los siguientes incisos podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que a; > 0y v; = 1 para todo i < k, esto es, gracias a lo anterior
y a la definicién de la norma.

(2) Para una permutacion fija o : {1,...,k} — {1,...,k}, definamos
6 : N — N como (i) —0()paratodoz< ky?f(i) :zparatodoz > k.
Consideremos el conjunto r := {67!(s(1)),...,6 ' (s(¢))}. Primero veamos
que

iErﬁ{l,...,k’}@i:(} Y(s(4)) € {1,...,k} para algin j < ¢
o(i) =6(i) = (7((j))ZS(J)6{17~~7k}Paraalgfmj§f
o(i) € sn{l,....k}.

241 L

Para el funcional g = 57 > ,;_, €rii) € W se cumple lo siguiente

k k / g
Q(Z aa(i)ei) = Z ao(i)g(ez + ! Z Ao z)Xr = ;1 Z 210
=1 =1

iern{l,....k}
(+1 14 —l— 1
= 2—€ Z Ao (3) = Z % ’L)XS
(')Esﬁ{l,...7 }

E + 1
Z%Xs f(z ai€;).
i=1
En consecuencia
k k
1Y aellw <1 as@eillw
i=1 i=1

se satisface para la permutacion o que fue tomada arbitrariamente. Por ende,
podemos concluir que

k k
1> aedllw =11 asweillw,
i=1 i=1

para toda permutaciéon o de 1 hasta k.
(3) Fijemos t € [N]* y tomemos una permutaciéon o : N — N que cumpla
que o(i) = t(i) para todo ¢ < k y o(i) = i para todo i > t(k). Consideremos
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el conjunto r := {o(s(1)),...,0(s(¢))}. Primero notemos que

o(i) ernNt<e o(i) =o0(s(j)) €t paraalgin j </
<i=s(j) €{l,...,k} para algin j </
siesn{l,..., k}.

441 4

De aqui podemos observar que para el funcional g = 57 » ;. r(l e W se
cumple lo siguiente

k k k

(41 ) (41
Q(Z Ui€o(i)) = Zaig(eg(i)) = Tor Z aixr(o(i)) = o0 Z @i
i=1 i=1 i=1 o(i)ernt
(41 E —|— 1
S D MV yNE

iesn{l,....k}
k
= f(z a;ie;).
i=1

Por consiguiente

| ZazezHW <l Zazem lw = 1l Zazet(z lw-

Como t € [NJ* es arbitrario se tiene que la desigualdad anterior se satisface
para todo elemento en [N]¥ . Por lo tanto, podemos concluir que

k k
I ZaieiHW = || Z aieyq llw
i=1 =1

para todo t € [N]. O

En lo que resta de este ejemplo, por las condiciones de los primeros dos
incisos de la Observacion 9.9, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que para cada k € N se tiene que a; > as > ---a, > 0.

Enseguida, vamos a demostrar que la sucesion (e;);en es basica. Para ello,
usemos el Teorema 6.6. Fijemos p,q € N con p < qy (a;)_, € [0,1]7 ar-
bitrarios. Luego, fijemos f € W. Como se menciond en las observaciones
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previas f = 1 le Vi€ Para algunos s € INJY v (v, € {—1,1},
con ¢ € {1,n,m}. Més atn, podemos considerar (v;)¢{_; = (1,...,1) gra-

cias al primer inciso de la Observacion 9.9 y a que (a;){_; € [0,1]?. Como
{1,...,p}Ns CA{l,...,q} N s, se obtiene que

14 14
Zazez—zaif(ei)z% > aié% Yo

i=1 1€{1,...,p}Ns 1€{l,...,¢}Ns

B Zalf 61 = Zazei).

=1

En consecuencia se deduce que || Y7, a;e;llw < || > i, aieil|w. De aqui po-
demos concluir que la sucesion (e;);en es una base de Schauder para el espacio
de Banach (X, || - [|w).

Ahora, vamos a expresar a la norma || - ||y mediante una férmula conve-
niente: Para todo t € FIN tal que |t| = k > n tenemos que

( n+1
a; st a; > Yo a
m+1 min{k,m}
. Yy a1 Z om i=1 a;,
n+1 n+1
H§ :a-e H _ n i= la siap < Zz 1@
1Ct(@) [|W — n+1 > m+1 min{k,m}
i=1 Yy = 1 a; = 2m i=1 i,
m+1 min{k, m} ] m-+1 min{k, m}
2m i=1 @; si ax S 2m =1 a;
n+1 m-+1 min{k,m}
3 y i1 @ < Y @i
(%)
para todo (a;)¥_, € [0,1]¥. En particular
& "TH sik=n
1)k .
| E e lw = —(m;n) sin<k<m
=1 mT“ sim<k

Por el algoritmo de la division sabemos que existe ¢, € Z con r < n tal que
m = gn + r. Tomando en cuenta tal resultado y (x), para cada k € N y todo
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S =1{si1,...,s1+ € BI*([N]"), se obtiene que

3 Zk > ¢
i(7)

azlg S’L = J= 1 S aes

H =1 ol = <||Z] 1 Esi () [lw ) Iw = n+ 1”2 (0 llw

1

i=1 j=
_ 2 { N si "5tar > 5Eh((ai)fy)
n+1 @_ﬁh((ai)le) si n;rla mHh((ai)f:l)
_ @ s1 n_Hal > m:Llh(( 1)5:1)
N { e h((a)iy) st %rar < BER((a)y)

q
en donde h((a;)¥_ ) = min{n Z a;,n Z a; + ragi1},
i=1 i=1
para cada (a;)%, € [0,1]*. Igualmente, para cada k € N y cualquier T =
{t1,...,tx} € BI*([N]™), resulta que

||Zaz uwznzaz(nzf“m e = 25 Sl

]16t J)HW =1 j=1

2 (m—l—l )
= a/l :al
m+1 2

para toda (a;)¥_; € [0,1]%. Ademas, observemos que

1
min{n Z a;,n Z a; +rag1} < T +1)m min{nka;, ma }

m+1
(n—l—l)

ya que a; > as > ... > ai > 0. Por otra parte, si

n+1 m—l—l
5 a; < mm{nZa“ nz a; + ragi1},

entonces

2 n+1 2 m+1
al:n+1< 2 al)gnﬂ<—mm{"zwzax+mq+l}>

m+1
= G Dm mm{nZa,,nZaﬁ—qu}
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Lo cual implica que, para cada k € N y cualesquiera S € BI*([N]") y T €
BI*([N]™), se cumpla la desigualdad

HZaS )lw <] Zaf si)llw < (n+ ) min{nk, m}HZaz )w,
(15)
para toda (a;)¥_, € [0, 1]

Finalmente, aplicando dos veces el Teorema 9.7, primero para la barrera
[N]"™ y después para la barrera [N]™, podemos encontrar un conjunto M =
{m; : i € N} € [N]* tal que la subsucesion (e;);en genera a (€;);en como
[M]™-modelo disperso y como [M]™-modelo disperso, es decir, para cada ¢ €

{n,m} existe g; \, 0 tal que para cada k € Ny todo S = {s1,...,s:} €
BI*([M/my_1]%) se tiene que

Il Z a;E(s;)|lw—Il Z aje;jlle| < en, donde min(s;) = my, para alginn, € N,
j=1 j=1

para todo (a;)%_, € [~1,1]*. Recordemos que, para cada £ € {n,m}, se tiene

que

k

zz — I 15 i
||Zae|e S D D51

i=1
para cada k € Ny todo (a;)%, € [-1,1]F y
Ey; = [{e; : © € N}] respecto a la norma || - ||.
Por los calculos anteriores y suponiendo que (a;)%_, satisface que 1 > a; >
as > ... > ar >0 con k € Nj se concluye que
; n+1

— 51 a1 Z W;:-nlh(( )z:l)
||Za 6@||n_{ m+1 h((az)k ) si n+1 < m“h((a')k ) ’

(n+Dm i=1) S5m0 =1

recordando que h((a;)%_ ;) = min{n Z a,n Z a; +ragi1}, y
i=1 i=1
k
| ZaieiHm =a
i=1
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En particular, se tiene que para todo k € N

1 sik=1
1D eilla = o) sit<k<g
= mL sig<k

k
I Z €illm = 1.
i=1

Ademés, por la desigualdad (15) y propiedades del limite, para cada k € N
se cumple que

i m+ 1
| ZaieiHm < Zazezun = H Zazez”m
i=1

para todo (a;)% , € [-1,1]*.

Por lo tanto, los modelos asintoticos generados por (e;);cas respecto a las
barreras [M]™ y [M]™ poseen distintas normas que resultan ser equivalentes.
Lo cual implica que (E,, |||ln) ¥ (Em, ||-||m) son espacios de Banach isomorfos.

El siguiente ejemplo muestra que en general un modelo asintotico por
bloques no es disperso.

Ejemplo 9.10. Consideremos la base de Schauder (e;);eny para el espacio

de Banach anterior (X, || - |lw) con n = 2 y m = 8. De acuerdo con el
Teorema 9.7 podemos encontrar M € [N|* y una norma | - |25 tal que la
sucesion (e;);en bajo dicha norma es ([M]?, [M]%, ... [M]? [M]?,...)-modelo

asintotico por bloques de (€;)ienr-

Antes de probar que (e;);en 10 s una sucesion dispersa en la norma ||- |25
recordemos que

Z 'l ]', 1
”Za los = BN [N [N [NF) 551 HZ@ i) llw

jeeeyS2k }—500

para cada k € N y cualquier (a;)ien € [—1,1]%. También tengamos pre-
sente, como se mostré en el ejemplo previo, que para cada k € N, todo
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S = {s1,...,8x} € BI*¥([N]?) y todo T = {t,...,1,} € BI*(I[N]®) se resulta
que

| Za si)l| si ja; > %Zin:rll{k A4} a,
i i) ||W — 1 Z;nllll{k A} a; si %al < %Zif;llf{kA} Z
y
HZaé‘ lw = ax,
para cualesquiera a; > ay > --- > a; > 0.
Ahora, observemos que
e - lfm E(s1) +E&(s
H 1 3”2,8 Bl([NPv[N}S’[N]2)3{81,32,83}~>ooH ( 1) ( 3)||W
- lim E(s1) +E&(s
BP([NP)s{sl,sg}m|| (s1) + E(s2)[lw
_ 3 3
 BR(NP)3{s1,:} 000 2 2
y
p— 1/ g g
||€2 + 64”2,8 Bl([N]Qv[N}Sv[N]Q’[N}gIB{a,52,33,34}Hoo || (82) + (34)||W
= lim E(t)+E(
BI2([NJ#)3{t1,t} 00 1E(#) + EE2)lw
- lim 1=1,

BZQ([N]S)B{tj[,tQ}—}OO
lo cual muestra que la sucesion (e;);en no es dispersa.

Finalmente, ejemplifiquemos que la equivalencia entre dos modelos asin-
toticos por bloques no preserva la propiedad de dispersion.

Ejemplo 9.11. Nuevamente, consideremos la base de Schauder (e;);en para el
anterior espacio de Banach (X, ||-||w), donde n = 2y m = 8. Por el Teorema
9.7 podemos encontrar un conjunto M € [N]¥ tal que la sucesion (e;);en con
una norma || - || es un [M]®—modelo disperso de (e;)icar v (€i)ien con una
norma || - [|228 un ([M]%, [M]?,[M]®,...)—modelo asintético por bloques de
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(€;)iem- Recordemos como estan dadas las normas anteriores:

k k
1> aells = e 1> als)lw (16)
im1 i=1

([M]8)>{s1;...,88 } =00
k

k
a;€; = lim a;E(s; 17
H Z_; “2’2’8 BI([M)2,[M)2,[M]8,....,[M]8)>{s1,...,8) }—00 H ; ( )HW ( )

para cada k € N y todo (a;)F_; € [-1,1]*.

Mostraremos que estos dos modelos asintéticos por bloques son equiva-
lentes, pero solo uno de ellos es una sucesion dispersa. Para ello analizaremos
las normas || - ||s v || - ||2.2.s a través de las identidades (17) y (16).

En el Ejemplo 9.8 se establece que || Y25, a;&(s)|lw = méx{|a| : i < k}
para cada k € N, cualquier S = {sy,...,sx} € BI([M]*, [M]? [M]3,...,[M]®)
y toda (a;)¥_, € [-1,1]*. Lo cual implica que

k
1) aieills = max{|a;| i < k} (18)
i=1

para cualquier k¥ € N y toda (a;)F_; € [-1,1]*.

Por el primer inciso de la Observacion 9.9 podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que los coeficientes de las combinaciones lineales de (e;);en
son no negativos al calcular sus normas en || - ||y. Por otra parte, gracias a la
formula (%) de || - || obtenemos lo siguiente:

Para todo S = {s1, 52} € BI*([N]?) se tiene que

ZQ €s ) 22: €s )
||CL18(31) + agE(Sg)HW = ||a1 ( j=1 511 T ay 2] 1 €s2(y ||W
DIREHY ”W 12521 s llw

= —H Z a1€s,(j) T Z az€s, ()| lw

2 { max{al,ag} si 3 méx{ar, a2} > 2(a1 + as)

I (a1 + as) si %max{al, as} < 8(a1 + as)

{ méx{ar, a2} si 3 méx{ar, a2} > 2(ay + as)

% a; +ag)  si %max{al, as} < 8(a1 + as)
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para toda (a;)%; € [0, 1]%.

, 3
méax{ay, as} < ||a1€(s1) + ax€(s9)||lw < 3 max{ay, as},

para toda (a;)7, € [0,1]%.

uzaz )lw = s (H

o

>

=1%s1(4)

Z] 1 Gs1( ])HW

8
EJ 1 €s3(4)

||Z] 1 83(j HW

Z§=1 €s2(j) )
135 esyiiyllw

= *H Z Q1€ (5 —|— Z A2€5,(j + Z 5 33€s3(4) HW

ai
a + az + %ag)
a1

a + as)

S
=
+
Q
)
+
ol
Q
<
~—

S8

2+ as)

NI 00[W© N2 00[W© NI 00O NIL 00[W© M|

=)
w

a

%(al + a2 + %ag)
ai

%(al + CL3)

az

3(a1 + a2 + 2as)
ag

%(ag + CL3)

as

siay >az > tazy Sa
sia; > as > tazy Say
sia; > tag > az y 3ay
siay > tag > a2y Sa
sias > a1 > tagy Sas
sia22a1>%a3y%a2
sia223a3>a1y ao
sia223a32a1y§a2
s %%Zal}’%a:&zaz
SialZGQZ%aZ’)Y%CLI
siar > a2 > gazy ja1
siar > taz3 > azy a1
sia12%a3>a2y%a1
sia22a1> a3y2a2
si az > a1 > gaz y Sa
siag > taz > a1y Sas

sl ag

1 3
> 303 2 a1y 502

1 1
sl 3a3 > a1y 3a3 > az

NIV NIV AN IV A IV
Q0[O 00| 00[W 0|W 00IW QOW 00|W 0lW

NIV NIV A IV A IV
0010 00I<O 01O 001 00]D 00l C0lO Colo
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Ademas, respetando las condiciones para calcular la
norma anterior, se deduce que cualquier S € BI?(|N]?) cumple la desigualdad

(19)

Ahora, si S = {sy, 89,53} € BI([N]? [N]? [N]®),

)
)HW
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para toda (a;)?_; € [0,1]>. Asimismo, considerando todos los posibles 6rde-
nes del conjunto {ai,as,as} y acatando las relaciones establecidas en (20),
llegamos a que cada S € BI([N]?, [N]?, [N]®) cumple que

3
max{ay, ag, az} < || Zaié’(si)ﬂw < 2méx{ay,as, az}, (21)
i=1

para toda (a;)3_; € [0, 1]3.
Para cuando S = {sy, s9, s3, 54} € BI([N]?, [N]?, [N]®, [N]®) resulta que

4 8
€s,(j) D1 €s,0)
| ) a&(s)lw = | ( — ) + D a ( g ) lw
Z Z ||Z] 1 6s:(5) ||W ; IIZ] 1 €s:0) lw
= —||Za1€s1(a)+za2652 +Z 2 03€s4(j +Z ~aa€s, () lw-

para toda (a;)i,; € [0, 1]*. Tomemos un elemento S € BI([N]?, [N]?, [N]?, [N]¥)
y analicemos la norma

2 2 8 8
1 1
1D e + Y asenn + 303€s3() + > Faaesi)llw
j=1 j=1 j=1 j=1

para cada (a;); € [0,1]*. Para ello examinemos dos casos: a; > az y az >
ay. Primero seleccionemos (a;)?_; € [0,1]* tal que a; > a3. Por comodidad,

. 2 2
en algunas ocasiones, denotaremos al vector Z 1 a1€5,(j) + Z 1 A2€s,(5) +

8
py | 3A3€5,() T Z] | 3a4€5,() por z. Fijemos f = L3 er con s € [N]f

para algin ¢ € {1,2,8}. Observemos que si s N s3 = {), entonces

2
f(z) = f(z ar€s, (j) + Z (2€s,(5) + Z a4684(a)>
2 2 1
Z alesl + Z a2632(j) + Z §a4654(j) ”W
j=1 j=1 7j=1

Cuando sNs3 # (), podemos tomar un subconjunto ¢ de s,\s con cardinalidad
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|s N s3] y la funcion g = K;—; ictu(s\ss) €1 » de tal suerte que
C+1 ||sNsslas . 1
fla) = —; 5 T PCHCEDS §a3€sa(j>)
L 1€(s\s3) j=1
C+1 | |tlas . ‘1
< 0 |3 * Z e; (v - Z §a3683(j))
1€(s\s3) j=1
8
(+1 . 1
= —2€ Z €; (x — Z 5@3653(]-))
1€tU(s\s3) Jj=1

8
1
=g(z— Z gasess(j))
j=1

2 2 8
1
<D ameng) + Y arenp + :§a4€s4<j>)|!w-
j:l j:l j:l

De aqui obtenemos que

2 2 8 8
1 1
I Z ai€s,(5)+ Z A2€5,(5) T+ Z 5613683(3') + Z §a4684(j) [[w
j=1 j=1 j=1 j=1

2 2 8
1
<D ares + ) asenm + ) 304w
j=1 j=1 j=1

Como (€;)ien en (Xw, || - [[w) es una base de Schauder con constante de base
uno y una sucesion dispersa, tal y como se indica en el tercer inciso de la
Observacion 9.9, entonces si tomamos s € [N]® con s > s, la condicion

2 2 8 8
1 1
| Z a1€s,(j)+ Z A2€s,(j) T Z 3@8Css() T Z 3%4Cs4(9) [lw
j=1 j=1 j=1

j=1
2 2 8 1 8 1
= | ) mea + Y aseni + Y 304Cs() + > ases(ilw
j=1 j=1 j=1 j=1

2 2 8
1
> | meng) + Y asenm + Y 304w
j=1 j=1 j=1

Matematicas y sus aplicaciones 13, Capitulo 5, paginas 73-187



168 Salvador Garcia Ferreira y Ana Caren Hernédndez Soto

es valida para toda (a;)_, € [0,1]*. Asi, podemos concluir que

2
Hal(zesl(j + a2 2682 ]) + a3 2683 + a4 26840 [[w
j=1
= [Jax( 26810 Gy 2652 + CL3 26830 [w

para toda (a;)i; € [0,1]* con a3 > a4. Para nuestro segundo caso az > ay,
procediendo de manera similar al caso anterior llegamos a que

[\

2 8

8
1
lar (Y eani)) + a2 i) + 3 aa Zesg(j))+§a4(2654 )Iw
7j=1

j=1 j=1 j 1

2
= ||ai( Zesl(] + as 2652 G)) + CL3 Zesg i) |,
7=1

para toda (a;)}_; € [0,1]%. Por lo tanto, para todo S € BI([N]?, [N]?, [N]?, [N]®)
se tiene que

H Za £l = { la1€ (51) + 026 (52) + asE(s3)|w si a3 > ay
|a1&(s1) + a2€(s2) + as€(se)||w i as > as

para toda (a;)i, € [0,1]%. Adicionalmente, la identidad previa nos permite
inferir que cualquier S € BI(|N]?, [N]?, [N]®, [N]®) satisface la desigualdad

4
max{a; 11 <4} <|| Zaig(si)ﬂw < 2méx{a; 1 i < 4}, (22)
i=1

para toda (a;)i; € [0, 1]*.
El caso £ = 4 nos conduce a generalizar algunas caracteristicas de la
norma de los vectores que nos interesan:

Para cada k € N/3 y todo S = {s1,...,s1} € BI([NJ? [N]? [N]5, ..., [N]®)
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resulta que

k
1Y al(si)llw
=1

||CL1(€(81) + CLQ(‘:(SQ) + CL3(€(83)||W si as Z Q; V3 <j S k
|la1€(s1) + a2€(s2) + as&(sa)|lw sias > a; V3 < j <kconj#4

|la1€(s1) + a2€(s2) + ar€(si)llw siax > a; V3<j<kconj#k

y, en consecuencia, se cumple la relacion

k
méx{a; - i <k} < || Y ai€(si)|lw < 2méax{a; i <k}, (23)

i=1
para toda (a;)¥_, € [0, 1]

Debido a las desigualdades (19), (21), (22) y (23) y a las identidades (17)
y (18) se concluye que

k k k
| ZaieiHS < Zaiei”2,2,8 < 2] ZaieiHS
i=1 i=1 i=1

para cada k € Ny toda (a;)%_, € [—1,1]%, es decir, ((&)ien, || I8) ¥ ((€:)ien, ||+
||l2,2,8) son equivalentes como sucesiones bésicas.

Sabemos por el Lema 9.6 que (e;);eny €s una sucesion dispersa bajo la

norma || - ||s. Sin embargo, si consideramos los vectores e; + e3 y e3 + e4 con
la norma || - ||2.2,8 resulta que
- 1f £ &
ler + e2ll2,2,8 B (M2 M5 (o1 5} 00 1€(s1) 4+ E(s2)llw
, 3
= lim =
BI2([M]2,[M]2)35—00 2
3
2
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y
es+e = im E(s3) +E(s
H 3 4H2’278 Bl([MP,[M]Q,[M]S,[M}S)B{sl,52,33,54}—>ooH ( 3) ( 4)HW
= lim E(t) +E(t
B s intay oo | () T €)W
= lim max{1,1}
BI2([M]2,[M]2)>T—c0
=1.
Entonces la sucesion (e;);eny bajo la norma || - |22 no posee la propiedad de
dispersion.

10 Teorema Hindman-Milliken

Los teoremas notables del trabajo [12] motivan un nuevo tema de investiga-
cion que gira al rededor del Teorema de Hindman- Milliken. Algunos con-
ceptos y resultados inmediatos necesarios para comprender dicho tema los
compartiremos con el lector en esta seccion.

Definicion 10.1. Sea M € [N]¥. Una particion P = {p; : i € I} de un con-
junto M es una familia de subconjuntos no vacios de M tal que son disjuntos
entre si y satisfacen que | J,.; p; = M. Los elementos de una particién P seran
llamados blogues.

Si P es una particion de algiin subconjunto infinito de N, entonces P se
denomina una particion especial si para todo par de bloques p;,p; € P se
tiene que p; < pj, p; = p; 6 p; > p;.

Dadas P; y P, dos particiones especiales. Decimos que P, es mds gruesa
que P, o P, es mds fina que P; y lo denotamos por P, C P, si cada bloque
de P; es la uniéon de bloques de Ps.

Notemos que si P es una particiéon especial cuya cardinalidad es infinita,
entonces todos sus bloques son subconjuntos finitos.

En esta seccion utilizaremos la siguiente notacion:

e Para todo cardinal v < w, denotemos por (w)” a la familia de todas
las particiones especiales P de algin subconjunto de N tal que |P| = v.
En particular, (w)“ es el conjunto de todas las particiones especiales
formadas por un nimero infinito de bloques.
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e Para una particion especial P y un cardinal v < w definimos (P)" :=

{Qew):QCE P}

e Ademas, para un conjunto M € [N] denotaremos por P(M) a la familia
de todas las particiones especiales de M.

Previamente los teoremas de tipo Ramsey fueron empleados para describir
propiedades de las sucesiones de un espacio de Banach, como la oscilaciéon y
los modelos asintoticos (en particular los modelos dispersos). En esta direc-
cion, usaremos el conocido Teorema de Hindman-Milliken, que a continuaciéon
enunciamos, para introducir nuevas ideas de oscilaciéon y modelo disperso.

Teorema 10.2 (de Hindman-Milliken). Sean k, m nimeros enteros positivos,
Q € (w)* una particion y o : (Q)* — {1,...,m} una funcion, entonces existe
P € (Q)¥ tal que ¢ es constante sobre (P)*.

El teorema anterior es una version mas fuerte del Teorema de Ramsey

(Teorema 3.2) y fue demostrado por K. Milliken en [17]. Otra consecuencia

de este resultado, a la cual se le atribuye parte de su nombre, es el Teorema
de Hindman [15].

De manera similar que en el Teorema de Ramsey es posible trasladar el
Teorema de Hindman-Milliken a un espacio métrico con propiedades especi-
ficas.

Teorema 10.3 (de Hindman-Milliken para Analistas). Sean (X, d) un espa-
cio métrico totalmente acotado, @ € (w)* una particion y k € N. Para cada
funcion ¢ : (Q)F — X y cada & > 0, existe P € (Q)* tal que

d(e(5),o(T)) <e
para todo S, T € (P)*.
Demostracion. Analoga al Teorema de Ramsey para Analistas. ]

Aplicando el teorema previo, de manera recursiva, y argumentos de dia-
gonalizacion se puede concluir el siguiente resultado.

Corolario 10.4. Sean (X,d) un espacio métrico totalmente acotado, Q) €
(W) y k € N. Para cada funcion ¢ : (Q)* — X y cada sucesion g; \, 0 en
RT existe P = {p; : i € N} € (Q)¥ tal que

d(gO(S), ()O(T)) < gml’n{i : piCs1Ut }
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para todo S = {sy,..., s}, T = {t1,..., tx} € (P)*

Motivados por las ideas de la seccion del Teorema de Ramsey, es posible
definir una convergencia relacionada a la familia (Q)” para alguna particion
Q € (w)* y algin cardinal v < w.

Definicion 10.5. Dados un espacio métrico (X, d), una particion @ = {g; :
i € N} € (w)* y k € N. Una funcién ¢ : (Q)* — X converge a € X si para
cada € > 0 existe n € N tal que

d(o(S),z) < ¢ para todo S € (Q\{q:}1-,)".

Siguiendo el patréon de notacion para las convergencias anteriormente de-
finidas en este texto, denotaremos esta convergencia como

<Q>khs%l—>oo P5) = a.

En analogia al Corolario 3.8 se puede establecer lo siguiente:

Corolario 10.6. Sean (K, d) un espacio métrico compacto, Q € (w)* y k €
N. Para toda funcion ¢ : (Q)* — K existe P € (Q)* y x € K tal que

lim  (5) ==.

(PYk35—00

Enseguida presentamos nuestra oscilacion inspirada en el Teorema de
Hindman-Milliken.

Definicién 10.7. Dados un espacio de Banach (X, || - ||), una particion @ €
(w)¥ de N, k € Ny e > 0. Una sucesion normalizada (z;);eny en (X, || - ||)
es (Q, k,e)—oscilacion bloque estable si para todo S = {s1,...,sx}, T =
{t1,..., tx} € (Q)* se satisface que

k k
1) asx (sl = 1) aX(t)ll] <,
=1 =1

para cada (a;)f_, € [-1,1]*. Si @ = [N]', entonces decimos que la sucesion
(x:)ien es (k,e)— oscilacion bloque estable
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Notemos que si (;);en es (k, €)-oscilacion bloque estable para algin k € N,
entonces es una (Q, k, £)—oscilaciéon bloque estable para toda @ € (w)¥ ya
que (Q)* C ([N])*.

Siguiendo la afirmacion del tltimo inciso del Teorema 8.6, de una sucesion
normalizada de un espacio de Banach podemos obtener una subsucesion que
cumpla las condiciones de la Definicion 10.7:

Teorema 10.8. Dadas una sucesion normalizada (z;);en en un espacio de
Banach (X, || - ||) vy una particion Q € (w)* N P(N). Para cada k € N y cada
e > 0 existen M € [N|* y P € (Q)“ una particion de M, tal que (x;)ien €s
(P, k,e)-oscilacion bloque estable.

Demostracion. Tomemos k € N, una sucesion normalizada (x;);ey de un es-
pacio de Banach (X, ||-|) v Q € (w)*NP(N). Definimos la funcién v, : (Q)* —
Nien S ={s1,...,s:} € (Q)* como

k k
v(S) (Z aiei> = | ZC%X(S@')H, para cada (a;)F_, € [~1,1]%.
i=1 i=1

Fijando ¢ > 0, el Teorema 10.3 nos dice que existe P € (Q)“ tal que
dy(ve(9),(T)) < € para toda S, T € (P)* C (Q)*. En otras palabras,
si S, T € (P)*, entonces

k k
1D asX ()l = 1D aX(t)ll] <,
=1 i=1

para cada (a;)¥_, € [~1,1]*. Por lo tanto, tomando M = UP, se concluye
(x;)iem es una sucesion (P, k, e)-oscilacion bloque estable. O

Considerando las funciones v’s definidas en la demostracion previa y apli-
cando el Corolario 10.4 se obtiene la siguiente nocién de asintoticidad.

Corolario 10.9. Sean (X, || - ||) un espacio de Banach y k € N. Para toda
sucesion normalizada (z;)ien en (X, ||-]]) v toda sucesion e; \, 0 en RT, existe
una particion P = {p; : i € N} € (w)¥ tal que para toda S = {s1,..., sk},
T ={t1,...,tx} € (P)* se satisface que

k k
D aid (s, )l = 11 aiX (s, D)l < Emintipecsion

i=1 =1
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para cada (a;)%_, € [—1,1]F.

El corolario anterior se generaliza de la siguiente manera (comparar con
el Lema 8.16).

Lema 10.10. Para toda sucesion normalizada (x;);en en un espacio de Ba-
nach (X, | - ||), toda particion @ € (w)* N P(N) y toda sucesion £; \, 0 en
R*, existe una particion P = {p; : i € N} € (Q)* tal que para cada k € N

y cualesquiera S = {sy,...,sp}, T = {t1,... .t} € (P\ {p1,...,pr_1})" se
cumple que

k k
1D " ax(s)ll = 1D aiX ()] < emmgipcsion}
=1 1=1

para cada (a;)%_, € [—1,1]".

Demostracion. Sean (z;);eny una sucesion normalizada en un espacio de Ba-
nach (X, || - ||), una particion @ € (w)* N P(N) y una sucesion g; N\, 0. Consi-
deremos, para cada k € N, la funcién vy. Al aplicar el Teorema de Hindman-
Milliken para Analistas (Teorema 10.3) a la funcion vy y a e; se obtiene
Py = {p}! :i € N} € ([N]")* tal que para todo S = {s;}, T = {t1} € (P)" se
tiene que

lar X (s1)]| = [lar X (2)]]| < ex,

para cada a; € [—1,1]. Tomamos p; := p}. Usando recursivamente el Teorema
10.3 en v; [(p,_\{p; 1}y ¥ €i Para cada i € N/1, se construyen paralelamente
una sucesion (P;);eny en (w)¥ y una sucesion (p;);en en FIN tales que

1. p; :=pi, donde p} € P, para toda i € N.

2. PLe(Q)¥y P € (P\{p:})¥ C (P;)” paracadai € N, en consecuencia
Di < Pit1-

3. Para cada k € Ny cualesquiera S = {s1,...,sx}, T = {t1,...,tx} €
(P)* se cumple que

k k
1D S a;X(spll = 11D a; X ()] < ex,
j=1 Jj=1
para cada (a;)¥_, € [-1,1]*.
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Ahora, verifiquemos que P = {p; € N} es la particion deseada. Fijemos k € N
y tomemos S, T € (P\{p;}i<k_1)*. Sea m := min{i : p; C (s, Ut;)}, debido
a la construccion de P es facil ver que S, T € (P\{p;}i<m-1)* C (Pn)".
Entonces las particiones especiales

{Si}le U {pméx{jipjgsk}-i-i—k}?;k—i-l y {ti}i'c:l U {pméx{jipjgtk}-i-i—k}?;k—i-l

pertenecen a (P,,)™. Lo cual implica que la desigualdad

k k k m
D" ax ()l = 1D ax @) = 1D aiX(s) + > 0X Prmgxijm; Coprioi) |
i=1 i=1 i=1

i=k+1

k m
— |l Zai){(ti) + Z OX(pméX{j:pjgtk}-f—i—k)M
i—1 i=kt1

< 5m1’n{i:pi§slut1}
se satisface para todo (a;)F_, € [-1,1]". O

Estamos listos para describir otro tipo de modelo disperso (comparar con
las Definiciones 9.1 y 9.5). Modelos més generales que estos, llamados “strong
asymptotic models”, fueron introducidos y estudiados en el articulo [14], en
donde los autores emplearon matrices cuyas filas son sucesiones basicas de un
mismo espacio de Banach y que denominan “strong basic array”.

Definicién 10.11. Dada una sucesion bésica normalizada (z;);en en un es-
pacio de Banach (X, || -||) y una particion P = {p; : ¢ € N} € (w)* de N. Una
base de Schauder (y;);en para el espacio de Banach (Y, || - ||y) es un P-modelo
disperso de (x;);en si existen una sucesion g; N\, 0 tal que para toda k € N
siempre que S = {s1,..., 8} € (P \ {pi }i<k_1)* se cumple la condicién

k k
L Zaﬂ(si)n — |l Zaiyilly} < Emin{izp;Cs1}s
=1 =1

para cada (a;)%_, € [—1,1]".

Modificando la demostraciéon del Teorema 9.6 se justifica el adjetivo dis-
perso en la definicién anterior.

A este punto, el lector debe estar ya familiarizado con la técnica empleada
para probar la existencia de los modelos dispersos y los modelos asintéticos
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por bloques expuestos en este texto. La demostracion del siguiente teorema
sigue la misma metodologia gracias al Lema 10.10.

Teorema 10.12. Si (x;);en es una sucesion basica normalizada en un espacio
de Banach (X[ - ||) v @ € (w)* N P(N), entonces existe M € [N]* y P €
Q) NP(M) tal que (z;)iem genera un P—modelo disperso.

Para introducir la tltima oscilacion usaremos un teorema de tipo Ramsey
maés fuerte que el Teorema de Ramsey y el Teorema de Hindman, pero mas
debil que el Teorema de Hindman-Milliken. Pero primero establecemos la
notacion del objeto central de dicho teorema y un atributo de este, el cual es
consecuencia inmediata de su definicion.

Si N € [N]¥ y o un cardinal tal que o < w, entonces (IV)$ es la coleccion
de conjuntos s € [N]* tal que s = {>_,, j : i < a} para alguna sucesién
(t;)%, en [N]<“ tal que t; # 0 y t; < t;;1 para cada i < «.

Lema 10.13. Si N € [N]“, a es un cardinal menor o igual a w y M € (N)$,
entonces (M)$ C (N)$.

Ahora si, enunciemos el teorema que motiva otro tipo de oscilacion si-

guiendo las equivalencias del Teorema de Ramsey presentadas en el Teorema
8.6.

Teorema 10.14. Para cada nimero natural k > 2 las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Dados N € [N]* y m € N, para toda funcion f : (N)% — {1,...,m}
existe M € (NY2N{{2": 1 € NU{0}})¥ tal que f es constante en (M)¥%.

2. Sean (X, d) un espacio métrico totalmente acotado, N € [N]¥ y m un
nimeros natural. Para cada funcion f : (NY& — {1,...,m} y cada
e >0, existe M € (N)$N ({2 : i € NU{O}})E tal que d(f(s), f(t)) < ¢
para todo s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € (M)X.

3. Para cada (x;)ieny una sucesion normalizada en un espacio de Banach
(X, |I-11), toda k € N y cualquier e > 0, existe M € ({2" : i € NU{0}})¥
tal que cualesquiera s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € (M)&
satisfacen la desigualdad

k k
Il Z@ﬂs(i)ﬂ — | Zaixt@m <e,
=1 i=1
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para cada (a;)%_, € [—1,1]F.

11 Espacio de Tsirelson

A continuacion, introduciremos uno de los espacios de Banach méas importan-
tes en el Analisis Funcional, el espacio de Tsirelson. Su importancia radica
en dar una respuesta negativa a la pregunta: Dado un espacio de Banach
de dimension infinita (X, || - ||), ;Es posible encontrar un subespacio Y de
X, tal que este sea isomorfo a uno de los espacios clésicos de sucesiones c¢g
o ¢, con p > 17 Este problema estuvo abierto durante muchos anos. Por lo
cual es merecedor de una seccién propia en este trabajo. Dicho contraejemplo
fue construido por B. S. Tsirelson en 1974 [21]. Sin embargo, la presentacion
que vamos a enunciar en este capitulo se debe a T. Fiegel y W. B. Johnson
[11], la cual corresponde al dual del espacio original y posee la ventaja de
dar una descripcion analitica de la norma. Ademas, desarrollaremos algunas
propiedades significativas.

Consideremos el espacio normado (cog, || - [|s) ¥ Su base canénica (€;);en.
Para cada s € FIN, la funcion P : coo — coo, dada por Ps(D> o0 a;e;) =
> a;e; para todo Y7 ae; € ¢ denomina la pr i6n sobre el con

ies @iCi P 1 aie; € co, se denomina la proyecciéon sobre el con-
junto s. Definamos inductivamente una sucesion de normas (||-||;)ienutoy sobre
coo como: Para cada = € ¢y se tiene que

lzllo = llzlloe, ¥

k
1
||| ng1 = méx { |z, 5 max { Z ||Psl(x)||n}} ,para cada n € NU {0},
i=1

donde la funcién méaximo “interno” varia sobre toda k € N y toda sucesion
finita (s;)¥_, en FIN tal que k < 51 < 59 < -++ < 5.

Es facil de ver que ||-||,, es norma en ¢y para cada n € NU{0}, la sucesion
(l]]s)ienutoy es creciente para todo x € coo y

o0

||, < Z la;| para cada x = Zaiei € ¢oo y todo n € NU {0}.

=1 i=1
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En consecuencia, para cada x € ¢y, €l lim ||z||; existe, esta acotado por ||z||s,
1—00
y

k
1
|z][ns1 = méx { 12| oo 3 mAax { Z ||Psl(:1c)||n}} , para cualquier n € NU{0}.
i=1

Para cada = € cqy denotamos al lim ||z||; por ||z||r y observamos que || - || es
71— 00

una norma sobre cyy. Finalmente, el espacio de Tsirelson 7" es la completacion
de cyp respecto a la norma || - ||7.

La construccién de la norma del espacio de Tsirelson mediante un conjunto
normante es muy conocida en la literatura y es de mucha utilidad para la
demostracion de algunas propiedades de la norma de Tsirelson. Enseguida
daremos los detalles del conjunto normante para obtener dicha norma. Para
esto consideremos la siguiente familia de conjuntos, los cuales son definidos
de manera recursiva:

o Wy = {%e :iecN}.

e Si(fi)F_, es unasucesion finita en W, tal que k < supp?(f1) < supp(f2) <
-+ < supp(fx), entonces f = %Zle fi € Wyi1, para toda n, k € N.

Tomamos Wr = J,,cn0 oy Wa

Por construccion W; N W; = () para distintos i, j € NU {0}. Como Wr
es subconjunto del espacio dual ¢, relacionado con la norma || - || vy Gy C
W, resulta que Wr es un conjunto normante para el espacio cgp. Ademaés,
si f € Wy, entonces f puede expresarse como una combinaciéon lineal de
{er : i € N} con coeficientes en {5 : n € NU {0}}. Por esta razon y la
desigualdad |supp(z)| < w, se tiene que ||z||w, = max{|f(z)|: f € Wr} para
cada z € .

Vamos a demostrar que la norma || - || es igual a la norma || - ||, generada
por el anterior conjunto normante Wr. Primero, presentaremos una propiedad
util de los conjuntos Wy’s.

Lema 11.1. Sea n € N. Si la funcion f € W, y el conjunto s € FIN tal que
sNsupp(f) # 0, entonces f o Py € W,,.

2En este ocasion, supp(f) := s para algtin s € FIN tal que f = D ies i€
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Demostracion. La prueba se realizard por induccién sobre n € N. Fijemos
feWyyseFIN tal que s N supp(f) # 0. Por definicion, existen k € Ny
t € [IN/(k—1)]* tal que f = 3> ., €. De manera que fo Py =33 ., el
Como k < tNsym = [tNs|] <k, entonces t N's € [N/(m — 1)]™. Por
consiguiente, f o P; € Wj. Supongamos que para todo f € W,,, con n € N,
y todo s € FIN tal que s N supp(f) # 0 se cumple que f o P, € W,,. Por
demostrar que si f € W,.1 y s € FIN tal que s N supp(f) # ), entonces
foPs€ W,y Tomemos f € W,y s € FIN tal que s N supp(f) # 0. Por
definicion, existen & € Ny (f;)%_, una sucesion en W, con k < supp(fi) <
oo < supp(fr), tal que f = %Zle fi. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que sNsupp(f;) # () para todai < k. Entonces foP; = %Zle(fiops)
y k < supp(fioP;) < -+ < supp(froPs). Ademas, por hipétesis de induccion,
fio P, € W, para cada i < k. Lo cual implica que fo P, € W, ;. O

Teorema 11.2. La norma del espacio de Tsirelson coincide con la norma
generada por el conjunto normante Wr.

Demostracion. Tomemos V,, = U;<,w, para toda n € NU {0}. Como V,, C
Vog1 para cada i € N U {0}, es suficiente probar que |z|/, = |z|v, para
todo = € ¢pp y todo n € N U {0}. Procederemos por inducciéon sobre n €
NU{0}. Sea = = > ;7 a;e; en el espacio cpo. Como el caso n = 0 es trivial,
demostremos que ||z|[y = ||z|lv,. Si ||z||i = ||x||o, entonces ||z|; < ||z|v, ya
que ||z|lo = [|z]lv, < ||z||v,. Para el otro caso, Fijemos k& € N y una sucesion
(s;)¥, en FIN con k < s; < --- < ;. Por definicién, para cada i < k,

1Ps; (@)llo = [P, () loo = |an,

para algin n; € E;.

Tomamos t = {n; : i < k} y notemos que se cumple la condicion ¢t € [N/(k —
1)]¥. Entonces

k k
1 *
5 2 NPa@llo =2 sgn(ae;(x) < [l
i=1

1€t

De esto se deduce que ||z||; < ||z||y,. Para probar la desigualdad restante,
fijamos f € V1. Si f € Vg, entonces ||z|; > ||z|lo > |f(z)|. Para el caso
f € Wy, sabemos que existen k € N, t € [N/(k—1)]* y (7)., € {—1,1}" tal
que f = 3>, vie;. Tomamos la sucesion (s;)%_, en FIN, donde s; = {t(i)}
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para cada ¢ < k. Por construcion, k£ < s; < --- < s;. Entonces tenemos que
2]l > Z 1P, (@)[lo = Z e} ()] =) yiei(x) = f(x).
€S 1€8

Como f € Vj es arbitraria, se concluye que ||z|; > ||z]ly,. Supongamos
que |[z|l, = ||z||v, para n € N. Por demostrar que |z|,41 = ||z|v,,. Por
definicion e hipotesis de induccion, obtenemos la identidad

s = max{nxnvn, max{ZnPsZ ||vn}}

De modo que es equivalente probar que

max{uxnv 5 Z P« an}} = el

Por definicion de los conjuntos normantes, ||z||v;, < ||z||v, +1. Si fijamos k € N
v (s:)%_, una sucesion en FIN tal que k < s; < - -+ < s. Por propiedades del
conjunto normante V,,, existe f; € W, tal que || Ps,(x)||v, = (fi o Ps;)(z) para
cada i < k. Gracias al Lema 11.1 tenemos que (f; o P,,)¥_, es una sucesion
en V,. Més atn, se cumple que k < supp(f1 o Ps,) < --- < supp(fx o Ps, ). En
consecuencia, la funcion %Zle( fi o Ps,) pertenece a Vn+1 y resulta que

k

1
—Z 1Ps; (2)]lv,, = Z(fz' ° Py)(x) < |[llv,.y.-

=1

Por lo tanto, max {||zlv,,  max { S0, | P, (@)llv,. }} < [lllv,..,. Para verifi-
car la desigualdad que falta, fijemos f € V,,11. Si f € V,,, entonces

maX{llﬂfllvn, maX{Z 1P, (= Ivn}} = |zllv, = [f (@)l

=1

En el caso f € W, 1, por definiciéon, existen m € N y una sucesiéon de
funciones (f;)7, en W,, C V, tal que m < supp(fi) < --- < supp(fx).
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Tomamos la sucesion (¢;), en FIN definida como t; = supp(f;) para cada

1 < m. De esta forma m <t; < --- <t, y obtenemos que

maX{HxHVn, maX{ZHPsl ||Vn}}Z%max{iﬂpt(x)xﬂvn}
z—Zm )| 2 f(o)

Por ende, la desigualdad max {||a:||vn, % max { Zle | Ps, ($)||vn}} > [|z]|v,is
se cumple.

Los siguientes resultados para el espacio de Tsirelson se deducen fécil-
mente de la definicién de la norma o las propiedades del limite de sucesiones
relacionadas a max y a sup.

Lema 11.3. (1) La sucesion (e;)ien es base de Schauder para el espacio de
Tsirelson.

(2) Six=>2rae; yy = > o bie; en T satisfacen que |b;| < |a;| para
todo i € N, entonces ||y|lr < ||z||7-

(3) Para cada x €T,

Iz lr = max{uxnoo,%sup{z r|Ps,.<x>HT}}

=1

donde la funcion sup varia sobre cada k € N y toda sucesion (s;)k_, en
FIN conk <s; <---<sp.

(4) Para cada k € N y cualquier subsucesion bloque normalizada (y;)¥_, de
la sucesion (€;)ien, tal que k < supp(y,), tenemos que

k

k k

1

3 D ail <1 awille <Y lail, para todo (a;)i, € [=1,1]%.
=1

i=1 =1

Demostracion. Las demostraciones de las incisos (1), (3) y (4) son faciles de
establecer.
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(2)Basta con probar que para todo n € N U {0} y cualesquiera x =
Yoiaie; yy =y bie; en ¢, con |b;| < |a;| para todo i € N, se cumple
la desigualdad ||y, < ||z||». Procedemos por induccion sobre n € N U {0}.
Omitimos la desmostracion para el caso n = 0, ya que es evidente. Ahora,
supongamos que la desigualdad es valida para n. Escojamos x,y € ¢y con
la condiciéon mencionada en la hipétesis. Debido a suposiciéon inductiva, para
cada k € N y toda sucesion (s;)%_; en FIN tal que k < s; < --- < sy, sucede
que

k k

1 1

3 Pl < 5 D 1P @
=1 =1

para cualesquiera © = Y .~ a;e; ¥y = > .0, bie; en cgp, con la propiedad
|b;| < |a;| para todo ¢ € N, O

De donde se deduce que ||y|[ns1 < ||z][ne1. Por lo tanto, ||y|lne1 < ||2||ne1

Finalmente, presentaremos una demostraciéon de una de las propiedades
que le otorga relevancia al espacio de Tsirelson.

Teorema 11.4. FEl espacio de Tsirelson no posee subespacios isomorfos a cg
oadl, conl<p<oo.

Demostracion. Su prueba de divide en dos casos:

Caso 1. El espacio T' no contiene a ¢;. Supongamos que el espacio de Tsirelson
tiene un copia isomorfa de ¢;. Por el Teorema 6.13 de James, existe una
subsucesion bloque normalizada (y;)ien de (€;);en tal que cada n € N
cumple que

S lad < I el < 3o (24)
=1 =1 =1

para todo (a;)I_; € [—1, 1]". En otras palabras, (y;)ien es (145)—equivalente
a la base canoénica de Schauder para ¢;. Consideramos los elementos
Y1+ = 2:221 y; para cada r € N. Por la desigualdad (24) se tiene que

16 8 1+l 1
5= §(1 +- Z 1) < ||ly: + . ZyiHT para todo r € N.  (25)
=2 =2
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Ahora, fijemos k € N y una sucesion (s;)¥_, en FIN tal que k < s; <
Sg < + -+ < 5. Tomamos m = max(supp(y,)). Si k > m, entonces

Zup&(m Zyl)nT—Zn P Zyz)HT

=2

7”+1 r+l
<N—§:Mh —2:122 (26)
=2

para cada r € N. Si k& < m, consideramos los conjuntos

A={i<r:|Pw)llr # 0 para al menos dos valores de j},
B ={i <r:||P,(y:)|lr # 0 para a lo més un valor de j}.

Como A tiene cardinalidad a lo mas k — 1, resulta que

Z 1Ps; (3/1 + - ! Z%) Ir < Z 1Ps; (y)llr + = {% <Z 1Ps; (i) T>:|

7=1 %

k k k

=Pyl + {Z (1P, @olir) + 3 (D IA, <yi>T)]
j=1 €A j=1 i€eB  j=1
Ayille + (23 Il + 3 il

€A i€B

| k1
g2+;mk—n+r—@—1n:3+—7—§3+%

para todo r € N. De ahi que

r+1

1 T
Z | P, <y1 + — Zyz> 7 < 5 sir=z 2m. (27)

Por (25), (26), (27) y el tercer inciso del Lema 11.3 se concluye que

r+1

Hyl + = ZyzH

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, el espacio de Tsirelson no
posee una copia isomorfa a £;.

4>|\1

para cada r > 2m,
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Caso 2. El espacio 1" no contiene a ¢y ni a £,, con 1 < p < 0o. Supongamos que el
espacio de Tsirelson tiene un copia isomorfa de ¢y (¢,, con 1 < p < 00).
El Lema 6.12 nos garantiza la existencia de una subsucesién bloque
(Yi)ien de (€;)ien que es equivalente a la base candnica de Schauder
para ¢g ({p, con 1 < p < 0o, respectivamente). En otras palabras, existen
C, D > 0 tales que para cada n € N se cumple que

CHD aellx <1 awillr < DI asesx, (28)
=1 =1 =1

para todo (a;), € [—1,1]", donde X = ¢y (X = ¥, con 1 < p < o0,
respectivamente). Tomamos m; := min(supp(y;)) para todo i € N y
si == {m;;m; +1,...,my; — 1} para cada i € N. Como i < s; para
cada i € N, se deduce de la identidad del tercer inciso del Lema 11.3 y
de la desigualdad (28) que

2r—1 2r 1 2r—1 27‘ 1 r
HZZ/1|T> ZHPSJ(Z )\T— Z||yl|T_— para todo r € N.
1= i=r

(29)

Mientras que, gracias a (28), se tiene que

H QTZI H si (y;)ien es equivalente a la base de ¢y
billr = 1/” si (yi)ien es equivalente a la base de £, p > 1.

Para » € N lo suficientemente grande, la desigualdad anterior es una
contradiccion de (29). En consecuencia, el espacio de Tsirelson no posee
subespacios isomorfos a ¢y ni a £,, con 1 < p < oo. O]

12 Preguntas Abiertas

Este trabajo contiene nuevas ideas y resultados como son distintos tipos de
oscilacion determinados por familias de subconjuntos finitos en los naturales
y, en algunos casos, su equivalencia con teoremas de tipo Ramsey. Lo cual abre
nuevas lineas de investigacion dentro del estudio de las propiedades de las su-
cesiones bésicas normalizadas. A continuaciéon enlistamos algunos problemas
abiertos que consideramos interesantes.
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Como se observo en el Ejemplo 9.8, una misma sucesiéon basica normaliza-
da puede generar dos modelos asintoticos por bloques, respecto a diferentes
barreras en N, cuya normas son distintas, pero equivalentes. Lo cual nos lleva
a cuestionarnos lo siguiente:

Pregunta 2. Si (x;);en es una sucesion bdsica normalizada en un espacio
de Banach, ;son los modelos asintoticos por bloques definidos por distintas
sucesiones de barreras y la sucesion (x;)en iSomorfos entre si (o son sus
normas equivalentes)?

Recordemos que en el Ejemplo 9.10 se probd que los modelos asintéticos
por bloques pueden no cumplir la propiedad de dispersion, para ello se utilzé
la barrera [N]? y la sucesion de barreras ([N]?, [N]J%,... [N]? [N]®,...). Esto
nos encamina a la siguiente pregunta que es un caso particular de la anterior.

Pregunta 3. Dadas dos barreras distintas By y B se pueden obtener tres
modelos: un By—modelo disperso®, un Bo—modelo disperso y un (By, B, ...,
B1, Bs, ...)— modelo asintdtico por bloques. ;Qué relacion hay entre estos tres
modelos? ; Qué pasa con los modelos dispersos?

En el Teorema 9.4 se presenta la equivalencia entre el Teorema de Ramsey
(Teorema 3.2) y el Teorema de Brunel-Sucheston (Teorema 9.3), lo cual nos
conduce a formularnos la siguiente pregunta.

Pregunta 4. ;Es el Teorema de Hindman-Milliken (Teorema 10.2) equiva-
lente a un teorema de tipo Brunel-Sucheston?

Cabe mencionar que los P—modelos dispersos generalizan el modelo dis-
perso de Brunel y Sucheston. Ademés, debido a que los modelos dispersos,
asociados tanto a una barrera como a una particién, poseen la propiedad de
dispersion es natural preguntarse:

Pregunta 5. Si (z;)ien €s una sucesion bdsica normalizada en un espa-
cio de Banach, jexiste alguna relacion entre los B—modelos dispersos y los
P—modelos dispersos, ambos generados por (x;);en, donde B es una barrera
en N y P una particion especial infinita de N?¢

En base al Ejemplo 9.11, en general, los (B;);ey—modelos asintoticos por
bloques no pueden obtenerse mediante P—modelos dispersos.

3Ver comentario del Teorema 9.6
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